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Resumo

Uma nova classe de critérios de identificacao de vortices é proposta e avaliada
no presente trabalho. Os principais critérios existentes na literatura sao revisa-
dos, suas qualidades e limitacoes sao denotadas e uma base de requisitos para
defini¢bes de vortices é proposta. A invariancia euclidiana é apontada com uma
caracteristica importante para uma definicao de vértices, em contraponto a maio-
ria dos critérios existentes na literatura. Versoes objetivas dos critérios descritos
na literatura sao propostas, além de novos critérios, baseados na persisténcia de
deformagcao e que contemplam formulagoes isotrépicas e anisotrépicas, quanto
as diregoes principais de deformacao ou outras direcoes normais a planos carac-
teristicos no escoamento e que sao pertinentes a formacao, evolugao ou dissipagao
de estruturas vorticais. Os novos critérios e formulagoes sao avaliados em con-
junto com os critérios existentes em escoamentos analiticos bidimensionais, tridi-
mensionais integraveis e caoticos, além de escoamentos modelados por meio da
simulacao das grandes escalas e simulagao numérica direta. Os critérios propostos
no presente trabalho, apesar de se basearem em parametros cinematicos, possi-
bilitam a integracao com conceitos dinamicos, avaliados pelos termos do gradiente
das equagoes de momentum.

Palavras-Chave: Identificacao de vortices, estruturas coerentes em turbuléncia

e persisténcia de deformacao.
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Abstract

A new class of vortex identification criteria is proposed and studied in the
present work. The main existing criteria are reviewed, their qualities and limita-
tions are pointed and a new basis of requisites for vortex identification is also pro-
posed. The euclidian invariance is pointed as an important requisite for a vortex
definition, in contrast with most existing criterion requisites in literature. Objec-
tives versions of existing criteria are proposed and a new set of criteria, based on
persistence of straining with isotropic and anisotropic formulations, considering
the straining main directions and specific characteristic directions to the forma-
tion, evolution and dissipation of coherent structures. Both the new and existing
criteria are evaluated in two-dimensional analytical, integrable and chaotic three-
dimensional flows, as soon as on some modeled cases using large-eddy simulation
approach and direct numerical simulation. The proposed criteria is related with
dynamical aspects, as a function of the momentum gradient equations.

Keywords: Vortex identification, coherent structures in turbulence and per-

sisting of straining.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O conceito de vortice, apesar de exaustivamente estudado desde os primordios
do estudo da hidrodinamica e bastante utilizado para descrever e explicar padroes
em problemas fluidodinamicos, ainda nao encontra uma definicao aceita por toda
comunidade cientifica. O correto entendimento da dinamica dos vortices em um
dado escoamento permite nao sé o entendimento de fenémenos relacionados que
sofrem influéncia direta e indireta dessa entidade como mistura, transferéncia de
calor e massa, combustao, predicao de arrasto hidrodinamico, geragao de ruidos,
vibragao induzida por vértices, mas também pode ser uma via de modelagem da
turbuléncia.

Escoamentos turbulentos sao dominados por regides compactas, coerentes
temporalmente, conhecidas como estruturas coerentes. As equagoes da dinamica
da vorticidade governam a evolugao e a interacao entre estruturas coerentes e o
seu acoplamento com a turbuléncia. Uma definicao de vortice deve identificar esse
tipo de estrutura, explicar sua formacao e evolucao e classifica-la quanto a sua
morfologia. Apesar do avango no entendimento e na modelagem dos fenomenos
relacionados a escoamentos turbulentos nas ultimas décadas, algumas lacunas

encontram-se ainda sem uma definicao plena. Devido ao forte cardter rotacional
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da turbuléncia em fluidos, a correta descricao das zonas coerentes assume grande
importancia na classificagao e na captura da evolugao do escoamento.

O conceito de vortices geralmente é confundido com o conceito de vorticidade.
Esse ultimo, matematicamente definido e associado a taxa de rotagao relativa de
filamentos de materiais, apresenta valores elevados nas regioes vorticais. En-
tretanto, a caracteristica apresentada pela sentenca anterior é subjetiva e nao
encontra plenitude na sua descrigao, visto que seu inverso nao é verdade. Diver-
sos critérios de identificacao e classificacao ou mesmo conceitos de definicao de
vortices foram propostos ao longo dos anos. Baseados, em quase sua maioria,
no tensor gradiente de velocidade e no seu antagonismo entre taxas de rotacao
e deformacao, esses critérios possuem limitagoes ao se definir premissas basicas
para uma defini¢ao ideal e, em alguns casos, apresentam limitacoes em sua for-
mulacao em determinados tipos de escoamentos, como os compressiveis ou mesmo
com densidade variavel. Um dos motivos para a inexisténcia de um critério com
aceitagao comum, entre outros, encontra-se na falta de concenso acerca dos req-
uisitos principais, o que, de certa forma, promove uma reflexao mais profunda
sobre o assunto e a evolucao dos critérios existentes.

Alguns critérios procuram descrever a evolucao das estruturas vorticais a par-
tir de conceitos dinamicos e as forcas resultantes dessas interacoes, ou seja, rela-
cionadas a causas na alteragao do campo cinematico. Por outro lado, um conjunto
de critérios fundamentam-se na descricao das manifestagoes diretas no campo
de velocidade, analisando somente as caracteristicas cinematicas do escoamento.
Cabe lembrar que mesmo critérios relacionados a causa na alteracao do campo
cinematico apresentam formulagoes matematicas baseadas nesses mesmos cam-
pos.

Outro ponto de bastante discussao e pouco concenso na identificagao de vortices
¢ a base na qual se fundamenta essa descricao. Alguns autores defendem que
a analise da trajetéria de particulas e a captura dos efeitos que evidenciam a

presenca dessa particula em um vortice é a melhor abordagem para sua identi-
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ficacao, caracteristica da mecanica lagrangiana. Outros autores acreditam que o
acompanhamento da formagao e evolugao de estruturas vorticais deve ser avali-
ado em campos materiais de determinadas entidades, fundamentando a analise a
mecanica euleriana.

Alguns autores consideram que um critério de identificagao de vértices deve
ser invariante a uma transformagcao linear nos eixos de coordenadas tanto no
tempo quanto ao longo do espaco, ou seja, que o critério deve ser invariante
galileanamente. Trabalhos recentes vém adotando uma posi¢ao mais restritiva
e apontando a necessidade de critérios que sejam invariantes a qualquer tipo
de transformacao rigida no sistema de coordenadas adotado, acompanhando a
definicao de objetividade apontada pela mecéanica do continuo.

Muitos critérios existentes na literatura atribuem a identificacao de estru-
turas vorticais ao fato de uma entidade atingir valor menor ou maior que um
determinado patamar. Esse patamar geralmente depende das caracteristicas do
escoamento e nao pode ser generalizado. Um critério de definicao de vértices deve
ser pleno e seus patamares invariantes quanto ao escoamento analisado. Critérios
que buscam valores caracteristicos no escoamento para a escolha desses patamares
podem perder a captura de estruturas que se comportem de maneira distinta do
resto do escoamento, como, por exemplo, no caso de recirculagoes ou de vortices
secundarios dispostos nas esteiras de escoamentos externos.

O presente trabalho tém por objetivos, propor novas bases para uma defini¢ao
geral de estruturas vorticais e apresentar novos critério respaldados nessas bases.
A esséncia dos critérios propostos nesse trabalho se difere da maioria dos critérios
existentes na literatura, pois avaliam o tensor grandiente de velocidade e a variancia
material da parte simétrica do tensor. Os critérios propostos permitem nao so-
mente a identificagdo, mas certamente a classificacao dessas estruturas vorticais,
nos sentidos principais de deformagao. Serao discutidos também os critérios exis-
tentes na literatura, suas limitagoes e propostas de modificacoes para adequagao

as premissas estabelecidas.
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1.2 Estado da Arte

As primeiras tentativas de identificacao de estruturas vorticais propostas procu-
ravam associar conceitos intuitivos, como linhas de corrente que repesentassem
curvas fechadas. Lugt [21] demonstrou que esse tipo de identificacao de vértices
encontra falhas, principalmente se o objetivo for analisar a evolucao no tempo
desse tipo de estruturas. O autor propos a mesma analise baseada em linhas de
trajetéria, na qual um vértice seria "uma regiao cujas particulas materiais gi-
ram ao redor de um centro comum”. Essa proposta de identificacao foi uma das
primeiras a associar estruturas vorticais a conceitos da mecanica lagrangiana.

Hussain [22] apresenta um vasto estudo sobre estruturas coerentes, discutindo
desde sua formagao até o seu desenvolvimento em escoamentos turbulentos, dando
énfase a necessidade de identificacao desse tipo de estruturas. O autor define estas
como regioes materiais compactas e que apresentam valores relativamente altos
em modulo de vorticidade concentrados ao longo de sua extensao. Discute-se e
apresenta-se também um critério de formacao de estruturas coerentes baseada
na evolucao temporal da vorticidade em escoamentos turbulentos. Ressalta-se
ainda a necessidade de se avaliar caracteristicas do escoamento com o tensor de
Reynolds no seio das regioes coerentes com o intuito de avaliar sua evolucao e as
interagoes com a regioes incoerentes que as circundam.

Hunt et al. [2] apresentam critérios para identificacao de regides relevantes em
escoamentos fluidodinamicos. Sao propostas definicoes de zonas de estagnacao
e extensionais, como fun¢ao do segundo invariante do gradiente de velocidade e
dos valores de velocidade e pressao relativas, sendo dada atencao especial para a
definicao de zonas vorticais, ampliando a definicao proposta por alguns autores da
presenca de autovalores complexos do tensor gradiente de velocidade em regioes

vorticais e que resulta na relagao, para escoamentos incompressiveis

[IWI[* = [IDI*] >0 (1.1)

N | —

Q=
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onde
W — % (Vv — (V)] (1.2)
D= [Vv+ (V)] (1.3)
V], = gzj (1.4)

representa o tensor gradiente do campo vetorial velocidade v(z,t) e o oper-
ador || || representa a norma euclidiana. Hunt et al. propdem a complementagao
do critério definido acima com um critério de pressao relativa minima local. Essa
complementacao ¢ importante para excluir alguns casos particulares de escoa-
mento onde a taxa de rotacao assume um papel secundario em relacao a taxa de
deformagao, como no caso de escoamento laminar sob uma placa plana, onde o
primeiro critério é atendido, mesmo nao se evidenciando a formacao dessas estru-
turas. Todas essas zonas listadas sao identificadas em resultados numéricos de
decaimento isotropico de turbuléncia bidimensional e a validade dos resultados
apresentados em contraponto a simulacgoes tridimensionais é discutida.

Tabor e Klapper [4] examinam e caracterizam conceitos cineméticos e dinamicos
de alinhamento e alongamentos de quantidades escalares e vetoriais. Durante a
avaliacao em escoamentos bidimensionais do que denotam por ”persisténcia de
rotacao e deformagao” (cujos conceitos serao apresentados no decorrer do pre-
sente trabalho) os autores obtém um critério de avaliacao de regides dominadas

por rotacao ou deformacao de filamentos, definido pela relacao

Qs =5 [IW - - |D|*] >0 (1.5)

1
2

onde €2 representa a taxa de rotacao dos autovetores da parte simétrica do
gradiente de velocidades. Esse critério é considerado uma versao objetiva do
critério proposto por Hunt et al. [2]. Os autores ressaltam que a avalia¢do

desse tipo de critério para escoamentos tridimensionais pode levar a problemas
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de identificacao de zonas dominantes em rotacao, pois, em escoamentos desse tipo
pelo menos um autovetor do gradiente de velocidades possui um valor positivo
na sua parte real, o que caracteriza estiramento local nessa dire¢ao. Discute-se
também nesse trabalho questoes relacionadas ao estiramento e alinhamento de
passivos vetoriais, dando énfase a gradientes de varidveis escalares e em quan-
tidades vetoriais nao-passivas, com énfase a campos magnéticos em problemas
magneto-hidrodinamicos.

Chong et al. [1] discute a topologia das trajetdrias de solugoes de sistemas
de equacoes tridimensionais de primeira ordem acopladas como funcao dos in-
variantes da matriz de coeficientes desse sistema, dando énfase ao campo de
velocidade e ao tensor gradiente de velocidade associado. Essas trajetorias sao
analisadas em planos provenientes do espaco formado por esses invariantes e um
dos objetivos desse estudo é a identificagao de pontos criticos em condicoes de
contorno de nao-deslizamento e de deslizamento livre. Os autores definem pon-
tos criticos como posicoes no espaco onde a velocidade nas trés diregoes é nula
a curvatura das linhas de correntes é indeterminada. A identificacao de vortices
também é abordada no trabalho e, segundo os autores, vortices sao regioes do
espaco onde o moédulo da vorticidade é suficientemente grande a permitir que a
taxa de rotagao dos filamentos materiais domine sobre sua taxa de deformagao,
ou seja, vértices sao regioes que apresentam autovalores complexos do tensor
gradiente de velocidade.

Truesdell [23] introduziu em seu livro o nimero de vorticidade N com o
objetivo de aferir a relacao entre vorticidade e taxa de deformacao. Ele definiu
N a partir da equagao

Wi

Ne="p)f (1.6)

Assim, N}, é a medida local da vorticidade, normalizada pela norma da taxa de
deformagcao. Os casos N, > 1, em uma primeira andlise sao idénticos aqueles que

atendem o critério proposto por Hunt et al. [2]. Entretanto, Ny nao discrimina
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vortices com valores acentuados e reduzidos de vorticidade e, consequentemente,
o critério (Q é mais restritivo que o critério Ny. Casos particulares de N — oo
e Ny = 0 correspondem a rotagao de corpo rigido e escoamento irrotacional,
respectivamente.

Jeong e Hussain [3] definem vortices como regides de pressao minima nos
planos ortogonais a vértices por meio da analise do gradiente da equacao de
Navier-Stokes e chegando em uma relagao para o segundo autovalor do tensor
simétrico D? + W2, que define o comportamento da Hessiana da pressao. Os
autores apontam desvantagens nos critérios classicos de identificagao de vortices
e apresentam exemplos de escoamentos que levam a conclusoes incorretas ao se
analisar dados com os critérios existentes discutidos no trabalho. O critério é
comparado com outros existentes na andlise de campos de velocidade obtidos
analiticamente e numericamente. Foi dada énfase a descricao do critério em
escoamentos incompressiveis de fluidos Newtonianos e sao apresentados resultados
baseados nas equacoes de Euler e Navier Stokes.

Kida e Miura [8] revisam os critérios existentes, denotando suas limitagoes e
desvantagens e propoem um novo critério de identificagao de estruturas vorticais
baseado na topologia das linhas de corrente presentes avaliadas em um plano
normal ao terceiro autovetor da Hessiana da pressao. Assim, o critério proposto
busca ter como base a condicao de pressao minima local na identificacao de es-
truturas vorticais. A formulacao do critério se baseia no sinal do discriminante
do polinomio caracteristico dado pelo tensor formado pela projecao do gradiente
de velocidades no plano avaliado. Os resultados sao analisados em escoamentos
turbulentos e em solugoes analiticas de vortices.

Cucitore et al. [9] apresentam uma das primeiras definigoes de regides vorti-
cais a partir de um critério nao local, associando um critério a caracteristicas da
mecanica lagrangiana. Os autores partem da premissa que uma regiao vortical
¢ compacta e deve manter essa caracteristica ao longo de todo o tempo de ob-

servagao ou, pelo menos, por grande parte dele. Assim, duas particulas (a,b) em
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pontos distintos no escoamento cuja trajetoria coincida com a direcao e modulo

da velocidade tém avaliadas suas velocidades locais u, e u; a partir da relacao

| fpua(r) dr. — [jus(r) dr|
[ e (T) = uy(7)| dr.

Enquanto o numerador da Eq. (1.7) avalia a evolu¢ao da distancia relativa

R(x,1t) (1.7)

entre duas particulas ao longo do tempo, o denominador mede a diferenca nas
trajetérias das particulas tempo a tempo. Assim, particulas presentes na regiao
de vértices evidenciam relagoes com denominadores crescendo rapidamente e nu-
meradores com um crescimento mais lento, convergindo assim para a vinculacao
do critério descrito acima a valores menores nessas regioes vorticais. Os au-
tores propoe ainda a associagao do critério apresentado a regioes que obedecem
o critério proposto por Chong et al. [1]. Esse critério é comparado com critérios
tradicionais em uma solucao analitica de vortice.

Horiuti [10] propoe a identificagao de regices vorticais a partir de uma andlise
de similaridade com solucoes analiticas de vortices, baseadas na solucao das
equagoes de Navier-Stokes e que sao predominadas pele vorticidade (vértice de
Burgers), pela taxa de deformagcao (estruturas em fita curvas presentes proximas
as paredes dos dutos em escoamentos internos) e por ambas, de maneira bal-
anceada (estruturas em fita alongadas encontradas na regiao da camada de vor-
tices da solucao analitica de Burgers). O método foi desenvolvido baseado no
segundo autovalor da Hessiana da pressao definida por Jeong e Hussain [3] na
base dos autovetores do tensor das deformacoes D e que sofre reordenagao de
acordo com o alinhamento com o vetor vorticidade. O critério é comparado com
outros cldssicos em um escoamento do tipo ABC, solucao das equagoes de Euler
e que pode apresentar linhas de corrente cadticas.

Zhou et al. [5] se baseia no critério proposto por Chong et al. [1] e iden-
tifica estruturas vorticais como regioes onde a parte imaginaria dos autovetores
complexos do gradiente de velocidade possui valores acima de um determinado

patamar, baseado nos limites maximo e minimo no dominio. O autovalor real
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avalia se a regiao vortical esta submetida a compressao ou estiramento na sua
respectiva direcao principal. Entre as vantagens apresentadas pelo autores, sao
ressaltadas a invariancia do critério a certas transformacoes nos sistemas de coor-
denadas e a eliminagao na andlise de regides com grandes concentragoes de vor-
ticidade, mas sem movimentacao vortical local, como no exemplo do escoamento
laminar sob uma placa plana mével com velocidade constante. Os autores focam
o objeto de estudo do trabalho na identificacao de vértices do tipo grampo de
cabelo, estrutura comum de ser encontradas no desenvolvimento da turbuléncia
em escoamentos de camada limite.

Chakraborty et al. [6] propoem a complementagao do critério apresentado
por Zhou et al. [5] com a relagao entre as partes real e imaginarias do autovalor
complexo do gradiente de velocidades. Esse critério local possibilita, segundo
os autores a identificacao de zonas compactas nao locais. Trata-se de uma das
primeiras tentativas de avaliar vortices a partir de nogoes da mecanica lagrangiana
por intermédio de ferramentas da mecanica euleriana. A medida que os valores
da relagao proposta tendem a grandes valores negativos, as linhas de correntes
tendem a seguir rapidamente para o centro de uma zona em movimento vortical.
Os critérios @, A e )\]232+W2 sao apresentados como funcoes das partes real e
imaginarias dos autovalores complexos e do autovalor real e sao comparados ao
critério proposto em solucoes analiticas e numéricas de formacao de vortices.

Wu et al. [7] propdem um critério semelhante aquele apresentado por Zhou
et al. [5], a partir da andlise dos critérios propostos por Hunt et al. [2], Chong
et al. [1] e Jeong e Hussain [3] como fungoes das partes real e imagindrias dos
autovalores complexos do gradiente de velocidade. Analisando o critério proposto
por Chong et al. [1], os autores chegam a conclusao que a relagdo proposta por
Chakraborty et al. [6], como complemento ao critério indicado por Zhou et al. [5]
nao é necessaria, visto que essa relacao avalia somente o quao ”"rapido” as linhas
de corrente divergem ou convergem de um ponto situado no eixo de um vértice,

o que em sintese nao serviria para destacar uma regiao vortical no continuo.
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O autores baseiam suas conclusdes nas comparacoes apresentadas por Jeong e
Hussain [3] que provam a superioridade de seu critério em relagdo ao proposto
por Hunt et al. [2] e a partir de solugdes analiticas de vértices que comparam as
defini¢coes mencionadas.

Em reposta as conclusées de Wu et al. [7], Chakraborty et al. [24] reafirmam
a necessidade da relacao complementar proposta no trabalho anterior desses au-
tores, justificando que o mesmo avalia o quao compactas particulas materiais
se mantém em uma regiao do escoamento e, para que a evolugao dessa regiao
vortical seja observada, é necessario que o nivel de compactacao seja mantido.
Em tréplica a esse artigo, Wu et al. [25] justificam que nao pretendiam propor
nenhum novo critério e que o objetivo do trabalho foi somente de diferenciar a
definicao de vortices de um identificador de estruturas filamentares e ressaltar a
importancia da avaliacao do estiramento de linhas materiais na direcao do eixo
vortical.

Zhang e Choudhury [12] condicionam a presenca de estruturas vorticais a
regioes onde o vetor normal aos vetores formados pela parte real e imaginaria
do autovetor complexo do gradiente de velocidade se encontram alinhados com
o vetor vorticidade. Os autores reforcam a necessidade de normalizacao dos
critérios, com o intuito de criar uma base de comparacao entre os critérios, que
geralmente apresentam limites distintos. Uma das vantagens indicadas pelos
autores é a aplicacao desse tipo de identificacdo em escoamentos compressiveis.

Haller [14] apresenta uma definigdo de vdrtices objetiva avaliando o tensor
aceleracao da taxa de deformacao na base dos autovetores do tensor taxa de de-
formacao. Assim, vortices sao definidos com regides do espago onde esses tensores
sao ortogonais. Segundo o autor, o critério s6 poderia ser usado na identificagao
de estruturas vorticais em escoamentos incompreensiveis e uma versao simplifi-
cada ¢é apresentada para identificacdo em escoamentos bidimensionais. A base
da definicao proposta se encontra na mecanica lagrangiana e voértices sao iden-

tificados como um conjunto de trajetorias ”desafiam” a tendéncia proposta pelo
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gradiente de velocidades. O critério é avaliado por meio de expoentes de Lya-
punov e comparado com outros critérios existentes, inclusive o critério proposto
por Tabor e Klapper [4], sendo um dos primeiros trabalhos a reconhecer esse com
uma versao objetiva do critério proposto por Hunt et al. [2].

Kolar [13] resume os requisitos apresentados pelos principais trabalhos na
literatura para a identificagao e classificacao de vértices e determina novas bases
para um definicao com validade para escoamentos compressiveis e que identificam
o eixo de rotagao dessa estrutura. O autor também propoe um critério baseado na
decomposicao do gradiente de velocidade e em especial dos tensores vorticidade e
taxa de deformacao em trés componentes, baseada na extracao do que se entende
por "movimentacao cisalhante pura efetiva” da movimentagao vortical real. Essa
decomposicao resulta no surgimento de dois termos adicionais a vorticidade (e a
taxa de deformagao consequentemente): a componente cisalhante e uma segunda
componente residual. Essa componente residual, segundo o autor representa uma

medida direta do movimento real rotativo de um vortice.

1.3 Metodologia

O presente trabalho tém por objetivos analisar os critérios de identificacao
de estruturas vorticais existentes, propor alteragoes nesses critério de tal forma a
torna-los objetivos e apresentar uma nova proposta de definicao que cumpra os
requisitos necessarios e que serao relatados no capitulo 2, assim como a discussao
em torno dos critérios existentes. O capitulo 3 introduzira a nova definicao de
vortices e toda a base de conhecimento necessaria para seu entendimento. O
capitulo 4 apresentara a aplicacao do novo critério, assim como a comparacao com
os critérios existentes em escoamentos obtidos analiticamente e numericamente,
com atencao especial na identificagao de estruturas coerentes em escoamentos
turbulentos. Serao discutidas as metodologias de solucao e o estado da arte dos

problemas simulados.



Capitulo 2

Critérios Existentes

Na tentativa de identificar a presenca de estruturas vorticais em diferentes
tipo de escoamento, diversos critérios foram propostos nas tltimas trés décadas.
Essa necessidade de identificacao esta intimamente ligada a necessidade de “vi-
sualizacao” da evolucao da turbuléncia. A preocupacao em observar a hetero-
geneidade das estruturas coerentes e, consequentemente, identificar, por exemplo,
questoes relacionadas ao alinhamento dessas estruturas com fenomenos correlatos
aguca a busca por critérios mais abrangentes, validos a diferentes tipos de reolo-
gias, e mais precisos. Uma consequéncia dessa busca encontra-se no fato de
que com o passar dos anos, as bases ou requisitos ressaltados pelos trabalhos na
area para uma correta identificacao de estruturas vorticais vém acumulando um
nimero maior de exigéncias, eliminando assim a validade de alguns critérios pro-
postos no passado. Entretanto, conforme indicado no primeiro capitulo, existem
alguns requisitos que ainda sao temas de debate e que divergem os pesquisadores.

Na primeira parte deste capitulo, serao relacionados esses pontos de divergéncias
entre os critérios apontados no capitulo 1, sendo discorridos com mais detal-
hes. Posteriormente, serao reapresentados os critérios repassados no primeiro
capitulo também com maiores detalhes, apontando suas caracteristicas, os req-
uisitos apontados pelos autores para uma definicao e suas deficiéncias. Por fim,

como um resumo do que fora mostrado ao longo do capitulo, serd apontado um
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novo conjunto de requisitos que o presente trabalho entende como necessarios

para a identificacao e classificacao de vortices.

2.1 Quanto a Descricao do Critério

Suponha um corpo que, em qualquer instante de tempo ¢ possua volume V
e area superficial A. Para que um ponto material nesse corpo, ou seja, uma
particula, seja localizada no interior desse corpo e seu movimento possa ser des-
crito, torna-se necessaria a introducao de um referencial R, onde se encontra
a origem de um sistema de coordenadas O. A existéncia do referencial torna
possivel a afericao de posi¢oes e mudangas nas posi¢oes das particulas a partir
de um vetor r descrito do referencial R a particula de acordo com a Fig. 2.1.
Visando descrever o movimento do corpo e seu estado de deformacoes, torna-se
necessaria a introducao de uma configuracao de referéncia Cy que representa um
estado de referéncia do corpo analisado.

O vetor ry indica a posigao da particula analisada nessa configuracao. O
mapeamento x = x(X, t) dos pontos x em C' com os pontos X em Cj resulta na

relacao entre ry e r e, consequentemente, na descricao do movimento do corpo,

r =r(rg, t) (2.1)

O vetor de deslocamento da particula, u de Cy a C é descrito a partir da

relagao

u=u(X,t) =r(rpt) —ro (2.2)

Quantidades fisicas intensivas, ou seja, que dependem das particulas do corpo
e sao independentes do volume ou da massa do mesmo, podem ser escritas por
fungoes de campo das coordenadas X (assim como do vetor ry) e do tempo ou das

coordenadas x (assim como do vetor r) e também do tempo. Fungdes de campo
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X3
X2

X1

Fig. 2.1: Representagao da descrigao atual e da descricao de referéncia de um
corpo

do tipo
fro, t) = f (X, 1) (2.3)

sao conhecidas como funcgoes de particulas e constituem a descricao lagrangiana

ou de referéncia. Por outro lado, fungoes de campo escritas na forma

f(r,t) = f(x,1) (2.4)

sao conhecidas como fungoes de posicao e constituem a descri¢ao euleriana ou
espacial.

Defini¢oes de vortices respaldadas na descrigao lagrangiana, que avaliem ao
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longo da trajetoéria das particulas se as caracteristicas dessa trajetéria advem da
presenca dessa particula em uma regiao vortical, vém ganhando representativi-
dade, pois obtém consideraveis detalhes na captura dessas estruturas com relagao
aos critérios que tém como pano de fundo a descricao euleriana, sem a necessi-
dade de avaliacao de valores pré-determinados dentro da margem de variacao das
variaveis de interesse. Outra vantagem do critério lagrangiano frente ao euleriano
é o fato de que o primeiro nao necessita da avaliacao das derivadas da velocidade,
que podem apresentar distiurbios quando avaliados em escoamento turbulentos.
Entretanto, o fato do custo computacional ser elevado e a implementacao mais
complexa, somada a subjetividade na escolha do tempo de integracao inerentes
na avaliacao de estruturas vorticais ou qualquer outra propriedade na descrigao

lagrangiana, resulta na nao aceitacao plena desta categoria de critérios.

2.2 Quanto a Invariancia na Transformacgao do

Observador

2.2.1 Invariancia galileana

O objetivo dessa secao é apresentar os critérios de invariancia quanto a trans-
formagoes no sistemas de coordenadas que os principais trabalhos na area de
identificacao de voértices acreditam que sejam necessarias para uma definicao
de estruturas vorticais. E prudente lembrar que serao tratadas apenas trans-
formacoes rigidas, ou seja, que nao alterem a condi¢gao de ortonormalidade do
sistema de coordenadas.

O estudo da mecanica se divide em trés areas do conhecimento distintas a pri-
ori, mas interdependentes em suas formulacoes: Cinemaética, Estatica e Dinamica.
A cinematica se dedica ao estudo do movimento dos corpos e pontos materiais.
Em um primeiro momento, parece plausivel afirmar que o estudo da mecéanica e,
em particular, da cinemdtica se fundamenta nas nogoes de “trajetoria”, “veloci-

dade” e “aceleracao”. A primeira é definida como a curva que um ponto material
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percorre durante o movimento. Define-se velocidade como a diferenca de posicao
que um ponto material experimenta, divido pelo intervalo de tempo necessario

para que essa diferenca ocorra

ult) = %s(t) (2.5)

Por 1ltimo, define-se aceleragao como a diferenca de velocidades de um ponto
material em movimento em dois instantes de tempo, dividido pela magnitude do

instante de tempo de observacao.

a(t) = %u(t) (2.6)

Entretanto, trajetoria e velocidade sao entidades que nao tem significado para
a mecanica e, portanto, ndo podem ser objetos de estudo [26]. Essa afirmacao
se fundamente em um dos principios basicos da mecanica, o “principio de rel-
atividade de Galileu”. Galilei [27], por meio da observa¢ao nas mudangas no
movimento de objetos e animais ao seu redor e do simples ato de pular na direcao
longitudinal em uma embarcacao, sendo esta em primeiro momento parada e
logo em seguida em movimento uniforme sobre um mar calmo, procura ressaltar
a importancia da diferenca do observador na mudanca da trajetéria e da ve-
locidade de um mesmo experimento. Um corolario desse principio define uma
propriedade passivel de estudo pelas leis da mecanica classica como aquela que
pode ser observada sem distingoes por dois observadores, sendo um deles em
movimento uniforme em relagao ao primeiro em qualquer direcao, conduzindo o
mesmo experimento. Em outras palavras, entidades mecanicas de objetos moveis
nao devem se alterar sob transformacoes galileanas.

Considere dois sistemas de coordenadas A e A’. Uma manifestacao fisica ocor-
rida em A, em um instante de tempo ¢, se encontrard na posicao s(z(t), y(t), z(t)).
Suponha que o referencial A" se mova com velocidade uniforme U em relacao ao

referencial A. Assim, um observador em A’ verificara que a posicao de um ponto
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situado em A experimenta movimento

s'(t) = s(t) — Ut (2.7)

u(t)=—5@t)=—s({t)—U=u(t)—U (2.8)

d(t) = —u'(t) = —u(t) — 0 = alt) (2.9)

Essa simples demonstracao carrega consigo a esséncia do principio de relativi-
dade de Galileu, pois, se a massa for invariante, a segunda lei de Newton quando
observada em um referencial, vale para todos os referenciais inerciais. Suponha
que um referencial bidimensional (z1,x2) se encontre no instante ¢ = ¢, distante
de a e b, respectivamente, em relacao as suas coordenadas principais de um refer-
encial (2, z,) que se move com velocidades constantes U e V, respectivamente, em
relacao as coordenadas principais deste segundo referencial. Suponha ainda que
no instante inicial o referencial (2}, x}) se encontre defasado de um angulo a de
(z,y}). A Fig. (2.2) apresenta uma representacao grafica do exemplo explicitado.

Podemos descrever a transformacao do sistema de coordenadas (z’,y'), em

notacao matricial, de acordo com a relacao

cosae  sena| |xp U a
= +t + (2.10)

—sena  cosa| | xo \%4 b

=~

X

X

o~

Assim, podemos afirmar que o significado matematico do principio da rela-
tividade de Galileu pode ser descrito a partir do fato de que as equacoes que
descrevem as propriedades mecanicas (no espago bidimensional) devem ser in-

variantes na sua formulagao a transformacoes dadas pela equagao acima. Gener-
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Fig. 2.2: Representagao de um referencial inercial e um segundo com velocidade
constante

alizando para o espago tridimensional, podemos descrever as operagoes galileanas
como aquelas que transformam um sistema de coordenadas x' = (2], 25, 2%) em

um sistema de coordenadas x = (1, 2, 23) a partir da relagao

x' = Qx +at (2.11)

Onde Q é um tensor que relaciona a transformacao referencial no instante
inicial de anélise (com relagao a rotagao dos eixos) e a é o vetor velocidade rel-
ativa constante de um sistema em relagdo ao outro. A maioria dos critérios de
identificagao de estruturas vorticais que se baseiam no tensor gradiente de veloci-
dades, denotam a importancia da invariancia galileana como um dos requisitos
bésicos para uma definicao de vértices. Podemos escrever a velocidade derivando

no tempo a Eq. (2.11)
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v =Qv+a (2.12)

Assim, escrevendo o gradiente de velocidades obtido a partir do referencial x’
obtemos
ov' ov Ox

/I _ Dl T
Vvi= ox T Oxox QQ

ov _ov
ox  0x

(2.13)

Podemos concluir a partir da relagdo apresentada em (2.13) que o tensor

gradiente de velocidades é invariante a transformacoes galileanas.

2.2.2 Invariadncia euclidiana ou Objetividade

Um dos principais axiomas da mecanica do continuo prega que toda pro-
priedade passivel de ser avaliada pelas equagoes que regem essa extensao do con-
hecimento deve ser invariante a mudangas de observador [28]. A magnitude das
forcas atuantes, por exemplo, em um filamento material deve ser obtida igual-
mente por dois observadores, seja um deles inercial e outro em movimento acel-
erado em relacao ao primeiro. Esse conceito, também conhecido como objetivi-
dade, é comumente omitido em leituras de mecanica elementar, por ser inerentes a
praticamente todas as repostas materiais que sao objetos de estudo dessa ciéncia.
Matematicamente, definimos objetividade como o conjunto de propriedades que

sao invariantes a transformagoes nos referenciais que seguem a relagao

x' = Q(t)x + c(t) (2.14)

Onde Q(t) e c(t) sao um tensor ortogonal e um vetor, respectivamente, am-
bos funcoes no tempo. Esse tipo de transformacao é conhecido também como
transformagao euclidiana. Observando a transformacao (2.14), podemos concluir
que, diferente da invariancia galileana, as transformacoes euclidianas englobam
também aceleracoes, assim como rotagoes dos referenciais avaliados, descrevendo

assim a forma mais geral de transformagao rigida no sistemas de coordenadas
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entre dois observadores. Grandezas escalares () atendem ao requisito de obje-

tividade de acordo com a relacao

v =7 (2.15)

Dois observadores que sofram qualquer transformacao rigida nos seus sistemas
de coordenadas referenciais devem avaliar, por exemplo, o mesmo valor de tem-
peratura em um fendmeno termodinamico. A concentracao de um determinado
componente em uma mistura também é caracteriza um escalar que nao pode
variar de acordo com o observador. Um vetor v objetivo deve poder ser escrito
com base no sistema de coordenadas de um observador (z1,z9,x3) e de um se-

gundo, cuja base (], x4, 24) sofre uma transformagao dada pela relacao (2.14).

V = Vg €y F Uy Cay + Uiy €y = Vgt €4t + Vot €0t + Vgt €41 (2.16)

Multiplicando os termos de ambos os lados da Eq. (2.16) pelos termos da
base €, individualmente, é possivel obter a relagao entre os termos de v escritos

na base X’ com relacado aqueles escritos na base x

Um’l €z, e:c’l €z, eac’l €z, eac’l Vg
1)112 == emlexé (G exé (A 6112 (U (2'17>
Uxé €z, exé €xo exg €3 exé Vzq

Se a transformacao da base x’ para a base x ocorrer de acordo com a Eq.
(2.14), entao o tensor de segundo grau da relagao (2.17) é o préprio tensor Q(t)

e grandezas vetoriais objetivas seguem a condigao

v =Qv (2.18)

Assim, a Eq. (2.18) mostra que a relacdo entre os termos de um vetor objetivo
devem refletir somente a rotacao de um sistema de coordenadas com relacao ao

outro. E importante ressaltar que as linhas do tensor de segunda ordem do tensor



2. Critérios Existentes 21

(2.17) representam a transformagao versorial dos termos da base x’ com relagao
a X, enquanto que ao longo das colunas ocorre o inverso consequentemente. Um
tensor T considerado objetivo deve respeitar a relacao com outros dois vetores

objetivos u e v

u=Tv=—u =TV (2.19)

Aplicando a relagao (2.18) no lado direito da Eq. (2.19)

Qu=TQv=— QTv=TQv (2.20)

Multiplicando ambos os lados da relagao final em (2.20), chegamos a relagao que

caracteriza a objetividade de um tensor

T = QTQT (2.21)

A partir do que foi mostrado em (2.18) e (2.21), é possivel avaliar que a

velocidade é uma entidade nao objetiva, pois

vV =Qv+Qx+eé (2.22)

Entretanto, a distancia entre dois pontos A e B é uma propriedade objetiva, uma

vez que

X, - X, = Q(x, — ;) +a(t) - a(t) = Q(x, — x,) (2.23)

A caracteristica de invariancia euclidiana é claramente mais restritiva que a
invariancia galileana. Avaliando o tensor gradiente de velocidades em um ref-
erencial X' que sofre transformagoes descritas pela Eq. (2.14) em relacdo a um

segundo referencial x:

ov’ . ox ov 0x
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Vv = QQT + QvvQT £ QvvQT (2.25)

A partir do que foi mostrado nas relagoes (2.24) e (2.25) e do que foi intro-
duzido na Eq. (2.21), é possivel chegar a conclusao que o tensor gradiente de
velocidades nao é objetivo. Avaliando a parte simétrica e antissimétrica do gra-
diente de velocidades, ou seja, os tensores taxa de deformacao D e vorticidade

W, respectivamente, quanto a sua objetividade, chegamos as relagoes

D = %(VV/ +vvl) = QDQT (2.26)

W= (Y T = QQT +QWQT £ QWQT  (227)

Assim, de acordo com as eqs. (2.26) e (2.27), é possivel concluir que o tensor
taxa de deformagao é objetivo, enquanto que o tensor vorticidade nao. Avaliando
as interpretacoes fisicas dos dois tensores, as duas afirmativas apresentadas na
sentenga anterior sao coerentes, pois enquanto o tensor vorticidade esta rela-
cionado a velocidade rotacional de filamentos materiais inicialmente ortogonais
e, portanto, dois observadores podem avaliar diferentes velocidades relativas, o
tensor taxa de deformacao avalia a taxa de elongamento e compressao de fila-
mentos, o que caracteriza uma propriedade que nao varia com o observador, pois
o comprimento, conforme avaliado em (2.23), é uma propriedade objetiva.

Um dos principais objetivos do presente trabalho é apresentar um critério de
definicao de vértices invariante quanto a transformacoes euclidianas. No capitulo
3 serd discutida a formulagao e um operador que assume grande importancia
nessa formulacao, e em tantas outras na mecanica do continuo, é a derivada
material. Portanto, torna-se de grande importancia a verificacao da objetividade
desse operador. Suponha um tensor de segunda ordem A, objetivo. A derivada
do tensor A’, relacionado com o tensor A pela transformacao (2.14) pode ser

obtida de acordo com a relagao abaixo.
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A’ = QAQ" (2.28)

A'=QAQ" +QAQ" + QAQ" £ QAQT (2.29)

De acordo com a relagdo (2.29), a derivada material é um operador nao-
objetivo, ou seja, um operador que nao preserva a objetividade da propriedade

operada.

2.3 Quanto a Relagcao com a Cinematica do Escoamento

Conceitos intuitivos de definicao de estruturas vorticais estao relacionados a
caracteristicas diretas do campo de velocidade. Os primeiros critérios de iden-
tificacao buscavam por linhas de corrente circulares e fechadas para indicar a
presenca de voértices. Ainda hoje é comum o uso do termo vértice para desig-
nar uma recirculacao, caracteristica de linhas de corrente fechadas. Entretanto,
na avaliacao de escoamento transientes, a analise e o conceito de linhas de cor-
rente tornam essa definicao de estruturas vorticais falha, uma vez que a linha de
corrente avalia cada instante de tempo de maneira independente, sem qualquer
preocupacao com a evolucao temporal do que é identificado por esse critério.
Nesse cenario, a avaliacao da topologia do escoamento por meio de linhas de
trajetéria apareceu como uma solugao para problemas transientes. Entretanto,
esse tipo de conceito fundado em uma base puramente cineméatica vém perdendo
espaco devido a problemas na sua formulagao e na variagao dos resultados quanto
a transformagoes no referencial, mas ainda sao utilizados em situagoes que nao
requerem uma preocupacao formal na captura de estruturas vorticais.

Critérios que se baseiam na dinamica do escoamento comecaram a ser definidos
no inicio da década de 1980 e suplantaram, quase que completamente, aqueles
que se baseiam em conceitos puramente cinematicos. Por serem critérios que

avaliam nao somente o comportamento do campo de velocidades, mas também
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as tendencias de alinhamento que culminam no escoamento avaliado, conseguem,
com alguma precisao identificar estruturas vorticais em diversas categorias de es-
coamentos e, em alguns casos, independentes do comportamento do observador.
Entretanto, ainda que baseados em conceitos dinamicos, essa categoria de critérios
utiliza em sua formulacao conceitos cinemaéticos, o que torna dificil a associacao
deste com os termos das equagoes que regem a dinamica dos fluidos principal-
mente da equagao da conservagao da quantidade de movimento. Um critério que
permitisse esse tipo de associacao, possibilitaria a avaliacao dos termos dessas

equacgoes, quanto a dissipacao ou excitacao de vortices em um dado escoamento.

2.4 Avaliagao dos Critérios Existentes

Serao abordadas nessa se¢ao as definicoes e critérios de identificagao e classi-
ficagao de vortices propostos ao longo das iltimas 3 décadas e que foram breve-
mente introduzidos no capitulo 1. Esses estudos serao criticados quanto a sua
formulagao e quanto ao atendimento dos requisitos propostos pelos diversos au-

tores ao longo dos anos e que foram parcialmente abordados na secao anterior.

2.4.1 Linhas de Corrente e de Trajetoria

Lugt [21] propos a avaliacao de vértices por meio de linhas de trajetéria que
apresentem topologia fechada ou em espiral. Como foi mostrado na relacgao (2.7),
a trajetoria descrita por uma particula constitui um critério que nao atende aos
requisitos de invariancia galileana e, portanto, nao atende aos requisitos minimos
apontados por diversos autores para uma defini¢ao ideal de vortices. Além disso, o
tempo de integragao necessario para uma avaliacao completa da topologia da tra-
jetéria de uma particula é um parametro subjetivo, pois depende de uma escolha
que pode incorrer a erros, principalmente quando o problema nao é conhecido
a priori ou quando mais de uma estruturas vortical, com diferentes tempos de
existéncia coexistem em um dado escoamento. Por tltimo, outro problema do

critério encontra-se no fato de que durante a evolugao de um vortice, a trajetoria
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das particulas que se encontram na regiao vortical podem nao completar uma
revolugao completa, principalmente quando este se encontra em processos nao
lineares que tendem a diminuir o “tempo de vida” um vértice, acelerando sua
dissipacao [3].

O mesmo critério baseado em linhas de corrente falha pelos mesmos motivos
citados acima, com a excessao de que nesse caso a evolucao temporal nao é con-
templada, o que exclui a questao de subjetividade. seja ds = (dx1,dzy, dxs) um
elemento de arco disposto ao longo de uma linha de corrente. Se o vetor ve-

locidade local é dado por u = (uy,us,us), por definigdo, ao longo da linha de

corrente
dz dz dx
o T (2.30)
Uy Uz us

Aplicando a mesma condi¢ao em um segundo observador ds’ = (dx},dz}, dz})

que translada a velocidade constante em relacao ao primeiro de acordo com a

transformagao (2.11), temos que:

Quidx; o (Q2idx; o Qzidx;
Quivi + a1 Qu; +ax  Qsu; + ag

(2.31)

A relagdo (2.31) confirma que a linha de corrente nao é uma entidade in-
variante galileana e, portanto, o critério pode levar a conclusoes distintas para

diferentes observadores.

2.4.2 Vorticidade

Um critério bastante intuitivo, o critério de vorticidade ¢ um dos critérios
mais utilizados em artigos cientificos para identificacao de estruturas coerente em
escoamento turbulentos. Ele é constituido constitui na varredura e identificacao
de regides conectadas com elevado médulo de vorticidade ||w||. Parece inteira-
mente logico e natural ligar vértices com vorticidade. Nao é um acaso que estas
duas palavras tenham mesmo radical que ¢é ligado ao conceito de rotagao. No en-

tanto, em escoamentos predominantemente cisalhantes, o critério de vorticidade
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falha ao identificar vértices. Em escoamentos de camada limite, principalmente
em regime turbulento, a regiao parietal apresenta grandes concentracoes de vor-
ticidade, devido ao forte gradiente de velocidades na direcao normal a parede,
mascarando a presenga de possiveis estruturas coerentes no restante do dominio
devido a diferenga entre os patamares de ||wl|.

Outro exemplo que pode denotar problemas na andlise da vorticidade é o de
vortices axissimétricos com forte variagao de vorticidade na direcao axial, onde
o presente critério pode identificar uma tnica regiao vortical como um conjunto
de vortices segmentados [3]. Mesmo para um referencial inercial, a vorticidade
apresenta limitagoes como ferramenta de identificacao de vértices. Um exem-
plo encontra-se em um tanque que gira a velocidade de rotacao cuja ordem de
grandeza ultrapassa aquela das estruturas vorticais confinadas no interior deste
tanque. Um critério que se baseie na vorticidade perdera a heterogeneidade dessas
estruturas vorticais e identificard um tnico grande vértice. Finalmente, a iden-
tificagcao por meio do moédulo da vorticidade constitui um critério fortemente
subjetivo, pois, além da escolha do patamar a ser considerado como limite in-
ferior para evidenciar a presenca de um vértice ser dependente de caso a caso,
em escoamentos heterogéneos, sem o prévio conhecimento de sua dinamica, zonas
vorticais distintas podem ser filtradas na andlise. Conforme apresentado anteri-
ormente na relacao (2.27), a vorticidade é uma propriedade nao objetiva e pode
resultar em erros na anélise se avaliada por um observador que gire, por exemplo,

em relacao a um referencial inercial.

2.4.3 Pressao Local Minima

Em uma regiao vortical, onde as forcas centrifugas sao balanceadas pela
pressao (balango ciclostréfico), em uma regidao préxima do eixo desse vértice
a pressao tende a assumir um valor menor que a pressao de referéncia. Esse
critério é bastante aplicado independentemente ou, de acordo com o critério pro-

posto por Hunt et al. [2], como um complemento a um critério principal. O
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conceito de pressao minima requer um aprofundamento no que diz respeito a sua
associacao com a classificacao de vortices, pois, esse minimo pode ocorrer em
todas as direcoes ou em um plano normal ao eixo do vértice, o que diferencia a
topologia vortical existente.

Valores locais minimos de pressao podem ocorrer mesmo em escoamentos
irrotacionais, sem a presenca de qualquer movimento vortical. Jeong e Hussain
[3] citam um exemplo de escoamento extensional axissimétrico, ou seja, livre
de cisalhamento [29], dado pelo campo de velocidades u, = —a(t)r, ug = 0 e
u, = 2a(t)z. Esse escoamento, solugao das equagoes de Euler, tem o seu campo

de pressao de acordo com a equacao

p=(&— 042)%7"2 + (—a — a?)2? (2.32)

Na relagdo acima, & é a derivada temporal da taxa de deformacao a(t).
Quando & —a? > 0, a pressao terd um minimo local em todo plano (r, #), mesmo
o escoamento apresentando componentes nulas para o tensor vorticidade, visto
que o componente do vetor velocidade em uma direcao nao varia com nenhuma
outra, nem qualquer movimento vortical tipico. A pressao minima nesse caso é
consequéncia somente do comportamento transiente da taxa de deformacao a(t).
Ainda segundo Jeong e Hussain [3], mesmo em escoamentos permanentes, a forca
centrifuga pode ser equilibrada pelas forgas viscosas, sem aparente modificacao
no perfil de pressao em planos normais ao eixo do vortice. Em escoamentos com
baixos nimeros de Reynolds (escoamentos de Stokes), a for¢a devido a pressao é
balanceada pelas forcas viscosas e a pressao obedece a equacao de Laplace. Sendo
assim em escoamentos planos, a forca devido a pressao nao pode apresentar um
minimo local, mesmo sendo evidenciada a presenca de vortices em cantos vivos

maiores ou menores que 90°, de acordo com o trabalho analitico de Moffatt [30].
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2.4.4 Critério Proposto por Chong et al. [1]

Chong et al. [1] condiciona a presenca de vértices ao fato do tensor gradiente
de velocidades apresentar autovalores complexos. Esse tipo de condicao indica
que as linhas de corrente apresentam curvas fechadas, delimitando a estrutura
vortical ao interior desta regiao. Entretanto, diferente dos critérios baseados em
linhas de corrente fechadas, essa caracteristica é respeitada para um observador
que se move a mesma velocidade que o centro do vortice, ou seja, o critério é
invariante a translacoes a velocidade constante no sistemas de coordenadas. Seja
u = (uy, Uz, u3) um campo de velocidades no R3. Os autovalores AVV do gradiente

de velocidades, Vv, devem satisfazer o polinomio caracteristico

Aoy + PAGy + QAvy + R =0 (2.33)

Onde P, @ e R sao conhecidos como os invariantes dos tensor gradiente de

velocidades e obedecem as relagoes, em notacao indicial

(9ui
a.ij

P=-V.-u=- (2.34)

R— —det (24 2.36
®) -

O operador det() na Eq. (2.36) representa o determinante do tensor operado.
A condicao indicada por Chong et al. [1] pode ser descrita matematicamente a

partir dos invariantes do tensor gradiente de velocidades de acordo com a relacao

1 2 1 S| 1 3
- Zpi__p —(o—-z-p? 2.
4(R+27 ; Q) +27(Q ; ) >0 (2.37)

Na maioria dos trabalhos cientificos que citam a condigdo (2.37), também
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referenciada como critério delta (A), o primeiro invariante, P, é comumente ex-
cluido, assim como os termos aos quais se encontra multiplicado, por avaliarem

quase sempre escoamentos incompressiveis. Nesse caso, a equac¢ao

(%R)z + (%Q)g >0 (2.38)

Como a formulacao do critério depende unicamente dos termos do tensor
gradiente de velocidades, novamente é possivel chegar conclusao que A pode
ser considerado invariante a transformacoes galileanas, reforcando o significado
fisico apresentado no inicio da secao. Porém, devido ao fato de A depender
também da parte antissimétrica do tensor gradiente de velocidade, ou seja, o
tensor vorticidade (W), o critério ndo pode ser considerado objetivo.

Jeong e Hussain [3] apresentam trés exemplos onde o critério A falha: um deles
trata de uma proposta analitica de representacao de um tornado e os outros dois
sao exemplos numeéricos, o primeiro baseado no problema de camada de mistura
e o segundo em um jato circular. No problema analitico, o campo de velocidades
que representa um modelo de tornado com simetria conica é dado pelas fungoes,

em coordenadas esféricas (r, 0, @)

Y (x) () _ I'(z)
Ur= r’ Y= T sing’ Y = rsing’

x=cosf  (2.39)

No campo de velocidades (2.39), ¢(x) e ¢'(x) representam a funcao de corrente
de Stokes e sua derivada com rela¢do a x, respectivamente. O parametro I'(z)
constitui uma funcao adimensional que garante o comportamento assintético das
linhas de corrente no plano de simetria conica [31]. O critério delta falha nesse
escoamento, pois detecta mais de uma regiao vortical, devido a diferenca na
velocidade entre as diferentes linhas de corrente ao longo da direcao meridional.
Um observador que se movimenta com a mesma velocidade de um ponto disposto

sobre uma linha de corrente central, na sua regiao de maior curvatura observa uma
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(b)

Fig. 2.3: (a) Representacao esquemdtica do escoamento em um tornado. (b) In-
fluéncia da variagao do movimento do observador na descri¢ao das linhas
de corrente

topologia fechada, pois um ponto qualquer também na regiao de maior curvatura
de linha de corrente mais interna apresenta velocidade maior que a de uma linha
mais externa.

Em um escoamento de camada de mistura, inicializado com um perfil de
velocidades hiperbdlico na direcao do fluxo e com um perfil senoidal ao longo
da direcao transversal para a vorticidade, Jeong e Hussain [3] mostram que a
regiao vortical capturada pelo critério A apresenta uma regiao com diversas per-
turbacoes de pequena escala, o que nao é observado quando aplicado o critério
proposto pelos autores (critério )\]232+W2) e que sera discutido mais a frente no
capitulo, nem mesmo o critério de vorticidade ||w||. Os autores justificam que au-

mentando o valor de restricao de A acima de zero, essas perturbacoes de menor

escala desaparecem sem remover a regiao vortical principal, o que evidencia o
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Fig. 2.4: (a) Resultado da andlise com o critério A no escoamento representativo
de um tornado. (b) Resultado da andlise com o critério A]232+W2 no
escoamento representativo de um tornado. Ambos reproduzidos de [3]

fato de que essas perturbagoes na regiao vortical apontada pelo critério nao re-
flete unicamente disturbios no campo de velocidades obtido numericamente via
Simula¢ao Numérica Direta (DNS), mas também incorre¢oes na captura das es-
truturas coerentes de menor escala.

No dltimo contra-exemplo apresentado por Jeong e Hussain [3] esse tipo de
perturbagao também é evidenciada na captura de um vortice toroidal obtido a
partir de uma simulacao DNS de um jato circular. Novamente, esse tipo de
perturbagao nao é visualizado no critério proposto pelos autores nem na regiao
vortical produzida pelo critério de vorticidade acima de um determinado patamar
pré-definido.

Finalmente, como uma proposta de modificagao no intuito de restringir a
identificagdo do que o critério A por estruturas vorticais, Zhou et al. [5] indica
a necessidade da inclusao do critério de vorticidade local concentrada acima de
um determinado patamar ao critério A, com intuito de retirar da andalise grandes
zonas difusas de cisalhamento, que contemplam autovalores complexos para o

gradiente de velocidades, mas que nao representam estruturas vorticais. Essa
proposta estd em acordo com a idéia de identificagdo proposta por Zhou et al. [5]
de identificar vértices como zonas compactas que mantenham a distancia entre

particulas imersas nessas regioes, durante a “vida” dessa estruturas vortical.
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2.4.5 Critério Proposto por Hunt et al. [2]

Truesdell [23] apresentou o nimero de vorticidade, N, com o objetivo de
aferir a severidade de rotacao local, ponderando a taxa de rotacao local pela taxa

de deformacao de acordo com a relacao

W
D

(2.40)

Onde |D|| = [tr(DDT)]z, [W]| = [tr(WWT)]z e o operador traco, ¢r(), em
notagao indicial, é dado por tr(A) = A;. Melander e Hussain [32] e, recente-
mente, Pradeep e Hussain [33] aplicaram esse niimero na identificagao de estru-
turas vorticais, classificando-as como regides compactas com N > 1. N, = 0
contempla escoamentos extensionais, ou seja, sem cisalhamento e Ny — 0o rep-
resenta situagoes caracteristicas de rotacao de corpo rigido.

Semelhante ao critério N, Hunt et al. [2] descrevem vértices como regioes

onde o segundo invariante do tensor gradiente de velocidades, () é maior que zero

Q = S[IWI* ~ (IDII* = 7] > 0 (2.41)

Ou seja, a intensidade da taxa de rotacao local, medida pela norma euclidiana
da vorticidade, deve suplantar a taxa de deformacao dada pelo tensor D além
da taxa de deformagao inerente a variacao volumétrica, em casos de escoamento
compressiveis ou de densidade varidvel. () também pode ser interpretada como o
termo fonte de pressao na equagao de Navier-Stokes [3]. A partir da equagao de

Poisson para a pressao

Vip = 2pQ (2.42)

Um ponto de méaximo para a pressao ocorrerd quando ¢ > 0 e a pressao
minima ocorrera quando ) < 0. Entretanto, para ambos as situagoes as reciprocas
nao sao verdadeira. Por esse motivo, Hunt et al. [2] explicitaram a necessidade

de acrescentar ao critério () a condigao de pressao minima local, para a identi-
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ficagao de um vértice. Essa extensao do critério é comumente desconsiderado das
analises de estruturas vorticais, mas sua importancia deve ser considerada pelos
motivos ja apresentados.

Apesar de tanto o nimero de vorticidade quanto o critério () dependerem
da norma do tensor vorticidade diretamente em suas formulagoes, diferente do
critério ||w||, esses critérios ndo apresentam saltos nos valores em regioes parietais,
pois, assim como a vorticidade, a taxa de deformacao também apresenta valores
acentuados, o que elimina a identificagdo de estruturas vorticais nessas regioes,
onde é 6bvia sua inexisténcia. Além disso, também por dependerem do tensor
vorticidade, esses critérios sao invariantes a transformacoes galileanas, mas nao
sao entidades objetivas. Por fim, é possivel concluir-se que o critério ) é clara-
mente mais restritivo que o critério A apresentado por Chong et al. [1] ja que,
pela Eq. (241)se @ >0 = A > 0. Em outras palavras, uma regiao vortical
segundo o critério ) é menor que uma mesma regiao vortical representada pelo
critério A.

O campo de velocidades em coordenadas esféricas proposto por Shtern e Hus-
sain [31] que modela um tornado e que foi relatado no exemplo anterior também
¢ descrito por Jeong e Hussain [3] como um exemplo de escoamento onde tanto o
nimero de vorticidade quanto o critério Q apresentam problemas na identificacao
da estrutura vortical junto ao eixo da simetria conica. A Fig. (2.5) reproduz o
resultado apresentado pelos autores da captura da regiao vortical utilizando o
critério (). Como é possivel notar, a regiao de ) > 0 se encontra fora do eixo, e
nao captura a regiao onde o movimento vortical é proeminente, ou seja, préximo
do eixo.

Outra situacao que apresenta a deficiéncia da captura do critério ) é o caso

de um vértice axissimétrico no centro de um anel vortical [3]. Um anel vortical

Ly

== 1073, onde L, e L representam o raio

com um raio relativamente pequeno (
do anel e o tamanho do dominio na dire¢ao radial, respectivamente) e no centro

desse anel passa um voértice axissimétrico. A Fig. (2.6) apresenta um esquema



2. Critérios Existentes 34

Fig. 2.5: (a) Resultado da andlise com o critério () no escoamento representativo

de um tornado. (b) Resultado da andlise com o critério AP**W* no

escoamento representativo de um tornado. Ambos reproduzidos de [3]
do problema.
Para obterem a solu¢do do problema, Jeong e Hussain [3] utilizaram um

dominio com razao de aspecto L,/L, = 4/3 e uma malha de 400x400 nés para

resolver a equacao eliptica em regime permanente

P 10y 0% ,dH _dTl

a2 ror 822 T 4w (2:43)

=
dipdip
Onde v é a fungao de corrente e H = p/p+ %v2 é a pressao total. As condigoes de
contorno para a velocidade na diregdo azimutal, uy(r, —L,), para a vorticidade,

wy(r,—L,) e para a velocidade axial u,(r,£L,) sdo

I' = rug(r, —L.) = To(1 — exp(—(r/5)?)) (2.44)
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Fig. 2.6: Representacao de um vértice axissimétrico que alocado ao longo eixo de
um anel vortical

\

we(r,—L,) = Ugrexp(—(r/6)?) (2.45)

u,(r, 2z = £L) = Uy + Usexp(—(r/6)?) (2.46)

Onde U, e U, sao, respectivamente, a velocidade de propagacao do anel vorti-
cal e a velocidade no centro induzida pela vorticidade na diregao teta, wy do
vértice axissimétrico. O resultado da avaliagao da regiao do vértice axissimétrico
¢ apresentado na Fig. 2.7. Pode-se notar que o critério () representa 3 regides vor-
ticais segmentadas onde deveria existir, pela solu¢ao do problema demonstrada na
figura, uma tnica regiao alongada. O vortice axissimétrico acaba por expandir
proximo da posicao axial na qual o anel vortical se encontra por interferéncia

desse. Jeong e Hussain [3] afirmam com esse exemplo que o critério Q nao é
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Fig. 2.7: Comparacao dos critério Q ((a)) e AP"*W* ((b)) na identificagio de um
vortice axissimétrico. Ambos reproduzidos de [3]

capaz de capturar uma regiao vortical quando essa é submetida, devido a algum

efeito nao-linear, a expansao local.

Outro exemplo que denota a deficiéncia do critério Q é o vortice de Bodewadt.
Esse tipo de escoamento atua de forma contraria ao famoso “bombeio vortical
de Karman”, pois, longe da parede, a forca centrifuga é equilibrada pelo gradi-
ente de pressao radial (balango ciclostréfico). Entretanto os efeitos viscosos na
parede diminuem a velocidade angular e, em conseqiiéncia da diminuicao da forca
proximo a parede, a forca devido ao gradiente de pressao se sobressai a primeira
e move o escoamento para a proximo do eixo, enquanto que o fluido proximo do
eixo move-se, pela continuidade, ao longo da direcao axial. Assim, o campo de

velocidades e pressao podem ser representados pelas relagoes

u, = —rF(z), up = rG(z), u, = H(z), P = % 24+ Py(z) (247)

Onde F(z), G(z), H(z) e P(z) sao fungdes apropriadas [34]. A Fig. 2.8 mostra

um esquema de representacao do escoamento.
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Fig. 2.8: Representagao do escoamento de Bodewadt

. P . ~ s . ey s . 2 2
A Fig. 4.2 apresenta o grafico de variacao do critério @ com o critério A2 W

proposto por Jeong e Hussain [3]. E possivel notar pelo campo de velocidades
que ao longo de toda a regiao parietal existe movimento vortical e este nao é
capturado no inicio pelo critério (), onde essa regiao parietal ainda se encontra
relativamente distante do eixo e ainda nao é possivel para o critério identificar a
tendéncia suave de rotacao, que promove uma curvatura mais suave as linhas de

corrente, ainda que existente.

2.4.6 Critério Proposto por Jeong e Hussain [3]

A condicao de pressao minima, avaliada com base no gradiente da equacao
de Navier-Stokes é a base para a definigdo proposta por Jeong e Hussain [3].
Segundo os autores, dois fatores afastam o critério de pressao minima local da

definicao de vortices:

— A deformacao oriunda de efeitos transientes pode gerar uma regiao de pressao
minima sem movimento vortical associado (vide o escoamento extensional

discutido na subsegao 2.4.3);

— Efeitos viscosos podem se equilibrar com a for¢a de pressao na regiao vortical,
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Fig. 2.9: Comparacao entre os critérios Q (a) e AP"*W? (b) na identificacao de
vortices no escoamento de Bodewadt. Ambos reproduzidos de [3]

difundindo assim uma zona local de pressao minima.

Pela lei de relagao de maximo e minimo de uma fungao, chega-se a conclusao
que ¢é necessario avaliar as derivadas de segunda ordem da pressao, ou seja, o
tensor Hessiana da pressao, F;;. Este pode ser obtido aplicando-se o operador

gradiente na equacao de Navier-Stokes

D 1
D (Vu) + VuVu = — 1P +vV?D (2.49)
Dt N P Y '

Abrindo o gradiente de velocidades, Vu na soma de sua parte antissimétrica (W)
com sua parte simétrica (D), temos que o lado esquerdo da Eq. (2.49) pode ser

reescrito como

D D D
E(Vu)+VuVu = Ht(D) + WW + DD} + {E(W) + WD + DW| (2.50)

O lado direito da relagao (2.50) foi também dividido em um parte simétrica

e antissimétrica, respectivamente. A parte antissimétrica corresponde a equagcao
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de transporte da vorticidade [35]

D
Dt

1 vV.-T
(W):—DW—WD+—2VpXVp—|—V><(—>+V><B (2.51)
p p
simplificada para um escoamento com forcas de corpo despreziveis ou constantes
ao longo do dominio ([V x B] = 0), sem difusdo de vorticidade por efeitos
viscosos ([?] = 0), compressivel (V -u = 0) e com um fluido barotrépico
([p%Vp X Vp} = 0). A parte simétrica da Eq. (2.50) é entao equalizada ao lado

direito da equacao do gradiente de Navier-Stokes, resultando na relagao

L D)~ v¥’D+WW+DD = —1p (2.52)
Dt p

Os dois primeiros termos da relagao (2.52) sao desconsiderados. Estes repre-
sentam a influéncia na Hessiana da pressao da derivada material da deformacao
instantanea local e de efeitos viscosos. A derivada material computa os termos
transientes que nao contribuem para estruturas vorticais como descrito anterior-
mente utilizando o escoamento extensional que deu origem a Eq. 2.52 e, segundo
os autores, a eliminacao destes termos resulta em um “indicador mais preciso
para a existéncia de um vortice”.

A ocorréncia de um minimo de pressao em um plano requer dois autovalores
positivos para a Hessiana da pressao. Sendo assim, Jeong e Hussain [3] definem
vértices como regioes compactas onde o tensor resultante D2+ W2, que equilibra

o termo de pressao, apresenta dois autovalores negativos. Uma vez que o tensor

D2 + W? ¢ simétrico, este possui somente autovalores reais. Sabendo que os au-

+W2 +W2 D24+W?2 D24+W?2
> AL > AL

tovalores, )\P2 sao ordenados de tal forma que )\]132

Y

+W?2 +W?2

2 , " 2 . . g
que )\]13 é sempre positivo e que /\3D é sempre negativo, o critério define

. . .~ 2 2
estruturas vorticais como regioes conexas onde )\]23 W

< 0, ou seja, onde dois
autovalores sao negativos. A relagao entre o critério proposto por Jeong e Hussain

[3] (critério AP*+*W?) ¢ aquele definido por Hunt et al.[2] (critério Q) ¢ dada por
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1 1
Q= —5tr(D* + W?) = — <APQ+W2 £ ADWE A?2+W2) (2.53)

Cabe ressaltar que o critério () descrito por Jeong e Hussain nao contém a
critério de pressao associado. Assim, o critério /\QDZJ“W2 incorpora os dois requi-
sitos necessarios para o atendimento do critério ), pois enquanto que o segundo
observa o quanto a vorticidade excede a taxa de deformacao em todas as diregoes,
o primeiro realiza essa mesma observacao em um plano especifico. Esse fato de-
nota uma outra deficiéncia do critério @), pois este busca, por intermédio de uma
unica variavel, o quanto a vorticidade domina em todas as direcoes, o que impede
que a possibilidade de classificacao de estruturas vorticais quanto as dire¢oes prin-
cipais de alinhamento de seu eixo. De acordo com a tabela 2.1 e de alguns dos
contra-exemplos que foram apresentados na secao 2.4.5, é possivel concluir que

os critérios nao necessariamente atendem a mesma identificagao irrestritamente.

2 2 2 2 2 2 2 2 . . 2 2 e .

ADTHEWE A ADTEWE L ADTHTWE L SAPTEWE L Critério APV Critério @
+ - - - regiao vortical regiao vortical
+ - - + regiao vortical regiao nao-vortical
+ + - - regiao nao-vortical regiao vortical
+ + - + regiao nao-vortical | regiao nao-vortical

~ s . 2 2 ~
Tab. 2.1: Comparacio entre os critérios A2 ™V e @ com relacio aos autovalores

do tensor D? + W?2. Reproduzido de [3]

D2+W?
A2

2.4.7 Equivaléncia Entre os Critérios @), A e para

Escoamentos Bidimensionais

Entretanto, quando comparamos o critério introduzido por Chong et al. [1]

2 W2 . - L
ADTFWE ¢ o critério @ em escoamentos bidimensionais,

(critério A), o critério
encontramos que os trés critérios sao equivalentes. Seja um campo de veloci-
dades proveniente de um escoamento incompressivel bidimensional que resulte no

gradiente de velocidades
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Vu = (2.54)

A equagao caracteristica do tensor (2.54) é ¢* — (a* + bc) = ¢* + Q = 0, onde
¢ sao os autovalores de Vu. Assim, ¢ = j:(—Q)% = +(a® + bc)% e para que
o gradiente de velocidades apresentem autovalores complexos necessariamente o
critério () tem de ser atendido, resultando na equivaléncia entre A e (). Avaliando

o tensor D? + W?2

) ) a® + be 0
D"+ W* = (2.55)
0 a® + be
chega-se finalmente a conclusao que, valores negativos de )\]232+W2 requerem que

a’+bc < 0, ouseja, Q > 0 e que os trés critérios capturam a igualmente estruturas
vorticais em escoamentos bidimensionais.

. e s . T 2 2
Assim como os critérios A e Q, o critério A2 TW

se baseia em operadores e
entidades nao objetivas em sua formulacao e, portanto, o mesmo ¢ identificado de
maneira diferente por observadores que sofram transformacoes euclidianas. Ape-
sar do critério )\]2)2+W2 se fundamentar em conceitos dinamicos, o fato dos termos
transiente e viscoso serem deliberadamente excluidos da formulagao do critério
torna o mesmo carente da avaliacao da influéncia das propriedades reoldgicas do
fluido na formacao e na dissipacao dos vértices e de um acompanhamento com-
pleto da evolugao transiente da regiao vortical. Além disso, a relagdao entre a
“pressao” avaliada pelo critério e a pressao real apreciada pelo escoamento é in-
determinada a priori, principalmente em escoamentos compressiveis ou de fluidos
nao-Newtonianos, que nao sao contemplados na formulacao do critério, visto que
o mesmo se baseia na equacao de Navier-Stokes e de transporte de vorticidade
com severas simplificagcoes. Com o objetivo de avaliar a Hessiana da pressao para

escoamento compressiveis, Cucitore et al. [9] avaliam a equagao de Navier-Stokes,

contabilizando o termo compressivel,
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D 1
P n=—Vp+ Vv + (gﬂ + u”) V(V-v) (2.56)

onde p!! é o segundo coeficiente de viscosidade. A relacdo para a Hessiana da
Pressao (P) é obtida aplicando o operador gradiente na Eq. (2.56) e retirando a

parte simétrica do termo a esquerda da mesma

D 1
-P = pﬁt(D) + p(DD + WW) — uV?D — (gﬂ + u”) V3V -v) +

5 (V- p)DﬂtD + vp<D2t - D)} (2.57)

onde os dois primeiros termos representam a contribuicao do divergente da ve-
locidade e do gradiente de densidade para a Hessiana da pressao. Efeitos que, em
alguns casos de escoamentos incompressiveis, poderiam ser desprezados, como a
influéncia das propriedades do material na dissipacao ou excitacao de estruturas
vorticais, principalmente da densidade e da direcao de seu gradiente tém de ser
incorporados ao critério. A desvantagem dessa incorporacao encontra-se no fato
de que nem todo efeito relacionado a esses termos adicionais diz respeito a movi-
mento vortical. Por exemplo, efeitos de choque tendem a gerar valores maximos
ou minimos locais de pressao e alteram o comportamento de Hessiana da pressao

quando avaliada em sua forma plena.

2.4.8 Critério Proposto por Tabor e Klapper [4]

Haller [14] discute a importancia da objetividade como requisito fundamental
para um critério identificador de estruturas vorticais e apresenta um exemplo
relativamente simples que reforca essa necessidade. Seja um campo de velocidades

linear
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sin 4¢ 2+ cos4t 0O
u(x,t) = | —2+cosdt —sindt 0 |X (2.58)

0 0 0

g 2 W2 , g .
Os critérios A, Q e )\]23 +W7 além do critério baseado em linhas de corrente
fechadas identificam que todo ponto x se encontra em um mesmo vértice. Para um
segundo observador que apresente movimento rotacional em relagao ao primeiro

de acordo com a transformacao

cos2t sin2t 0
X = —sin2t cos2t 0 [|X (2.59)

0 0 1

resultando assim no campo de velocidades transformado

010
ux,t)=11 0 0 | X (2.60)
000

Esse ultimo campo de velocidades representa para o segundo observador um

2 2 .
DWW assim como todos

campo onde a vorticidade é nula. Os critérios A, @ e
os critérios que se baseiam no gradiente de velocidades ou, mais especificamente,
na sua parte antissimétrica nao detectam uma regiao vortical quando seu sistema
de coordenadas sofre a transformagao indicada na Eq. (2.59).

O trabalho de Tabor e Klaper [4] foi dos primeiros a expressar matematica-
mente um critério objetivo de avaliacao da velocidade de deformagao em contrat-
aponto a rotagao local, baseado no segundo invariante do tensor gradiente de ve-
locidade, sendo semelhante aquele proposto por Hunt et al. [2]. O critério pode ser
obtido analiticamente analisando-se um escoamento no R?. Considerando um fila-
mento material 1 que sofre a influéncia do gradiente de velocidade Vv =D + W,

sendo avaliado em uma base {5113,5123} formada pelos autovetores de D, de tal

forma que esse tensor apresente valores nao-nulos somente em sua diagonal prin-
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Fig. 2.10: Representacao de um filamento 1 descrito na base dos autovetores do
tensor taxa de deformacao D

cipal, iguais aos seus autovalores, AP e AP. O escoamento é incompressivel, ou
seja, AP + AP = 0 e, por ordenacao, AP > AP. O vetor vorticidade, w =V x v é
normal ao plano do escoamento e seu sentido de rotacao é indicado na Fig. 2.10.

O filamento 1, em um dado instante, apresenta componentes (I1, [3), avaliados
no sistema de coordenadas do problema, e se encontra submetido a agao conjunta
da vorticidade, que tende a gird-lo no sentido anti-horéario e do tensor taxa de
deformagao, que tende a gird-lo no sentido horario, para que este se alinhe a
direcao de maior deformacao 511) No instante de andlise t, este filamento se
encontra na posi¢ao indicada na Fig. 2.10 e forma um angulo € com o eixo 5113.
As novas componentes (lq,l5) do filamento avaliadas apés um intervalo de tempo

At podem ser escritas de acordo com as relagoes

L(t+ At = 1(t) + (APL(t) — wiy(t)) (2.61)

L(t+ At) = 1(t) + (ADla(t) — whi(t)) (2.62)

Se o angulo € se mantém constante apds o intervalo At, por intermédio do
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equilibrio dos efeitos aos quais o filamento se encontra submetido, temos que

(2.63)

A relagao (2.63) implica que

1 + ()\]23 — wll/lg)

1 pu—

(2.64)

Desenvolvendo a relagao (2.64), é possivel chegar a conclusdo que a diferenca

entre os autovetores do tensor taxa de deformagao é dada por

l l 2w
D D 2 1
— - — —_— — p— 2-

Ay — AT w (ll + l2> Yy (2.65)

Assim, se a relagao (2.65) possui solugao para 6, temos que a seguinte condigao
deve ser atendida

2

dw
(AD — D)2 <1 = (A2 = Ap1)* —4w® >0 (2.66)

Visto que o problema trata de um escoamento compressivel , temos que AP =

—AP = AP ¢ a relacido (2.66) pode ser reescrita como

(A\P)? —w? >0 (2.67)

Se a condicao de existéncia de uma solugao para 6 for respeitada, esta solugao

também indica as autodirecoes do gradiente de velocidade, que possui autovalores
1

L D\ 2 9\ 2 . .
iguais a + (/\ ) —w?”) . Supondo que os autovalores de D girem com veloci-
dade angular constante w’, conforme descrito pelos autores, é possivel aplicar o
mesmo argumento aplicado anteriormente na relagao (2.67), somente trocando o
termo w por (w — w'), ou seja, pela rotagao relativa experimentada por um ob-
servador no sistema de coordenadas {5113, 5123}, resultando, finalmente no critério

(s particularizado para o caso de escoamento bidimensionais, (),
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Qo= (\P) —(w—-w)?>0 (2.68)

Esta forma remonta o critério de Astarita [16]. Ele prop6s um critério para
classificagao de escoamentos, no contexto de fluidos viscoelasticos, baseado na

razao

w2

Rp=———
D™ 302 1 2

(2.69)

Este nimero é andlogo ao nimero de vorticidade proposto por Truesdell [23]
para a vorticidade relativa. O critério para a identificacao de estruturas vorticais
deve ser tal que Qs < 0. Entretanto, Tabor e Klapper [4] ressaltam que, difer-
ente dos casos bidimensionais, pode existir deformacgao local de filamentos em
casos tridimensionais, mesmo que Qs apresente valores negativos, pois em prati-
camente todos os tipos de escoamentos abrangidos pelas simplificagoes aplicadas
na definicao do operador ()5 o tensor gradiente de velocidade apresentara pelo
menos um autovalor com a parte real positiva.

Os autores classificam ), como um quantificador do que entendem por “per-
sisténcia de deformacao”, ou seja, o quanto o efeito combinado da vorticidade e
da rotacao dos eixos principais da base formada pelos autovalores do tensor taxa
de deformacao é pequeno o suficiente de tal forma que permita que, localmente,
filamentos materiais se alinhem com a direcao principal de deformagao dado pelo
autovalor AP. Para a descricio matemdtica deste conceito, o critério @, parece
ser bastante adequado pois este contabilizada o termo QP e, consequentemente,
o alinhamento de filamentos pode ser avaliado mesmo que os autovetores de D
se movimentem ao longo do tempo em relacao a um referencial inercial. Consid-
eracoes mais profundas a cerca do tema serao tecidas no capitulo 3.

Ainda no trabalho de Tabor e Klapper [4] uma variacao do critério Qg é
proposta, com o objetivo de avaliar como a vorticidade tende a estirar-se e se

alinhar com a direcio de deformacao intermedidria €5 de tal forma que localmente
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0 escoamento se comporta como os casos bidimensionais, ou seja, a vorticidade
. ~ D .. . D ~D
aponta para a dire¢ao €5 e filamentos materiais rotacionam no plano (£7,&3 ).

Assim, a avaliacao dessa persisténcia de deformacgao “bidimensional” é dada por

2 ’
Q2-ps = (AP = AD)" — [|ws’ — wd|)? (2.70)

Onde w? e w?' representam as componentes de w e w’ na direcao &5 . Assim,
valores positivos de (Q2_p, indicam que a deformacao de filamentos materiais
ocorreré no plano (€7, €5).

Visto que o critério ) depende diretamente da rotagao das diregoes principais
de deformacao, para que consideracoes sobre a influéncia de fendmenos associados
a turbuléncia em fluidos sejam tecidas, torna-se necessaria a avaliagao de conceitos
dinamicos, relacionados aos termos da equagao de Navier-Stokes. Uma vez que

as autodiregoes £P formam uma base ortonormal, temos uma expressao para o

calculo da taxa de rotacao dos autovetores de D. Esta é dada por

d€P d p
L . = O = — &7 = “), D 27]_
< dt ) £’L dt 51, X €’L < )
Onde ( , ) representa o produto interno. Derivando com relagao ao tempo a

equagao caracterfstica DEP = /\PEP e aplicando na Eq. (2.71), temos que

, 1 (&, 4DEP)

i J

Aplicando o operador gradiente na equacgao de Navier-Stokes (2.48) e reti-

rando a parte simétrica da derivada material, semelhante a operacao aplicada na

+W?2

formulagao do critério )\]232 , obtemos
D 9 1
Ft(D) - vV'D+WW +DD = —-P (2.73)
p

Aplicando (2.72) em (2.73), temos, portanto, w’ para o caso particular de um

fluido que obedece Navier-Stokes dado por
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—wiw; — (1/p)Pij + vV*D;;

ADI = ADJ (2.74)

/
Wy = 5ijk

Onde os termos com subscrito “ij” representam a projecao dessas entidades vetori-

ais e tensoriais nas direcoes principais da taxa de deformacgao, ou seja, w; = w '5?,
_ ¢DpeD 2 _ ¢D2neD v

P = &°P&; e VeD;; = £V DE; . Visto que os termos na Eq. (2.74) se en-

contram separados, podemos reescrever a mesma da seguinte forma

w' =w, +wp +w, (2.75)

Onde W’

l,, wp, w, representam as contribui¢oes da vorticidade, da pressao e da

dissipacao viscosa na rotacao das direcoes principais de deformagao. Assim, por
consequéncia da dependéncia de w’ com w, temos que o termo ||w — w'[|? da Eq.
(2.76) constitui um termo nao-linear de rotagao na descri¢ao do critério Q; e que
tém grande relevancia, visto a dependéncia quadratica com w.

O parametro ), constitui um critério promissor, pois, além de incorporar em
sua formulacao a possibilidade de quantizacao da persisténcia da deformacao, a
avaliacao da influéncia de entidades dinamicas, extraidas da equacao de Navier-
Stokes e da previsao do alinhamento e deformagoes de filamentos materiais em
escoamentos turbulentos torna-se possivel, no que diz respeito a descricao do
comportamento da rotacao das diregoes principais de deformacao. Além disso, o
critério é invariante a transformacoes euclidianas, o que o qualifica a identificar
estruturas vorticais, sem qualquer influéncia do movimento do observador nas
quantidades identificadas.

Entretanto, o critério é fundamentado sobre a simplificacao do escoamento
ocorrer a volume constante, pois a soma dos autovalores de D necessariamente
tém de ser igual a zero. Haller [14] levanta uma questdo interessante que é o
fato de que este operador foi construido com base em andlises bidimensionais,
deixando sua aplicagao tridimensional ainda por ser interpretada. Para escoa-

mentos tridimensionais o operador ()5 pode ser reescrito como
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3
Q=Y (W) = |lw—w'|* = |D|? - [W — Q| (2.76)

i=1
Onde QP representa o vetor w’ escrito na sua forma tensorial (w, = %ijﬁg).
Uma definicao de vortices deve identificar e descrever a evolugao de estruturas

vorticais para qualquer tipo de escoamento, sem distincao.

2.4.9 Critérios Propostos por Zhou et al. [5], Chakraborty et al. [6]
e Wu et al. [7]

O tensor gradiente de velocidade Vv, quando decomposto com base em seus
autovalores e autovetores, em coordenadas cartesianas de acordo com a relacao,
resulta em um tensor que mantém os mesmos invariantes (), R e P, visto que a
base formada pelos autovetores de Vv nao necessariamente é ortogonal. Podemos

representar esse tensor quando este admite autovalores complexos,

AYYO0 0 X
G=|g™ € € || 0 A A || & ey ey @2
0 _AZV )‘cvrv

onde \YV representa o autovalor real associado ao autovetor real €)Y e \YY +
AVVi representam os autovalores complexos associados aos autovetores complexos

VY 4 €YVi. As linhas de corrente locais podem ser expressas, em um sis-
tema de coordenadas curvilineas (x.1, T2, T.3) definido pelos na base dos vetores

{€YY, €YY €YV, de acordo com as funcoes

cr )

T = Crexp(AYVt) (2.78)

Tez = [Ccos(AYE) 4+ Cssin(ASVE)] exp(ALV) (2.79)
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T3 = [Cs sin(/\Z"t) — Yy cos(AZVt)]exp(AZVt) (2.80)

onde C1, Cy e C3 sao constantes. A Fig. 2.11 apresenta a topologia dessas linhas
de corrente. Novamente, a idéia de rotacao disposta somente no plano definido

pelos vetores £V e €YY

cr ct

é comprovada. E importante ressaltar que o plano de
rotacao do fluido, definido por €CVTV e GZV, nao ¢é coincidente com o plano definido
pelo vetor vorticidade. Com base nessas conclusoes, Zhou et al. [5] propuseram a
avaliagao de vértices como regioes conexas com concentragao local de \Y.Y. Este
critério é semelhante ao critério proposto por Chong et al. [1], (critério A) na
medida em que \YY = 0 — A = 0. Entretanto, este novo critério utiliza
um valor de referéncia a partir do qual determinada regiao pode ser considerada
como uma regiao vortical. Matematicamente, ¢ definido, portanto, por AY.Y > a.

Uma vantagem apontada pelo autores é a de que, assim como no critério A,
o critério AY,Y nao identifica regioes vorticais em escoamentos cisalhantes, com
grande concentracao de vorticidade, mas sem movimento vortical. Uma outra
vantagem do critério é que, por depender de um valor de referéncia e nao de uma
condigao restrita (no caso de A > 0, por exemplo), o mesmo identifica ndao s6
estruturas vorticais, mas também quantifica a intensidade de rotagao, uma vez
que ¢é possivel concluir que o periodo de rotacao dessas linhas de corrente é dado
pela parte imaginaria do autovalor de Vv, pois p = 2m/AY" e identifica o plano
de movimento vortical, ou seja, normal ao eixo do voértice identificado. O critério,
apesar de ser invariante a transformacoes galileanas, nao é objetivo, ou seja, in-
variante a transformacoes rigidas nos observadores como rotagoes ou aceleragoes
de translacao. Além disso, o critério sofre os mesmos problemas apontados na
secao 2.4.4 para um escoamento representativo de um tornado. Por fim, a escolha
de um patamar aceitavel, a partir do qual pode-se identificar estruturas vorticais
é consideravelmente subjetivo e pode acarretar na filtragem de estruturas impor-
tantes ou na identificagao de ruidos. Outra desvantagem deste patamar subjetivo

é que ele varia de problema para problema, dificultando a aplicacao a priori e
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Fig. 2.11: Linhas de corrente locais em relacao aos autovetores do gradiente de
velocidades Vv.

obrigando um conhecimento prévio do problema. Desta forma, é questionavel
quais seriam os beneficios de se ter um critério como este, visto que um dos
objetivos do mesmo seria ajudar a conhecer o préprio problema.

Chakraborty et al. [6] propuseram uma complementagao ao critério \Y.Y
baseando-se na compactacao das érbitas nao-locais avaliadas localmente em es-

coamentos tipicamente permanentes. Baseados no trabalho de Chong et al. [1],

Vv

vV €YY) que inicialmente

os autores avaliam duas particulas presentes no plano (

se encontram distantes de ry e que, apds realizarem n revolucoes, se encontram

Vv Vv
cr 1 Sci

em uma distancia cuja proje¢ao no plano ( ), r¢ dada pela relacao

Tf /\Z,V
— = 2mn—— 2.81
ro exrp ( Wn/\gv> ( )

A partir da Eq. (??) é possivel verificar que a distancia r; depende expo-

AVv . . ~ ..
1%, ou seja, a medida que essa relagao tende a valores positivos
ci

nencialmente de
crescente a distancia entre duas particulas tende a aumentar e, conseqiientemente,

quando essa relagao tende a valores negativos, a distancia tende a diminuir

Vv

- A e . , , . ~ A
em relacao a distancia inicial rq. Assim, é possivel considerar a relacao N
ci

como uma medida da compacidade local das érbitas de particulas materiais no

Vv Vv

o €2Y). Sabendo que regides vorticais sdo necessariamente regioes cu-

plano (
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Vv

. , A~ , . ~ A ’
jas particulas mantem orbitas compactas, a relagao (¢ pode ser usada também
ci

como avaliadora do sentido de rotacao dessas trajetérias, se realizada de forma

convergente ou divergente e sua tendéncia de aumento < v < O) ou diminuicao

( /\Vv > 0) da compacidade dessas orbitas. O caso :\\Vv = 0 resulta na manutengao
da distancia relativa ao longo de todas as revolugoes, ou seja, um caso de movi-
mento circular perfeito entre as particulas.

A partir de um mesmo valor de A\YY é possivel chegar a diferentes valores

Vv

~ A . . , .
para a relacao )\%"V, o que evidencia que, apesar do periodo de rotacao se man-

ter 0 mesmo no plano (£CT ,E Y) em dois casos distintos, quanto mais préximo
- )\Vv , .
de zero for a relagao {¢5, menor serd a curvatura das linhas de corrente e, con-
ci
seqilentemente segundo os autores, mais longe se encontra essa topologia de uma

Vv

n . . DY . .
regiao vortical. A medida que o critério (g5 a valores cada vez mais negativos,
ci

as linhas de corrente tendem a convergir, em movimento vortical, com maior

rapidez no plano (ﬁcr ,£ Y) e, em escoamento incompressiveis, na dire¢ao Erv v

. . ,\V
AVV = —2)\YV. Assim, o critério 3% permite

as Orbitas tendem a divergir, pois
a separacao de estruturas vorticais onde a compacidade das érbitas é observada
somente no plano (£).Y,£Y") daquelas cuja compacidade é também observada na
direcao ETV", permitindo uma analise quanto a classificacao do tipo de estrutura

vortical identificada.

Portanto, Chakraborty et al. [6] dividem o critério em dois tipos. Quando

Vv

YV EYY), temos que o

a compacidade das 6rbitas é desejada somente no plano (

critério deve seguir os requisitos

1. )\Z" > a;

)\Vv <6

onde a e [ sao valores constantes positivos e avaliados a cada caso. Quando

Vv Vv

cr 1 Sci

a compacidade das oOrbitas é desejada ndo somente no plano ( ), mas

também ao longo da direcio €YY, os requisitos sdo alterados para

1. )\Z" > a;
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2 _/y<)\Vv</8

onde ~ é um valor constante positivo e geralmente referenciado, quando nao existe
a necessidade de diferenciacao da compacidade, como g, devido a relacao entre o

autovalor real (A\YV) e a parte real do autovalor complexo (AYY). Com o objetivo

. o s 2 2 o s .
de associar os critérios A, Q e AP "W com o critério proposto por Chakraborty
Vv

L. ~ A A
et al. [6], os autores reescrevem esses critérios como fungoes dos parametros {¢;
ci

e \Y.Y. Isso é possivel por que os critérios se baseiam nos invariantes do tensor

gradiente de velocidades e esses invariantes podem ser reescritos com base nos
~ . S D24+W2 S

autovalores desse tensor, com a excessao direta do critério A, . O critério

proposto por Hunt et al. [2] (critério Q) para escoamentos incompressiveis pode

ser definido de acordo com a relacao

Vv 2 /\Z"V ’
Q=" |1-3(5% (2.82)

De acordo com a Eq. (2.82), para que o critério seja atendido (@) > 0), torna-

.. AV
se necessario que — f < /\VV < \/5, ou seja, existe um controle da compacidade

das érbitas tanto no plano (€Y., €5Y) quanto ao longo da direcdo £€YY. Pode-se

observar, no entanto, que nao hé restricio de patamar para \Y.Y, ou seja, basta

que \Y.Y # 0. Além disso, é possivel concluir que o critério @), por possuir um
limite inferior, nao captura estruturas vorticais em uma zona onde as linhas de
corrente apresentam topologia espiral convergente com curvatura acima de um
determinado limite, ou seja, quando essa convergéncia ocorre mais “rapidamente”.

Reescrevendo o critério A, proposto por Chong et al. [1], como fungao da

parte imaginaria do autovalor complexo (Ag") e da razao de compacidade < Az:>

temos que

2
O [, o (28
A= 149 N (2.83)

Conforme avaliado no inicio da se¢ao, o critério \Y,¥, proposto por Zhou et al.

[5], se baseia no critério proposto por Chong et al. [1], fato que se comprova na
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relagao (2.83), pois para que o critério seja atendido (A > 0), necessariamente
AYY > 0, visto que o termo entre colchetes sempre serd positivo e maior que
zero. Por conseguinte, a condicio A = 0 é idéntica a AYY = 0. Entretanto, o

cl . ~ .. . . ~ AVv
critério A nio distingue diferencas na magnitude dos parametros A\Y.¥ e 1%, ou
ci

seja, regioes de grande velocidade angular, mas com curvatura mais suave das
linhas de corrente sao identificadas da mesma maneira pelo critério A que regioes

de menor velocidade angular, mas com curvatura relativamente mais acentuada.

. ~ . )\Vv
Para valores baixos da relagao de compacidade {&5, temos que
(&

i

I

A 12 /A7\?
ﬁ atinge o menor valor de 1/27 quando as linhas de corrente

~ . . . AVv . 2 2
sao perfeitamente circulares, ou seja, quando {&; = 0. O critério ADTFWE bro-
c

ou seja, a relacao

posto por Jeong e Hussain [3] ndo pode ser escrito com base nos autovalores de Vv
e, portanto, nao existe relacao direta entre esse critério e aqueles propostos por
Zhou et al. [5] e Chakraborty et al. [6]. Entretanto, esses autores relacionaram
esses critérios separadamente, baseados em todas as possiveis configuracoes de Vv
para escoamentos incompressiveis. Avaliando o escoamento na base dos autove-
tores do tensor taxa de deformacido D (dado pelos versores {&€P, €32, £€2}), que,
devido ao fato deste tensor ser simétrico, forma uma base ortogonal e sabendo
que seus autovalores sdo tais que AP > AP > AP e AP + AP + AP = 0 (escoamento
incompressivel), temos que os tensores D e W podem ser reescritos nesta nova

base, quando AP > —AP | como

1 0 0
_\D _
D=X"[0 3 0 (2.85)
9
0 0 5-1
0 —asinfsin¢ asinfcos ¢
W =1 gasinfsing 0 —acos ¢ (2.86)

—asinf cos ¢ a cos ¢ 0
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1 —asinfsin¢g asinfcos ¢
Vv=D+W=| _gsinfsing —% —acosf (2.87)
—asin f cos ¢ acosf %—1

onde ( representa o parametro que permite a classificacao da natureza do campo

1]

o € 0s angulos 6 e ¢ determinam a orientagao do vetor
1

de deformacoes, a =
vorticidade w com a base avaliada nesse caso, de acordo com a Fig. 2.12. No caso
em que AP > —\P 0 estado de compressio no escoamento ¢ encontrado no plano
(5123,53]3), enquanto que, por se tratar de um escoamento incompressivel, existe
esticamento no escoamento na dire¢ao 5113 (escoamento convergente) e 0 < ¢ < 1,
onde ¢ = 0 corresponde a deformagdo unicamente no plano (€P,€5) e ¢ = 1
corresponde a deformacio axissimétrica com relacao a direcao €7, visto que essa
sempre apresenta valores positivos associados ao seu autovalor.

Nos casos em que AP < —\P existe estiramento no plano (£2,£€%) e com-
pressao na direcio €7 (escoamento divergente) e —1 < ¢ < 0, onde ¢ = —1 rep-
resenta um estado de deformacao divergente axissimétrico com o eixo na diregao
£3D. Portanto, existe uma mudancas nas direcoes principais de deformacao e as
descricoes para os tensores vorticidade e taxa de deformacao apresentados nas
relagoes (2.85) e (2.86) devem ser devidamente alteradas. Entretanto esses ca-
sos nao serao relatados no presente trabalho, pois, pelo incompressibilidade do
escoamento, ¢ possivel demonstrar que, quando ¢ < 0, os autovalores AP AP e
AP para sdo iguais, em médulo, aos autovalores AP AP e AP respectivamente
quando ¢ > 0, ou seja, é necessario avaliar somente essa tultima configuragao. E
interessante observar que, quando se escolhe a base dos autovetores de D para a
descricao do problema, a vorticidade coincide com a vorticidade relativa, ou seja,
W=W -Q”

Chakraborty et al. [6] utilizam o nimero de vorticidade, criado por Truesdell

[23], como um outro parametro de varredura das possiveis configuragoes do tensor
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£Dl

€D$3

&po

Fig. 2.12: Orientagao do vetor vorticidade w com relacao ao sistema de coorde-
nadas da base canonica de D

gradiente de velocidades. Para as situacoes onde 0 < ¢ < 1, temos que o numero

de vorticidade é dado por

W[ V2a

= (2.88)
DI~ /2 12
Assim, considerando os limites, 0 < H <000, 0<((<1,0<0< e

0 < ¢ < 27, todos as configuragoes possiveis em escoamentos incompressiveis do

tensor gradiente de velocidades sao passiveis de serem avaliadas e, consequente-

+W?

. ~ 2 . o~
mente, as situacdes onde A5 < 0 poderiam ser comparadas com regioes

.~ AVv . . .
AV >0, Q > 0, e com a variacio de 3¢ Visto que segundo invariante de Vv,

ct

@, depende somente das normas euclidianas dos tensores taxa de deformacao e
vorticidade, este nao varia com os angulos 6 e ¢. Obtendo o determinante da
matriz (2.87), é possivel determinar que a forma de dependéncia do terceiro in-
variante, R, em relacao aos angulos 6 e £ é através de uma variavel ¢, dada

por

_ 3cos(20) — 2(¢ — 1) cos(2¢) sin? — (2¢ — 5)
2(4=¢)

(G (2.89)
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Fig. 2.13: Regiao vortical no espaco (W,w) para valores constantes de ( = 1

(a), ¢ =0.5 (b), ¢ =0 (c). Os contornos representam: AY.Y = 0 (linha
AYD+YW

trago-ponto), = 0 (linha continua), :\\VV (linha tracejada).

e, portanto, os autovalores do gradiente de velocidades dependem somente de h‘g ‘|‘| ,

¢ e 1, sendo que este dltimo varia, pela relagao (2.89) e pelos intervalos apresen-
tados anteriormente, entre zero e um. A Fig. 2.13, apresenta uma reproducao dos
gréﬁcos apresentados por Chakraborty et al. [6], onde sao visualizados contornos
de 2 /\v‘,, como fungao dos parametros ‘|‘\V]§|||| e 1 para trés situacoes caracteristicas
de ¢ = 1 (Fig. 2.13 (a) - escoamento axissimétrico com convergéncia radial),
¢ = 0.5 (Fig. 2.13 (b)) e ¢ = 0 (Fig. 2.13 (c) - estado de deformagcao planar).

A regiao cujo gradiente de velocidades, Vv, apresenta valores reais se encontra

hachurada.

2.4.9.1 Escoamentos com ( =1

No caso de escoamento axissimétrico com convergéncia radial (( = 1), a con-

vergéncia ocorre no plano (5123, £3D), enquanto que o eixo, onde ocorre divergencia,
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por conseqiiencia da compressibilidade, se encontra alinhado com a direcao 5113.
Nessa situacao, 1) = cos? , logo, os resultados sao independentes de ¢. Avaliando
o grafico (a) da Fig. 2.13, observamos que a zona hachurada, que representa au-
tovalores do gradiente de velocidades reais, divide a regiao dentro do intervalo
0 <y <0,12, em duas regides que contemplam autovalores complexos a Vv.
Conforme denotado por Chakraborty et al. [6] essa regiao possui comportamento

peculiar, pois, para valores muito pequenos de % sao observadas regioes vorti-

cais pelos operadores A\Y.¥ (e, conseqiientemente, o critério A) e /\V‘,. Entretanto,

a medida lores de Wl ia tical nio é mais obser-
que OS valores de HDH crescernn, essa reglao vortical nao € 1mals obser

vada (Vv apresenta autovalores reais) e, novamente, apés um determinado valor

W Lo ~ . g
de H, vortices sao reconhecidos por esses critérios. Esse comportamento, no

ambito da formulagao dos critérios e de sua dependéncia com a vorticidade, pode

ser denotada uma falha que os autores o classificam como um caso de “desaparec-

imento de vértices”. Nesse tipo de situacao, abaixo da regiao hachurada, o vetor

normal ao plano de movimento rotacional experimentado pelas linhas de corrente
Vv

(plano (€YY, €YY)) se encontra préximo a ortogonalidade com o vetor vorticidade,

enquanto que, na regiao acima da area hachurada, esses vetores tendem a se al-

inhar. Os autores indicam que a restrig:éo /\v‘, > — [, onde [ é um valor positivo,
pode eliminar o problema de identificacao de estruturas vorticais, quando, local-
mente, o escoamento se encontra na regiao abaixo da area hachurada no intervalo
0<¢<0,12.

Quando a vorticidade se encontra perfeitamente alinhada com a direcao axial

~ . . . 2 2 )\Vv
de deformacao, 5113, ou seja, Y = 1, o limite )\]23 +W® — 0 corresponde a =1
ct

e % ~ 0,58. A medida que o alinhamento é desfeito, aumentando o valor de ¢

W2 _ () tendem

. AY. .
(ou diminuindo 1), o critério )\v‘, e a linha correspondente a AY

Vv .
a aumentar: para ¢ ~ 0,12, temos que :\\“va — —\/Lg e % — 1. No intervalo

0,12 < <1, aregiao de @) > 0 somente ¢é atendida para valores de lHTH maiores

2 2 .
AD"FTWT < 0 se encontra acima do contorno

que a unidade, enquanto que a regiao

2 2 - o , . L.
de )\]23 W2 =0, 0 que leva a conclusdo que o critério Q > 0 é mais restritivo que
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[W]|

W2 — 0 nessa regiao. O ponto ¢ =~ 0,12 ¢ ™l = 1, corresponde ao

s 2
o critério AP

caso onde os trés autovalores do gradiente de velocidades é nulo e, nessa regiao

o ATV . ) o ,
o critério 2 é indeterminado. Finalmente, na regiao onde 0 < ¢ < 0,12 ¢

AYY
P . - 2 2 .
possivel observar que a inflexdo da curva A2" VW™ = 0 se encontra acima da
. W .. . , L.
reglao H = 1 e, conseqiientemente, o critério () > 0 é menos restritivo que o

P 2 2 14 o~ . AVv
critério AP"TW". Essa tltima regido corresponde a valores positivos de & que
ct

ao longo do intervalo de \/Lg até aproximadamente 0.4

2.4.9.2 Escoamentos com ( = (0.5

Nesse caso, o estado de deformagao nao é nem axissimétrico nem planar. O
caso de desaparecimento de vértices (para A\YyY = 0 ou A > 0) continua acon-
tecendo no intervalo de 0.28 < ¢ < 0.31 A inclusao de uma restricao do tipo

\%
)‘crv

Vv
)‘ci

> —[3 evita essa oscilagao. Como, nessa situacao, diferentes configuracoes de

0 e ¢ podem avaliar um mesmo valor para v, é possivel concluir que, para um

2 2 .
A2TTWT = 0 cobrem um intervalo de valores

mesmo valor de v, os contorno de
ARy

W . P~ .
de IWI e, consequentemente, de {&;, o que explica a regiao marcada na Fig. 2.13

DI
(b).

Na regiao de alinhamento entre a vorticidade e o vetor normal ao plano de

movimento rotacional das linhas de corrente, ou seja, v = 1, § = 0, e esta é

. “~ 2 2 )\Vv
independente de ¢. Nessa regido, Ay TV = 0, corresponde a 3¢ ~ —0,78 e

A
\/ig. Na regiao 0,31 < ¥ < 1, a regiao )\]232+W2 < 0 corresponde ao intervalo
—-1,3 < :\\;:: < —\/Lg e é menos restritiva que a regiao do critério Q > 0. O
ponto ¢ ~ 0,31 e I‘I%I‘I = 1 corresponde ao caso onde os autovalores de Vv sao

. )\Zy , . . . ~
nulos, conseqiientemente, $¢; ¢ indeterminado nesse ponto. Assim como na segao
ci

anterior, no intervalo anterior a essa inflexao no comportamento da relacao de

+W?2

compacidade, ou seja, no intervalo 0 < ¢ < 0,31, o critério /\]232 < 0 é mais

.. . . AVv
restritivo que o critério () > 0 e corresponde ao intervalo 0,3 < W < \/ig
ct
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2.4.9.3 Escoamentos com ¢ =0

Nesse caso, o estado de deformagao é planar, presente no plano (E?,E?)
Como é possivel observar no grafico correspondente da Fig. 2.13, o caso de desa-

parecimento de voértices nao é possivel de ser encontrado e a relagao de compaci-

AVv ~ . . .o~ . .
dade 1% nao necessitaria de uma restricao como disposto nos casos anteriores.
ci
. . D24+W2 .
Ainda nesse caso, todo o intervalo de A3 = 0 se encontra associado a um
“ni AW L IW ~ : ~ ATV
unico valor de v VAR 1. A regiao de inflexao de & ¢ encontrado
cit ci
W , L.
para ¢ = 0,5 e H = 1. Nesse caso, ¢ comum a denominacao de escoamento
viscométrico.

A principal conclusao do que foi visto nas segoes 2.4.9.1-5.1.1 é a de que di-

ATV ~ . C s D2
& estao associados ao critério A,
Cct

2 ~ ’ ’
+tW% < 0 e nao é possivel

versos valores de

determinar uma correlacao analitica entre os dois critério. Entretanto, o inter-

. ~ ~ . . R 2 2 ,
valo de variacdo da relacao de compacidade associado ao critério AP TW~ < 0 é

—-0(1) < f\‘zrz < O(1). Além disso, alguns problemas do critério emergem desse

. - s AYY
estudo. Algumas situagoes onde o critério formado pelos operadores A\ e %
ct
apresenta um ponto de inflexdo e este é indeterminado e a necessidade de um
limite inferior para o critério para o caso de desaparecimento de vortices sao ex-

emplos de situacoes que limitam a utilizagao do critério sem um estudo prévio

de como o escoamento estd relacionado com os casos apresentados na Fig. 2.13.

, . A~ . ~ W . . ~ ar ,
Outro fato é a importancia do parametro H na identificacao de vértices é que

todos os critérios concordam na identificacdo de estruturas vorticais na regiao

onde o numero de vorticidade é maior que a unidade e as eventuais diferencas sao

. _ .
envidenciadas na regiao —||||D‘||‘ < 1.

2.4.9.4 Escoamentos com autodiregoes ortonomais do gradiente de

velocidades

Vv

cr )

Quando o gradiente de velocidades apresenta autovetores (£Y¥,£€x.",€Y") ortonor-

mais, ou seja, quando este é um tensor normal ((Vv) - (Vv)T = (Vv)! . (Vv)),

D24+ W?2
/\2

um escoamento tipicamente extensional, pode ser expressado com funcao
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dos autovalores de Vv, de acordo com a expressao

D24+ W2 vy 2 | [Aer ’
Ay = (\Y) ) ! (2.90)
(612
Como é possivel observar pela Eq. (2.90), o critério /\]232+W2 < 0 é equivalente
a ;ZT: < 1. Nos 3 casos apresentados nas secoes 2.4.9.1-5.1.1, o critério )\2132+w2

para o caso especial de autovetores ortonormais para o gradiente de velocidades é

+wW?

o, s . 2 . . ~ ,
menos restritivo que o criterio )\123 original, visto que sua representagao esta

AV

Vv
>\ci

diretamente associadada aos contornos de = 1. Cabe ressaltar, entretanto,

que esse tipo de situagao sé pode ocorrer em trés situagoes: em alguns escoamen-
tos compressiveis, em escoamentos onde a vorticidade é nula e em escoamentos

onde o gradiente de velocidades se constitui da seguinte forma

Vv=1 w \P 0 (2.91)
0 0 —2A\P
De acordo com Wu et al. [7], que também associa os critérios @, A e )\]232+W2

~ AVv . . N . . . .
aos parametros {¢5 e AYY, discute a importancia do primeiro termo na identi-
ct
ficacao de vértices, afirmando que este ndo é um parametro onde deve ser impostas
)

limites para a identificacao de estruturas vorticais, visto que esse parametro indica

Vv Vv>

cr ) Sci

o quao rapido as linhas de corrente em movimento rotacional no plano (
tendem a convergir ou divergir, de acordo com o sinal da razao de compacidade.
Entretanto, como foi apresentado nos itens 2.4.9.1-5.1.1, o caso de desapareci-
mento de vértices constitui um problema na identificacao de estruturas vorticais

AVv . . . .
g visto que o mesmo atinge valores negativos, relativamente al-
ci

com o critério 3

tos em modulo, em uma regiao onde o movimento vortical nao é evidenciado, nem
mesmo pelos critérios @) e /\]232+W2. Assim, torna-se necessario pelo menos um
limite inferior negativo para que o critério possa ser utilizado como identificador
de estruturas vorticais.

)\Vv

Assim como critério A\YY > 0, o operador ¢ nao € objetivo e, apesar de
ci
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sua formulacao ser facilmente aplicada para escoamentos compressiveis, o estudo
aplicado ao caso de desaparecimento de vértices torna-se muito mais complexo
de ser estudado, visto que o gradiente de velocidades para os casos V - v # 0 nao
mais depende dos mesmos parametros apresentados anteriormente nessa secao e

que culminaram no estudo apresentado em 2.4.9.1-5.1.1.

2.4.10 Critério Proposto por Kida e Miura [8]

Seja um ponto arbitrario do escoamento (z,xs,x3), representado por um
sistema de coordenadas ortonormal {ej, ez, €3} que se move com a velocidade
do escoamento no ponto referenciado. Na vizinhanca deste ponto, temos que a

projecao da velocidade no plano (e, e3) é dada por

v1 = L@y + L1y (2.92)

Vg = Lo11 + Laoko (2.93)

Onde L = (Vv). Se o plano (ej, e;) coincidir com o plano que define a topologia

do escoamento por meio da estrutura das linhas de corrente (como o caso do

Vv

Vv €YY) discutido na secdo anterior), a estrutura das linhas de corrente

plano (
sera funcao do discriminante da equacao caracteristica do segundo grau do tensor

formado por L;; nas Egs. (2.92) e (2.93) e dado pela relagao

1
G = Z(Lll — Ly)® + Lis Lo (2.94)

A estrutura topoldgica das linhas de correntes sera espiral se G for neg-
ativo, o que resulta em autovalores complexos e que se assemelham a repre-
sentacao disposta na Fig. 2.11. Em escoamentos bidimensionais incompressiveis,
L4+ Ly =0e G =—-Q = —1iV?p ¢ os parametros G, A, Q e ADHWE Gho
equivalentes. Extendendo a condicao de rotacao das linhas de corrente, GG para

um plano de orientacao arbitraria, temos que, aplicando uma mudanca de sis-
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temas de coordenadas a partir da rotagao na direcao ez por um angulo ¢, de cuja
variacao 0 < ¢ < 27 e de uma segunda rotacao em relacao a nova direcao e, de 6,

com 0 <8 <. O tensor L/

. / / / A
;j» no sistema de coordenadas {ef, ey, €3} é expresso,

portanto, por

Vv = MVvM?” (2.95)

onde

cosfcos¢p cosfsing —sind
M = —sinf cos ¢ 0 (2.96)

sinfcos¢ sinfsing cosd

e, finalmente, o parametro G pode ser expresso no novo plano (€}, e}) como

(L — Lap)* + Lip Ly

[(cos® § cos® ¢ — sin® ¢) L1y + (cos® fsin® ¢ — cos® @) Lyg + (sin? 0) Las

B s |

+(cos® @ + 1) sin ¢ cos ¢(Liz + Lay) — sin 0 cos O sin ¢p( Loz + Lsy)
—sin 6 cos # cos ¢(Lz; + Ly3)]?

+[cos 6 cos psin ¢(Las + L11) + % cos f(cos® ¢ — sin® ¢)(Lyg + Loy)
—% sin 6 cos ¢(Las + L3a) + % sin 6 cos ¢(L3; + Li3)]?

—i[cos O(L12 + Lot) + sin 6 cos ¢( Loz + Lss)

+SiHQSiH gb(Lgl + L13)]2 (297)

Assim, qualquer diregdo normal a plano (e}, €)) que se encontra rotacionado
de dois angulos 0 e ¢ pode ser escrito com base no sistema de coordenadas origi-
nais do escoamento {ej, ey, e3}. Fica clara que a escolha da dire¢ao estd associada
ao encontro de linhas de correntes espiraladas e que, caso essa direcao nao seja

dada pelo produto vetorial da parte real e imaginaria do autovetor complexo do
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gradiente de velocidades, o plano avaliado nao sera aquele principal de rotacao,
mesmo que G(6, ¢) < 0. Entretanto, essa proposta de critério permite que outras
diregbes sejam observadas com relagao ao comportamento do parametro G. Um
exemplo desse estudo foi proposto no trabalho numérico de Kida e Miura [§],
onde essa diregao esta associada ao terceiro autovetor da Hessiana da pressao
(P), que, consequentemente, se encontra associado ao menor autovalor deste ten-
sor. Assim, os angulos 6 e ¢ referenciam a posicao do vetor com o sistema de
coordenadas do problema e a identificacao de regides vorticais estaria ligada a
regides do escoamento com G(6,¢) < 0. Assim como outros critério discutidos
anteriormente neste capitulo, a condi¢ao de rotagao das linhas de corrente, G,
nao ¢ uma entidade objetiva, pois depende diretamente dos termos do gradiente

de velocidades.

2.4.11 Critério Proposto por Cucitore et al. [9]

A idéia de compacidade das orbitas de particulas, no interior de regioes vor-
ticais, foi também apresentada por Cucitore et al. [9], mas, diferentemente do
trabalho de Chakraborty et al. [6], o critério porposto pelos autores baseia-se em
uma formulagao lagrangiana para definir que a distancia entre duas particulas,
inicialmente imersas em um vértice, deve se manter aproximadamente igual a
distancia inicial ao longo de todo o tempo de integracao. Se u, e u;, sao as ve-
locidades de duas particulas a e b no instante de tempo 7, temos que a relacao

proposta por Cucitore et al. [9] pode ser matematicamente definida por

_ |fgua(7') dr. — fgmathbfub(T) dr.|
[ a(T) — up(7)| dr

O numerador da relagao (2.98) afere a evolucao da distancia relativa entre

Rx,1) (2.98)

as duas particulas a e b do tempo zero ao tempo final ¢t. Enquanto isso, o de-
nominador da equacao avalia a diferenca entre a trajetoria das particulas a cada
instante de tempo. O parametro R(x,t) varia de 0 a 1 e foi elaborado para atin-

gir valores préximos ao limite inferior, quando duas particulas se encontram em
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uma regiao vortical e préximos do limite superior quando uma das particulas ou
o par se encontram na regiao externa a vortices. Isto ocorre porque, quando duas
particulas se encontram imersas em regioes vorticais, o denominador da relacao
(2.98) cresce rapidamente, enquanto que o numerador apresenta crescimento mais
ameno, visto que as particulas nao apresentam grande variacao na sua distancia
relativa. Segundo os autores, o caso R(x,t) = 1 representam trajetérias circu-
lares perfeitas entre duas particulas na mesma posicao radial. Entretanto, se
duas particulas imersas em um escoamento pultante e que mantém sua distancia
descrita como uma fun¢ao periddica também encontra valores de R(x,t) = 1.

Nesse tipo de critério, alguns itens devem ser revistos durante sua aplicagao
a um determinado escoamento. Em primeiro lugar, um nimero consideravel de
particulas devem ser dispostas ao longo do dominio para que nao existam regioes
no escoamento que nao sejam avaliadas por pelo menos um par de trajetorias.
Uma vez que o numero de pares é maior que o numero de trajetorias, visto que
uma mesma particula por trocar informacoes com diversas outras, em escoamen-
tos onde as comprimentos caracteristicos das regioes vorticais nao é conhecido a
priori, como no caso de escoamentos turbulentos, as distancias iniciais dos pares
podem apresentar diferentes ordens de grandeza, dependendo das dimensoes do
dominio. Outro assunto que deve ser estudado com precaucao é a escolha do
tempo de integragao t que, no caso de avaliacao de escoamentos permanentes, é
determinado como um falso transiente. Se o tempo de integragao escolhido for
muito grande, algumas informagcoes importantes do escoamento podem ser per-
didas e a busca por tempos caracteristicos no escoamento torna-se uma tarefa
crucial para a determinacao desse parametro.

O critério proposto por Cucitore et al. [9] pode complementar a avaliagao
de estruturas vorticais, juntamente com outros critérios eulerianos apresentados
nesse capitulo. Os autores inclusive propoem a verificacao da manutencao das
distancias entre particulas em uma regiao onde A > 0, para que a superpredicao

do critério A, apresentado anteriormente em alguns contra-exemplos, seja elim-
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inada, visto que nessas regioes as particulas tenderiam a divergir, pois nao se
encontram em uma regiao vortical de fato. Os autores avaliam o escoamento
representativo de um tornado, apresentado na secao 2.4.6, no qual o critério A
identificou uma segunda regiao, onde o movimento vortical nao ¢é identificado,
conforme a Fig. 2.4. Como avaliado pelos autores, enquanto que as particulas
que inicialmente estavam contidas na regiao A > 0 mais proxima do eixo, onde é
evidenciado movimento vortical, se mantém nessa regiao durante o tempo de in-
tegragao pelo critério R(x,t), o numero de trajetérias dispostas na segunda regiao
A > 0, fora da regiao vortical, ao longo do falso tempo de integracao, diminuem,
como pode ser evidenciado pelas linhas de corrente hiperbdlicas, nesta regiao,
dispostas na Fig. 4.1 (b). Outra desvantagem do critério estd na subjetividade
do valor de R que delimita o vértice. Além disso, esse critério nao evita que escoa-
mentos com vorticidade nula, mas com trajetorias oscilatérias de baixa amplitude

sejam classificados como vortices.

2.4.12 Critério Proposto por Horiuti [10]

Uma das solucoes analiticas mais consagradas na literatura na tentativa de
modelagem de estruturas vorticais é a solu¢ao de vértice de Burgers [36]. O
vértice de Burgers é uma solucao exata das equacoes de Navier-Stokes, onde a
difusao viscosa radial é balanceada pelo estiramento dinamico da coluna vortical
a partir de uma deformagcao axissimétrica. Os componentes da velocidade, em

coordenadas cilindricas, sao dados por

v, = —ar (2.99)

T e
= — 1|1 - 2.1
Ve 2rr [ erp ( 2v )] ( OO)

v, =202 (2.101)
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onde « representa a taxa de deformacao axissimétrica, I' é a circulagao e v rep-
resenta a viscosidade cinematica. Por se tratar de um vértice axissimétrico, a
vorticidade aponta na direcao axial e a representacao dos autovalores da parte
simétrica do tensor gradiente de velocidades (tensor taxa de deformagao - D), é

dada pelas funcoes

AD = % {—1 + Rer {% {1 — exp (—Z—fﬂ — exp (-i—f) H (2.102)

AP = (2.103)

onde Rer = 47% é o numero de Reynolds baseado na circulagao. Assim, os auto-
valores sao ordenados de tal forma que, AP representa o autovalor cujo autovetor
se encontra mais alinhado com a vorticidade, )\E o de maior valor entre os dois
restantes e AP o de menor valor. Os autovetores correspondentes sao relacionados
por €2 €D e ¢P. A Fig. 2.14 apresenta os contornos de AP e AP para o modelo
de vértice de Burgers avaliado com o = 0,02, v = 0,25 e Rer = 50. Na figura,
é possivel observar que o cruzamento entre as distribuicoes dos autovalores )\E
e AP ocorre em r ~ 0,75 e, a partir desse ponto, o alinhamento da vorticidade
ocorre com o segundo autovalor do tensor das deformagoes, ordenado em ordem
crescente. Conforme observado pelos trabalhos de Jiménez [37], Kida [38] e An-
dreotti [39], Para valores de Rer menores que 10, ndo é observado cruzamento
entre os autovalores e AP e AP ao longo de todo o comprimento radial, A? > AP.
Para valores de Rer maiores que 10, sempre existird uma regiao onde AP > A\D.

~ . e s . 2 2
O tensor D? + W2, parametro motriz do critério AP tW

, avaliado na base
dos autovetores {£2, &2, €P}, resultando na transformagao J = P(D? + W2)PT,
onde o tensor P e P? contém, respectivamente, as colunas e as linhas da base

ortonormal do tensor taxa de deformacao com relagao a base orginal, pode ser

representado por
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0.15‘1..\|1|.l.x|||||||I‘x‘|I||1. 0.3

AP AT

Fig. 2.14: Distribuicoes radiais dos autovalores do tensor taxa de deformacao AP,
do tensor D% + W2, avaliado na base dos autovetores de D, \! e das

fungoes “E% e %, obtidas para o modelo de vortice de Burgers.
Reproduzido de [10]

OPP =12 +e?) ey oo
J= twjw_ (AP)2 — 2 (w? +w?) tw_w,
TWiw, tw_w, (AD)? — 3(w? + w?)

onde w,, wy e w_ representam as componentes do vetor vorticidade escrito na

base {¢D, €0, ¢}

w=w.€ +w D +w g° (2.104)

Horiuti [10] simplifica o tensor J por considerar, exemplificando com resul-
tados provenientes de simulacao numéricos direta de escoamentos turbulentos
isotropicos, que os termos fora da diagonal principal desse tensor sao despreziveis
frente aos valores na diagonal. Esta hipdtese é equivalente a dizer que o grau
de coaxialidade de J e D ¢ elevado, ou seja, que os autovetores de J sao pouco
defasados de D. Esta aproximacao também implica que o tensor J possui os

mesmos autovetores de D e, portanto, J-D ~ D - J. Assim, os autovalores do
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tensor J nas direcoes z, + e — podem ser aproximados por, respectivamente,
D\2 _ 1( 2 2 D\2 _ 1/ 2 2 D\2 _ 1(, 2 2
(AD)? = (w2 +wi), (A2)" = (wi +wi) e (A\))? — (W] +w?). Em escoamentos
axissimétricos, onde a vorticidade é aponta para a direcao axial, esses autovalores
1

podem ser reescritos como (AP)? — 1w?, (AP)? — 1w? e (AP)?2. Os autovalores do

tensor J, escritos para o vortice de Burgers, sao dados por

M= a_2 1+ Re d 1 —ex _a_7‘2 —ex —Oé—rz 2
S " ar? b 4v b 4v

2
—Refexp (—%)} (2.105)

M =a? (2.106)

A Fig. 2.14 apresenta os contornos de A1. Visto que o contorno de \J apre-
senta amplitude desprezivel frente aos demais, este nao se encontra representado.
Entretanto, também para valores acentuados de Rer, existirda uma regiao onde
)\i >\ > )\‘z] e o cruzamento das distribuicao dos autovalores )\i com o auto-
valor \J, que ocorre em r ~ 2,2. E possivel observar também pelo grafico da
Fig. 2.14 que a zona )\‘]r > A\ ¢ menor que zona )\E > A\D e, conseqiientemente, a
primeira condigao ocorre a partir de valores mais elevados de Rer que a segunda.
Utilizando as Egs. (2.102) e (2.105), temos que a associagao dos autovalores de
D e J pode ser dada pela relacao

» 1

J D
AL =(A2) wa (2.107)

onde w, é a componente do vetor vorticidade na direcao mais alinhada com este

vetor e, para o modelo de vortice de Burgers, é dada pela relacao

2
w, = aRerexp <—(Z—r> (2.108)
v

Na Fig. 2.14 sao dispostos ainda as distribuicoes das amplitudes da taxa
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Dy Dy

de deformagao =% e da vorticidade Préximo do centro do vértice, a

wWrwl

ok
vorticidade é predominante, enquanto que, ao longo da direcao radial, a taxa de
deformagcao cresce em relagao a vorticidade até que ocorre o cruzamento entre
as duas distribuicoes (r &~ 2,2). Os autores classificam a proximidade do ponto
r ~ 3,0 da Fig. 2.14, onde a taxa de deformagao atinge seu valor méximo e
relativamente maior que a vorticidade, como uma regiao formada nao mais por
uma estrutura tubular continua, mas por laminas que entrelagadas mantém a
estrutura cilindrica global, semelhante a regiao continua. Isso acontece devido aos
elevados valores da taxa de deformacao frente a taxa de rotacao e a consequente
perda da estrutura coerente original continua nas regices afastadas do ponto
r = 3,0. Essas regioes sao denominadas no presente trabalho por fitas cilindricas,
conforme a denominagao original citada por Horiuti [10]. Visto que nesta regiao
w; — 0, a relagdo entre os autovetores de D e J passa a ser dada por AL = (A2)?
e, por conseguinte, essa regiao praticamente coincide com a regiao )\1 >\ > 0.
Na regiao r < 3,0, onde a estrutura tubular mantém sua continuidade local,
em contraponto a regiao r = 3,0, os autovalores de J se alinham de tal forma
que 0 > )\;]r > M. Segundo o autor, esses resultados podem ser utilizados
para o desenvolvimento de um critério de classificacao de estruturas coerentes
em escoamento bidimensionais, visto que, para o escoamento apresentado na Fig.
2.14 onde [|AP]| > [IAP||, quando a condi¢ao AT > AT > 0 ¢ observada, a regiao
é tal que

(AP)? > (AP)? > —u? (2.109)

ou seja, uma regiao dominada pela taxa de deformacao, enquanto que, quando a

condi¢ao 0 > A > M\ ¢é imposta temos que

w? > (AP)? > (AP)? (2.110)

ou seja, uma regiao dominada pela vorticidade. Quando [[AP|| > [|AP]|, os termos
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Fig. 2.15: Geometria do modelo de camada vortical de Burgers. As setas mais es-
pessas representam a direcao da vorticidade enquanto que as setas mais
finas representam a distribuicao da velocidade na camada cisalhante.

(AE)Q e (/\E)2 sdo permutados nas Egs. (2.109) e (2.110), apesar dos autores
ressaltarem que é pouco comum a ocorréncia dessa situacao a partir do que foi
observado em simulacoes numéricas diretas. O autor afirma, entretanto, que a
avaliacao do que entendem por regioes dominadas por estruturas filamentares ou
tubulares néo ¢ suficiente com a analise de A\’ e )\1 para o modelo de vértice
de Burgers. Portanto, segundo o autor, torna-se necessaria a inclusao de uma
terceira regido, avaliada a partir dos autovalores AP e A do modelo de camada
vortical de Burgers.

Esse modelo foi explorado nos trabalhos de Andreotti [39] e Beronov e Kida
[40] e trata-se da superposi¢ao de um ponto de estagnagao do escoamento pla-
nar, cuja esséncia ¢ irrotacional e de uma camada vortical viscosa disposta de
tal forma que a vorticidade aponta na direcao maxima de estiramento dada pelo
escoamento caso esse fosse irrotacional. A Fig. 2.15 apresenta um diagrama
representativo desse escoamento que possui componentes da velocidade, em co-

ordenadas cartesianas, de acordo com as relagoes
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2

s ay
= —/ zUpErt | — 2.111
v \@U() (2111)

v, = —20y (2.112)

NI

v, =20z (2.113)

onde Uy = U(y — o0) =U(z = o0) = =U(y - —o0) = —U(z = —o0). As

componentes dos autovalores do tensor D, AP, sdao dadas pelas relacoes

2
1+ \/Regexp <—%> +1
1%

AP =2q (2.115)

A2

|
| e

(2.114)

onde Res = \/%Uo representa o nimero de Reynolds baseado na intensidade
de deformacao, Uy, com comprimento caracteristico Uy/L.. Avaliando também
os autovalores do tensor D? + W2, na base dos autovetores do tensor taxa de-
formacao, para o modelo de camada vortical de Burgers, chegam-se as seguintes

relagoes

(2.116)

M =a? (2.117)

A Fig. 2.16 apresenta os autovetores AP e M\, além das distribuicoes das

Diy Dy

amplitudes da taxa de deformagao =& e da vorticidade “£%

2t para o modelo

de camada vortical de Burgers para o = 1, v = 0.25 e Res; = 10. O cruzamento
das curvas de )\E e AP ocorre, semelhante ao caso apresentado na Fig. 2.14, em

y ~ 1,55. E possivel demonstrar que, nesse modelo de camada vortical
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Fig. 2.16: Distribuicoes radiais dos autovalores do tensor taxa de deformacao AP,

do tensor D% + W2, avaliado na base dos autovetores de D, \! e das

fungoes “E% e %, obtidas para o modelo de camada vortical de

Burgers. Reproduzido de [10]

1 1
(Dikai + Wszkz> = ED,kD;ﬂ — Zwkwk = ()\123)2 (2.118)

1

2

Portanto, avaliando as relagoes (2.114)-(2.117), chega-se a conclusdo que a
relacao entre os autovetores de AP e A\, que no modelo de vértice de burgers

variava quadraticamente, no modelo de camada vortical de burgers segue a relagao

linear

AL = —a\l (2.119)

A relacao linear entre AP e A\J é conseqiiéncia da tendéncia de compressao das
estruturas tubulares em uma direcao especifica. Outra conseqiiencia desse fato
encontra-se também na Fig. 2.16 dos termos £ e % apresentarem valores
proximos e o segundo invariante do tensor gradiente de velocidades (), avaliado
em escoamentos incompressiveis apresenta valores baixos em modulo, positivos
se comparados com os valores obtidos no modelo de vortice de Burgers. Assim,

Horiuti [10] afirma que, quando as autodiregoes do tensor J sao alinhadas de tal
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forma que seus autovalores se ordenam )\1 > 0 > M\, os autovalores do tensor

taxa de deformacao sao tais que

w? > (AP (2.120)

ou seja, a vorticidade e a deformacao sao comparaveis nessa regiao. Finalmente, o
autor define o seu critério de classificacao de estruturas vorticais subdividindo-as
em trés regioes distintas. A primeira, onde a deformacao apresenta relevancia
com relacgdo a vorticidade (similar as estruturas em fitas cilindricas ao redor no
centro da regiao vortical do modelo de vortice de Burgers) o escoamento se alinha

de tal forma que

M >N >0 (2.121)

na regiao onde a vorticidade e a taxa de deformacao possuem ordens de grandeza
semelhantes (como no modelo de camada vortical de Burgers), os autovalores do

tensor J se ordenam de tal forma que

AL >0> )\ (2.122)

e, por fim, quando a vorticidade apresenta dominio sobre a taxa de deformagao
(como na regido préxima a regiao central no modelo de vértice de Burgers),

conforme o autor, a seguinte condigao seria respeitada
J J
0> Ay > A2 (2.123)

O critério apresentado por Horiuti [10] constitui um dos primeiros critérios
a apresentar uma classificacao de estruturas vorticais, fundamentada na relacao
entre vorticidade e a taxa de deformacgao. Em outras palavras, a identificacao
da regiao vortical no espaco nao é o unico objetivo. Outro ponto importante

discutido pelo autor é a necessidade de avaliar o tensor D? + W2 na base dos
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autovetores do D, como condicao essencial para a comparacao desses tensores.
Entretanto, assim como outros apresentados ao longo desse capitulo, o critério
nao ¢ objetivo e, portanto, nao é invariante a rotagoes ou aceleragoes entre ob-
servadores. Outra ressalva que deve ser levantada sobre o critério deve-se ao fato
de que a generalizacao apresentada pelo critério nao reflete a realidade, pois, as
reciprocas as condicoes impostas acima nao necessariamente sao verdadeiras em
determinados tipos de escoamento, visto que este se baseia em um determinado
tipo de estrutura vortical, com forte presenca em escoamentos turbulentos, mas

que nao representa um modelo geral de vortice.

2.4.13 Critério Proposto por Levy et al. [11] e Zhang e Choudhury
[12]

O critério proposto por Levy et al. [11] se baseia na utilizagao da densidade de
helicidade como parametro identificador de estruturas vorticais, de acordo com o

alinhamento entre a velocidade e a vorticidade, de acordo com a relagao

H=uw (2.124)

ou seja, segundo os autores, movimento vortical seria experimentado em regioes
onde H — ||ul|[|w]]. O critério apresenta claras deficiéncias e, em um primeiro
momento, pode-se destacar o fato do mesmo nao ser nem mesmo invariante a
transformacoes galileanas, muito menos objetivo. Outra limitacao do critério
encontra-se na avaliacao de escoamentos bidimensionais. Nesse tipo de escoa-
mento a vorticidade, quando diferente de zero sempre é normal ao plano do es-
coamento, enquanto que a velocidade, quando diferente de zero, estd sempre no
plano do escoamento. Assim, o critério nao observa estruturas vorticais nesse tipo
de escoamento, apesar da possibilidade concreta de observacao de movimento vor-
tical. Como uma proposta de evolugao desse critério, Zhang e Choudhury [12]
indicaram em seu trabalho a necessidade de avaliacao do alinhamento do vetor

normal aos vetores que formam a parte real e imaginaria dos autovetores com-



2. Critérios Existentes 76

plexos do gradiente de velocidades e a vorticidade, resultando na relagao

He = Ngpirl * @ (2125>

onde

Dyir = €57 X &Y (2.126)

cr ci

olu seja, Ny, € 0 eixo ao longo do qual as linhas de corrente apresentam topolo-
gia espiralada. O critério nao tém restrigoes a escoamentos incompressiveis e
esse ¢ um ponto bastante ressaltado pelos autores. Eles analisam o escoamento
compressivel de um jato e compararam outros critérios da literatura como (@,
A. Além disso, diferente do critério apresentado por Levy et al. [11], o critério
¢ invariante a transformacoes galileanas, mas nao é objetivo, por depender dos
autovetores do gradiente de velocidade (entidade nao objetiva) e da vorticidade.
Assim como o critério H, também conhecido como “densidade de helicidade”,
o critério H,, denominado pelos autores de “densidade de auto-helicidade” nao
tem validade para escoamentos bidimensionais, pois sempre a direcao normal as
partes real e imaginéaria dos autovetores do gradiente de velocidades, quando este
admite autovalores complexos coincidirda com a direcao da vorticidade. Apesar
disso, o critério H, pode ser utilizado como complemento aos critérios propos-
tos por Chakraborty et al. [6] para evitar o problema de “desaparecimento de
vortices”, visto que este ocorre, pelo fato de que, o eixo da espiral formadas pelas
linhas de corrente se encontra proxima a ortogonalidade com a vorticidade em

uma regiao onde claramente movimento vortical nao é experimentado.

2.4.14 Critério Proposto por Kolar [13]

A decomposicao do gradiente de velocidades (Vu) em uma parte relacionada
a taxa de deformagao (D) e outra relacionada a taxa de rotacao de filamentos

materiais (W) constitui a base de grande parte dos critérios citados no presente
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trabalho, assim como de um grande nimero de propostas de classificacao de es-
coamentos e entendimento da mecanica dos fluidos. Entretanto, como destacado
por Kolar [13] em seu trabalho e como j foi demonstrado com exemplos ao longo
do presente trabalho, A vorticidade nao é capaz de distinguir entre movimento
vortical e movimento cisalhante puro, como aquele encontrado no escoamento
sob uma placa plana que se move a velocidade constante, Assim como a taxa de
deformac@o nao distingue movimento extensional e movimento cisalhante. As-
sim, como fundamento do critério proposto em seu trabalho, Kolar [13] utiliza a
decomposicao do movimento relativo em trés parcelas: Uma relacionada a movi-
mento cisalhante puro de linhas (ou planos) paralelos, outra associada a rotacao
de corpo rigido e, por fim, a deformacao irrotacional. Assim, o autor divide o
gradiente de velocidade em trés parcelas correlatas aos comportamentos decom-

postos, chegando a relacao

Vu = (VU.)DI + (vu)RCR + (Vll)cp (2.127)

onde o termo (Vu)p; representa o tensor simétrico relacionada a parcela do
gradiente de velocidades ligada a deformagao irrotacional, (Vu)gcr representa o
tensor antissimétrico relativo a rotagao de corpo rigido e (Vu)cp destaca a parcela
relativa a movimento cisalhante puro, em um tensor puramente assimétrico dado

por componentes a; ; que se relacionam, em um referencial apropriado

;5 = 0 ou Qg = 0 (2128)

ou seja, a condi¢ao apresentada na Eq. (2.128) indica que os termos da diagonal
sao zeros e alguns valores fora da diagonal também, dependendo da posicao,
resultando em dois ou trés valores nao-nulos e nove possibilidade de tensores com
valores nao-nulos diferentes, visto que trata-se de um tensor de segundo grau 3x3.

De acordo com o autor, a escolha do sistema de coordenadas a partir do

qual se deverd extrair a parte referente ao (Vu)cp do gradiente de velocidades é
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importante para que se obtenha o movimento cisalhante puro efetivo. A defini¢ao
da escolha do sistema de coordenadas que representaria esse movimento efetivo

deve, portanto, seguir a relacao

| D1aWia| + || DagWas|| + || D31 Wiy [|]5

= MAX([|| DiaWaa|| + || DasWas]| + || Day Wiy [[|TOPOS O SISTEMAS) (2 129)

ou seja, o sistema de coordenadas onde o termo (Vu)pr + (Vu)ger é minimo. E
importante ressaltar que a busca por um sistema de coordenadas que atenda o
critério acima deve ser realizada dentre sistemas inerciais rotacionados do sistema,
de coordenadas efetivo (SCE). Assim, a tripla decomposi¢cao do gradiente de

velocidades proposta por Kolar [13] deve seguir o roteiro indicado abaixo:

Passo 1: Determinacao do sistema de coordenadas que resultara no movimento

cisalhante pura efetivo, a partir da condi¢ao (2.129);

Passo 2: Decomposicao do gradiente de velocidades Vu nos trés termos indicados

na Eq. (2.127);

Passo 3: Retorno ao sistema de coordenadas original do problema a partir do
tensor ortogonal Q que relaciona a diferenca de fase entre o sistema de

coordenadas efetivo e original, resultando na transformacao

(VU)ORIG — Q(VU)SCEQT

= Q(Vu)"Q" + Q(Vu)7c2Q" + Q(Vu)2:" Q" (2.130)

Os termos representados pelo trabalho de Kolar [13] na tripla decomposi¢ao
do gradiente de velocidades sao, claramente, parcelas dos tensores D e W. O
termo (Vu)op é responsavel por uma parcela da vorticidade, segundo o autor,

conhecida como vorticidade de cisalhamento, assim como uma parcela da taxa de
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deformagao, conhecida como deformacao em cisalhamento. Portanto, podemos

reescrever a tripla decomposicao do gradiente de velocidades a partir da relagao

Vu = (Vu)p;+ (Vu)rer + (Vu)ep
= (VW)or + (Va)ron + 5[(Va)er + (Vu)ly)
L (Vajer — (Vu)Ly)
= Dp;+ Wger + Dep + Wep

= [DDI+DCP] + [WRCR+WCP] =D+ W (2131)

Em escoamentos bidimensionais incompressiveis, o gradiente de velocidades
pode ser descrito em um referencial arbitrario e no referencial que resulta na

parcela de movimento cisalhante puro efetivo (SCE) de acordo com a seguinte

relacao
ORIG SCE
Uy Uy, 0 —d —w 0 0 d—w 0
vy —uy, 0| =] w d 0 = |d+w 0 0 (2.132)
0O 0 0 0O 0 0 0 0 0

Assim, é possivel concluir que, a parcela de vorticidade que é dada pelo termo
de rotacao de corpo rigido pode ser interpretada como o dobro da velocidade
angular devido a rotagao rigida de filamentos materiais (ou seja, sem deformagao
angular entre os mesmos) e a parcela da vorticidade devida ao termo (Vu)cp
pode ser interpretada como o dobro da velocidade angular devido a rotacao em
cisalhamento (ou seja, em movimento rotacional uniforme, como a diferenca entre
as posicoes angulares final e inicial entre dois filamentos inicialmente perpendic-
ulares dividido pelo tempo de observagao).

O critério de identificacdo de estruturas vorticais indicado por Kolar [13]

atribui ao fato de uma regiao continua possuir valores diferentes de zero para
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a parcela de vorticidade dada pelo termo do gradiente de velocidades devido a
rotacao de corpo rigido (W ror) para que essa regiao seja considerada um vértice.
Como apontado pelo autor, os passos 1 e 3 indicados no roteiro descrito ante-
riormente nao necessariamente precisa ser realizado se somente a identificacao
elementar de estruturas vorticais for necessaria. Entretanto, caso seja necessario
avaliar a magnitude de W gopr, com o objetivo de quantificar e distinguir regioes
vorticais, tornam-se necessaria a aplicagao desses passos.

O critério proposto por Kolar [13] identificaria estruturas vorticais, por exem-
plo, em um escoamento qualquer, mesmo sem a presenca de movimento vortical,
mas que fosse submetido a rotacao a partir de um eixo arbitrario, se um referencial
inercial fosse utilizado na descricao do problema. Portanto nesse critério, assim
como em outros apresentados ao longo desse capitulo, a objetividade nao é aten-
dida. Outro problema apontado pelo préprio autor é a falta de uma formulacao
para escoamentos tridimensionais que trate da tripla decomposicao, visto que
toda a teoria apresentada no trabalho de Kolar [13] se baseia no comportamento

de filamentos materiais em movimento planar.

2.4.15 Critério Proposto por Haller [14]

O estudo conduzido por Haller [14] foi um dos primeiros a demonstrar pre-
ocupacao na busca por um critério de identificacao de estruturas vorticais obje-
tivo, ou seja, invariante a transformacoes euclidianas. O proposto critério busca
avaliar a estabilidade das trajetérias de particulas imersas no escoamento, o que
denota claramente uma abordagem lagrangiana, para identificar vortices. Es-
sas trajetérias sao analisadas a partir da derivada material do tensor taxa de
deformagao. Conforme discutido anteriormente nesse capitulo, a derivada ma-
terial é um operador nao-objetivo quando é aplicada a um tensor de segunda
ordem e portanto torna-se necessaria a inclusao de termos complementares de tal
forma a torna-la objetiva e passivel de avaliagao pelo critério. Haller [14] utiliza a

forma recursiva de derivagao de complementacao da derivada material proposta
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por Rivlin e Erickisen [41] para a derivada de primeira ordem do tensor taxa de
deformagao definida a partir da relagao
1 oD

FA2 =+ (VD)u+ D(Vu) + (Vu)"D (2.133)

Veremos no capitulo 3 que o tensor A; avaliado por Haller é metade do ten-
sor avaliado pelo presente trabalho. Uma funcao consideravelmente estudada
na verificacao da estabilidade de trajetdrias lagrangianas no contexto de sistema
dinamicos ¢ a funcao de Lyapunov. Seja um escoamento tridimensional incom-
pressivel com trajetdrias definidas pela funcao vetorial x(t), avaliadas a partir de
uma posigao inicial x(ty) = X no instante 3. Em uma abordagem lagrangiana,
uma perturbacao infinitesimal ¢ a condigao inicial z sera advectada linearmente

a partir da relacao

¢ = Vu(x(t),t)¢ (2.134)

A estabilidade das solugoes ¢ = 0 em (2.134) determinam a estabilidade
das trajetérias no escoamento e, consequentemente, sua topologia. A funcao

de Lyapunov, definida pela relagao

d
V(¢t) =5 HICE = (6. D¢ (2.135)

avalia a estabilidade da solucao ¢ = 0. Enquanto que valores positivos de V
ao longo do vetor ¢ implica em decaimento do médulo dessa perturbagao (||¢|]),
valores negativos da fungao de Lyapunov indicam crescimento de ||¢]|. Antes
de proceder com a definicao do critério, entretanto, a avaliacdo das limitacoes
identificadas por Haller [14] sdo importantes na sua prépria formula¢do. Em
primeiro lugar, conforme denotado pelo autor, devem-se ser considerados apenas

escoamentos tais que

detD(x,t) # 0 (2.136)



2. Critérios Existentes 82

Apesar de escoamentos bidimensionais nao atenderem o critério (2.136), torna-
se necessario ressaltar que, segundo o proprio autor, uma versao simplificada do
desse mesmo critério, especificamente proposto para escoamentos bidimensionais
se encontra descrito em [42]. Essa condigao requer que um dos autovalores do
tensor taxa de deformacao seja nulo. Entretanto, esse tipo de critério nao avalia
também escoamentos quasi-planos, onde um dos autovalores de D é nulo, mas o
autovetor associado a esse autovalor nao se encontra alinhado com o vetor vorti-
cidade. Além disso, a incompressibilidade do escoamento é requerida e, avaliando
os trés autovalores do tensor taxa de deformacao tais que AP > AP > AP temos

que seus respectivos sinais se correlacionam de forma que

sinal\P = sinal\Y # sinal\} (2.137)

Aplicando as duas simplificagoes indicadas acima, os escoamentos passiveis de
serem avaliados com o presente critério sao tais que o tensor taxa de deformacao
é um tensor simétrico indefinido, ou seja, dois vetores p e q que se associam com

o tensor D podem constituir a relagao

p'Dp <0< q’'Dq (2.138)

Portanto, a funcao de Lyapunov V pode assumir assim valores positivos e
negativos na vizinhanca da solucao ¢ = 0. A fronteira que delimita esses valores

positivos e negativos de V' é dada pela regiao

Z(x,t) =¢[{¢, D) =0 (2.139)

cuja geometria pode ser melhor definida na base ortonormal formada pelos au-
~ ~D D
tovetores do tensor taxa de deformacao &, , correspondentes aos autovalores A;”.

Avaliando a perturbacao ¢ na base desses autovetores, temos que

~D ~D ~D
C=m& + w€, + asé; (2.140)
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e, portanto, a regiao Z(x,t) deve ser satisfazer a relac¢ao

a3 =aai + (1 —a)as (2.141)
onde
AP
a(x,t) = -5 (2.142)
A3

A relagao (2.141) define um cone eliptico que, dependendo do sinal de AP,
como mostra a relacao (2.142), converge para a origem da base definida pelos
autovetores do tensor taxa de deformagao (AP < 0) ou diverge da mesma (AP >
0). A geometria da solugao de (2.134) depende diretamente de como as trajetérias
cruzam pelas fronteiras do cone Z. Essa direcao de cruzamento pode ser obtida
avaliando a tendéncia de crescimento ou decaimento de V', a partir da sua derivada

material, resultando na relacao

d

1
SV = (6 3A) (2143)

Assim, o sentido de entrada ou saida da regiao Z depende do sinal do produto
interno de (2.143). Sabendo que tr(A,) = tr(%2 + (VD)u) + 2|[D[* e que o
tensor taxa de deformagao tem trago nulo (pela incompressibilidade), temos que

tr(%2 + (VD)u) = tr(D) = 0 e, portanto,

tr(Ay) = 2||D||* > 0 (2.144)

Em conseqiiencia da relagao (2.144), o tensor Ay pode ser positivo definido
(todos os autovalores sdo positivos), positivo semi-definido (os autovalores sao
positivos ou nulos) ou indefinido no interior do cone Z. As Figs. 2.17-2.19
apresentam as configuracoes de diregoes das trajetérias ao longo da fronteira do
cone Z de acordo com a caracteristica do tensor A,.

As linhas (¢, As¢) = 0 em Z sdo intersegoes do cone de aceleracao de taxa de
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Fig. 2.17: Diregoes das trajetérias materiais na fronteira do cone Z (em a = 0)

quando o tensor A, é positivo definido nesse cone. Reproduzido de
Haller [14]

deformagao nula

ZA2 <X7 t) = C|<C7 A2C> =0 (2-145)

com o cone de taxa de deformacao nula Z. Na formulagao do critério proposto
por Haller [14], o tensor Ay é considerado positivo definido, positivo semi-definido
ou indefinido no cone Z se o produto interno (¢, A¢) for positivo, positivo neg-
ativo ou nulo em Z, respectivamente. Visto que a estabilidade das solugoes na
vizinhanga da origem ¢ = 0 na EDO (2.134) pode refletir somente a estabilidade
linear das trajetdrias lagrangianas x(t) e nao a trajetéria da solugao dessa EDO,
torna-se necessario utilizar ferramentas do estudo de sistemas dinamicos na iden-
tificacdo das trajetérias que se encontram em regides onde AF (restrigao de A,
ao cone Z) se mantém indefinido.

Assim, o autor divide o espaco tridimensional (abordagem euleriana) em dois
dominios: O dominio hiperbdlico, $(t), é constituido por um conjunto de pontos
nos quais A7 se mantém positivo definido. Esse dominio pode ser separado de

acordo com o sinal de AP de tal forma que
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AD<0 AP >0

Fig. 2.18: Diregoes das trajetérias materiais na fronteira do cone Z (em a = 0)

quando o tensor A, é positivo semi-definido nesse cone. Reproduzido
de Haller [14]

Ht)=H"()+H"(t) (2.146)

O dominio eliptico €(t) é formado por um conjunto de pontos onde A% é
indefinido. Esses dominios sao tipicamente tridimensionais separados por uma
fronteira bidimensional. A hiperbolicidade lagrangiana (comportamento ponto
de sela) é o tipo de estabilidade na qual trajetérias se encontram em regides de
estiramento e compressao material. Haller [14] propoe, na forma de um teorema,
que se uma trajetéria se encontra no dominio hiperbélico $)(t) necessariamente o
tipo de estabilidade encontrado é o de hiperbolicidade lagrangiana. Portanto, o
autor propoe a associa¢ao de um conceito puramente lagrangiano de estabilidade
de trajetorias com o conceito euleriano de separacao do espaco tridimensional em
regioes distintas.

Ainda no teorema postulado pelo autor, se uma trajetéria permanece na regiao
$~ () existe uma curva material unidirecional de particulas de fluido que converge
para a trajetoria, enquanto a mesma permanece nessa regiao ao mesmo tempo
que uma superficie material bidimensional, formada por particulas fluidas que

converge para a trajetéria em um instante de tempo anterior enquanto esta per-
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AP<0 AP >0

Fig. 2.19: Diregoes das trajetérias materiais na fronteira do cone Z (em a = 0)
quando o tensor A, ¢ indefinido nesse cone. Reproduzido de Haller
[14]

manece em $)~ (¢). Um paralelo do que foi dito também pode ser dito para o caso

de uma trajetéria que se mantém na regiao $H7(¢).

O teorema implica que trajetorias que permanecem na regiao hiperbélica ten-
dem a se alinhar com os autovalores do tensor taxa de deformacao e a definicao
proposta por Haller [14] identifica vértices como regides continuas de trajetérias
materiais que permanecem na regiao eliptica (AZ indefinido), onde o alinhamento
das trajetorias desafia o a tendéncia indicada pelas direcoes principais da taxa de
deformagao. Para a aplicacao da definicao de vértice, torna-se necessario entao
avaliar a definibilidade do tensor A, ao longo do cone Z. Para tanto, A% ¢é

positivo definido se e somente se o polinomio de quarta ordem

P+ ApP+ By +Cp+ D=0 (2.147)

nao possuir raizes no intervalo [-1,1]. Os coeficientes do polinomio (2.147) sao

dados pelas relacoes

M13[M11(]_ — CL) — MQQCL] + 2aM12M23

A=4y/a(l—a) Do

(2.148)
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(Mi3)*(1 = a)® + (1 — a)(a(Mas)* — M)

B = 4a Dy

1924 [Mu(l — CL) — MQQCL] [M33(]_ — CL) + MQQ] (2149)

Do
C =4Va3(1 - a) Mrs[Mss(1 — a) ;Mm] — 20 s (2.150)

0

_ 2 _ _ 2
D = 2 Ms(l —a) + Ma]* — 4(1 — a) (M) (2.151)
Dy
onde

Dy = [My;(1 — a) + Moya)® + 4(My3)*a(1l — a) # 0 (2.152)

Onde a é definido pela relacao (2.142). Nos coeficientes representados acima,
M;; = (Ag)ij representa os componentes do tensor A, escrito na base ortonormal
cujas direcoes sao dadas pelos autovalores do tensor taxa de deformacao D. O
fato de Ay ser positivo definido também implica que AZ o seja. Este primeiro

serd positivo definido se e somente se

(4||D||* — |A2|»)|ID|* > detAy > 0 (2.153)

A busca por um critério de identificacao de vértices que interligue as equagoes
que descrevem a dinamica do escoamento com a evolucao de suas estruturas vorti-
cais é interessante, pois possibilitaria, em uma visao mais ampla, a caracterizacao
do proprio escoamento. Além disso, a correlacao das propriedades do material
com a dissipacao ou excitacao de estruturas vorticais em um dado escoamento,
apesar de intuitiva, como no caso da viscosidade, nao possui uma associagao di-
reta. A caracterizacao da equacao de Navier-Stokes com o critério proposto foi
descrito por Haller [14] em seu artigo, aplicando o operador gradiente em ambos

os lados da equacao, resultando na equacgao diferencial
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1
%D = —(D*+W?) — P +vAD (2.154)
P

onde P;; é a Hessiana da pressao. Substituindo a Eq. (2.154) na Eq. (2.133),

temos que

A; =(D—-W)(Vu) — %P +vAD (2.155)

Assim, o critério proposto por Haller [14] identifica estruturas vorticais como

regioes continuas e compactas onde

A7 =[(D - W)(Vu) — %P + vAD]y (2.156)

¢ indefinido. Anulando o termo dissipativo da equacao de Navier-Stokes é possivel
também obter a restricao de Ay ao cone Z também para a equacao de Euler.
Dentre os problemas identificados por Haller [14] para seu critério AZ podemos
destacar o fato de que em trajetorias integradas por um longo espaco de tempo po-
dem, numericamente, dispor-se fora da regiao eliptica, mesmo que essa trajetoria
se encontre nesse subdominio. Esse comportamento é também encontrado quando
as trajetorias encontradas no escoamento sao cadticas, entretanto, eventualmente
essas trajetérias podem dispor-se fora da regiao eliptica também se o tempo de
integracao for menor que um determinado tempo menor. Por tratar-se de um
critério que avalia quantidades eulerianas ao longo da trajetéria lagrangiana, a
escolha do tempo de integracao recebe elevada relevancia e, segundo o autor, a
definicao que melhor descreve o critério é tal que vortices sao um conjunto de tra-
jetorias materiais cujas trajetorias apresentam, por um tempo maior, em relagao
ao tempo total, AZ indefinido, ou seja, avalia-se o tempo de indefinicio de A% em
um conjunto de trajetérias com relacao aos seus vizinhos. Outros aspectos lim-
itantes a serem destacados encontram-se no fato dessa definicao de vértices nao
avaliar o comportamento desse tipo de estrutura em escoamentos compressiveis e

também, nao diretamente, em escoamentos bidimensionais, nem em escoamentos
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quasi-planos.

O critério proposto por Haller [14] além de abordar a necessidade de busca
por um critério de identificacao de vértices objetivo, se diferencia dos outros
critérios apresentados nesse capitulo pois, além de se fundamentar em conceitos
puramente dinamicos, busca associar o movimento vortical com a descricao da
histéria de deformagoes no escoamento, com o objetivo de avaliar a tendéncia de
alinhamento entre a taxa de deformacao e uma medida de sua derivada temporal.
O critério proposto no presente trabalho, que serd apresentado com detalhes no
capitulo 3, apresenta a mesma fundamentacao do critério descrito acima, mas
sem os problemas inerentes ja discutidos. O principal ponto comum reside do

grau de alinhamento da aceleracao de deformacao com a taxa de deformacao.

2.5 O que se esperar de uma definicao de vortices?

Apos os comentarios dispostos nesse capitulo sobre os conceitos fundamen-
tais que diferenciam os critérios e que causam conflitos na tentativa de busca
de uma definicao de vortices com aceitacao plena, além da descricao minuciosa
dos critérios mais relevantes existentes na literatura, apontando suas desvanta-
gens e qualidades, observa-se que apesar de nao existir uma concordancia plena
nos requisitos necessarios para uma defini¢cao ideal, alguns tépicos sao apontados
consensualmente por todos os autores. Esse trabalho diverge em alguns requi-
sitos listados e inclui alguns apontados por poucos trabalhos por acreditar na
sua importancia de diferenciar movimento vortical de outros efeitos ou mesmo
identificar estruturas vorticais em escoamentos que apresentem especificidades.

Um ponto de grande divergéncia desse trabalho com a maioria dos critérios
descritos nesse capitulo é a necessidade de invariancia do parametro classificativo
com transformacoes no observador mais gerais que simplesmente a invariancia
galileana. Exemplos foram expostos ao longo do capitulo, demonstrando que,
quanto mais abrangente for o critério maior serd o nimero de casos passiveis de

serem avaliados e mais proximo de uma definicao este se encontrara. Portanto,
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serao propostos por esse trabalho alteracoes em alguns critérios existentes, para
que esses se tornem euclidianamente invariantes e novos conceitos de vortices
objetivos serao introduzidos.

Outra premissa desse trabalho é a necessidade de estruturacao de um critério
que possua em sua formulacao a liberdade de avaliagdo de estruturas vorticais
em qualquer tipo de escoamento. Novamente a questao a justificativa apresen-
tada no paragrafo anterior ganha forga nesse requisito e, de certa forma, invalida
critérios que nao contemplam a compressibilidade do escoamento ou mesmo em
parametros classificatérios que avaliem somente vértices descritos somente pela
equacgao de Navier-Stokes. Evidentemente, ha vértices em escoamentos de gases
que experimentam a compressibilidade. Da mesma forma, existem vértices em
escoamentos de fluidos nao-Newtonianos.

A necessidade de identificacao do centro ou o eixo da estrutura vortical é dis-
cutida e também é almejada pelos principais trabalhos existentes na literatura
cientifica. Sua localizacao no escoamento permite a avaliacao de como uma es-
trutura vortical evolui no tempo e no espaco e sua interagao com continuo e
com vortices presentes na sua vizinhanca. Apesar de nao ser um requisito essen-
cial para uma definicao, essa possibilidade de identificacao é importante e ganha
relevancia neste trabalho.

Apesar de parecer, em um primeiro momento, mais atraente e intuitiva a iden-
tificacao de estruturas vorticais por meio da avaliacao das trajetérias de particulas
imersas no escoamento, a abordagem lagrangiana apresenta deficiéncias e, por
definicao, leva a critérios subjetivos, visto que a busca por um tempo minimo de
integracao para que movimento vortical possa ser comprovado varia de acordo
com o escoamento. Mesmo quando esse tempo é estimado com base nas car-
acteristicas macroscépicas do escoamento, a existéncia de vértices cujas carac-
teristicas fujam do comportamento global pode ser evidenciada. Além disso, a
integracao por tempos demasiadamente altos pode levar a trajetéria, eventual-

mente, para a vizinhanga da estrutura vortical, principalmente em voértices com
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acentuado nivel de estiramento axial, excluindo essa regiao do critério. Portanto,
no presente trabalho, entende-se que a formulagao euleriana é aquela que melhor
atende a descricao de vortices como estruturas continuas distribuidas, como um
campo material, no dominio do escoamento.

A formulagao de um critério que possibilite a associacao da presenca e da
evolugao de estruturas vorticais com conceitos dinamicos do escoamento, por ex-
emplo, avaliando a influéncia dos termos da equagao de momentum na excitagao e
na dissipacao de vortices ¢ importante. Essa importancia é evidenciada em escoa-
mentos turbulentos, onde estruturas coerentes domina o transporte e dissipacao
de energia, das menores para as maiores estruturas, bilateralmente. Essa asso-
ciacao poderia permitir a caracterizacao desse fenomeno fortemente nao-linear e
a consequente formulagao de melhores modelos descritivos.

Outro ponto pouco abordado pelos trabalhos de referéncia é a necessidade de
normalizacao desses critérios com o objetivo de criar uma base de comparacao
comum que descreva o comportamento local com um comportamento de referéncia
do fenomeno, sem que este seja dependente do escoamento. Outro motivo que
reforca a importancia da normalizacao do parametro classificatério é a eventual
diminuicao do efeito de avaliagdo de um critério a partir de um determinado
patamar subjetivo, dependente das condigoes do escoamento. No capitulo 3 serao
propostas normalizacoes para os principais critérios descritos no presente capitulo

de tal forma que este siga a normalizacao do novo critério apresentado.



Capitulo 3

Identificacao de Vortices: Novas Perspectivas

A proposta do presente capitulo é apresentar uma nova visao sobre a questao
da identificacao de vortices, propondo modificagoes nos principais critérios exis-
tentes, discutidos no capitulo 2, assim como novos critérios baseados na historia de
deformagao a qual o fluido encontra-se submetido. Cabe ressaltar que os critérios
selecionados e dispostos nesse capitulos, com novas formulagoes, serao utiliza-
dos em escoamentos cadticos, solugoes de voértices e escoamentos turbulentos no
capitulo 5, em sua formulacao original e dentro da nova abordagem discutida no
presente capitulo.

A importancia da objetividade ja foi discutida no capitulo 2 e constitui uma
das premissas da identificacao de estruturas vorticais do presente trabalho. O
tensor gradiente de velocidade, assim como o tensor vorticidade sao entidades
nao-objetivas e, portanto, a necessidade de entidades que tornem essas grandezas
invariantes a transformagoes euclidianas, preservando as caracteristicas funda-
mentais desse tensores, mas que ao mesmo tempo sejam objetivas. A metodologia
primaria de transformacao dos critérios existentes em operadores objetivos ¢ in-
cluir a taxa a rotagao dos autovetores do tensor taxa de deformagao, descontando-
a da vorticidade e, conseqiientemente, do tensor gradiente de velocidade.

Os novos critérios propostos nesse capitulo se baseiam em uma derivada tem-

poral objetiva recursiva apresentada por Rivlin e Ericksen [41] e que foi utilizada
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no critério de identificagdo apresentado por Haller [14]. E importante ressaltar
que os critérios propostos nesse capitulo divergem do critério M, no que diz re-
speito as suas formulacoes, nao apresentando as limitacoes no mesmo e que foram
apontadas no capitulo 2.

Escoamentos que tendem a dispor suas estruturas vorticais caracteristicas
ao longo de direcoes bem determinadas no dominio encontram dificuldades em
ter sua topologia corretamente representadas por alguns critérios, principalmente
quando estes avaliam a magnitude de uma determinada entidade, sem preocupacgao
com a decomposicao dessa entidade com alguma base representativa fisicamente
ou mesmo no sistema de coordenadas do dominio. A correta classificacao de
vortices, diferente da identificagdo pura, parece nao ser possivel sem a decom-
posicao do parametro-alvo em direcoes distintas e coerentes. Com o objetivo
de classificacao de vortices, serao apresentados nesse capitulo novos critérios
isotrépicos e anisotrépicos, que classifiquem a estrutura vortical com relacao as

diregoes principais de deformacao.

3.1 Classificacao de Escoamentos

A classificacao de escoamentos é um campo de estudo que mantém uma relacao
intima com os critérios de identificacao de estruturas vorticais, visto que muitos
critérios buscam, a partir de parametros relacionados com a cinematica, ou mesmo
com a dinamica do escoamento, reconhecer se uma determinada regiao constitui
ou nao um vortice. Muitos critérios foram formulados com base em parametros
classificatorios de escoamentos, como o caso do préprio niimero de vorticidade, Ny
que foi aplicado por Melander e Hussain [32] e, recentemente, Pradeep e Hussain
[33] na identificagao de vértices.

O estudo de classificacao de escoamentos se tornou importante principalmente
no contexto da mecanica dos fluidos nao-Newtonianos. A descoberta do fato de
que mudancas na cinematica imposta ao escoamento poderiam mudar em algumas

ordens de grandeza a resisténcia resultante do material mostrou a importancia
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de se conhecer essa cinematica e descreve-la, no contexto do escoamento. Um
dos primeiros trabalhos a explicitar esse tipo de comportamento foi realizado por
Ziabicki [43], comparando o comportamento de materiais poliméricos submetidos
a cinemaéticas de cisalhamento e extensdao. A importancia desse fato é o recon-
hecimento que funcoes reoldgicas do material sao dependentes nao somente do
segundo invariante do gradiente de velocidade, mas também do tipo de escoa-
mento ao qual esse material encontra-se submetido. Em outras palavras, fluidos
nao-Newtonianos nao somente tém um conjunto de fungdes materiais associadas
com os valores do gradiente de velocidade, mas também com as dire¢oes desse
tensor. Isso acontece por que esse tipo de material geralmente é formado por mi-
croestruturas que se alinham em uma determinada direcao e a origem desse tipo
de reacao encontra-se justamente na capacidade do escoamento de distorcer esse
tipo de microestrutura. E comum na literatura a idéia de que, escoamentos ex-
tensionais (sem cisalhamento) distorcem significativamente essas microestruturas
enquanto que os escoamentos viscométricos nao apresentam a mesma capacidade.
Escoamentos extensionais também podem apresentar efeitos de atracao da ori-
entacao da micro estrutura de forma a permitir que essa se oriente de acordo com
o0s eixos principais do escoamento. Portanto, é comum, no estudo da mecanica dos
fluidos nao-Newtonianos, dizer que, enquanto escoamentos extensionais tendem
a distorcer o material exponencialmente no tempo, escoamentos viscométricos
tendem a distorcer tais filamentos linearmente.

A conclusao feita no paragrafo anterior é a base de definicao de uma classe de
movimentos conhecida como Movimentos Com Histéria de Deformagao Constante
(MWCSH - Motions With Constant Stretch History). Nessa classe de movimen-
tos, as funcoes materiais sao geralmente obtidas a partir de um escoamento em
regime permanente, em uma abordagem lagrangiana. O gradiente de deformacao
relativo, responsdavel pelo mapeamento de representacao de fibras em seu estado
deformado com relagao ao seu estado original (dx = FdX) é definido nessa classe

de movimentos como
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Fo(7) = Q(7)exp(TM) (3.1)

onde Q(7) é um tensor ortogonal que varia com o tempo e que apresenta a pro-
priedade Q(0) =1 e M é um tensor que nao depende do tempo. E importante
ressaltar que instante de tempo 7 se refere, na linha cronolégica a um tempo ante-
rior ao tempo atual ¢, onde as deformacoes sofridas pelo material sao importantes
na descricao da deformacgao no estado presente. E possivel concluir, portanto, que
no estudo da mecanica dos fluidos Newtonianos, o instante de tempo 7 é o préprio
instante presente t, visto que os fluidos Newtonianos nao apresentam qualquer
tipo de efeito de memoria.

A Eq. (3.1) leva a um comportamento nao-exponencial quando M é nilpo-
tente, ou seja, todos os autovalores sao nulos para M # 0 ou quando o tensor
apresenta um autovalor nulo e outros dois formando um par complexo conjugado,
cujas partes reais sao nulas. Nesse ultimo caso, a deformagao pode ser interpre-
tada como uma funcao peridédica. Em outras palavras, quando os autovalores
de M apresentam partes reais nao nulas, existem filamentos materiais que se
deformam exponencialmente no tempo. Para os casos nilpotentes, os filamen-
tos podem crescer linearmente ou quadraticamente, dependendo se o movimento
viscométrico é de segunda ordem (escoamento entre placas planas com uma das
placas se movendo) ou de terceira ordem (se as duas placas se moverem na mesma
diregao, mas em sentidos diferentes). Em outras palavras, M é nilpotente de 2*
ordem (M # 0 e M? = 0 - escoamento viscométrico) ou de 3% ordem (M = 0,
M3 = 0 - duplo viscométrico superposto). Nessa perspectiva, movimentos do tipo
MWCSH extensionais sao definidos pelo crescimento exponencial de filamentos

materiais submetidos a tal movimento.

3.1.1 Critério de Classificagao Proposto por Tanner e Huilgol [15]

A conclusao descrita no pardgrafo acima motivou Tanner e Huilgol [15] a

definir um escoamento como forte quando pelo menos um dos autovalores do
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gradiente de velocidade (ou do seu transposto) apresenta parte real positiva. Para
os casos que nao atendem tal definicao, o escoamento seria definido como fraco.
Em outras palavras, um escoamento forte, segundo a defini¢ao apresentada pelos
autores, é aquele cujos filamentos materiais crescem exponencialmente no tempo.
Como apontado por Astarita [16], o critério s6 fard sentido se o movimento for
passivel de ser descrito como um movimento do tipo MWCSH. Nesse caso, a base
do critério seria melhor definida a partir do tensor M no lugar do gradiente de
velocidade.

Por depender do gradiente de velocidade, como ja discutido no capitulo 2, o
critério ndo é objetivo. Thompson e de Souza Mendes [44] modificaram o critério
proposto por Tanner e Huigol de forma a extender esse tipo de definigao forte-
fraco para escoamento que nao sejam MWCSH, considerando os autovalores do
tensor Vv = Vv — QP ao invés do tensor gradiente de velocidade. O ten-
sor QP representa o tensor antissimétrico que representa a taxa de rotacao dos
autovetores de D. Esse tipo de analise pode ser tratada como uma analise de
estabilidade linear que descrevam trajetérias dadas a equacio x = Vvx.

Apesar da denominacao forte-fraco ter se tornado comum na literatura da
mecanica dos fluidos nao-Newtonianos a partir do critério proposto por Tanner
e Huilgol [15], nem mesmo a versao objetiva proposta por Thompson e de Souza
Mendes [44] atendem os requisitos minimos desejaveis para uma defini¢ao geral
de escoamentos. Um exemplo destas limitacoes, é o seu carater qualitativo, ou
seja, nao é possivel comparar diferentes tipos de escoamento da mesma classe
(forte ou fraco).

O motivo pelo qual movimentos que nao sejam da classe MWCSH podem
apresentar comportamento diferente é explicado pelo fato de que Vv (ou Vv)
pode depender do tempo ¢t. Um exemplo desse tipo de escoamento é conhecido
como escoamento de cisalhamento exponencial [45], cuja taxa de cisalhamento

cresce exponencialmente no tempo.
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3.1.2 Bases Para Classificacao de Escoamentos Proposta por

Astarita [16]

Astarita [16] propds alguns requisitos para classificacao de escoamento que
serviram de base e que guiaram alguns estudos subseqiientes sobre o tema. De
acordo com o autor, um critério de classificacao de escoamentos deve atender os

seguintes requisitos:

(A) O critério deve ser local, ou seja, pode ser calculado em um ponto no escoa-

mento;

(B) O critério deve ser objetivo, ou seja, invariante a transformagoes euclidianas

nos sistemas de coordenadas;

(C) O critério deve poder ser aplicado a todos os tipos de escoamento, sem

restricao a determinadas classes.

Astarita [16] também separou em dois tipos os critérios de classificagdo que

devem atender os requisitos e que seguem a descricao abaixo:

— Critérios puramente cinematicos, que nao levem em consideragao as pro-

priedades do material;

— Critérios dependentes da cinematica dos escoamento e de alguns parametros

reologicos do material;

Os requisitos (A)-(C) sao importantes e, apesar de parecerem simples em
um primeiro momento, apresentam grande complexidade para serem obtidos,
mesmo no estudo da mecanica dos fluidos Newtonianos. Os tipos de critérios
propostos por Astarita [16], devem ser respaldados pela hipétese de que varidveis
cineméticas sao independentes e que a interacao com as propriedades do mate-
rial ocorre somente com essas varidveis. Thompson [18] propds uma nova sep-
aragao, onde expande a possibilidade de que outras variaveis sejam os parametros

independentes da andlise. O autor, propoe que, por exemplo, se tenha um
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critério baseado somente na tensao e um segundo critério baseado na tensao

e em parametros reologicos.

3.1.3 Persisténcia de Deformacao e Classificacao de Escoamentos

O conceito de persisténcia de deformagao é fundamental para o entendimento
da classificacao de escoamentos, dentro do atual contexto. A idéia foi introduzida
por Lumley [46], associado com o estudo de inser¢ao de aditivos poliméricos em
escoamentos turbulentos para a diminui¢ao de arrasto, mas a expressao "per-
sisténcia de deformagao” foi aplicada por Frank e Mackley [47] em um trabalho
experimental. Astarita [16] descreveu o conceito de persisténcia de deformacao
no contexto de liquidos poliméricos conforme o paragrafo abaixo:

“Se a maior taxa de estiramento é sempre aplicada no mesmo filamento mate-
rial, um liquido eldstico pode acumular tensoes devido as progressivas deformagoes
a uma taxa competitiva com a taxa de relaxacdo de tensao. Se, entretanto, o ma-
terial gira, o mesmo filamento material nao é exposto a maior taxa de estiramento
e, de fato, poderd atingir eventualmente estiramentos negativos, de tal forma que
a acumulacao de tensoes se torna menos severa.”.

O conceito de persisténcia de deformagao descrito acima encaminha algumas
interpretacoes. A primeira diz respeito aos escoamentos extensionais, onde esse
fenomeno é bastante relevante. De fato, se olharmos para a definicao proposta por
Colleman [48] e que foi levemente modificada posteriormente por Thompson [18],
chega-se a conclusao que a persisténcia de deformacao é maxima nesse tipo de
movimento. Colleman [48] definiu que o movimento extensional acontece quando
existir por intervalo de tempo consideravel no escoamento, pelo menos uma base

ortonormal tal que o tensor gradiente de velocidade nessa base tenha a forma

AYV(E) 0 0
Vv=1{ 0 AYY@#) 0 (3.2)
0 0 AWV
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onde \YY(t) representa os autovalores do gradiente de velocidade. Portanto,
os filamentos materiais em um escoamento extensional que coincidirem com os
autovetores de Vv apresentam persisténcia de deformagao (elongacao ou com-
pressao). Além disso, é possivel também concluir que a medida da persisténcia
de deformacao trata da medi¢ao do quao proximo o escoamento se encontra com
relacdo ao movimento extensional. Outra conclusao importante é a de que o
escoamento experimenta a minima persisténcia de deformacao quando este se
aproxima do movimento de corpo rigido. Nesse caso, o filamento material que
se encontra na iminéncia de sofrer estiramento ou compressao em uma determi-
nada direcao é logo submetido a rotacao, dando lugar a um novo filamento que

se orientara nessa diregao.

3.1.3.1 O Critério de Classificacao de Escoamento de Astarita [16]

Uma abordagem para se identificar o conceito de persisténcia de deformacao
é propor um parametro que se anule em escoamento extensionais e seja difer-
ente de zero, caso contrario, objetivando quantificar quanto nao-persistente é o
escoamento. Visto que escoamentos extensionais sao geralmente descritos em um
sistema de coordenadas tal que o escoamento ¢ irrotacional, algumas tentativas
de medigao utilizando o numero de vorticidade (ou algum outro parametro se-
melhante), proposto por Truesdell [49] foram realizadas en diversos trabalhos,
como, por exemplo, aqueles apresentados por Astarita [50], Frank and Mackley
[47], Dresselhaus e Tabor [51], Hunt et al. [2], Weiss [52], Zhang and Holden [53],
Melander e Hussain [32] e Pradeep e Hussain [33]. Esses parametros sao baseados
na competicao entre a taxa de deformacao e a taxa de rotacao. Dentre os tra-
balhos descritos anteriormente, alguns se destacam por buscarem a definicao de
vortices a partir de tal pardmetro, como os trabalhos de Hunt et al. [2], Melander
¢ Hussain [32] e Pradeep e Hussain [33].

Um dos problemas da aplicagao dos parametros descritos acima na classi-

ficacdo de escoamentos encontra-se no fato de que existem escoamentos exten-
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sionais que sdo também rotacionais, como aquele apresentado por Huilgol [54]

v = (ax —wy)e, + (ax + wy)e, — 2aze, (3.3)

onde a e w sao constantes. Outro problema do uso desse tipo de critério encontra-
se no fato de que o niimero de vorticidade, como um parametro classificatorio, nao
¢ indiferente a transformacoes euclidianas, ou seja, nao é objetivo. Portanto, um
segundo observador que gire com relagao ao primeiro que identifique o escoamento
como extensional irrotacional, podera identificar esse escoamento com vorticidade
diferente de zero. Astarita [16], atento & origem do problema, propds que seria
importante medir nao a taxa de rotacao do fluido simplesmente, mas a taxa de
rotacao relativa aos eixos principais do tensor taxa de deformacao, D e que fosse
entao levado em consideracao para a quantificacao da persisténcia de deformagao
o parametro Rp, definido como
trW2

Rp = —
b trD

(3.4)

Onde a quantidade W ¢é a taxa de rotacao relativa definida como W = W — QP
[55]. Entretanto, o tensor QP néo é definido de forma plena em todos os tipos
de escoamento. Se D apresentar dois autovalores repetidos, AP = AP # AP,
qualquer dire¢ao no plano definido pelo o autovetor correspondente a AP ¢ um
autovetor de D. Neste caso, Druot [55] recomendou que QF, = Wi,. Essa re-
comendacao foi justificada por Astarita [16] pelo fato de que uma rotacao do
material nesse plano nao alivia a tensao experimentada por qualquer filamento
material no mesmo plano, visto que o filamento nao visita direcoes de mais baixas
taxas de deformacao. O desempenho do parametro Rp foi testado em escoamen-
tos bidimensionais e foi descrito que em escoamentos viscométricos (cisalhantes)
Rp é igual a unidade e em escoamento extensionais o mesmo ¢ nulo. Quando o
movimento tende ao movimento de corpo rigido, Rp — o0, visto que D tende

para um tensor nulo. Como avaliado por Thompson e de Souza Mendes [17], o
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parametro funciona consideravelmente bem em escoamentos bidimensionais.
Entretanto, Huilgol [54] apresentou um critica ao trabalho de Astarita em
diversos aspectos utilizando exemplos de escoamentos tridimensionais. Apesar
de alguns argumentos terem sido defendidos a partir de argumentos légicos em
uma réplica [56], algumas deficiéncias do parametro Rp foram expostas. A prin-
cipal inconsisténcia pode ser entendida a partir do exemplo abaixo, utilizado por
Thompson e de Souza Mendes [17]. Seja o campo de velocidades descrito na

forma

v =[(a+€)x —wyle, + [wr + (a — €)yle, — 2aze, (3.5)
onde a, €, w sao constantes. O parametro Rp ¢é dado por

w2

Rp=-——"
D™ 342 4 ¢

(3.6)

Um dos argumentos de Huilgol [54] foi o de que o parametro Rp nao é um
critério de classificacao biunivoco, pois, para o caso em que w? = 3a% + €2, Rp é
igual a unidade, mesmo o escoamento nao sendo de cisalhamento [44]. Outro as-
pecto apontado por Huilgol [54] que mostra uma grande deficiéncia do parametro
proposto por Astarita [16] encontra-se na descontinuidade quando o escoamento
(3.5) tem a constante € tendendo a zero em compara¢ao com o caso em que esta
constante ¢é igual a zero. Para os casos w # 0 e € = 0, o escoamento é exten-
w?

2 .
5, Ol seja, um

sional e Rp = 0, mas, para o caso € — 0, o parametro Rp = 3=

escoamento na iminéncia de se tornar um escoamento extensional nao apresenta
valores baixos de Rp. Esse comportamento nao é desejavel em um parametro de
classificagao de escoamentos e o ideal seria que este tendesse de maneira continua
entre regioes com diferentes comportamentos cinematicos.

E importante também ressaltar os trabalhos de Dresselhaus e Tabor [51],
Dresselhaus e Tabor [57] e Tabor e Klaper [4] que conduziram trabalhos paralelos,

que também resultaram no reconhecimento da importancia da vorticidade relativa
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na identificagao de padroes de estiramento e alinhamento de elementos materiais
no escoamento. Esses estudos resultaram nesse tipo de analise sem qualquer apelo
para a objetividade, em um primeiro momento.

Thompson e de Souza Mendes [44] compararam a versdo modificada (para
escoamentos que nao pertencam a classe de MWCSH) do critério proposto por
Tanner e Huilgol [15] e o parametro Rp para escoamentos incompressiveis. Os

autores mostraram que quando o escoamento obedece a condicao

detD + trWDW = 0 (3.7)

que engloba, mas nao se restringe a escoamentos bidimensionais, a correlacao

entre os dois critérios, é biunivoca e dada por
— Rp < 1 < escoamento forte;
— Rp > 1 & escoamento fraco;

Existem alguns escoamentos tridimensionais da classe dos escoamentos quasi-
planos que também atendem a relac¢ao (3.7). Definido por Thompson e de Souza
Mendes [44], os escoamentos quasi-planos sao aqueles que tém um autovalor nulo
para o tensor taxa de deformagao, D. Quando o vetor vorticidade relativa (asso-
ciado ao tensor W) ndo se encontra alinhado com o autovetor correspondente ao

autovalor nulo, entao o escoamento nao é bidimensional.

3.1.3.2 Critério Proposto por Thompson e de Souza Mendes [17]

Examinando as inconsisténcia do critério proposto por Astarita [16] levanta-
dos por Huilgol [54], Thompson e de Souza Mendes [17] propuseram o que parece
ser o primeiro parametro passivel de ser aplicado em escoamento tridimensionais.
Sua anélise foi complementada em um trabalho subsequente [58], onde a inclusao
de mais argumentos consistentes levaram ao mesmos resultados obtidos anterior-
mente. As principais conclusoes de uma analise mais aprofundada dos motivos

que resultaram na falha do critério Rp como um parametro de classificacao de
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escoamentos, ou seja, um parametro quantitativo da persisténcia de deformacao

foram:

(1) A taxa relativa de rotagdo nao afeta a persisténcia de deformagao de um

filamento material ortogonal ao plano de rotagao relativa;

(2) A taxa relativa de rotacao afeta mais a persisténcia de deformagao quando a
diferenca entre a taxa de deformagao méxima e minima no plano de rotagao

relativa é maior;

Com o objetivo de incorporar esses aspectos em um parametro medidor da
persisténcia de deformagao, Thompson e de Souza Mendes [58] consideraram os
termos fora da diagonal do tensor taxa de deformagao, D, quando esse tensor é
representado na base de seus proprios autovetores. E importante ressaltar que
esse componente se anula quargldo representado nessa base, visto que D pode
ser escrito agora como D = Z/\ZD eie;. Os componentes fora da diagonal de

i=1
D representam a taxa de deformacao angular de dois filamentos materiais que
se encontram dispostos ao longo das diregoes indicadas pela posicao do termo
na matriz. Para o caso em que D é representado na sua propria base, visto que
elementos materiais que se disponham orientados ao longo dos trés eixos principais
somente giram com a vorticidade, nao existe deformacao angular instantanea
entre esses dois filamentos. Assim, se m e n forem duas autodirecoes distintas,

temos que

D’ITLTL

DO | —

0,., =emn - De, (3.8)

onde e,, e e, representam elementos materiais infinitesimais orientados nas direcoes
m e n, respectivamente. Esses filamentos sao pequenos o suficiente para assumir
que eles apenas giram e mudam de tamanho, desprezando efeitos de dobra ou
espiralamento. Além disso, seu comprimento caracteristico é menor que o com-
primento caracteristico de variacao do gradiente de velocidade. Apesar dos com-

ponentes D,,, serem nulos, como mostra a Eq. (3.8), a derivada material de
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D,,,, nao necessariamente é nula. E assim se fundamenta a persisténcia de de-
formagao, conforme a descri¢ao proposta por Thompson e de Souza Mendes [58].
Se filamentos materiais nas direcoes m e n, alinhados com dois autovetores de D,
em um determinado instante, de alguma maneira mudarem sua taxa de rotacao,
produzirao valores nao nulos na posicao mn do tensor taxa de deformacao. Por
outro lado, se filamentos materiais nao mudarem sua taxa relativa de rotacao, o
movimento é dito persistente quanto a deformacao. A derivada material de D,,,

é dada por
D,,, = é-De,, + e-De,, +e-De,, (3.9)
A derivada material, D pode ser escrita utilizando a derivada temporal natu-
ral, D', a partir da relagao

D =D+ QPD - DQP (3.10)

Filamentos materiais advectados pelos escoamento seguem a relacao

x = Vvx (3.11)

Assim, combinando as Egs. (3.9), (3.10) e (3.11) é possivel reescrever a

derivada material de D,,,, como

Dyn = €, - (DW — WD)e, = e,,PPe, (3.12)

Na Eq. (3.12), os termos e,,D’e, e e,,D?e, se anulam, pois apresentam termos
nao nulos somente na diagonal principal. Assim, a taxa de deformagao angular
entre dois filamentos materiais inicialmente alinhados com dois autovetores de
D, medem a nao-persisténcia de deformagao no plano definido pelas direcées m
e n. PP é o tensor que representa o estado de persisténcia de deformacao e

a operacao e,PPe, indica a nao-persisténcia de deformacao medida entre duas
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direcoes ortogonais quaisquer r e s.

A formulagao de um parametro que meca o quao nao persistente a deformacao
local é foi proposto por Thompson e de Souza Mendes [58] em forma de uma razao
adimensional entre a intensidade da nao persisténcia de deformacao e o quadrado
da intensidade do tensor taxa de deformacao. Assim, o critério R foi equacionado

pelos autores como

: (Po-Pr)
R = O (3.13)

Para o escoamento tridimensional proposto por Huilgol [54] e discutido ante-

riormente no contexto do critério Rp, o parametro R é dado por

e
3a? + €2

(3.14)
e, portanto, 8 = 0 é uma condicao necessaria e suficiente para o escoamento ser
extensional.

Escoamentos extensionais sao geralmente divididos quanto disposi¢ao das
dire¢oes de deformac@o (uniaxial, biaxial, planar e etc.) enquanto que escoa-
mentos viscométricos sao relacionados a uma tnica classe de funcoes materiais.
Com o objetivo de caracterizar um escoamento qualquer e, em particular, escoa-

mentos viscométricos, Thompson e de Souza Mendes [58] propuseram parametros

complementares, definidos a partir das relacgoes

Z = e: - De. (3.15)
(trD?)z
e, - D%,
J = ~ 5 (3.16)
trD
c=_"—"_ (3.17)

(trD?)z
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Os parametros Z, J e C representam, respectivamente, o componente adimen-
sional de D,,, uma medida nao-negativa do quao tridimensional um escoamento
se encontra (o parametro é, portanto, nulo para escoamento bidimensionais) e um
nimero de compressibilidade. Para escoamentos viscométricos incompressiveis,

temos que J =0, C=0e R =1.

3.1.3.3 Critério Proposto por Thompson [18]

Thompson [18], promoveu uma mudanca na de abordagem na classificagao da
persisténcia de deformacao ao buscar quantificar o quao longe uma determinada
histéria de deformacgao se encontra de um histéria de deformacgao extensional,
avaliando a diferenga entre os tensores de Cauchy-Green, avaliados no movimento
efetivo do mesmo tensor avaliado de uma histoéria de deformacao extensional, que
apresente o mesmo valor do tensor taxa de deformagao D.

Além disso, o trabalho de Thompson [18] formulou parametros medidores da
persisténcia de deformagao efetiva no escoamento, cujas bases sao compartilhadas
nas novas propostas de critérios de identificacao de estruturas vorticais que serao
apresentadas no presente trabalho.

Considerando dois tensores de segunda ordem F e G, onde €/ e A\ sdo os
autovetores e autovalores de F, respectivamente. Definindo o tensor de quarta

ordem I77 como

3
Iff:Zef®ef®ef®ef (3.18)
k=1

E possivel decompor o tensor G de tal forma que

= F
G =%+, (3.19)

sendo

o/ = (I"'")g (3.20)
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d], = (I — 177)g (3.21)

onde o simbolo () define o produto entre o tensor de quarta ordem Q e o tensor
de segunda ordem B, resultando em um tensor de segunda ordem A seguindo a

descricao

A = <Q>B 4 Aij = Dijlekl (322)

Na Eq. (3.21), o tensor de quarta ordem I representa o tensor identidade
que, quando aplicado a um tensor de segunda ordem resulta nesse proprio tensor

de segunda ordem, ou seja,

1I)B =B (3.23)

A decomposicao apresentada nas Eqgs. (3.19), (3.20) e (3.21) segue as pro-

priedades abaixo:
(1) ®F e i)g sdo ortogonais;
(2) Fe <I>“g'T sao coaxiais, ou seja, comutam;
3) Fe @F sao ortogonais;
( G g
= F

apresenta trago nulo;
(4) @, ta t 1
(5) F-G = F-®f;
(6) [F,G] = []—", i)g] ,onde [F, G] = FG — GF ¢ o produto de Lie.

Thompson [18] denominou os termos @7 e @g de partes do tensor G em fase
e fora de fase com o tensor F. Os dois ultimos itens descritos anteriormente
mostram que o produto interno é mantido na parte em fase, enquanto que o
produto de Lie é mantido com a parte fora de fase. Thompson ainda propoe um
parametro normalizado de medicao do quanto o tensor G encontra-se em fase com

o tensor J, que segue a relagao
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A > 18]
d7 =1— Zcos! g 24
— ( ] (3:24)

onde @5 € [0,1]e <i>§ = 0 constitui o caso onde nao existe correlagao entre os
tensores F e G e @g = 1 constitui o caso esses mesmos tensores sao coaxiais, ou
seja, compartilham os mesmos autovetores. A funcao foi construida de tal forma
que @5 —i-%g =1, onde %Z representa o parametro de quantificacao da parte de G
fora de fase com o tensor F, com relagao a sua intensidade, de forma semelhante
aquela mostrada na Eq. (3.24).

Visto que o gradiente de deformacoes, F, é um tensor nao objetivo, uma vez
que rotagoes sao consideradas no mapeamento da posicao de fibras no estado atual
(dx) com relagao ao estado de referéncia (dX), é comum no estudo da mecéanica

do Fluidos nao-Newtonianos, o uso do tensor de Cauchy-Green a direita para

estudar o estado de deformacao do escoamento. Esse tensor é definido como

C=F'F (3.25)

Entretanto, no estudo de escoamentos viscoelasticos, onde o histérico de de-
formacao a partir de um instante de tempo anterior 7 é importante na deter-
minac¢ao das fungoes materiais no tempo atual ¢, o estudo baseado no tensor de
Cauchy-Green a direita deve, entao, levar em consideracao um mapeamento da
deformagao do tempo passado 7 para o presente. Para tal define-se o tensor de

Cauchy-Green a direita relativo, que pode ser descrito como

Ci(1) = FI(7)F(7) (3.26)

Supondo que as linhas de trajetéria do escoamento sejam conhecidas e que
o tensor de Cauchy-Green a direita relativo, também conhecido como tensor de-
formagao relativa, possa entao ser calculado. Se C(7) é diferencidvel em 7 = t,

entao é possivel definir o tensor de Rivlin-Ericksen [41], A,, como



3. Identificagao de Vortices: Novas Perspectivas 109

n
A= G (3.27)

Portanto, para n = 0, temos que A,, = I, visto que Cy(7)|,—y = 1, ou seja,

o tensor deformacao relativa, calculado no tempo atual com relagao a um tempo
passado, é igual a identidade se o instante de tempo passado for o préprio tempo

atual. Avaliando o tensor A, temos que

d d
%Ct(ﬂ = [F (T)Fy(7)] (3.28)
entretanto,
d
Fu(r) = VV(T)Fi(7) (3.29)
d 1 T T
- F ) =Fl(mvv' () (3.30)

Portanto, aplicando a derivada de primeira ordem em 7 em C,(7), de acordo
com a Eq. (3.28), a partir das relagdes 3.29 e 3.30, temos que
d

ECt(T) = FI (1)U (T)Fy (1) + FL(1)Vv(1)F(7) (3.31)

para o caso do tensor de Rivlin-Ericksen A, temos que

d
A, = Ll—Ct(T)} = Vv (t) + Vv(t) = 2D(¢) (3.32)
T T=t
Rivlin e Ericksen [41] propuseram uma forma recursiva para obten¢ao dos
tensores A,, que segue a relacao
dA

A= 7” + A, Vv +VviA, (3.33)

O tensor Ay, por exemplo, pode ser obtido a partir de 3.33, de acordo com a

relacao
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dA
A, = Wl + A Vv +VvTA, (3.34)

Portanto, é possivel afirmar que na Eq. (3.34) temos uma derivada objetiva,
com relagao ao tempo, do tensor taxa de deformacao, D. Além disso, pode-se
observar que os dois termos finais a direita da Eq. (3.34) representam termos que
a nao objetividade da derivada material do tensor A;. Thompson [18], aplicou a
transformagao F = Aj e G = A, na Eq. (3.24), obtendo portanto o parametro

de quantificagao da persisténcia de deformacao que segue a forma

- 2 @4 |
O =1 - Zost | 2A20 3.35
A2 COS ( HA2H ( )

™

Um aspecto interessante deste novo parametro é o fato de o termo que se
anula em A, referente a derivada natural de A, quando o escoamento é do tipo
MWCSH, é levado em consideracao. Aplicando esse parametro a um escoamento

viscométrico, temos que

. 1
Nl = 3 (3.36)

ou seja, escoamentos viscométricos se encontram na fronteira entre escoamento
que sao persistentes dominantes quanto a deformacao e movimentos nao persis-
tentes dominantes. Esse resultado corrobora com a idéia de que, em escoamentos

viscométricos, a taxa média de rotagao é igual a taxa média de estiramento, ou

seja, [|[Pa1]l = 2411

3.2 Cinematica da Vorticidade

Nessa secao, apresentaremos os principais conceitos que regem a cinematica
da vorticidade e que, ao longo dos anos, foram utilizadas como base para a fun-
damentacao dos critérios de identificacao de estruturas vorticais apresentados no

capitulo 2. O conceito de vértice é intuitivo, apesar de relativamente complexo de
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ser representado matematicamente. Lugt [21], entretanto, percebeu que o inverso
acontece com a vorticidade, cuja representacao matematica é clara, apesar de sua
interpretacao fisica necessitar de reflexao.

O conceito matematico de representacao da vorticidade, conforme apresen-
tado por muitos autores, e definido como o dobro da velocidade angular entre
dois elementos materiais que se encontram inicialmente perpendiculares requer
a generalizacao para um fluido deformavel, visto que a definicao descrita ante-
riormente remete, basicamente, a uma descricao de movimento de corpo rigido.
Em primeiro lugar, a definicao de velocidade angular, semelhante aquela descrita
no movimento de corpo rigido é deficiente quanto observada do ponto de vista
da mecanica dos fluidos, pois ao mesmo tempo que a particula material gira
esta também se deforma. Suponha um disco A de raio € cujo vetor normal n

encontra-se no centro do disco na posi¢gao x, podemos afirmar que

W .n = (Velocidade tangencial média ao longo do disco A)/e

L u- dX:/w-ndS (3.37)
0A A

2me

A equagao acima tende a w - n/2 a medida que € — 0. Portanto, a expressao
3.37 pode ser interpretada como a velocidade angular de um elemento fluido pla-
nar centrado em x. Entretanto, esse tipo de definicao nao é geral, pois ele nao
considera que esse elemento planar possa se deformar, por conta de sua simetria.
Supondo que o centro do elemento se encontra na fronteira do escoamento, onde,
por exemplo, uma condicao de nao deslizamento e impermeabilidade seja apli-
cada, o centro x, assim como toda uma linha meridional do disco permaneceram
com velocidades nulas, enquanto que o resto do disco se movimentara, deformando
o mesmo e descaracterizando sua topologia inicial.

A definicao unificada de vorticidade deve caracterizar tanto a rotacao de corpo
rigido quanto o escoamento na regiao de fronteira. O presente trabalho segue a

definigao apresentada por [23] e que, por sua vez, atribui a Boussinesq sua autoria:
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a vorticidade pode ser definida como sendo o dobro da velocidade angular dos eixos
principais do tensor taxa de deformacao de um elemento fluido centrado em x.
A interpretacao da vorticidade como uma func¢ao da velocidade angular, en-
tretanto, nao caracteriza essa tultima como uma entidade fundamental. Como
indicado pela Eq. (3.37), o contrério mostra-se verdade. Para demonstrar essa
relagdo, o presente trabalho apresentara o exemplo descrito por Wu et al. [35].
Expressando a vorticidade em um sistema de coordenadas intrinseco ao longo de
uma linha de corrente C' com comprimento de elemento igual a ds. Em cada
ponto de C, existem trés eixos ortonormais, formados por um eixo tangente a
linha de corrente t = 9x/ds, o eixo normal principal n e o eixo binomial, resul-
tante dos dois primeiro, b = t x n. A Fig. 3.1 mostra a representagao desses

eixos em uma linha de corrente.

Fig. 3.1: Eixos de coordenadas intrinseco a uma linha de corrente C'

As equagoes de Frenet-Serret mapeiam os eixos do sistema de coordenas
intrinseco com a variacao de s, formando assim uma base completa para descri¢cao
da teoria de curvas espaciais em geometria diferencial classica. Essas equacoes

sao descritas a partir das relacoes base
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ot
on
db

Nas Eqgs. (3.38)-(3.39), os termos « e 7 sao conhecidos como os parametros de
curvatura e torcao de (', respectivamente e o raio de curvatura pode ser definido
como sendo r = —1/k e dr = —dn. O parametro de tor¢ao de C' mede o desvio
da curva com relacao ao plano da mesma, ou seja, a curvatura de projecao. Sendo
as distancias da origem do sistema de coordenadas intrinseco nas direcoes n e b
serem descritos como dn e db, respectivamente, temos que o operador gradiente
pode ser descrito como

0

0 0

Assim, a vorticidade pode ser entao obtida, visto que o campo de velocidades
é descrito, no sistema de coordenadas do problema, como sendo v = gt, onde ¢

representa a magnitude da velocidade. Portanto, podemos afirmar que

w=VxXx(qt)=Vgxt+q¢V xt (3.42)

Aplicando o operador (3.41) em (3.42), temos que

B Jq Jq
w = &qt + 2™ + (/{q 8n> b (3.43)

onde ¢ foi denominada como torsao das linhas vetoriais vizinhas por Truesdell

[23] e definida como

ot ot

(3.44)
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A Eq. (3.43) apresenta a complexidade de representagao fisica completa da
vorticidade. Para o caso k — oo, o raio da linha de corrente tende a valores
cada vez menores e portanto, se ¢ # 0, entao a vorticidade divergira no ponto
em questao. Tratando do caso bidimensional, onde a vorticidade apresenta um
unico componente nao nulo ao longo da dire¢ao b, esta pode ser representada

pela expressao

o _(a,9¢\ _ _10(rq)
W = wesz = <; + 5) €3 = ; ar €3 (345)

Os dois termos do lado direito da ultima relagdo em (3.45), ¢/r e 0q/Or
representam a rotacao da trajetéria e o giro de um elemento fluido, respectiva-
mente. Somente no caso de um escoamento uniforme, onde w = 2W temos que
q/r = 0q/0r = W e o escoamento se comporta como um movimento de corpo
rigido com velocidade angular W. Para o caso ¢/r = —0dq/0r, o escoamento é
irrotacional com um singularidade em » = 0. Em escoamentos tridimensionais a
complexidade do problema aumenta, visto que a vorticidade apresenta também
componentes nas direcoes t e n que aparecerao se ¢ for uma funcao de b e se a
tor¢ao das linhas de corrente vizinhas nao forem nulas.

A literatura de vorticidade também aponta em alguns casos essa entidade
como o momentum angular M de um elemento material. Essa definicao perde
fundamento se um reflexao for feita quanto ao dominio de aplicacao das enti-
dades. Enquanto que a vorticidade se trata de uma entidade obtida localmente
no escoamento, o momentum angular constitui uma integral com relacao a uma
regiao de interesse e que depende da escolha de uma origem, xj, em torno do
qual a integral é referenciada. Assumindo um escoamento a densidade constante
uma comparagao pode ser eshocada entre a vorticidade e o momentum angular
por unidade de massa

M
—:/rxudV, r =X — Xo. (3.46)
P v
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Avaliando dimensionalmente a vorticidade e o momentum angular por unidade
de massa, é possivel que esse tltimo esteja relacionado a um momento integrado

de segunda ordem da vorticidade, que assume trés formas, relacionadas a partir

da identidade

rx (rxw)=r w)—rw (3.47)

Cada um desses momentos da vorticidade sdo relacionados com a vorticidade

por uma identidade. Aplicando os teoremas de Gauss e Stokes, temos que

1 1
/rxudV———/rdeV—l——/ r*n x udV (3.48)
v 2 )y 2 Jov

Assim, o momentum angular por unidade de massa pode ser identificado como
um dos momentos da vorticidade de segunda ordem conjuntamente com con-
tribuicoes das fronteiras do escoamento. Além disso, como demonstrado por Wu
et al. [35], um elemento esférico de vorticidade é proporcional ao momentum
angular e, a medida que o volume V tende a um ponto, a vorticidade mantém-se,
enquanto que M/V tende a zero a medida que o raio da esfera e — 0, seguindo

a relacao

= —ptw (3.49)

M 1
Vo5

3.2.1 Vetor de Lamb e Helicidade

Desmembrando o vetor velocidade u em uma parte ortogonal (u, ) e paralela
(u) com um vetor (n) qualquer, é possivel representar essa separacao a partir

da relagao

u=n(n-u)-—nx(nxu)=u, +u (3.50)

Considerando entao a vorticidade w e a velocidade u, decompondo o primeiro

com relagao ao segundo e o segundo com relagao ao primeiro, temos que
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ufw =u(w-u) —ux (ux w) (3.51)

|w*u = w(w- u) —w x (w x u) (3.52)

Essa decomposicao implica na relagao

Puw? = |w - u\z + |w x u\z, q = |u (3.53)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (3.53) é comummente conhecido
como densidade de helicidade, enquanto que o segundo termo é conhecido como
vetor de Lamb. Com relagao a base ortonormal intrinseca a uma linha de corrente
{b, t,n} de acordo com a relac¢ao (3.43), a relagao (3.53) pode ser entdo reduzida

para

w? = ¢ + |w x t? (3.54)

Portanto, a densidade de helicidade pode ser definida como

w-u= &g (3.55)

Assim, para dados valores de ¢ e |w|, em regides que apresentem grandes
valores de densidade de helicidade aparecerao, conseqiientemente, baixos modulos

do vetor de Lamb, sendo verdade a reciproca.

3.2.2 Escoamentos Beltramianos Generalizados

Para o caso em que w - u = 0, mas tanto a vorticidade quanto a velocidade
apresentam valores nao nulos, temos que o escoamento é dito como sendo lame-
lar complexo e é possivel concluir que tanto escoamentos bidimensionais quanto
escoamentos rotacionais simétricos pertencem a essa classe. Assumindo que o

vetor de Lamb também trata-se de um campo lamelar complexo e representando
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este como w X u = aVh, onde a é uma constante e h uma funcao de campo do
escoamento, podemos entao escrever a condi¢ao de campo lamelar complexo para

o vetor de Lamb de acordo com a equacao

Vxwxu]-(wxu)=0, wxu#0 (3.56)

Portanto, existem superficies de h = constante conhecidas como superficies
de Lamb, cuja normal é o vetor de Lamb e que sao também conhecidas como
superficies de vorticidade de funcao de corrente, visto que o vetor de Lamb é
também normal & estas superficies. Segundo Sposito [59], a existéncia de su-
perficies de Lamb é importante na identificacao do escoamento como integravel
ou caotico. Se em um escoamento, sob determinadas condigoes iniciais for possivel
obter uma solucao para equagao diferencial du/dt = u, entao é dito que o sistema
é integravel. Caso contrario o sistema é nao integravel e a solucao é consideravel-
mente dependente das condigoes iniciais aplicadas. O escoamento serd cadtico se
houver incerteza na defini¢ao das condigbes iniciais. Sposito [59] demonstrou que
as linhas de trajetoria em escoamento permanente sob uma superficie bidimen-
sional sao sempre integraveis, logo, escoamentos em regime permanentes onde sao
evidenciadas superficies de Lamb nao podem ser cadticos.

Outra situagao extrema e que mostra grande importancia na descricao do
comportamento cinematico da vorticidade ocorre quando as linhas de corrente
sao sempre paralelas as linhas de vorticidade, ou seja, w = &u. Esse tipo de
escoamento é conhecido com Beltramiano ou escoamento helicoidal. Para es-
coamento compressiveis Beltramianos em regime permanente ou para qualquer

escoamento Beltramiano a seguinte condicao deve ser respeitada

V-(pu)zV-(%)zV(g)-w:O (3.57)

Finalmente, utilizando a relagao (3.55), temos que as superficies
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=—0 = @ _ constante (3.58)
Prq g

¢ w-u
P

sao as superficies de vorticidade, assim como as superficies de corrente. Isso
mostra que tanto os escoamentos complexos lamelares quando os escoamento
Beltramianos compartilham algumas propriedades de escoamento potenciais [23].
Como demonstrado por Wu et al. [35], o vetor de Lamb é a maior fonte de
nao-linearidades no escoamento. Uma vez que esse se anula em um escoamento
Beltramiano a equacao de Helmholtz é linearizada, indicando que o acoplamento
entre cisalhamento e efeitos compressiveis desaparecem no escoamento. Por-
tanto, em escoamento turbulento, por exemplo, eventuais regioes Beltramianas
sao passiveis a movimentacao das regioes nao-Beltramianas, visto que a energia
cinética de um escoamento incompressivel pode ser descrita em termos do vetor de
Lamb. Uma vez que esse vetor se anule em escoamentos Beltramianos, é possivel
concluir que um escoamento real nao pode ser completamente Beltramiano.

Por outro lado, escoamentos Beltramianos geralmente podem ser resolvidos
diretamente, sem o uso de ferramentas numeéricas, e ainda assim podem resultar
em linhas de corrente cadticas, o que ressalta o seu uso na avaliacao de critérios
identificadores de vértices, como no caso do critério proposto por Haller [14], onde
o escoamento ABC, estudado inicialmente por Arnold [60] e logo em seguida por

Childress [61], cujo campo de velocidades pode ser descrito a partir das expressoes

u, = Asen(z) + Ccos(y) (3.59)
u, = Bsen(x) 4+ Acos(z) (3.60)
u, = Csen(y) + Bcos(x) (3.61)

Dombre et al. [62] conduziram um estudo minucioso sobre as configuragoes
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das constante A, B e C' que conduziriam a escoamentos que apresentassem lin-
has de corrente cadticas. Esse escoamento resulta da solucao das equacgoes de
Euler e pertence a sub-classe dos escoamentos Trkalianos [63], onde, na condic¢ao
de escoamento Beltramiano, V x u = £u, £ é uma constante. Essa sub-classe
de escoamentos ¢ a unica onde sao encontradas trajetorias cadticas na classe
de escoamentos Beltramianos. Finalmente, como um classe mais abrangente de
escoamentos, que também englobam os escoamentos Beltramianos, estao os es-
coamentos Beltramianos generalizados [64], que podem ser considerados como

uma expansao da condi¢ao w X u = 0 para a condicao

VX (wxu)=0 ou wxu=Vy (3.62)

ou seja, o vetor de Lamb pode ser escrito como um potencial de um escalar y

3.3 Identificagcao de voértices: Critérios Implementados

Apoés introduzir o estudo de classificagao de escoamentos, onde os novos
critérios propostos nesse trabalho se fundamentam e de abordar de maneira
sucinta a dinamica da vorticidade, trataremos da apresentar os critérios que
serao estudados nos préximos capitulos, suas normalizacoes e as modificagoes nos
critérios existentes. Além disso, serao apresentados os novos critérios, baseados
em grande parte no trabalho conduzido por Thompson [18].

A normalizacdo é importante para que os critérios possam ser comparados
entre si e dentro de um mesmo critério para diferentes escoamentos. No pre-
sente trabalho a normalizacao dos critérios existentes e novos foram formuladas
de forma a apresentar comportamento semelhante em diferentes estados do es-
coamento onde esses critérios identifiquem como pertencentes a regides vorticais

ou nao.
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3.4 Interpretagao do tensor A,

Sejam e, e, e e, filamentos materiais (inicialmente unitarios) alinhados as
diregoes ortogonais m, n e p. Da mecanica dos fluidos cléssica, sabemos que a
quantidade [Al]ij =e;- Ajej, onde 4,5 = m,n,p ¢ interpretada como 2 vezes a
taxa de deformacao linear do filamento dx;, no caso em i = j, e como a taxa
de deformacgao angular entre os filamentos dx; e dx;, no caso em que ¢ # j. A
derivada material desta quantidade é, portanto, a aceleracdo (taxa da taxa) de

deformagao linear para os componentes da diagonal e a aceleracao de deformacao

angular para os componentes fora da diagonal. Esta derivada é dada por

|:A1i| = €; - Alej +e; - Alej +e;- Aléj. (363)

ij
Se for assumido que os filamentos materiais tém uma escala de comprimento
pequena frente a variacao do gradiente de velocidade, estes sao advectados pelo

escoamento de acordo com

e; =Vve;, j=m,n (3.64)

Portanto,

|:A1:| = e; - (VVTAl) €, +e€; - Alej +e; - (A1VV) €; =¢€; - Agej (365)

v

De forma alternativa, pode-se substituir Vv =D + W e Vvl = D — W na

equacao acima e assim obtém-se

|:Al:| =€ A2€j =€ - Al + A% + A1W — WAl] €; (366)

]
Se e, €, e e, representarem direcoes alinhadas com os autovetores de Ay,
entao pode-se dividir

Usando a derivada temporal natural de A; definida por
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A=A, —QPA, + A QP (3.67)

chega-se a

[Al] =e-Aje;=¢;- [A]+ AT+ AW - WA, ¢ (3.68)

ij

Se e, €, e e, representarem direcoes alinhadas com os autovetores de Ay,
entao a decomposigao acima divide o tensor A, em uma parte coaxial, A} + A2,
e outra ortogonal, A;W — WA, com relacdo a A;. Conforme discutido em [18],
a derivada temporal natural de um tensor representa a variacao temporal deste
tensor avaliada por um observador acoplado ao sistema de referéncia formado
pelos autovetores deste tensor. Este termo representa a variacgao temporal dos
autovalores do tensor. O tensor A;W — WA, possui traco nulo. Para os casos
incompressveis, o trago de A’} é nulo, pois representa a variagao do trago de A;.
Portanto, o trA, = trA? > 0.

Por fim, pela definicao de A, pode-se mostrar que este tensor admite ser

escrito como

A, = Va+ Va® +2vvVv’ (3.69)

onde Va é o gradiente de aceleracao.

3.4.1 Critérios Existentes Estudados
3.4.1.1 Critério @)

O critério proposto por Hunt et al. [2] ndo serd aplicado de acordo com o
trabalho dos autores, visto que a condi¢ao de pressao minima nao sera buscada.
A formulagao do critério () implementada nas rotinas que avaliaram os resultados

analiticos e numéricos pode ser descrita como
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1o (IW]*— D>
Q= —cos* < (3.70)
a IWIJ> + [ D>

Assim, regides cujos valores de () encontram-se no intervalo 0 < @ < 0.5
serao consideradas regides vorticais, enquanto regioes que apresentem valores no
intervalo 0.5 < @) < 1 serao consideradas como pertencentes a uma regiao nao
vortical. As regides (Q = 0.5 caracterizam-se pelo fato de que o médulo da
vorticidade e da taxa de deformacao se equivalem, o que nao caracteriza a regiao

nem como uma regiao vortical nem o contrario.

3.4.1.2 Critério A

O critério proposto por Chong et al. [1] foi implementado de acordo com a

funcao normalizada

1 <(HWH2 — |D|»)? + det<Vu>> (3.71)

A = —cos
a (IWI[? + [[D][)? + det(Vu)
Assim, regioes cujos valores de A encontram-se no intervalo 0 < A < 0.5
serao consideradas regioes vorticais, enquanto que regioes que apresentem valores

no intervalo 0.5 < A < 1 serao consideradas como pertencentes a uma regiao nao

vortical. Finalmente, as regices A = 0.5 sao consideradas regioes de fronteira.

3.4.1.3 Critério \D**W’

Sobre o critério proposto por Jeong e Hussain [3], inicialmente sao avaliados os
autovalores do tensor D? + W2 e, apés ordenados, o segundo autovalor é descrito

segundo a equagao normalizadas

tr(D2) — APTTWE — APV

Essa normalizagao do critério é possivel, pois
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Q = tr(D? + W?) = \D*+W? | \D*+W? | \D*+w? (3.73)

. o~ . 2 2 . 2 2
Assim, regides cujos valores de A"t encontram-se no intervalo 0 < A\ W

0.5 serao consideradas regioes vorticais, enquanto que regioes que apresentem val-
. D2+W?2 ~ .
ores no intervalo 0.5 < A; < 1 serao consideradas como pertencentes a uma

D24+ W?2
A2

regiao nao vortical. Analogamente aos critérios ) e A, regices = 0.5 sao

consideradas regides de fronteira entre regioes vorticais e nao-vorticais.

3.4.1.4 Operadores \Y¥ e \YV/\YY

T

O critério de identificagao de vértices relatado por Zhou et al. [5], Chakraborty
et al. [6] e Wu et al. [7] foi analisado de maneira diferente daquele proposto por
Chakraborty et al. [6]. Neste trabalho, os autores consideram que uma regiao

vortical é aquela que atende os seguinte requisitos
LAY >
2. AV /AYY < B.

No presente trabalho, trataremos de forma independente os parametros \Y,¥
e A\YV/AYY, apesar da preocupacdo em manté-los sempre dispostos juntos nos
graficos e figuras nos préximos capitulos. Outra questao que torna o critério
peculiar se comparado com o0s outros critérios descritos nesse capitulo é o fato
de que, como os parametros identificam a relacao de compacidade de uma regiao
e, a partir de valores a e 8 obtidos de forma subjetiva, avaliam se essa regiao
trata-se ou nao de uma regiao vortical. No presente trabalho, esses critérios serao
avaliados em intervalos de valores quando uma determinada regiao atender a
condicao de existéncia de autovalores complexos para o gradiente de velocidade,
semelhante ao critério proposto por Chong et al. [1]. Assim, todas as regides que
niao apresentarem autovalores complexos estardo associadas a valores de AYY e

AYY/AYY iguais a 0.5.

T

<
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Vv Vv
Os operadores A\)Y e A..

JAYY foram implementados no pés-processador que
avaliou os resultados apresentados nos capitulos seguintes, de acordo com as ex-

pressoes normalizadas

1 1
AV = s+- tan~H(AYY) (3.74)
A 2 [ AT

Vv Vv
Os operadores A\;Y e A

JAYY sdo aqueles obtidos diretamente e que nao

encontram-se normalizados. Assim, os critérios sempre estarao no intervalo 0 <
Vv Vv /\Vv : : :

AV <05e0 < AY/AYY <0.5. Quando os dois operadores forem iguais a 0.5,

aquele ponto nao se encontra em uma regiao vortical, segundo o critério, visto

que ele nao apresenta autovalores complexos para o gradiente de velocidade ou

esse valor é pequeno o suficiente para divergir o operador arco-tangente.

3.4.1.5 Critério (¢

O critério proposto por Kida e Miura [8] no presente trabalho foi implemen-
tado de forma relativamente diferente daquela proposta pelos autores, mas que
matematicamente apresentam os mesmo resultado. No presente trabalho, o gra-
diente de velocidade foi representado na base nos autovalores da Hessiana da
pressao P;; = [V(Vp)]i; = 8°p/0x;z;. Considerando a diregao e} o autovetor de
P associado ao menor autovalor de P, o critério se baseia na competicao entre os
termos do tensor gradiente de velocidade LT, LT,, LY, e LY, se encontrarem no
plano cuja normal é o autovetor associado com o menor autovalor da Hessiana da
pressao e que trata-se de uma premissa do critério. Obtidos os termos de Vv, o

critério implementado nas rotinas de pds-processamento seguiu a expressao nor-

malizada

LrL?
G__C051(1 P P1’2 ” P P)
Q Z(L22 — L7+ |Ly Ly,

(3.76)
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Assim, regioes cujos valores de G encontram-se no intervalo 0 < G < 0.5 serao
consideradas regioes vorticais, enquanto que regioes que apresentem valores no
intervalo 0.5 < G < 1 serao consideradas como pertencentes a uma regiao nao

vortical. Regides G = 0.5 sao regioes de fronteira do critério.

3.4.1.6 Critérios H e H,

Seguindo a descri¢ao de Levy et al. [11] para o critério H e Zhang e Choud-
hury [12] para o critério H, foram levados em consideragao os angulos que a
vorticidade descreve com a velocidade (critério H) e que a normal aos vetores
que formam o autovetor complexo do gradiente de velocidade descreve com a
vorticidade (critério H.) no intervalo entre 0 e 7 radianos. Assim, estes seguem

as seguintes fungoes normalizadas

1 .
H=1—~cos (—l> (3.77)
m Nl
]' -1 Ngpir] = W
H,=1— —cos ! | ——2rt = (3.78)
m ([0 wirt || [| ]|
onde
Nyir = €57 X &Y (3.79)

Na Eq. (3.79), Z,v e EZV representam, respectivamente, as partes real e
imaginarias do autovetor complexo do gradiente de velocidade objetivo.

Assim, regioes cujos valores de H e H, encontram-se no intervalo 0 < H < 0.5
e 0 < H., < 0.5 serao consideradas regioes vorticais pois os vetores avaliados
descrevem angulos no intervalo de zero a valores menores que 7/2 radianos,
enquanto que regioes que apresentem valores nos intervalos 0.5 < H < 1 e
0.5 < H. < 1 serao consideradas como pertencentes a uma regiao nao vortical,

pois esses mesmos vetores descrevem angulos no intervalo de pi/2 a m radianos.

Finalmente regioes com H = 0.5 e H, = 0.5 sao regioes de fronteira, visto que
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essas regides apresentam vetores que descrevem um angulo de 7/2 radianos.

3.4.2 Formulacoes Objetivas dos Critérios Existentes

A objetividade é uma das premissas do presente trabalho e a importancia dessa
propriedade em critérios identificadores e classificadores de alguma entidade per-
tinente ao escoamento pode ser explicado por meio de simples exemplos como
no caso de um determinado experimento que seja observado em dois instantes: o
primeiro por um observador inercial e um segundo por um novo observador que
gire ou acelere linearmente com relacao ao experimento. Os dois observadores
apesar de estarem diante do mesmo experimento observarao fenomenos comple-
tamente diferentes se a “lupa”’ de observacao nao for invariante ao movimento
dos mesmos.

Para se atingir a objetividade quanto ao gradiente de velocidade e entidades
correlatas, diversos trabalhos com diferentes propostas e objetivos chegaram a um
mesmo resultado. Utilizaremos esse resultado no presente trabalho como forma
de, inicialmente, corrigir os critérios existentes para que estes suportem a condicao
de invariancia euclidiana. Essa correcao é dada inicialmente pela taxa-de-rotacao

relativa W, definida como sendo

W=W-QP (3.80)

onde W representa o tensor vorticidade e QP representa um tensor relacionada
com a taxa de rotacao do vetor taxa de deformacao D definido de acordo com a

expressao

QP =wP € (3.81)

onde € é o tensor permutacao de terceira ordem e wP® representa o vetor velocidade
angular dos vetores unitarios das direcoes principais de D, e;. O vetor velocidade

angular obedece a relagao
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dei
dt

=wP x ¢ (3.82)

A vorticidade relativa coincide com a vorticidade em escoamentos simples onde
os autovetores da taxa de deformacao estao fixos. Esta entidade parece ser natural
quando se pensa na interpretacao dada por Boussinesq. Se os autovetores de D
estao fixos, a rotacao dos filamentos necessariamente substitui continuamente os
filamentos alinhados na direcao destes autovetores, expondo diferentes filamentos
a estas direcoes. Se os autovetores estao girando, é a vorticidade relativa que
desempenha o mesmo papel.

Uma forma de se obter o tensor W, sem recorrer ao calculo direto a partir
das relagbes (3.81) e (3.82) é a partir dos tensores de Rivlin-Ericksen. Como
visto anteriormente nesse capitulo a decomposicao do tensor A?l, avaliado na
base dos autovetores do tensor A;, conforme descrito por Thompson [18] pode

ser representado como

A = 3A 4+ B (3.83)

<A .
A parte de A?l fora de fase com o tensor A;, ®,,, pode ser descrita como

&, = AW _ AMWH (3.84)

~ Ay .
Portanto, conhecendo os tensores ®,, e Af‘l (este tensor s6 apresenta ter-
mos nao nulos na diagonal principal, iguais aos préprios autovalores de Aj).
e ~ . AL .
Portanto, teremos 3 incognitas e 6 equacoes, visto que o tensor W~ ¢ anti-

.. . A1
simétrico. Conhecido os valores de W,

é necessario reescrever o mesmo de
acordo com o sistema de coordenadas, realizando a transformacao inversa com
relacao aos autovetores do tensor taxa de deformacao. Finalmente, conhecendo
o tensor vorticidade, é possivel se obter o tensor QP. Assim, visto que o tensor

taxa de deformacao é objetivo, a forma de transformar o gradiente de velocidade

em uma entidade também objetiva, segue a descri¢ao
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Vv=D+W=D4+W-QP (3.85)

Assim, os critérios apresentados na secao anterior serao revisados e suas for-

mulacoes objetivas apresentadas.

3.4.2.1 Critério Q;

O critério Qs foi anteriormente definido por Tabor e Klapper [4], apesar de nao
ser com o objetivo de identificagdo de vortices. No presente trabalho, o critério

foi descrito a partir da relacao

1 W2 — ||ID|?
0. — Leost (H_H2 || |12) (3.56)
™ W2+ [|D]|

Assim, regides cujos valores de s encontram-se no intervalo 0 < @, < 0.5
serao consideradas regides vorticais, enquanto regioes que apresentem valores no
intervalo 0.5 < @), < 1 serao consideradas como pertencentes a uma regiao nao
vortical. As regioes () = 0.5 caracterizam-se pelo fato de que o moédulo da
vorticidade e da taxa de deformacao se equivalem, o que nao caracteriza a regiao

nem como uma regiao vortical nem o contrario.

3.4.2.2 Critério A,

O critério A, para que se torne objetivo teve sua formulagao original alterada

para atender a relagao

AL oe (<||W||2 — IDJ)° + det(W) (3.87)

m (W2 +[[D]]2)? + det(Vv)

Assim, regides cujos valores de A, encontram-se no intervalo 0 < A; < 0.5
serao consideradas regioes vorticais, enquanto que regioes que apresentem valores
no intervalo 0.5 < A, < 1 serdao consideradas como pertencentes a uma regiao
nao vortical. Finalmente, as regioes A, = 0.5 sao consideradas regioes fronteiras

entre regioes vorticais e nao vorticais.



3. Identificacao de Vértices: Novas Perspectivas 129
. ’ . 72 D_ D
3.4.2.3 Critérios \D**W ¢ \D’+W?+DQP-0PD

O critério original proposto por Jeong e Hussain [3] foi avaliado de forma
objetiva a partir de dois operadores. O primeiro, simplesmente trocando a vorti-
cidade pela vorticidade relativa ou seja D? + W? = D? + W pode ser descrito

objetivamente a partir da relagao

~=2 2 W2 2 W2

=1- - Ccos™ ; - ——
tr(D?) — A — A3

O segundo critério objetivo pode ser obtido re-analizando o gradiente da
equagao de Navier-Stokes como descrito no capitulo 2, dentro do que foi analisado
por Jeong e Hussain [3] para a formulagao do referido critério. Assim, pode-se

escrever o gradiente da equacao de Navier-Stokes da seguinte forma

: 1
D -vAD +W?+D?=--P (3.89)
p

A derivada material do tensor taxa de deformacao pode ser reescrito como

D=D+Q°.D-D.QP (3.90)

onde D’ representa a derivada natural do tensor taxa de deformacao. Assim,

rearanjando a Eq. (3.89), temos que

1
W2+D?-QP.D+D- QP = -—-P-D' +vAD (3.91)
P

Visto que os trés termos do lado direito da Eq. (3.91) sdo objetivos, de-
sprezando os dois ultimos termos, dentro da andlise de Jeong e Hussain [3], temos
que a Hessiana da pressao corrigida pode ser representada objetivamente por
W24+D2—QP.D+D-0QP e assim, define-se o critério objetivo AD*TW*+DP2°-Q”D

a partir da relagao
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A\D?+W2+DQP-QPD _ | l cos— ! ( tr(HP) — )\fIP _ )\?P )
: Q tr(D2 + DQP — QPD) — \HP _ \IIP
(3.92)
onde HP = D? + W2 + DQP — QPD. Assim, regides cujos valores de /\]232+W2 e
)\D2+W2+DQD—QDD
2

. 2 W2 2 2 D_D
encontram-se no intervalo 0 < )\]23 W 05e0< /\2D TWHDQT-0FD

0.5 serao consideradas regioes vorticais, enquanto que regioes que apresentem
valores no intervalo 0.5 < )\]232+W2 <1le05< )\]232+W2+D9D_QDD < 1 serao
consideradas como pertencentes a uma regiao nao vortical. Finalmente, regioes
)\]232+W2 = 0.5 e AD*WHHDRP-9PD _ 5 (5, consideradas regides de transicdo

e nada pode se afirmar sobre o carater do escoamento, pelo menos no que diz

respeito ao critério.

3.4.2.4 Operadores )\? e A?/ )\?

Com relacao aos operadores originais, agora sao avaliados os autovalores do
gradiente de velocidade objetivo, Vv e a partir deles sao avaliados se existem
autovalores complexos. Portanto, os operadores podem ser representados a partir

das relacoes

AV = 5+ tan~ ' (AYY) (3.93)
— =\ 12

AV 92 AVv

/\C—% = tan ! )\% (3.94)

Os operadores \YY e AYY/AYY sao aqueles obtidos diretamente e que nao
encontram-se normalizados. Assim, os critérios sempre estarao no intervalo 0 <
AV < 0.5e0 < AYY/AYY < 0.5. Quando os dois operadores forem iguais a 0.5,
aquele ponto nao se encontra em uma regiao vortical, segundo o critério, visto

que ele nao apresenta autovalores complexos para o gradiente de velocidade ou

esse valor é pequeno o suficiente para divergir o operador tangente.



3. Identificagao de Vortices: Novas Perspectivas 131
3.4.2.5 Critério G

Na formulagao objetiva do critério, o operador GG avalia os termos do tensor
gradiente de velocidade objetivo, Vv, mas ainda disposto na base dos autovetores
da Hessiana da pressao, visto que essa ultima entidade é objetiva. Assim, o

critério G pode ser definido pela expressao

—P —P
1 L,L
Go = —cos ! (1 — _;2221 —— ) (3.95)
Z(LQQ_LH) +‘L21L12‘

Assim, regides cujos valores de G5 encontram-se no intervalo 0 < G, < 0.5
serao consideradas regioes vorticais, enquanto que regioes que apresentem valores
no intervalo 0.5 < G4 < 1 serao consideradas como pertencentes a uma regiao

nao vortical. Finalmente, regioes Gy = 0.5 sao consideradas regioes de fronteira.

3.4.2.6 Critério H,,

Visto que o critério H depende diretamente da velocidade na formulacao do
operador, este nao pode apresentar uma versao objetiva, visto que a velocidade
¢ uma entidade sobre a qual nao existe uma teoria fechada quanto a torna-la
objetiva. Assim, definimos o critério objetivo H,.s, com base no critério original

avaliado por Zhang e Choudhury [12] a partir da defini¢ao

1 swirlS ° w
H,,=1— =cos! (_%) (3.96)
T ||nswirlSH||w||
onde
Ngwirls = 5?7 X 6? (397)

Na relagao (3.97), Zv e ZV representam, respectivamente, as partes real e
imaginarias do autovetor complexo do gradiente de velocidade objetivo.
Assim, regioes cujos valores de H., encontram-se no intervalo 0 < H.s < 0.5

serao consideradas regioes vorticais pois os vetores avaliados descrevem angulos

no intervalo de zero a valores menores que 7/2 radianos, enquanto que regides
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que apresentem valores nos intervalos 0.5 < H., < 1 serao consideradas como
pertencentes a uma regiao nao vortical, pois esses mesmos vetores descrevem
angulos no intervalo de pi/2 a 7 radianos. Finalmente regides com H.s = 0.5
sao consideradas regioes de transicao e nada pode se afirmar sobre o carater do
escoamento, pelo menos no que diz respeito aos critérios, visto que essas regioes

apresentam vetores que descrevem um angulo de 7/2 radianos.

3.4.3 Novos Critérios
3.4.3.1 Critério Isotropico

O critério isotrépico avaliado nesse trabalho segue os estudos realizados por
Thompson [18] e operador de classificagdo de escoamentos proposto. Sabendo
que os tensores de Rivlin-Ericksen A, com n = 1 e n = 2 sao definidos como
A =2De Ay =dD/dt+A;Vv+ VvTA,, o tensor A, é entdo disposto na base
dos autovetores do tensor A, resultando assim no tensor A?l que sera o tensor

avaliado diretamente pelo critério a partir da relagao, em notacao indicial,

- 2 [ eu _ 2 [A2AlL‘i [AZAl]n‘
IR=1- —cos A~ 1-— — cos [AﬁlAéAl]jj (3.98)

Portanto, o critério IR compara o quanto a diagonal principal de A?l, ou
seja, a parte de AQA1 em fase com A4, é relevante frente ao tensor A‘;‘l a partir
da comparacao das normas de @ﬁ; e Aﬁ‘l, respectivamente.

O critério IR identificard estruturas vorticais na regiao delimitada por 0 <
IR < 0.5, onde a aceleracao da taxa de deformacao, caracterizada pelo tensor A,
desafia a tendéncia imposta pelo tensor A;. Nessa regiao a parte de A‘;‘l fora de
fase com Aq, ou seja, a parte ortogonal é mais relevante que a parte em fase o que
caracteriza que a tendéncias do tensor A2 e do tensor A; apresentam tendéncias

diferentes. Uma situacao andloga é encontrada no movimento circular, onde sua

maior caracteristica encontra-se no fato de que a aceleragao e a velocidade sao
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ortogonais ao longo de toda a trajetéria. Na regiao 0.5 < IR < 1 a aceleracao
da taxa de deformacao encontra-se coaxial com a prépria taxa de deformagao e,
portanto, ambas apresentam a mesma tendéncia o que caracteriza um movimento
extensional perfeito no limite IR =1

Haller [14] propds um critério semelhante a este, fundamentado nas mesmas
bases com os tensores de Rivlin-Ericksen, mas avaliando de forma lagrangiana
se determinada regiao encontrava-se em uma zona hiperbdlica (nao-vortical) ou
eliptica (vortical). Entretanto, como indicado pelo autor, o critério M, sofre com
algumas deficiéncias, como, por exemplo, a avaliagao de vértices por meio critério
ser possivel apenas em escoamentos incompressiveis. Outro fato que denota as
deficiéncias do critério encontram-se na necessidade de uma segunda formulagao
diferente para escoamentos bidimensionais, pois nesse tipo de escoamento o deter-
minante do tensor taxa de deformagao pode ser nulo. Entretanto existem alguns
escoamentos tridimensionais da classe dos escoamento quasi-planos que também
apresentam det D = 0, definido por Thompson e de Souza Mendes [44] e que
ja foi abordado anteriormente nesse capitulo. O critério IR nao sofre com os
mesmos problemas do critério M, e pode ser obtido de forma mais simples que
esse ultimo, se contarmos que trata-se de um campo euleriano, enquanto que o
critério proposto por Haller [14] precisa avaliar a trajetéria de particulas imersas
no escoamento, o que incorpora ao critério a subjetividade inerente da analise

lagrangiana, quanto ao nimero de trajetorias e ao tempo de integragao.

3.4.3.2 Critérios Anisotropicos

Com o objetivo de avaliar nas direcoes principais do escoamento, caracterizada
pelas direcoes de deformacao, o alinhamento de uma estrutura vortical, foram
formulados critérios que avaliassem o estado de deformacao e de sua aceleracao,
desmembrando o tensor A‘?l e realizando uma anélise particular, seguindo um
formulacao semelhante aquela proposta pelo critério IR.

Sabendo que o tensor A2Al é formado pelos termos
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(A [A ], 420,
A?l o [A2Al}21 [Agl}m [A§1}23 (3.99)
(A ]y [A ]y [A2 ]
Definem-se os operadores AR;“:LZ3 de acordo com a relagao
AN [AM].
AR;‘:1—3cos—1 [A], (A, (3.100)

i [AQAl A§1:| 1)

Portanto, os operadores AR;L‘:LZ3 avaliam o quanto a aceleragao de deformacao
desafia a tendéncia indicada pela taxa de deformacao com relacao a cada posicao
da diagonal principal (termos de A5' em fase com A;), frente aos termos do
quadrado de A‘;l. E importante ressaltar que os operadores AR;‘;LM, apos
avaliados de acordo com a relagao (3.100), sdo reordenados de forma a atender a
condigdo AR{ > AR} > ARE.

Portanto, pode-se definir o critério baseado nos operadores 14]5{;‘:1’273 de duas
formas: de forma menos conservadora, define-se uma regiao como um vértice
onde pelo menos o terceiro componente do operador AR* se encontre no intervalo
0 < AR4 < 0.5 e em contraponto, se este se encontrar no intervalo 0.5 < AR% < 1
a regiao automaticamente se caracteriza como nao vortical, onde a aceleracao da
taxa deformacao é coaxial com a taxa de deformacao em todas posigoes e no caso
AR? = (0.5 ocorre uma indefinicao pelo menos na terceira posicao, visto que as
outras duas serao maiores ou iguais a 0.5.

Outra forma de se definir o critério, de forma mais conservadora, é considerar
que um regiao vortical ocorre quando 0 < AR{l < 0.5 e, conseqiientemente, ARé4
e AR{. Se 0.5 < AR4 < 1, a regiao se caracteriza como nao vortical segundo o
critério, apesar da possibilidade de ARs' e AR{ estarem fora desse intervalo. E
importante ressaltar que esses operadores podem também operar na classifica¢ao
de vértices quanto ao numero de direcoes, por exemplo, que se encontram no
intervalo entre 0 e 0.5. Apesar de nao ser o escopo do presente trabalho, este foi

pensado de forma a atender essa demanda.
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Outra forma de se definir critérios a partir das diregoes principais do tensor
AQA1 ¢ avaliar a tendéncia da aceleracao de deformacao contra a taxa de de-
formacao nos planos normais as principais direcoes de deformacao dadas pelos
autovetores de A;. Desta forma, se caracterizam os operadores AR, , 5 que sio

definidos a partir das relacoes

ARP =1 - 2 s~ ( ([A2], - [Af‘l}m)Q ) (3.101)
T ([A?l}n o [A§1}22) +4 ([Agﬂ}m [A§1}12)

ARJ =1— 2 cos! ( ([Az],, - [A§1}33)2 ) (3.102)
T ([A2Al}22 B [Agl}:&:ﬁ) +4 ([Agﬂ}% [A§1}32)

ARJ =1— 2 cos ™ ( ([A?l] 1 [A?l}%)Z ) (3.103)
T ([A2Al}11 o [A2Al}33)2 +4 ([A2A1} 13 [Agl}m)

A relacao disposta dentro da operacgao arco-cosseno pode ser obtida a partir
da avaliacao do tensor A2Al quanto, por exemplo, a sua primeira direcao principal.
Nessa diregao para que possamos obter as dire¢oes principais, para que posterior-
mente sejam comparadas com as dire¢oes principais do tensor A, deve-se resolver

a equacao do segundo grau

[A‘?l] 11 4 [Aé&l} 12

N A =0 (3.104)
[A2 1}21 [A2 1]22 —0

O valor de # pode ser entao obtido a partir da relacao

(A2, + [AT] , £ VA

: (3.105)

012 =

onde
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A= (AR, - (AP +4 (AN, [AR]) (3100

Se, na Eq. (3.106), ([A%1],, — [AR],)" >> 4 ([AM],, [AM],,), temos
que os valores de 0, 5 serao, aproximadamente, [Aﬁ”]n e [AQAI]22 e as direcoes
principais de AZAI serao dadas pelas proprias direcoes principais de A, o que
caracteriza a regiao como nao vortical. Caso contrario, os valores de ¢, 5 serao
iguais aos valores fora da diagonal principal (cabe ressaltar que o tensor A?l
e, portanto, [A‘;‘l}lz = [A2Al]21), e as diregoes principais no plano em questao
estarao fora de fase com relagao ao tensor A, caracterizando uma regiao vortical.

A mesma de formulacao de critérios realizadas com os operadores ARJEZ,3
pode ser aplicada aos operadores AR‘I“?273, ou seja, se o operador ARP for menor
que 0.5, logo podemos associar tal regiao a uma regiao vortical, em uma base
de comparacao mais conservadora. Uma outra abordagem seria considerar uma
regiao vortical

Uma terceira configuracao de critérios objetivos é proposta no presente tra-
balho. Esta avalia se a aceleracao de deformacao desafia a tendéncia apresentada
pela taxa de deformacao em um determinado plano, cuja normal seja relevante
para a teoria de formacao de vortices e que seja objetiva.

Seja um determinado vetor normal n representativo para uma definicao de
vortices. Uma base ortonormal pode ser obtida a partir desse vetor, realizando
um primeiro produto vetorial com outro vetor qualquer no espaco que nao seja
paralelo a esse e, do resultado desse produto seja realizado um novo produto
vetorial com o tensor n, que resulta em outros dois vetores normais e,; € €,s.
Temos assim uma base ortonormal Qe e, ,n formada pelos vetores {€,1,€n2, n}.
Dispondo o tensor A; na base ortogonal descrita anteriormente, podemos obter
o tensor Aq,.

Com o objetivo de alinhar os dois primeiros autovetores de Ay, com os vetores
€,1 € €,2, torna-se necessaria a obtencao dos autovalores do tensor 3 x 3 formado

pelos termos deste mesmo tensor, de acordo com a relagao
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A=A —(0-A;-€;)D®ey — (6n1 - ADN)6 @0+ (3.107)

—(M-A;-ep)®ey — (€ - AN)e,,®n— (N-An)n®n
ou seja,

[Aln]u [Aln]m 0
Al = [Ainly [An]y 0 (3.108)
0 0 0

Sendo os autovetores do tensor (3.108) iguais a £ = (efin eftin) e £t =

(FAm £20) temos que a nova base a qual o tensor Ay, é dado pelo tensor

elAln flA1n 0
Qe = | et A (3.109)
0 0 1

Colocando ent@o o tensor Aj, na base dada pelo tensor ortogonal (3.109),
teremos os dois autovetores de A1, que estao no plano normal a n alinhados com
as diregoes e,; e e,5. Como pode se observado pelo tensor (3.109), esta ultima
operacao consiste, basicamente, de um rotacao cujo eixo é o proprio vetor n.

Obtidas os tensores responsaveis pelas duas transformagoes executadas ante-
riormente, a esséncia dessa terceira configuracao de critério anisotrépico, consiste
em aplicar essas duas transformagcoes, na ordem descrita anteriormente no tensor

A, resultando assim na transformagao

2= Q2] 1Quiensal” A2 [Quienun] [Q22)] (3.110)

o critério resultante dessa operacao, AR™ pode ser finalmente obtido a partir da

relacao
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AR" =1-— 2 cos ! ( (2], 2_ [2]22)2 ) (3.111)
i ([Z]u - [Z]zz) +4 ([Z]Zl [2]12)

Portanto, o critério AR™ avalia, no plano normal a n, o quanto o tensor A‘;‘1
encontra-se fora de fase com o tensor A;. Os intervalos indicados anteriormente
nos outros critérios valem também para este. No presente trabalho, foram avali-
ados trés vetores considerados importantes na teoria de identificacao de vértices.
O primeiro vetor avaliado foi o vetor normal ao plano 7, introduzido por Thomp-
son e de Souza Mendes [17] que é determinado pelo vetor vorticidade relativa @,
caracterizando assim o critério AR“~%,

Outro vetor considerado pertinente a identificacao de voértices pelo presente
trabalho é o vetor ng,;.s, definido anteriormente para o critério H.,, resultando
assim no critério AR™wirs,| B importante ressaltar que esse vetor representa a
normal ao plano formado pelas partes normal e imaginarias do autovetor com-
plexo do gradiente de velocidade relativo e que determinam o eixo de rotacao das
linhas de correntes helicoidais no escoamento.

Por tltimo, o autovetor associado ao menor autovalor da Hessiana da pressao,
cujo comportamento é avaliado no critério proposto por Jeong e Hussain|3] e
Kida e Miura [8] foi também avaliado no presente trabalho, resultando no critério

ARF.

3.4.4 Identificacao de Voértices e as Equacoes de Euler

Aplicando o operador gradiente as equagoes de Euler, podemos escrever essa
equacao em forma tensorial
dD

1
= —(D* + W?) — EP (3.112)

Aplicando o tensor Ay = dD/dt+ A Vv +VvTA; na Eq. (3.112), temos que

%A2:(D+W)(D—W)—%P (3.113)
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A relagao (3.113) de obter uma anélise direta de como os termos que con-
stituem a equacao de Euler podem influenciar pelo fato de se encontrarem em
fase ou fora de fase com o tensor A, ou seja, excitando ou dissipando a produgao
de vortices local. Esse mesmo tipo de andlise pode ser realizado partindo-se
das equacoes de Navier-Stokes, incluindo o termo referente a dissipagao viscosa.
Como sera apresentado no capitulo 4, aplicado em resultados para uma solucao
das equacgoes de Euler, apresentaremos nesse capitulo os termos que compoem
essa analise somente para esta forma da equacao de momentum. O primeiro op-
erador, I Rip_w)m+w), avalia o quanto o tensor N = (D — W)(D + W), na base
dos autovetores do tensor A, encontra-se em fase ou fora de fase com o tensor

A e pode ser representado pela relacao

[NAINA

2 [NM][NA

IR(D—W)(D—}—W) =1— —cos o “ (3114)
T JJ

Caso o operador I R(p_w)m+w) encontre-se no intervalo entre 0 e 0.5, pode-
mos concluir que o tensor (D — W)(D + W) estd fora de fase com o tensor A4
e, portanto, contribui para a formacao de vortices. Caso encontra-se no intervalo
entre 0.5 e 1 este tensor encontra-se em fase com o tensor A; e participa na
dissipacao de vértice. O operador I Rp representa avalia o quanto a Hessiana da

pressao, na base dos autovetores do tensor A;, encontra-se em fase ou fora de

fase com o tensor A; e pode ser representado pela relagao

o2 o (PR P
]Rp—l—%COS ( [PAPA (3.115)

O operador [ R(A]%_W)(D W) avalia qual a parcela referente a parte em fase do
tensor A5 corresponde ao tensor (D — W)(D + W), sendo determinado pela

expressao

Ay
T RA2 1 2 |‘CI)(D—W)(D+W) |
(D—W)(D+W) = — — COS A, (3116)
™ |9, ]

A2 . . . . ’
O operador [ R(wa)(D +w) quanto mais se aproxima da unidade, maior é sua
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participagao na parte fora de fase do tensor As com o tensor A; e maior serd sua

relevancia na formagao de vértices. O operador [ RA? realiza a mesma andlise do

parametro anterior, mas o faz com relacao a participacao do tensor Hessiana da

pressao na parte em fase do tensor Ay com o tensor Ay, de acordo com a equacao
llep |

2
IR =1— Zcos™* (3.117)
i [y

: A2 : A2
Assim como o operador [ R(wa)(D +w): quanto mais o operador IRp
aproxima da unidade, maior sua participacao na parte fora de fase do tensor Ay

: A2 A2 :
com o tensor A;. Finalmente, os operadores [ R(D_W)(D +w) € IRp” realizam a
mesma analise, mas o fazem com relacao a parte fora de fase do tensor Ay com

o tensor A;. Esses parametros sao determinados a partir das relagoes

IR W R 12w w)| (3.118)
JD+W) — & :
’ ™ |24s]
, 2 oA
TRAY =1 — Zcos™! %21l (3.119)
™ 1AL

Portanto, podemos concluir que o uso desses parametros na identificacao dos
termos da equacao de Euler, ou mesmo da equacao de Navier-Stokes que in-
fluenciam na formacao ou dissipacao de voértices no escoamento pode ocorrer
com o auxilio desse parametros, conjuntamente com o critério /R, ou mesmo os
critérios anisotropicos, com objetivo de buscar zonas de baixa ou alta intensidade
de aparecimento de vértices no escoamento e determinacao da participagao desses

termos nessa regiao.



Capitulo 4

Resultados Analiticos

No presente capitulo serao apresentados os resultados analiticos e numéricos de
escoamentos tipicos e que vém sendo continuamente utilizados nao somente para
comparar diferentes critérios classificadores de vortices mas também em outros
estudos que envolvem investigacoes sobre padroes de escoamento, instabilidade
entre outros. O objetivo do capitulo é comparar os principais critérios dispostos
no capitulo 2, com as suas formulagoes objetivas e os novos critérios, baseados
na persisténcia de deformacao apresentada no capitulo 3 para esses escoamentos.
Serao avaliados solucoes classicas de movimentos vorticais e escoamentos que pro-
duzem linhas de corrente cadticas, onde diferentes configuragoes de vértices sao
observadas, além de outras estruturas relevantes para a classificacao do escoa-

mento.

4.1 Solucoes Analiticas de Vértices

Solucoes analiticas de vértices, apesar de comummente representarem mod-
elos simplificados referentes a observacoes em escoamentos experimentais e do
que seus formuladores entendem por vértices, constituem referéncias importantes
de comparacao entre os critérios de classificacao de estruturas vorticais e podem

representar, com alguma precisao, padroes encontrados mesmo em escoamen-

141
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tos turbulentos. Nessa secao serao aplicados os principais critérios descritos nos
capitulos anteriores nessas solucoes analiticas, divididas pelas similaridades nas
solucoes e nas hipoteses formuladoras.

Todas as solugoes apresentadas nesse capitulo sao formuladas em coordenadas
cilindricas e, portanto, as equagoes de transporte sao representadas nessa base.
Essas solucoes tém como simplificacao fundamental o fato de escoamento ocorrer
a densidade constante. Assim, a equacao de conservacao da massa pode ser

representada como

10(rv,)  10vy | Ov.
o tramta O (4.1)

Como ja discutido no capitulo 4, a equagao de transporte da vorticidade, pode

ser escrita, em coordenadas cilindricas, de acordo com as relagoes

Dw, 9 w, 2 0wy
Dwy  vow, WeUy 9 we 2 0w,
—_— =w- -+ = 4.
ot = w Vet — —i—l/(ng T2 (4.3)
Dw,
chf =w- Vv, +vViw, (4.4)

Os operadores derivada material e laplaciano indicados acima podem ser es-

critos como

D 0 0 vy 0 0

E:a—FUTE—F?%—szg (4.5)
;_10 (0N 10 &
Vi = ror T@r + r2 062 * 072 (4.6)

As solugoes analiticas analisadas nesse capitulo sao axissimétricas, e portanto,
a componente azimutal nas equacoes de transporte é nula e, caso o campo de

velocidades seja tal que v = (0,v4(r,t),0), entdo existird somente uma diregao
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nao-nula da vorticidade, a direcao axial. Esse tipo de vortice é conhecido como
vortice puro, pois remete ao movimento circular de corpo rigido, onde o “eixo” de
rotacao se encontra normal ao plano de rotacao com linhas de corrente fechadas
contidas nesse plano.

Comummente na mecanica dos fluidos a funcao de corrente de Stokes, 1,
é introduzida nas equacoes de transporte quando se deseja lineariza-las. Essa
funcao de corrente se relaciona com as componentes radial e axial da velocidade,

resultando em

10y
10y

Assim, a equacao de transporte da vorticidade pode ser reescrita em funcao

de duas funcgoes escalares 1) e I' = rvg de acordo com as relagoes

10T
0 [1ow\  10%)
= {5 (FE) ! ‘a—] (4.10)
10T

Essa transformacao de variaveis é tal que w, e w, podem ser resolvidas sepa-
radamente de wy. Os contornos de I' e ¢/ em um plano 6 = cte sao a intersecao
das isosuperficies de vorticidade e da funcao de corrente com o plano, respectiva-
mente.

Grande parte das solugoes analiticas de vortices, sendo elas solugoes inviscidas
ou viscosas, sdo obtidas quando (4.2)-(4.4) podem ser linearizadas. Quando esse

fato acontece, classifica-se o escoamento como Beltramiano generalizado. Um
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escoamento inviscidos e em regime permanente pode ser classificado como Bel-

tramiano generalizado quando a relagao abaixo é satisfeita [35]

wxv=-VH (4.12)

onde H = p+ ¢?/2 ¢é a entalpia total por unidade de massa e pg®/2 é a energia
cinética por unidade de volume. Visto que a simplificacao de escoamento em
regime permanente foi aplicada, o movimento de particulas materiais ocorrera ao
longo de linhas de corrente e nas superficies de revolucao gerada pelas isocurvas
1 = cte ao longo do eixo z. Assim, podemos representar a circulacdo como uma

fungao de 1, ou seja, I' = F'(¢) e as eqs. (4.9)-(4.11) podem ser reescritas como

_ 1oFOoYy  dF

wg FdF dH

T or2dy Y (4.14)
= 1(‘9_F8_w = vzd—F (4.15)

De acordo com a condi¢ao (4.12), temos que v - VH = 0 o que resulta na
entalpia total como uma fungao somente de 1. Portanto, avaliando as eqs. (4.13)-
(4.15), temos que, para escoamentos inviscidos axissimétricos, somente a equagao

abaixo deve ser resolvida

0 (1 a¢) LU pdHdF (416)

r— | —-—— — =r"— - F—
or \\r or 022 dip dip

A Eq. (4.16) é conhecida como equacao de Bragg-Hawthorne [65]. Em es-
coamentos viscosos axissimétricos a condi¢ao que classifica um vértice como Bel-

tramiano generalizado é tal que

v, =0, vp = vp(r, 1), v, = v,(r,t) (4.17)



4. Resultados Analiticos 145

ou seja, a vorticidade é tal que

CUZ(T? t) _ 18(7”?]9)

or’ r Or

w, =0, wy(r,t) = — (4.18)

Avaliando as Eqgs. (4.2)-(4.4) com a condigao de vértice Beltramiano gener-
alizado satisfeita, temos que os efeitos viscosos sao plenamente anulados pelos

termos transientes de acordo com as relagoes

Oow, v 0 ow,

o " ror ( ar) (4.19)
8&)@ . 10 8w9 W
o [F% (a_) - —] (4:20)

Apesar do fato das equacoes descritas acima serem lineares e, consequientemente,
de facil obtencao de solucoes analiticas, um efeito importante como o estira-
mento da estrutura vortical nao pode ser contabilizado nas solucoes de vortices
Beltramianas generalizadas. Apesar disso, muitos critérios ainda sao analisados
avaliando-se esse tipo de solucao, principalmente pela simplicidade de aplicacao,

resultando geralmente em solugoes analiticas e continuas.

4.1.1 Vortices axissimétricos colunares

4.1.1.1 Vortices colunares livres de estiramento axial

Uma das formas mais simples de escoamento Beltramiano generalizado, que
atende a condicao (4.19) é tal que as componentes da equagao da conservagao de

momentum podem ser simplificadas para as relagoes

op v
Z = (4.21)

o_,.°2 (1@) (4.22)
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ov, op 1/2 (T(%z> (4.23)

o 0z + ror or

No caso de um escoamento efetivamente inviscidos, somente a Eq. (4.21) é
utilizada na solucao do problema nesse tipo de modelo vortical. Assim, nesse tipo
de solucao, as forcas devido a pressao se ajustam de forma a balancear as forcas

devido a aceleragao centrifuga. Um exemplo desse tipo de solucao é o consagrado

vortice de Batchelor [66], cujo campo de velocidades é dado pelas fungoes

v.(r) =0 (4.24)
vo(r) = g (1 - e_T2> (4.25)
v(r) =Wy e ™ (4.26)

Conseqiientemente, a vorticidade apresenta componentes de acordo com as

relagoes

wo(r) = +2re™"” (4.27)

w, = 2qe" (4.28)

Esse tipo de solucao ¢ comummente utilizada no representacao do escoamento
na regiao mais afastada na esteira do escoamento ao redor de aerofélios. Visto que
a vorticidade nessa solucao possui distribuicao Gaussiana, o vortice de Batche-
lor é também classificado como pertencente a familia de vértices Gaussianos.
Avaliando os autovalores do gradiente de velocidades para o campo descrito

acima, chegam-se as relagoes

AV =0 (4.29)
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3 fss)

0.40 A

obo 0.50 4 1.50 2.00 2.50 3.00

Fig. 4.1: Funcao de determinagao da complexidade dos autovalores do gradiente
de velocidades no modelo analitico do vortice de Batchelor

Ay =+ (5) V20— (14 22)e 11 (4.30)

E possivel observar que os autovalores de Vv admitirao valores imaginarios
quando a funcao f(r) = (1+2r?)exp(—2r?) — (1+2r?)exp(—r?)+1, encontrada no
interior da raiz da funcao 4.30 admitir valores negativos. O grafico 4.1 descreve
a variagao da fungao f(r) com a dire¢ao radial. Avaliando numericamente essa
funcao, chega-se ao intervalo de 0 < r < ry =~ 1, 20905 onde os autovalores do gra-
diente de velocidade sao imaginarios conjugados. Essa andalise é importante, pois
a maioria dos critérios discutidos no capitulo 2 sao func¢oes da parte imaginéria
desses autovalores ou assumem, com base nos invariantes do tensor gradiente de
velocidades, esse estado complexo. Assim, o limite superior ry serd utilizado nos
graficos a seguir, com o objetivo de adimensionalizar a direcao radial.

O gréfico da Fig. 4.2 apresenta a variagao dos critérios @, A, )\]232+W2 H, He,

Vv

ct )

além do operador A}V, de acordo com a normalizacao apresentada no capitulo 3,
além do mdédulo da vorticidade, apresentada de forma normalizada em relacao ao

seu valor maximo no dominio. Todos os critérios foram avaliados no modelo de
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Fig. 4.2: Critérios Q, A, A\D"™W* H, He e AYY ao longo da direcdo radial, avali-
ados contra o médulo da vorticidade no modelo de vértice de Batchelor
vortice de Batchelor para ¢ = 0.5 e Wy = 10. Observa-se que todos os critérios,
nesse caso, concordam com a associagao de uma regiao vortical como uma regiao
onde os autovalores do gradiente de velocidades apresentam um par complexo
conjugado, pois identificam como fronteira da estrutura vortical axissimétrica,
com eixo alinhado com a dire¢ao z até r/ro = 1. O critério G, proposto por Kida
e Miura [8] se baseia nos autovetores da Hessiana da pressao apresenta valor
constante e igual a 0 em todo o dominio. Outro fato que deve ser apontado no
grafico é o fato de que o ponto r/ry = 1 representa também o ponto de inflexao da
curva de variacao da vorticidade. Esse fato reforca a importancia da avaliagao das
derivadas de segunda ordem da velocidade (nesse caso as derivadas de primeira
ordem da vorticidade), para uma avaliagdo completa tanto da dinamica da vor-
ticidade quanto da presenca de movimento vortical.
Devido a limitacao ao longo da distancia radial da regiao onde sao encontra-
dos autovalores imaginarios para o gradiente de velocidades, alguns critérios nao
podem ser avaliados até o limite r — o0, pois sao fungoes da parte imaginaria

Vv

. . T A
dos autovalores ou autovetores do gradiente de velocidades. Os critérios H.,, N

ci
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e A\Y.Y sdo exemplos de critérios que ndao podem ser avaliados ao longo de toda

Vv

A : L A
a distancia radial para o modelo de vértice de Batchelor. O critério {47, em
ct

particular, é nulo no intervalo 0 < r/rg < 1, por ser nula a parte real do auto-
valor complexo, o que caracteriza um movimento circular perfeito nessa regiao,
de acordo com sua formulacao. No ponto r/rg = 1 o critério AY¥ chega ao seu
limite, avaliando estruturas vorticais ao longo dessa regiao e percebe-se que esse
ponto delimita a fronteira de identificacao positiva de estruturas vorticais. Os
critérios H e H., nao atingem esse mesmo patamar de identificacao no ponto
r/ro = 1, pois suas formulagoes se baseiam no angulo que a vorticidade se encon-
tra defasado da velocidade normal as partes real e imaginédria dos autovetores de
Vv.

Os operadores ARiq,z,:s e AREM encontram-se, respectivamente, plotados nas
Figs. 4.3 e 4.4, sendo avaliados com o critério () e o seu respectivo critério objetivo
Q,, além dos operadores IR e AR“™%. Este ultimo, assim como o operador

ARMswiris apresentam valores nulos ao longo de todo o intervalo de r avaliado.

ceeeQ - =Qs — |soRatio ees AR (w-Q) — AR Al — AR A2 ---AR A3
1.00 e
) e
4
o

Fig. 4.3: Critérios @), Q)s, além dos operadores AR{‘Q’S, IR e AR~ avaliados ao
longo da diregao radial no modelo de vértice de Batchelor
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Fig. 4.4: Critérios @), ()5, além dos operadores AREQ,:J,, IR e AR avaliados ao
longo da direcao radial no modelo de vortice de Batchelor

Pode-se observar pelos gréaficos das Figs. 4.3 e 4.4 que os critérios baseados na
derivada material objetiva do tensor taxa de deformacao apresentam um diametro
menor para o vortice representado e, portanto, é mais restritivo nesse caso que
o critério ). O critério ),, pelo fato da vorticidade relativa ter relacao direta
com a parte fora de fase do tensor A,, apresenta comportamento semelhante.
Outros critérios baseados na vorticidade relativa, assim como o proprio médulo
de W — € e suas respectivas contrapartes nao-objetivas se encontram dispostas
nas Figs. 4.5 e 4.6. Como ja discutido no capitulo 3, o critério H nao apresenta
uma contra parte objetiva, visto que a velocidade nao pode, a principio sofrer

transformacao tal que a torne objetiva, mas com o mesmo fundamento fisico.



4. Resultados Analiticos 151

DY o LA A?2'W2 — - AD*#WDR-0D ....q —=-Qs —A As ol — |0l
1.00 ~ e ——— ——T e 1.00
—— T
\\ // et
0.90 | ! ! 7+ o~ 1 1 ! 0.90
\ / e
/ VAN
0.80 \ /" /s’ / 0.80
\ / F
0.70 \ /’ ) _.,/ ./ 0.70
\ // ,° ./ /
0.60 e S 0.60
Ve '\’/ ‘./ .
J X Hwll,
0.50 . £ s = 0.50
¢ A7 7
A -0l
0.40 /4 ’/ . 0.40
" /
B , |
0.30 ",/ /'/- \ i i T T 0.30
[ / \
0.20 L' 'S : A ! 1 1 1 . 0.20
/ / \
0.10 7’ \ 0.10
/ \
| AN
0.00 —— — e — — 0.00
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00
r/r,

Fig. 4.5: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da dire¢ao
radial no modelo de vértice de Batchelor
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Fig. 4.6: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da dire¢ao
radial no modelo de vértice de Batchelor

Observa-se nos grafico das Figs. 4.5 e 4.6 uma antecipacao da distancia radial
critica, a partir da qual os autovalores do gradiente de velocidade nao apresentam

mais autovalores imaginarios. Finalmente, o critério M, proposto por Haller [14],
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em sua formulagao objetiva, pode ser observado na Fig. 4.5, comparados com
outros critério existentes e propostos no presente trabalho. Na versao euleriana
deste critério nao ha margem para uma grandeza continua normalizada e, por-
tanto, sua representagao ¢ indicada pelo valor 0 ou pelo valor 1 (passa ou nao
passa). Observa-se a prorrogagao da diametro do vértice observado pelo critério,
proximo de valor radial a partir do qual a maioria dos critérios apresenta valor

igual a 1, nao mais identificando qualquer vértice a partir desse ponto.

e Q — Qs — Mz — IsoRatio

1.00 B T L Ak —

0.90 + .
/

0.80 /

0.70

0.60 —

w0 S
030 - 4.'-." [
om £
i

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00
r/ry

Fig. 4.7: Critério M, avaliado ao longo da direcao radial no modelo de vértice de
Batchelor

No que diz respeito as solucoes de vortices colunares livres de deformacao

axial em escoamentos viscosos, uma familia de solucoes foi proposta por Neuville

[67] cujas varidveis de similaridade sao

T = vt, n=-— (4.31)

As varidveis de similaridade apresentadas na Eq. (4.31), quando dispostas na

Eq. (4.19), resultam na relacao

82602 awz awz
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A Eq. (4.20) néo é levada em consideragdo porque w possui componente
somente na direcio z. Uma transformacdo do tipo w, = 7~ "*Ye™L(n) resulta

na equag¢ao de Laguerre

nl"+(1—n)L'+nL=0 (4.33)

cujas solugoes sao os polinémios de Laguerre [68] que possuem a forma

en

Ly(n) = e”j—; (ﬁ) (4.34)

assim, a solugao geral de (4.32) pode ser dada por

wo(n,7) = Cor™ e L, (1) (4.35)

n=0

O decaimento exponencial de w, com a evolugao de 7 indica que a vorticidade
se encontra concentrada em uma regiao com 7 << 1. Visto que os polinomios
L, (n) possuem n zeros, é possivel aplicar uma férmula recursiva para a obtengao

desses polinomios do tipo

Lo(n) =1 (4.36)

Li(n)=1-n (4.37)

Luy1(n) = (2n+ 1 =n)Ly(n) = n*Ln-1(n) (4.38)

Dois modos sao solugoes classicas de vértices colunares. O modo n = 0

descreve a solucao de vortice de Oseen-Lamb [69] e [70]

= 22 [t o (~22)] wm



4. Resultados Analiticos 154

w,(r,t) =

FO 7”2
- 44
drvt P ( 41/t) (4.40)

Essa solucao representa o decaimento viscoso de uma linha vortical de ¢ = 0

com circulacao finita I' = 27rvy que satisfazem as condicoes iniciais e de contorno

I'(0,0) = T, I'(0,t) =0, I'(o0,t) =Ty (4.41)

O comportamento do vortice de Oseen-Lamb para r >> 4vt se aproxima do
comportamento do voértice de linha, onde I'g = 27rvy. Para valores pequenos na
dire¢éo radial, quando vy = T'yr/(87vt), onde o movimento é similar a rotacao
de corpo-rigido. A distribuicao na direcao azimutal da velocidade na solucao de
vértice de Oseen-Lamb é praticamente a mesmo do vortice de Batchelor, sendo
que, no segundo caso, avalia-se o campo de velocidade em um instante de tempo
fixo ty e a direcao radial encontra-se reescalonada a partir de um fator \/4vt,.
Com o objetivo de normalizar a dire¢ao radial nas andlises realizadas no decorrer
do capitulo para essa solucao, sera aplicado o mesmo valor de rg do caso anterior,
quando foi estudada a solugao de vortice de Batchelor. Nas condigoes utilizadas
no exemplo que serd apresentado (I'y = 100 e ¥ = 10), 0 mesmo comportamento
experimentado no vortice de Batchelor ocorrera na solucao analitica de Oseen-
Lamb quando ty =~ 0,0314, ou seja, ro = /4vtg = 1,120905.

Novamente nessa solucao de vértice existe um patamar, que varia no tempo,
a partir do qual ao longo da direcao radial os autovalores do tensor gradiente
de velocidades nao apresentam mais valores imaginarios conjugados. Para que o
tensor gradiente de velocidades admita valores imaginarios, torna-se necessario,

nesse escoamento, que a seguinte condigao seja atendida

<0 (4.42)

1 Sut + 2r? —r? N Aut + 2r? —2r?
T 4utr eXP 4ut duvtr oXp 4ut

A condigao (4.42) reproduz a necessidade de avaliagao temporal do patamar a
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partir do qual o gradiente de velocidades admite valores imaginarios e é possivel

observar sua difusao, na direcao radial, de acordo com a Fig. 4.8.

4f(Ay3)

-

—t=1.00 —t=10.00 —t=100.00

Fig. 4.8: Funcao de determinacao da complexidade dos autovalores do gradiente
de velocidades no modelo analitico do vértice de Oseen-Lamb

O numero de Reynolds para esse tipo de escoamento pode ser definido pela

relagao

Rep, = —~ (4.43)

As Figs. 4.9-4.11 apresentam os critério @), A, >\]232+W2, AYY e H,, avaliados
contra o modulo da vorticidade, para a solucao de vértice de Oseen-Lamb para
instantes de tempo ¢t = 0,01, 10 e 100 para um numero de Reynolds baseado na

circulagao, Rer,, igual a unidade.
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Fig. 4.9: Critérios Q, A, A\D"*W* H,, além do operador A\Y¥ avaliados contra a
vorticidade no modelo de vortice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rer, = 1
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Fig. 4.10: Critérios Q, A, A\D**W* H.. além do operador AY¥ avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rer, = 1
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Fig. 4.11: Critérios Q, A, A\D"*W* H.. além do operador A\Y¥ avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rer, =
1

Os resultados apresentados nas figuras anteriores corroboram os resultados

e H., além

obtidos para o vértice de Batchelor, onde os critério @), A, A2D2+W2

do operador \Y.¥ capturam o mesmo diametro vortical em um mesmo instante de

tempo, e a medida que o tempo avanca, a regiao vortical é difundida na direcao

Vv

radial. O Critério G, assim como o operador {&; apresentam valores iguais a
ci

zero ao longo de todo o dominio, visto que ocorre um dominio dos termos fora
da diagonal principal do tensor gradiente de velocidades na base dos autovetores
da Hessiana da pressao para o primeiro e pelo fato da parte real do gradiente
de velocidades na base original do problema apresentar parte real igual a zero,
indicando um movimento circular de corpo rigido no plano formado pela parte
real e imagindaria dos autovetores de Vv.

Os critérios H e H, apresentam valores constante e iguais a 1 e zero, respec-
tivamente, seguindo a normalizacao descrita no capitulo 3, coerente com a idéia
de que a vorticidade e a velocidade sao ortogonais ao longo de todo a direcao
radial, e que o eixo de rotacao das linhas de corrente é coincidente com a vorti-

cidade, na regiao onde sao encontrados autovalores imaginarios para o gradiente
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de velocidades, visto que trata-se de uma solucao bidimensional.

Os operadores Asz e AR§2,3 encontram-se, respectivamente, plotados nas
Figs. 4.12-4.14 e 4.15-4.17, sendo avaliados com o critério () e o seu respectivo
critério objetivo @, além dos operadores TR, AR“™® ¢ ARPswis para os in-
stantes de tempo ¢ = 0,01, 10 e 100 para Rep, = 1. O operador AniRat ARZ é

indeterminado, visto que todos os seus termos avaliados no tensor A3 sdao nulos.
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Fig. 4.12: Critérios @, Q)s, além dos operadores AR{‘Q, IR, AR=% e ARWswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rep, = 1
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Fig. 4.13: Critérios @, @, além dos operadores ARf2, IR, AR~ ¢ ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rep, = 1
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Fig. 4.14: Critérios @, @s, além dos operadores AR{‘Q, IR, AR®™9 ¢ ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rep, = 1
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Fig. 4.15: Critérios ), Q,, além dos operadores ARJIB,Z:%’ IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rer, = 1
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Fig. 4.16: Critérios (), Q)s, além dos operadores AREZ?), IR, AR“=% ¢ ARPswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rep, = 1
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Fig. 4.17: Critérios @), Qs, além dos operadores AREZE% IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rep, = 1

A possibilidade de avaliacao das derivadas temporais no tensor A, resulta em
uma alteracao no comportamento do critério, quando comparado com a solucao
de vértice de Batchelor ou mesmo com os critérios existentes que se baseiam na
vorticidade. Destacam-se nesses resultados o fato de que os operadores ARE2 nao
avaliaram estruturas coerentes ao longo de toda a direcao radial, enquanto que os
operadores AR{%2 e ARP possuem valor diferente de um em uma regiao afastada
do eixo, comportamento nao evidenciado nos critérios e operadores dos graficos
4.9-4.11. Esse comportamento acontece por que o termo de aceleragao local tran-
siente apresenta valores relativamente altos, se comparados com os outros termos
de As. Esses valores tendém a se alinhar com a diagonal principal de A’;l, ou
seja, estao em fase com Aj.

Visto que a vorticidade relativa nesse caso aponta na mesma dire¢ao da vor-
ticidade, mas com sentidos diferentes, os critérios baseados na vorticidade, com
a excessao dos critérios H.s e H., que avaliam diretamente essa direcao, apre-
sentaram valores semelhantes em toda a direcao radial. O critério H., apresenta

valores iguais a unidade ao longo de toda a direcao radial. A vorticidade e a
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vorticidade relativa apresentaram comportamento semelhantes se normalizadas
pelos seus respectivos valores maximos, mas o médulo absoluto da vorticidade
relativa é relativamente superior ao da vorticidade. Esse comportamento pode

ser observado nos graficos das Figs. 4.18-4.20

—/\5’2”V2 /\?AWZ — - AD*#W2iD-aD ....q —=-Qs A As ol — w0l
1.00 e 1.00
~ /.—---
N\ -7
0.90 \ / 0.90
\ -
0.80 ‘\ // 1 0.80

\ 1
0.70 - \ / : ,‘ ; 1 - 0.70

\ / : Hwll,
fo SN R S N ! 0.50

0.50 ;7T -\

’ N [lw-Q[]
0.40 ; 0.40
y \
0.30 7 / N\ 0.30
/ \
0.20 = / AN 0.20
. _ \
/ h
0.10 Vaard ~ 0.10
. /' ~
/ ~
0.00 R e O E— 11
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
r/r,

Fig. 4.18: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da dire¢ao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rer, = 1
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Fig. 4.19: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da dire¢ao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rer, =1
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Fig. 4.20: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da direcao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rer, = 1

Nos gréaficos das Figs. 4.18-4.20 destaca-se o comportamento do critério

2 2 _ . . o~ . ~
)\]23 FWHDR-OD fronte aos demais e a zona de transicdo que o operador dispde

entre a regiao vortical e a regiao onde nao mais sao observadas essas estruturas,
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devido a mudancas no valor do autovalor associado ao critério e a consequente
mudanca na diregao principal da Hessiana da pressao, quando avaliada em sua
plenitude. Novamente os critérios G e G, apresentaram valores iguais a zero ao
longo de toda a direcao radial, devido a superioridade dos termos de Vv em fase
com D2 + W~ e D2 + W2 4+ DQ — QD frente aos termos fora de fase. Visto que
o campo de velocidades do vértice de Oseen-Lamb ¢é bidimensional, o Det(D) é
nulo e o critério M, torna-se indeterminado ao longo de todo o dominio.
Avaliando a influéncia do nimero de Reynolds no escoamento, a partir das
mudancas nos critérios e operadores de identificacao de estruturas vorticais, temos
que os critérios Q, A, AP"TW* AV ¢ H,, avaliados contra o médulo da vortici-
dade, para a solucao de vértice de Oseen-Lamb para instantes de tempo t = 0, 01,
10 e 100 para um numero de Reynolds baseado na circulagao, Rer,, igual a 10

tém seus comportamentos apresentados nos graficos das Figs. 4.21-4.23.
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Fig. 4.21: Critérios @, A, )\]232+W2, H., além do operador \Y." avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rer, =
10
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Fig. 4.22: Critérios Q, A, A\D"*W* H.. além do operador AY¥ avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rep, =
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Fig. 4.23: Critérios @, A, )\]232+W2, H., além do operador \Y. avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rep, =
10

Observa-se praticamente a inexisténcia de diferencas nos critérios apresenta-

dos nos graficos das Figs. 4.21-4.23 com relagao aqueles apresentados anterior-
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mente com o nimero de Reynolds igual a unidade. Somente o operador AY¥
apresenta significativa diferenca. Os operadores Asz e AR’EZ3 encontram-se,
respectivamente, dispostos nos graficos das Figs. 4.24-4.26 e 4.27-4.29, sendo
avaliados com o critério () e o seu respectivo critério objetivo (), além dos op-
eradores IR, AR*~® e ARPswirs para, os instantes de tempo ¢ = 0,01, 10 e 100,

porém com um numero de Reynolds baseado em I'y, Rer,, igual a 10.
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Fig. 4.24: Critérios @, Q)s, além dos operadores AR{‘,Q, IR, AR~ e ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rep, = 10
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Fig. 4.25: Critérios @, Q,, além dos operadores ARf2, IR, AR~ ¢ ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rer, = 10

ceeeQ - =Qs — |IsoRatio ~——AR NswirlS ees AR (w-Q) — ARA1 — AR A2
1.00
T coescsvsccssccccccss
\ 4/ ........ooao
0.90 \ 7 L
\\ /;// . '.'
0.80 \ //7 o*
’ \\\ Z .'.
0.70 W ’e /
; % -
\\ 3 // .
L v~ — 7 // B
0.60 N4 h -
.. I :
N7
C 0.50 \ -.. 7 1 :.
o :
0.40 \. AN
N o
\ / | N
0.30 ke ’ :
AT :
0.20 o N :
' VA I :
/ . . .
0.10 ~f \. / ]
i \ N ‘% .
e | “ s
0.00 ==t .
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00 70.00
r/ry

Fig. 4.26: Critérios @, Q)s, além dos operadores AR{‘Q, IR, AR~ ¢ ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rer, = 10
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Fig. 4.27: Critérios ), Q),, além dos operadores ARJIB,Z:%’ IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rer, = 10
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Fig. 4.28: Critérios (), Q)s, além dos operadores AREZ?), IR, AR“=% ¢ ARPswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rep, = 10
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Fig. 4.29: Critérios @), Qs, além dos operadores AREZE% IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100 e Rer, = 10

E possivel observar nas Figs. 4.24-4.29 uma completa mudanga no comporta-
mento dos operadores ARfZg, IR, AR®=® e ARMwins com relacio aos resultados
mostrados para Rer, igual a unidade. Isso ocorre por que, diferente da situacao
anterior, os termos que tornam objetivo o tensor A, ganham relevancia em relacao
aos termos de aceleracao local transiente do mesmo, um vez que a circulacao
maior implica na acentuacao da difusao no dominio, diminuindo a distancia a
partir da qual os critérios baseados no tensor A, identificam estruturas vorticais
no dominio.

Alguns dos critérios baseados na vorticidade relativa, assim como suas con-
trapartes originais encontram-se dispostas nos graficos das Figs. 4.30-4.32 para
Rer, igual a 10. O critério H., possui valores iguais a 1 até o ponto onde o
gradiente de velocidades objetivo apresenta autovalores imagindrios, que nesse
caso é o mesmo ponto representado pelo gradiente de velocidades nao-objetivo,
visto que a vorticidade relativa encontra-se no sentido contrario da vorticidade e
o vetor formado pelas partes real e imaginaria do autovetor complexo de Vv. O

operador \Y.Y possui o mesmo comportamento de sua contraparte nao-objetiva,
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AYY, e também nao se encontra disposto nos graficos.
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Fig. 4.30: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da direcao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01 e Rer, = 10
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Fig. 4.31: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da direcao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10 e Rep, = 10
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Fig. 4.32: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da direcao
radial no modelo de vortice de Oseen-Lamb para t=100 e Rer, = 10

O escoamento de Oseen-Lamb reforca a necessidade de critérios que identi-
fiquem estruturas vorticais, mas que sejam sensiveis a caracteristicas dinamicas
do escoamento e nao somente cinemdticas. Os critérios baseados no tensor A,
mostram-se sensiveis a variagao no numero de Reynolds e a sua relagao de efeitos
contra os efeitos locais transientes no escoamento.

O modo n=1 do polinomio de Laguerre representa o modelo analitico de

vortice de Taylor [71], cujo campo de velocidades é dado pela fungao

Mr —r?
vg(r,t) = S P (E) (4.44)

e com vorticidade dada pela relagao

M r? —r?
(rt)=——(1—— — 4.45
ws(r 1) 2nvt? ( 4yt) P (4Vt) (4.45)

Nas funcoes descritas acima, M representa o momentum angular total com

relacao a direcao radial e é dado pela integral
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M:/ 2mr2vg dr. (4.46)
0

Essa solucao analitica de vortice tem circulacao total nula, visto que a vorti-
cidade muda de sinal quando Z—jt > 1 e M finito. Cabe notar que a vorticidade
nessa solucao de vértice é igual a derivada temporal da vorticidade da solucao
de Oseen-Lamb e, assim como o caso anterior, novamente torna-se necessaria a
avaliacao do patamar a partir do qual, na direcao radial, o escoamento passa a
nao mais admitir autovalores imaginarios, o que acarreta na alteracao na regiao
vortical avaliada pelos principais critérios. Entretanto, Alguns outros pontos
devem ser examinados nesse escoamento para que seja possivel a topologia da
distribuicao dos critérios na direcao radial e ao longo do tempo.

As Figs. 4.33-4.35 apresentam os critério @), A, )\]232+W2 e H,, além do oper-
ador A\YY para a solucdo de vértice de Taylor para instantes de tempo ¢ = 0.01,
10 e 100 para valores de M = 100, equivalente ao valor de I'y para a solugao
de vértice de Oseen-Lamb com Rer, = 10 e v = 10. O operador \Y Y/ Y até

AYY = 0.5, pois a parte real do autovalor complexo do gradiente de velocidades

Vv é nula, assim como nas solucgoes de vortice de Batchelor e Oseen-Lamb.
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Fig. 4.33: Critérios Q, A, A\D"*W* H.. além do operador AY¥ avaliados contra a
vorticidade no modelo de voértice de Taylor para t=0,01
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Fig. 4.34: Critérios Q, A, )\]232+W2, H,, além do operador \Y,V avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Taylor para t=10
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Fig. 4.35: Critérios Q, A, A\D"*W* H.. além do operador AY¥ avaliados contra a
vorticidade no modelo de vértice de Taylor para t=100

Observa-se nos graficos das Figs. 4.33-4.35 a existéncia de um ponto de des-
continuidade na derivada das curvas referentes aos critérios que ocorre devido a
mudanca na orientacao da vorticidade, como pode ser observado na curva asso-
ciada. Com a excessao desse fato, todas as curvas dos critérios dispostas nessas
figuras sao equivalentes aquelas apresentadas na solugao de Oseen-Lamb, onde
novamente todos os critérios concordam na indicacao de um diametro inico para
o vértice formado pelo escoamento de Taylor.

Os operadores AR{;, AREM, IR, AR“~% ¢ ARMswiris encontram-se dispostos
para os instantes de tempo ¢ = 0.01, 10 e 100 nas Figs. 4.36-4.41. O critério AR3

¢ indeterminado, visto que todos os termos avaliados pelo critério sao nulos.
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Fig. 4.38: Critérios @, @, além dos operadores ARf2, IR, AR~ ¢ ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Taylor para t=100
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Fig. 4.39: Critérios ), Qs, além dos operadores ARlBiz’g, IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vortice de Taylor para t=0,01
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avaliados no modelo de vortice de Taylor para t=10
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Fig. 4.41: Critérios ), Qs, além dos operadores ARlBiz’g, IR, AR~ ¢ ARMswiris

As curvas das Figs. 4.36-4.41 mostram a evolugao transiente do escoamento,

e denotam uma grande diferenca dos critérios avaliados com o avanc¢o no tempo.

Essa mudanca ocorre, por que, diferentemente do escoamento de Oseen Lamb,
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mantendo-se a distancia r constante, o campo de velocidade varia no tempo com
1/t2, o tensor taxa de deformacao com 1/t3 e a derivada local transiente do tensor
taxa de deformacao com 1/t? e, conseqiientemente a extingao desse vértice com
o avanco no tempo. A segunda descontinuidade observada nas figuras referentes
at = 10 e t = 100 pode ser constatada avaliando-se os sinais das derivadas
temporais do tensor taxa de deformacao que mudam uma vez ao longo de r.
Por se tratar de um comportamento apresentado pela variacao transiente na
taxa de deformagao, este nao é avaliado pela maioria dos critérios existentes na
literatura. Outra questao que cabe ressalto é o fato de que, ao longo da direcao
radial, a derivada transiente do tensor taxa de deformagao apresentou valores
relativamente altos com relacao aos valores fora da diagonal principal, o que
ajuda a confirmar a importancia do termo transiente e suas respectivas variaveis
nos critérios.

Alguns dos critérios baseados na vorticidade relativa, assim como suas con-
traparte originais encontram-se dispostas nos graficos das Figs. 4.42-4.44. Assim
como na solugao de vortices de Oseen-Lamb, o vértice de Taylor apresenta a vor-
ticidade relativa com o mesmo comportamento da vorticidade, mas com modulos
relativamente diferentes que, normalizados pelos seus valores maximos, apresen-
tam comportamento semelhante. O critério H., possui valores iguais a 1 até o
ponto onde o gradiente de velocidades objetivo apresenta autovalores imaginarios,
que nesse caso ¢ o mesmo ponto representado pelo gradiente de velocidades nao-
objetivo. O operador A?’ apresenta o mesmo comportamento de sua contraparte

nao-objetiva, A\Y¥ e nao encontra-se disposto nesses gréficos.
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Fig. 4.42: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da dire¢ao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=0,01
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Fig. 4.43: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da direcao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=10
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Fig. 4.44: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados ao longo da direcao
radial no modelo de vértice de Oseen-Lamb para t=100

4.1.1.2 Vortices Colunares Viscosos com Estiramento Axial

O estiramento axial ocorre quando a componente z da velocidade é também
uma fungao dessa coordenada, ou seja, v, = v,(r, z,t), visto que serdo tratadas
somente solucoes axissimétricas de vortices nessa secao. A funcao mais simples

de dependéncia axial da velocidade v, é linear e uniforme

v,(z,t) = y(t)z, v (1, t) = —%v(t)r, v>0 (4.47)

Nesse caso representado no campo de velocidades (4.47), a vorticidade tem
somente uma componente, em z. Aplicando esse campo de velocidades na Eq.

(4.4), temos que

ow, v 0 (Tf)wz) 1 Ow, v, (4.48)

=—= + —r
ot r or or 27 or
Do lado direito da Eq. (4.48), o segundo termo representa a advecgao radial,
enquanto que o terceiro e ultimo termo representa um estiramento uniforme. Se

um filamento material tem comprimento unitario em ¢ = 0, em um instante de



4. Resultados Analiticos 181

tempo ¢ = ty seu comprimento serd

S(t) = exp (jgwq(tﬁcﬁf) (4.49)

Seguindo os trabalhos de Lundgren [72] e Kambe [73], estes autores pro-

puseram as seguintes variaveis de similaridade

» = SV2(0)r, TE/Wawﬁﬁ (4.50)
0

Aplicando as duas varidveis de similaridade na Eq. (4.48), temos que

Ow, S 0 ow,
_ Z 2 4.51
5% 7w2+vw8w(¢aw) (451)
entretanto, visto que
oS 0S5 dt

é possivel obter finalmente uma versao da Eq. (4.19), mas em termos das variaveis

de similaridade (¢, 7)

ow; v 0 Ow,,* f ol
8T_¢a¢(w8¢>’ wr =5 w, (4.53)

Assim, aplicando a transformada de Lundgren qualquer solucao de vértice
puro pode ser utilizada para gerar uma nova versao com estiramento axial a

partir da relacao

w,(r,t) = S(t)w: <81/2(t)r,/0f5(t’) dt’.) = S(t)wi (¢, ) (4.54)

O escoamento transformado pelo operador (4.80) possui o mesmo compor-
tamento do escoamento original. Um exemplo de escoamento transformado é a
solucao de vortice de Oseen-Lamb. Quando esta é submetida a uma deformacao

axial uniforme v obtém-se a relacao
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w,(r,t) = V—FO)eXp ( ﬂ) : (4.55)

4 (1l — et 1 —et
Integrando a equacao anterior ao longo da direcao radial, é possivel encontrar

o campo de velocidades na dire¢ao azimutal

Iy yr?2u
vg(r,t) = — |1l —exp | ————— 4.56
o) = 5 1= e (202 (4.56)
Avaliando a solucao do problema para t — 00, encontra-se uma solugao
assintética de vértice com raio § ~ (/)2 que existe somente se v > 0. Trata-se

do consagrado vértice de Burgers[36]. Este escoamento é equivalente a solucao

de Oseen-Lamb, para t = 1/ e é dado pelo campo de velocidades

o) = —Ir up(r) = A0 (1 _ e—”Jf> L wl)=nz (457)

O modelo de vortice de Burgers foi um dos primeiros a ser utilizado na mod-
elagem de estruturas coerentes em escoamentos turbulentos. Uma propriedade
importante desse tipo de escoamento é que a dissipacao total por unidade de

comprimento na direcao z é finita, mas independente da viscosidade v

pv /OOOQWng(T) dr. = %71;(2) (4.58)

Assim, a dissipacao permanece com valores finitos, mesmo que v — 0, prer-
rogativa fundamental da turbuléncia [74]. Essa solugao de vértice é largamente
utilizado na andlise de novos critérios de identificacao de estruturas vorticais.
Destacam-se os trabalhos de Chakraborty et al. [6] e Wu et al. [7], que uti-
lizaram esse escoamento como base para fundamentar seus respectivos critérios.

O numero de Reynolds para o escoamento de Burgers pode ser definido a

partir da relacao
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Rep, = —~ (4.59)

A funcao que define a presenca de autovalores imaginarios para o gradiente

de velocidades pode ser dada pela relagao

7= ((1 +i?)es - 1) (1 - e‘§2> (4.60)

onde

F=ry)L (4.61)

Assim quando o valor de 7 é, aproximadamente, maior que 1,585 o gradiente
de velocidades nao apresenta valores imaginarios, sem qualquer dependéncia com
o valor do nimero de Reynolds. As Figs. 4.45-4.47 apresenta os critérios @,
A, AP*+*W? g além dos operadores AYY e AYY/AYY plotados para o vértice de

Burgers para nimeros de Reynolds iguais a 1, 10 e 100.
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Fig. 4.45: Critérios Q, A, A\P**W* H,. além do operador AYY e AY¥/AYY avalia-

dos contra a vorticidade no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 1



4. Resultados Analiticos 184

-Q --n Y oAy — He ol | —AT/AT
1.00

1.00 Ser—1 -
R e

0.90 = 0.90

0.80 0.80

0.70 - : Sy - 070
/
- 0.60
[wl]
- 0.50
0.40
0.30

0.20

r 0.10

2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00

r/r,

Fig. 4.46: Critérios Q, A, A>**W* H_ além do operador AV e A\YY/AYY avali-
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ados contra a vorticidade no modelo de vértice de Burgers para
RBFO =10
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Fig. 4.47: Critérios Q, A, AP**W’ H,. além do operador AV e AYY/AYY avali-

"
ados contra a vorticidade no modelo de vértice de Burgers para

Rer, = 100

E possivel observar que para valores de Reynolds baixo nao é observado movi-

mento vortical para os principais critérios dispostos nas Figs. 4.45-4.47, com
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Vv e )\CVV

excessao dos operadores A, vV /AY.Y. Diferente das solugoes de vértices apre-
sentados anteriormente, os critérios baseados na vorticidade nao identificam um
diametro unico para o vortice de Burgers, e divergem quanto ao tamanho da es-
trutura colunar resultante do escoamento. Isso acontece por causa da presenca no
escoamento de estiramento axial, o que modifica o valor encontrado pelos diversos
critérios de acordo com seu balanceamento entre o tensor taxa de deformacao e
a vorticidade.

Os operadores ARfZg, AREZ& IR, AR~ e AR"™swirs encontram-se plotados

para o vortice de Burgers para niimeros de Reynolds iguais a 1, 10 e 100 nas Figs.

4.48-4.53. Os operadores sao comparados com os critérios @) e Q).

-Q - -Qs — IsoRatio ——AR NswirlS ees AR (w-Q) — ARA1 — AR A2 ---AR A3
§ EREr A TRt < 4o

ooy
Ceeslats

0.80

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00
r/ry

Fig. 4.48: Critérios @, Q,, além dos operadores ARf‘g, IR, AR~ ¢ ARPswirts
avaliados no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 1
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Fig. 4.49: Critérios @, Qs, além dos operadores AR{"273, IR, AR“=% ¢ ARPswiris
avaliados no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 10
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Fig. 4.50: Critérios ), Q),, além dos operadores AR{{Z?’, IR, AR ¢ ARWswiris
avaliados no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 100
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Fig. 4.51: Critérios ), Q),, além dos operadores ARJIB,Z:%’ IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 1
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Fig. 4.52: Critérios @), Q)s, além dos operadores AREZ?), IR, AR ¢ ARWswiris
avaliados no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 10
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Fig. 4.53: Critérios @), Qs, além dos operadores AREZE% IR, AR~ ¢ ARMswiris
avaliados no modelo de vértice de Burgers para Rer, = 100

Observa-se nos graficos das Figs. 4.48-4.53 que os critérios baseados no A,
também apresentam restricoes quanto a captura de estruturas vorticais para
numero de Reynolds baixos. Esse fato acontece nesses critérios devido a relevancia
dos efeitos de deformagcao extensional, representado pela constante v no campo de
velocidades (4.81). Os termos de deformacao extensional no tensor A, encontram-
se em fase com o tensor A; e, a medida que o nimero de Reynolds tem seu
valor elevado, os efeitos de deformagao de cisalhamento e rotagao pura ganham
relevancia e ultrapassam os termos de deformagao extensional.

Os critérios baseados na vorticidade relativa encontram-se dispostas nos graficos
das Figs. 4.54-4.56. Novamente nessa solucao de vértices a vorticidade rela-
tiva apresenta comportamento semelhante a vorticidade e os critérios apresentam
comportamento semelhante. Pelo fato de W W apresentarem sinais opostos, o

critério H,,, diferente de H, é constante e igual a unidade até r/ry ~ 1,585. Os

Y%

operador A\Y.Y e A\YV/AYY apresenta o mesmo comportamento de suas respectivas

contrapartes nao-objetiva, AY.Y e AY.Y /AYY.

Cct T
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Fig. 4.54: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados no modelo de
vortice de Burgers para Rep, = 1
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Fig. 4.55: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados no modelo de
vortice de Burgers para Rep, = 10
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Fig. 4.56: Critérios baseados na vorticidade relativa avaliados no modelo de

vortice de Burgers para Rep, = 100

4.2 Escoamentos com Linhas de Corrente Cadticas

Escoamentos que produzam linhas de corrente cadticas sao de grande interesse

no estudo de critérios de identificacao de vortices, pois sao encontrados nesses
regioes que muitas vezes desafiam a identificagao de estruturas vorticais, prin-
cipalmente em critérios que se baseiam em entidades fisicas primarias para a
identificacao, como o campo de pressao ou mesmo a vorticidade. Além disso, a
anisotropia da orientagao de estruturas vorticais muitas vezes encontradas nesses
escoamentos favorece, em um primeiro momento, a verificacao do critério quanto
a busca por esse tipo de alinhamento antes de iniciar um estudo mais aprofundado
em resultados numéricos.

Apesar de serem largamente utilizados no estudo de trajetérias lagrangianas,
muitas vezes sua concepcao advem de equagoes de transporte e propriedades
em sua forma euleriana, portanto, torna-se possivel o estudo mais aprofundado
de critérios de identificagao de estruturas vorticais eulerianos e a observacao da

presenca de padroes cadticos nesse tipo de escoamento.
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Serao estudados nessa se¢ao dois escoamentos famosos por apresentarem esse
comportamento cadtico nas trajetorias percorridas no dominio, sendo avaliados
os critérios propostos no capitulo 3, assim como alguns critérios existentes e suas

contrapartes objetivas.

4.2.1 Escoamento de uma Gota Imersa em Fluido de Stokes

O estudo apresentado por Stone et al.[75] propoem um modelo analitico para
representar o comportamento das linhas de corrente dentro de uma gota esférica,
imersa em um escoamento sob regime de Stokes. Esse estudo foi motivado pelo
estudo anterior apresentado por Bajer e Moffatt [76] que demonstrou que um
escoamento confinado com divergente da velocidade nulo (V - v = 0) em regime
permanente nao apresenta necessariamente linhas de correntes fechadas, o que
dificulta o surgimento de linhas de corrente cadticas.

Os autores ressaltam o fato de que, apesar do escoamento ocorrer em regime
de Stokes, onde as equacao sao lineares no que diz respeito ao campo de veloci-
dades, essa linearidade do escoamento ocorre na relacao entre a velocidade da
gota esférica e efeitos provenientes do escoamento externo que tem influéncia di-
reta somente na taxa de deformacao e na vorticidade. A descricao de trajetorias
lagrangianas relacionada diretamente a cinemadtica do escoamento é dada por
funcoes nao lineares e tridimensionais, o que torna um desafio a identificagao de
estruturas vorticais realizada por meio de critérios que se baseiam nos tensores
taxa de deformacao e vorticidade.

O escoamento considera o escoamento de uma gota esférica, constituida por
um material de densidade p e viscosidade pu, imersa em um fluido Newtoniano
com densidade p e viscosidade p. O sistema de coordenadas do problema se move
com o centroide da gota e, longe da regiao de influéncia da gota, assume-se que

o fluido se encontra submetido a um movimento linear na forma

1
uoo(x):U+§w><x+D-x (4.62)



4. Resultados Analiticos 192

As equagoes de Stokes incompressiveis em regime permanente sao resolvidas
externa e internamente a regiao delimitada pela gota, levando em consideracao
as condic¢oes de contorno de continuidade tanto da velocidade na interface quanto
da tensao na direcao tangencial. No presente trabalho, sera considerado que a
diferenca de propriedades do material é pequena o suficiente para desconsiderar
as forcas de corpo atuante na gota, nesse caso representada pelas forcas de em-
puxo. Além disso, visto que a gota se encontra em equilibrio com o meio externo,
desconsideram-se, forcas advindas da diferenca de aceleracao entre fases, como os
efeitos de massa adicionada. E importante ressaltar que, se a gota acelerasse com
relacao ao referencial inercial e, conseqiientemente, seu sistema de coordenadas
de referéncia, a utilizagao de critérios invariantes galileanos ja nao se justificaria,
visto que a aceleracao do referencial é uma transformacao euclidiana.

No caso do escoamento de uma gota em um fluido de Stokes sem forcas de
empuxo atuando, temos que o campo de velocidades interno a gota pode ser

escrito a partir da relacao

1

T )

1
[(5r* = 3)D-x — 2xx-D - x| + F@ X X (4.63)

Na Eq. (4.63) todas as velocidades foram adimensionalizadas por Sa, onde
S é a taxa de cisalhamento caracteristica do escoamento, a é o raio da gota e
r? = x-x é a. Além disso, o termo N, = p/p representa a razao de viscosidades
entre a gota e o meio. Os termos da equacao definem efeitos distintos de estira-
mento e contracao de elementos materiais se movendo ao longo da regiao onde as
solicitagoes de deformagao sao mais relevantes (no centro da bolha, por exemplo),
além de regides de movimento de rotagao de corpo rigido.

O termo de razao de viscosidade pode ser retirado da Eq. (4.63) reescalando-a.

Se a solugao de (4.63) correspondente a condigao inicial X como x(t, X;w, D, 1+

N, ), pode-se chegar conclusdo que
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x(t,X;w,D,14N,) = x (t, X: w, %, 1) —x (1+t—m X:(1+ N,)w,D,1+ Nu)

(4.64)

Assim, para qualquer valor de razao de viscosidades, dada uma condicao ini-

cial, sua solucao pode ser obtida para o caso N, = 0 simplesmente reescalando o

tempo e a vorticidade juntas ou o tensor taxa de deformagao. Ou seja, o aumento

da viscosidade do material da gota, resulta no aumento do tempo de integragao
necessario para a avaliacao das trajetorias.

O sistema de coordenadas do problema é escolhido de forma a se alinhar com

a base canonica do tensor taxa de deformagao D, resultando na seguinte descricao

D = 0 Doy 0 (4.65)
0 0 —(Di1+ D)

Avaliando o tensor taxa de deformacao como funcao da relagao de velocidades

a= g—ﬁ, temos que o mesmo pode ser reescrito na forma

1/(1+ a) 0 0
D= 0 a/(l+a) 0 (4.66)
0 0 ~1

Finalmente, a Eq. (4.63) pode ser descrita com base nas suas componentes,

em coordenadas cartesianas, de acordo com as fungoes

de 1 ) z? ay? ) 1

%_5{(57“ _3)1+a_2x(1+a+1+a_z +§(wyz—wzy) (4'67)
dy 1 (52— 3) ay 5 x? N ay? ) —I—l( ) (468)
a2 |V 1ra “Y\iva"11a ~ g Wt T eR) R
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2 2

x a 1
—(5r2—3)z—2z<1+a+ 1}:@—%)] +§(wxy—wym) (4.69)

dz

1
dt 2

O dominio de estudo desse campo de velocidade pode ser reduzido se forem

observadas as seguintes invariancias:

— Restricao da analise ao intervalo 0 < a < 1 devido a invariancia com respeito
as transformagoes:

Ty, YT, (Wh,wy,w,) = (—wy, —wy, —w,) (4.70)

— Restricao da analise em w, > 0 devido a invariancia com respeito as trans-
formagoes:

T =T, Wy = —WY, W, = —W, (4.71)

— Restricao da analise em w, > 0 devido a invariancia com respeito as trans-
formagoes:

T =2, Wy = —WT, Wy —> —Wy (4.72)

Conforme avaliado por Stone et al.[75], para os casos com w = 0, 0 campo
de velocidades é integravel, o escoamento é axissimétrico e existe uma funcao de
corrente ¢, que, em coordenadas esféricas (r, 0,1) pode ser escrita de acordo com

a funcao

W(r,0) = %r?’(r2 —1)sin? 6 cos (4.73)

A representacao dessas linhas de correntes pode ser observada na Fig. 4.57.

No caso da vorticidade estar alinhada com o eixo z, a funcao de corrente também
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N

Fig. 4.57: Geometria das linhas de corrente do escoamento de Stokes ao redor de
uma gota esférica para w = 0. Os pontos pretos representam pontos
de cela ou pontos fixos.

pode ser avaliada de acordo com a fungao (4.73), mas as trajetérias lagrangianas

mudam, pois a posigao ¢(t) varia, nesse caso, diretamente com o tempo ¢, fazendo

com que essas trajetorias possam percorrer uma superficie de corrente, depen-
dendo do médulo da vorticidade. Nos casos em que w # 0 e que nao se encon-

tram alinhados com a direcao z, linhas de correntes cadticas sao observadas e o

escoamento torna-se muito mais complexo.

Inicialmente serao dispostos os resultados para w = 0, com alguns critérios
avaliados nos capitulos anteriores, juntamente com os novos critérios e operadores
discutidos no capitulo 3. Os critérios @, Qs, A e A, além dos moédulos da
vorticidade e da vorticidade relativa, ponderadas pelos seus valores maximos,
encontram-se dispostos na Fig. 4.58. Os contornos dessas variaveis sao avaliados
no plano x = 0 e avaliados em um dominiocom 1 <z <1, 1 <y<lel <2z <1,

além das constantes do escoamento configuras com o raio da esfera, «, igual a
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unidade.

Nota-se nos contornos da Fig. 4.59 que, devido a diferenca em suas for-
mulagoes matemadticas os critérios A é menos restritivo que o critério @), assim
como suas contrapartes objetivas. Além disso, nota-se a formacao de duas estru-
turas peculiares presentes simetricamente em forma de “8” nos critérios basea-
dos na vorticidade relativa, assim como seu proprio médulo. Os quatro critérios
também corroboram com a idéia de uma regiao de estiramento acentuado ao longo
de toda a regiao de simetria das linhas de corrente do escoamento, enquanto que
as regioes vorticais surgem distantes do centro da esfera.

’ . o, 2 2 2 W2
Os gréficos da Fig. 4.59 apresenta os contornos dos critérios A2~ W A2 TW

e )\]232+W2+DQ’QD, além dos critérios G e G e do operador ARF | baseado no plano
normal ao terceiro autovetor da Hessiana da pressao.

E possivel observar nos contornos da Fig. 4.59 a semelhanca entre os critérios
baseados na vorticidade relativa, novamente com a formagao de uma estrutura
em “8” em y ~ +0,5. A Fig. 4.60 dispde os contornos de A%¥ e AYY/\YY, assim
como suas versoes objetivas, )\? e )\CVT"/ A?, além dos modulos da vorticidade e
da vorticidade relativa, ponderadas pelos seus valores maximos.

Os operadores AY,Y e AYY /AYY, assim como suas versoes objetivas demonstram
que as regioes que nao apresentam autovalores imaginarios para o gradiente de
velocidades, representadas em vermelho englobam as regioes onde nao sao obser-

2
W7 o que reforca a neces-

vadas estruturas vorticais pelos critérios ), A e )\2Dz
sidade da existéncia de autovalores imaginarios como um requisito inicial para a
identificacao de estruturas vorticais, no que diz respeito a esses critérios. A Fig.
4.61 apresenta os contornos dos critérios H, H, e H.,, assim como os médulos da
vorticidade e da vorticidade relativa e o operador AR™swirls,

A Fig. 4.61 mostra que enquanto toda a regiao do plano de corte aplicado
apresenta valores igual a 0,5 para o critério H, que resulta no fato de que a

vorticidade e a velocidade se mantém perpendiculares ao longo de toda a regiao

avaliada, os critério H, corrobora com os operadores AY.¥ e A\YY/AY.Y, assim como
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os critérios H,.4 apresenta semelhanca, apesar de dispor um contorno mais estrat-
ificado, com os operadores objetivos )\? e )\CVT"/ /\?.

As Figs. 4.62, 4.63 e 4.64 apresentam os contornos dos operadores AR{"M,
ARfQ’g, IR, AR~ AR™wins ¢ ARP avaliados comparativamente aos critérios
Q e Q,. Nota-se nesses contornos a semelhanca do operador ARP com o oper-
ador AR“~ e do operador ARY com o operador [R. Essa semelhanca é devido
principalmente a diferenca nas formulagoes. Enquanto que os operadores AR‘I‘{Q,3
avaliam o quanto cada uma das posicoes da diagonal principal ultrapassa os re-
spectivos valores associados fora da diagonal principal, semelhante ao operador
IR, os operadores ARE2’3 realizam essa mesma avaliagao, mas nas diregoes prin-
cipais de deformagao. Outro fato que deve ser ressaltado é a relativa semelhanca
entre os operadores ARPswiris ¢ ARY | principalmente no que diz respeito a regiao
onde nao sao avaliados vortices. Visto que no regime de stokes as forcas de
pressao contrabalanceam as forgas viscosas e, portanto, é natural que as diregoes
principais da Hessiana da pressao nesse caso estejam proximas a direcao principal
do eixo de rotacao de filamentos materiais no escoamento. Finalmente, deve-se
ressaltar o fato de que os novos operadores introduzidos no presente trabalho
apresentam padroes tipicamente cadticos em campos eulerianos.

As Figs. 4.65-4.71 apresentam os mesmos critérios descritos anteriormente,
mas avaliados para w, = 5 e w, = w, = 0 nas Eqs. (4.67) e (4.68). Os critérios
Q,Ae )\]232+W2 apresentam comportamento semelhante, identificando uma tnica
grande estrutura vortical que engloba grande do dominio e cujo centro coincide
com o centro da gota. Esses critérios diferem somente na delimitagao da fronteira
desse vértice. Entretanto, suas respectivas contrapartes objetivas nao apresen-
tam variagoes relevantes se comparados com aqueles relacionados com o caso

w = 0. Também os operadores \Y.¥ e A\YY

JAYY apresentaram relativa alteragoes
com aqueles avaliados no caso w = 0 enquanto que os operadores \Y.¥ e AY.Y /AYY
nao evidenciaram alteragoes nos padroes vorticais avaliados. Com relagao aos

critérios baseados na Hessiana da pressdo proposta por Jeong e Hussain [3] e
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a obtida diretamente no escoamento, temos que grande alteracoes foram encon-
tradas nessa segunda categoria, no que diz respeito aos critérios GG e sua con-
traparte objetiva Gy com relagdo ao caso apresentado inicialmente nessa segao.
Com relacao aos novos operadores apresentados nesse trabalho, os tnicos que

apresentaram relativa mudanca foram os operadores AR®swiris ¢ ARY.
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Fig. 4.58: Critérios @, Qs, A e A, e os modulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento de
uma gota imersa em um fluido de Stokes com w = 0.
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Fig. 4.59: Critérios AD"tW~ \DTFW  \DTHWHHDQ-AD o 7 “além do operador
ARP para o escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes
com w = 0.
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Fig. 4.61: Critérios H, H, e H.,, além dos médulos da vorticidade e da vorticidade
relativa e do operador AR™swirls para o escoamento de uma gota imersa
em um fluido de Stokes com w = 0.
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Fig. 4.62: Operadores AR{‘,273 e IR avaliados com os critérios ) e ), para o
escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes com w = 0.
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Fig. 4.63: Operadores ARE%’: e IR avaliados com os critérios ) e ), para o
escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes com w = 0.
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Fig. 4.64: Operadores AR, ARMswiris ¢ ARY e IR avaliados com os critérios
Q e Q)5 para o escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes
com w = 0.
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Fig. 4.65: Critérios @, Qs, A e A, e os modulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento de
uma gota imersa em um fluido de Stokes com w = Oe w, = w, = 0.
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Fig. 4.66: Critérios AD™tW° \DTFW \DTHWHHDQ-9D o 7 “além do operador
ARP para o escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes
com w, = 9e Wy = wy = 0.
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Fig. 4.67: Operadores AYY e AYY/AYY, AYY e AVY/AYY, além dos médulos da

T ct ) ci
vorticidade e da vorticidade relativa para o escoamento de uma gota
imersa em um fluido de Stokes com w, = 5¢ w, = w, = 0.
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Fig. 4.68: Critérios H, H, e H.,, além dos médulos da vorticidade e da vorticidade
relativa e do operador AR™swir's para o escoamento de uma gota imersa
em um fluido de Stokes com w, =5 e w, = w, = 0.
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AR Al

Fig. 4.69: Operadores AR{"273 e IR avaliados com os critérios ) e ), para o
escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes com w, =5 e
Wy = wy = 0.
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Fig. 4.70: Operadores Aszg e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes com w, =5 e
Wy = wy = 0.
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Fig. 4.71: Operadores AR*~t, AR%swiris ¢ ARP e IR avaliados com os critérios
Q e Qs para o escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes
com w, =9 e w, = wy, = 0.
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As Figs. 4.72-4.78 apresentam a mesma disposicao de critérios e operadores
dos casos anteriores, mas avaliados para o caso w, = w, = 5 ¢ w, = 0. Como
ja afirmado anteriormente e concluido por Stone et al.[75], esse terceiro campo
de velocidades apresenta linhas de corrente tipicamente cadticas e nao mantém a
coeréncia encontrada nos casos anteriores. Portanto, torna-se interessante avaliar
como os diferentes critérios vao identificar zonas vorticais nesse campo de veloci-
dades, visto que é possivel encontrar diferentes regimes de taxa de deformacao e
rotacgao de filamentos materiais diferentes ao longo do dominio. Em um primeira

’1: T 2 2
analise, observa-se que os critérios @, A e A2V

novamente comportamento
semelhante, mas, nessa nova situacao, o voértice identificado por esses critérios
apesar de novamente dispor seu centro no centro da gota esférica, nao mantém
a simetria em um quarto como nos casos anteriores, mudando a dire¢ao de seus
eixos. Os operadores A\YY e AYY/AYY apresentam uma certa semelhanga com os
critérios @), A e )\]2)2+W2 se forem dispostos limites maximos para avaliagao de
estruturas vorticais, mas a principio sobreavaliam a regiao vortical resultante.
A versdo objetiva do operador A\YY apresenta relativa diferenca com relacio a
sua contraparte objetiva, enquanto que com o operador A\YY/AY.Y o mesmo nio
acontece. Com relagdo aos novos critérios apresentados no presente trabalho, o
mesmo tipo de estrutura em grande escala observado por alguns dos critérios exis-
tentes também ¢é observado em alguns operadores, apesar de pequenas diferencas
na morfologia, mas um fato relevante é a diferenca na orientacao dessa estru-
tura vortical, mas precisamente no sentido do eixo de maior comprimento do
vortice eliptico observado por ambas as categorias de operadores. Outro fato de

grande relevancia é a semelhanca entre os contornos de AR~ ¢ ARF, apesar de

pequenas diferencas nos valores observados.
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Fig. 4.72: Critérios @, Qs, A e A, e os mbédulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores méaximos para o escoamento de
uma gota imersa em um fluido de Stokes com w, =w, =5 e w, = 0.
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Fig. 4.73: Critérios \D"TW" \D™FW \D*+WHDQ-aD ' 7, além do operador
ARP para o escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes
com wy = wy =H e w, =0.
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Fig. 4.74: Operadores A\YY e AYY/AYY, AVY e AYY/AYY, além dos médulos da

vorticidade e da vorticidade relativa para o escoamento de uma gota
imersa em um fluido de Stokes com w, = w, =5 ¢ w, = 0.
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Fig. 4.75: Critérios H, H. e H.,, além dos médulos da vorticidade e da vorticidade
relativa e do operador A R™swir's para o escoamento de uma gota imersa
em um fluido de Stokes com w, =w, =5e w, =0.
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Fig. 4.76: Operadores AR{{Q’3 e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes com w, =
wy =5ew,=0.
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Fig. 4.77: Operadores AR52,3 e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes com w, =

wy =5ew,=0.
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AR [W-Q] Plane
0.90

Fig. 4.78: Operadores AR~ ARPswirts ¢ ARY e IR avaliados com os critérios
Q@ e Q, para o escoamento de uma gota imersa em um fluido de Stokes
com wy = wy =H e w, =0.

4.2.2 FEscoamento ABC

Um dos escoamentos mais utilizados no estudo de trajetoérias cadticas é o

consagrado escoamento Arnold-Beltrami-Childress (ABC), cujo campo de veloci-
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dades pode ser escrito como

u, = Asen(z) + Ccos(y) (4.74)
u, = Bsen(z) + Acos(z) (4.75)
u, = Csen(y) + Bcos(x) (4.76)

O escoamento ABC foi estudado exaustivamente por diversos autores, mas o
trabalho apresentado por Dombre et al. [62] constitui um dos mais completos
sobre essa solucao das equacoes de Euler. A familia de escoamentos a qual esse
campo de velocidades pertence foi inicialmente proposto por Arnold [60] quando

este buscava uma solugao tridimensional peridédica para as equacoes de Euler

g—?jtw xu=—-Vp (4.77)

onde

1
p=p+ §u2 (4.78)

Entretanto, nesse escoamento, nao necessariamente para qualquer valor das
constantes A, B e C o campo de velocidades apresenta linhas de corrente cadticas
somente para valores dessas constantes de cujo campo de velocidades resultante

seja Beltramiano, ou seja,

w=pu u-V=0 (4.79)

Visto que o escoamento apresenta linhas de corrente cadticas, 5 deve ser con-
stante em regides vorticais, pela segunda relagdo em (4.79). Para simplificacao
do problema, grande parte dos autores trabalham com o fato de que 3 seja con-

stante em todo o dominio. Assim, o escoamento é formado pela superposicao de
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ondas helicoidais, todas com o mesmo numero de onda S e com periodicidade em
0<z<2m, 0<y<2me0 <z <2m sendo essas dimensoes caracteristicas do
“cubo periédico” do escoamento.

No que diz respeito a simetria do escoamento ABC, este é invariante quanto

as seguintes transformacoes

Si: =z, yY=y-—m, F=—z t'=-—t (4.80)
So: d=—x, Y=y, F=mw—2, t'=—t (4.81)
Ss: d=m—2, yY=—y, F=2z t=—t (4.82)

Assim, cada uma das transformagcoes apresentadas acima corresponde a uma
simetria com rela¢do a um determinado eixo (x,y e z, respectivamente). Com-
binando as transformacoes acima com propriedades de periodicidade temos que
a fronteira do cubo fundamental que representa o escoamento ABC é dado por
0<ax<2m 0<y<2re0 <z < 27. Avaliando também alteragoes nos

coeficientes do escoamento, temos que este atende algumas propriedades:

— O campo de velocidades é invariante quanto a transformacgao abaixo de forma
a permitir que sejam estudados apenas os casos A > 0 (e, conseqiientemente

B>0eC >0):

Al=—-A Z=z+m (4.83)

— O campo de velocidades ¢ invariante quanto a transformacao abaixo de forma
a permitir que sejam estudados apenas os casos onde o coeficiente A é maior

que os coeficientes B e ("

A=B B=C, C=A 2=y, =2 =u (4.84)
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— O campo de velocidades é invariante quanto a transformacao abaixo de forma

a permitir que sejam estudados apenas os casos onde B > C"

3
B'=C, C'=B, x':?ﬂ—y, y=———x, 2=-— (4.85)

As trés transformacoes acima podem ser escritas de maneira nica

A>B>C (4.86)

Um dos trabalhos mais importantes sobre o escoamento ABC, foi conduzido
por Childress [61] e nesse estudo ele se ateve ao caso A = \/5, B=+v2eC=1¢e
demonstrou que o mesmo apresentacao linhas de correntes cadticas. Outro ponto
importante se ser avaliado no escoamento ABC é quanto a presenca de pontos
de estagnagao, regioes onde filamentos materiais tipicamente se encontram em
um estado de deformagao pura. Esses pontos de estagnacao podem ser descritos

igualando a zero cada uma das componentes da velocidade de tal forma que

—Csen(y) = Beos(z) = £ %(B2 4+ C?% — A% (4.87)

M=

1
5(CM—AQ—-B?) (4.88)

D=

—Asen(z) = Ceos(y) = £

[NIES

—Bsen(z) = Acos(z) = + %(A2 + B* - (?) (4.89)

Visto que z, y e z sao reais, temos que o cubo fundamental do escoamento
ABC apresenta 1 ponto de estagnagao e o cubo peridédico, conseqiientemente, oito
pontos. Os estudos conduzidos por Dombre et al. [62] resultou na identificagao de
na identificagao de regides onde o escoamento € tipicamente unidimensional. Essas
regioes sao caracterizadas por topologias tubulares, paralelas aos eixos principais
do sistema de coordenadas do problema. Seis vortices colunares principais, com

um par de vortices paralelos a cada um dos eixos do cubo fundamental podem
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ser identificados realizando uma analise no sistema dinamico dado pelo campo de

velocidade do escoamento

Z—f = Asen(z) + Ccos(y) (4.90)
dy
i Bsen(z) + Acos(z) (4.91)
dz
e Csen(y) + Beos(x) (4.92)

Assumindo, por exemplo, que o escoamento é unidimensional na diregao vy,

us

temos que, para maximizar o valor de  na Eq. (4.91), z ~ 7 e z ~ 0. Integrando

a equagao para essa condicao temos que

y~(A+ B)t (4.93)

avaliando as Eqgs. (4.90) e (4.92), temos que estas podem ser reescritas como

dx

prl Ccos(y) (4.94)
% ~ Csin(y) (4.95)

Avaliando a média temporal das Eqs. (4.94) e (4.95), temos que as duas sao
nulas e portanto, a condicao ¥ ~ 7 e z ~ 0 mantém-se constantes ao longo de
uma linha de corrente. De maneira similar, nas outras cinco diregoes possiveis
(avaliando tanto o sentido quanto a diregao dos eixos x, y e z), chega-se a con-
clusao que um total de seis vortices principais sao obtidos no cubo periédico do
escoamento ABC.

As Figs. 4.79-4.84 apresentam a mesma disposi¢ao de critérios e operadores

do apresentado na secao anterior, mas avaliados para o escoamento ABC com

A =3, B =+2eC =1, obtidos para o cubo periédico com dimensoes



4. Resultados Analiticos 225

0<z<2m,0<y<2mre0 <z <27 Visto que o escoamento ¢é periddico,
sao avaliados somente os trés planos principais em z = 27w, y = 27 e 2 = 27. Os
critérios ), A e )\]232+W2 apresentam semelhangas na sua topologia, assim como

2 2 _ ’ . Py iet]
ADTFWIHDQ=AD ¢ 5 tinica versdo objetiva que

suas versoes objetivas. O critério
se mantém distante das versoes objetivas @), e A,. O critério H, como previsto
pela condi¢ao de escoamento Beltramiano, identifica o paralelismo da velocidade
com a vorticidade ao longo de todo o dominio, enquanto que os operadores \Y," e
AYY/AYY avaliam uma grande regiao que nao possui autovalores imaginérios para

T

o gradiente de velocidades, assim como suas versoes objetivas para o gradiente

de velocidade objetivo (Vv — €2).
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Fig. 4.79: Critérios @, Qs, A e A, e os mbédulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento

ABC.
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Fig. 4.80: Critérios \D"TW" \D™FW \D*+WHDQ=aD ' o 7, além do operador

ARP para o escoamento ABC.
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Fig. 4.81: Operadores AYY e AYY/AYY, AYY e A\YV/AYY além dos médulos da
vorticidade e da vorticidade relativa para o escoamento ABC.
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Fig. 4.82: Critérios H, H. e H.,, além dos médulos da vorticidade e da vorticidade

relativa e do operador AR™swirS para o escoamento ABC.
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Fig. 4.83: Operadores AR{‘,Q’3 e IR avaliados com os critérios () e (s para o
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Fig. 4.84: Operadores AR52,3 e IR avaliados com os critérios () e (s para o
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Fig. 4.85: Operadores AR, ARPswirts ¢ ARY e IR avaliados com os critérios
Q@ e Q, para o escoamento ABC.

Avaliando os termos da equacao de Euler com relagao ao seu estado em fase ou
fora de fase com o tensor A;, como o objetivo de avaliar a influéncia desses termos
na excitacao ou amortecimento de estruturas vorticais no escoamento, como ja
discutido no capitulo 3, temos que os parametros principais de avaliacao dessas

condigoes se encontram dispostos na Fig. 4.86. As imagens do lado esquerdo da
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figura avaliam o quanto do tensor (D — W)(D + W) estd em fase com tensor
Ay, a parcela do tensor A, representado por esse tensor e a parcela da parte do
tensor Ay em fase com o tensor A; que o tensor (D — W)(D + W) representa,
respectivamente de cima para baixo. Do lado esquerdo da figura a mesma analise
¢ realizada com relagao a Hessiana da pressao P. Pode-se observar pelas imagens
da Fig. 4.86 que o tensor (D — W)(D + W) atua com grande parcela da parte
fora de fase do tensor A, na regiao vortical ao longo da direcao y identificada

pelos critérios IR e pelos operadores AR, 5 e AR, .
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Fig. 4.86: Operadores IRmp-wyp+w), IRp, I R(AS_W) oiwy 1 RA%,
I R(Ag_w)(D wyel R$? para o escoamento ABC.



Capitulo 5

Turbuléncia e Estruturas Coerentes

A turbuléncia constitui um dos fendmenos mais complexos da mecanica cldssica.
Visto que trata-se de uma sistema nao-linear dinamico de grande complexidade,
um mesmo campo turbulento pode ser constituido de estruturas vorticais com
diversos tempos de rotacao e tamanhos caracteristicos, interagindo de maneira
nao linear uns com os outros. A geracao, evolucao e dissipacao dessas estruturas
vorticais dominam o fenémeno da turbuléncia em si e, para que seja possivel,
o entendimento, prescricao e controle de escoamentos turbulentos, a dinamica
dessas estruturas deve ser plenamente conhecido.

Estudos classicos de turbuléncia ajudaram no conhecimento da natureza es-
tocastica da turbuléncia, fundamentados em analises estatisticas dos campos de
variaveis de interesse em escoamento turbulentos. Entretanto, esse tipo de es-
tudo nao é capaz de determinar a correlagao entre os dados estatisticos obtidos e
a estrutura vortical em si, visto que a determinagao da topologia do escoamento
nao ¢é contemplado nesse tipo de estudo.

Técnicas de visualizacao de escoamentos, além de andlises numéricas diretas
ou mesmo modelos de turbuléncia que prevéem a solucao de parte do espectro
de energia, como o modelo de simulagao das grandes escalas, sao ferramentas
importantes para o estudos da dinamica de estruturas vorticais em escoamentos

turbulentos, também conhecidas como estruturas coerentes. No caso da visual-

235
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izacao de escoamentos, as técnicas que se baseiam na dispersao de tragadores,
podem indicar o comportamento do escoamento e dinamica dos vortices por meio
de uma abordagem lagrangiana e devem ser diferenciados de técnicas mais mod-
ernas como a velocimetria de imagem de particula (PIV), assim como as solugoes
numéricas podem indicar campos eulerianos ou lagrangianos.

Iniciaremos este capitulo apresentando a relacao entre vértice e estruturas
coerentes e discutiremos um pouco mais sobre o segundo no ambito do escoa-
mento turbulentos. O objetivo do presente capitulo é ressaltar a importancia da
dinamica das estruturas vorticais no estudo da turbuléncia. Na segunda parte do
capitulo serao apresentados o solver de dinamica dos fluidos computacional uti-
lizado nas simulacoes e o modelo de simulacao das grandes escalas tera sua teoria
descrita. Serao discutidos ainda no capitulo os escoamentos numéricos onde serao
apresentados os critérios propostos e existentes, assim como as modificagoes aos

critérios existentes, cujos resultados serao apresentados no capitulo 6.

5.1 Estruturas Coerentes e Vortices

Observando o escoamento na passagem de uma grade, a uma distancia re-
lativamente grande da mesma, comprova-se o surgimento e evolucao de estru-
turas sem qualquer organizacao, enquanto que na proximidade da malha, sao
encontradas estruturas vorticais maiores e que apresentam relativa organizacao.
Algo semelhante acontece no escoamento em uma camada de mistura. Enquanto
que as estruturas maiores apresentam maior organizacao, as estruturas menores
apresentam movimento randomico, ainda que estas alimentem e constituam as
maiores estruturas. Esse tipo de estrutura vortical organizada é conhecido como
estrutura coerente. Sendo responsavel por grande parte da transferéncia de ener-
gia turbulenta e domina o transporte de quantidades turbulentas. Sua topologia
pode indicar o tipo de escoamento ao qual estd submetido o fluido e, portanto,
sao de extrema importancia no entendimento e modelagem da turbuléncia, as-

sim como no controle de fenémenos correlatos como mistura, transferéncia de
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calor, combustao, arrasto entre outros. A definicao de estruturas coerentes no
presente trabalho segue aquela indicada por Wu et al. [35]: Estruturas coer-
entes sao grupos de estruturas vorticais em escoamentos turbulentos que mantém
uma organizacao espacial e contém concentracoes relativamente grandes de en-
ergia turbulenta. Esse tipo de estrutura pode ser identificada no escoamento de
maneira quasi-deterministica, visto que sao mais dificeis de predi¢ao quanto a sua
posicao espacial e temporal do que em tamanho e forma.

Alguns topicos requerem atencao especial sobre o conceito de estruturas coer-
entes. Primeiro, este conceito é variavel com o passar dos anos e com a experiéncia
que foi obtida com a evolugao no estudo da turbuléncia. Os primeiros estudos
sobre o tema, relacionavam estruturas coerentes com as grandes escalas da tur-
buléncia, mas com o avanco do conhecimento sobre o fendmeno esse jargao foi
perdendo forga, visto que o tamanho nao pode ser utilizado como um parametro
de identificacao desse tipo de estrutura e sim sua organizacao com respeito ao
dominio do escoamento. Um exemplo desse fato se encontra nas estruturas co-
erentes que se formam proximas a regides parietais e que mantém coeréncia,
ressaltado por um relativo grau de organizacao, apesar de apresentarem taman-
hos relativamente pequenos se comparados com estruturas longe dessa zona. En-
tretanto a busca por organizacao na identificacao de estruturas coerentes em um
escoamento turbulento qualquer constitui um critério fortemente subjetivo e de
dificil representacao matematica.

A identificacao de estruturas coerentes em escoamentos turbulentos constitui
uma pratica comum na apresentacao e discussao de trabalhos numéricos e ex-
perimentais, pois a possibilidade de visualizagao da orientacao dessas estruturas
permite a evolugao da anisotropia do escoamento, da heterogeneidade das escalas
capturadas pelo experimento, além de sua descricao ao longo do dominio. O
trabalho de Hussain [22] foi um dos primeiros a particularizar esse tipo de iden-
tificagao a escoamentos turbulentos, descrevendo o médulo da vorticidade como

parametro principal de descri¢ao da topologia dessas estruturas. Outros critérios
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foram utilizados na identificacao de estruturas coerentes ao longo dos anos com
diferentes resultados e inclusive é consideravelmente comum a presenca de re-
sultados de turbuléncia isotrépica em trabalhos que apresentem novos critérios.
Alguns trabalhos mais antigos consideravam também os componentes das flu-
tuacoes turbulentas como um critério de identificacao de estruturas coerentes.
Como ja discutido anteriormente, os critérios de identificacao de vértices exis-
tentes atualmente apresentam diferentes problemas e portanto, nao existe um
critério fechado que identifique plenamente estruturas coerentes em um escoa-
mento turbulento. Entretanto, o uso de parametros de identificacao de vortices
para a identificagdo de estruturas coerentes (destacam-se nesse caso a vorticidade
e os critérios Q, A e )\]232+W2) torna-se cada vez mais comum em trabalhos sobre
o assunto, e a isosuperficie é uma ferramenta importante no estabelecimento da
topologia dessa estrutura.

Outro tépico importante que merece atencao sobre estruturas coerentes é
o fato de seu aparecimento no escoamento nao ser previsivel, com a excessao
dos casos onde a turbuléncia encontra-se desenvolvida e esse tipo de estrutura é
evidenciada no escoamento turbulento com relativo grau de organizacao, o que
constitui um comportamento quasi-deterministico. Estruturas coerentes nao po-
dem ser confundidas com um trem de vértices em um escoamento laminar: sua
correlacdo nao-linear com as menores escalas, que apresentam comportamento
randomico existe e sempre ird na direcao contraria ao determinismo. Estudos re-
centes sobre o acoplamento entre as escalas coerentes e as escalas randomicas em
um escoamento turbulento mostram que uma estrutura coerente compacta pouco
provavelmente é formada por uma tunica estrutura vortical. Devido a interacao
entre a estrutura vortical e a turbuléncia em volta da mesma, formam-se estru-
turas secundérias, orientadas azimultalmente, formando uma zona de turbuléncia
intermitente formada por uma ou mais estruturas coerentes, onde a vorticidade

¢ relativamente alta, cercada por uma regiao de escoamento irrotacional [32].

A escalabilidade das estruturas coerentes é um problema ainda sem uma
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solucao fechada, assim como a prépria escalabilidade da turbuléncia. E comum
a utilizacao do conceito de viscosidade turbulenta para simular o efeito difusivo
da turbuléncia, com relagao ao escoamento médio temporal. Similarmente ao ca-
minho médio livre e a velocidade média em movimento molecular, a viscosidade
turbulenta contém uma escala de velocidade e outra de comprimento. Entre-
tanto, as estruturas coerentes apresentam diferentes tamanhos e velocidades de
rotacao diferentes em um mesmo escoamento. Pode-se observar em um escoa-
mento turbulento transiente uma sucessao de quadros de campos de velocidade
e dois processos se destacam: a formacao e crescimento de estruturas coerentes
devido a instabilidade ou ao surgimento de um grau de organizacao e um segundo
processo de formacgao de estruturas coerentes gradativamente menores, formando
uma cascata de estruturas, devido a interagao entre as escalas coerentes e as
escalas randomicas.

Devido a sua natureza nao-linear, a turbuléncia é um fenomeno fisico que
apresente multiplas escalas. A famosa lei de escalas de Kolmogorov [77] revelou
que a turbuléncia consiste em um continuum de escalas que vao desde as maiores
escalas, determinadas pela geometria do escoamento até as menores escalas ou
escalas de dissipacao de Kolmogorov. As maiores escalas geralmente sao escalas
coerentes, apesar do fato ja apresentado anteriormente do movimento vortical nao
estar ligado a dimensao da estrutura vortical. As menores escalas contemplam es-
truturas resultantes da cascata da turbuléncia ou mesmo das escalas randomicas.
A concepcao classica de separacao de escalas como uma possibilidade hipotética,
onde as escalas menores seriam estatisticamente isotrépicas em qualquer escoa-
mento turbulento cisalhante e o acoplamento com as estruturas geometricamente
maiores consequentemente seria fraca.

A Lei Universal de Escalabilidade [78] revela também a existéncia de uma
multiplicidade de estruturas em escoamentos turbulentos, onde os movimentos
coerentes correspondem a estruturas mais intermitentes e existe uma similaridade

na topologia das estruturas que foram a cascata de estruturas em um escoamento
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de camada de mistura, por exemplo. Conceitos como o de viscosidade turbulenta
ou comprimento de mistura refletem, portanto, efeitos médios estatisticos em
todas as escalas, o que impossibilita a identificacdo e distincao de estruturas
coerentes devido a “filtragem” de escalas quando modelos numéricos baseados
nessa hipotese sao utilizados.

Algumas escalas ganham destaque no estudo da turbuléncia, por significarem
marcos no estudo desse complexo sistema dinamico nao-linear. Destacam-se as
escalas de Kolmogorov, as microescalas de Taylor, a escalas de comprimento inte-
gral, a escala de comprimento viscosa, entre outras. A escala de Kolmogorov, ou
escala dissipativa, n = (v®/€)'/4, onde v e € representam a viscosidade cinemética
e a taxa dissipagao escalar, respectivamente, representa a menor escala possivel
de ser encontrada em um escoamento turbulento e que encontra-se na iminéncia
de se dissipa pelos efeitos viscosos. A microescala de Taylor, A\, representa o
tamanho médio estatistico, das pequenas estruturas que permeiam um escoa-
mento turbulento isotrépico. A escala integral de comprimento, L representa
o tamanho caracteristico, obtido estatisticamente, relacionada a maior estrutura
coerente definida pela integragao da correlagao. Por fim, a escala de comprimento
viscosa, v/, é o comprimento caracteristico da regiao dominantemente viscosa
em um escoamento turbulento, proxima a regiao parietal.

Outros estudos propuseram diferentes escalas caracteristicas em escoamentos
turbulentos, relacionadas as propriedades do material, a geometria do dominio,
as condicoes do escoamento e que apresentam diferentes tamanhos e formas. En-
tretanto, o carater desse tipo de estrutura é meramente estatistico e nao se pode
concluir que estruturas maiores ou menores que aquelas representadas matemati-
camente nao podem ser evidenciadas, visto que esse tipo de estudo reflete apenas
comprimentos das estruturas que apresentam, na média, maior probabilidade de
aparecimento em um dado escoamento turbulento. Além disso esse tipo de estudo
auxilia na busca por estruturas, por estabelecer um limite méximo (escala inte-

gral) e minimo (escala de dissipa¢ao) de comprimentos e tempos caracteristicos
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no dominio.

Diferentes tipos de escalas surgem em um escoamento que apresente uma ca-
mada cisalhante. Existem escalas globais relacionadas com a camada como um
todo e escalas locais excitadas pela movimentagao ou interacao dessas camadas
globais. Em escoamentos cisalhantes complexos, pode existir uma infinidade
maior de estruturas, principalmente nas zonas de transicao e nas regioes geome-
tricamente mais detalhadas. Escalas globais, escalas locais em diferentes zonas
cisalhantes, escalas de transicao entre zonas cisalhantes, escalas médias locais
para cada zona cisalhante sao algumas possibilidades nesse tipo de escoamento
turbulento. Em geral, cada escala é relacionada com seu préprio mecanismo de
estabilidade e de producao de estruturas coerentes, o que constitui um desafio a
identificacao, visualizacao e classificagao desse tipo de estrutura por um critério

matematico exato.

5.1.1 Estruturas Coerentes e Ondas

No estudo da turbuléncia, o conceito de vértices esta diretamente relacionado
com o estudo de ondas. Dois pontos importantes devem ser considerados nessa
relacao: dois tipos de ondas sao passiveis de serem encontrados em um escoa-
mento. Um primeiro grupo é formado pelas onda cuja energia se propaga na
diregao longitudinal, provocadas no movimento de expansao do escoamento. O
segundo subconjunto, conhecido como ondas transversais ou ondas de vorticidade,
¢ tal que a energia é propagada por tensoes de cisalhamento.

A vorticidade pode ser, portanto, transportada pela movimentacao de estru-
turas vorticais ou por ondas de vorticidade. A primeira é diretamente relacionada
a transporte de massa, enquanto a onda de vorticidade trata de uma transferéncia
de quantidade de movimento angular. A vorticidade distribuida em um escoa-
mento cisalhante pode ser propagada e acumulada por alguns mecanismos ger-
adores de instabilidades (Wu et al.[35], p. 524). Enquanto essas ondas forem

geradas por instabilidades ocorrera, de maneira geral, concentragao de vortici-
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dade. Quando uma tunica estrutura vortical se movimenta no dominio ocorrera
uma transi¢do de um estado de vorticidade continua (ou mesmo nula, se o escoa-
mento for irrotacional) para um estado de vorticidade concentrada.

Em um escoamento turbulento, o crescimento de ondas de instabilidade e
movimentagao de estruturas vorticais ocorre em quase todo o dominio e em todo
o tempo de analise, assim como formacao de cascatas de estruturas que também é
um fenomeno de transporte de vorticidade. Portanto, nesse tipo de escoamento, as
ondas de vorticidade coexistem com transporte de vorticidade por meio de movi-
mentacao de estruturas vorticais, o que ressalta a importancia da identificacao
de vortices, visto que a separacao desses efeitos, sem o conhecimento prévio da
localizacao desse tipo de estrutura é mais complexa. Uma consequéncia do trans-
porte de vorticidade, e que justifica o carater nao-linear do escoamento, é que a
movimentagao das estruturas vorticais existentes provoca a formacgao de regioes
de alto grau de cisalhamento, abrindo espaco para a formacao de novas ondas
de instabilidades que provocarao a formacao de novas estruturas vorticais. Além
disso, as préprias estruturas vorticais formadas em um escoamento turbulento
podem ser dispositivos de transporte de ondas [32].

Outro ponto de grande importancia na relagao entre estruturas coerentes e
ondas e que ganha relevancia dentro do contexto do presente trabalho é a questao
do observador e sua influéncia nessa relacao. Suponha um trem de voértices col-
unares longitudinais, movendo-se por interacdo com um escoamento uniforme
bidimensional. Avaliando o fendmeno em um secao transversal, para um ob-
servador se movendo a velocidade constante, igual ao moédulo da velocidade do
escoamento uniforme, temos que o mesmo evidencia que o campo de vorticidade
é permanente, assim como o escoamento uniforme. Para um observador estatico
disposto logo a frente desse trem de vortices, durante a passagem desse trem de
ondas pode evidenciar sinais periddicos de velocidade induzidos por esses vortices
e a frequéncia desse sinal é dado pela velocidade do escoamento uniforme e pelo

diametro desse vértice colunar.
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Um fenomeno semelhante pode ocorrer com estruturas que caminhem em es-
coamento mais complexos. Um exemplo é no caso de intermiténcia na fronteira de
uma camada limite turbulenta ou mesmo na zona de esteira em um escoamento
ao redor de um cilindro, onde pode se observar também a intermiténcia nao s
com o componente da velocidade no plano transversal a esse escoamento como
também do componente normal, fato evidenciado pela forte mudanca de direcao
do vetor vorticidade nessa regiao. Um observador que apresente aceleracao frente
ao observador estacionario nesse caso e que avalie necessariamente a vorticidade,
podera observar uma grande faixa de vorticidade elevada, sem diferenciar individ-
ualmente os vértices formadores desse trem. Esse fenomeno é bastante observado
pelos critérios identificadores de vértices aplicadores em escoamentos turbulentos
de evidenciar somente grandes estruturas onde na verdade existe uma cascata de
estruturas coerentes. Desse fato vem o motivo desse tipo de escoamento apresen-
tar tanta dificuldade na identificacao das estruturas coerentes existentes ao longo

de seu dominio.

5.1.2 Dois Processos Fundamentais em Turbuléncia

Seja em camadas de cisalhamento livre ou em escoamentos cisalhantes pari-
etais, a formagcao e desenvolvimento de estruturas vorticais em escoamentos tur-
bulentos acontece principalmente por dois processos. O primeiro se inicia a partir
de um processo laminar local ou a partir da geracao de randoémica de turbuléncia.
Nessa situacgao, perturbacoes encontram-se em crescimento e iniciam o processo
de formacao de estruturas vorticais com comprimento caracteristico relativamente
maior. O segundo processo constitui uma evolugao estrutural no sentido inverso,
também conhecido como cascata turbulenta. Estruturas relativamente grandes
vao se tornando cada vez menores devido as interacoes vorticais e gradualmente
vao transferindo energia para as escalas randomicas para que, com a evolucao da
cascata, seja entao dissipada por meio de outros mecanismos, como transferéncia

de calor ou actustica.
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5.1.2.1 Produgao Coerente

Este processo de geragao e manutencao da turbuléncia em um escoamento
¢ tal que mesmo um escoamento inicialmente turbulento nao consegue se man-
ter sem a sua existéncia, por exemplo no caso de um escoamento na passagem
por uma grade, cujas estruturas vorticais na sua esteira se dissipam apods alguns
comprimentos caracteristicos. Esse processo é também responsavel pelo formacao
do cardter anisotrépico do escoamento e pela produgao de estruturas coerentes
com diferentes tamanhos e orientagoes em um escoamento turbulento. Esse pro-
cesso transfere energia da zona média para a zona coerente, através da formacao
de instabilidades e das escalas randomicas para as escalas coerentes, processo
conhecido como transferéncia intermodal negativa.

O mecanismo de estabilidade domina a producao de estruturas coerentes.
Em um escoamento de camada de mistura ocorrem instabilidades de Kelvin-
Helmholtz e a formagao de vortices longitudinais, além de instabilidades sub-
harmonicas e o processo de emparelhamento entre outros. Em um escoamento
de camada limite ocorre a formagao de instabilidade de Tollmien—Schlichting,
a instabilidade de inflexao local, além da formacao de estruturas em grampo de
cabelo e etc. Esses tipos de instabilidades tem seu processo de formacao geral-
mente provenientes de um passado laminar ou localmente laminar com vorticidade
média distribuida e desenvolvidas em voértices organizados. Entretanto existem
casos em que essas instabilidade advem de um passado turbulento, por exem-
plo, em um campo cisalhante médio onde encontram-se disseminadas pequenas
estruturas coerentes.

A teoria de estabilidade linear vem apresentando relativa aceitacao, mesmo
que, em um escoamento dito laminar, possa ser evidenciado movimento randoémico
molecular, pois os comprimentos caracteristicos desse movimento sao muito pe-
quenos quando comparados com os comprimentos de onda das ondas de instabil-
idade e, portanto, pode se estabelecer a independéncia desse tltimo movimento

com o movimento molecular. Essa independéncia garante a validade de todas as
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equacgoes que regem a mecanica do continuo, incluindo a teoria de estabilidade
hidrodinamica. A influéncia das moléculas que constituem o material nessas
equacgoes se restringe a viscosidade molecular que, para materiais newtonianos,
trata-se de um parametro escalar estatistico médio-temporal que nao contabiliza
a influéncia do movimento randémico molecular. Em um escoamento turbulento,
se os comprimento de onda das ondas de instabilidade forem muito maiores que
os comprimentos caracteristicos das escalas de maior relevancia no dominio, e se
essas estruturas se orientam isotropicamente entao a situacao é semelhante ao
caso laminar. As ondas de instabilidade coerente podem ser consideradas inde-
pendentes dos detalhes do movimento transiente das menores escalas turbulentas.
Em particular, é possivel afirmar que o campo de velocidade médio de uma ca-
mada de mistura sofre a influéncia de uma instabilidade inviscidas. Portanto, o
mecanismo de instabilidade, segundo a lei de estabilidade hidrodinamica ¢é inde-
pendente da movimentacao molecular e, particularizando para um escoamento
turbulento, independente da movimentacao das menores escalas. Assim, nem
a viscosidade molecular, nem a viscosidade turbulenta afetam o mecanismo de
instabilidade inviscidas.

A anélise de instabilidade linear se mostrou eficaz na predicao as frequéncias
de maior amplitude e as taxas de amplificacao das maiores estruturas vorticais
obtidas no escoamento de uma camada de mistura excitada externamente nos
trabalhos de Oster e Wygnanski [79] e Monkewitz e Huerre [80]. Entretanto, a
aplicacao da teoria de instabilidade em turbuléncia é limitada. Se as escalas das
estruturas coerentes de interesse sao proximas as escalas de maior aparecimento
no dominio, as ondas de instabilidade nao sao mais independentes do mecanismo
de formacao da turbuléncia no escoamento e a similaridade com escoamentos
laminares perde sentido. Mesmo em escoamentos laminares, a adi¢ao de polimeros
ao escoamento pode causar uma grande influéncia no mecanismo de instabilidade
devido ao crescimento da relevancia do movimento molecular, que tém influéncia

direta sobre a viscosidade molecular, que agora depende de parametros reolégicos
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locais e nao pode mais ser representada a partir de uma valor médio estatistico

do material.

5.1.2.2 Cascata Turbulenta

Trata-se de um processo de geragao de entropia, incluindo transferéncia de
energia intermodal em cascata e por dissipacao. O processo de cascata em tur-
buléncia envolve complexas operacoes interativas de deformacao e movimento de
estruturas vorticais [35]. Entretanto, a tendéncia de cascateamento em um es-
coamento turbulento pode ser explicada a partir da Fig. 5.1. Suponha que um
escoamento turbulento encontra-se preenchido por diversas estruturas vorticais.
Se um filamento de vortice orientado com o eixo x encontra-se estirado por agao
de estruturas vorticais no seu entorno, este tendera a diminuir seu didmetro e a
girar com velocidades cada vez maiores, o que induz um aumento de velocidade
local nas direcoes y e z. Esse fato aumenta o gradiente de velocidades e causa
estiramento dos vértices na periferia nessas diregoes. Conseqiientemente, esses
vértices na periferia tendem a diminuir de tamanho e a girar com maior velocidade
angular. Este processo tenderd a continuar e a diminuir os diametros dos vortices
em uma determinada regiao. Assim, a energia turbulenta ird gradualmente sendo

transferida para escalas cada vez menores.
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Fig. 5.1: Diagrama esquematico do processo de cascata turbulenta. Baseado em
[19]

E possivel notar que tal processo ocorre, em um primeiro momento, em todas
as direcoes de tal forma que o processo de cascata, apds alguns passos em um
escoamento turbulento, tendera a homogeneizar as estruturas vorticais, fato que
ressalta o carater isotropico do processo. De fato, esse processo ocorre em todos
os tipos de escoamentos cisalhantes e o produto final do mesmo , as escalas
randomicas, sao praticamente as mesmas.

Em um escoamento cisalhante real, as maiores escalas podem ser relacionadas
com a producao de estruturas coerentes. Portanto, existe, freqiientemente, um
intervalo de escalas que se encontra no chamado intervalo inercial, onde nenhuma
energia é adicionada pelo escoamento médio e nem retirada por dissipacao viscosa,
de tal forma que o fluxo de energia em cada nimero de onda é constante e a
cascata de energia ¢é dita conservativa [81]. Se, em um determinado escoamento
turbulento, nao houver influéncia significativa do processo de producao coerente,
tanto o espectro de Kolmogorov quanto a lei de escalabilidade de She [78] podem
descrever a cascata turbulenta com relativa precisao.

A cascata turbulenta nao é capaz de continuar o processo indefinidamente. O

processo de estiramento, afilamento e aumento da rotacao dos vértices causa o
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aumento da taxa de dissipacao devido ao efeito da viscosidade molecular. Escalas
que tenderem a diminuir seu tamanho para valores abaixo da escalas dissipativa
ou escala de Kolmogorov serao completamente dissipadas e sua energia transferida
para movimento molecular, energia térmica, nao podendo ser mantida em nenhum
campo turbulento.

A escala dissipativa pode ser obtida diretamente a partir de analise dimen-
sional. Observagoes em experimentos indicam que a escala dissipativa n depende

da taxa de dissipacao € e da viscosidade cinematica v. Entao é possivel escrever,

em termos dimensionais (representados por [ ]), [n] = [v|™[€]", onde [v] = L*T~
[n] = L; [e] = L*T—3. Essa andlise resulta em m = 3/4 e n = —1/4 e, portanto,
- 4
[l = WP =k () (5.1)

resultando na escala de Kolmogorov, para k = 1. Para um determinado valor
de €, valores pequenos de v tendem a diminuir a escala de dissipacao, resultando
no fato de que vortices menores podem sobreviver sem serem completamente
dissipados no dominio para valores maiores de niimero de Reynolds. Por exemplo,
em regimes de altos valores de nimero de Reynolds em escoamentos de camada
limite, a ordem de 7 pode ser tao pequena quanto dezenas de microns e as escalas
de tempo correspondentes na ordem de microsegundos. Esse é um dos motivos
da simulacao numérica direta ainda se encontrar restrita a simulagoes a baixos

nimeros de Reynolds.

5.2 Modelagem da Turbuléncia

No estudo da turbuléncia, assim como em outros campos da ciéncia, um dos
grandes objetivos dos trabalhos existentes ¢ obter solugoes analiticas para os
campos turbulentos, e, em um sentido mais geral, o fechamento de uma teoria
quantitativa a cerca do tema. Entretanto, como também no caso do estudo

da turbuléncia quando nao existem ferramentas matematicas suficientes para a
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obtencao de tal solucao, a descricao do fenomeno a partir de modelos obtidos
por meio de hipéteses simplificadoras torna-se uma opcao interessante. A grande
dificuldade de obtencao de uma solucao analitica em um escoamento turbulento
encontra-se justamente nas manifestacoes do fendmeno e na complexidade do
sistema de equacoes que regem o problema real. No caso de um escoamento
de um fluido Newtoniano com propriedades constantes, a solucao completa das
equacoes de Navier-Stokes é necessaria, visto que a simplificacao das mesmas
com hipdtese da presenga de simetrias e/ou periodicidades falha ao descrever o
fenomenos, principalmente se for levado em consideragao o carater randémico
das menores estruturas vorticais que permeiam o escoamento. Outro termo que
encontra grande dificuldade em ser representado é o gradiente de pressao que,
quando expressado em termos da velocidade, é tanto nao-linear quanto nao-local.

Ao longo dos anos, diversos modelos para descri¢ao da turbuléncia e fenomenos
correlatos foram propostos. Na abordagem numérica direta o ntimero de graus
de liberdade necessario para a descricao de todo o espectro de energia, que en-
globa desde as maiores escalas até de dissipacao de Kolmogorov é da ordem de
Rel% para escoamento tridimensionais, como visto anteriormente nesse capitulo.
Em solugoes bidimensionais, esse valor chega a ordem de Re?. A evolugio da
capacidade de processamento dos computadores nas ultimas décadas possibilitou
o gradativo aumento do nimero de Reynolds dos problemas analisados com a
abordagem direta, mas ainda é desafio sua aplicacao em escoamentos industriais.

As abordagens mais utilizadas na modelagem da turbuléncia sao os mode-
los baseados nas chamadas Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations, visto que
eles envolvem a solucao das equacoes de Navier-Stokes para determinar o campo
médio temporal v, onde v = v+ v’. As equacoes instantaneas sao desmembradas
de acordo com a relacao anterior e a presencga dos termos de média transiente
do produto das flutuagoes, v}, chamados de tensor das tensoes de Reynolds, con-
stitui um problema de fechamento dessas equacoes. Para resolver esse problema

algumas abordagens sao utilizadas: aquelas mais simples, agrupam o tensor de
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Reynolds com o termo difusivo da equagao de N-S, incluindo um termo de viscosi-
dade turbulenta a viscosidade cinematica previamente existente e que depende do
material e suas condicoes. Existem ainda modelos que representam a viscosidade
turbulenta a partir de duas ou mais variaveis de campo que sao determinadas
por equagoes de transporte proprias, como os consagrados modelos k —¢e e k — w.
Finalmente, existem modelos que utilizam uma equagao de transporte para cada
um dos termos do tensor de Reynolds, constituindo um modelo que requer um
esforgo computacional maior para ser resolvido, mas que obtém relativo grau de
precisao, principalmente em escoamentos fortemente anisotrépicos se comparados
com os modelos baseados em viscosidade turbulenta.

Os modelos baseados no tensor de Reynolds nao conseguem descrever corre-
tamente a distribuicao de estruturas coerentes no dominio, pois essas estruturas
giram em tempos caracteristicos diferentes e um filtro temporal que avalie a média
pode nao evidenciar essas estruturas se seu tempo de vida for pequeno no dominio.
Visto que grande parte dos cientistas e engenheiros estao interessados na descrigao
do comportamento das grandes escalas no escoamento, devido a sua maior partic-
ipacao na transferéncia de momentum e demais quantidades igualmente afetadas
pela turbuléncia, a abordagem numérica direta pode ser substituida pelo modelo
de simulacao das grandes escalas (LES - Large Eddy Simulation), uma abordagem
consagrada na descricao da evolugao das escalas coerentes do escoamento maiores
que o tamanho caracteristico da discretizacao espacial (malha numérica), e que
vem sendo cada vez mais utilizada em uma grande parcela dos trabalhos que se
propoe a introduzir novos critérios de identificacao de estruturas coerentes ou
mesmo estudar os critérios existentes. Seu custo computacional é relativamente
alto se comparada com os modelos RANS, mas consideravelmente baixo se com-
parado com a abordagem DNS e o espectro de escalas resolvidas pelo modelo
¢ suficiente para identificacao da heterogeneidade de estruturas coerentes e da
anisotropia do escoamento em uma gama cada vez maior de escoamento, além

de alguns poucos casos de interesse direto da industria. Visto que nesse modelo



5. Turbuléncia e Estruturas Coerentes 251

o filtro realizado é espacial, filtrando as menores escalas, alguns fenomenos de
formacao e orientacao de estruturas coerentes podem ser descritos sem maiores
problemas, como o processo de cascateamento turbulento.

No presente trabalho serd abordado somente a simulacao das grandes escalas,
visto que trata-se do modelo utilizado em alguns dos resultados numéricos que
serao introduzidos nesse capitulo, mas cujos resultados da implementacao de al-

guns dos critérios estudados encontram-se dispostos no capitulo 6.

5.2.1 Simulacao das Grandes Escalas

No modelo de simulacao das grades escalas, as variaveis de campo resolvi-
das a partir das equacgoes de transporte envolvidas no escoamento podem ser
desmembradas em dois termos de grande relevancia ao modelo de acordo com a
relagao

f=F+f (5.2)

A parte f corresponde & parcela da funcao f correspondente as escalas de
turbuléncia maiores que o tamanho de malha do problema numérico. Supondo a
existéncia de uma malha formada por elementos cibicos uniformes de tamanho
Az, a operacdo de filtragem da funcdo f que obtém f é descrita a partir da

relagao

f@¢»=/}WJxaxx—ywwﬂa/ﬂx—yixaxwdy (5.3)

Onde Gz, é a funcdo de filtragem. A parcela f’ da Eq. (5.2) corresponde as
escalas de f cujo comprimento caracteristico é menor do que Az. Esse tipo de
funcao é comummente conhecido como campo de escala sub-malha. E importante
ressaltar que, diferente dos modelos baseados na hipotese de Reynolds, onde os
campos instantaneos sao separados em uma parte relacionada a média temporal

e uma segunda relacionada as flutuagoes transientes em torno da primeira parte,
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no modelo de simulacao das grandes escalas, essa separacao é realizada espa-
cialmente. Uma consequéncia desse fato é que a abordagem de simulacao das
grandes escalas permite a captura de efeitos de alta freqiiéncia mais facilmente
que os modelos RANS. Diversas fungoes de filtragem foram propostas ao longo
dos anos, mas trés ganham relativo destaque pela extensiva utilizacao em diversos
trabalhos: o filtro de passo baixo, o filtro caixa e o filtro Gaussiano. Suas equacoes

constitutivas se encontram dispostas nas Eqgs. (5.4)-(5.6), respectivamente.

d . 27z
_ S1n
Gao(z) =) —== (5.4)
1 71'33]'

L iflz] <& vV 1<j<d
Gaulz) =4 27 il =% (5.5)
0

otherwise

_ v\3/2 1 —1x||?
Gaz(x) = (;) Am3€xp( Asz” ) (5.6)

Nas Eqgs. (5.4)-(5.6), v representa o parametro de forma e d a dimensao do
dominio em R?. Considerando as equacoes de Navier-Stokes sem a presenca do

termo referente a forga gravitacional, em notagao indicial

ou; 0 1 op 0 Ou;  Ouy
ot * Ox; (i) = po 0z " O {V (8@ " 83:]-)} 5-1)

Aplicando o filtro (5.4), podemos reescrever a Eq. (5.7)

ou; o, 1 op 0 ou; 0y,
5 + a_xj(uzuj) = o O + oz, {V (axi + 3:Ej> + Bzy} (5.8)

onde B;; ¢ o tensor de escala submalha e pode ser escrito de acordo com a

relagao

B;j = uu; — wu; (5.9)

Expandindo a segunda parte do lado direito da Eq. (5.9) chegamos a relagao
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~

<

Na Eq. (5.10), o segundo termo do lado direito da equagao representa o tensor
de Léonard, enquanto que o termo entre parénteses representa o tensor cruzado e
o ultimo termo representa o tensor de Reynolds de escalas submalha. O tensor de
Léonard pode ser obtido explicitamente a partir dos campos filtrados, enquanto
que, nos outros termos esse fato nao é possivel. O tensor B;;, diferente do tensor
de Reynolds nao possui somente termos do tipo W, visto que no modelo LES
a filtragem nao é idempotente, ou seja, f #£ f. No modelo LES, as equacoes de
Navier-Stokes sao resolvidas para o campo filtrado e o termo referente as escalas
submalha é desconhecido a priori. O desafio da modelagem das escalas submalha
é representar essas escalas como funcoes dos termos referentes aos campos filtra-
dos, somado a necessidade de termos que permitam a transferéncia de energia
cinética das escalas submalha para as escalas filtradas. Esse tipo de problema é
comummente conhecido como um problema de homogenizagao, onde as equagoes
que regem um determinado meio sao conhecidas em um nivel microscopico e sao
buscadas leis de evolugdo em um nivel macroscépico [74]. Nesse caso, os niveis
micro e macroscopico referem-se, naturalmente, a menor escala possivel de se
aplicar a equagao de Navier-Stokes e aos campos filtrados, respectivamente.

Uma abordagem bastante utilizada na modelagem de escalas submalha é

aplicacao da hipdtese de Boussinesq e representar o tensor de escalas submalha

como uma fungao da viscosidade turbulenta, v, de acordo com a relagao

_ 1
Bij = 2VtDij + gBll(Sij (5.11)

Onde D;; é o tensor taxa de deformacio dos campos filtrados, By é o trago do
tensor de escalas submalha e §;; é a funcao delta de Kronecker. A equacao de

momentum (5.7) pode ser reescrita entao na forma
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ou; ~_ Ou;  10P 0 _
9 T Yan, T pom  om (W T Dl (5.12)

Onde P = p— (1/3)pBy é a pressao modificada que seréd determinada a partir
da equacao da continuidade em um solver de CFD, a partir do divergente da Eq.
(5.12). Essa abordagem permite que a pressao sofra influéncia da variagao espacial
da viscosidade turbulenta ;. A equacao da energia em termos da temperatura,

sem a presenca de efeitos de radiagao pode ser reescrita na forma

or o 0 ( 8T> (5.13)

— 4+ —Tu;) = — | k=—

ot ox j ( J) ox j ox j
Onde & representa a difussividade molecular. Aplicando o filtro G5, na equacio
anterior, chega-se a forma

oT 0 - 0 or - -
—+ —(Tu;)) = — | k=—+Tu; — Tu; 5.14
(925 * (9:10]( UJ]) ij (H(?xj + UJ UJ> ( )
Para a equacao de energia, a hipdtese de Boussinesq pode ser representada na
forma

_ — oT

Tﬂj — TUj = /{ta—xj (515)

Onde k; representa a diffusividade turbulenta. A Eq. (5.14) pode ser entao

finalmente reescrita na forma

o o 0 T
—(Tu,;) = — — q
ot T an, T = g ((”Kt)axj) (5.16)

As Egs. (5.12) e (5.16) podem ser generalizadas para a equacao de Navier-
Stokes através da aproximacao de Boussinesq para um fluido de densidade es-
tratificada seguindo alguns passos: adicionando um termo referente a gravidade,
(p/pog), p sendo a pressao estética e p a densidade total que satisfaz a Eq. (5.16),
trocando T por p. Aplicando o filtro G z,, e introduzindo os coeficientes turbu-

lentos, chega-se a as equacgoes generalizadas do modelo de simulagao das grandes



5. Turbuléncia e Estruturas Coerentes 255

escalas com a hipdtese de Boussinesq com o termo (p/pog) na Eq. (5.12).

Para problemas compressiveis, é comum a aplicagao da hipdtese de que as
menores escalas sao incompressiveis e, portanto, as equacoes de Navier-Stokes
para um fluido compressivel, filtradas pela funcao Gz, tem seu termos de vis-
cosividade molecular, y = pv, trocada por u + pr;. A condutividade molecular
pepk = cpp Pt é trocada por ¢, (uPt + pry PY), onde P, representa o nimero de

Prandtl molecular e P!, o niimero de Prandtl turbulento

pr=2 (5.17)

O problema nessa etapa de solucao é determinacao da viscosidade turbulenta
v;. O modelo mais utilizado para a representacao dessa viscosidade turbulenta
foi proposta por Smagorinsky [82]. No trabalho em questao, o objetivo era pro-
por um modelo de duas camadas quasi-geostrofico para representar movimentos
atmosféricos de grande escala. Smagorinsky introduziu um modelo de viscosi-
dade turbulenta supostamente capaz de representar turbuléncia tridimensional
que segue uma cascata turbulenta de Kolmogorov como uma poténcia k=% nas
escalas submalha.

No modelo de Smagorinsky, assume-se uma hipétese de comprimento de mis-
tura, na qual a viscosidade turbulenta é proporcional ao comprimento carac-
teristico da escala submalha Az, e a uma velocidade caracteristica turbulenta

va, = Az||DJ|. Portanto, o modelo pode ser escrito na forma

v, = (C,Ax)?||D| (5.18)

Em 1987, Lilly chegou a seguinte relagao para a constante de Smagorinsky,

Cs

] _3/4
Come (%) (5.19)

Onde Cg = 1.4 representa a constante de Kolmogorov e portanto, C's ~ 0.18.
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A constante de Smagorinsky, entretanto, é comummente utilizada com o valor
0.1, visto que diversos trabalhos ja demonstraram que esse valor se comporta
relativamente bem na simulacao de turbuléncia isotrépica, escoamentos em canais
e jatos livres. E comum o uso de uma funcao de parede proxima as regioes
parietais para diminuir a difusao e representar com maior acuracia a sub-camada
viscosa com maior precisao.

Germano et al.[83] propuseram um outro modelo submalha que utiliza um

segundo filtro, chamado de filtro teste G i, definido pela relagao

Flxt) = / f(y. )G (x — y) dy. = / fx—y.HG5(y)dy. (520

Segundo os autores, o filtro G i, € maior que o filtro G A, OU seja, o tamanho
da malha dado por Az é maior que Az. Além disso, podemos afirmar que G =

GG. Impondo o segundo filtro na Eq. (5.8), temos que

oi;, O .. 195 9 oii; iy
— (i) = —— — —_— ’ 21
ot + al'j (UZUJ) Lo (9.1'1 * 81’]- {V (8:)&1 * ('3%) + B”} (5 )

Onde o tensor de escala submalha apds a passagem dos dois filtros é dado por

Portanto, podemos definir o tensor £;; dado pela relacao

L = Bij — By = i — (5.23)

A Eq. (5.23) pode ser utilizada para obter um modelo de representacao das
tensoes provenientes das escalas submalha com maior precisao, obtendo, por ex-
emplo o valor do coeficiente de Smagorinsky mais apropriado para um estado

instantaneo do escoamento. Utilizando a mesma funcao de fechamento do mod-
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elo de Smagorinsky, podemos definir os tensores M;; e m;j, que representam a

parte anisotrépica dos tensores B;; e f3;;, respectivamente, como sendo

1 _ _
1 e
Bij — g ijﬂll ~ Mmy; = 2C Ax ||D||Dl] (525)

Substituindo as Eqgs. (5.24) e (5.25) em (5.23), temos que

£,;D;; =2C <5x2|yf)|yf>ijbij - AﬁHDHDMDU) (5.26)

Para escoamentos em canais planos, Germano et al. [83] definiram a funcao
C, também conhecidas como coeficiente de LES dinamico, uma funcao apenas
de y e t, evitando assim que a fungao multiplicada a esta na Eq. (5.26) assuma
valores negativos, divergindo esse coeficiente. Para obter o valor de C' sendo essa
funcao somente da dimensao ao longo da altura do canal e do tempo, avaliam o
mesmo como uma média em um plano paralelo a parede (descrito por ()). Assim,
o coeficiente C' pode ser escrito como

Cly,t) = ! (EmnSun) — (5.27)

- 5 ~ ~ ~ _ _ _
Az2(||DI| Dy Dpg) — Az*([[D]| DrsDys)

O tensor M;; pode ser entao reescrito como

’angmn — —
My = - e —) YT S P

(Az/A2)2(|D|| DpyDyg) — {||D|| Dy Dys)

Lilly [84] propos uma modifica¢ao no modelo descrito por Germano et al. [83]
avaliando diretamente o tensor £;;. Os elementos de £;; sao os componentes
resolvidos do tensor das tensoes associado as escalas do movimento que se en-
contram entre o filtro Gz, e o filtro G i, chamado de janela do filtro G Ay As

tensoes das escalas na janela do filtro G i, bode ser obtida a partir do tensor

£ subtraindo os termos da diagonal principal (termos isotrépicos), chegando a
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relacao

1

Onde O;; ¢ dado por

A busca consiste entdo em valores de C' que resolvam a Eq. (5.29) para, pos-
teriormente, aplicar esses valores em (5.24). Uma vez que a Eq. (5.29) representa
5 funcoes independentes e somente um incégnita, nenhum valor de C' pode ser es-
colhido como correto, em um primeiro momento. O erro relativo entre os valores
obtidos pode ser minimizado aplicando uma abordagem de minimos quadrados.

Definindo, S como o quadrado do erro em (5.29), ou seja,

2

Avaliando o caso 0S/0C = 0, C pode ser representado como

. 12130”
2 03

C (5.32)

Esse valor representa um minimo de S, visto que 92S/9C? = 0. O coeficiente
C obtido no modelo de Germano et al. pode ser reescrito como funcao do tensor

O;; como

_ %% (5.33)

Assim, a formulagao do novo coeficiente C' proposto por Lilly [84] evita os
problemas do modelo proposto por Germano et al. [83] que avalia os termos
de C como médias em um plano paralelo as regioes parietais, o que torna sua

definicao subjetiva e complexa em algumas geometrias. Quando o coeficiente C

proposto por Germano et al. é avaliado nas regioes parietais, o denominador da
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Eq. (5.33) pode receber valores pequenos o suficiente para até mesmo igualar
a zero o coeficiente. Na formulagao proposta por Lilly, o coeficiente C' s6 se
anulard se todos as componentes das solugoes desse coeficiente forem nulos. Isso
somente ocorrerd se as tensoes das escalas na janela G A, forem nulas. Todos os
novos softwares de dinamica dos fluidos computacional que possuem o modelo
LES dinamico aplicam o modelo de Germano com a modificacao proposta por

Lilly.

5.2.2 Simulagao Numérica

Para a solucao das equagoes de momentum e continuidade, somada a mod-
elagem da turbuléncia a partir do modelo de simulacao das grandes escalas, foi
utilizado o pacote de dinamica dos fluidos computacional multi-propésito ANSY'S
CFX. A tomada de decisao para a utilizacao do pacote foi baseado, entre outros
motivos, na presenga do modelo LES em sua formulacao dinamica, baseado no
modelo de Germano et al. [83] com a modificacao proposta por Lilly [84]. Além
disso, a eficiéncia de paralelizagao, comparada com outros pacotes, somada a ex-
periéncia e familiaridade do autor foram decisivos na escolha da plataforma de
simulacao dos casos que serao apresentados no capitulo 6.

O método numérico de formacao de volumes de controle no qual o pacote
ANSYS CFX se baseia é o método de Volumes Finito Baseado em Elemento
(EbFVm - Element based Finite Volume method) [85]. Neste método, o volume de
controle é delimitado por planos formados pela ligagao dos centréides de todos os
elementos que formam a malha computacional com os centros de suas respectivas
arestas, englobando esse vértice no seu interior. Assim, cada um dos vértices da
malha esta associada somente a um volume de controle e, portanto, a unidade que
pode determinar o tempo computacional que um determinada malha demandara
com relagao a uma segunda, para um mesmo, problema sera o numero de vértices.
A vantagem do método EbFVm, frente ao método de volumes finitos classico

(FVm - Finite Volume method) encontra-se na melhor discretizagao das equagoes
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de transporte em sua forma integral, visto que, pelo fato dos volume de controle
apresentarem um niumero de faces maior que os elementos utilizados no método
de FVm, o niimero de pontos de integracao totais ¢ maior, com limites de 24 para
uma malha formada por elementos hexaédricos e 60 para elementos tetraédricos
[86].

O sistema de equacoes lineares formado a partir da solucao integral das
equacoes de transporte é resolvido de forma acoplada, ou seja, para os prob-
lemas descritos nesse capitulo e com resultados apresentados no capitulo 6, as
equacoes de momentum nas direcoes cartesianas x, y e z, além da equacao da
continuidade para a correcao da pressao, sao resolvidas em uma mesma matriz.
A solucao da matriz é realizada de maneira implicita, utilizando o método de
fatoracao Incomplete Lower Upper (ILU), que acelera a convergéncia do método
Multigrid Algébrico (AMG). O modelo AMG se destaca dos demais métodos
multigrid, a discretizacao das equacoes nao-lineares é realizada somente uma vez
para a malha mais fina. O método forma um sistema de equacgoes lineares para
uma malha menos fina que a malha original, somando as equagdes da mesma.
Apo6s resolvido o sistema de equagodes para a malha mais grosseira, esta servird
de condicao inicial para a solu¢ao em uma malha mais refinada até que se chegue
a malha original. A malha menos fina é formada por dois ou mais elementos da
malha original de tal maneira que o método se mantém conservativo.

Para a avaliacao espacial das variaveis resolvidas e de seus respectivos gra-
dientes, a técnica de descricao das varidveis armazenadas nos pontos nodais por
meio de fungoes de forma trilineares, provenientes do método de elementos fini-
tos é realizada. O esquema advectivo utilizado nos problemas descritos foi o
método de diferengas centrais (CDS - Central Difference Scheme). Os esquemas
de transferéncia dos termos advectivos para os pontos de integracao no pacote

CFX podem ser representados pela forma
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Onde, ¢;, representa o valor da varidvel ¢ no ponto de integracao, ¢,, representa
o valor da variavel ¢ no n6é a montante do ponto de integracao, V¢ o gradiente
da variavel ¢ e, finalmente, Ar, representa o vetor que liga o ponto de integracao
ao n6 a montante. O valor de 8 indica o tipo de esquema a ser utilizado. No
esquema de diferengas centrais, § = 1 e V¢ é igual ao gradiente local do elemento,
ou seja, o valor de ¢;, ¢ obtido a partir das fungoes de forma trilineares. O
esquema, portanto, é de segunda ordem e pode apresentar problemas em malhas
mal condicionadas. Entretanto, esse esquema se mostra eficaz na solugao com o
modelo LES e derivados.

A discretizacao dos termos temporais nas equagoes de transporte é realizada
a partir do método de segunda ordem Backward Euler cuja formulacao pode ser

representada, para um passo uniforme At por

3

i (p)dV =~ Ve (2

5| 3 (300 = 2000 4 5000°) (539

Onde o exponente O e OO representam, respectivamente, os valores de p¢
no passo de tempo anterior e a dois passo de tempo anteriores, respectivamente.
O esquema Backward FEuler de segunda ordem é robusto do ponto de vista da
convergéncia, totalmente implicito, conservativo no tempo e nao possui um limite

para o valor de passo de tempo a ser utilizado. Entretanto, pode apresentar

oscilagoes numéricas.

5.3 Exemplos de Escoamentos Turbulentos

5.3.1 Escoamentos em Cavidades

Por se tratar de um problema relativamente simples de ser implementado, sem
a presenca de condigoes de contorno que tratam fluxos internos ou externos ao
dominio e que merecem atencao especial quando simuladas conjuntamente com
o modelo LES, o escoamento no interior de uma cavidade hexaédrica é bastante

utilizada quando o fendmeno de formacao de estruturas coerentes deseja ser ev-
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idenciado, assim como a prépria turbuléncia, seja apds a implementacao de um
determinado modelo ou durante a etapa de testes por conta de uma modificacao
em um modelo existente. O escoamento em geometrias hexaédricas é basicamente
formado por 5 paredes onde a condicao de nao deslizamento é aplicada, mas que
se mantém estacionarias e uma parede, igualmente simulada com a condicao de
nao deslizamento, mas que translada com uma determinada velocidade. FEssa
translacao pode ser aplicada em qualquer dire¢ao, mas, no capitulo 6 do presente
trabalho, serao apresentados somente resultados contemplando a translacao de
uma face de forma paralela a uma de suas arestas e em uma direcao que forma
45° com essa mesma aresta . A principio, por se tratar de um cubo, a descrigao
pode ser tratada de forma genérica.

O trabalho pioneiro de Koseff e Street [87] se destaca por externar o cardter
tridimensional do escoamento em uma cavidade, que vinha sendo simulado bidi-
mensionalmente até entao. Desde entao diversos trabalhos se preocupavam em
identificar as estruturas formadas no processo de desenvolvimento da turbuléncia
no escoamento. A comparacao entre dominios bidimensionais e tridimensionais
também foi estudado nos trabalhos de Ku et al. [88] e Babu and Korpela [89].
Recentemente, os trabalhos de Migeon et al. [90] e Padilha et al. [91] estu-
daram, respectivamente, a propagacao transiente de estruturas provenientes de
correntes longitudinais no escoamento laminar em uma cavidade paralelepipédica
com parede mével para nimero de Reynolds iguais 1000 e a aplicacao do modelo
LES dinamico no estudo do escoamento em cavidade com parede movel paralela

e diagonal (45 graus).

5.3.2 Turbuléncia Isotrépica Forgada

O estudo numérico do decaimento transiente de turbuléncia isotrépica, a par-
tir da inicializagao no dominio de um espectro de energia, foi estudado em um
grande nuimero de trabalhos para as mais diversas finalidades no estudo da tur-

buléncia. E comum sua utilizacao no estudo de novos critérios de identificagao
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de vértices, pois, por se tratar de um escoamento isotrépico, a preocupacao com
questoes relacionadas com a orientacao das estruturas coerentes e o novo critério
proposto nao é abordado, em um primeiro momento. Entretanto, o decaimento
livre da turbuléncia para baixos nimeros de Reynolds baseados na micro-escala
de Taylor, Re,, apresenta um tempo de amostragem para analises estatisticas
baixo e o aumento do nimero de Reynolds significa aumentar a resolucao da
malha computacional e, conseqiientemente, o tempo computacional. Portanto,
uma abordagem bastante utilizada é a insercao de energia no dominio, a par-
tir de um termo adicional da equagao de Navier-Stokes, sem descaracterizar a
turbuléncia do escoamento, com o objetivo de se atingir o desenvolvimento da
mesma e possibilitar um tempo maior de amostragem para anélises estatisticas
apos atingido tal desenvolvimento.
Avaliando as equagoes de Navier-Stokes para um escoamento turbulento levando

em consideracao que a velocidade instantanea é igual a soma da média temporal

com as flutuagoes transientes (u = u + u’), temos que

ou’ — 1
a—l; +u-Vu +u -Va+u u -V.-uu =--Vp + vV (5.36)
p

O terceiro termo da esquerda, u’ - Vu aparece na equacao de energia turbu-
lenta como um termo de produgdo, (u’- Vu - u’) (tanto a barra superior quando
os simbolos () representam a média temporal). Na Eq. (5.36) esse mesmo termo
aparece como um termo de excitacdo proporcional a u’. Isso sugere que para
turbuléncia isotrépica homogénea é apropriado que essa excitagao, em um escoa-
mento permanente, seja realizada por um termo proporcional a velocidade [92]. E
comum a inclusao desse termo na equacao de Navier-Stokes em estudos numéricos
de turbuléncia isotrépica forcada de acordo com

ou

Ejtu-Vu:—%Vp—{—VVQuﬂLf (5.37)
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Para o caso de excitacao linear com respeito a velocidade, temos que

f=Cu (5.38)

Assim, a equacao da energia turbulenta entao pode ser escrita como

10(u-u)
5 ™ = —¢+ C<11 . 11> (539)
Onde
e =—v(u- V) (5.40)

Na Eq. (5.40), € é a taxa média de dissipagdo e o ultimo termo da Eq.
(5.39) é chamado de termo de produgao isotrépica turbulenta. Para escoamentos

turbulentos permanentes, temos que

€

= — 5.41
Onde U? = (u-u)/3 é a média quadrdtica de um componente da velocidade.
Finalmente, o propédsito da simulagao de turbuléncia isotrépica forcada é resolver
numericamente

ou

1 9 €

A Eq. (5.42) tem a propriedade de que o estado de repouso é instavel para
ondas longas. Portanto, a solucao da equacao da energia nao pode decair a zero,
visto que a energia é transferida para ondas curtas, com o objetivo de dissipar

energia.



Capitulo 6

Resultados Numéricos

No presente capitulo serao apresentados os resultados obtidos a partir da
implementagao dos critérios estudados nos capitulos anteriores em escoamentos
obtidos a partir da solucao numérica das equagoes de Navier-Stokes para escoa-
mentos ditos turbulentos. As simulacoes foram realizadas no software comercial
de dinamica dos fluidos computacional ANSYS CFX em sua versao 12.0, como
introduzido no capitulo anterior. Visto que a discretizagao espacial e temporal
nao ¢ suficiente para descrever o comportamento das menores escalas coerentes
presentes em alguns dos escoamentos estudados, torna-se necessario modelar a

turbuléncia e seus fenomenos correlatos.

6.1 Escoamentos em Cavidades

Nessa se¢ao serao apresentados os resultados referentes a simulagao no pacote
ANSYS CFX do escoamento em uma cavidade cibica, com movimento de uma
das paredes na fronteira do dominio. Foram analizados dois casos: o primeiro,
chamado de Caso 0 graus corresponde a movimentacao da parede y-positivo na
direcao z, enquanto que o caso 45 graus corresponde a mesma geometria, mas se
movendo a velocidade constante tanto na direcao x quanto na direcao z, ambas

no sentido positivo. A Fig. 6.1 apresenta os planos onde serao analisados os

265
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critérios relacionados no capitulo 3 para ambos os casos estudados.

(@)

Fig. 6.1: Planos de avaliagao dos critérios propostos no caso 0 graus (a) e no caso
45 graus (b).

A fronteira y-positivo se movimenta com velocidade constante, U e em todas
as fronteiras do dominio sao dispostas condigoes de contorno de nao-deslizamento
e impermeabilidade u|fronteira = 0. A malha apresenta um pequeno refino na
regiao parietal, conforme mostra a figura. A malha apresenta resolugao 80x80x80
elementos e foi refinada préxima a regiao parietal para capturar melhor os efeitos
de camada limite, relevantes nesse tipo de escoamento. A turbuléncia no dominio
foi simulado por meio do modelo LES dinamico presente no pacote ANSYS CFX
e que contempla o modelo descrito por Germano et al. [83], com a modificacao
proposta por Lilly [84]. A Fig. 6.2 apresenta os contornos do coeficiente do
modelo LES dinamico para ntmeros de Reynolds, baseados na velocidade da

placa e na altura do dominio, iguais a 5000 e 10000.
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Fig. 6.2: Coeficiente do modelo LES dinamico.

A discretizacao temporal se deu por meio do modelo Backward Euler de se-
gunda ordem e a escolha do passo de tempo foi tal que se manteve o nimero de
Courant igual a unidade, ao longo de toda a simulacao. Amostras de resultados
temporais foram obtidos apds a avaliacao da auséncia de mudancas relevantes,
com relacao a um intervalo especifico de tempo, em pontos de monitoramento da

velocidade instantanea e dos termos do tensor de Reynolds.

6.1.1 Avaliacao dos Critérios de Identificagao de Vértices - Caso 0

Graus

As Figs. 6.3-6.8 avaliam, no plano 1 (vista lateral) do presente caso, os
critérios relacionados no capitulo 3 para o escoamento turbulento em uma cavi-
dade, com o movimento da placa superior na direcao z-positivo. As andlises foram
realizadas no tultimo instante de tempo simulado. Observa-se nos novos critérios
propostos e nas formulagoes objetivas a heterogeneidade das estruturas coerentes
identificadas, com relacao aos critérios existentes, principalmente os critérios @),

2 . ,
+W7 se diferem, como é

Ae )\2D2+W2. As formulagoes objetivas do critério )\2Dz
possivel observar na Fig. 6.4 e uma investigagdo mais profunda a cerca do tema é
fundamental. E possivel notar também que a vorticidade apresenta valores altos

proximo a parede, onde os efeitos cisalhantes sao mais proeminentes, mesmo sem

a existéncia de estruturas vorticais tao amplas na regiao parietal. Esse constitui
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um dos motivos para o presente Trabalho nao classificar a vorticidade como um

critério classificador de vértices.

1 Q 19
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y 0.5+ y 0.5+
0.50
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0- 0
J T 1010
z
1 17
y 0.5 y 0.5
0- 0 T T 1 0.10
0l 0s 1 0.10 0 05 1
z
- z lloll/llollmax - [lo-Qll/llo-Qllmax
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0.70 0.70
y 0.5+ y 0.5
0.50 0.50
0.30 0.30
0- 0-
T T 1 010 I ! !
0 05 1 - 0 0.5 1 0.10

Fig. 6.3: Critérios @, Qs, A e Ay, e os modulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento em
cavidade - Caso 0 graus - no plano 1.
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Fig. 6.4: Critérios \D"TW" \D™FW" \DT+WoDQ-0D " ¢ ¢, além do operador
ARP para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 1.
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Fig. 6.5: Operadores AYY e AYY/AYY. AYY e AVY/AVY, além dos médulos da vor-

T ci ci )
ticidade e da vorticidade relativa para o escoamento em cavidade - Caso
0 graus - no plano 1.
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Fig. 6.6: Operadores AR‘1472’3 e IR avaliados com os critérios () e ()5 para o es-
coamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 1.
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Fig. 6.7: Operadores AREZ?» e IR avaliados com os critérios () e ()5 para o es-
coamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 1.



6. Resultados Numéricos

y 0.5+

y 0.5+

y 0.5

= 0.90

0.70

0.50

0.30

0.10

y 0.5+

y 0.5+

y 0.5+

273
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Fig. 6.8: Operadores ARY™? ARPswirts ¢ ARY e IR avaliados com os critérios @

e () para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 1.

As Figs. 6.9-6.14 avaliam, no plano 2 (vista de topo) do dominio do escoa-

mento turbulento em uma cavidade, contemplando o caso 0 graus. As imagens

mostram que todos quase todos os critérios avaliados identificam, de forma pe-

culiar, uma mesma regiao vortical longitudinal em uma grande faixa do dominio.

Outro fato que ressalta a importancia dos critérios propostos no presente tra-
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balho é o elevado grau de dobramento dessa estrutura vortical, se levarmos em
consideracao os critérios propostos, contra os critérios existentes, que avaliam tal

estrutura de forma mais suave.
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Fig. 6.9: Critérios @, Qs, A e Ay, e os modulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento em
cavidade - Caso 0 graus - no plano 2.
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Fig. 6.10: Critérios AD*+*W* \D*+W" \D*+W2+DQ-0D o (7 além do operador
ARP para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 2.
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Fig. 6.11: Operadores AYY e AYY/AYY, AVY e AYY/AYY, além dos médulos da

vorticidade e da vorticidade relativa para o escoamento em cavidade -
Caso 0 graus - no plano 2.
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Fig. 6.12: Operadores AR{‘,Q’3 e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 2.
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Fig. 6.13: Operadores Asz’g, e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 2.
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Fig. 6.14: Operadores AR~ ARPswirts ¢ ARP e IR avaliados com os critérios

Q@ e QQ, para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus - no plano 2.

As Figs. 6.15-6.19 dispoem as isosuperficies dos principais critérios avaliados.

As superficies se encontram coloridas pela magnitude do vetor posicao, somente

para realcar a topologia dessas estruturas.

Observa-se a semelhanca no grau

de detalhe das estruturas avaliadas pelos critérios propostos, frente aos critérios

existentes, que muitas vezes dispoem estruturas coerentes isoladas no escoamento.
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Os novos operadores avaliam estruturas de forma mais conjunta e com maiores

detalhes.

Fig. 6.15: Isosuperfices dos critérios @, Qs, A e A,, e os médulos da vorticidade e
da vorticidade relativa, ponderadas pelos seus valores maximos iguais
a 0.5 para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus.
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. . c . 2 2 2 W2 2 2 _
Fig. 6.16: Isosuperfices dos critérios AP~ W~ \D™FW" \DTHWSHDR-QD " o 7

além do operador ARF iguais a 0.5 para o escoamento em cavidade -
Caso 0 graus.
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Fig. 6.17: Isosuperfices dos operadores AR{"Q,?, e I R avaliados com os critérios ()
e (s iguais a 0.5 para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus.
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Fig. 6.18: Isosuperficies dos operadores AR{E’:Q’3 e IR avaliados com os critérios ()
e (s iguais a 0.5 para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus.
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AR [W-Q] Plane

Fig. 6.19: Isosuperficies dos operadores AR“~%, AR®swiris ¢ ARF e IR avaliados
com os critérios () e (), para o escoamento em cavidade - Caso 0 graus.

6.1.2 Avaliacao dos Critérios de Identificagao de Vortices - Caso 45

Graus

O caso 45 graus contempla um tipo diferente de organizacao do escoamento

na cavidade, assim como de suas estruturas coerentes por promover a quebra
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das grandes estruturas longitudinais, como observado no caso anterior devido a
mudanca na diregao do escoamento. As Figs. 6.20-6.25 apresentam os critérios de
identificacao de vértices plotados com contornos no plano de anélise 1, conforme
a Fig. 77. E possivel observar que comportamento semelhante dos critérios
existentes e dos novos critérios com os critérios avaliados no caso cavidade 0 graus.
Novamente, os moédulos da vorticidade e da vorticidade relativa aparecem com
valores relativamente elevados na regiao da parede médvel, visto que os efeitos
de cisalhamento sao relativamente altos nessa e a tendéncia de divergéncia da
vorticidade nessas regioes torna essa entidade um parametro nao recomendavel

de avaliacao de estruturas coerentes.
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Fig. 6.20: Critérios @, Qs, A e A, e os mddulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento em
cavidade - Caso 45 graus - no plano 1.
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Fig. 6.21: Critérios \D W \D™FW" \D*+WHDQ=aD ' o 7, além do operador

ARP para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 1.
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Fig. 6.22: Operadores AYY e AYY/AYY, AYY e A\YV/AYY além dos médulos da

T ci ci
vorticidade e da vorticidade relativa para o escoamento em cavidade -
Caso 45 graus - no plano 1.
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Fig. 6.23: Operadores Asz’3 e IR avaliados com os critérios ) e ), para o
escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 1.
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Fig. 6.24: Operadores ARE2,3 e IR avaliados com os critérios ) e ), para o
escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 1.
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Fig. 6.25: Operadores AR~ ARPswirts ¢ ARY e IR avaliados com os critérios

Q@ e QQ, para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 1.

As Figs. 6.26-6.31 apresentam os critérios de identificacao de estruturas vor-

ticais avaliados no plano 2 (vista de topo da cavidade). Observa-se a orientagao

das estruturas vorticais convergentes no escoamento, caracteristica da orientacao

disposta no dominio por conta de sua geometria. As altas concentragoes de vor-

ticidade e vorticidade relativas proximas a regiao de convergéncia do dominio sao

fruto das altas taxa de cisalhamento nessas regioes e nao devido a presenca de

estruturas vorticais.
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Fig. 6.26: Critérios @, Qs, A e A, e os mbédulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores maximos para o escoamento em
cavidade - Caso 45 graus - no plano 2.
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Fig. 6.27: Critérios \D"TW" \D™FW \D*+WHDQ-aD ' o 7, além do operador

ARP para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 2.
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Fig. 6.29: Operadores AR{‘,Q’3 e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 2.
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Fig. 6.30: Operadores Asz’g, e IR avaliados com os critérios () e (s para o
escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 2.
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Fig. 6.31: Operadores AR, ARPswirts ¢ ARY e IR avaliados com os critérios
Q@ e Q, para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus - no plano 2.

As Figs. 6.32-6.36 apresentam isosuperficies igual a 0.5 para todos os critérios
assim como para a vorticidade e para vorticidade relativa divido pelos seus valores
méximos. B possivel observar a mudanca na disposicao das estruturas coerentes,
em menor tamanho e em maior nimero, com relacao as estruturas obtidas no

caso anterior.
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Fig. 6.32: Isosuperfices dos critérios @), Qs, A e Ay, e os mbdulos da vorticidade e
da vorticidade relativa, ponderadas pelos seus valores maximos iguais
a 0.5 para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus.
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. . c . 2 2 2 W2 2 2 _
Fig. 6.33: Isosuperfices dos critérios AP~ W~ \D™FW" \DTHWHDQ-QD " o 7

além do operador ARF iguais a 0.5 para o escoamento em cavidade -
Caso 45 graus.
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Fig. 6.34: Isosuperfices dos operadores AR{"Q,?, e I R avaliados com os critérios ()
e (s iguais a 0.5 para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus.
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Fig. 6.35: Isosuperficies dos operadores AR{E’:Q’3 e IR avaliados com os critérios ()
e (s iguais a 0.5 para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus.
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Fig. 6.36: Isosuperficies dos operadores AR“~%, AR®swiris ¢ ARF e IR avaliados
com os critérios () e (), para o escoamento em cavidade - Caso 45 graus.

6.2 Turbuléncia Isotrépica Forcados

Os resultados numéricos obtidos a partir da base de dados em turbuléncia da
Universidade John Hopkins [20] foram analisados a partir dos critérios avaliados

no presente trabalho. A base de dados consiste de resultados obtidos da sim-
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ulacao numérica direta da turbuléncia isotrépica forcada em um dominio cibico
de dimensoes 27 x 27 x 27w. A malha computacional é isotrépica com sua res-
olucao de 1024x1024x1024 elementos, onde todas as fronteiras sao periddicas e
um solver pseudo-espectral é utilizado para a solucao das equagoes pertinentes
ao problema. A energia é inserida no dominio de forma a manter o nimero de
onda proximo a 2. Apés atingido o estado estacionario estatisticamente, 1024
passos de tempo foram capturados e o tempo total de simulacao foi considerado
a partir do tempo necessario para uma volta completa em torno do préprio eixo
das maiores escalas (2.02). O numero de Reynolds baseado na microescala de
Taylor é igual a 433. A escala de comprimento de Kolmogorov ¢é igual a 0.00287
e a escala de tempo igual a 0.0466. A Fig. 6.37 apresenta o espectro de ener-
gia médio no tempo. A Fig. 6.38 dispoe a energia instantdnea e o numero de
Reynolds baseado na mico escala de Taylor ao longo do tempo. Na figura, o
intervalo de tempo negativo diz respeito aos acontecimentos antes de reconhecido

estatisticamente o desenvolvimento da turbuléncia.
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Fig. 6.37: Espectro de energia médio temporal avaliado na simulagao de tur-
buléncia isotrépica da base de dados em turbuléncia da Universidade
John Hopkins. Retirado de [20]
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Fig. 6.38: Energia cinética instantanea e numero de Reynolds Re). Retirado de
[20]

A base de dados oferece a avaliagdo pontual dos campos pertinentes ao prob-
lema como velocidade, gradiente de velocidades, Hessiana da velocidade e pressao

e etc., utilizando esquemas advectivos que vao de 4* ordem até 8* ordem. Além
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disso, o sitio eletronico da base de dados fornece acesso dos dados em uma nuvem
de pontos fornecidas pelo usuario, inclusive com acesso direto via web services.
Os graficos das Figs. 6.39-6.44 apresentam os critérios de identificacao de
vortices em contornos para um plano de corte para o caso de simulacao de tur-
buléncia forcada retirado da base de dados da Universidade John Hopkins, avali-
ados no instante de tempo 1.0 (est@o liberados instantes de tempo de 0.0-2.048
a partir do instante constatada a turbuléncia como desenvolvida) em um plano
z = 7, com limites das outras dimensoes em 0 < z > 7/2 e 0 < y > 7/2.
Apesar de representar somente 1/16 do dominio, a regiao apresentada mostra a
heterogeidade das estruturas dispostas ao longo do dominio, tanto nos critérios

existentes quanto nos novos critérios propostos no presente trabalho.
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Fig. 6.39: Critérios @, Qs, A e A, e os mbédulos da vorticidade e da vorticidade
relativa, ponderadas pelos seus valores méaximos para o escoamento de
turbuléncia isotrépica forcada.
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Fig. 6.40: Critérios AD*+*W* \D*+W" \D*+W>+DQ-0D o (7 além do operador
ARP para o escoamento de turbuléncia isotrépica forcada.
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Fig. 6.41: Operadores A\YY e AYY/AYY, AVY e AYY/AYY, além dos médulos da
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isotropica forcada.
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Fig. 6.44: Operadores AR, ARPswirts ¢ ARY e IR avaliados com os critérios
Q@ e Q, para o escoamento de turbuléncia isotrépica forgada.



Capitulo 7

Conclusoes

A identificacao de vértice é um tema de grande complexidade e ainda hoje
nao existe uma teoria consensual sobre o assunto. Diferentes critérios foram pro-
postos ao longo dos anos com aplicacao em diferentes escoamentos, mas todos
apresentam deficiéncias e limitagoes. A busca por um critério geral requer o con-
hecimento das diferentes disciplinas que compoem a mecanica dos fluidos e o que
o presente trabalho tem por objetivo é mostrar a importancia dessa integracao.
Os novos critérios propostos nesse trabalho e que se fundamentam em estudos
relacionados a mecanica dos fluidos viscoelasticos e a classificagao de escoamen-
tos nao-newtonianos, foram incorporados ao estudo de escoamentos cadticos e
turbulentos, apresentando resultados interessantes.

Diferentes concepgoes de critérios foram propostas ao longo dos anos. Os
critérios baseados nos invariantes do tensor gradiente de velocidade avaliam de
forma isotréopica a existéncia de estruturas vorticais no dominio. Os critérios ()
e A apresentaram relativa semelhanca em todos os casos analisados, enquanto
que o critério )\]232+W2 corroborou com a identificacao dos dois anteriores em
alguns casos, como no escoamento ABC e de uma gota imersa em fluido de
Stokes, mas apresentou relativa diferenca nos escoamentos turbulentos. Por se
tratarem de critérios consagrados, que apresentam um ntimero consideravel de

trabalhos publicados que os utilizam, o presente trabalho recomenda seu uso,

312
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principalmente do critério )\]2)2+W2, para estudos que nao tenham o compromisso
quanto a mudanca no observador e que desejarem uma andlise qualitativa do
escoamento.

Os operadores que \Y.Y e AYY/AYY que compoem um critério, poderiam ser
avaliados por um tunico operador que relaciona-se com esses dois parametros,

sem divergir quando a parte real relativa ao autovalor complexo do gradiente de

velocidades for nulo, por exemplo, dado pela relagao

—)\ZV 7.1
NS (7.1)

O parametro definido acima incorpora a avaliacao dos dois critérios e pode
ser utilizado sem a implementacao de dois patamares subjetivos. Entretanto,
como vimos anteriormente, os operadores apresentam deficiéncias que podem ser
corrigidas se avaliados simultaneamente por outros operadores discutidos nesse
trabalho, formando um critério uinico, como, por exemplo, conjuntamente com o
operador H,. Esse operador por sinal, assim como a helicidade H, faz parte de
uma classe de identificadores de vortices que avaliam alinhamentos entre vetores
pertinentes ao processo de formagao e evolugao de estruturas vorticais. Esse tipo
de proposta é relativamente nova, com poucos trabalhos apresentados e que o
utilizam em escoamentos cadticos ou turbulentos, apesar de ser promissora.

A vorticidade nao foi utilizada no presente trabalho como um critério de iden-
tificacao de vortices, apesar de ser disposta nos resultados, assim como nao foram
utilizados também os critérios de pressao local minima e linhas de correntes cir-
culares, pois este entende que esses parametros, apesar de importantes na de-
scricao do escoamento, apresentam deficiéncias fundamentais, se comparados com
os critérios discutidos nesse trabalho. O mesmo vale para a vorticidade relativa.

Foram observadas mudancas significativas nas novas formulacgoes objetivas
dos critérios existentes, se comparados com os originais. Esses critérios identi-
ficaram padroes cadticos nos escoamentos analiticos nao integraveis, como o caso

do escoamento ABC e da gota, sob algumas condicGes, enquanto que suas con-
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trapartes originais evidenciavam contornos suaves e continuos. Esse fato ressalta
a importancia da objetividade frente a invariancia galileana.

Os novos critérios propostos foram avaliados em resultados analiticos e numéricos,
resultando em anélises completamente diferentes daquelas realizadas por outros
critérios, mesmo sob uma mesma base de normalizagao. Padroes cadticos pud-
eram ser observados nos escoamentos analiticos e mesmo nos escoamentos tur-
bulentos. Os campos resultantes dos parametros dos critérios propostos apre-
sentaram grande divergéncia com relagao aos critérios existentes. Conclusoes
efetivas sobre a topologia das estruturas resultantes, frente a nocao de vortices e
estruturas vorticais que temos hoje por conta dos critérios com maior aplicacao
na literatura sé poderao ser tiradas com estudos mais profundos em determi-
nado escoamento e com a aplicacao do critério em outras solugoes de vortices
mais rudimentares e com maior tempo de avaliagao. A possilidade de analise da
anisotropia do escoamento por meio dos operadores AR{"273 e AREZS possibilita
a classificagao do vortice quanto as suas diregoes principais de rotagao e quanto
a sua morfologia. A abordagem de avaliagao de um critério em planos normais a
vetores relevantes ao processo de formacao, evolucao e dissipagao de vortices cria
uma nova familia de critérios com intimeras possibilidades de anélise. A aplicagao
da medicao da persisténcia de deformacao objetiva nessa identificacao pode vir a
ser uma realidade, mesmo em escoamentos turbulentos.

Outra possibilidade importante no processo de identificacao de vortices com
0S novos critérios propostos encontra-se na ligacao entre os tensores avaliados pelo
critério e aos termos das equagoes de momentum, o que atribui ao processo de
identificagao de estruturas coerentes um carater dinamico e nao apenas cinematico
do escoamento. A possibilidade de associacao de um determinado efeito dessas
equagoes na formagao ou dissipagao de vortices abre caminho para novas linhas

de estudo relacionados ao tema.
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7.1 Temas Para Trabalhos Futuros

A avaliacao dos termos da equacao de Navier-Stokes e sua comparacao em es-
coamentos cadticos ou turbulentos contra o comportamento do tensor A‘;‘l quanto
ao fato de se encontrar em fase ou fora de fase com a taxa de deformacao e
comparar a influéncia desses diferentes termos constitui um trabalho de grande
relevancia e que podera, inclusive, modificar algumas hipoteses aplicadas em al-
guns modelos de turbuléncia, visando a melhoria dos mesmos ou até mesmo a
implementacgao de novos modelos baseados na persisténcia de deformagcao.

Outro trabalho de grande relevancia e que foi rapidamente descrito no capitulo
2 ¢ a andlise lagrangiana dos métodos existentes e dos novos métodos propostos
nesse trabalho. Apesar de subjetiva quanto ao tempo de integracao e ao nimero
de trajetdrias simuladas para classificacao de uma regiao como uma regiao vorti-
cal, a andlise desse tipo de estrutura por uma abordagem lagrangiana é mais
intuitiva, pois descreve a trajetéria descrita por particulas imersas no escoa-
mento e, conseqilentemente, a geometria do vértice. A proposta de Haller [14] de
um critério que identifique vértices de forma lagrangiana, mas com um pano de
fundo euleriano, caracterizado pelo tensor A?l pode mutuamente, auxiliar nas

deficiéncias de cada abordagem.
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