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Resumo. A turbulência continua sendo, ainda hoje, um grande desafio para os pesquisadores, pois os escoamentos 

turbulentos são complexos e dependentes do tempo e do espaço. A combinação entre Simulação de Grandes Escalas e 

Método de Elementos Finitos está provando ser de grande relevância à comunidade de Engenharia, no entanto, ainda 

são escassas as publicações que tratam dessa combinação. Os objetivos desse trabalho são: analisar escoamentos de 

fluidos viscosos, incompressíveis e isotérmicos partindo de um código computacional tridimensional apresentado por 

Petry, 2002; verificar o comportamento dos Modelos Submalha em problemas de simulação de escoamento em canal 

tridimensional; estudar e aplicar a simulação de grandes escalas no âmbito do método de elementos finitos. Para alcançar 

esses objetivos são utilizados o modelo clássico de Smagorinsky e o modelo Dinâmico de viscosidade turbulenta, 

inicialmente proposto por Germano et al., 1991. Para o processo de segunda filtragem do modelo dinâmico emprega-se a 

filtragem por elementos finitos independentes de Petry, 2002. Na implementação do algoritmo é utilizado o Método dos 

Elementos Finitos e, para integrar as equações governantes, é usado o esquema de Taylor-Galerkin para a 

discretização no tempo e no espaço. O elemento finito de discretização do domínio computacional é o hexaedro linear. 

Os resultados obtidos com Simulação de Grandes Escalas no modelo clássico de Smagorinsky e no modelo Dinâmico, 

tiveram boa concordância com dados experimentais e com Simulação Numérica Direta, mas, o modelo Dinâmico mostrou 

melhor comportamento próximo à parede. 
 

Palavras-chave: Elementos Finitos, Modelos Submalha, Turbulência. 

 

 

1. INTRODUÇÃO  

 

O interesse no estudo dos fluidos em movimento existe em grande parte pela presença dos fenômenos que ocorrem 

na natureza e em algumas aplicações da engenharia. Conseqüentemente, a análise de escoamentos turbulentos é 

extremamente importante. Tennekes e Lumley, 1972, observam que tudo o que se pode fazer no sentido de definir a 

turbulência é listar algumas das características principais dos escoamentos turbulentos, como: irregularidade, 

difusividade, associação com elevados números de Reynolds, tridimensionalidade das flutuações de vorticidade, 

dissipação, validade da hipótese do contínuo e que está sendo caracterizada pelas as propriedades do escoamento, não 

pelas propriedades físicas do fluido. Em 1950, com o advento dos computadores, apareceu uma alternativa de se obter 

soluções numéricas das equações de Navier-Stokes, começando uma área nova no estudo dos fluidos, chamada 

Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD), que estuda métodos computacionais ou simulações numéricas de 

escoamentos.  

Diferentes métodos numéricos são usados nestas simulações. Uma técnica eficiente para a análise dos problemas 

com geometrias complexas é o Método dos Elementos Finitos, que é a metodologia adotada neste trabalho. As 

simulações numéricas diretas (DNS) e as equações médias de Reynolds (RANS) representam as duas extremidades dos 

métodos possíveis para a simulação de escoamentos turbulentos. Na metodologia DNS todas as escalas do movimento 

são simuladas, o que é muito caro para qualquer escoamento turbulento. Na metodologia RANS, onde a demanda 

computacional é relativamente baixa, tem a remoção de todos os detalhes dos processos turbulentos, conseqüentemente 

passam para ser representados em função dos valores médios.  

A simulação de grandes escalas (LES) está entre estas duas extremidades, conseqüentemente as maiores estruturas 

turbulentas, são resolvidas diretamente, e modelos são usados para representar o efeito das escalas submalha. Esses 

modelos têm a mesma proposta dos modelos de turbulência convencional, mas são mais simples porque consideram 

somente o efeito das pequenas escalas. Além disso, os modelos submalha têm menor dependência da geometria porque 

as pequenas escalas são de uma natureza mais universal do que a turbulência total.  

Para superar as dificuldades na análise numérica de escoamentos incompressíveis é necessário adotar algum esquema 

para estabilizar a solução (Reddy e Gartling, 1994; Franca e Frey, 1992). A alternativa adotada neste trabalho é a 

formulação quase-incompressível (Kawahara e Hirano, 1983). A formulação usual para o escoamento incompressível é 
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baseada na hipótese de um valor constante para a densidade e, desta hipótese, a derivada da velocidade do som no 

campo de escoamento é infinita (Schlichting, 1968). Entretanto, no escoamento real a propagação do som ocorre sempre 

com velocidade finita. As equações para o escoamento quase-incompressível supõem a densidade constante (as 

flutuações da densidade são consideradas sem valor) e um valor finito para a velocidade do som. Com esta consideração 

a equação da conservação de massa contém uma derivada da pressão no tempo.  

Este trabalho apresenta a aplicação de um algoritmo numérico para a análise de um escoamento turbulento 

tridimensional. A metodologia é baseada no método dos elementos finitos e na simulação de grandes escalas. O código 

computacional para simular o escoamento transiente, quase-incompressível e tridimensional, foi desenvolvido por Petry, 

2002, usando o esquema de Taylor-Galerkin, com elemento hexaédrico de oito nós. Os modelos submalha utilizados são 

o modelo clássico de Smagorinsky e o modelo Dinâmico de viscosidade turbulenta, inicialmente proposto por Germano et 

al., 1991. As simulações de escoamento em um canal retangular, presentes neste trabalho, confirmam a validez do 

projeto executado, porém igualmente demonstram que melhorias são necessárias para superar dificuldades em grandes 

problemas computacionais.  

 

 

2. ASPECTOS MATEMÁTICOS E NUMÉRICOS 
 

2.1. Equações Governantes 

 

As equações para a Simulação de Grandes Escalas são derivadas (Petry, 2002) das equações de conservação de 

massa, energia e momento de um escoamento viscoso, quase-incompressível, tridimensional, transiente e isotérmico de 

um fluido Newtoniano (White, 1974; Kawahara and Hirano, 1983). Na simulação de grandes escalas (Findikakis and 

Street, 1982) cada variável é decomposta em campo de grande escala (identificado por barra sobre a variável) e campo 

submalha (identificado pelo apóstrofo):  

 

iii v + v = v ′    p + p = p ′   ρ′ρρ  +  =            (1) 

 

Se a densidade é constante,  então ρ´=0.  
Prosseguindo o processo de filtragem das equações de conservação de massa e do momento do escoamento 

isotérmico, viscoso, quase-incompressível, tridimensional e transiente, as equações governantes são dadas por:  
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Com as condições de contorno: 

 

ii v̂v =               vin Γ       (4) 
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e as correspondentes condições iniciais: 

 

0ii v̂v =                Ω= ,0tin          (6) 

0p̂p =                Ω= ,0tni          (7) 

 

Onde:  

ρ → massa específica do fluido 
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vi → componente da velocidade na direção i 

xi → coordenada na direção i 

ijδ  - delta de Kronecker  

iv̂  - valores prescritos da velocidade i no contorno indicado 

jn  - cosseno diretor do vetor normal ao contorno  

it  - valores prescritos das forças de superfície no contorno 

µ  - coeficiente de viscosidade dinâmica do fluido  

λ  - coeficiente de viscosidade volumétrica do fluido 

C- velocidades de propagação do som 

ν - viscosidade cinemática 

iv → componente, correspondente às grandes escalas, do vetor de velocidade na direção xi.  

p  → pressão, componente correspondente às grandes escalas. 

v'i  → componente, correspondente às escalas submalha, do vetor de velocidade na direção xi. 

Lij = jiji v vv v −  →  termos de Leonard. 

Cij = jiji v v v'v '+  →  termos cruzados. 

ji vv ''  →  tensor de Reynolds submalha. 

 

 

Os termos Lij e Cij podem ser negligenciados (Findikakis e Street, 1982). Estudos anteriores ( Petry e Awruch, 1997) 

confirmam que a consideração desses termos não afeta significativamente os resultados aumentam em torno de 20% o 

tempo de processamento.  

As equações (2) e  (3), negligenciando os termos de Leonard e cruzados, com as condições de contorno e iniciais 

dadas pelas equações (4), (5), (6) e (7), são as equações governantes de um escoamento turbulento, isotérmico, quase-

incompressível, de um fluido Newtoniano e, com as equações dos modelos submalha, consistem no sistema a ser 

resolvido.  

 

 

2.2 Modelos Submalha 
 

Os dois modelos implementados são baseados no conceito de viscosidade turbulenta, usando a hipótese de 

Boussinesq, as tensões de Reynolds submalha são dadas por: 
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Onde νt é a viscosidade turbulenta. 

Esta é a equação original de Bousssinesq. Usualmente para escoamentos incompressíveis a equação (8) é 

modificada, introduzindo um termo com energia cinética submalha para fazer o modelo compatível com a equação 

usual da conservação de massa para escoamentos incompressíveis (Hinze, 1975). Porém neste trabalho a equação da 

continuidade é modificada, para escoamentos quase-incompressíveis, conseqüentemente, a equação (8) é válida.  

 

 

 

 

2.3  Modelo de Smagorinsky 
 

O modelo de Smagorinsky (1963)  tem sido tradicionalmente usado para representar o efeito das escalas submalha 

em simulação de grandes escalas (Findikakis and Street, 1982; Lesieur et al, 1995). É um modelo de viscosidade 

turbulenta no qual as tensões de Reynolds submalha são dadas pela equação (8) e a viscosidade turbulenta é definida 

como:  
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2
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 Onde  CS  é a constante de  Smagorinsky, com valores de 0.1 to 0.22, e os outros termos são dados por: 
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2.4  Modelo Dinâmico de Viscosidade Turbulenta 
 

O modelo dinâmico foi primeiramente proposto por Germano et al., 1991, e modificado por Lilly, 1992. As tensões 

de Reynolds submalha são obtidas também com a equação (8), entretanto a viscosidade turbulenta é definida por:  

 

S )t,(C=
2

t ∆ν x                      (13) 

 

O coeficiente dinâmico é calculado em função de características locais do escoamento, usando um processo de dupla 

filtragem. O cálculo de C(x, t) é baseado na informação das pequenas escalas resolvidas pela malha, e é definida como: 
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Onde  Lij e Mij são dados por: 
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∆ - comprimento característico da segunda filtragem, com ∆ > ∆ . 

 

Nas equações acima, a barra indica o primeiro processo de filtragem (filtro em nível de malha) e o símbolo  

indica o segundo processo de filtragem (filtro teste).  

Para a solução do sistema de equações, o Método de Elementos Finitos é empregado. Para obter o sistema de 

equações algébricas, as derivadas temporais são expandidas em séries de Taylor, incluindo os termos de segunda ordem 

e para a discretização no espaço o método clássico de Galerkin é aplicado (Reddy and Gartling, 1994). Para economizar 

tempo de processamento são utilizadas expressões analíticas para as matrizes e elementos hexaédricos isoparamétricos 

são usados (Burbridge e Awruch,2000). Esse esquema é conhecido como Taylor-Galerkin, (Donea, 1984). O esquema 

temporal é explícito e condicionalmente estável e o passo de integração possui a seguinte restrição: 
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onde (min)x i∆ é a mínima dimensão dos elementos de malha, C é a velocidade do som e V é a velocidade de 

referência.  

 

2.5 A Segunda Filtragem  

 

O modelo de viscosidade turbulenta submalha de Smagorinsky apresenta como maior limitação a dificuldade de 

representar corretamente, com uma constante única, diferentes campos de escoamento turbulento, tais como 

recirculação, recolamento e escoamento próximo à parede.  

Uma alternativa ao modelo de Smagorinsky é o modelo dinâmico de viscosidade turbulenta, proposto por Germano 

et al., 1991 e modificado por Lilly, 1992. Nesse modelo o coeficiente é calculado de acordo com a evolução do 

escoamento, sendo uma função do tempo e do espaço. 

A equação (14) define o coeficiente dinâmico C(x,t). Este depende do uso de dois filtros de diferentes comprimentos 

característicos. A primeira filtragem é considerada aplicada quando se realiza a discretização das equações. O primeiro 

filtro (filtro ao nível de malha) tem dimensão característica relacionada às dimensões dos elementos da malha. 

Para o segundo processo de filtragem (filtro teste) emprega-se um filtro com dimensão característica maior que o 

primeiro filtro. Baseado nestes dois níveis de escala, os modelos dinâmicos usam informações das menores escalas 

resolvidas (situadas entre os dois filtros) para calcular o coeficiente dinâmico. 

Para o processo de segunda filtragem muitas propostas têm sido apresentadas.  

Findikakis e Street, 1982 e Oshima, et al., 1996,  apresentam uma expansão em série de Taylor. Padilla e Silveira 

Neto, 2004, analisam a influência de diferentes tipos de filtros. 

A proposta para a segunda filtragem apresentada neste trabalho é referida como segunda filtragem por elementos 

finitos independentes, que foi apresentada por Petry, 2002. 

Um exemplo de elemento independente em malha tridimensional é o vermelho apresentado na figura 1. 

O processo consiste em construir elementos em torno de cada nó da malha, definido por nós vizinhos ao nó de 

interesse e empregar as funções de interpolação lineares do elemento para efetuar o processo de segunda filtragem. 

Desta forma, emprega-se uma interpolação linear dos valores calculados nos pontos vizinhos da malha, para obter o 

valor filtrado no ponto de interesse.  

 
Figura 1 – Elemento independente em uma malha tridimensional, [Petry, 2002]. 

 

Para gerar esse conjunto de elementos independentes foi utilizado o algoritmo apresentado por Petry, 2002. 

Considerando e elemento hexaédrico de oito nós, representado no espaço físico (x1,x2,x3) e no espaço computacional 

( )ζηξ ,,  na figura 2, com funções de interpolação lineares dadas por: 

 

 

                                     ( ) ( )( )( )ζζ+ηη+ξξ+=ζηξφ
αααα

111
8
1,,               (α=1,...,8)              (18)  

 

onde 
ααα

ζηξ ,, são as coordenadas do nó α do elemento no sistema de eixos referencial ζηξ  e , , dadas por: 

                                                      

 { }11111111 −−−−=ξ ,,,,,,,
T
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                                                     (19) 
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Figura 2 – Elemento hexaédrico de oito nós no espaço computacional e físico, [Petry, 2002]. 

 

 

As coordenadas de um ponto I qualquer no interior do elemento podem ser calculadas pela seguinte transformação 

de coordenadas: 
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1
iIIIIi
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onde: 

(xi)I → coordenada de um ponto I qualquer no interior do elemento (i=1,2,3) 

xiα → coordenada i do nó α que define o elemento (α=1,2,3,4,5,6,7,8) 

φα ( )
III

,, ζηξ  → função de interpolação do nó α, avaliada no ponto I, com coordenadas naturais ( )
III

,, ζηξ . 

 

Esta é a transformação usual empregada em elementos finitos. 

Então, dispõem-se das conectividades dos elementos independentes e das coordenadas naturais de todos os nós da 

malha, relativas ao seu elemento independente. 

A etapa incluída no algoritmo principal de solução consiste em avaliar as quantidades: 
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utilizando as funções de interpolação do elemento e as coordenadas naturais de cada nó no interior do elemento 

independente associado a ele da seguinte forma 
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Empregando esta interpolação os valores dos nós vizinhos são ponderados, através de uma interpolação linear, na 

obtenção do valor filtrado de acordo com a distância dos mesmos ao nó I. 
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Para avaliar as quantidades é necessário calcular os valores de   ijSijS    e   vv
2

ji ∆   para os nós que compõem o 

elemento independente. No programa implementado, estes valores são calculados para todos os nós da malha e 

armazenados para utilização na solução das equações (14) e (16). 

A dimensão característica do primeiro filtro é avaliada como a raiz cúbica dos volumes dos elementos da malha: 

                                                                   
3

eVol=∆                                                            (26) 

 

A dimensão característica do segundo filtro é calculada analogamente como sendo a raiz cúbica dos elementos 

independentes: 

 

                                                 3 )E(Volume I
I

=∆                                                            (27) 

 

Avaliadas as expressões relativas ao segundo processo de filtragem, finalmente pode-se calcular C(x,t) segundo a 

equação (14) para cada nó da malha. 

Este coeficiente será empregado para o cálculo da viscosidade turbulenta, segundo a equação (13). Sendo a 

viscosidade turbulenta avaliada ao nível de elemento, e os valores do coeficiente dinâmico definidos para os nós da 

malha, o valor empregado para cada elemento é a média dos valores de C(x,t) para os nós que compõem os elementos 

da malha original. Isto equivale a uma interpolação dos valores de C para o centro do elemento. Este procedimento está 

de acordo com o adotado por outros autores como Oshima et al., 1996, Zang et al., 1993, Breuer e Rodi, 1994, que 

empregam médias do coeficiente dinâmico para evitar que as variações bruscas, tanto espaciais como temporais, sejam 

fontes de instabilidades na solução.  

Neste trabalho adotou-se um limite, também adotado por Zang et al., 1993, para a viscosidade turbulenta negativa, 

como sendo: 

 

                                                                    0≥ν+ν t                                                         (28) 

 

 

Outra verificação que teve de ser adotada foi que, quando o denominador da expressão para cálculo de C(x,t) se 

anula, assume-se C(x,t)=0 (lembrando que esse valor é relacionado ao nó e que o valor empregado para cálculo da 

viscosidade turbulenta é a média dos valores nodais do elemento). 

 

 

 

3. RESULTADOS 

 

Simulações de escoamento em canal tridimensional com número de Reynolds 3300 são realizadas para validar o 

código. Os resultados são obtidos usando os modelos de Smagorinsky e Dinâmico e comparados com dados 

experimentais de Nishino & Kasagi (Gavrilakis, 1992) e com as simulações numéricas de Kim et al., 1987 e Abrunhosa, 

2003.  

A geometria do canal e a malha uniforme utilizada são mostradas, respectivamente, nas Fig. 3 e 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Figura 3. Geometria do canal.                                                          Figura 4. Malha uniforme.                   
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Como condições de contorno na entrada usa-se um perfil turbulento de velocidade, completamente desenvolvido 

(v1=V(y), v2=0) e condição de não-deslizamento (v1=v2=v3=0) prescrita nas paredes superior e inferior. Na saída do 

canal existem condições de contorno naturais (t1=t2=t3=0) (vide equação(5)). As condições iniciais usadas são v1=50,49 

m/s, v2=v3=p=0. É importante observar que, diferentemente do procedimento normal adotado em simulações 

numéricas de escoamentos turbulentos em canais com DNS ou LES, as condições de contorno nas direções x e z não 

serão periódicas.  

Na Fig. 5 são mostrados os resultados da simulação, nos modelos de Smagorinsky e Dinâmico, do perfil de 

velocidade U comparados com resultados experimentais e outras simulações. Pode-se dizer que os resultados 

concordam bem com os dados experimentais e com a simulação de Abrunhosa, 2003. A tensão de Reynolds(u'v') 

estimada pelos modelos é mostrada na Fig. 6.  

 

                                                           

 

 

  

Figura 5.   Perfil de Velocidade U.                                      Figura 6.  Tensão de Reynolds u'v'. 

 

 

4. CONCLUSÕES 

 

 

Foi apresentada a metodologia de resolução de escoamentos de fluidos Newtonianos quase-incompressíveis, 

turbulentos, isotérmicos e transientes em canal retangular, usando o método de elementos finitos e simulação de grandes 

escalas, com os modelos de Smagorinsky e Dinâmico. Os resultados são coerentes com os dados experimentais e com 

as simulações numéricas de Kim et al., 1987 e Abrunhosa, 2003.  

Observa-se que os resultados do modelo Dinâmico estão em melhor concordância com os dados experimentais e de 

simulação direta do que os resultados apresentados pelo modelo de Smagorinsky. Além disso, pode ser observado que a 

metodologia da segunda filtragem proposta em Petry, 2002, de fato é melhor do que os resultados obtidos pelo modelo 

de Smagorinsky.   

A análise desse problema apresentado aqui demonstrou a capacidade desta metodologia em simular escoamentos 

turbulentos complexos, sem limitações sobre o alocamento de memória. A grande redução no passo de tempo de 

integração à medida que o número de Reynolds aumenta, acarreta em grandes tempos de processamento e inviabiliza a 

construção de uma malha mais refinada, o que traria melhorias na análise do escoamento para o canal. Pesquisas nesse 

aspecto estão em andamento.  

 

 

 

5. RECONHECIMENTOS 
 

Os autores agradecem o Centro Nacional de Supercomputação da Região Sul, da Universidade Federal do Rio 

Grande do Sul (CESUP-RS/UFRGS) .  

 

 

 

 



EPTT2008           Escola de Primavera de Transição e Turbulência 
Copyright © 2007 by ABCM 22 a 26 de setembro de 2008, São Carlos, SP 

 

 

 

 

6. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
 

       
       
Abrunhosa, J.D.M., 2003.  “Simulação de escoamento turbulento complexo com modelagem clássica e de grandes          

escalas”. Tese (doutorado) – Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro, Departamento de Engenharia 

Mecânica. 

Breuer, M., Rodi, W., 1994. “Large Eddy Simulation of Turbulent Flow through a Straight Square Duct and 180º Bend”, 

Direct and Large Eddy Simulation I, p.273-285, P.R. Voke et al. (eds.), Kluwer Academic Publishers, Netherlands. 

Burbridge, H.P., Awruch, A.M., 2000. An efficient one-step Taylor-Galerkin Scheme to Analyze 3D High 

Compressible Flows Using the Finite Element Method, Anais ENCIT 2000, Porto Alegre, RS,Brasil 

Donea, J, 1984. “A Taylor-Galerkin Method for Convective Transport Problems”, International Journal for Numerical 

Methods in Engineering, v 20, pp 101-119. 

Findikakis, A.N. and Street, R.L., 1982. "Mathematical Description of Turbulent Flows", Journal of Hydraulics Division, 

ASCE, V108, N
o
.HY8, paper 17265, p887-903. 

Franca, L., Frey, S. L.,  1992. “Stabilized Finite Element Methods: II. The Incompressible Navier-Stokes Equations”. 

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., v. 99, pp. 209-233. 

Gavrilakis, S., 1992, “Numerical simulation of low-Reynolds-number turbulent flow through a straight square duct”, J. 

Fluid Mech., vol. 244, pp. 101-129. 

Germano, M. Piomelli, U., Moin, P. Cabot, W.H., 1991. “A dynamic sub-grid-scale eddy viscosity model”, Physics of 

Fluids, A3 (7), 1760-1765. 

Ghosal, S., 1996. “An analysis of numerical errors in large eddy simulations of turbulence”, Journal of Computational 

Physics, 125, pp. 187-206; 

Hinze, J.O., 1975. "Turbulence", McGraw-Hill, New York. 

Kawahara, M., Hirano, H.,1983. “A Finite Element Method for High Reynolds Number Viscous Fluid Flow Using Two 

Step Explicit Scheme”. International Journal for Numerical Methods in Fluids, V.3, pp.137-163. 

Kim, J., Moin, P., and Moser, R., 1987. “Turbulence statistics in fully developed channel flow at low Reynolds 

number”, J. Fluid Mech., vol. 177, pp. 133-166. 

Lesieur, M. Comte, P., Métais, O., 1995. “Numerical simulations of coherent vortices in turbulence”, ASME - Appl 

Mech Rev, Vol. 48, No.4. 

Lilly, D.K., 1992. “A proposed moddification of the Germano subgrid-scale closure method”, Physics of Fluids, A4 

(3), 633-635. 

Oshima, M., Kobayashi, T., Taniguchi, N., Tsubokura, M., 1996. “Development of Filtering Operation for Dynamic 

SGS Model Using Finite Element Method”. The Second ERCOFTAC Workshop on Direct and Large Eddy 

Simulation. Septembre 16-19, Grenoble, França. 

Padilla, E. L. M. ; Silveira Neto, A., 2003. “Influência de diferentes tipos de filtros para modelagem dinâmica em 

Simulação de Grandes Escalas”. In: XXXIV Inberian Latin-American Congress on Computational Methods in 

Engineering – CILAMCE, Ouro Preto. UFOP, v. 1. p. 1-10. 

Petry, A.P., 2002. “Análise Numérica de Escoamentos Turbulentos Tridimensionais Empregando o Método de 

Elementos Finitos e Simulação de Grandes Escalas”, Tese de Doutorado, Programa de Pós-Graduação em 

Engenharia Mecânica (PROMEC), Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), Porto Alegre. 

Petry, A.P., Awruch, A.M., 1997. “Turbulent Flows Simulation Using the Finite Element Method and Large Eddy 

Simulation”(in Portuguese), ENIEF 97, Proceedings, San Carlos de Bariloche, Argentina. 

Reddy, J.N., Gartling, D.K., 1994. “The Finite Element Method in Heat Transfer and Fluid Dynamics”, CRC Press. 

Schlichting, H., 1968. "Boundary Layer Theory", McGraw-Hill, New York. 

Smagorinsky, J., 1963. “General circulation experiments with the primitive equations. I. The basic experiment”, 

Monthly Weather Reviews, v. 91, pp. 99-164. 

Tenekes, H. Lumley,J.L., 1972. "A First Course in Turbulence", MIT Press.  

White, F.M., 1974. “Viscous Fluid Flow”, McGraw-Hill, New York. 

Zang, Y., Street, R. L., Koseff, J. R., 1993. “A Dynamic Mixed Subgrid-Scale Model and its Application to Turbulent 

Recirculating Flows”. Physics of Fluids, A, v. 5, n. 12, pp. 3186-3196. 

 

 



CAPÍTULO 1

CAPÍTULO 2

CAPÍTULO 3

CAPÍTULO 4

Redução de Ruído em Ensaios Experimentais
Igor Braga de Paula
University of Stuttgart
Institute für Aerodynamik und Gasdynamik–IAG/LWK
Stuttgart, Alemanha

Fernando Martini Catalano
Escola de Engenharia de São Carlos (EESC)
Departamento de Engenharia de Materiais,
Aeronautica e Automobilistica
Universidade de São Paulo (USP)
São Carlos, SP - Brasil

Elementos da Teoria de Transição em Estabilidade Hidrodinâmica
Sávio B. Rodrigues
Universidade Federal de São Carlos, UFSCar
Centro de Ciências Exatas e de Tecnologia
Departamento de Matemática
São Carlos, SP - Brasil

Estabilidade Hidrodinâmica em Escoamento Bifásico Paralelo
Oscar M. H. Rodriguez
Escola de Engenharia de São Carlos (EESC)
Departamento de Engenharia Mecânica
Universidade de São Paulo (USP)
São Carlos, SP - Brasil

Modelagem de Turbulência para Aplicações Aeroespaciais
Enda Dimitri V. Bigarella
Aerodinâmica e CFD, Embraer S.A.
São José dos Campos, SP - Brasil

João Luiz F. Azevedo
Comando Geral de Tecnologia Aeroespacial
Instituto de Aeronáutica e Espaço (CTA/IAE)
São José dos Campos, SP - Brasil

Escola de Primavera em Transição e Turbulência

TURBULÊNCIA

Volume 6



Escola de Primavera em Transição e Turbulência

TURBULÊNCIA
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Ensaios Experimentais

Igor Braga de Paula

University of Stuttgart
Institute für Aerodynamik und Gasdynamik–IAG/LWK
Stuttgart, Alemanha

Fernando Martini Catalano

Escola de Engenharia de São Carlos (EESC)
Departamento de Engenharia de Materiais,
Aeronautica e Automobilistica
Universidade de São Paulo (USP)
São Carlos, SP - Brasil

0.1 Introdução

O presente trabalho trata de alguns métodos de redução de rúıdo,
utilizados freqüentemente em ensaios experimentais. Existem di-
versas maneiras de detectar fontes de rúıdo e ações que podem ser
tomadas para reduzir a sua influencia sobre o fenômeno que se de-
seja estudar. O presente trabalho aborda duas principais fontes de
rúıdo presentes em experimentos com fluidos: rúıdo do escoamento
(turbulência) e rúıdo de medição/digitalização. A primeira parte do
trabalho trata da redução de turbulência no projeto de túneis de
vento. A segunda parte trata de técnicas para redução de rúıdo elé-
trico dos equipamentos de medição, e algumas técnicas de aquisição
e processamento de sinais que podem ser empregadas para melhorar
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2 Redução de Rúıdo em Ensaios Experimentais

a qualidade do sinal medido.

0.2 Redução de Rúıdo no Projeto de
Túneis de Vento

Desde o principio das pesquisas e desenvolvimentos aerodinâmi-
cos, o túnel de vento tem sido o equipamento padrão mais importante
do aerodinamicista. O rápido desenvolvimento de métodos numéri-
cos em dinâmica dos flúıdos mudou a relação entre experimento e
teoria, mas de maneira nenhuma tornou o túnel de vento obsoleto.
Dessa forma, novos túneis de vento serão constrúıdos e usados no
futuro.

Muitos túneis de vento existentes são resultados de considera-
ções individuais e que atenderam os requisitos iniciais do usuário.
Isso justifica, em parte, nenhum túnel de vento ser cópia de outro.
Por outro lado, para cada túnel de vento projetado, o trabalho de
engenharia é praticamente feito desde o ińıcio e as soluções de en-
genharia são feitas quase que exclusivamente para cada túnel, não
havendo intercâmbio e troca de idéias suficientemente elevadas para
que possam ser reutilizadas baixando assim, os custos de projeto.

O conhecimento básico para o projeto de túnel de vento de baixa
velocidade está altamente desenvolvido. Mesmo para o projeto de
túneis de grandes dimensões a construção de um túnel piloto em es-
cala normalmente não é mais necessária. Projetos de túneis de vento
que são baseados em metodologia comprovada constituirão provavel-
mente equipamentos de boa qualidade. Entretanto, diferentes pro-
jetos e métodos de fabricações podem levar a formas geométricas
diferentes e qualidade de escoamentos diferentes.

Independentemente da metodologia de projeto e da construção
todo túnel de vento deve seguir certos padrões geométricos para ga-
rantir a qualidade do escoamento, tais como:

• Difusores suaves com ângulo de difusão não excedendo 4o para
o difusor de alta velocidade e 5o para o difusor principal.

• Difusor de alto ângulo na entrada da câmara de estabilização
com telas (ou o trocador de calor) para prevenir separação.

• Guias de curva (corners vanes) com perfis de baixo arrasto.
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• Projeto cuidadoso das telas e/ou colméias instaladas na câmara
de estabilização para que sejam obtidas pequenas perdas e alta
qualidade do escoamento.

• Contração projetada com razão de contração (Rc) 6< Rc <15,
de maneira a ter o menor comprimento sem separação para que
a camada limite tenha a menor espessura posśıvel na câmara
de ensaios.

• Projeto do ventilador para alta eficiência e baixa emissão acús-
tica.

• Baixa turbulência:
0,005% < Tuaxial < 0,11% e 0,06% < Tulateral< 0,13%

Teste em túnel de vento é um fator cŕıtico no desenvolvimento
de véıculos aerodinâmicos e suas tecnologias associadas. Os custos
e o tempo despendido nos testes são significativos, mas essenciais
na redução do custo e do risco tecnológico dos ensaios em vôo de
aeronaves e novas tecnologias. Decisões tomadas durante a evolução
e execução dos programas de ensaios em túnel de vento, podem ter
uma influência importante no desempenho, no cronograma de desen-
volvimento e financiamento através do ciclo de vida de uma aeronave.
Fabricantes têm aplicado um enorme esforço no sentido de reduzir
riscos técnicos, custos e tempo nas atividades de desenvolvimento de
uma nova aeronave.

Ensaios aeroacústicos em túneis de vento já são desenvolvidos há
várias décadas para aeronaves e véıculos terrestres. Do ponto de vista
da técnica de ensaio apareceram avanços significativos como conjunto
de microfones em fase (phased microphone array), “microphone mir-
rors”, processamento de dados, e outras tecnologias usadas para iden-
tificação e estudo de fontes de rúıdo.

Do ponto de vista do equipamento de ensaio, a tendência tem
sido a construção ou, adaptação de túneis de vento de grande porte
com seções de ensaios com baixo rúıdo de fundo, especialmente em
baixas freqüências. Túneis de vento de grande porte permitem en-
saios de véıculos terrestres detalhados em escala real e, componentes
em escala real de aeronaves. Com esses avanços hoje é posśıvel o es-
tudo e a identificação de fontes aeroacústicas de baixas intensidades.
A indústria aeroespacial tem focado no desenvolvimento de novas
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tecnologias de medidas, com uma ênfase secundária em túneis de
vento aeroacústicos novos ou melhorados. Para o caso da indústria
automobiĺıstica acontece exatamente o contrario com investimentos
em novos e renovados túneis de vento com pouca ênfase em novas
tecnologias de medidas.

Existem dois procedimentos gerais para suplantar o problema do
rúıdo de fundo da seção de ensaios de um túnel de vento o qual pode
influenciar o sinal aeroacústico de um veiculo em teste: O primeiro
é testar em um túnel cujo rúıdo de fundo é muito baixo com isso
aumentando efetivamente a relação entre o sinal e o rúıdo tanto para
as medidas internas quanto externas. Esse foi o procedimento da
indústria automobiĺıstica nos últimos quinze anos a qual construiu
ou renovou pelo menos doze túneis aeroacústicos de grande porte.
Esses túneis são na grande maioria do tipo 3/4 aberto com área de
testes de 10 a 56 m2.

O segundo procedimento para minimizar os efeitos do rúıdo de
fundo é utilizar técnicas de medidas acústicas modernas. Nos últimos
15 anos esse foi o procedimento utilizado pela indústria aeroespacial.

O rúıdo de fundo na câmara de testes é predominantemente rúıdo
de banda larga (broadband), mas também existem rúıdos tonais dis-
cretos. Dentre as fontes de rúıdo de fundo destacam-se as mais im-
portantes como sendo o rúıdo do ventilador; o rúıdo do escoamento
através de componentes o circuito do túnel (guias de curvas, telas e
trocadores de calor); o rúıdo devido à turbulência da camada cisa-
lhante; e o rúıdo proveniente da camada cisalhante incidindo sobre
o coletor (câmaras abertas ou 3/4 abertas). Fontes de rúıdo tonal
em túneis de vento são: freqüência de passagem das pás do ventila-
dor, interação pá do ventilador e estatores, rúıdo eletromagnético do
motor, “vortex shedding noise” do escoamento passando em sondas
ou estaiamentos de suporte, alto rúıdo do escoamento sobre pla-
cas perfuradas metálicas dos flapes de coletores (chapas metálicas
perfuradas são usadas no tratamento acústicos de muitos túneis), e
ressonância de baixa freqüência associada com a interação do bocal
de sáıda, coletor e o circuito do túnel.

Essa lista de fontes de rúıdo de fundo em túneis de vento não sig-
nifica que todas são importantes e devam ser atenuadas. Usualmente,
somente algumas dessas fontes são importantes para um dado túnel
de vento. Num túnel de vento que não foi tratado acusticamente, o
rúıdo de fundo na seção de ensaios é tipicamente dominado pelos rúı-
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dos tonais e de banda larga provenientes do ventilador. Desde 1960
foram constrúıdos vários de túneis de tamanho pequeno a moderado
os quais estão dispońıveis para pesquisa e desenvolvimento. Na me-
tade de 1980, surgiram vários túneis de vento de grande porte que
foram modificados ou modernizados visando testes aeroacústicos. A
maioria desses túneis serve a indústria aeroespacial.

0.2.1 Projeto de Ventiladores

Como apontado na seção anterior, uma das maiores fontes de
rúıdo de banda larga e tonal são provenientes do ventilador (ou ven-
tiladores) do túnel de vento. Para túneis de grande porte (área de
ensaio de 12 a 60 m2) normalmente se projeta um ventilador do tipo
axial, mas dependendo do balanço custo/energético é posśıvel adotar
multi-ventiladores também axiais. O conjunto ventilador motor é o
item mais caro no projeto de um túnel de vento e dependendo do
tamanho do circuito, a utilização de um ventilador apenas pode ser
uma solução mais cara do que um projeto com vários ventiladores
menores. Atualmente, com sistemas robustos de “feedback-control”
é posśıvel controlar multi-ventiladores de maneira eficiente sem que
haja descompasso tanto de rotação quanto de empuxo. Para o caso
de túneis aeroacústicos ainda é necessário um estudo de compromisso
entre custo e rúıdo uma vez que multi-ventiladores podem produzir
mais rúıdo tonal e rúıdo eletromagnético e mecânico dos motores.

Para túneis de pequeno e médio porte há uma tendência na uti-
lização de ventiladores centŕıfugos e circuito aberto. Ventiladores
centŕıfugos são menos eficientes, mas podem produzir menos rúıdo
de fundo na câmara de ensaios. A configuração de circuito aberto
favorece a utilização do ventilador centrifugo no fim do difusor para
a sucção do escoamento.

A maior porção do rúıdo que é gerado pelo ventilador é de origem
aerodinâmica e pode ocorrer devido à:

• passagem das pás através do ar;

• forças exercidas pelas pás no ar;

• esteira das pás passando num ponto fixo ou estrutura;

• interferência da separação do escoamento com alguma superf́ı-
cie sólida;
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• turbulência causada pelas forças cisalhantes em regiões do flui-
do longe das paredes.

Em geral é sabido que o rúıdo do ventilador é uma função da velo-
cidade da ponta da pá, da pressão estática, da potencia do ventilador,
do escoamento, número de pás e diâmetro, mas não há parâmetros
espećıficos para calcular o ńıvel de rúıdo esperado a ser emitido por
um ventilador para uma dada condição de operação.

Fatores que afetam o rúıdo de ventiladores:

a. Estruturas do sistema motor ventilador: O movimento do ar
passando sobre estruturas de suporte do motor e dos endi-
reitadores gera turbulência através da esteira, que produzem
rúıdo aerodinâmico. Além da turbulência, um rúıdo de baixa
freqüência ocorre quando as esteiras das pás passam sobre essas
estruturas.

b. Rotação do ventilador (velocidade na ponta): Em geral, é sa-
bido que o rúıdo de um ventilador é proporcional à quinta
potência da velocidade da ponta da pá, ou seja, quanto maior
a velocidade na ponta maior o rúıdo gerado.

c. Numero de pás: Num dado sistema, o trabalho realizado por
cada pá é inversamente proporcional ao número de pás. O
aumento do número de pás acarreta uma diminuição do carre-
gamento em cada uma delas. Logo, utilizando-se um número
maior, é posśıvel ajustar um ângulo de ataque menor em cada
pá para manter o mesmo carregamento total. Com isso é pos-
śıvel obter uma redução do ńıvel de rúıdo gerado.

d. Tamanho da corda da pá: Quanto maior a corda da pá, melhor
a distribuição de carregamento sobre a pá, portanto, menor o
rúıdo produzido.

e. Ângulo de ataque das pás: O ńıvel de rúıdo é minimizado para
um ângulo de ataque menor que o máximo recomendado.

f. Formato da entrada: Uma vez que a forma da entrada do ven-
tilador afeta a pressão dinâmica, afetara também o rúıdo pro-
duzido.
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Os itens c, d e e levam sempre a uma solução de compromisso
entre eles, não é fácil projetar um ventilador com múltiplas pás (por
exemplo, >10) que contemplam o item d, pois um número grande
de pás levam a pás delgadas. Uma solução é aumentar o diâmetro
do cubo, mas esse tamanho não pode passar de 60% do diâmetro do
ventilador com risco de aumentar a carga alar das pás inviabilizando
os requisitos c e d simultaneamente.

A faixa de número de Reynolds em que um ventilador opera é um
fator muito importante para o seu projeto. A variação do número de
Reynolds com a rotação da pá é significativa e, em geral, os valores
se mantêm na faixa considerada de baixo número de Reynolds, ou
seja, abaixo de 1 × 106. Por exemplo: um ventilador t́ıpico de 4
m de diâmetro com 450 rpm de rotação, corda na raiz de 0.30 m e
corda na ponta de 0.15 m, terá uma faixa de variação do número
de Reynolds na ponta de 942478 a 282740 quando funcionando na
rotação máxima e a 10% desta respectivamente.

Aerofólios comumente usados em ventiladores de túneis de vento,
tais como o Clark Y e RAF-6 foram projetados e testados para nú-
mero de Reynolds acima de 1 × 106 cuja estrutura de desenvolvi-
mento da camada limite é usualmente composta de escoamento la-
minar, transição e escoamento turbulento. No caso de baixo número
de Reynolds essa estrutura pode não se desenvolver necessariamente
dessa maneira onde a transição provavelmente acontecerá através de
separação laminar, formação de uma bolha de separação laminar e
recolamento. Ainda, em escoamentos de baixo número de Reynolds,
a separação turbulenta ocorre do bordo de fuga para o bordo de ata-
que ou ainda pior, pode ocorrer separação laminar sem recolamento
(bubble bursting) principalmente para aerofólios projetados para al-
tas velocidades operando em baixas velocidades. Todos esses fatores
são geradores de rúıdo.

Em resumo, aerofólios projetados para operarem em altas ve-
locidades simplesmente perdem rendimento em baixas velocidades.
Dessa maneira, deve-se escolher um aerofólio que apresente alto ren-
dimento em baixo número de Reynolds, tais como os da famı́lia Ep-
pler e Wortman. Outro fator importante, não levado em conta na
escolha do aerofólio das pás de ventiladores, é o seu desempenho
aerodinâmico numa faixa de ângulos de ataque negativos até pouco
maior que zero. É nessa faixa de ângulos de ataque que mais freqüen-
temente opera toda a envergadura da pá (satisfazendo o item e) e,
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como se deseja alto desempenho em ventiladores de túnel de vento,
aerofólios com alto desempenho nessa faixa de incidência deverão
ser escolhidos. Aerofólios anteriormente usados, como os já citados
Clark-Y e RAF, são na sua maioria planos no intradorso (essa era a
principal razão de serem escolhidos, devido à facilidade de constru-
ção das pás) fazendo com que o câmber seja devido principalmente
à curvatura do extradorso, a Fig. 1 apresenta uma comparação en-
tre os aerofólios citados. Esse fato faz com que o câmber não seja
elevado prejudicando seu desempenho a baixos ângulos de ataque.
Aumentando-se o câmber apenas pela curvatura do extradorso tam-
bém não é uma solução, pois deteriora ainda mais o desempenho
aerodinâmico do aerofólio operando a baixos número de Reynolds.

A distribuição de câmber ideal para assegurar bom desempenho
em baixos ângulos de ataque e baixos número de Reynolds tem dois
fatores importantes: câmber máximo acima de 15% da corda e intra-
dorso na região de 70% até 100% da corda com curvatura côncava.

Figura 1: Perfil dos Aerofólios ClarkY, RAF 6 e Eppler 662.

O aerofólio Eppler 662 reúne as caracteŕısticas citadas acima,
alem disso possui espessura geral que possibilita boa resistência es-
trutural. Caracteŕısticas bidimensionais podem ser diretamente usa-
das no cálculo da geometria aerodinâmica da pá, pois, assume-se que
a distância entre a ponta da pá e o duto que envolve o ventilador
é suficientemente pequena para garantir escoamento bidimensional.
A Fig. 2 apresentam os resultados de CL e CD para os três aerofó-
lios para um no de Reynolds de 1 × 106. Para esse no de Reynolds,
para ângulos de ataque na faixa de -4o < α < 1o o aerofólio Ep-
pler apresentou o melhor desempenho. O RAF-6 apresenta CLmax
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equivalente ao Eppler 662, no entanto, para ângulos negativos seu
desempenho diminui bastante devido à sua curvatura no intradorso
no bordo de ataque. Nessa região pode ocorrer separação laminar
caso o ponto de estagnação fique no extradorso como é o caso de
ângulos negativos. A eficiência aerodinâmica também é melhor para
o Eppler em todas as faixas de ângulos de ataque e sua maior efici-
ência está na região em que normalmente operam os ventiladores. A
Fig. 3 apresenta as curvas L/D para o Eppler e RAF-6.

Figura 2: Comparação entre Eppler 661, Clark Y e RAF-6.

Portanto, para um ventilador produzir baixo rúıdo seu projeto
aerodinâmico deverá ser cuidadosamente elaborado e, se posśıvel,
distinguir seções ao longo da envergadura da pá onde as condições
como no de Reynolds e razão de avanço, exigirem perfis aerodinâ-
micos mais adequados. Nesse caso uma pá com diferentes perfis ao
longo de sua envergadura será uma solução elegante e eficiente bas-
tante posśıvel de ser constrúıda. Outro fator importante seria avali-
ação do enflechamento das pás que pode reduzir rúıdos produzidos
nas pontas das pás.

Como dito anteriormente, um número grande de pás pode re-
duzir o rúıdo produzido por ventiladores axiais. Se o numero de
pás for igual ao numero de endireitadores a interrupção aparece em
todas as pás simultaneamente e o ńıvel de rúıdo produzido será con-
sideravelmente grande. Em geral, fontes de rúıdo iguais emitindo
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Figura 3: Eficiência aerodinâmica dos Aerofólios Eppler 662 e RAF-
6.

simultaneamente, aumentam o ńıvel de rúıdo em 3 dB. Se esse tipo
de perturbação simultânea for eliminado haverá uma redução da in-
tensidade do rúıdo emitido. A tabela 1 fornece a redução do ńıvel
de rúıdo em dB se perturbações simultâneas forem evitadas. Por
exemplo, para um ventilador com 16 pás espera-se que seja obtida
uma redução de 12 dB se os 16 endireitadores forem colocados de
uma maneira que não coincidam com as pás. Isso pode ser feito com
torção dos endireitadores diferentes das pás do ventilador. O mais
comum é colocar um número de endireitadores diferente do numero
de pás do ventilador. A tabela 2 fornece uma relação entre o número
de pás e o de endireitadores.

Número de pás do ventilador 1 2 4 8 16
Diminuição ńıvel de rúıdo dB 0 3 6 9 12

Tabela 1: Redução do ńıvel de rúıdo com o aumento do número de
pás do ventilador.



de Paula e Catalano 11

Número de pás do ventilador 4 8 12 16
Número de endireitadores (min) 3 7 11 15
Número de endireitadores (máx) 5 9 13 17

Tabela 2: Relação entre número de pás e endireitadores.

0.2.2 Corner Vanes

Em túneis de circuito fechado, um dos fatores mais importantes
na qualidade do escoamento e na eficiência do circuito é o projeto
das guias de curvas (corner vanes). Existem vários projetos de guias
de curvas cada um com suas vantagens e desvantagens porem, todos
devem satisfazer as seguintes condições:

a. Acarretar baixas perdas ao circuito

b. Garantir que o escoamento que passa nas curvas seja o mais
uniforme posśıvel, sem acelerações e geração de vórtices.

c. Rigidez suficiente para evitar vibrações.

d. Construção seriada para obtenção de similaridade entre as vá-
rias guias.

Guias que satisfaçam todas essas condições são dif́ıceis de proje-
tar, pois há sempre um compromisso entre as condições acima. A
Fig. 4 apresenta alguns resultados de testes com diferentes guias,
onde K0 é o coeficiente de perda de pressão e P/C é a relação entre
a distância entre as guias e sua corda.

Esses experimentos foram feitos por [21] onde o número de Rey-
nolds e ângulo da curva puderam ser variados. Nota-se da Fig. 4
que guias de arco circular podem apresentar bom desempenho com-
parativamente às guias espessas do tipo Collar [8]. No entanto esse
bom desempenho é conseguido para uma razão P/C de 0.25 o que
significa que uma quantidade muita elevada de guias seria necessária
para a construção da seção. Por outro lado, de acordo com a Fig. 4,
as guias do tipo Collar apresentam o melhor desempenho para P/C
= 0.4. A decisão de qual guia deverá ser usada pode ser mais influen-
ciada pelas condições c e d acima. Guias do tipo Collar apresentam
uma forma geométrica mais complexa do que um simples arco circu-
lar. Para as guias de arco circular é necessário a construção de duas
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Figura 4: Comparação entre várias guias de curva em relação à perda
de pressão e distância entre as guias, [21].

ferramentas para a conformação das guias para as curvas 1-2 e 3-4
que possuem cordas diferentes. O custo dessas ferramentas mais a
quantidade de chapas de aço podem inviabilizar a utilização de guias
de arco circular.

As guias do tipo Collar possuem ótimo desempenho aerodinâ-
mico e podem ser constrúıdas utilizando-se tecnologia de material
composto. Como para as guias do tipo Collar o melhor desempenho
aerodinâmico é conseguido para P/C = 0.4, deve-se construir uma
quantidade de guias para cada curva com a respectiva corda para sa-
tisfazer esse coeficiente. Se no projeto do circuito do túnel de vento
forem adotadas seções de curvas sem difusão, as curvas 1 e 2 deverão
ter a mesma quantidade de guias e todas com as mesmas dimensões.
O mesmo acontecerá com as curvas 3 e 4 porém com dimensões mai-
ores, pois a entrada da curva 3 é o final do segundo difusor. Com
esse lay-out é provável que seja adotado um difusor de alto ângulo
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ao final da 4a curva.

As guias de curvas do tipo Collar possuem um bordo de ataque
arredondado o que permite um passeio maior do ponto de estagnação
com isso evitando que posśıveis e inevitáveis desalinhamentos do
escoamento provoquem separações tanto no extradorso quanto no
intradorso.

Para que as guias do tipo Collar possam ser utilizadas em um
túnel de vento com tratamento acústico seu bordo de fuga devera
ser afilado e sua superf́ıcie coberta com material isolante acústico
como espuma de poliéster poroso ou tinta emborrachada. Seu in-
terior deve ser preenchido com material absorvente tipo espuma de
poliuretano expandida. As seções de curvas são ideais para a inser-
ção de abafadores de rúıdos, as Figs. 5 e 6 mostram o tratamento
acústico dado às guias de curvas e as placas separadoras verticais
com camadas de material absorvente de rúıdo. As paredes das cur-
vas são ideais para a colocação de absorvedores de rúıdo de banda
larga do tipo apresentado na Fig. 7. Com esse tipo de arranjo é
posśıvel abater o rúıdo proveniente de ventiladores nas freqüências
de 80 a 200 Hz. Rúıdos em outras freqüências podem ser absorvidas
também mudando a espessura da espuma absorvedora.

0.2.3 Câmara de Estabilização

Geralmente se utiliza uma seção de estabilização do escoamento
antes e depois da contração. A câmara de estabilização antes da en-
trada da contração serve principalmente para atenuar a turbulência
gerada pelo sistema de telas e colméia. É sabido que a escala de
turbulência é reduzida ao passar por uma tela, no entanto o ńıvel de
turbulência aumenta. Mas como a escala diminui essa turbulência
é dissipada rapidamente, mas exige certo comprimento. O compri-
mento da câmara de estabilização é uma solução de compromisso
entre a dissipação da turbulência e o aumento da camada limite das
paredes que não pode ser muito grande, pois conseqüentemente irá
aumentar o risco de separação na contração ou pelo menos aumentar
a camada limite da câmara de ensaios. Uma das fontes de rúıdo de
banda larga na câmara de ensaios é sua camada limite (no caso de
câmara de ensaios fechada ou 3/4 aberta) ou a camada cisalhante
(câmara aberta). As fontes são distribúıdas ao longo das superf́ı-
cies da câmara de ensaios ou das fronteiras do jato. Devido à sua
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Figura 5: Curvas 3 e 4 do túnel de vento da Universidade de Stuttgart
após tratamento acústico para diminuição do rúıdo de fundo, [13].

localização na câmara de ensaios essas fontes de rúıdo não podem
ser totalmente atenuadas com o uso de tratamento acústico. Em
túneis de vento automobiĺısticos, as seções são geralmente 3

4 abertas
com o solo ŕıgido e acusticamente refletivo para simulara a pista de
rolagem. Em alguns túneis aeroespaciais seções de ensaios fechadas
com tratamento acustico das superficies são utilizadas para melhorar
a velocidade e diminuir a energia do ventilador. No caso de seções
de ensaios fechadas o rúıdo produzido pela camada limite é o maior
contribuidor de SPL de media e alta freqüência.

0.2.4 Contração

A função principal da contração num túnel de vento é acelerar o
escoamento de maneira uniforme, ou seja, o escoamento na sáıda da
contração deve ter distribuição uniforme em toda a sua área. Para
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Figura 6: Guia de curva perfilada com espuma de poliéster porosa,
1 guia integrada com as paredes verticais dos dutos e 2 guias entre
as paredes verticais dos dutos, [13].

fazer isso a geometria da contração deve possuir curvaturas que pos-
sibilitem a aceleração do escoamento o mais uniformemente posśıvel.
O uso de contrações com razão de contração entre 6 e 9 é altamente
recomendado. Também é importante escolher uma curvatura que
possua a maior mudança de área próxima à secção central da con-
tração, ou seja, que o ponto de inflexão esteja entre 50% a 60% do
comprimento da contração. O comprimento da contração deve ser de
1 a 1.25 vezes o diâmetro hidráulico da entrada da contração. Man-
tendo a relação comprimento L e diâmetro hidráulico nessa faixa
evita-se separação em contrações com razão de contração entre 6 e
9. Inclinação zero na entrada e curvatura nula no ponto de inflexão
também ajudam na prevenção da separação da camada limite, in-
clusive em baixas velocidades. Inclinação e curvatura nulas na sáıda
da contração também garantem boas condições da camada limite e
de turbulência próximo à entrada da câmara de ensaios. Contra-
ções com razão de contração maior que 9 produzem condições na
câmara de ensaios com vários problemas na estrutura e desenvolvi-
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Figura 7: Esquema de um absorvedor de banda larga consistindo de
espuma de poliéster e membranas absorvedoras.

mento da turbulência do escoamento. Além disso, um crescimento
acentuado dos vórtices de Görtler é uma fonte de instabilidade de
baixa freqüência.

Segundo [19], entre os vários problemas de uma contração com
alta razão de contração, estão os descompassos entre as intensidades
e escalas das componentes longitudinal e lateral da turbulência. Isso
resulta não somente numa anisotropia artificial, mas também numa
câmara de ensaios com um crescimento rápido de sua turbulência.
Ambas as caracteŕısticas quase nunca são encontradas em condições
de vôo. Portanto, a única vantagem real conseguida por uma con-
tração larga é o aumento da velocidade na câmara de ensaios. Com
uma otimização do tamanho do ventilador em relação ao circuito
do túnel pode resultar numa velocidade maior através do uso de um
ventilador maior com capacidade de produzir maior vazão com baixa
queda de pressão.

A contração deve ser projetada mantendo-se em mente a discus-
são acima. Há vários métodos de projeto de contrações tridimensi-
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onais. Um dos métodos mais populares é o método das duas curvas
cúbicas desenvolvido por [16]. O método de Morel constitui na de-
terminação de duas curvas cúbicas (Eq. 1) cujo ponto de inflexão
está localizado na parte central da contração. Para o projeto da con-
tração o ponto de inflexão foi fixado a 60% da entrada da mesma.

D

D1
= 1 − Fi

(

x

D1

)3

. (1)

Onde D1 é o diâmetro hidráulico da entrada da contração, D é o
diâmetro na posição x e Fi é uma função m da razão entre os diâ-
metros hidráulicos da entrada e sáıda. A função Fi é definida pelas
equações 2 e 3 para a entrada e sáıda da contração respectivamente:

Fi (entrada) =
m− 1

m
X−2

(

L

D1

)

−3

, (2)

Fe (saida) =
m− 1

m3
(1 −X)

2

(

L

D1

)

−3

. (3)

Onde X é a localização do ponto de inflexão e L o comprimento da
contração. Essas dimensões podem ser vistas na 8

Para manter a camada limite segura e com a menor espessura
posśıvel, Morel sugere que:

0.75 ≤ L

D1
≤ 1.25 e 0.2 ≤ X ≤ 0.8. (4)

0.2.5 Difusores

Difusores podem ser classificados em duas diferentes categorias:

I. Difusores de baixo ângulo ou difusores de sáıda, como por
exemplo, o difusor após a câmara de ensaios. Esse tipo de di-
fusor, geralmente possui pouca expansão com ângulo de cone
equivalente até 5o e com uma razão de áreas (A) menor que
1.5.
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Figura 8: Geometria do contorno da contração constrúıda a partir
de dois arcos cúbicos com curvatura rc unidos num ponto de inflexão
em xm.

II. Difusores de alto ângulo. Com a utilização de contrações com
razão de contração maior que 6 significa que a área de entrada
da contração será grande em relação à área da câmara de en-
saios. Se uma grande razão de área de difusão for necessária,
então deverá ser projetado um difusor longo, com ângulo de
cone equivalente até 5o. Isso não é desejável economicamente,
pois o circuito do túnel será muito grande, cada curva e guias
serão diferentes, pois será necessário que haja difusão nessas
seções. Um difusor curto com grande razão de difusão e con-
seqüentemente um ângulo de cone equivalente grande pode ser
uma solução mais adequada. Esse tipo de difusor é um difusor
de alto ângulo, definido como um difusor no qual a área da sec-
ção transversal aumenta tão rapidamente que a separação pode
ser evitada somente se for utilizado algum tipo de controle da
camada limite.

Um dos mais populares métodos de controle da camada limite
para evitar a separação em difusores de alto ângulo é a colocação de
telas ao longo de seu comprimento. A colocação de telas provoca uma
redução da pressão total em regiões de alta velocidade muito maior
do em regiões de baixa velocidade, como por exemplo, na camada
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limite. Portanto, à jusante da região de perturbação na pressão total
causada pela tela, a velocidade é mais uniforme. As telas são usu-
almente usadas na câmara de estabilização para uniformização do
escoamento e redução da turbulência, lembrando que o processo de
redução da turbulência por uma tela é diferente do processo de uni-
formização citado acima. Telas instaladas na câmara de estabilização
reduzem a intensidade da turbulência da câmara de ensaios através
de um processo de quebra de grandes vórtices em vários menores
que por sua vez se dissipariam mais rapidamente antes de atingirem
a câmara de ensaios. As telas podem ser empregadas em difusores
de alto ângulo para evitar a separação e, se forem bem instaladas
podem também agir tal como uma tela instalada na câmara de es-
tabilização, reduzindo turbulência e uniformizando o escoamento da
câmara de ensaios.

A eficiência de uma tela depende simplesmente do seu coeficiente
de perda de pressão (K), o qual é definido pela razão entre a va-
riação de pressão total ( ∆P ) e a pressão dinâmica do escoamento
(PD = 1/2ρV 2) que se aproxima da tela perpendicular ao seu plano.
K é função da porosidade β da tela, do número de Reynolds base-
ado no diâmetro do fio e da inclinação do escoamento que entra na
tela. O ı́ndice de refração de uma tela, definido como na ótica, é
aproximadamente 0.9

√
1 +K ou seja, a presença de uma tela no es-

coamento age na componente lateral da velocidade atenuando a não
uniformidade da velocidade.

Em difusores de alto ângulo, ao invés de se utilizar somente telas
com K elevado é prefeŕıvel a utilização de várias telas com K pequeno
(entre 1 e 2), colocadas em pontos onde poderia haver separação. Isso
se deve ao fato de que o aumento de K numa única estação produz
pouco efeito no atrito superficial numa estação a jusante. Difusores
eficientes necessitam menos telas, como por exemplo, os de paredes
curvadas. No entanto, difusores de paredes curvadas são dif́ıceis de
serem constrúıdos com precisão em grandes dimensões. Por outro
lado, difusores com paredes planas, apesar das descontinuidades na
entrada e sáıda, são fáceis de construir e apresentam desempenho
satisfatório se o ângulo de cone equivalente não for muito grande.
A posição das telas em difusores de paredes planas é determinante
para o seu bom desempenho.

[15] apresenta uma análise de desempenho entre 130 difusores de
alto ângulo que foram testados experimentalmente por vários auto-



20 Redução de Rúıdo em Ensaios Experimentais

res. Metha utilizou essa análise para definir certas regras para o
projeto de um difusor eficiente. Os resultados são apresentados em
relação à razão de áreas e ângulo de cone equivalente sendo que cada
dado relaciona a geometria e o número de telas. A Fig. 9 apresenta o
gráfico elaborado por Metha, onde as curvas cheias enquadram os di-
fusores que tiveram desempenho satisfatório com 0, 1, 2 e 3 telas. A
linha pontilhada em 2ψ= 55o é a linha limite para evitar separação.

Metha conclui que as regras para um difusor de alto ângulo operar
com sucesso são:

a. Manter pontos de projeto à esquerda da curva relevante e antes
da linha pontilhada limite de separação.

b. A razão de áreas deve ser menor que 1.14
∑

K + 1, onde
∑

K
é a soma dos coeficientes de perda de pressão de todas telas
empregadas no difusor.

c. Utilizar telas para o controle da camada limite se a razão área
(Ar) é menor que 5 e o ângulo de cone equivalente menor que
50o.

d. Podem-se utilizar telas planas caso Ar < 4.

Com K da tela de nylon igual a 1.4 [5] e [6] as regras b e d acima
são satisfeitas.

Primeiramente, estudou-se a possibilidade do emprego de duas
telas, mas decidiu-se por apenas uma deixando a possibilidade de
duas telas para o caso do difusor apresentar algum problema de
separação. No entanto, em nenhum regime de velocidade ocorreu
separação da camada limite no difusor e, portanto, uma única tela
plana foi mantida.

As telas de nylon são convenientes para aplicação em difusores de
alto ângulo devido à sua flexibilidade podendo ser facilmente ajus-
tada para trabalhar curvada, o que favorece o controle de separação
em difusores com Ar > 4. A não uniformidade das telas provocada
por tensionamento desigual na instalação pode ser facilmente cor-
rigida, pois o desalinhamento das malhas não é permanente como
pode acontecer nas telas metálicas. Além disso, o maior atrativo das
telas de nylon é o custo muito menor em relação às telas metálicas.
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Figura 9: Razão de áreas Ar vs 2ψ para difusores com (ou sem) telas
[15].

0.2.6 Exemplos Implementados em Túneis
de Vento Existentes

Como dito anteriormente a indústria aeroespacial já possúıa inú-
meros túneis de médio e grande porte com bom escoamento e condi-
ções de testes bastante avançados. Na maioria desses túneis, foi feita
uma adaptação de varias soluções para que o rúıdo de fundo fosse
atenuado e pudessem ser usados para ensaios aeroacústicos. Como
as exigências de qualidade de escoamento na área aeroespacial sem-
pre foram muito ŕıgidas, as adaptações referidas foram na colocação
de “liners” quase sempre nas seções de curva, troca de ventilador
mais moderno e menos ruidoso etc. Mas, o desenvolvimento e ado-
ção de instrumentação precisa e senśıvel com uma metodologia de
pós-processamento de sinais adequada foram os principais avanços.

Para o caso da indústria automobiĺıstica, alguns túneis foram
adaptados, no entanto, muitos outros foram constrúıdos já com a
filosofia de baixo rúıdo. A razão disso é que a grande maioria dos
túneis automobiĺısticos possúıa escoamento de baixa qualidade, pois
por possúırem grande área de ensaios (>15m2) a utilização de mais
telas e colméia para a melhoria do escoamento exigiria uma potencia
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ainda maior. De qualquer forma a Fig. 10 apresenta um levanta-
mento do rúıdo de fundo para vários túneis tanto automobiĺısticos
quanto aeronáuticos.

Figura 10: Comparação entre túneis do ńıvel de rúıdo medido na
seção central da câmara de ensaios [12].

Na Fig. 10 pode-se notar que o túnel da DNW é um dos túneis
que possuem rúıdo de fundo maior, apesar desse túnel ser um dos
mais importantes da industria aeroespacial. Possui capacitação para
medidas de varias categorias como possibilidade de mudar o tipo de
câmara de ensaios de fechada para aberta. A câmara de ensaios
fechada pode ter três dimensões diferentes: 6 m x 6 m: 0 < V < 152
m/s, 8 m x 6 m: 0 < V < 116 m/s, 9,5 m x 9,5 m: 0 < V < 62
m/s e a câmara aberta possui a dimensão do jato de 8 m x 6 m:
0 < V < 80 m/s. Somente a câmara de ensaios aberta é utilizada
em ensaios aeroacústicos. Essas dimensões permitem a utilização de
modelos em escala real de asas e pequenas aeronaves. As Figs. 11
e 12 mostram ensaios de uma asa com “high-lift” e uma fuselagem
com hélices.

O complexo de túneis da DNW é um consórcio entre as agencias
aeroespaciais da Holanda e Alemanha. Para o mapeamento de fontes
de rúıdos a DNW utiliza um outro túnel localizado em Braunschweig,
suas dimensões são: Closed or slotted wall test section: 3.25 m x 2.8
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Figura 11: Túnel da DNW , ensaio de uma semi-asa em escala real
com hiper-sustentadores. Nota-se na figura um“array”de microfones
para quantificar o rúıdo e o“Microphone Mirror”para localizar fontes
de rúıdo.

m x 8.0 m e Open jet section: 3.25 m x 2.8 m x 6 m. A Fig. 13
mostra a camada de ensaios desse túnel onde está sendo testado um
meio modelo com hiper-sustenadores. Notar o “array” de microfones
na parede lateral esquerda.

Essa placa de microfones deve ser cuidadosamente projetada para
evitar a interferência da camada limite da parede. Uma solução en-
contrada foi colocar uma fenda para separar a escoamento da camada
limite da parede do túnel e da placa. Mais detalhes dessa placa pode
ser observado na Fig. 14.

Um dos túneis de vento projetados especificamente para ensaios
aeroacústicos de véıculos terrestres é o túnel da AudiChina. Esse
túnel projetado para velocidades até 300 km/h possui baixo rúıdo
de fundo e esta totalmente equipado para medidas aeroacústicos.
Novamente, as guias de curvas aparecem como um local para grandes
abatimentos do rúıdo como pode ser visto na Fig. 15 as guias das
curvas 2 e 3 com dutos retos coberto por absorvedores de rúıdo.
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Figura 12: Túnel de Vento da DNW, ensaio de uma fuselagem e
hélice.

0.3 Rúıdo de Instrumentação e
Aquisição de Dados

O rúıdo existente nos vários estágios envolvidos em um processo
simples de medição pode ser descrito conforme o diagrama da Fig. 16.

Na seção anterior abordou-se algumas técnicas para a redução
de rúıdo do escoamento que é a primeira etapa do diagrama da Fig.
16. Nesta seção são abordados os rúıdos introduzidos pelos estágios
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Figura 13: Câmara de ensaios do túnel NWB para ensaios de iden-
tificação de fontes de rúıdos.

seguintes. Algumas técnicas utilizadas na redução do rúıdo nesses
estágios são discutidas. Entretanto, antes de tratar de cada estágio
especificamente, são avaliadas as fontes de rúıdo que são comuns a
praticamente todas as etapas do processo de medição. Conforme
observado na Fig. 16, as fontes comuns aos diversos estágios são a
alimentação dos circuitos, o cabeamento e o terra.

0.3.1 Rúıdos Provenientes de Alimentação

Fontes ruidosas podem comprometer seriamente a qualidade do
sinal medido. Além disso, freqüentemente nos experimentos em flui-
dos, as flutuações de velocidade que se deseja observar possuem
freqüências da mesma ordem da freqüência da rede elétrica e seus
harmônicos. Sendo assim, a redução do rúıdo elétrico de um ex-
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Figura 14: Detalhes da placa de array de microfones.

perimento, usualmente, passa pela análise da qualidade do sinal de
alimentação dos equipamentos. Uma vez contaminado pelo rúıdo de
alimentação, dificilmente o sinal de interesse poderá ser separado do
rúıdo.

Na escolha de uma fonte de alimentação com ńıvel de rúıdo
adequado , deve-se observar algumas caracteŕısticas importantes do
equipamento, que indicam a qualidade e estabilidade do sinal forne-
cido. Dentre essas caracteŕısticas destacam-se:

• regulação de carga: variação do valor de sáıda na faixa de
operação da fonte,

• “drift” : variação da tensão de sáıda com o tempo,

• “ripple” : valor da componente alternada observado com uma
carga ligada à sáıda da fonte.

Com base nesses parâmetros é posśıvel, então, estimar o ńıvel de
rúıdo esperado na fonte de alimentação. Para exemplificar o efeito do
rúıdo de fonte de alimentação no sinal de sáıda de um equipamento
realizou-se testes com um anemômetro a fio quente de temperatura
constante. Esse equipamento foi escolhido por ser bastante senśı-
vel a rúıdos de alimentação e pelo fato de ser muito empregado no
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Figura 15: Detalhes da placa de array de microfones.

estudo experimental de escoamentos. O anemômetro utilizado nos
ensaios foi constrúıdo no Laboratório de Aeronáutica da Escola de
Engenharia de São Carlos [9] com base em um protótipo constúıdo
na Universidade de Cambridge. Foi investigado o sinal de sáıda do
equipamento quando este era alimentado por uma fonte retificada,
regulada, e com ripple em carga menor do que 1%. Esse sinal foi com-
parado com o sinal obtido quando a alimentação do equipamento foi
feita com uma fonte limpa, que no caso era uma bateria de 12V.
Nos dois casos não havia escoamento sobre a sonda do anemômetro.
Conforme se pode observar na Fig. 17, no caso com alimentação da
fonte regulada o modo de oscilação da rede (60Hz) e seus harmônicos
estão claramente presentes no sinal.

Existem outras fontes de rúıdo associadas com a alimentação dos
circuitos. Um exemplo é o efeito de campos magnéticos introduzidos
pelos transformadores utilizados na conversão de tensão. O efeito
causado pelos transformadores é mais percept́ıvel em equipamentos
que trabalham com ganhos elevados do sinal do sensor, como é o
caso do anemômetro a fio quente.

Existem algumas formas de reduzir os efeitos magnéticos sobre
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Figura 16: Rúıdo nos diversos estágios de um experimento.

os circuitos. Um meio simples é através da separação do circuito
de alimentação do restante do equipamento por meio de divisórias
blindadas ou mesmo abrigar os circuitos em caixas blindadas dife-
rentes. Quando isso não é posśıvel, é comum optar-se pela utilização
de transformadores do tipo toroidais. Esse tipo de transformador
produz uma menor dispersão do campo magnético em comparação
ao transformadores tradicionais. Em contrapartida o rendimento dos
transformadores toroidais é menor.

0.3.2 Rúıdo de Terra

Uma fonte de rúıdo elétrico comum é o rúıdo devido ao terra dos
equipamentos. A utilização de um aterramento correto dos equipa-
mentos é essencial para se ter um baixo ńıvel de rúıdo em medições.
De acordo com as normas NBR5410 e IEEE 1992, o aterramento de
uma planta, não deve variar com as condições do solo, deve ter baixa
impedância, e ter uma distribuição espacial condizente com a área
da planta em que ele for utilizado. Os detalhes construtivos de um
aterramento são encontrados nas normas. Tendo o aterramento ade-
quado, deve-se preocupar então com a ligação dos circuitos de modo
a se evitar um acoplamento através de diferenças de potenciais entre
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Figura 17: Espectro do sinal de sáıda de um anemômetro a fio quente
para duas diferentes fontes de alimentação.

terras. A Fig. 18 mostra como ocorre esse tipo de acoplamento.
Para evitar esse problema deve-se procurar ligar os instrumentos de
medição em um único terra. Além disso, deve-se adotar diferentes
terras para instrumentos de medição e máquinas elétricas. Na cons-
trução de circuitos, deve-se buscar diferentes terras para os compo-
nentes que trabalham com sinais digitais e analógicos. Isso porque os
circuitos digitais, normalmente trabalham sinais TTL (0-5V), consi-
derados de alta amplitude em comparação com sinais de sensores, e
induzem considerável rúıdo nas trilhas de terra dos circuitos.

0.3.3 Rúıdo na Transmissão de Informações

A descrição das técnicas de redução de rúıdo nas transmissões de
sinais elétricos requer uma breve revisão dos mecanismos de interfe-
rência que essas transmissões estão sujeitas. Dentre esses mecanis-
mos de interferência destacam-se como os 3 principais:

• o acoplamento capacitivo,
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Figura 18: Desenho esquemático do acoplamento através de dife-
rença de potenciais entre terras.

• o acoplamento indutivo,

• a condução através de impedância comum.

O acoplamento capacitivo ocorre quando um condutor passa pró-
ximo a uma fonte de rúıdo (Fig. 19). É muito comum ocorrer nas
trilhas de alimentação dos circuitos. Nesses casos busca-se proteger
as entradas de alimentação dos circuitos utilizando-se capacitores ce-
râmicos monoĺıticos ou capacitores de tântalo. Esses capacitores são
mais indicados por possúırem uma baixa indutância própria.

Figura 19: Desenho esquemático para exemplificar como ocorre o
acoplamento capacitivo.

Quando esse efeito ocorre na transmissão de sinais, uma sáıda
para a redução do problema é a utilização de cabos coaxiais com
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blindagem aterrada. Uma descrição mais completa dos tipos de ca-
bos coaxiais aplicados a cada situação pode ser encontrada em [17].
Utilizando cabos coaxiais com malha aterrada adiciona-se um cami-
nho de baixa impedância ao rúıdo, Fig. 20. Quanto menor a impe-
dância da blindagem em relação ao terra, menor será a amplitude da
contaminação do sinal pelo rúıdo. Pode-se observar nessa figura que
o retorno do rúıdo ocorre através da blindagem. Sendo assim, não é
recomendável a utilização da blindagem para a transmissão de infor-
mações. Em casos onde se deseja observar a amplitude de um sinal
em relação a outro, utiliza-se 2 cabos coaxiais distintos e ajusta-se o
sistema de aquisição de dados ajustado para modo diferencial. Um
caso especial é quando o potencial da blindagem é uma referencia
diferente de zero. Nesse caso adota-se nos sistemas de aquisição a
configuração de sinal não referenciado. Nesses casos deve-se levar em
consideração o valor da voltagem de referencia, pois o rúıdo sempre
tende a seguir o caminho em direção ao menor potencial. Em ope-
rações normais o sinal é referenciado com relação à malha ligada a
um referencial nulo.

Figura 20: Desenho esquemático da proteção, na transmissão sinais
em cabos coaxiais, através do aterramento da malha (blindagem ater-
rada).

No caso do acoplamento indutivo os efeitos que levam a trans-
missão do rúıdo para o circuito são de natureza diferente. O aco-
plamento ocorre devido a efeitos magnéticos cuja variação induz o
aparecimento de correntes parasitas no circuito de interesse. Nesses
casos as medidas para redução do rúıdo estão relacionadas à blinda-
gem contra campos magnéticos. Entretanto, esse tipo de blindagem
normalmente não é tão eficiente quanto a blindagem contra campos
elétricos, [17] and [23]. O que se faz, normalmente, é evitar a emis-
são de campos magnéticos ou ainda evitar que cabos de informações
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passem muito próximos de equipamentos que sabidamente tem emis-
são considerável. Nos equipamentos a emissão em baixas frequencias
(faixa de oscilação da rede de alimentação) é reduzida envolvendo-os
com materiais de alta permeabilidade magnética (caixas de aço, por
exemplo). A emissão de campos magnéticos através de cabos pode
ser reduzida significativamente utilizando-se par trancado de cabos.

O caso de rúıdo através de impedância comum o ocorre no retorno
de corrente para o terra e devido a diferenças de potenciais entres
equipamentos. Os meios de redução desse tipo de rúıdo já foram
abordados no item rúıdo de terra. As considerações feitas naquele
caso também são validas no caso de transmissão de informações.

O aterramento e a blindagem, quando aplicados corretamente,
podem resolver a grande maioria dos problemas de rúıdo em equi-
pamentos. Em contrapartida, aterramentos e blindagens ruins, nor-
malmente, estão entre as principais fontes de rúıdo observadas na
prática [18].

0.3.4 Rúıdo Introduzido por Calibração
dos Sensores

O segundo estágio de um processo simples de medição, dado pela
Fig. 16, envolve a utilização de um sensor para medição da grandeza
desejada. Normalmente, é necessário realizar a calibração desses sen-
sores com relação a um medidor padrão. Como a calibração fornece
a base para as medições com o sensor, é extremamente importante
assegurar que a base de dados de calibração seja confiável e não ten-
denciosa. Logo, todas as considerações sobre rúıdo em experimentos
devem ser aplicadas nesse estágio. Além do rúıdo elétrico dos equi-
pamentos e rúıdo de escoamento, existe também a possibilidade de
inserção de rúıdo, nesse caso, melhor chamado de incerteza, através
da introdução de erros sistemáticos na calibração.

Uma das formas comuns de se evitar uma calibração tendenciosa
é através da utilização de técnicas de amostragem. Existem diversas
técnicas que podem ser aplicadas em diferentes situações. Uma re-
visão dessas técnicas pode ser encontrada em [7]. Não é o objetivo
desse trabalho fazer uma extensa revisão sobre essas técnicas. Entre-
tanto, cabe citar a técnica de amostragem aleatória que além de ser
extremamente simples é adequada a grande parte dos processos de
calibração de instrumentos de medição. Com a amostragem aleatória
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de dados reduz-se tendências induzidas na calibração por efeitos de
histerese, variações das condições de calibração com o tempo, dentre
outros.

A amostragem aleatória permite a realização de analises mais
detalhadas dos erros presentes na calibração. Um exemplo de analise
de calibração de um sistema de anemometria pode ser observado nas
Fig. 21 e 22. O sistema utilizado foi o mesmo utilizado nos testes
sobre rúıdo da fonte de alimentação.
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Figura 21: Curva de calibração de sistema de anemometria (CTA).

A Fig. 21 mostra a curva de calibração da tensão de sáıda do
sistema em relação a uma medição padrão com um tubo de Pitot
ligado a um manômetro. Nessa calibração foi utilizada a amostragem
aleatória. A relação de calibração utilizada foi a Eq. 5, conhecida
como lei de King ([20] e [2]).

E2 = AUn +B. (5)

Onde E é a tensão de sáıda do anemômetro, U a velocidade do es-
coamento, A e B são os coeficientes de calibração e n é o expoente
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Figura 22: Variação do erro de calibração com o expoente n da lei
de King.

da velocidade, que no caso de uma sonda t́ıpica de anemometria fica
entre 0.4 e 0.5 [2]. A Fig. 22 mostra que na calibração realizada,
o menor erro das curva de calibração foi obtido para valores de n
dentro do intervalo sugerido por Bruun.

A análise do erro dessa calibração feita pode ser observada na
Fig. 23. A normalidade do reśıduo da calibração é mostrada nos
gráficos superiores da figura. A curva de normalidade do reśıduo,
que para distribuições normais se aproxima de uma reta, apresenta
caracteŕısticas próximas à uma distribuição normal, enquanto que o
histograma apresenta uma distribuição que lembra uma forma gaus-
siana. Isso confirma que o erro possui uma distribuição aproxima-
damente de normal. No gráfico inferior da mesma figura, pode-se
observar a variação do erro de calibração de acordo com a seqüência
de amostragem dos dados. Nessa figura observa-se claramente uma
tendência no comportamento do erro. Aqui essa tendência foi mos-
trada propositalmente, pois ao longo da calibração escolhida houve
uma variação da temperatura do escoamento pouco maior que 1oC.
Essa variação é claramente percebida na análise do reśıduo, pois a
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Figura 23: Análise do erro de calibração.

maior parte dos valores de erro no inicio da calibração possuem valo-
res positivos, enquanto que ao final da calibração a maior parte dos
valores assume valores negativos. Erros de histerese também podem
ser investigados. Para isso basta relacionar a seqüência do reśıduo
com seqüência de valores amostrados.

Um outro tipo de informação importante sobre o sistema, além
da calibração estática é a avaliação da sua resposta dinâmica. Geral-
mente a calibração do equipamento é feita para o caso estático. Nos
casos onde há oscilação da variável medida a resposta do sistema
pode variar de acordo com a freqüência de oscilação. No caso do
anemômetro a análise em freqüência é feita através do teste da onda
quadrada. Esse teste é descrito em [2] and [20]. A Fig. 24 mos-
tra a resposta ótima de um sistema de anemometria convencional
(extráıdo de [2]). A Fig. 25 mostra a curva de resposta ao degrau
do anemômetro utilizado na calibração da Fig. 21. Como se pode
ver no caso do anemômetro testado a resposta em freqüência não
estava otimizada. A análise em freqüência permite avaliar também
a resposta em freqüência de sondas não convencionais, quando essas
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respondem mais lentamente do que o circuito, como foi o caso do
sistema testado. Naquele caso utilizou-se sondas constrúıdas com fi-
lamentos maiores do que 15µm de diâmetro. A partir da analise em
freqüência da Fig. 25 pode-se observar que a resposta em freqüência
naquele caso era da ordem de 5kHz. Sendo assim, naquele caso a
sonda utilizada não seria adequada para se observar flutuações de
velocidade com freqüências da ordem kHz.

Figura 24: Resposta ideal de um anemômetro submetido ao teste de
onda quadrada (extráıdo de [2]).

0.3.5 Rúıdo no Estágio de Amplificação do Sinal

Os circuitos amplificadores são amplamente utilizados em expe-
rimentos, pois normalmente os sinais de sáıda dos sensores possuem
tensões baixas. Esse procedimento em si já é uma técnica para se
aumentar a razão entre o sinal de interesse e rúıdo. Entretanto, ele
deve ser realizado com extremo cuidado para que o rúıdo do estágio
de amplificação não contamine de maneira significativa o sinal de in-
teresse. Para se avaliar/selecionar os equipamentos, deve-se primeiro
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Figura 25: Resposta do anemômetro testado à uma excitação do tipo
onda quadrada.

conhecer algumas caracteŕısticas importantes do amplificador a ser
utilizado. Dentre essas caracteŕısticas destacam-se:

• a rejeição de modo comum (CMR- common mode rejection),

• rejeição de rúıdo da fonte (PSRR - power supply rejection),

• distorção harmônica,

• rúıdo introduzido.

A rejeição de modo comum é a razão entre o ganho diferencial e
o ganho comum de um amplificador. Esse ganho comum é o ganho
do amplificador quando o mesmo sinal é aplicado nas duas entradas.
O ganho comum ocorre devido a assimetria da entrada diferencial
dos amplificadores e resulta em um “offset” no sinal de sáıda do
amplificador. Para contornar esse problema, normalmente utiliza-se
um resistor para o ajuste da tensão nula do amplificador. Um teste
simples para verificar o offset de um amplificador é conectar (curto
circuito) as entradas e verificar a tensão na sáıda.

A rejeição de rúıdo de fonte é uma medida da ’imunidade’
do amplificador à variações na tensão de alimentação
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(∆Valimentacao/∆Vsaida). Quanto maior o PSRR, menos senśıvel o
amplificador será a flutuações provenientes da fonte de alimentação.

A distorção harmônica é uma medida da energia dos harmônicos
do sinal de entrada que são geradas pelo amplificador. Essa caracte-
ŕıstica deve ser avaliada nos casos onde se deseja observar oscilações
no sinal com amplitudes de ordem significativamente diferentes.

O rúıdo introduzido é uma medida RMS da amplitude do rúıdo
inserido pelo amplificador. O sinal de interesse deve ter uma ampli-
tude significativamente maior do que o rúıdo. Por isso, normalmente
se opta por separar o sinal dos sensores em componentes cont́ınua
(DC) e alternada (AC) de modo a se evitar a saturação dos am-
plificadores. Geralmente, busca-se aplicar ganhos consideráveis na
componente alternada do sinal. Desse modo, utiliza-se um maior
numero de bits do conversor analógico/digital durante a discretiza-
ção do sinal. Um cuidado especial que se deve tomar é para que os
amplificadores trabalhem sempre em uma faixa segura de ganhos.
Isso porque os amplificadores respondem de forma diferente quando
sujeitos a saturação. Alguns exibem sinais caracteŕısticos claros de
saturação, como uma tensão constante igual a tensão de saturação.
Nesse tipo de equipamento é fácil reconhecer que houve saturação.
Entretanto, existem equipamentos que quando sujeitos a saturação
exibem um sinal de sáıda não constante e de amplitude menor do
que a tensão de saturação. Nesses casos fica dif́ıcil reconhecer quando
houve a saturação dos amplificadores o que pode gerar a ocorrência
de falsas medições. O que se utiliza normalmente é uma fração da
faixa de operação do amplificador (ex.: 80% da amplitude de satura-
ção). Uma descrição detalhada das caracteŕısticas dos amplificadores
operacionais e suas aplicações é encontrada em [4].

0.3.6 Filtros

A compreensão das técnicas descritas a seguir requer uma breve
revisão sobre transformadas discretas de Fourier. A representação es-
pectral de Fourier busca descrever um sinal qualquer como uma série
de senos e cossenos. Assumindo x(t) como sendo um sinal qualquer,
com duração finita de T , amostrado N vezes em intervalos igual-
mente espaçados de ∆t, pode-se escrever a série da transformação
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discreta de Fourier (DFT) como na Eq. 6.

FT (x) =
N−1
∑

n=0

xe
−i2πnk

N , (6)

com k = 0, 1, ..., (N − 1). Onde e−i(2πnk/N) = cos (2πnk/N) −
i sin (2πnk/N), n é o ı́ndice de amostragem de dados em intervalos
∆t (freqüência de amostragem f = 1/∆t). Os coeficientes espectrais
são computados para freqüências igualmente espaçadas. As frequen-
cias correspondentes aos coeficientes de Fourier sao dadas de acordo
com a equacao 7 .

fk =
k

N∆t
=
kf

N
. (7)

A partir da equacao 7 pode-se calcular o espacamento de frequen-
cias do espectro (equacao 8).

∆f =
1

N∆t
=

1

T
=

f

N
. (8)

Esta também é a menor freqüência que pode ser observada no
espectro. A maior freqüência que pode ser observada ocorre quando
k = N/2. Isso corresponde a uma freqüência fN = f/2, que é
conhecida como freqüência de Nyquist. Com essa revisão breve é
posśıvel compreender melhor os termos e técnicas descritos nas seções
seguintes deste trabalho. Uma descricao mais detalhada pode ser
encontrada em [1].

Antes da discretização de um sinal cont́ınuo analógico para uma
serie discreta de dados digitais é importante assegurar que sinais
com freqüência acima da freqüência de Nyquist não causarão erros
nas medições. De acordo com a teoria de transformação discreta de
Fourier, só é posśıvel reconhecer freqüências em um sinal que tem
mais de dois pontos amostrados por peŕıodo. Essa freqüência limite
é a freqüência de Nyquist. Freqüências maiores que a de Nyquist
não podem ser reconhecidas e caso a energia desses modos não seja
retirada do sinal, ela acaba contaminando os coeficientes da repre-
sentação de Fourier relacionados com freqüências mais baixas. Esse
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fenômeno é conhecido como aliasing. A ocorrência de aliasing na
aquisição de dados é evitada utilizando-se filtros analógicos para re-
duzir a ńıveis não significativos a energia contida nos modos de altas
freqüências. Filtros analógicos possuem caracteŕısticas diferentes,
que variam de acordo com a ordem e com as funções de atenuação
do sinal. Alguns dos principais filtros utilizados na prática são os
do tipo Butterwoth, Chebyshev e Bessel. Cada tipo de filtro possui
caracteŕısticas particulares (Figs. 26 e 27) que são adequadas para
diferentes aplicações.
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Figura 26: Ganho de diferentes filtros.

Os filtros do tipo Bessel possuem uma função com atenuação mais
suave. Isso faz com que a banda de freqüências que são afetadas
por esse tipo de filtro seja mais larga. No caso de filtros do tipo
Chebyshev e Butterworth a atenuação da função é mais abrupta. Por
outro lado, o atraso de fase induzido pelos filtros aumenta juntamente
com aumento atenuação da função do filtro. Sendo assim, não há
um filtro melhor ou pior, mas sim um filtro mais adequado para cada
situação. No livro [22] pode-se encontrar a descrição detalhada de
cada tipo de filtro assim como alguns exemplos de implementação
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Figura 27: Atraso de fase.

em circuitos.

É importante sempre considerar que os filtros analógicos cau-
sam distorção do sinal (fase e amplitude) em uma banda próxima a
freqüência de corte. Por isso deve-se selecionar freqüências de corte
significativamente superiores a banda de interesse do sinal. As con-
seqüências da utilização de um filtro com parâmetros não adequados
podem ser piores que a não utilização do filtro.

Na construção de filtros analógicos normalmente se utiliza com-
ponentes eletrônicos ativos (amplificadores operacionais) para ajuste
da curva de resposta em frequência do filtro. Nesses casos, os pa-
râmetros de rúıdo dos amplificadores também estão presentes nos
filtros, tais como offset, rúıdo inserido, etc. Sendo assim, não é reco-
mendável a realização da filtragem analógica com filtros ativos antes
da amplificação do sinal.
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0.3.7 Conversão A/D

A escolha adequada dos parâmetros de aquisição de dados tais
como resolução, freqüência de amostragem e número de amostras
também é um meio para se aumentar a amplitude do sinal de in-
teresse em relação ao rúıdo. No caso da resolução da conversão
analógico digital, é bastante claro e intuitivo que, o aumento na re-
solução (número de bits) implica em redução do ńıvel de rúıdo. No
entanto, pode ocorrer que o ńıvel de rúıdo elétrico do equipamento
de conversão A/D ser maior do que a resolução do sistema. Sendo
assim é de se esperar que na conversão A/D, normalmente exista
uma resolução nominal (numéro de bits do conversor) e uma reso-
lução efetiva. A avaliação da resolução efetiva deve ser considerada
quando se busca analisar sinais com amplitudes muito pequenas em
relacao a faixa de medicao do conversor. Uma maneira simples de
avaliar a resolução efetiva de um sistema de aquisição é fazendo a
coleta de um sinal ’limpo’. Uma bateria pode ser utilizada para
fornecer esse sinal. Geralmente, sistemas ajustados para escalas da
ordem de 10V apresentam resolução nominal próxima da resolução
efetiva. A medida que se reduz a escala das tensões de aquisição, a
resolução efetiva tende a diminuir e se afastar da resolução nominal.

A freqüência de aquisição e o número de amostras podem ser
otimizadas quando se conhece a freqüência das perturbações que se
deseja analisar. Ajustando-se o peŕıodo total de aquisição de dados
ajusta-se também a freqüência de discretização do sinal no espaço
de Fourier (∆f da equacao 8). Desse modo, pode-se discretizar o
espectro em freqüências múltiplas àquela de interesse. Com isso
se minimiza o espalhamento de energia em torno da freqüência de
interesse. Os espectros da Fig. 28 mostram claramente esse efeito.
A linha tracejada mostra o espectro de um sinal coletado de maneira
que a energia do modo dominante ficasse localizada entre dois modos
de Fourier. Pode-se perceber claramente nesse caso o espalhamento
da energia ao longo de todo o espectro. A linha continua mostra o
espectro do mesmo sinal quando a aquisição de dados foi otimizada.
Nesse caso o modo de Fourier possui a mesma freqüência do modo
dominante do sinal.
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Figura 28: Comparação entre espectro com espalhamento máximo e
espectro onde a discretização era múltipla da freqüência de interesse.

0.3.8 Redução de Rúıdo Através de
Processamento Digital de Sinais

Esta seção trata brevemente de algumas técnicas simples de pro-
cessamento de sinais que são úteis na redução de rúıdo e na extração
de informações confiáveis de experimentos onde a razão entre sinal
de interesse e rúıdo é baixa.

Expansão e Redução de Domı́nio

Uma maneira de se aumentar a razão entre sinal de interesse em
relação ao rúıdo na análise espectral de uma série de dados é através
da utilização de funções de enjanelamento e de expansão da série de
dados.

As funções de enjanelamento são freqüentemente utilizadas quan-
do se deseja isolar um evento, ou quando se deseja reduzir a influên-
cia da não periodicidade de um sinal. A não periodicidade de um
sinal causa espalhamento de energia em todas as freqüências do es-
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pectro calculado a partir da transformada de Fourier, uma vez que
nessa transformação os sinais são assumidos como periódicos. Exis-
tem diversas funções de enjanelamento com caracteŕısticas distintas
que devem ser analisadas antes da escolha da função adequada, [14].
Dentre as caracteŕısticas das funções de enjanelamento destacam-se
como as mais importantes como sendo a banda equivalente de rúıdo,
o ganho e o ńıvel do pico lateral.

A banda equivalente de rúıdo é uma medida de performance de
rúıdo de uma função de enjanelamento. Essa medida é dada pela in-
tegral da resposta espectral de todos os modos dividida pela resposta
no pico principal. Isso corresponde a largura da banda que um filtro
retangular ideal teria que ter para acumular o mesmo rúıdo da fun-
ção de enjanelamento utilizada. A Fig. 29 exemplifica esse conceito.
Em termos práticos, essa medida fornece uma estimativa do espalha-
mento da energia, em cada modo, que o filtro irá induzir (semelhante
a uma perda de foco).

Figura 29: Banda equivalente de rúıdo de uma função de enjanela-
mento.

O ganho é uma estimativa da redução de potencia do sinal devido
a utilização da função de enjanelamento. Essa medida é dada pelo
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quadrado da soma dos termos da janela (Eq. 9).

(

T
∑

t=0

w(t)

)2

. (9)

O espectro do sinal enjanelado, de acordo com a Eq. 6, pode ser
escrito como na Eq. 10.

FT (x) =

N−1
∑

n=0

wxe
−i2πnk

N . (10)

Conforme é posśıvel observar na Eq. 10 a redução do ganho
implica em uma redução da energia existente no sinal não enjane-
lado. Isso implica em perda de da quantidade de informação do sinal,
principalmente próximo do ińıcio e do final da série de dados, onde
a amplitude da janela tem valores próximos de 0.

O ńıvel do pico lateral fornece um indicativo da contribuição de
energia de uma freqüência para as freqüências em lóbulos adjacen-
tes. Deve-se escolher uma janela com pequenas amplitudes de pi-
cos laterais, em casos onde se deseja estudar flutuacoes de pequena
amplitude em freqüências próximas à de uma flutuação de grande
amplitude. O conhecimento das caracteŕısticas de cada janela e do
sinal a ser estudado facilita a busca pela função de enjanelamento
mais adequada.

Outro meio de se buscar uma redução do rúıdo relativo do si-
nal é através da utilização da expansão artificial do domı́nio. Esse
aumento do domı́nio induz um aumento do número de modos do
espectro de freqüências. Isso corresponde a um aumento na dis-
cretização do espectro. Entretanto, vale lembrar que esse aumento
da discretizacao não equivale a um aumento de resolução do es-
pectro. O aumento real da resolução do espectro só é conseguido
aumentando-se o domı́nio real de amostragem. A redução do rúıdo
relativo com a utilização da expansão do domı́nio pode ocorrer de-
vido ao ajuste do par freqüência de aquisição e numero de amostras,
de modo a permitir que a freqüência que se deseja observar seja exa-
tamente um dos modos do espectro. A Fig. 30 exemplifica como
um aumento da razão entre sinal de interesse em relação ao rúıdo
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pode ser obtida, aplicando-se corretamente procedimentos simples
de enjanelamento e expansão do domı́nio sobre um sinal com função
x(t) = sin (20.5 · t) + 0.05 sin (35.5 · t), com t[0; 2π−∆t]. O espectro
discreto de Fourier do sinal analisado possúıa uma resolução igual
a 1 (sem unidade, somente para fins explicativos). Escolheu-se as
freqüências das funções, de maneira que o espalhamento da energia
no espectro de Fourier do sinal fosse máximo. No gráfico superior
da figura é mostrado o espectro desse sinal sem nenhum tratamento.
Nesse gráfico, o espalhamento da energia é claro. É posśıvel notar
ainda que o espectro apresenta uma amplitude do sinal de mais baixa
freqüência menor do que a real. Quando se soma um rúıdo randômico
ao sinal, a energia da senóide de mais alta freqüência não sobressai
em relação ao rúıdo. No gráfico inferior aplicou-se os procedimentos
de expansão do domı́nio e enjanelamento do sinal. Com a expan-
são do domı́nio foi posśıvel extrair a correta amplitude do sinal de
mais baixa freqüência. No entanto, devido a não periodicidade do
sinal o espalhamento em freqüências próximas das duas senóide de
interesse continuou presente. Nesse caso a energia do modo de mais
alta freqüência não é claramente percept́ıvel em meio ao rúıdo. Com
a aplicação de uma função de enjanelamento do tipo Hamming foi
posśıvel aumentar a razão entre sinal de interesse e rúıdo. Com isso,
a energia da senóide de mais alta freqüência se tornou mais evidente
no espectro.

Médias Condicionais

Um método bastante efetivo de extração de informação de uma
série de dados ruidosa é através da utilização de médias. O caso
mais simples e comum é quando a média é uma constante no in-
tervalo de dados. Nesse caso costuma-se descrever a velocidade do
escoamento como sendo composta de uma componente média, inva-
riante no tempo, e uma flutuação (Eq. 11)

UTotal = Ū + u′(t). (11)

As Figs. 31 e 32 são exemplos de resultados comuns obtidos
através desse procedimento simples. Nesse caso realizou-se a medição
das componentes média e flutuação de velocidade na esteira de um
cilindro. O perfil do escoamento médio (Ū ) é mostrado na Fig. 31
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Figura 30: Exemplo de aplicação das técnicas de enjanelamento e
expansão do domı́nio.

e o valor RMS da flutuação de velocidade [(u′RMS)] é mostrado na
Fig. 32.

Nos casos onde o valor médio que se deseja obter não é uma
constante e sim um evento médio, torna-se necessário então extrair
a média de eventos semelhantes. Para isso deve-se primeiramente
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Figura 31: Perfil de velocidade médio na esteira de um cilindro.

definir o instante de ocorrência de tais eventos. Isso pode ser feito
basicamente de duas maneiras. A primeira forma é criando condi-
ções artificiais nos experimentos, de modo que os eventos possam
ser repetidos de maneira sincronizada com a aquisição de dados. A
segunda maneira é através do reconhecimento de eventos dentro de
uma série de dados.

No primeiro caso os experimentos devem ser sincronizados com
a ocorrência da variável que se deseja extrair a média. Desse modo
a componente periódica assume a forma dada pela Eq. 12.

Ū(t) =
1

M

M
∑

m=1

U(t,m). (12)

Onde M é o número total de eventos e m o numero de cada evento.
A medida que se aumenta o número de eventos amostrados, as com-
ponentes aleatórias, não relacionadas com a sincronização reduzem,
tendendo a zero quando M tende a infinito.
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Figura 32: Perfil de intensidade da flutuação de velocidade na esteira
do cilindro.

As Fig. 33 e 34 exemplificam casos onde se aplicou a média sobre
eventos repetidos de maneira sincronizada com aquisição de dados.
Na Fig. 33 é mostrado um exemplo de uma curva de coeficiente nor-
mal de forca em um aerofólio, do tipo NACA0012, onde o angulo de
ataque era oscilatório, [3]. Esse tipo de investigação é mais conhe-
cida como estudo de estol dinâmico. No trabalho de [3] utilizou-se o
sinal de um enconder, ligado ao eixo de oscilação do aerofólio, para
sincronizar o evento com a aquisição de dados. A freqüência de osci-
lação no caso mostrado na Fig. 33 foi de 0,5Hz. A média de eventos
permitiu reconstruir a curva de coeficiente normal de sustentação
para diferentes ângulos de ataque. Nesse caso, o coeficiente de forca
normal para cada angulo de ataque foi a variável media oscilatória
(análogo a Ū da Eq. 11).

Na Fig. 34 é mostrado como exemplo um experimento sobre
o estudo da evolução de ondas de instabilidade do tipo Tollmien-
Schlichting na esteira de uma rugosidade imersa na camada limite
de um aerofólio, [11] e [10]. Nesse caso, a flutuação foi gerada de
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Figura 33: Coeficiente de forca normal de um aerofólio em regime
não estacionário (oscilação 0.5Hz).

maneira controlada através da utilização de autofalantes. O sinal
fornecido aos alto falantes foi sincronizado com a aquisição de da-
dos. Além disso, a rugosidade também era oscilatória. Sendo assim
a geração de ondas de instabilidade e o movimento da rugosidade
tiveram de ser sincronizados com a aquisição de dados. Desse modo
foi posśıvel reconstruir o comportamento das ondas de instabilidade
na esteira para diferentes alturas de rugosidade [Ū(h)+ ū′(t, h), onde
h corresponde a altura da rugosidade].

O reconhecimento de eventos em uma série de dados é empregado
nos casos onde não é posśıvel controlar os eventos artificialmente.
Nesse caso a sáıda encontrada para a extração da media de even-
tos é através do reconhecendo de padrões que definem um evento
dentro de séries de dados (revisão liográfica em [24]). Para estabe-
lecer eventos dentro de uma serie temporal de dados é necessário o
reconhecimento de padrões em uma posição de referencia do domı́-
nio. Normalmente o reconhecimento de padrões em séries de dados
é um procedimento mais ruidoso e perigoso do que a sincronização
do aparato experimental. Isso porque falhas no reconhecimento des-
ses padrões pode levar a resultados completamente errados. Além
disso, o reconhecimento desses padrões deve ser conseguido em meio
ao rúıdo da série de dados. De acordo com [24], esse é o principal
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Figura 34: Evolução de ondas de instabilidade na esteira de uma
rugosidade em uma camada limite.

desafio, mas vale lembrar, que mesmo os escoamentos turbulentos,
tidos como extremamente ruidosos e aleatórios, possuem estruturas
coerentes. A dificuldade maior é o reconhecimento dessas estruturas.
Outra caracteŕıstica que deve existir para que a média condicional
tenha sentido é a coerência do evento de referencia com o sinal no
restante do domı́nio.

Para exemplificar a aplicação desse procedimento, realizou-se um
experimento para a medição do escoamento na esteira de um cilindro
utilizando-se duas sondas de fio quente. Uma sonda foi mantida fixa
enquanto a outra sonda efetuou a varredura do sinal na esteira do
cilindro. A aquisição dos sinais das duas sondas foi feita simultane-
amente. Com os procedimentos padrões foi posśıvel extrair somente
as informações de amplitude do escoamento médio e da intensidade
de turbulência (mostradas nas Figs. 31 e 32) e espectro de potencia.
Com a utilização de técnicas de reconhecimento de padrões é posśıvel
extrair maiores informações do escoamento em intervalos espećıficos
do ciclo.

No caso do experimento realizado para exemplificar o procedi-
mento, utilizou-se a correlação cruzada entre as duas sondas de ane-
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mometria para a identificação dos eventos. A função de correlação
cruzada fornece uma medida quantitativa do grau de semelhança en-
tre duas funções. A função discreta de correlação para dois sinais x
e y, ambos com médias iguais a zero, pode ser descrita como na Eq.
13.

RXY (τ) =
1

T

t=0
∑

T

x(t) × y(t+ τ). (13)

Onde τ é um tempo de atraso. O coeficiente de correlação cruzada
corresponde a função de correlação dividida pelo produto dos desvios
padrões das series de dados x e y. Quando o coeficiente de correlação
é igual a 1, diz-se que os sinais são perfeitamente correlacionados
(idênticos). No caso do coeficiente de correlação ser igual a -1 os
sinais são quase idênticos, mas possuem um defasamento de 180o.
O valor zero do coeficiente ocorre quando os sinais não possuem
correlação.

Através do cálculo do coeficiente de correlação entre as diferentes
séries de dados coletadas da sonda de referência, foi posśıvel obter os
instantes onde ocorreu a máxima correlação entre as diferentes séries
de dados.

Adotando-se esse procedimento foi posśıvel estabelecer os even-
tos para todo o domı́nio, uma vez que a aquisição do sinais das duas
sondas foi feito simultaneamente. O gráfico superior da Fig. 35 mos-
tra a serie temporal de flutuação de velocidade de um evento obtido
através do procedimento descrito acima. Como se pode observar o
evento contém informações sobre o fase das flutuacoes de velocidade
do escoamento na esteira do cilindro, mas ainda de forma muito rui-
dosa. O gráfico inferior da mesma figura mostra a série temporal
da media condicional do escoamento na esteira do cilindro. Nessa
figura pode-se observar claramente o arranjo de vórtices na esteira
do cilindro.

A média condicional do escoamento total Ū + ū′(t) e da flutua-
ção de velocidade ū′(h) podem ser observadas respectivamente nos
gráficos superior e inferior da Fig. 36. A figura mostra claramente
a oscilação do escoamento total na esteira do cilindro devido a pas-
sagem dos vórtices. Para verificar o domı́nio de validade da média
condicional é necessário analisar nos eventos, o comportamento da
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Figura 35: Comparação entre um único evento e a média de vários
eventos.

correlação entre as flutuacoes medidas pela sonda de referência e a
sonda de varredura (Fig. 37). A figura mostra que o coeficiente
de correlação entre os sinais normalizados das duas sondas. O sinal
de cada sonda foi normalizado em relação ao máximo da série para
se retirar da análise o efeito de variação de amplitude dos sinais.
Conforme pode-se observar, a correlação entre os dois sinais é alta
em quase todo o domı́nio de medição. Isso mostra que o evento da
sonda estacionara é uma medida representativa para sincronização
dos eventos em todo o domı́nio do experimento. A medida que se
aplica um avanço ou atraso de fase entre os dois sinais, a correlação
entre os sinais diminui. Isso mostra que as duas sondas estavam loca-
lizadas em distancias semelhantes a jusante do cilindro. No entanto,
esse não é um requisito para a realização do experimento. As sondas
podem estar localizadas em qualquer posição do domı́nio. O requi-
sito é que o evento da sonda estacionara não seja completamente
independente do restante do domı́nio.
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Figura 36: Escoamento e total e flutuação de velocidade na esteira
do cilindro.

0.4 Considerações Finais

Neste trabalho buscou-se mostrar que existem diversas técnicas
para redução do rúıdo nos vários estágios de um experimento, desde
o projeto de túneis de vento até o processamento de sinais. Foram
apresentadas somente algumas técnicas, pois o tema é extremamente
extenso. Contudo, vale lembrar que existem inúmeras maneiras de se
reduzir rúıdo em experimentos. O importante é a aplicação correta
da técnica escolhida, pois a utilização inadequada freqüentemente
pode gerar rúıdos significativos que podem inviabilizar a extração
das informações almejadas. Além disso, o trabalho procurou mos-
trar que em um processo de experimentação diversos fatores podem
influenciar os resultados e, portanto a montagem cuidadosa de um
experimento é muito mais do que somente a “ligação de cabos”.
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Figura 37: Variação do coeficiente de correlação cruzada no domı́nio
de medição.
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0.1 Introdução

A teoria de transição hidrodinâmica se estende pelas diversas
áreas da ciência. Ela evolui da confluência de esforços experimen-
tais, computacionais e teóricos numa sinergia sem igual em outros
ramos da ciência. Aqui são apresentados alguns elementos mate-
máticos utilizados na teoria de transição, as idéias principais são
apresentadas em casos simples que contenham os elementos essenci-
ais da teoria. Atenção especial é dada aos escoamentos paralelos pois
estes representam uma grande classe de interesse para engenharia.
Na teoria de estabilidade hidrodinâmica para escoamentos parale-
los deriva-se a célebre equação de Orr-Sommerfeld. Estão também
descritos aqui a teoria para equações com coeficiente periódicos e a
teoria de estabilidade para perturbações localizadas.

1
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Considera-se que o fluido estudado é modelado pela equação de
Navier-Stokes (ENS). Esta equação descreve o movimento de um
fluido com viscosidade como a água e o ar. Ela é a equação mais
simples que descreve um fluido no qual há os efeitos de inércia e
de atrito. Outros efeitos f́ısicos podem ser adicionados à ENS detre
os quais: compressibilidade do ar, superf́ıcies livres da água, varia-
ções de densidade do fluido. Em todos os casos, a não-linearidade
provinda da equação de Navier-Stokes sempre causa fenômenos in-
teressantes, especialmente com relação à transição do escoamento.

Nas aplicações, quase sempre é desejável ter escoamentos de ca-
ráter estacionário. Escoamento estacionário é aquele no qual, obser-
vando um ponto fixo no espaço, a velocidade do fluido no ponto é
a mesma para qualquer instante de tempo. O escoamento estacio-
nário é também chamado de escoamento permanente. Com respeito
às equações, pode-se caracterizar um escoamento estacionário como
sendo aquele em que a solução da equação não depende do tempo
(variável t), chamada de solução estacionária. Na maioria das ve-
zes é prefeŕıvel ter escoamentos estacionários ao redor da asa de um
avião ou num cano que transporta água. No entanto, em diversas
aplicações isto não é posśıvel. A impossibilidade de obter escoamen-
tos estacionários se deve à instabilidade do escoamento.

Se permitirmos pequenas perturbações na velocidade do escoa-
mento estacionário, estas perturbações podem ter três destinos: elas
podem desaparecer, e então o escoamento volta a seu estado esta-
cionário; elas podem permanecer pequenas, e então o escoamento
permanece próximo ao estado estacionário; ou elas podem crescer
e romper o regime estacionário do escoamento. Neste último caso
dizemos que o escoamento estacionário é instável. Claramente, uma
perturbação maior romperia o estado estacionário com maior faci-
lidade. No entanto, é interessante notar que, se o escoamento for
linearmente instável, perturbações arbitrariamente pequenas levam
à destruição do regime estacionário de forma definitiva. Isto é, per-
turbações arbitrariamente pequenas romperão o regime estacionário.
Esta instabilidade não pode ser evitada simplesmente controlando o
ńıvel de ruido no flúıdo, elas são um fato matemático das equações
de movimento. No entanto, muitas vezes é posśıvel projetar um re-
gime laminar que seja suficientemente estável de modo a atrasar o
aparecimento das perturbações indesejáveis.

O número de Reynolds é o parâmetro adimensional usado para
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caracterizar o regime do escoamento. Ele é usado para identificar se
um escoamento apresenta instabilidade ou não. De fato, na equação
de Navier-Stokes, este é o único parâmetro relevante para a estabili-
dade. O número de Reynolds é definido como R = UL/µ no qual U
e L expressam a velocidade e o comprimento t́ıpico do escoamento,
enquanto µ expressa a viscosidade do fluido. O número 1/R pode
ser pensado como sendo a “viscosidade” adimensional. Variando o
número de Reynolds, gera-se uma famı́lia de escoamentos e, tipica-
mente, o escoamento com números de Reynolds mais baixo é mais
estável que o escoamento com número de Reynolds mais alto. À
primeira vista, isto se deve ao fato da viscosidade ter um efeito es-
tabilizante, pois as perturbações tenderiam a desaparecer devido ao
atrito, no entanto, é importante notar que há exemplos em que o es-
coamento é instável quando há viscosidade e estável quando não há
viscosidade. Isto ocorre porque há uma relação complexa entre a vis-
cosidade e a fronteira do fluido (onde ele toca uma superf́ıcie sólida).
Sempre existe a formação de uma região próxima à fronteira, cha-
mada de camada limite, a qual pode ser uma fonte de instabilidade
para o escoamento.

Se pensarmos numa perturbação de intensidade arbitrariamente
pequena, o critério mais importante para a estabilidade de um fluido
é a estabilidade linear. Este critério está centrado no estudo de au-
tovalores da equação de Navier-Stokes linearizada (que se torna a
equação de Orr-Sommerfeld para o caso de escoamentos paralelos).
Dado um escoamento estacionário, procura-se uma equação que des-
creva a evolução temporal de perturbações adicionadas a este escoa-
mento. Se a intensidade da perturbação for suficientemente pequena,
a equação de Navier-Stokes pode ser simplificada para uma equação
linear. Esta equação linear, por sua vez, descreve a evolução inicial
da perturbação. A equação linear será uma boa descrição enquanto a
perturbação permanecer pequena, isto é, enquanto os efeitos dos ter-
mos não-lineares forem pequenos. Por sua vez, a evolução temporal
de uma equação linear recai no estudo de autovalores de uma equa-
ção diferencial. Há muitos exemplos em que existem perturbações
instáveis que crescem exponencialmente rápido quando R supera um
certo valor cŕıtico Rc. Estas perturbações representam os estágios
iniciais da transição, esta instabilidade é chamada de instabilidade

primária.

Estudar a transição do escoamento significa descrever os cami-
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nhos da instabilidade de seu ińıcio até que o escoamento torne-se
turbulento. Após a ocorrência da instabilidade primária, há vários
caminhos pelos quais um escoamento torna-se turbulento. Há dois
elementos principais: a instabilidade secundária e a instabilidade
fracamente não-linear. A transição pode ocorrer numa combinação
destes dois elementos. Aqui, somente a estabilidade secundária será
estudada em detalhe pois esta instabilidade é mais relevante para
o caso de escoamentos paralelos. A instabilidade secundária leva ao
estudo de equações diferenciais com coeficientes periódicos, o que por
sua vez, leva ao estudo da teoria de Floquet. Em certos casos, pode-
se levar em conta efeitos fracamente não-lineares. Estes representam
um estágio no qual a teoria linear pode ser corrigida para incorporar
a não-linearidade, desde que esta não-linearidade seja pequena. No
caso de escoamentos paralelos, a teoria fracamente não-linear tem
validade muito restrita e ela freqüentemente é subjugada pela insta-
bilidade secundária e pelos efeitos de transientes.

A teoria de estabilidade primária e secundária é de grande valia
para o entendimento da transição. No entanto, para escoamentos
paralelos freqüentemente há um desacordo entre a teoria linear e a
observação experimental. Isto porque o regime linear da instabili-
dade requer um ńıvel de rúıdo muito pequeno sendo que algumas
vezes este ńıvel de rúıdo é proibitivamente pequeno para qualquer
experimento. Efeitos de transientes devem ser considerados para re-
conciliar a observação e a teoria. Escoamentos com cisalhamento,
e em particular os escoamentos paralelos, apresentam crescimento
transientes de perturbações. Estes transientes levam a uma defor-
mação do escoamento que, se suficientemente grande, pode disparar
efeitos não-lineares que levam o escoamento à transição, este cená-
rio é chamado de by-pass transition (BT). O nome vem do fato da
instabilidade pular o estágio inicial da instabilidade primária. Para
uma descrição completa da BT é necessário estudar a intensidade e
a forma da perturbação inicial que causa a transição. Não obstante,
se a perturbação inicial for pequena o suficiente então recupera-se a
teoria linear. No entanto, não há uma relação direta entre o cresci-
mento transiente e a causa da transição, isto é, as perturbações com
maior crescimento transiente não são responsáveis diretamente pela
transição. A não-linearidade tem um papel importante no resultado
final, e a BT não pode ser compreendida através de uma teoria li-
near, portanto não há um Rc que possa ser associada ao ińıcio da
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transição. Para compreender a BT é necessário descrever a inten-
sidade e a forma da perturbação inicial que leva à transição. Há
alguns exemplos simples em escoamentos cisalhantes descritos aqui
que ajudam a entender a relação entre o crescimento transiente e a
BT.

Por fim, há também a teoria de perturbações localizadas. Esta
teoria vem sendo utilizada com crescente interesse no estudo de es-
tabilidade hidrodinâmica. Ela pode ser usada para extrair informa-
ções importantes sobre o problema de autovalores e ao mesmo tempo
sobre o comportamento de transientes. Uma de suas principais van-
tagens é que ela pode ser aplicada com facilidade a escoamentos
bastante complexos. Um exemplo clássico da aplicação desta teoria
encontra-se no estudo da estabilidade e vórtices eĺıpticos.

Aqui, a equação utilizada para modelar o fluido é a ENS na qual
há um campo de velocidades que descreve o escoamento e que, a cada
ponto do espaço tri-dimensional x = (x, y, z) ocupado pelo fluido no
instante de tempo t, associa um vetor velocidade que é denotado por

ũ(x, t) = (ũ(x, t), ṽ(x, t), w̃(x, t)). (1)

Há também uma função escalar, chamada de pressão, associada
a cada ponto do espaço: p̃(x, t). Para que o escoamento preserve
seu volume, isto é, seja incompresśıvel, é necessário que o campo de
velocidades satisfaça a condição de incompressibilidade

∇ · ũ =
∂ũ

∂x
+
∂ṽ

∂y
+
∂w̃

∂z
= 0. (2)

Esta condição expressa a conservação de massa do fluido quando
este tem densidade constante. A ENS é dada pela condição de in-
compressibilidade e pela conservação de momento

∂ũ

∂t
+ ũ · ∇ũ = −∇p̃+

1

R
∆ũ. (3)

A velocidade deve satisfazer a condição ũ(x, t) = 0 na fronteira,
isto é, onde o fluido encosta numa superf́ıcie (imóvel). A equação
acima pode ser reescrita componente a componente



6 Sávio B. Rodrigues

∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂x
+ ṽ

∂ũ

∂y
+ w̃

∂ũ

∂z
= −∂p̃

∂x
+

1

R
∆ũ, (4)

∂ṽ

∂t
+ ũ

∂ṽ

∂x
+ ṽ

∂ṽ

∂y
+ w̃

∂ṽ

∂z
= −∂p̃

∂y
+

1

R
∆ṽ, (5)

∂w̃

∂t
+ ũ

∂w̃

∂x
+ ṽ

∂w̃

∂y
+ w̃

∂w̃

∂z
= −∂p̃

∂z
+

1

R
∆w̃, (6)

na qual ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 representa o Laplaciano. Também é
útil descrever o comportamento do fluido em termos da vorticidade
dada por

ω̃x =
∂w̃

∂y
− ∂ṽ

∂z
, (7)

ω̃y =
∂ũ

∂z
− ∂w̃

∂x
, (8)

ω̃z =
∂ṽ

∂x
− ∂ũ

∂y
. (9)

A vorticidade é particularmente interessante para descrever esco-
amentos bi-dimensionais pois, neste caso, a Eq. (3) reduz-se a uma
única equação escalar para uma componente da vorticidade.

0.2 Estabilidade Linear

A teoria de estabilidade hidrodinâmica dedica-se a estudar o com-
portamento de perturbações de escoamentos laminares. Existe uma
grande variedade de escoamentos laminares posśıveis para um fluido,
algumas situações tornaram-se clássicas e bastante estudadas, [5]. O
entendimento obtido em cada uma destas situações é comumente
transportado para outras situações de interesse prático ou servem
como uma primeira aproximação da situação real. Ênfase será dado
aos escoamentos paralelos pois eles são comumente encontrados em
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aplicações. Escoamentos paralelos também são freqüentemente usa-
dos como aproximação para escoamento quase-paralelos como esco-
amentos em camada limite, jatos, e a camada de mistura.

Para diferenciar o escoamento laminar do escoamento total usa-
se a notação ũ = U + u no qual ũ é o escoamento total, U denota
o escoamento laminar e u = ũ−U é a diferença entre o escoamento
total e o laminar, chamada de perturbação. Desta forma, letras
maiúsculas são usadas para o escoamento laminar, U = (U, V,W ), e
minúsculas são usadas para a perturbação, u = (u, v, w). Equivalen-
temente, para a pressão usa-se a notação p̃ = P + p. O escoamento
laminar U é solução exata da ENS quando u = 0, isto é, ũ = U é
uma solução das Eqs. (2-3).

0.2.1 Escoamentos Paralelos

Escoamentos paralelos são aqueles em que a solução da ENS é
da forma U(y) enquanto V = 0 e W = 0. A função U(y) é cha-
mada de perfil de velocidade do escoamento. As direções x, y e z
serão chamadas de direção horizontal, vertical e transversal, respec-
tivamente. Idealizaremos a situação em que o fluido está confinado
entre duas placas planas de extensão infinita. O fluido escoa na di-
reção x, enquanto as placas são perpendiculares à direção y. Este
tipo de escoamento é chamado de escoamento em um canal. Há dois
escoamentos interessantes no canal, o escoamento de Poiseuille e o
de Couette. O escoamento de Poiseuille, já adimensionalizado, tem
o perfil de velocidade dado por U(y) = 1 − y2, no qual as placas se
encontram nas posições y = −1 e y = 1 e a velocidade no centro
do canal é 1. Neste caso, o número de Reynolds é definido como
R = UcL/ν no qual L é a metade da largura real do canal, Uc é a
velocidade do escoamento no centro do canal e ν é a viscosidade do
fluido. Este escoamento é chamado também de escoamento parabó-
lico ou escoamento com gradiente constante de pressão, isto porque,
se calcularmos a pressão veremos que ∂P/∂x = −2/R. O escoamento
de Couette tem um perfil linear de velocidade, U(y) = y (já adimen-
sionalizado), no qual as placas se encontram na mesma posição que
o Poiseuille, mas agora a placa superior move-se na horizontal com
velocidade 1 e a placa inferior também move-se na horizontal com
velocidade -1. O número de Reynolds para o escoamento Couette
define-se da mesma forma que para o escoamento Poiseuille. Note
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que não há gradiente de pressão para empurrar o fluido, no entanto
a energia para manter o fluido em movimento vem da parede. O
escoamento de Couette tem um atrativo matemático devido a sua
simplicidade, no entanto, ele é menos estudado que o Poiseuille pois
é muito dif́ıcil realizar experimentos com controle no ńıvel de rúıdo.

Um escoamento laminar muito estudado é o perfil de Blasius.
Consiste no escoamento sobre uma placa plana em y = 0 com uma
velocidade fixa quando y tende ao infinito, isto é, U(y)→ 1 quando
y → +∞. O perfil de velocidade U(y) = f ′(y) é dado pela função de
Blasius f(y) que obedece à equação

f ′′′ + ff ′′ = 0, (10)

com condições de fronteira f(0) = f ′(0) = 0 e f ′(0) → 1 quando
y → ∞. Este escoamento é muito importante pois ele aproxima o
perfil de velocidades de uma camada limite.

0.2.2 Estabilidade Linear de Escoamentos
Paralelos

Para estudar pequenas perturbações num fluido é conveniente
escrever a ENS em termos da evolução da perturbação u, sendo que
ũ(x, t) = U(x) + u(x, t) e que p̃ = P (x) + p(x, t):

∂u

∂t
+ U · ∇u + u · ∇U + u · ∇u = −∇p+

∆u

R
, (11)

com ∇ · u = 0. A hipótese fundamental da teoria linear é que a
perturbação u seja suficientemente pequena. A perturbação u deverá
ser pequena o suficiente para justificar que o termo não-linear u ·∇u

da equação acima seja desprezado. Desta forma obtêm-se a ENS
linearizada

∂u

∂t
+ U · ∇u + u · ∇U = −∇p+

1

R
∆u, (12)

∇ · u = 0. (13)
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No caso de escoamentos paralelos, U = (U(y), 0, 0), esta equação
fica

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ U ′v = −∂p

∂x
+

1

R
∆u, (14)

∂v

∂t
+ U

∂v

∂x
= −∂p

∂y
+

1

R
∆v, (15)

∂w

∂t
+ U

∂w

∂x
= −∂p

∂z
+

1

R
∆w, (16)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (17)

Dentro da teoria matemática, existem teoremas que permitem
justificar o uso da equação linearizada. Por exemplo, diz-se que há
estabilidade não-linear se existir uma constante C > 0 tal que se
a norma da perturbação u(x, 0) for menor que C então a solução
u da ENS satisfaz u → 0 quando t → +∞, [12]. Analogamente
existem teoremas de instabilidade não-linear nos quais demonstra-se
que existe uma perturbação inicialmente pequena que torna-se tão
grande quanto o escoamento laminar, [6].

0.2.3 Modos Normais em Escoamentos Paralelos

Comumente usa-se modos normais para determinar se a Eqs. (14-
17) tem soluções instáveis no tempo, isto é, procura-se soluções da
forma

u = û(y)eλt+i(αx+βz), (18)

no qual û(y) = (û(y), v̂(y), ŵ(y)). O mesmo vale para a pressão que
fica p = p̂(y)eλt+i(αx+βz). Para satisfazer a condição de fronteira, é
necessário que û(yf ) = 0 no qual yf é um ponto da fronteira (por
exemplo û(1) = 0 e û(−1) = 0 para o escoamento de Poiseuille).
Desta forma, λ deverá ser um auto-valor da equação diferencial
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λû+ iαUû+ U ′v̂ = −iαp̂+
1

R
(−α2 − β2 +D2)û, (19)

λv̂ + iαUv̂ = −Dp̂+
1

R
(−α2 − β2 +D2)v̂, (20)

λŵ + iαUŵ = −iβp̂+
1

R
(−α2 − β2 +D2)ŵ, (21)

iαû+Dv̂ + iβŵ = 0, (22)

no qual usamos a letra D para denotar a derivada ∂/∂y. Se existir
um auto-valor λ com Re(λ) > 0 então o escoamento será instável
para os dados valores de α, β e R. Neste caso, há um crescimento
exponencialmente rápido da função u(x, t) quando t→ +∞. É con-
veniente utilizar uma notação que evidencia o movimento horizontal
da perturbação no tempo. Para tanto definimos a velocidade de onda

c = iλ/α, de forma que o modo-normal pode ser reescrito como

u = û(y)eiα(x−ct)+iβz. (23)

A velocidade pode ser um número complexo c = cr + ici no qual
cr indica a velocidade horizontal e ci a taxa de amplificação. A onda
é dita instável se αci > 0, estável se αci ≤ 0 e, em particular, ela é
dita neutra se αci = 0. Em termos da velocidade de onda as equações
são reescritas como

iα(U − c)û+ U ′v̂ = −iαp̂+
1

R
(−α2 − β2 +D2)û, (24)
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iα(U − c)v̂ = −Dp̂+
1

R
(−α2 − β2 +D2)v̂, (25)

iα(U − c)ŵ = −iβp̂+
1

R
(−α2 − β2 +D2)ŵ, (26)

iαû+Dv̂ + iβŵ = 0, (27)

que evidencia a relação entre o autovalor e a velocidade do escoa-
mento.

Há uma transformação que permite reduzir o estudo da equação
acima ao caso bi-dimensional; esta transformação leva ao teorema de
Squire que diz que as ondas bi-dimensionais são mais instáveis que
as ondas tri-dimensionais. Para tanto, definimos a seguinte mudança
de variáveis

α̌ =
√

α2 + β2, (28)

ǔ = (αû+ βŵ)/α̌, (29)

p̌ = α̌p̂/α, (30)

v̌ = v̂, (31)

č = c, (32)

Ř = αR/α̌. (33)

Desta forma, multiplicando a Eq. (24) por α e a Eq. (25) por β
e somando-as, as equações se transformam em

iα̌Ř(U − č)ǔ+ ŘU ′v̌ = −iα̌Řp̌+ (−α̌2 +D2)ǔ, (34)

iα̌Ř(U − č)v̌ = −ŘDp̌+ (−α̌2 +D2)v̌, (35)
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iα̌ǔ+Dv̌ = 0. (36)

Esta transformação utilizada é conhecida como transformação de
Squire; ela será usada novamente no estudo de crescimento tran-
siente. Note que as Eqs. (34-36) são equivalentes às Eqs. (24-27)
com β e ŵ iguais a zero. Isto é, para cada solução tri-dimensio-
nal, corresponde uma solução bi-dimensional. Note que a solução
bi-dimensional é mais instável que a tri-dimensional. Isto porque as
taxas de crescimento das perturbações instáveis são respectivamente
αci e α̌či para perturbações tri- e bi-dimensionais. Como α < α̌
e ci = či, segue que a taxa bi-dimensional é a maior. Além disto,
como α < α̌, segue da Eq. (33) que Ř < R. Define-se o número de

Reynolds cŕıtico Rc como sendo o menor número de Reynolds sobre
todos os posśıveis valores de α e β para os quais existem perturbações
instáveis. O teorema de Squire diz que para encontrar Rc é sufici-

ente considerar perturbações bi-dimensionais. Este teorema segue
imediatamente da desigualdade Ř < R. Portanto, basta considerar
perturbações em que β = 0. Quando existir um modo normal que é
neutramente estável, ci = 0, para um valor de α e R, dizemos que
este modo normal é uma onda de Tollmien-Schlichting (onda TS) do
escoamento, em particular, há uma onda TS cŕıtica associada ao Rc.
As ondas TS são periódicas em x e t: uTS(x, y, t) = eiα(x−ct)û(y).
Para vários escoamentos o número de Reynolds cŕıtico é conhecido.
Para os escoamentos paralelos tem-se que Rc para o escoamento de
Poiseuille é 5772 enquanto para o perfil de Blasius Rc é 519. Já o per-
fil de Couette é sempre linearmente estável e Rc é infinito. Também
acredita-se que seja infinito o Rc do escoamento dentro de um cano
ciĺındrico, às vezes chamado de escoamento de Hagen-Poiseuille.

Note que as Eqs. (34-36) podem ser simplificadas transforman-
do-as numa equação apenas para v̌. Por exemplo, substituindo
ǔ = iDv̌/α̌ e depois eliminando a pressão das Eq. (34-35). No
entanto, há um modo mais conveniente de simplificá-las usando a
função corrente, isto levará à equação de Orr-Sommerfeld. A função

corrente de um escoamento bi-dimensional é definida como ψ(x, y, t)
tal que

u(x, y, t) =
∂ψ

∂y
, (37)
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v(x, y, t) = −∂ψ
∂x

, (38)

no qual u e v são soluções das Eqs. (14-17) com w = 0. Note que,
havendo uma função corrente, a condição de incompressibilidade é
automaticamente satisfeita (Eq. 17). O nome função corrente se
dá porque, quando ψ não depende de t, as linhas de corrente do
escoamento são as curvas de ńıvel de ψ. Como a vorticidade na
direção z é definida por ωz = ∂v/∂x−∂u/∂y, temos que ωz = −∆ψ.
A equação para ωz é obtida derivando a Eq. (14) em relação a y,
derivando a Eq. (15) em relação a x e subtraindo-as. Deste modo
obtemos a equação linearizada para vorticidade que, em termos da
função corrente, fica

∂

∂t
∆ψ + U

∂

∂x
∆ψ − U ′′

∂

∂x
ψ =

1

R
∆2ψ, (39)

a qual, na fronteira, temos que impor ∂ψ/∂y = ∂ψ/∂x = 0. Utili-
zando modos normais, ψ(x, y, t) = φ(y)eiα(x−ct), obtemos a equação

de Orr-Sommerfeld

(U − c)(D2 − α2)φ− U ′′φ =
1

iαR
(D2 − α2)2φ, (40)

que tem condições de fronteira Dφ = αφ = 0. O problema de auto-
valor é encontrar valores c, α e R tais que a equação acima tenha
solução não-trivial (α e R devem ser reais e c pode ser complexo).

A resolução da equação de Orr-Sommerfeld é um problema bas-
tante estudado. Existem métodos assintóticos e numéricos para apro-
ximar a solução do problema de auto-valor, no entanto o entendi-
mento completo do problema de auto-valor é bastante sofisticado.
Por exemplo, existe uma diferença matemática significativa entre es-
coamentos num canal e escoamentos no semi-plano (como Blasius).
No canal, existe um número infinito de auto-valores discretos λj e a
condição inicial do problema de evolução, Eq. (39), pode ser descrita
como uma superposição de auto-funções φj(y) na direção y e com
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uma série de Fourier na direção x:

ψ(x, y, 0) =
∑

j

∑

k

Ajkφjk(y)eiαkx, (41)

a evolução temporal é então dada por

ψ(x, y, t) =
∑

j

∑

k

Ajkφjk(y)eiαk(x−cjkt). (42)

No entanto o escoamento de Blasius, por exemplo, tem um con-
junto finito de auto-valores; o que claramente não permite expressar
qualquer condição inicial como uma superposição de auto-funções.
Este escoamento tem o que é chamado de espectro cont́ınuo. Por es-
tas peculiaridades, a equação de Orr-Sommerfeld é importante den-
tro da teoria espectral de operadores diferenciais. Note que ela é
uma equação de quarta ordem e que no limite αR → +∞ o termo
viscoso desaparece e a equação passa a ter segunda ordem. Mas este
termo não pode ser desprezado ao impor as condições de fronteira.
Próximo à fronteira, a viscosidade sempre é importante e as deriva-
das D4φ devem ser grandes o suficiente para que (1/(αR))D4φ seja
comparável aos outros termos da equação.

0.3 Estabilidade Linear de Equações com
Coeficientes Periódicos

As equações com coeficientes periódicos estão relacionadas às ins-

tabilidades paramétricas. Na teoria hidrodinâmica elas surgem em
algumas situações, uma delas ocorre se houver uma dependência
periódica no tempo no escoamento laminar. Um caso clássico é a
camada de Stokes na qual o escoamento é dado por (U(y, t), 0, 0)
na região y ≥ 0 com condição de fronteira periódica em y = 0
dada por U(0, t) = B sen(Ωt). Este escoamento representa uma
camada limite na qual a placa se desloca periodicamente na hori-
zontal. Costuma-se chamar também da camada de Stokes qualquer
camada limite resultante de um forçamento periódico. Para escoa-
mentos paralelos, como Poiseuille e Blasius, o surgimento de escoa-
mentos periódicos é bastante natural. Isto porque estes escoamentos
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podem abrigar ondas TS neutras. Por exemplo, o escoamento la-
minar pode ser dado por (U(y) + uTS(x − ct, y), vTS(x − ct, y), 0)
no qual (uTS(x − ct, y), vTS(x − ct, y), 0) representa uma onda TS
bi-dimensional. Esta solução periódica é uma solução da ENS linea-
rizada, e permanecerá uma boa aproximação para a solução da ENS
enquanto a onda TS for pequena. A instabilidade deste escoamento
periódico será chamada de instabilidade secundária das ondas TS. A
teoria de estabilidade secundária tem grande importância na descri-
ção da transição para turbulência. Por exemplo, ela pode ser usada
para achar, com alguma precisão, o ponto de transição ao longo da
camada limite. O estudo de equações com coeficientes periódicos
pode ser realizado usando a teoria de Floquet, a qual é descrita pri-
meiramente para equações diferenciais ordinárias.

0.3.1 Teoria de Floquet

Considere o exemplo de uma equação diferencial escalar de pri-
meira ordem com coeficientes periódicos,

y′ + (1− cos t)y = 0, (43)

com condição inicial y(0) = 1, cuja solução é y(t) = y0 exp(−t+sen t).
Note que a solução pode ser escrita como o produto de uma função
periódica e de uma exponencial y(t) = p(t)e−t e que nos instantes
tk = 2kπ tem-se y(tk) = e−tk . De modo geral, a teoria de Floquet
permite escrever a solução de um sistema de EDOs como o produto
de funções periódicas vezes exponenciais. Definimos o sistema linear
como

y′ = A(t)y, (44)

no qual y(t) é um vetor n×1 e A(t) é uma matriz n×n com elementos
que dependem de t. Define-se a matriz fundamentalX(t) como sendo
a matriz tal que y(t) = X(t)y(0), isto é, ela é a matriz que dá a
solução do sistema acima para qualquer condição inicial y(0). O
cálculo da matriz fundamental é feito integrando numericamente o
sistema n vezes com condições iniciais linearmente independentes.
Mais especificamente, definindo yj(t) como sendo a solução da Eq.
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(44) com condição inicial

yj(0) = ej =

























0
...
0
1
0
...
0

























← j − ésima componente, (45)

yj(t) será a j-ésima coluna da matriz fundamental

X(t) = [y1(t) |y2(t) | · · · |yn(t)]. (46)

Note que X(0) = I. Para sistemas lineares autônomos, no qual
A não depende de t, existe uma forma “expĺıcita” para escrever a
matriz fundamental

X(t) = exp(At) =
+∞
∑

n=0

(At)n

n!
, (47)

na qual a última identidade é a definição de exponencial de matriz.
Pode-se verificar que X ′ = (exp(At))′ = A exp(At) = AX.

O principal teorema da teoria de Floquet diz que se a Eq. (44) pos-
suir coeficiente periódicos, A(t + T ) = A(t), então existem matrizes
P (t) e Q tal que a matriz fundamental é

X(t) = P (t)eQt, (48)

na qual P (t) é uma matriz periódica, P (t+T ) = P (t) e P (0) = I, e Q
é uma matriz constante. Portanto, nos instantes de tempo tk = kT ,

X(tk) = P (kT )eQkT = (eQT )k = Mk, (49)

no qual M = X(T ) = eQT . Para encontrar M numericamente, é ne-
cessário calcular X(T ) usando o procedimento descrito acima. Tam-
bém é posśıvel encontrar as matrizes Q e P (t). O procedimento para
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calcular Q e P (t), bem como a demonstração do teorema encontram-
se na sec. 0.3.2.

A estabilidade da Eq. (44) está relacionada aos auto-valores λj

da matriz M , |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|, estes auto-valores são chamados de
multiplicadores de Floquet. A solução é assintoticamente estável se
|λj | < 1 para todo 1 ≤ j ≤ n pois segue da Eq. (49) que Mk → 0
no limite k → +∞. A solução é instável se |λ1| > 1, pois neste
caso Mkv1 = λk

1v1 cresce exponencialmente com k. Quando hou-
ver q auto-valores com módulo unitário, |λ1| = · · · = |λq| = 1, a
solução será estável (neutramente estável) se existir q auto-vetores,
v1, . . . ,vq, linearmente independentes (LI) associados a estes auto-
valores. Caso não haja q auto-vetores LI, então a solução será instá-
vel com crescimento polinomial, isto é, a solução será instável devido
a ressonâncias do sistema. Note que a solução de Eq. (44) coin-
cide, em t = tk, com a solução do sistema de coeficientes constantes
ỹ′ = Qỹ. De modo que os critérios de estabilidade também podem
ser descritos em termos dos auto-valores de Q. Os auto-valores µj de
Q são chamados de expoentes caracteŕısticos. Como as matrizes M e
Q comutam, MQ = eQTQ = QeQT = QM , elas possuem os mesmos
auto-vetores. Chamando de µj e vj os auto-valores e auto-vetores
de Q, então:

λjvj = Mvj = eQT vj = eTµjvj , (50)

e portanto λj = eTµj é a relação entre os autovalores de M e Q.
Mais ainda, existe uma solução particular yj(t) da Eq. (44) tal que

yj(t) = P (t)eQtvj = (P (t)vj)e
λjt = pj(t)e

λjt, (51)

no qual pj(t) é um vetor de componentes periódicas. Se Q for dia-
gonalizável, então há uma base completa de autovetores vj de forma
que qualquer solução da Eq. (44) pode ser escrita como

y(t) =
n
∑

j=1

cjpj(t)e
µjt. (52)

É interessante notar que as soluções y(t) = pj(t)e
µjt têm peŕıodo

comensurável com T quando µj = 2πik/(mT ) com k e m inteiros. A
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solução é chamada de sub-harmônica se µj = πi/T e ela é chamada
de fundamental se µj = 2πi/T . As instabilidades paramétricas mais
significativas usualmente provém de perturbações dos auto-valores
µ1 = πik/T com k = 1, 2 ou 3. Estes casos neutramente estáveis
frequentemente aparecem na fronteira entre soluções estáveis e instá-
veis. Note que a solução sub-harmônica troca de sinal a cada peŕıodo
T .

y(t+ T ) = pj(t+ T )eπi(t+T )/T = −pj(t)e
πit/T = −y(t),

(53)

enquanto a solução sub-harmônica tem peŕıodo 2T a fundamental
tem o peŕıodo T .

0.3.2 Demonstração do Teorema de Floquet

Uma propriedade da matriz fundamental da Eq. (44) é que

X(t+ T ) = X(t)X(T ). (54)

Isto pode ser demonstrado dividindo a evolução da equação em
duas partes: a evolução no intervalo [0, T ], seguida da evolução no
intervalo [T, t+ T ]. Primeiro evoluindo a condição inicial y(0) = y0

no intervalo de tempo [0, T ] resulta em y(T ) = X(T )y0. Segundo,
tomando como condição inicial y(T ) = X(T )y0 e evoluindo-a no
intervalo [T, t+ T ] tem-se y(t+ T ) = X(t)y(T ). Isto ocorre porque,
como A(t + T ) = A(t), a evolução no intervalo [T, t + T ] é igual a
evolução no intervalo [0, t], e portanto y(t + T ) = X(t)(X(T )y0).
Por outro lado, a evolução da condição inicial y0 no intervalo total
[0, t + T ] é dada pela fórmula y(t + T ) = X(t + T )y0, comparando
com a expressão anterior tem-se que X(t)X(T )y0 = X(t + T )y0.
Como a condição inicial y0 é arbitrária, vale a propriedade acima.

Definindo M = X(T ), é posśıvel encontrar uma matriz Q tal
que M = exp(QT ). A matriz QT é chamada de matriz logaritmo

de M . Uma matriz M é diagonalizável quando existir uma matriz
D diagonal e uma matriz B inverśıvel tal que M = BDB−1 (D é
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a matriz dos auto-valores e B é uma matriz formada pelos auto-
vetores de M). Quando M for diagonalizável e inverśıvel, a matriz
Q é dada por Q = (1/T )B log(D)B−1 no qual log(D) é a matriz
diagonal cujos elementos são o logaritmo dos respectivos elementos
da diagonal de D. Quando M é inverśıvel mas não é diagonalizável,
é necessário usar a forma canônica de Jordan para definir log(M).
Há uma liberdade na definição de Q pois exp(Q + 2πiI) = exp(Q).
Para qualquer matriz Q vale que exp(Qa) exp(Qb) = exp(Q(a+ b)),
e em particular exp(Qt) exp(−Qt) = I. Assim, define-se a matriz
P (t) = X(t) exp(−Qt) e resta demonstrar que P (t) é uma matriz
periódica. De fato, usando as propriedades acima,

P (t+ T ) = X(t+ T )e−Q(t+T ) =

X(t)Me−QT e−Qt = X(t)e−Qt = P (t), (55)

e portanto X(t) = P (t) exp(Qt) para todo tempo.

0.3.3 Instabilidade Paramétrica em Um Pêndulo

A instabilidade paramétrica de um pêndulo é um fenômeno que
todos conhecem ao balançar num balanço. Um criança ao balançar,
levanta o corpo a cada inda e vinda mudando a posição do centro de
massa, o que é equivalente a modificar a posição do pêndulo. É pos-
śıvel gerar instabilidade simplesmente modificando o comprimento
da haste do pêndulo de forma periódica. Em particular, para um
pêndulo, a instabilidade sub-harmônica é a mais forte; isto porque o
“forçamento” ocorre a cada semi-peŕıodo. Um modelo bastante es-
tudado para este fenômeno é a equação de um pêndulo com haste
variável

y′′ + Ω2(1 + ǫq(t))y = 0, (56)

no qual q(t + 2π) = q(t). Um caso particular é a equação de
Mathieu que tem q(t) = cos(t). Para a equação de Mathieu, temos
o seguinte diagrama dado pela Fig. 1. Ele indica a região do plano
no qual as soluções são estáveis e instáveis. Note que a região de



20 Sávio B. Rodrigues

instabilidade toca o eixo Ω nos pontos Ω = 1/2, 1 e 3/2, e que a
região mais larga de instabilidade na Fig. 1 ocorre no sub-harmônico.
Pode-se demostrar que para qualquer q(t) a curva neutra toca o eixo
Ω somente nos pontos Ω = k/2 com k > 0 inteiro, as regiões de
instabilidade são chamadas de ĺınguas de Arnold [1]. As ĺınguas ficam
cada vez finas e podem ser facilmente perturbadas com a adição de
atrito. A Fig. 2 mostra a região de instabilidade para a equação de
Mathieu com atrito

y′′ + δy + Ω2(1 + ǫq(t))y = 0, (57)

no qual δ = 10−2. A ĺıngua de instabilidade sub-harmônica é a que
se aproxima mais do eixo Ω, ela requer apenas um pequeno valor de ǫ
para que a instabilidade ocorra. Outras escolhas para q(t) na Eq. (56)
resultam em comportamentos similares para região de estabilidade,
especialmente na proximidade do eixo Ω (quando ǫ é pequeno).

Uma forma de obter os expoentes caracteŕısticos µj para a equa-
ção de Mathieu é usar uma série de Fourier para representar a parte
periódica da solução pj(t) na Eq. (52). Pode-se procurar uma solu-
ção da forma

y(t) = eµt

+∞
∑

n=−∞

ane
int, (58)

(com a−n = an para que a solução seja real). A Eq. (56) pode ser
reescrita como um sistema 2× 2 de primeira ordem

[

y′

z′

]

=

[

0 1
−Ω2(1 + ǫ cos(t)) 0

] [

y
z

]

, (59)

e substituindo

[

y(t)
z(t)

]

= eµt

+∞
∑

n=−∞

[

yn

zn

]

eint, (60)
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Figura 1: Região de estabilidade no plano (Ω, ǫ) da equação de
Mathieu. Curvas de ńıvel da função log |λ1|, a curva de ńıvel zero é
indicada pela linha cont́ınua e as linhas pontilhadas são as curvas de
ńıvel 0,2 e 0,4. A curva neutra é a curva de ńıvel zero.

na Eq. (59) e usando cos(t) = (eit + e−it)/2 tem-se

µ

[

yn

zn

]

=

[

zn − inyn

−Ω2yn − inzn − (Ω2ǫ
2 )(yn+1 + yn−1)

]

, (61)

para todo n inteiro, o qual gera um problema de auto-valor com in-
finitas equações acopladas. Os auto-valores devem ser obtidos trun-
cando a série de Fourier, isto é, considerando apenas coeficientes yn

e zn com |n| < N . Note que a Eq. (61) tem um número infinito de
auto-valores, isto porque se µ for um auto-valor então µ+2πik, com
k inteiro, também é um auto-valor (basta redefinir os ı́ndices de yn

e zn).
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Figura 2: Região de estabilidade no plano (Ω, ǫ) da equação de
Mathieu com atrito. Curvas de ńıvel da função log |λ1|, a curva
de ńıvel zero é indicada pela linha cont́ınua e as linhas pontilhadas
são as curvas de ńıvel 0,2 e 0,4. A curva neutra é a curva de ńıvel
zero.

0.3.4 Instabilidade Secundária de Ondas TS

A estabilidade secundária tem sido usada para prever o ponto de
transição em escoamentos paralelos e quase-paralelos. Perturbações
primárias linearmente instáveis, como as ondas TS, tendem a crescer
a uma taxa exponencial e, num certo ponto de seu crescimento, o es-
coamento passa por uma mudança de comportamento. No lugar das
ondas TS podem aparecer estruturas tri-dimensionais chamadas de
vórtices-lambda (Λ-vortex) que precedem o escoamento turbulento.
A formação dos vórtices-lambda está relacionada à instabilidade se-
cundária das ondas TS.

O escoamento laminar é modelado como U + uTS no qual U é o
escoamento paralelo e a onda TS é uTS = (uTS(x − ct, y), vTS(x −
ct, y), 0), de modo que o escoamento total é dado por ũ = U+uTS+u

no qual u = (u, v, w) é a perturbação do escoamento laminar. A ENS
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linearizada com respeito à perturbação u fica

∂u

∂t
+ (U + uTS)

∂u

∂x
+ vTS ∂u

∂y
+ u

∂uTS

∂x
+

v

(

U ′ +
∂uTS

∂y

)

= −∂p
∂x

+
1

R
∆u, (62)

∂v

∂t
+ (U + uTS)

∂v

∂x
+ vTS ∂v

∂y
+ u

∂vTS

∂x
+

v
∂vTS

∂y
= −∂p

∂y
+

1

R
∆v, (63)

∂w

∂t
+ (U + uTS)

∂w

∂x
+ vTS ∂w

∂y
= −∂p

∂z
+

1

R
∆w, (64)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (65)

Em particular, as ondas TS são dadas por:

uTS = Aφ′(y)eiα(x−ct) + cc, (66)

vTS = −iαAφeiα(x−ct) + cc, (67)

no qual φ(y) é uma solução neutra, c = cr, da equação de Orr-
Sommerfeld Eq. (40) e A é a amplitude complexa da onda, cc denota

o complexo-conjugado da expressão anterior. É conveniente mudar
de coordenada x̃ = x − ct, u(t, x̃, y, z) ≡ u(t, x − ct, y, z), de modo
que ∂/∂x ≡ ∂/∂x̃ e ∂/∂t ≡ ∂/∂t− c∂/∂x̃. As equações ficam
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∂u

∂t
+ (U − c+Aφ′(y)eiαx̃ + cc)

∂u

∂x̃
+

(−iαAφeiαx̃ + cc)
∂u

∂y
+ u(iαAφ′(y)eiαx̃ + cc) +

v(U ′ +Aφ′′(y)eiαx̃ + cc) = −∂p
∂x̃

+
1

R
∆u, (68)

∂v

∂t
+ (U − c+Aφ′(y)eiαx̃ + cc)

∂v

∂x̃
+

(−iαAφeiαx̃ + cc)
∂v

∂y
+ u(α2Aφeiαx̃ + cc) +

v(−iαAφ′eiαx̃ + cc) = −∂p
∂y

+
1

R
∆v, (69)

∂w

∂t
+ (U − c+Aφ′(y)eiαx̃ + cc)

∂w

∂x̃
+

(−iαAφeiαx̃ + cc)
∂w

∂y
= −∂p

∂z
+

1

R
∆w, (70)

∂u

∂x̃
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (71)

Esta equação tem coeficientes periódicos na variável x̃ com pe-
ŕıodo 2π/α, e nas variáveis t e z ela tem coeficientes constantes.
Usando a teoria de Floquet, procuraremos uma solução que, na va-
riável x̃, seja o produto de uma função periódica em x̃ vezes uma
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exponencial em x̃. Portanto procuramos soluções da forma

u(t, x̃, y, z) = eλteµx̃

(

∑

m∈Z

ûm(y)eimαx̃

)

eiβz, (72)

no qual µ = µr + iµi é o expoente caracteŕıstico e λ = λr + iλi. Aqui
há que se escolher entre o desenvolvimento espacial ou temporal da
instabilidade secundária. Pode-se escolher λ e então determinar µ
através da teoria de Floquet ou pode-se escolher µ e então procurar
λ que contemple a escolha feita para µ. De fato, detre os quatro
parâmetros reais, há que se escolher dois. Aqui, prossegue-se no
estudo do desenvolvimento temporal impondo que µr = 0. Além
disto, sem perda de generalidade, a escolha de µi pode ser restrita
ao intervalo −α/2 < µi ≤ α/2; outros valores de µi são reduzidos
a este intervalo redefinindo os ı́ndices do somatório em m. Os casos
µi = 0 e µi = α/2 são chamados de fundamental e de sub-harmônico

respectivamente; outros valores de µi e são chamados de dissonantes.

Ao substituir a Eq. (72) em Eqs. (68-71) tem-se

Lmûm + U ′v̂m + iαp̂m =

A(−iαmφ
′ + iαφD)ûm−1 −Aφ′′v̂m−1 +

A(−iαmφ
′

+ iαφD)ûm−1 −Aφ
′′

v̂m+1, (73)

Lmv̂m +Dp̂m =

A(−iαm−2φ
′ + iαφD)v̂m−1 −Aα2φûm−1 +

A(iαmφ
′ − iαφD)v̂m+1 −Aα2φûm+1, (74)

Lmŵm + iβp̂m = A(−iαm−1φ
′ + iαφD)ŵm−1+

A(−iαm+1φ
′ − iαφD)ŵm+1, (75)

iαmûm +Dv̂m + iβŵm = 0, (76)
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na qual ûm = (ûm, v̂m, ŵm) e

Lm = λ+ iαm(U − c) +
1

R
(k2

m −D2), (77)

αm = mα+ µi, (78)

k2
m = (mα)2 + β2. (79)

A dificuldade associada a estas equações é o número infinito de
elementos na série de Fourier em ûm. Faz-se necessário truncar a
série considerando apenas os ûm com |m| < N para algum inteiro
N . Então, fixado µi, β e A, procura-se um auto-valor λ para o qual
esta equação possua solução não-trivial. Interessante é notar que
consegue-se bons resultados mesmo utilizando fortes truncamentos
da série, por exemplo, tomando N = 2. No caso do escoamento
de Poiseuille a análise de estabilidade desta equações pode ser en-
contrada nas referência [13] e [7]. Para escoamentos paralelos, a
instabilidade secundária aparece quando a onda TS representa apro-
ximadamente 1% do escoamento paralelo, então, surgem instabilida-
des secundárias tri-dimensionais, β 6= 0, que rapidamente alcançam
a amplitude da onda TS deformando o escoamento.

0.3.5 Escoamento Laminar Periódico

Um exemplo interessante de escoamento é encontrado variando
periodicamente o gradiente de pressão do escoamento Poiseuille. O
resultado é um escoamento laminar periódico cujas propriedades po-
dem ser estudadas pela teoria de Floquet. Pode-se tomar o gradiente
de pressão como sendo

∂P

∂x
= − 2

R
(1 + ǫ cos Ωt), (80)

e o escoamento laminar correspondente é dado por U = (u(y, t), 0, 0)
com
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u(y, t) = (1− y2)− 2ǫ

R
Re

(

eiΩt

iΩ

(

1− cosh(eiπ/4y/δ)

cosh(eiπ/4/δ)

))

,

(81)

no qual Re(·) é a parte real da expressão e δ = 1/
√
RΩ. O parâ-

metro δ representa a espessura da camada viscosa que, neste caso, é
chamada de camada de Stokes porque envolve a freqüência de osci-
lação. Este escoamento foi estudado por Kerczek [8] que analisou a
curva de estabilidade marginal. Como o teorema de Squire também
é válido neste caso, sua estabilidade pode ser comparada com a do
escoamento de Poiseuille. Para valores moderados da freqüência Ω,
o escoamento oscilatório é mais estável (Reynolds cŕıtico maior) que
o escoamento de Poiseuille, para valores pequenos ou muito alto de
Ω, o escoamento periódico é um pouco mais instável.

0.4 Transientes em Escoamentos
Cisalhantes

Experimentalmente observa-se que escoamentos laminares, espe-
cialmente os cisalhantes, apresentam uma instabilidades para núme-
ros de Reynolds abaixo do esperado, isto é, em regiões em que o es-
coamento é linearmente estável. Isto se deve a presença de rúıdos no
escoamento pois, apesar de linearmente estável, a estabilidade requer
um ńıvel de rúıdo muito pequeno, às vezes proibitivamente pequeno
para a situação experimental. A transição ocorre porque existem
perturbações que levam o escoamento a um regime não-linear, inva-
lidando assim a análise de estabilidade linear. Isto se dá através do
crescimento transiente da perturbação o qual desperta efeitos não-
lineares. Quando este tipo de transição ocorre ela é chamada de
by-pass transition (BT).

Há basicamente dois tipos de mecanismos que permitem o cres-
cimento transiente de perturbações em escoamentos cisalhantes: o
transporte escalar e o mecanismo de onda inclinante. Estes mecanis-
mos estão relacionados à transformação de Squire. Frequentemente
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ambos mecanismos aparecem no escoamento, esta combinação per-
mite que o escoamento apresente a BT.

O transporte escalar é exemplificado em soluções da ENS em esco-
amentos paralelos que não dependam da direção x. Tome, por exem-
plo, a perturbação de um escoamento paralelo ũ(t, y, z) = U(y) +
u(t, y, z) que dependa apenas de y e z, a ENS fica:

∂ũ

∂t
+ ṽ

∂ũ

∂y
+ w̃

∂ũ

∂z
=

1

R
∆ũ, (82)

∂ṽ

∂t
+ ṽ

∂ṽ

∂y
+ w̃

∂ṽ

∂z
= −∂p̃

∂y
+

1

R
∆ṽ, (83)

∂w̃

∂t
+ ṽ

∂w̃

∂y
+ w̃

∂w̃

∂z
= −∂p̃

∂z
+

1

R
∆w̃, (84)

∂ṽ

∂y
+
∂w̃

∂z
= 0. (85)

Note que as Eq. (83-85) representam um escoamento bi-dimen-
sional no plano (y, z) independente da componente ũ da velocidade.
Agora, da Eq. (82) representa uma equação de transporte-difusão da
componente ũ como se fosse uma substância transportada passiva-
mente pelo fluido. Este transporte pode, por exemplo, ocorrer ao
longo da vertical ou em um movimento circular de modo que o perfil
paralelo original U(y) pode ser levantado (ou abaixado) na direção
y ou inclinado pela rotação. De qualquer modo, o transporte de
U(y) se dá pelo fato de que, no escoamento bi-dimensional, há uma
componente da vorticidade na direção x: ω̃x = ∂w̃/∂y − ∂ṽ/∂z.

Este mecanismo também está presente na ENS linearizada. Como
exemplo, considere o perfil paralelo de Couette U(y) = (y, 0, 0) nas
Eqs. (14-17). Por simplicidade, suponha que não haja fronteiras
e que a perturbação seja periódica nas três direções x, y e z. O
efeito de “levantamento” (lift-up) pode ser iniciado com uma pertur-
bação u(0, x, y, z) = (0, a sen(βz), 0). As equações para u(t, z) =
(u(t, z), v(t, z), 0) são
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∂u

∂t
+ v =

1

R
∆u, (86)

∂v

∂t
=

1

R
∆v, (87)

cuja solução é

u = (−ate−β2t/Rsen(βz), ae−β2t/Rsen(βz), 0). (88)

O crescimento transiente dado pelo termo te−β2t/R reflete o trans-
porte vertical da velocidade na direção x.

O outro mecanismo de amplificação transiente se dá através do
mecanismo de onda inclinante. Uma perturbação bi-dimensional
pode produzir um crescimento transiente dependendo da distribuição
da vorticidade em relação ao cisalhamento, neste caso o cisalhamento
não é mais um simples transporte passivo. Para exemplifica-lo, con-
sidere novamente as Eqs. (14-17), com o escoamento U(y) = (y, 0, 0)
num domı́nio periódico, e uma perturbação dada por
u(t∗, x, y) = (t∗a, a, 0)eiα(x−t0y) no instante t = t∗. A vorticidade
na direção z, ωz(t, x, y) satisfaz

∂ωz

∂t
+ y

∂ωz

∂x
=

1

R
∆ωz, (89)

a qual tem solução ωz = Ceiα(x−ty)e−α2(t+t3/3)/R. Obtém-se que a
velocidade correspondente é

u(t, x, y) = (ta, a, 0)eiα(x−ty)e−α2(t+t3/3)/R 1

1 + t2
. (90)

A energia máxima da perturbação é atingida próximo ao instante
t = 0, portanto a amplificação máxima da perturbação inicial será
obtida quando o parâmetro t∗ for negativo. O gráfico da função
f(t) = e−c(t+t3/3)/(1 + t2) é ilustrado na Fig. 3. Esta solução repre-
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Figura 3: Gráfico da função f(t) = e−c(t+t3/3)/(1+t2), com c = 0, 05
e tomando t∗ = −3, 2 tem-se um fator de amplificação aproximada-
mente 5 vezes o valor inicial. Quanto menor for c > 0 maior será a
amplificação.

senta uma onda-plana com vetor de onda dependente do tempo, tais
soluções serão estudadas em detalhe na sec. 0.5.3.

Uma combinação dos dois tipos de crescimento transiente são en-
contrados no caso de ondas obĺıquas ao escoamento. O teorema de
Squire garante que as perturbações bi-dimensionais são mais instá-
veis no comportamento assintótico t→ +∞. Além disto, a transfor-
mação de Squire pode ser usada para caracterizar os dois mecanismos
de crescimento transiente de uma perturbação obĺıqua. Considere
uma solução obĺıqua geral da ENS da forma ũ(t, y, x cos θ + y senθ)
(esta forma inclui os modos normais usados no teorema de Squire).
Introduz-se a mudança de variáveis na ENS de (x, y, z) para (x′, y, z′)
dada por

x′ = x cos θ + z sen θ, (91)
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z′ = −x sen θ + z cos θ. (92)

As componentes da velocidade também são transformadas da
mesma forma

ũ′ = ũ cos θ + w̃ sen θ, (93)

w̃′ = −ũ sen θ + w̃ cos θ. (94)

As equações que descrevem a perturbação nas novas coordenadas
ficam

∂ũ′

∂t
+ ũ′

∂ũ′

∂x′
+ ṽ

∂ũ′

∂y
= −∂p̃

′

x′
+

1

R
∆′ũ′, (95)

∂ṽ

∂t
+ ũ′

∂ṽ

∂x′
+ ṽ

∂ṽ

∂y
= −∂p̃

′

∂y
+

1

R
∆′ṽ, (96)

∂w̃′

∂t
+ ũ′

∂w̃′

∂x′
+ ṽ

∂w̃′

∂y
=

1

R
∆′w̃′, (97)

∂ũ′

∂x′
+
∂ṽ

∂y
= 0. (98)

Portanto um escoamento obĺıquo é equivalente a um escoamento
bi-dimensional no plano (x′, y), dado pelas Eqs. (95-96) e (98), e
uma equação de transporte para a componente w̃′ da velocidade,
dado pela Eq. (97). Desta forma, uma perturbação obĺıqua de um
escoamento paralelo,

ũ(t, y, x cos θ + ysenθ) =

(U(y), 0, 0) + u(t, y, x cos θ + y senθ),



Estabilidade em Escoamento Bifásico 99

[86] O. M. H. Rodriguez, R. F. Mudde, and R. V. A. Oliemans. In-
version of multiphase flow models for horizontal and inclined
oil-water well logging. In BHR Group Limited, editor, 4th

North American Conference on Multiphase Technology, Ca-
nada, 2004. Bedfordshire (C. Rolf), Banff - Canada.

[87] O. M. H. Rodriguez, R. F. Mudde, and R. V. A. Oliemans.
Analysis of transitional boundaries, holdup and pressure gra-
dient in inclined oil-water flows. In 5th international conference

on multiphase flow–ICFM, Yokohama, Japan, 2004.

[88] O. M. H. Rodriguez and A. C. Bannwart. Flow patterns in
vertical and horizontal heavy crude oil-water two-phase flow
and stability analysis of core-annular flow. In 5th internatio-

nal conference on multiphase flow–ICMF, Yokohama - Japan,
2004.

[89] O. M. H. Rodriguez and A. C. Bannwart Analytical model for
interfacial waves in vertical core flow. Journal of Petroleum

Sciences and Engineering, 54:173–182, 2006.

[90] O. M. H. Rodriguez and R. V. A. Oliemans. Experimental
study on oil-water flow in horizontal and slightly inclined pipes.
Int. J. Multiphase Flow, 32:323–343, 2006.

[91] O. M. H. Rodriguez and A. C. Bannwart. Stability analysis of
core-annular flow and neutral stability wave number. AIChE

J., 54(1):20–31, 2008.

[92] E. S. Rosa and R. E. M. Morales. Emprego de cfd para de-
senvolvimento de um medidor venturi operando com um esco-
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Caxambu, MG, Brazil, 2002.
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4 Bigarella e Azevedo

(a) Visão geral.

(b) Região da onda de choque. (c) Região do bordo de fuga.

Figura 2: Fenômenos aerodinâmicos em um perfil em regime transô-
nico.

mesmo os macro-resultados aerodinâmicos, como variáveis integra-
das do escoamento, que, em geral, são aquelas utilizadas para fins
de engenharia, tais como coeficientes de sustentação, arrasto, entre
outros. Assim, a inclusão dos efeitos de turbulência num código com-
putacional de simulação de escoamentos para aplicações aeroespaci-
ais é de fundamental importância para que se possibilite a predição
mais acurada destes escoamentos. Algumas revisões sobre esse as-
sunto podem ser encontradas em [59, 24, 41, 56], e o trabalho [35] é
espećıfico para aplicações aeronáuticas.
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(a) Aeronave de transporte civil,
M = 0.74.

(b) Véıculo lançador de satélites,
M = 2.

Figura 3: Exemplos de configurações aeroespaciais e alguns fenôme-
nos aerodinâmicos t́ıpicos.

0.3 Equações de Navier-Stokes Com
Média de Reynolds

0.3.1 Equações de Navier-Stokes

O movimento não-estacionário de um fluido viscoso e compresśı-
vel, sob a hipótese do cont́ınuo, pode ser descrito pelas equações de
Navier-Stokes. Trata-se de um conjunto de equações derivadas de
balanços de fluxos para uma célula de fluido considerando a conser-
vação da massa e da energia, e também a segunda lei de Newton.
Escritas em forma divergente, ou forma conservativa na denomina-
ção mais comum, são dadas pela equação da continuidade, equação
da quandidade de movimento e equação da energia:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj

(ρuj) = 0,

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj

(ρuiuj) +
∂p

∂xi

− ∂τij

∂xj

= 0,

∂e

∂t
+

∂

∂xj

[

(e + p) uj − τijui + qHj

]

= 0. (1)

Na nomenclatura usual de aplicações aeroespaciais, ρ é a densi-
dade e v = {u, v, w} é o vetor velocidade no sistema de coordenadas
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cartesianas.

Esse conjunto de equações não é um sistema fechado, já que exis-
tem mais variáveis do que equações dispońıveis. De forma a se fechar
esse sistema, algumas relações constitutivas são necessárias. Essas
relações constitutivas contêm as informações f́ısicas sobre o fluido
considerado. No caso de aplicações aeroespaciais, mais especifica-
mente, considera-se o ar como o fluido de interesse.

A seguir, são dadas as relações constitutivas usualmente adotadas
para aplicações aeroespaciais. A primeira relação concerne a equação
de estado dos gases, para a qual se adota a lei dos gases perfeitos,
dada por:

p = ρRT = (γ − 1) ρei, ei = Cv T, (2)

em que p é a pressão estática, ei é a energia interna e Cv é o calor
espećıfico do gás à volume constante. O vetor de fluxo de calor, qH ,
é obtido da lei de Fourier para condução de calor:

qH = −κ∇T, κ =
Cp µ

Pr
. (3)

Nas definições acima: T é a temperatura estática; κ é o coeficiente
de condutividade térmica; R é a constante universal dos gases; γ é
a razão entre calores espećıficos, que vale 1.4 para o ar ideal; Pr é
o número de Prandtl, assumido constante e igual a 0.72 para o ar
ideal, e Cp é o calor espećıfico do gás à pressão constante.

A energia total por unidade de volume é definida por:

e = ρ

[

ei +
1

2

(

u2 + v2 + w2
)

]

, (4)

e a lei dos gases perfeitos, na Eq. 2, pode ser reescrita como:

p = (γ − 1)

[

e− 1

2
ρ

(

u2 + v2 + w2
)

]

. (5)

A entalpia é dada por h = ei + p/ρ.
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As componentes do tensor de tensões viscosas são dadas para um
fluido Newtoniano por:

τij = µ

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

+ λ
∂uk

∂xk

δij , λ = −2

3
µ, (6)

em que µ é o coeficiente de viscosidade molecular dinâmica, δij é a
função delta de Kronecker e λ é o segundo coeficiente de viscosidade
molecular dinâmica. O coeficiente de viscosidade molecular dinâmica
é usualmente correlacionado com a temperatura estática de acordo
com a lei de Sutherland [2]. O coeficiente de viscosidade molecular
cinemático, ν, é definido como ν = µ/ρ.

Vale ressaltar aqui que, na nomenclatura estritamente correta de
dinâmica dos fluidos, a denominação de equações de Navier-Stokes
é usada para se referir somente às equações de quantidade de movi-
mento. Entretanto, como usual na nomenclatura mais atual de CFD
(e mesmo de dinâmica dos fluidos) adota-se a denominação de equa-
ções de Navier-Stokes para todo o conjunto de equações de descrição
do escoamento bem como suas relações constitutivas.

0.3.2 Equações de Navier-Stokes Com Média de
Reynolds

As equações de Navier-Stokes representam o sistema mais geral
que descreve o movimento de um fluido cont́ınuo e viscoso. Isso in-
clui, então, até mesmo as flutuações de turbulência, representadas
pelas várias escalas de tempo e de comprimento associadas a esse
fenômeno [60]. A grosso modo, essas escalas variam desde o compri-
mento aproximado do modelo até as micro-escalas de Kolmogorov,
que são da ordem de milésimos de miĺımetro para um escoamento
aeroespacial t́ıpico. Para uma simulação do dia-a-dia da indústria
aeroespacial, as malhas computacionais e os passos de tempo pra-
ticáveis nesse contexto não são refinados o suficiente para capturar
todas as escalas até as de Kolmogorov. Com isso, algumas informa-
ções sobre a turbulência são automaticamente perdidas, ou filtradas.
Assim, para que os efeitos de turbulência sejam de alguma forma
recuperados, algum tipo de modelamento da turbulência se faz ne-
cessário.
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