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Resumo: Uma das principais caracteristicas da turbuléncia é a multiplicidade de escalas temporais e espaciais. Hoje, € amplamente
aceito que as equacdes de Navier—Stokes, acopladas a equacdo da continuidade, permitem modelar indistintamente escoamentos
laminares e turbulentos. No entanto, a solucdo destas equagdes, para escoamentos a altos nimeros de Reynolds, ainda nao é possivel
com os computadores atual mente disponiveis. Um método paliativo para este problema apareceu com os trabalhos de Reynolds (1883) o
qual propds a separacdo dos escoamentos turbulentos em uma parte média e em uma parte flutuante. Partindo desta nogéo e
submetendo as equactes de Navier—Sokes a um operador média, foram derivadas as chamadas "Equactes Médias de Reynolds', as
quais devem ser modeladas, uma vez que este procedimento faz aparecer um tensor adicional. Na verdade, este conceito de média
facilita a explicagdo matematica da metodologia empregada, porém mascara e dificulta a compreensdo de alguns aspectos importantes
que estdo por tras deste procedimento. Por outro lado, o conceito de filtragem foi lancado mais recentemente, por Smagorinsky (1963),
para o estabelecimento da metodologia de Smulacdo de Grandes Escalas. Neste caso, 0 espectro de escalas da turbuléncia é separado
em dois grupos, as chamadas Grandes Escalas e as Escalas Sub-Malha, ou Pequenas Escalas. No presente artigo interpreta-se, de
maneira comparativa, os dois métodos de deducdo das equacGes da turbuléncia, propondo-se uma visio geral unificada para este
conjunto de equactes. Além disto, discute-se as caracteristicas mais importantes destas duas grandes linhas, com as quais se aborda a
problematica do fechamento da turbuléncia. A discussdo aqui apresentada limita-se ao equacionamento da turbuléncia no espaco fisico,
nao contemplando o que acontece em espacos espectrais.
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1. Introducdo

A magia e a complexidade dos escoamentos turbulentos tém atraido a atencdo de engenheiros, filésofos e
cientistas, ha varios séculos, como testemunham os esbocos e as anotagdes de Leonardo da Vinci, que denotam as reflexdes
de sua mente brilhante sobre o assunto. A beleza do fenémeno ndo passou despercebida aos olhos atentos de grandes
pintores, como Vincent Van Gogh, que incluiram em suas pai sagens exuberantes manifestagdes da turbuléncia nos fluidos.

Na natureza, assm como nos processos controlados das aplicagfes tecnolégicas, os escoamentos turbulentos
constituem a regra. Apenas a minoria dos escoamentos é laminar. O controle da turbuléncia é de fundamental importancia
em inimeros ramos das ciéncias, justificando os esforcos de pesquisa que tém sido feitos por muitos pesquisadores, ao
longo de varios séculos. Compreender a fisica da turbuléncia e, também, os mecanismos que de transico aturbuléncia
congtitui um passo fundamental nesta direcdo. Neste contexto, merecem destaque os trabalhos pioneiros de Osborn
Reynolds (Reynolds, 1883 e Reynolds, 1884), que aém de evidenciarem experimentalmente a transi¢do a turbuléncia,
estabel eceram propostas concretas de como tratar matematicamente os escoamentos turbulentos. Com base nos resultados
de seus experimentos, Reynolds constatou que um escoamento turbulento apresenta flutuacBes temporais e espaciais das
propriedades a ele associadas. Esta, alids, € uma das caracteristicas mais marcantes da turbuléncia nos fluidos. Como forma
de tratar matematicamente o problema, este famoso cientista propds que as variaveis dependentes do escoamento fossem,
entdo, decompostas naguilo que ele denominou de parte média e parte flutuante, segundo o procedimento abordado a seguir.



2. Simulagdo Numérica Direta

As equacdes de conservacdo de massa, de quantidade de movimento e de energia, para escoamentos newtonianos
incompressiveis podem ser escritas na forma:
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Em principio, a solucdo numérica das Equacdes (1), (2) e (3) para todas as escalas presentes num dado escoamento é
possivel e caracteriza a abordagem denominada Simulagcdo Numérica Direta (DNS — Direct Numerical Smulation).
Entretanto, devido ao elevado nimero de graus de liberdade dos escoamentos turbulentos, este tipo de resolucdo apresenta,
quase sempre, custos computacionais proibitivos, sendo vidvel apenas para escoamentos a nimeros de Reynolds moderados.
De fato, o nimero de graus de liberdade de um escoamento turbulento aumenta substancialmente com o ndmero de
Reynolds.

3. Equacgbtes M édias de Reynolds para a Turbuléncia

Reynolds propbs submeter as equacdes (1), (2) e (3) a um processo de média temporal, determinando-se as seguintes
equactes para 0 comportamento médio da velocidade, da pressdo e da temperatura:
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Nota-se que, como conseqliéncia direta do processo de média temporal, os termos transientes das equacdes (2) e (3) sdo
identicamente nulos. Observando as equacdes (5) e (6) vé-se que elas sdo equacles de conservacdo para as vaiaveis
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produtos, o que torna estas equagBes insolUveis nas formas em que das estdo. Reynolds propds entdo decompor

uj =(uj) +uffe T =(T) +T¢nas equacdes (5) e (6), resultando as seguintes equagdes:
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Considerando o processo de média temporal, as seguintes propriedades podem ser demostradas:
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0 que s € verdadeiro se admitir que (uj ), <Uj> e (T) sfo constantes com o tempo e ainda que (uf) = <u(f> =(T¢=0.
Assim, aplicando as propriedades (9) & equacdes (7) e (8), €las podem ser rescritas como:
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Estas equacdes, juntamente com a equacdo da conservacdo da massa, sdo chamadas Equactes Médias de Reynolds (ou
RANS-— Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations). Enfatiza-se que se trata de média temporal, uma vez que, neste caso,
ndo faz sentido falar em média espacial ou mesmo em média de conjunto.

Com o passar do tempo e com o uso destas equacdes, a comunidade cientifica mundial, por razdes de metodol ogias
numeéricas, ou mesmo por razoes fisicas, passou a incorporar nestas equactes o termo transiente, simplesmente rescrevendo-
as ha seguinte forma:
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Com esta nova forma, as Equagoes (12) e (13) adquirem, também, novos significados. De inicio, a incorporacéo
dos termos transientes impede o0 uso da nomenclatura média, uma vez que ndo se pode mais falar de média temporal. Apesar
disto, as equacdes (12) e (13) sdo chamadas de Equactes Médias de Reynolds Transientes (Unsteady Reynolds-Averaged
Navier-Sokes Equations - URANS), mas, a rigor, esta nomenclatura é incompativel com os termos que compdem estas
equactes. De fato, se fosse considerada uma média tempora os termos transientes seriam nulos e se fossem feitas médias
espaciais todos os termos que envolvem derivadas espaciais se anulariam. Assim, chega-se aconclusdo que, incluindo-se os
termos transientes, o chamado operador média de Reynolds, que foi aplicado & Equacbes (1), (2) e (3), na realidade deve
ser interpretado como um operador de filtragem, como abordado na discussdo que se segue.

4. Equactes de Navier—Stokes Filtradas para a Turbuléncia

A nocdo de filtragem das equactes de Navier—Stokes tomou for¢a com os trabalhos de Smagorinsky (1963), que
propds separar as escalas da turbuléncia em grandes escalas e em escalas sub-malha. Esta nogcdo esta ilustrada na

Figura 1(a), onde se tem a distribuicdo tempora de umafuncdo f (Y(t) , da sua parte filtrada f (Y(t) e da sua parte flutuante
fgx,t).

Esta nocdo de separacdo de escalas por um processo de filtragem é mais rica e condiz melhor com o
comportamento fisico da turbuléncia, quando comparado com a nogao de escoamento médio.

O processo de filtragem requer a definicdo de uma funcdo filtro G()?,t) com comprimento e tempo caracteristicos
Xc e tc que determinam o nimero de onda ou a frequiéncia de corte sobre o espectro. Definida esta fung&o, o processo de
filtragem é estabelecido como sendo o produto de convolugéo da funcéo a ser filtrada, f(x,t), com afuncgao filtro, G()?,t) , OU
sga

f(xt.%c)= of (X.t)G(x- %c)ox, (14)
V

para uma filtragem espacid, e



f(%.t.tc)= of (X,t)G(t - tc)dt,

T

para uma filtragem temporal.

(15)

As escalas de corte X¢ e te no espago e no tempo definem também o nimero de onda IZC =1/ X, eafrequéncia
fc =1/tc que separam o espectro em duas partes, conforme ilustrado no espectro em fregiéncia da Figura 1 (b). O

operador (_) que aparece acima pode representar tanto a filtragem temporal quanto a filtragem espacial. O processo de

média (< >) pode ser interpretado como uma filtragem mais rigorosa, onde nenhuma freqiiéncia pode passar, restando
apenas as caracteristicas médias do processo fisico em questao.
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Figura 1. Espectro de energia ilustrando a distribuicdo de energia cinética turbulenta E(f) sobre a freqiiéncia (f). Mostra-se
também a fregiiéncia de corte f. que divide 0 espectro em duas partes: grandes escalas e escal as sub-malha da turbuléncia.

O processo de média é a situacdo mais rigorosa da filtragem, onde o comprimento e o tempo caracteristicos de
filtragem s80 muito grandes ou pelo menos maiores que as escalas caracteristicas do fendbmeno em si. Submetendo-se as
equactes (1)—(3) a este processo de filtragem chega-se formalmente & equaces (7) e (8), acrescidas dos termos transientes.



No entanto, as propriedades (9) ndo sdo mais atendidas, exceto no extremo, onde a filtragem se reduz a média. Logo,
filtrando-se as equacdes (1) a (3), chega-se & equacdes seguintes:
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As equactes (16) e (17) diferem das equagdes (10) e (11) pela presenca dos termos de variagles temporais e dos tensores e
fluxos adicionais descritos abaixo:

Cij = ufmj+gu¢, (18)
Lij =iuj . -~
Crj =ufT - e, (20
|—Tj :Uj_f. (21)

Estes tensores e fluxos séo denominados tensor cruzado (Cj;), tensor de Leonard (L;j), fluxo cruzado (Cy;) e fluxo de Leonard
(Ly;). Estes tensores e fluxos ndo aparecem nas equacdes (10) e (11), devido & propriedades (9), as quais, na verdade, ndo
s80 regras e sim excecgdes, como ja comentado.

Os tensores e fluxos que aparecem nas equacOes (18) a (21) podem ser model ados de formas andlogas ao tensor de

Reynolds (ufu§ ) e ao fluxo turbulento (u§T¢), através de correlacBes com os campos de velocidade e de temperatura
filtrados. No entanto, com a experiéncia adquirida nas Ultimas décadas, a comunidade cientifica mostrou que a modelagem
destes tensores e fluxos adicionais, separadamente do tensor de Reynolds (uﬂwf) e do fluxo turbulento (u(fT¢) ndo tem

acrescentado muito em termos de qualidade dos resultados. Em raz&o disto, a partir dos trabalhos de Germano (1986), uma
formamais geral de decompor o termo néo linear foi proposta, a qual € apresentada e comentada no item seguinte.

5. Equagtes Globais Filtradas para a Turbuléncia

Como ja comentado, as Equagdes (16) e (17) diferem das equacdes (10) e (11) pela presenca dos termos transientes
e dos tensores e fluxos adicionais, equacdes (18) a (21). Em ambos 0s processos, recai-se no problema ligado ao termo de

transporte advectivo, por aparecer produtos filtrados (uju j uJ_T ), enquanto as equacles de conservacdo sdo relativas &

varidveisfiltradasisoladas (T; e T ). A fim de enfatizar este fato, estas equacdes s30 agui rescritas:
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Estas equagdes s6 sdo passiveis de solugdo se os termos (ujuj ) e (uTT ) forem substituidos por (Tjuj) e (Ujf). Assim,
define-se 0 tensor de Reynolds e o fluxo turbulento globais (Germano, 1996), de forma a fazer aparecer, nos termos
advectivos, os produtos (Tju j )e(U j'T ). Estas defini¢des sdo estabel ecidas abaixo:

tijo - (a7 - ) (24

qjo-(uTT-Ujf)' (29)



Estas definicbes permitem a obtencdo das equacBes para a turbuléncia, sem a necessidade de utilizar as famosas
propriedades ja apresentadas na equacdo (9) e sem os tensores adicionais apresentados nas equagles (18) a (21). As
equagdes globais da turbuléncia sdo entdo estabel ecidas como segue:
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Ressalta-se que a deducdo destas equacdes ndo passa pelo conceito de separacdo de escalas de forma explicita. No
entanto, as defini¢des expressas pelas equactes (24) e (25) trazem implicitamente esta nogdo.

As equacles (26) e (27) sdo as mesmas, tanto no que se refere & chamadas “Equacdes Médias de Reynolds
TransientessURANS’, tanto no que se refere a equacoes filtradas para turbuléncia. Os tipos de modelos utilizados para
fechar estas equactes so diferentes e caracterizam os diferentes tipos de metodol ogias.

Nota-se que, mesmo sendo as duas equacdes formalmente as mesmas, o tensor jeo fluxo q i modelam

processos fisicos diferentes, dependendo da forma que se olha estas equactes. Se elas so consideradas URANS o tensor e 0
fluxo turbulento adicionais modelam a transferéncia de energia e de quantidade de movimento entre o escoamento médio e
as suas flutuacBes; se elas sdo consideradas como equagdes filtradas, o tensor de Reynolds sub-malha e o fluxo turbulento
modelam a transferéncia de quantidade de movimento e de energia entre as grandes escalas e as pequenas escalas da
turbuléncia

Estas equacOes gerais podem ser fechadas com modelos do tipo comprimento de mistura de Prandtl, modelos
k- L, modelos k- w , modelos k- e, assim como modelos das tensBes de Reynolds. Com estas familias de modelos, via
deregra, o interesse do usudrio esta voltado para o comportamento médio dos escoamentos.

Estas equactes podem também ser fechadas com o uso de modelos sub—malha, com os quais se pratica Simulacdo
de Grandes Escalas. Neste caso, 0 interesse do usuario deve estar voltado para 0 comportamento dinamico do escoamento,
onde parte do espectro de freqiiéncias ou de niUmeros de onda é calculada diretamente da solugédo das equacoes filtradas.
Esta parte do espectro esta ilustrada na Figura 1 (b). O processo de interagdo ndo linear entre as duas bandas do espectro
(banda das grandes escalas e banda das escal as sub-malha) deve ser model ada através de model os sub-malha.

6. Discussao

As equacOes para a turbuléncia podem ser deduzidas com o uso dos procedimentos de filtragem das varidveis, o
gue implica em separacdo das escalas da turbuléncia. Elas podem ser generalizadas com a definicdo do tensor turbulento e
do fluxo turbulento, feitas através das equactes (24) e (25). As equacles (26) (27) sdo gerais e servem como ponto de
partida para a aplicagdo de qualquer tipo de modelagem da turbuléncia (uso de modelos para fechamento das equactes).
Elas servem também de ponto de partida para os diferentes tipos de filosofias de modelagem. A escolha de um tipo ou outro
de modelo deve ser calcada nos objetivos amejados com a simulagdo. Se, por exemplo, o objetivo for a obtencdo do
comportamento médio temporal do escoamento, deve-se buscar 0 uso de modelos cuja solugdo sgja mais econdmica, em
termos computacionais, por exemplo, a modelagem k- e ou a modelagem das tensBes de Reynolds. Por outro lado, se o
objetivo almejado com a simulagdo for a aquisicdo do comportamento transiente e das instabilidades que caracterizam
fisicamente os escoamentos, deve-se também fazer a opcdo mais apropriada em termos de modelagem. Para este Ultimo
objetivo, a modelagem sub-malha apresenta-se, atualmente, como a op¢do mais apropriada, uma vez que ela deve ser,
naturalmente, mais simples e mais barata do ponto de vista computacional (a modelagem em si!). No entanto a filosofia de
Simulagdo de Grandes Escalas, praticada com a modelagem sub-malha, € mais exigente em termos de refinamento de
malha, 0 que atorna mais cara computaciona mente.

Outros aspectos muito importantes a serem discutidos, se referem & caracteristicas metodoldgicas a serem
escolhidas para a prética das diferentes filosofias. Para a pratica da modelagem k - e ou similares, recomenda-se esquemas
de discretizacdo temporal e espacia mais simples e de menor ordem de precisdo, por serem, consequentemente, mais
baratos. Para esta prética seriam desnecessarios esquemas de alta ordem de precisao, uma vez que esta familia de métodos
levam a modelos de turbuléncia muito viscosos e que impedem a simulagdo de detalhes mais finos dos escoamentos. Por
exemplo, se se busca a simulagdo de uma esteira de vortices a jusante de um corpo submerso, esta modelagem néo é
recomendavel, uma vez que a viscosidade turbulenta elevada inibe o processo de amplificacdo de perturbacGes e geracdo
das instabilidades fisicas.



Por outro lado, quando se amegja praticar Simulacdo de Grandes Escalas, é recomendavel o uso de esguemas de
discretizacdo temporal e espacial de ordens de precisdo mais elevadas. Isto € muito importante para a reducdo dos efeitos de
viscosidade numérica que podem amortecer as instabilidades fisicas a serem simuladas.

Ainda dentro desta 6tica de escolha de uma dada metodologia para a ssimulacdo de um escoamento turbulento,
ressalta-se a importancia de uma boa escolha dos esquemas de acoplamento da pressdo e da velocidade. Para modelagem

k- e esimilares, um bom acoplamento completamente implicito é aconselhavel por ser mais estavel e permitir atingir o
regime permanente mais rapidamente. Por outro lado, quando se opta pelo uso de SGE, é natural escolher um método semi-
implicito, pois a natureza instavel dos resultados fisicos almejados, exige 0 uso de pequenos passos de tempo para que se
possa capturar o comportamento fino, no tempo e no espago, das instabilidades fisicas dos escoamentos. Por outro lado a
estabilidade numérica do processo de avango temporal deve ser garantido por pequenos passos de tempo, que
automaticamente garante a simulacdo numeérica dos detalhes fisicos dos escoamentos. Neste caso seria mais caro adotar
esquemas implicitos que exigem, a solugdo de um maior nimero de sistemas lineares (presséo e velocidades).

Desta forma, o que se deixa como contribuicdo técnica neste artigo, € a unificacdo das equacdes da turbuléncia e
algumas recomendacBes para 0 uso das diferentes metodologias de modelagem da turbuléncia, em funcédo da necessidade
associada asimulagdo a ser desenvolvida.
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