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Resumo. Apresenta-se, neste trabalho, uma técnica adaptativa de elementos finitos baseada somente no movimento de nos,
preservando a conectividade original dos elementos. Sdo apresentadas aplicages para simular escoamentos compressiveis com
onda de choque. Este método é caracterizado por uma estimativa de erro medida nas arestas dos elementos, e a métrica de
Riemann é definida usando o tensor Hessiano, que contém derivadas segunda das variaveis relevantes. Os nos sdo movimentados
mantendo, tanto quanto possivel, a suavidade da malha e a ortogonalidade local. O sistema de equagdes diferenciais é resolvido
usando o método de elementos finitos, empregando uma série de Taylor e o cldssico método de Bubnov-Galerkin para a
discretizagdo do tempo e do espago, respectivamente. Emprega-se um elemento isoparamétrico hexaédrico de oito nds e as
correspondentes matrizes do elemento sdo obtidas analiticamente empregando integra¢do numérica reduzida. Finalmente,
exemplos em duas dimensdes para escoamentos transonicos e supersonicos sdo analisados e os resultados sdo comparados com os
obtidos por outros autores.
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1. Introducao

Os métodos de adaptacdo de malha tém importante aplicabilidade em varios problemas fisicos nas diversas areas da
engenharia, tais como na mecanica dos solidos, a dinamica dos fluidos, combustdo, transferéncia de calor e massa,
ciéncia dos materiais, etc.. Os fendmenos fisicos nestas areas desenvolvem algumas singularidades em determinadas
regides localizadas, podendo-se citar como exemplos: ondas de choques, camada limite, ondas de detonagio, etc.

A investigacdo numérica destes problemas fisicos pode levar a necessidade de utilizagdo de malhas extremamente
refinadas para solucionar problemas de grandes variagdes de algumas variaveis localizadas em pequenas regides do
dominio fisico. A complexidade da solugdo deste tipo de problema esta no fato de que, inicialmente, se desconhece
onde estas regides estdo situadas.

Os métodos adaptativos na mecanica computacional sao geralmente baseados em uma idéia simples: quando o erro
na solucdo ¢ muito grande, o tipo de aproximagdo (tamanho de malha, localizag¢@o dos nos, ordem de aproximagao, etc.)
deve ser mudado com a finalidade de diminuir o erro.

Apesar da implementacdo da adaptacdo se basear, principalmente, em métodos convencionais, diversos itens ainda
precisam ser definidos, como por exemplo: a idéia de tentar reduzir o erro implica que este ¢ conhecido ou pode
estimar-se de alguma maneira. Portanto, o primeiro passo em adaptagdo é gerar uma medida da qualidade da solug@o, e
esta medida pode variar desde examinar ad hoc o gradiente da solugdo, até uma estimativa rigorosa do erro a posteriori.

A partir do momento que tem-se a estimativa do erro, necessita-se determinar como fazer para reduzir
sistematicamente este erro até o nivel desejado. Em geral se pode adotar diferentes estratégias (Oden et al., 1990), das
quais as principais sao: refinar o tamanho da malha (método de adaptag@o /), incrementar a densidade de n6s na malha
por realocacdo dos mesmos (método de adaptagdo r), incrementar localmente a ordem da aproximagdo (método de
adaptac@o p) ou uma combinagao destas técnicas (ex.: método de adaptagdo 4-p).

Pode-se ressaltar que uma boa implementagao da estratégia de adaptagdo pode levar a um consideravel aumento na
precisdo da aproximag@o numérica e também a uma diminui¢éo no custo computacional (Li et al., 2002).

Neste trabalho emprega-se o segundo método, ou seja, se realoca continua e automaticamente os nos dos elementos
no dominio espago-tempo de maneira a ter uma densidade da malha maior nas regides de grandes gradientes, enquanto
a malha retém a estrutura regular, tornando o processo computacional mais simples.
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Em décadas passadas, este método foi um dos menos populares na comunidade de elementos finitos (Cao et al.,
1999), devido principalmente ao fato de ndo existir um procedimento seguro, eficaz e geral para a obtencdo do
movimento da malha. N@o obstante, 0 método » tem caracteristicas diferentes dos outros métodos de adaptagdo; por
exemplo, a malha pode mudar continuamente (problemas néo estacionarios) e, principalmente, possui uma estrutura de
dados simples, sendo facilmente implementado.

2. Equacdes que governam o escoamento de fluidos
As equagdes fundamentais que governam o escoamento de um fluido viscoso, transiente sdo dadas pelas equagdes

da continuidade, da quantidade de movimento e da energia. Estas equagdes sdo apresentadas em forma conservativa e
podem ser escritas como:

oU OF 0G.
+—=+ L=0

em O (1)
ot 0Ox, Ox,
com:
p PV, 0
pv pviv; + P8, B
U=ipv, s F=qpvpy, +p3, 00 G, = :"2 @)
PVvs pvsv; + pd; §
ey g ou
pe v,(pe+ p) TV ox,

onde, i = 1,2,3, U ¢ o vetor de variaveis de campo, F, ¢ o vetor de variaveis de fluxo e G, ¢ o vetor de termos
viscosos e de condutibilidade térmica. Nestas expressdes, V; sdo as componentes do vetor velocidade segundo o eixo
X;; p ¢ amassa especifica do fluido; p € a pressdo termodinamica; T, sdo as componentes do tensor de tensdes
viscosas; e e u sdo a energia total especifica e a energia interna especifica, respectivamente; K ¢é a condutibilidade

térmica dada por K = (Kll +K,, +K,; ) / 3 onde K sdo as componentes do tensor de condutibilidade térmica; ) i€

o delta de Kronecker; ) ¢ o dominio a ser estudado; e finalmente, X; e ¢ sdo as coordenadas espaciais e temporal,

respectivamente. Para fluidos Newtonianos as componentes do tensor de tensdes sdo dados pela seguinte expressio:

- Ov,
ov. oV +kav"5i/
ox, 0x, o0x,

T, =M1 comi j, k=123 3)

onde [l é o coeficiente de viscosidade absoluta e A é o coeficiente de viscosidade volumétrica (A =—2 /3 paraa

hipotese de Stokes).
A equagdo de estado pode escrever-se como:

p=(y-1)pu )

onde y =cp/ ¢, ¢ a relagdo entre os coeficientes de calor especifico a pressdo constante ¢ a volume constante,

respectivamente. Convém também expressar as seguintes relacdes:
T 1
u=c, —e—zv,. \Z %)

onde 7' ¢ a temperatura e v, v,/2 ¢ a energia cinética especifica.

Para definir totalmente o problema, deve-se adicionar ao sistema de equagdes, dado pela Eq. (1), as condigdes
iniciais e de contorno para as variaveis.
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3. Método de adaptacio

A precisdo de um esquema numérico pode aumentar notavelmente quando um ntmero fixo de noés da malha é
dinamicamente redistribuido apenas para melhorar a regido onde acontecem grandes variacdes na solugdo. Também,
outra vantagem que pode ocorrer ¢ o aumento da eficiéncia computacional quando se compara a solugdo da malha
adaptada com uma malha refinada.

A estabilidade na maioria dos esquemas numéricos depende da qualidade da malha, em particular da sua suavidade,
portanto, o processo de adaptacdo da malha ndo teria que resultar numa excessiva e descontrolada distor¢do da malha
inicial. Com o termo suavidade se pretende indicar que a regularidade da malha, ou seja, o tamanho de um elemento
com relacdo a seus vizinhos ndo tem que variar bruscamente.

O método desenvolvido esta baseado num principio variacional com o objetivo de alcangar o controle efetivo sobre
os conflitantes requerimentos de malha regular, ortogonalidade local e adaptagdo. Neste sentido, procura-se uma boa
qualidade da malha para evitar algumas dificuldades, tais como: excessiva distorcdo da malha adaptada, falta de
convergéncia do algoritmo e excessivo agrupamento dos nds o que conduz ao colapso na malha localizada nas regides
de grandes variacdes da solucdo.

O presente método foi desenvolvido a partir do método variacional apresentado por Brackbill et al. (1982), e o que
abrange a parte de otimizagdo esta baseado nos trabalhos de Carcaillet et al.(1986) e Kennon et al. (1986). A analise de
erro esta baseada no trabalho de Ait-Ali-Yahia et al. (1996).

A formulagdo do método sera mostrada para um escoamento bidimensional devido ao fato de poder enxergar mais
facilmente o problema, mas o algoritmo foi desenvolvido para problemas tridimensionais.

3.1. Analise

No método variacional de geragdo da malha empregado por Brackbill et al. (1982) conseguiu-se o controle da
qualidade e adaptacdo da malha fazendo um mapeamento, entre o espago fisico (x, y) ¢ o espago computacional
uniformemente discretizado (&, ). As medidas das propriedades do mapeamento sobre a malha computacional
propostas no trabalho foram escritas como integrais, sendo a suavidade global do mapeamento, a medida da
ortogonalidade do mapeamento e o controle do volume, respectivamente, dadas por:

1= (V.8 vl Jaxays 1, =[[(v,£)-(v,n) s dx av: ©

I, =jjw(a,n)dedy )

onde w é uma fun¢ido de monitoracéo, Vx}

)

¢ o operador gradiente e J a matriz jacobiana, respetivamente.

Este problema variacional se resolve empregando a equagdo de Euler-Lagrange do calculo variacional, onde a
fungdo custo total a ser minimizada fica:

I=1(En)=I5+A I, +M0 1, ®)

onde, A, e A, sdo os multiplicadores de Lagrange.

A fim de melhorar a eficiéncia computacional e a confiabilidade, Carcaillet et al. (1986) e Kennon et al. (1986)
adotaram uma formula¢do mais heuristica para o problema de adaptacdo local. O método desenvolvido difere do
método variacional ja que em vez de usar diferencas finitas diretas para a representagdo das derivadas parciais em (6),
utilizam-se outras aproximagdes para avaliar a suavidade local, ortogonalidade e controle de volume da malha.

Considera-se o problema local para a otimiza¢do de uma malha computacional a qual estd descrita por quatro
elementos vizinhos no caso bidimensional (ou oito elementos no caso tridimensional). Utiliza-se uma célula tipo que ¢
definida por todos os elementos que concorrem ao n6 P; = P(x;, y;) que é o centro da célula, conforme Fig. 1.

Considera-se que os pontos da malha unem-se por segmentos de linha reta, os quais ficam definidos por vetores
posi¢do, ¥, que unem o ponto P; com os vizinhos imediatos.

A célula tipo ¢é suave se existem mudangas minimas de area (ou volume no caso tridimensional) de uma célula
elementar 4 outra vizinha. A medida que quantifica a suavidade local da malha, SM;;, é formada pela soma dos
quadrados das diferengas de areas de um elemento para o préximo:

SM, :(Al _A2)2 +(A2 — 4, )2 +(A3 _A4)2 +(A4 _A1)2 O]

onde A4; é uma medida da area dos k elementos.
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Figura 1. Célula tipo definida para o caso bidimensional.

A célula tipo ¢é ortogonal se as linhas de coordenadas curvilineas & = i = constante e 1 =j = constante interceptam
P, num angulo reto, conforme Fig. 1. Portanto, a quantidade que resulta em uma medida da ortogonalidade local da
célula tipo é determinada pelo produto escalar dos vetores posi¢do que estdo associados ao no central:

2 2 2 2
ORTZ,jZ(’:'H,j.’?‘,jH) +(’},j—1'ri+1,j) +(ri—1,j":',j—l) +(ri,j+l.r;'—l,j) (10)

O funcional de controle do volume para a célula tipo € escrito pela formula geral:
Voc, ,=4,-W,, (11)

Nesta equagdo A; ¢ a 4rea da célula tipo (ou volume para o caso tridimensional) e W;; ¢ de uma funcdo de
ponderagdo (ou fungdo de monitoragdo) apropriadamente escolhida, que adquire somente valores positivos, e avaliada
em P;. Facilmente pode-se observar na Eq. (11) que minimizar a soma de todas as células tipo do funcional do volume
de controle fardo que a célula tipo diminua sua drea (ou volume no caso tridimensional) quando ;; é grande e aumente
quando W;; é pequeno.

A fun¢do objetivo global, F, obtém-se por uma combinagdo linear ponderada das medidas da qualidade local da
malha e do funcional de controle de volume local para cada célula tipo, de maneira que sobre todas as células tipo
ficara:

» [ ORT, SM,
F=Y>lo-——L+(1-a)—=L+B-VOC,, |, com0<a<le0<P<I (12)
i=1 j=1 ORTmax SMmax ,

onde, a e P sdo parametros de ponderagdo que permitem controlar a suavidade da malha e ortogonalidade local no caso
de otimizagdo estatica (ou seja com 3 = 0) ou de adaptagéo (ou seja com P #0).
Sendo:

ORT,, =max, [ORT, /| < SM,, =max, [SM, ]
normaliza-se SM;; e ORT;; por seu valor maximo para assegurar que cada medida seja do mesmo ordem de magnitude
na expressdo de F em Eq. (12).

A fungdo objetivo global pode-se rescrever como fung@o do vetor T contendo as coordenadas fisicas de todos os
noés da malha e ordenados naturalmente:

Tz{(xij,yl.j):lSiSm, ISan} (13)

onde, m e n sdo a quantidade de nds na direcdo i e j, respectivamente. Desta forma, pode-se escrever que na expressao
(12), F = F(T). A minimizac¢do sem restri¢des da funcdo F( T ), de 2 x m X n variaveis, realiza-se usando o método de
gradiente conjugado de Fletcher-Reeves (Press et al., 1992).

Empregou-se para caso tridimensional a medida de suavidade e ortogonalidade proposta por Kennon et al. (1986).
A medida de suavidade local esta dada pela distancia relativa entre o né da malha e seus vizinhos e ¢ apresentada pela
seguinte expressao:
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SM, ;. = (’7‘+1,./,k * Tk ) + (rz',,/—l,k 71k ) + (ri—l,/,k Tk ) +

+ (”i,,/+1,k g

(14

B ik ) + (}/;',j,k+l 1 kst ) + (r;',j,k—l * 1 )

enquanto que a medida de ortogonalidade local fica:

2 2 2 2
ORT, ,, = (”m,j,k 1k ) + (’},H,k * Tk ) + (’:’—I,j,k * T -1k ) + (I/;‘,jﬂ,k Tk ) +
2 2 2 2
+ (’”141,/‘,1( * 1 k-1 ) + (r;‘,j—l,k 1 g1 ) + (’;—l,j,k 1 k- ) + (’?,/H,k 1k ) + 15)
2 2 2 2
+ (r;'+1,j,k Tk ) + (l/},j—l,k. ksl ) + (l/}—l,j,k * ]/},l,kﬂ) + (’/;',jﬂ,k * r;,j,kﬂ)
3.2. Funcio de peso ou de monitoracio

O objetivo final do processo de adaptagdo ¢ predizer as caracteristicas da malha 6tima. Esta pode ser definida como
a malha na qual o nimero de graus de liberdade requeridos para atingir um nivel especifico de precisdo ¢ minimo.
Portanto, a escolha da fungdo de peso W;;, do funcional de controle de volume é muito importante ja que este tem que
indicar as regides onde deve-se fazer a adaptagio da malha. Ou seja, desta escolha dependera a maior ou menor
eficiéncia do método.

A obtengdo da malha 6tima é extremamente dificil devido a diversos fatores, como por exemplo:

e 0 conceito de 6timo esta intimamente ligado com a precisdo, ndo tendo uma unica definigdo. Por isso, para definir o
6timo de uma malha necessita-se estabelecer uma norma ou a uma medida de erro.
e as estimativas de erro produzidas sdo baseadas na solugdo computacional e portanto dependerdo da mesma.

Em vista destas observagdes e limitagdes, desenvolveu-se uma estratégia heuristica de adaptagdo, empregando o
critério de erro. Estima-se o erro direcional para o esquema de movimento de malha baseado nos trabalhos de Ait-Ali-
Yahia et al. (1996, 1997).

As estimativas exatas do erro sdo freqlientemente dificeis de obter para problemas complexos e/ou custosas de
avaliar. Portanto, aceita-se uma estimativa menos precisa, mas computacionalmente simples a fim de melhorar a
adapta¢do. Uma vez que a estimativa de erro somente serve como um indicativo do erro relativo entre malhas
sucessivas, esta ndo deve levar mais que uma porcentagem pequena do tempo total da solugdo.

Considera-se um problema unidimensional no qual a solucdo da variavel p ¢ aproximada por p,, usando uma
fun¢do de interpolacéo linear. O erro local E, define-se, sobre um elemento e, como:

E,(&)=p()-p,(&) (16)

Se a solugdo exata ¢ uma fungdo linear, entdo o erro seria nulo devido ao tipo de fungdo de interpolagdo empregada.
Uma alternativa para estimar uma aproximagao quadratica a partir de elementos finitos lineares ¢ empregada. Assume-
se que os valores nodais das aproximacdes lineares e quadraticas coincidem, ou seja, o valor nodal do erro ¢ nulo.
Portanto, uma solugdo quadratica pode-se construir em cada elemento, uma vez que o valor da segunda derivada ¢
conhecido. Expandindo a solucdo p desde a extremidade do elemento e e considerando que o erro nodal é zero, o erro
E, de um elemento com interpolagdo quadratica sobre um elemento com interpolacdo linear pode-se escrever como:

1 d?
E, ZEEJ (h, —Q)szh (17)

e

onde, 4, representa o comprimento do elemento e & ¢ a coordenada local do elemento. Esta solugdo aproximada é exata
para os nds. O erro total sobre o elemento no intervalo [0, 4,] determina-se através da raiz media quadratica (rms) ¢ ¢
definido por Peraire et al. (1987), como sendo:

b2

2 2
Ee da :;hQZ d ph (18)

ht’

£ = ! h 120

e

dx’

Desta maneira, o erro de interpolacdo deste problema unidimensional & proporcional ao produto da derivada
segunda e ao quadrado do comprimento caracteristico do elemento #,.
Portanto, a malha 6tima ¢ definida como a malha na qual a rms ¢ equidistribuida sobre todo o elemento, isto €,
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h2 d2p11

2
| dx

=C (19)

onde, C denota uma tolerancia especificada pelo usuario (constante e positiva).

A metodologia mostrada acima ¢ estendida para o caso de elementos multidimensionais, devido a que o contorno
de cada elemento bidimensional (ou tridimensional) pode ser considerado como um elemento unidimensional. A
segunda derivada de p, € agora considerada com relagdo a uma dire¢o definida pelo vetor unitario V, como segue:

2
252” =V'HV (20)

onde, H representa a matriz Hessiana de p;, .

Uma vez que p, ¢ linear, a derivada segunda ndo pode representar-se. Portanto, para restaurar uma estimativa
continua da derivada segunda emprega-se uma formulagdo fraca (Ait-Ali-Yahia et al., 1996), porém combinada com
uma massa discreta ou diagonalizada, obtém-se os valores nodais, seguintes:

9" op, r P,
’p,| . o) [%j{j“d) b dr}(axfj

ot [, 0" a0

m [=1..Nnos e ij=123 @1)

onde, Nnos € o niumero total de nés da malha, ¢ ¢ um vetor contendo as fungdes de forma, Q; € a area (ou volume no
caso tridimensional) dos elementos que compartilham o né 7, sendo I'; os contornos desses elementos. As derivadas
dp,,/0x, sdo os valores nodais da derivada primeira nos elementos considerados, e obtidos através de um processo de

suavizagdo baseado no método dos minimos quadrados.
A matriz H pode-se diagonalizar da seguinte maneira:

H=R(a)AR" (o) (22)

onde, A ¢é a matriz diagonal dos valores proprios de H, e R é a matriz dos vetores proprios. A transformagio |A| ¢ o
valor absoluto das derivadas segundas na direcdes dos eixos obtidos por uma rotacdo de um angulo o com respeito aos
eixos originais x; € x,, fazendo corresponder o menor autovalor 7\,1 com o ¢ixo x;. Esta rotag@o se operacionaliza através

da matriz de rota¢do R(), e elimina as derivadas segundas cruzadas.
Devido a que o erro deve ser positivo, a segunda derivada de p, em qualquer diregao ¢ limitada por:

o _
I Pul_ V' HV|<V HY 23)
Ox?

onde, a matriz Hessiana modificada H é uma matriz simétrica e positiva definida, que foi obtida considerando os

valores absolutos dos autovalores da matriz Hessiana H, ou seja, que H vem dada por:
H=R(a) 4R (0)=5(c)S" (c0) (24)

onde, S(o) = R/ N |A| , conforme Strange (1988). A transformacdo § de um circulo de raio unitario seria uma elipse,

girada em um angulo ot e cujos eixo maior e eixo menor sdo os reciprocos da raiz quadrada dos autovalores |Xl| e |k2| ,

respetivamente. Entdo, pode-se obter um movimento direcional da malha mapeando uma malha uniforme através da
transformagdo S(a ). No caso tridimensional, a esfera de raio unitario transforma-se em um elipsoide.

O critério de adaptacdo unidimensional dado na Eq. (19) pode ser rescrito para um problema bidimensional ou
tridimensional como:
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WV'HV =C (25)

No método desenvolvido, o erro ¢ equidistribuido sobre o contorno do elemento, onde 4, = "xj - X, " representa a
medida Euclediana do comprimento de um elemento de extremidades [x;, x;]e V = (xj —x,.) / h, € o vetor de base

unitario. O termo V" HV na Eq. (25) é definido como a métrica de Riemann.
Portanto, uma malha o6tima ¢ definida como aquela na qual o comprimento de todos os contornos na métrica

definida ¢ igual a Jc.o principio de equidistribui¢do ¢ aplicado para um comprimento d na métrica de Riemann,

lembrando que H ¢ fungdo das coordenadas espaciais, e que entdo é necessario integrar ao longo do comprimento do
lado. A estimativa baseada no erro é computada avaliando numericamente a seguinte formula para cada contorno da
malha:

dz(xwx./):(xf _xf)r Hm(xf‘x_/) (26)

sendo H, o valor médio, obtido através dos valores de H nos extremos do contorno considerado.

Esta estimativa do erro baseado no contorno do elemento é calculada em cada né somando os valores de d > que
concorrem a esse nd e ¢ valido para toda a célula tipo; como as mesmas tem diferentes tamanhos, toma-se o valor de
d? por unidade de volume. Tem que se notar que o escalar d(x; , x;) representa o erro na direcdo do contorno do
elemento em que ¢ determinado.

Finalmente, neste trabalho, o funcional YOC a ser minimizado na fungdo F, Eq. (12), ¢ definido como d : por
unidade de volume em lugar da Eq. (11).

4. Resultados numéricos

Para todos os casos investigados em este trabalho, a massa especifica ¢ a variavel empregada para a estimativa do
erro. A adaptagdo sempre inicia-se quando o residuo tem pouca variagdo, e uma vez concluido o processo de adaptacao,
continua-se aplicando o MEF até atingir a convergéncia final.

As novas coordenadas da malha obtém-se depois de aplicar um coeficiente de relaxagio (Ox,0y e 0z) nos

incrementos Ax, Ay e Az, para cada uma das diregdes. Os coeficientes de relaxagdo variam em um intervalo de 0 a 1
de maneira de evitar excessivos deslocamento dos nds. Os incrementos sdo determinados pela diferenca das
coordenadas novas e antigas, nas trés dire¢des.

Convém mencionar que cada vez que a malha ¢ adaptada, ¢ introduzida na Eq. (1) uma formulagdo Arbitraria
Lagrangeana-Euleriana (ALE) calculando-se a componente da velocidade com que os n6s da malha se movem, ou seja,
w, =Ax/At, w, =Ay/At e w, = Az/At.

Vale salientar que a malha de elementos finitos sempre ¢ formada por elementos hexaédricos de 8 nds, com apenas
uma camada de elementos na direcdo z, por tratar-se de problemas bidimensionais. Portanto, considerou-se 0 z = 0 em
todos os exemplos.

4.1. Funcio de monitoracio analitica

Neste exemplo, analisa-se como influenciam os pardmetros de controle da fungdo objetivo global, sobre uma
cavidade quadrada de paredes fixas e lados igual a 1 unidade. A malha de elementos finitos ¢ formada por 882 noés e
400 elementos (20 x 20 x 1). Todos os elementos t€ém as mesmas dimensdes.

A fung@o analitica que se impde ¢ dada por:

F(x,) =1000exp{~20[ (x* ~0.2) + (3> ~0.2) |} + 800exp{-50[ (* = 0.6)+ (y* ~0.7) |} + )
7
+800exp{—50[(x2 ~0.8)+(y? —0.2)]}

onde, X e y sdo as coordenadas espaciais.

Na Fig. 2 mostram-se a malha inicial e as malhas para diferentes valores do parametro o (0 e 0,5) com 3 fixo (B
= 1). Pode-se concluir que considerando o coeficiente a diferente de zero, o termo de controle de volume passa a ter
uma maior importancia em comparagdo com os termos de controle de qualidade da malha, onde a maior concentracao
da malha surge para o caso em que a =0,5, Fig. 2, caso (B). Deve-se notar que para este exemplo o efeito da
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ortogonalidade e suaviza¢do ndo podem ser corretamente analisados devido ao fato de que a malha inicial ¢ igualmente
espagada e ortogonal.

Malha inicial

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 2. Variagdo da malha em fung@o do parametro o com 3 = 1. Caso (A): o =0 e caso (B): a = 0,50.

O efeito do parametro B é pouco significativo quando se tem valores maiores que 1. Enquanto que valores do
parametro o diferentes de 0,5 também afetam pouco o resultado final da malha uma vez que partiu-se de uma malha
uniforme e com ortogonalidade. Portanto, para todos os exemplos serdo tomado oo =0,5¢ § = 1.

4.2. Escoamento sobre uma rampa

Analisa-se o escoamento supersonico (M = 3), estaciondrio e ndo difusivo, através de uma rampa de 16 ° cuja
geometria ¢ mostrada esquematicamente na Fig. 3.

A malha ¢ formada por 2322 nés e 1092 elementos. O processo de adaptagdo foi constituido de 8 adaptagdes, as
quais se fazem a cada 900 iteragdes. Define-se a malha inicial como malha (A) e a malha final como malha (I), sendo
cada adaptagdo intermediaria definida pela seqiiéncia das letras. Este procedimento serd utilizado em todos os
exemplos. Para os coeficientes de relaxagdo empregou-se 0 x=0,12 e 06 y=1,0.

L.

onda de choque
M.

Figura 3. Esquema do escoamento supersonico sobre uma rampa.
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Figura 4. Evolucdo da malha para alguns ciclos. Malha (A) ou malha inicial, malha (C) depois de duas adaptacdes,
malha (E) depois de quatro adaptagdes e malha (I) ou malha final, depois de oito adaptagdes.

Na Fig. 4 mostra-se a evolugdo da malha para alguns ciclos, podendo observar que o processo de adaptagdo da
malha faz com que os elementos se concentrem ao longo da linha onde a onda de choque aparece, mostrada pela linha
tracejada da Fig. 3.

O grafico de distribui¢do da massa especifica ao longo da linha y =0,60 ¢ 0<x <1,20 ¢ apresentado na Fig. 5.

Note-se que com a malha (I) sdo capturados altos gradientes de massa especifica, entretanto, com a malha sem
adaptacdo (malha A) é capturado um gradiente menos acentuado. A origem do sistema de eixos coordenados, localiza-
se no inicio da rampa.

Finalmente, mostra-se a variagdo de residuo, na Fig. 6. O processo de adaptacdo iniciou-se quando o residuo
comega a ter pouca variagdo, ou seja, para o passo de tempo igual a 8000. Os picos no residuo sdo devido a nova malha
obtida depois de cada adaptagdo. Uma vez concluida a Gltima adaptagdo, adaptagdo (I), deixa-se finalmente convergir.

18 Malha ()
——— - Matha (D)

Massa Especifica

oo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
¢ 01 02 03 04 05 06 07 08 0% 1 11 12
X

Figura 5. Distribui¢do da massa especifica ao longo da linha y =0,60 ¢ 0 < x <1,20 para a malha inicial (Malha A) e
para a malha final (Malha I).
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Figura 6. Residuo para o problema da rampa.
4.3. Escoamento sobre um aerofolio

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento transénico (M = 0.8) compressivel, ndo difusivo, sobre um
aerofolio NACA 0012 com o angulo de ataque da corrente-livre igual a o = 1,25 °. A malha possui 9940 nds e 4800
elementos.

O processo de adaptagdo foi constituido de 4 adaptagdes, as quais se fazem a cada 300 iteragdes, empregando-se
0x=0,20 ¢ 0 y=0,01 para os coeficiente de relaxagdo.

Na Fig. 7, mostram-se a malha inicial e a malha obtida depois de 4 adaptagdes, Malha (E). A distribuicdo do
numero de Mach para a malha inicial (Malha A) e malha final (Malha E) ¢ apresentada na Fig. 8. Convém mencionar
que no processo de adaptagdo, os nos sobre o contorno do aerof6lio foram deixados livres, ou seja, os mesmo podem-se
deslocar.

A malha empregada e a distribuicdo do nimero de Mach obtida por Baumann et al. (1992) ¢ mostrada na Fig. 9.
Deve salientar que neste trabalho se fez um refinamento na regido onde esta localizada a onda de choque. Note-se que
os resultados sdo bastantes similares aos obtidos com a malha E (observe-se Fig. 8), porém sem as complexidades
associadas com o refinamento.
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Figura 7. Malha inicial e detalhe da malha final (Malha E).



Proceedings of ENCIT 2004 -- ABCM, Rio de Janeiro, Brazil, Nov. 29 -- Dec. 03, 2004, Paper CIT04-0189

Malha ( E )
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Figura 8. Distribuicdo de numero de Mach na malha inicial, Malha (A) e na malha final, Malha (E).
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Figura 9. Malha e distribuicdo do niimero de Mach, segundo Baumann et al. (1992).

5. Conclusoes

No presente trabalho descreve-se a adaptagdo de malhas, via movimento dos nds (método ) em escoamentos de
fluidos compressiveis ndo difusivos, fazendo uso da estimativa de erro a posteriori ¢ da métrica de Riemann definida
por meio do tensor Hessiano. O movimento da malha foi feito mantendo no méaximo possivel a suavidade e
ortogonalidade local.

Inicialmente, apresenta-se um problema tedrico, onde ¢ prescrita uma fungdo de monitoracdo, a fim de estudar o
efeito dos pardmetros de controle da fungdo objetivo global. Neste exemplo, conclui-se que os pardmetro de controle de
ortogonalidade e de suavizagdo, o, potencializam o termo de controle de volume quando os mesmos sdo diferentes de
zero devido ao fato que mais elementos sdo concentrados em regides de grande erro.

Assim, o problema do canal com um obstaculo em rampa tem mostrado que a implementa¢do do método de
adaptacdo melhora notavelmente os resultados nas regides com fortes gradientes em comparagdo com os resultados
obtidos no caso da malha fixa.

Para escoamentos em regime transonico, a utilizagdo de adaptagdo da malha também ¢é vantajosa, porém poderia
concentrar mais elementos na onda de choque que esta no intradés do aerofdlio. Provavelmente isto pode acontecer
devido ao fato de que a intensidade de ambas ondas de choque serem bem diferentes e, portanto, os erros associados a
estas também sdo bem diferentes.

Mais estudos devem ser realizados em relagao a obtencao das derivadas da variavel de interesse nos nds, ja que a
extrapolagdo atual parece apresentar algumas imprecisdes nos valores das derivadas nos contornos, como no exemplo
do aerofolio.
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Abstract

An adative finite element technique based only in nodes motion, preserving the original element connectivity, is
described in this work. Applications to simulate high compressible flows with strong shocks are also presented.
This method is characterized by an edge-based estimate, and the Riemannian metric is defined using the Hessian
tensor, which contains second derivatives of a relevant variable. The nodes are moved keeping, as much as
possible, mesh smoothness, local orthogonality and cell volume control. The system of partial different equations is
solved using the finite element method, employing a Taylor series and the classical Bubnov-Galerkin methods for
time and space discretization, respectively. An isoparemetric eight node hexahedrical element is used and the
corresponding element matrices are obtained analytically employing reduced numerical integration. Examples for
two-dimensional transonic and supersonic flows are investigated and results are compared with those obtained by
other authors.

Keywords: adaptive mesh method, high compressible flows, finite element method.



