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Resumo. No presente trabalho é apresentada uma analise de estabilidade numérica e fisica de esquemas de discretizagdo temporal
e espacial. A influéncia da modelagem da turbuléncia também é analisada. Resultados mostram que o uso de esquemas de segunda
ordem no tempo e modelagem da turbuléncia torna o esquema centrado estavel, mesmo para altos nimeros de Reynolds.

Palavras Chaves. Esquemas de discretrizacédo temporal, cilindro estacionario, modelo de turbuléncia.
1. Introducéo

O esquema de discretizacdo espacial de diferencas centradas é conhecido como instavel para discretizacdo dos
termos nao lineares das equagdes de Navier-Stokes. Isto é devido ao fato de que o esquema espacial de segunda ordem
ndo apresenta viscosidade numérica. O uso adequado de um esquema de discretizacdo temporal de segunda ordem, com
0 esquema centrado espacial torna a metodologia de discretizacdo estavel do ponto de vista numérico. Porém, é natural
que, a medida que o nuimero de Reynolds aumenta, aparecam instabilidades fisicas associadas ao processo de
transferéncia de energia entre as estruturas turbilhonares do escoamento. Assim um modelo de turbuléncia faz-se
necessario. Neste trabalho, experimentos numéricos sdo apresentados com o objetivo de ilustrar a estabilidade do
esquema centrado espacial quando utilizado em conjunto com esquemas temporais de segunda ordem e com
modelagem da turbuléncia.

2. Modelo Matematico

Apresenta-se, a seguir, a formulacdo que descreve a metodologia utilizada no presente trabalho. A Fig. 1
esquematiza a malha euleriana que representa o dominio de calculo e a malha lagrangiana para a interface imersa. As
duas malhas séo independentes do ponto vista geométrico, mas sdo acopladas, através do termo fonte de forga, inserido
nas equacdes do movimento.
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Figura 1. Esquema ilustrativo da malha fixa (euleriana) e da malha mdével (lagrangiana), representando uma
interface fluido-solido.
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As equagdes do movimento e da conservacgao da massa, séo apresentadas na forma tensorial como:
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onde p e v sdo, respectivamente, a densidade e a viscosidade cinematica, p € a pressdo, u; é a componente i do vetor
velocidade e K é a componente i do vetor campo de forga euleriano. O termo fonte de forca F da Eq. 1 é calculado

através da distribuicéo das componentes do vetor interfacial lagrangiano f(x,t), através da seguinte equago:
'—:(xt):ZDij(i_Xk)f(xkrt)Asz(ik)’ ®3)
k

onde % e %, sdo, respectivamente, os vetores posicio dos pontos eulerianos e lagrangianos, AS(x, )é o comprimento

entre dois pontos lagrangianos, f(x,,t) é a forca interfacial calculada pelo Modelo Fisico Virtual, e Dj; € uma funcao
de interpolacdo/distribuicdo, com propriedades de uma fungdo Gaussiana.

3.0. Método Numeérico

Utilizou-se o método dos passos fracionarios com malhas deslocadas, para o acoplamento entre o campo de pressao
e os campos de velocidades. Foi utilizado o esquema de diferencas finitas centradas de segunda ordem para a
discretizacdo espacial e trés métodos para a discretizacdo temporal: Euler, Adams-Bashforth e Runge-Kutta, os dois
altimos de segunda ordem.

No método de Euler a derivada temporal % pode ser aproximada por:
gl _yn
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onde f representa os termos advectivo e difusivo da equagdo de Navier-Stokes. O indice sobrescrito, n, representa o
tempo e At é o passo de tempo. Os termos P e R sdo, respectivamente, o gradiente de presséo e o campo de forga na

direcdo i. O termo U é uma estimativa da velocidade, inerente a0 método de acoplamento utilizado.
No método de Adams-Bashforth séo necessarios os termos advectivo e difusivo em n e n-1 para os calculos no
tempo n+1. O método de segunda ordem utilizado, pode ser representado por:

attou 3 n.n) 1 n-1  n-1 n n

T:Ef(ui ,Uj )—Ef(ui ,Uj )_Pi +Fi . (5)
O método de Euler é utilizado no primeiro passo de tempo.

No método de Runge-Kutta de segunda ordem, para estimar a velocidade no tempo atual, t!"**, precisa-se somente

das velocidades no tempo precedente, uj',uf . Este método pode ser representado por:
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onde a Eq. 6, representa o passo preditor e a Eq. 7, representa o passo corretor.
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3.1. Modelo de Turbuléncia

O surgimento do regime turbulento depende do nimero de Reynolds. Devido as vérias implicacBes praticas em
diversos setores, tem-se tornado cada vez maior o nimero de pesquisas relacionadas ao entendimento e ao controle de
escoamentos turbulentos. Reynolds (1894) propds um processo de decomposicdo das equaces de Navier-Stokes em
uma parte média e outra parte flutuante, de modo a resolver os escoamentos turbulentos. Outra forma de decomposigao
foi proposta por Smagorinsky (1963), passando pelo conceito de filtragem.

As Equaces 1 e 2 sdo reescritas na forma filtrada como:
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Fazendo a decomposi¢do das componentes da velocidade, que aparecem no produto filtrado do termo advectivo e
aplicando as defini¢Ges necessarias (Silveira-Neto, 2003), as equagdes globais da turbuléncia séo:
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onde T =—(ruj—ruj) é o tensor de Reynolds sub-malha. Este tensor é modelado através do modelo de fechamento,
proposto por Boussinesq. Tal modelo expressa o tensor de Reynolds sub-malha em funcdo da taxa de deformacéo,
gerada pelo campo de velocidade e da energia cinética turbulenta (k). Aplicando-se 0 modelo, obtém-se a seguinte
equacgao:
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A viscosidade turbulenta, v, , é dada em funcdo da taxa de deformacdo e da escala de comprimento e é expressa
por:

v =(Cs!)25;S; . (13)

onde ¢ é o comprimento caracteristico, que depende da malha de discretizagéo, §ij ¢ a taxa de deformagdo, calculada
com base no campo filtrado, Cg € a constante de Smagorinsky.

3.2. Funcéo de Amortecimento

Utilizou-se também, no presente trabalho, uma funcdo de amortecimento na saida do dominio, para que as
instabilidades fisicas fossem amortecidas gradualmente até zero, a medida que elas sdo transportadas para fora do
dominio. Esta fungdo (Souza et al., 2002) é dada por:

f(e)=1-6¢> +15¢* —10¢3, (14)

_ith (15)
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sendo i;<i<i,. Os pontos i; e i, correspondem, respectivamente, as malhas inicial e final, da regido de
amortecimento, conforme Fig. 2.

O papel da funcdo de amortecimento, é eliminar os vértices na saida do dominio de célculo, possibilitando desta
forma, a aplicagdo da condicéo de contorno de escoamento desenvolvido nesta fronteira. Esta funcéo elimina a entrada
de massa na saida do dominio que ocorre devido a rotagéo dos vortices.
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Figura 2. Esquema ilustrativo da posicdo das malhas inicial e final na saida do dominio de calculo.

4.0. Resultados

Foram realizadas simulacGes ao redor de um cilindro estacionario, com os diferentes métodos de discretizacao
temporal citados anteriormente, a diferentes nimeros de Reynolds, com o objetivo de analisar a estabilidade dos
mesmos. Para estas simulagdes, utilizou-se uma malha de 125 x 250 pontos e um dominio retangular de dimensdes 15d
x 30d, sendo d o didmetro do cilindro. As coordenadas centrais do cilindro s&o 7,5d x 16,5d. A Fig. 3 representa um
esquema ilustrativo deste dominio.
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Figura 3. Esquema ilustrativo do dominio de célculo.

4.1. Visualizacdo do Escoamento para Reynolds igual a 100

A Figura 4 apresenta a visualizagdo do escoamento através dos campos de vorticidade utilizando os trés métodos de
discretizagdo temporal e nimero de Reynolds igual a 100.
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(@) (b) (c)
Figura 4. Campos de vorticidade, para Re = 100; Euler (a), Adams-Bashforth (b) e Runge-Kutta (c).
Os trés esquemas de discretizacdo apresentaram resultados semelhantes, do ponto de vista qualitativo.
4.2. Visualizacdo do Escoamento para Reynolds igual a 300

A Figura 5 apresenta a visualizagdo do escoamento, através dos campos de vorticidade, utilizando os trés métodos
de discretizagdo temporal e nimero de Reynolds igual a 300.

@) (b) (©)
Figura 5. Campos de vorticidade para Re = 300; Euler (a), Adams-Bashforth (b) e Runge-Kutta (c).

Observa-se, nesta figura, o inicio do aparecimento de instabilidades numéricas, nos trés esquemas de discretizagéo
temporal.

4.3. Visualizacdo do Escoamento para Reynolds igual a 1.000

A Figura 6 apresenta a visualizacdo do escoamento, através dos campos de vorticidade, utilizando os trés métodos
de discretizagdo temporal e nimero de Reynolds igual a 1.000. As instabilidades numéricas sdo muito pronunciadas em
todos os esquemas, porém mais acentuadas no método de Euler. Este comportamento era esperado, uma vez que 0 uso
conjunto do esquema centrado espacial, com esquemas temporais de baixa ordem € instavel.
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(@) (b) (©
Figura 6. Campos de vorticidade para Re = 1.000; Euler (a), Adams-Bashforth (b) e Runge-Kutta (c).
Este comportamento é melhor visualizado na Fig. 7, através da evolugdo temporal do coeficiente de arrasto.
4.3.1. Variacdo Temporal do Coeficiente de Arrasto para Reynolds igual a 1.000

Na Figura 7 verifica-se a evolugdo temporal do coeficiente de arrasto para cada um dos esquemas de discretizagao
temporal mencionados.
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Figura 7. Evolugdo temporal do coeficiente de arrasto para Reynolds igual a 1.000.

Verifica-se um aumento significativo da amplitude das oscilagBes no coeficiente de arrasto, para os trés métodos, a
medida que o nimero de Reynolds aumenta. O método de Runge-Kutta teve comportamento mais semelhante ao de
Euler. O célculo com os métodos de Runge-Kutta e Euler divergem, conforme pode ser observado. Assim sendo, para
um numero de Reynolds elevado, é necesséria a modelagem da turbuléncia para garantir a estabilidade da metodologia.
Ressalta-se que 0s esquemas centrados espaciais ndo possuem viscosidade numérica, para transferir energia cinética
ligada as flutuagdes de velocidade, sobre a freqiiéncia de corte, que é determinada pelo tamanho da malha. Os esquemas
upwind séo estaveis sem modelo de turbuléncia, mesmo a altos Reynolds, devido a alta viscosidade numérica.
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4.4. Simulac6es com Modelo de Turbuléncia

Utilizou-se no presente trabalho o modelo sub-malha de Smagorinsky (1963), com o objetivo de buscar a
estabilidade dos esquemas. A constante de Smagorinsky utilizada foi de 0,18.

4.4.1. Visualizagdo do Escoamento para Reynolds igual a 1.000

A Figura 8 apresenta a visualizacdo do escoamento, através dos campos de vorticidade, utilizando os trés métodos
de discretizagdo temporal e nimero de Reynolds igual a 1.000.

(@) (b) (©)
Figura 8. Campos de vorticidade, para Re = 1.000; Euler (a), Adams-Bashforth (b) e Runge-Kutta (c).
Observa-se que com o modelo de turbuléncia, todos os esquemas mencionados se tornaram estaveis. Isto é
claramente verificado através da comparacgdo entre as Figs. 6 e 8. Este comportamento pode ser também visualizado
através da evolucao do coeficiente de arrasto com o tempo, conforme apresentado a seguir.
4.4.2. Variacdo Temporal do Coeficiente de Arrasto para Reynolds igual a 1.000
Na Figura 9 verifica-se a evolucdo temporal do coeficiente de arrasto, para cada um dos esquemas de discretizacao

temporal mencionados, com o modelo de turbuléncia. Observa-se também um aumento nos valores médios do
coeficiente de arrasto nos trés esquemas, quando comparado com a Fig. 7.
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Figura 9. Evolucgéo temporal do coeficiente de arrasto para Reynolds igual a 1.000.
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4.4.3. Visualizacéo do Escoamento para Reynolds igual a 10.000

A Figura 10 apresenta a visualizagdo do escoamento, através dos campos de vorticidade, utilizando os trés métodos
de discretizagdo temporal e nimero de Reynolds igual a 10.000, com modelagem da turbuléncia.

(@) (b) (©
Figura 10. Campos de vorticidade, para Re = 10.000; Euler (a), Adams-Bashforth (b) e Runge-Kutta (c).
Observa-se que, com o aumento do nimero de Reynolds, as instabilidades apareceram, porém sdo mais acentuadas
no método de Euler. Para os esquemas de Runge-Kutta e de Adams-Bashforth, a metodologia pode ser considerada
estavel.

4.4.4 Variacdo Temporal do Coeficiente de Arrasto para Reynolds igual a 10.000

A Figura. 11 apresenta a evolucdo temporal do coeficiente de arrasto, para o esquema de discretizacdo temporal de
Adams-Bashforth, com e sem modelagem de turbuléncia.
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Figura 11. Evolugdo temporal do coeficiente de arrasto, Adams-Bashforth, com e sem modelo de turbuléncia

Verifica-se que, para Reynolds elevado, é necessario a modelagem para a estabilidade da metodologia. A
metodologia sem modelagem diverge mesmo com o uso simultdneo de esquemas temporais e espaciais de segunda
ordem.
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4.5. Simulag6es com Funcéo de Amortecimento

A Figura 12 apresenta a visualizacdo do escoamento, para 0 método de Adams-Bashforth, para um ndmero de
Reynolds igual a 1.000 e uma malha de 250 x 500 pontos.

(@) (b)

Figura 12. Campos de vorticidade para Re 1.000; Adams-Bashforth; sem fun¢do de amortecimento (a), com funcéo
de amortecimento (b).

Verifica-se claramente a abertura da esteira na saida do dominio, Fig 12a. Este comportamento é anormal, uma vez
gue a esteira de vortices deve ser alinhada para escoamentos bidimensionais. Com o uso da fun¢do de amortecimento,
Fig. 12b, a abertura na esteira de vartices foi eliminada.

5. Comparacao dos resultados com outros autores

A Tabela 1 apresenta os valores médios dos coeficientes de arrasto obtidos no presente trabalho em comparacéao
com os resultados obtidos por outros autores.

Tabela 1. Comparacéo dos valores médios dos coeficientes de arrasto.

Presente Braza Limae Sucker e
Re trabalho etal. Silva (2002) Brauer
(1986) (1975)
100 1,38 1,36 1,39 1,45
300 1,22 - 1,22 1,22
1.000 1,16 1,20 - 0,96
10.000 0,91 - - 1,10

Observa-se que os resultados obtidos apresentaram boa concordancia com os demais autores.

6. Conclusoes

O esquema de Adams-Bashforth se mostrou mais estavel que o esquema de Runge-Kutta também de ordem dois.
Verificou-se também que, a medida que se aumenta 0 nimero de Reynolds, a metodologia baseada em esquema
centrado de segunda ordem se mostrou instavel para todos os esquemas temporais de segunda ordem. Este resultado era
esperado, uma vez que 0 esquema centrado ndo apresenta difusdo numérica. Assim, fez-se necessario o uso simultaneo
de um modelo de turbuléncia, para modelar o processo de transferéncia de energia entre as maiores e as menores escalas
turbilhonares dos escoamentos. Verificou-se também que o uso da fungdo de amortecimento foi fundamental para a
estabilidade da metodologia a altos nimeros de Reynolds.
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Abstract. In this work is presented a analyze of the physical and numerical stability of the spatial and time
discretization schemes. The influence of the turbulence model is too analyzed. Results shown that the use of the second
order scheme in time and turbulence model provide the central scheme more stable, for high Reynolds numbers.
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