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���
���G�R�)�8�E�	���5�	��ÿ����v�5���!�/�G�!�����@���2��ýEþSZD\�<W>L"-þ�U��Zþ�"
þ#�	��þ����G�
���!�
�S�����Êþ#���	����þ#�

µ
�
�g��ýZþP�	A��:ÿ!þ

H
�G�E�G�
�5�N�B�!��9.��ýZþPf:�
�����B�
�!��þ�[X�)�BA)þ2þ�+������	�
���

∫

H

(F(u),Φ′(u))
"
µ(u) = 0,

n ��q

�N���7��A�A��	��A��	���E��þW��þ��5�%�N���Eÿ��	�
�����
Φ
>�����"T$VýZþ���þ

Φ′ �
�2��ýZþ@�N���Eÿ��	�
�������:"-þ��G�
�3���	�
�:þ@���
Φ
�
�Q�.�	���!�G����� þ]��þ�����þ�,¢ü�ýZþ]��þ����5���

�N���]��ý��
�(þ#+����E�G�!��� ÿ������)þ���ý�����9:ý��]�!�a��ýZþ �N���
�
�E$%�!��9V$��3��?�ü�ýZþ þ������
�/�	�
�������2��ýZþ��5�G���	���)�G��ÿ����1�
�/�N���	�-�E�G�!��� 〈Φ(u)〉 ���9��!�@þ��g�B�

"
"
t
〈Φ(u)〉 =

1

N

"
"
t

N
∑

i=1

Φ(u(i)) =
1

N

N
∑

i=1

(

"
u

(i)

"
t
,Φ′(u(i)))

=
1

N

N
∑

i=1

(F(u(i)),Φ′(u(i))) = 〈((F(u),Φ′(u))〉. n ��q

ü�ýEþ��:>/��ýZþ@C��E$y�
�%�
�V�)�8�E�	���5�	��ÿ����Sþ#+����!�
�
���	�
��� �&�

〈(F(u),Φ′(u))〉 = 0.
n p#o�q

;=�a��ýZþøÿ�����þ.��ýZþg�3�:þ��8��9@þ��c����þ �G��F:þ��a$%�!��ý*��þ��	A)þWÿ{�P�G�V��ýZþSA��	���������!�
�&�)�`�Êþ����	����þ
µ
>J��ý����P��þ����E�	�
����ÿ����a�)þøþ�_/A���þ��G�+þ#"

� ����þ³þ�_/A��
��ÿ��!�	�
�S�B� n ��q{,1h��	��� ýZþ���þ@���J>/��ýZþ]�-����ýZþ�� ���	��ÿ����Sþ�_/A���þ��G�5�
���T���4þ�����þ��(��� þP�3�@þ��8��9:þW�
�

〈Φ(u)〉 =

∫

H

Φ(u)
"
µ(u)

n p�p#q
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	��

�N���K�c9��
�:þ�� +��������	�!�)�
Φ = Φ(u)

���H��ýZþ�C��E$]>�$%�&��ý ��þ#�5A6þ
ÿ����	�P�c9��
�:þ��.�5�G���	�
�������	�(�5�G���	���)�G��ÿ������	���
�/�	�
���
µ
,�ü�ýZþVþ�+������	�
���

n ��q@���	�	����þ��W��ý����(�5�Eÿ\ý`A��G���������!�
�!�)�Q�õþ#���	����þ��@����þ��Êþ#�����
��9��N�������/z	þWÿ{�G�c�G��þ�_/A���þ��G�DAEý��/�	��ÿ������5�G�E�G�
�5�	��ÿ����1+��������	�!�	��þ��c���
��þ����OC��E$7��9��E�@þ��G�Zþ�"�������ýZþPZD�3����þ��	[)\��	��F:þ��¬þ�+������	�
������,

(  ��$ ��2Ç
ù
¥;,�È-ù*+rÇ 1�£)¤ �$£2, + 7 )�6nÇW¥Ú¦@È.-�� )/È-¤�ÈZ¦:ù*+�¤�¥ÚÇ
ù
¥Ú¦��éû4ÈE§ªù
¥ ùW¥;+rÇ

\/���Êþ@�!� AH���	�G�����&ÿ\ý����G�@ÿ{��þ��G�
�5�	��ÿ7�Êþ����Q+��
�����	�!�	��þ��Vÿ����V�)þ]���/�G���!�Eþ�"T$%�&��ýT��ýZþ(ýZþ��!AV���6��ýEþ(þ�����þ������ þP�3�@þ��8��9@þ�,Lh����
�
���5�G���Eÿ^þ�>/��ýZþ]�Êþ#���g�G����þ@���/þ��Zþ��	9��S"/���	�	�!A
�E�	�
���g���

ε = νκ3
0〈‖u‖2〉. n p#^�q

ü�ýEþ +��������	�!�)�
κ0
�
�@� ÿ\ý����8�:ÿ���þ��	���)�G��ÿP$2�3�@þ��B���(�6þ��D�N���D��ýEþ.�-�@ÿ��G����ÿ�����þ���,]h����D�
���5�G���)ÿ^þ�>

κ0
ÿ����d�6þ(�8��F:þ��R�G�T�6þ.��ýZþ

�
�B�:þ��G��þ@���4��ýZþ]�����G9:þ#�)�%A6þ��G�!�/"
κ0 = 1/L0 = 1/max{L1, L2, L3}

,K;=�V��ý��
�7$2�3��>
ε
���%�!�V� �@ÿ{�7��ýZþ]�Êþ����g�8�E��þ]����þ��Zþ��	9��

"��
�G�5�
A����	�
���dA6þ��@�����&�@�-���G�D����"R�����&�@�	�
�Êþ �<��ýZþ���þ��G�
κ3

0

ÿ���� A)þ����G�E��þ#�7�N���c��ýZþ.�!����þ�9��8�E�G�!���R�
�`�	A��:ÿ!þ(�
�.A��!��ÿ��!�]�!�d��ýZþ
"Zþ�U����!�	�
���V��� ‖ · ‖2 ,K\B�
� �!�����G�
��>B��ýEþ]�õþ#���gFB�!�Zþ��	��ÿ³þ��Zþ��	9���A6þ��%�����!�7�-���G���
�

e = κ3
0〈|u|2〉.

n p*
�q

ü�ýEþ]�	�B���	[X�Êþ#���/[=�	+�������þW�:þ��
�-ÿ��!�)�����

U =
√

2e.
n p*��q

ü�ýEþPsW���!� ��9����G�E�.����" üL�3�B�
����$2�3�@þ��B�����)þ��G�2����"S��ýEþPwVþ��B�����
"����B�����)þ��W����þc��þ#�5A6þ
ÿ��	�
�:þ��
�

κε =
( ε

ν3

)1/4

, κτ =
( ε

2νe

)1/2

,
wVþ

=
U

κ0ν
.

n p � q

h�������ý�����þ]+��
�����	�!�	��þ���>/���Zþ�ÿ����g���/�8���
�S��ýZþ@�N���
�
�E$%�!��9õþ��5�	�
�-�E��þ����N���%�
���	9@þcwVþ��B������"����B���(�6þ���?

ε ≤ cκ0U
3, κε ≤ cκ0

wVþ 3/4, κτ ≤ cκ
1/3
0 κ2/3

ε , κτ ≤ cκ0
wVþ 1/2.

n p*'�q

ü�ý��
�P����þ.�G�!9����G������þ��5�	�
�-�E��þ#�@�	�V�6þéÿ����.A
����þ�"R$%�!��ý���ýZþ ýZþ����	���)�G��ÿõþ#�)�G�!�-�E��þ��@�N�G��� sW���!� ��9����G�E����ýZþ����	��?
ε ∼ κ0U

3

κε ∼ κ0
wVþ 3/4 > κτ ∼ κ

1/3
0 κ

2/3
ε
>�����"

κτ ∼ κ0
wVþ 1/2 ,

(  ��4 ��2§
+@¤ 	26��1ÈZÇW¦:ÈZú
+

eD�EþS���%��ýZþS�-���!�'�ÊþWÿ\ý��������	� ���
�*��ýZþgsW���!� ��9����G�E�Q��ýZþ����	���
�(��ýEþøÿ�����ÿ���"-þS���wþ��Eþ��G9��`�N�	��� ��ýZþS�����G9:þ�>�þ��Zþ��	9���[
ÿ������G���!���!��9*��ÿ���� þ#�(�G����ýZþR�	�-���
� >Gþ��Zþ��	9���[M"/���G�5�
A��E�G�!�@þT��ÿ���� þ#��,�ü�ý���� �
�-�
�5�����!�
�*�G��þ#�E��þ#"'�N���	�-���!�
�*�B��þ�_/A�����"/�
��9���ýZþ
�@þ��
�-ÿ��!�)�-UEþ���"g�!�Q� h������G� þ�����þ��G��þ��

u =
∞
∑

κ=κ0

uκ,
n p � q

$VýEþ���þ
κ
����þ@��ýZþ($��3�:þ��B���(�6þ��8��$Vý���ÿ\ýd����þP"/����ÿ���þ���þP�
�Q��ýEþ(A6þ��G�!�/"/��ÿ�ÿ����+þ�>H����"

uκ
���%��ýZþ�h������G� þ��&ÿ���� A
���Zþ����W������ýZþ

C
�E$y$%�!��ýR$��3�:þ��B���(�6þ��
κ
,2h����%�)$2�-$2�3�@þ��B�����)þ��G�

κ0 ≤ κ′ < κ′′ ≤ ∞ >
$¬þP"Zþ�������þP�B�
uκ′,κ′′

��ýEþPÿ����.AH���Eþ����G�%$%�!��ý
$��3�:þ��B���(�6þ����
�T��ýZþ]�
����þ��G�E���

[κ′, κ′′)
>�� , þ�,

uκ′,κ′′ =
∑

κ′≤κ<κ′

uκ.
n p*��q

�2�.�(���!�	�
A��
�B�!��9P��ýZþcZW�3�B� þ��5[)\��G��F:þ#��þ�+������	�
������$%�!��ý
uκ′,κ′′

>��N���
κ′′ <∞ >B����" �
����þ�9��8�E�	�
��9]�E�@þ��

Ω
���Eþ7���/�8���
������ýZþ

þ��Zþ��G9���[M����"/9@þ���þ�+������	�
���T�N������ý�����þ]�.�/"-þ#� ?

κ3
0

2

"
"
t
|uκ′,κ′′ |2 + νκ3

0‖uκ′,κ′′‖2 = κ3
0(fκ′,κ′′ ,uκ′,κ′′) + κ3

0eκ′(u) − κ3
0eκ′′(u),

n p���q

$VýEþ���þ

eκ(u) = −((u · ∇)u,uκ,∞).
n ^�o�q

ü�ýEþ(U��8�5�W��þ��	� �
�R��ýZþ1þ#+����E�G�!���Q�
�D��ýEþ(�8�E��þ����Tÿ\ý�����9:þ����1FB�
�Zþ��G��ÿPþ��Zþ��	9��gA6þ��c�����!�@� ���	�DA6þ��c�����!�D�G�!�Êþ �O��ýZþ �+þWÿ����
"
��þ��G�x�
�v��ýZþ@�G����þW���$þ��Eþ��G9��-"/���	�	�!A
�E�	�
���TA)þ��������!�2�-���G�2A)þ��������!�v�G�!�Êþ ����ýZþD��ý��
�8"-��þ��	�x���v��ýZþ@�8�E��þW���4þ��Zþ��	9��.�
�Ez	þWÿ{�	�
���

�
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	��

A6þ��%�����&�%�-���G�2A)þ��%�����!���	�
�õþ��B��ýZþc�N�����5��ýS��þ��G�x�
�2��ýZþ³þ��Zþ��	9��.C��/_SA6þ��%�����&�%�-���G������"S�����!�2�G�!�Êþc�N�G��� $��3�:þ������(�6þ��8�
�6þ��
�E$

κ′
�G� ý��!9@ýZþ��%$��3�:þ��B���(�6þ��8� �B���
"���ýZþ]�
���)�%��þ��G� ���%�!�
F:þc��ýZþ@�N�����	��ýg���/�%�N���

κ′′
,

;=�a�5�G�E�G�
�5�	��ÿ����¢þ�+����
�!�
���G�!���g>:��ýZþ.�	�
�Êþ�[="-þ��G�
�3���	�
�:þ.��þ��	� "/�	��A��c���/�P����"<>:�
���3�@þ��8��9@þP$%�&��ýa��þ#�5A6þ
ÿ��D�G�V�V�5�G���	�
�������	�
�5�G���	���)�G��ÿ����:�	���
�/�	�
���

µ
$¬þcU���"

νκ3
0〈‖uκ′,κ′′‖2〉 = κ3

0〈(fκ′,κ′′ ,uκ′,κ′′)〉 + κ3
0〈eκ′(u)〉 − κ3

0〈eκ′′(u)〉. n ^�p#q

h����J��ýZþGþ��Zþ��	9���ÿ�����ÿ���"Zþ�>E���]�
� A
���5�8�����6+��������G�&�)�c���:��ýZþK�Êþ�����þ��Eþ��G9��DC��/_
κ3

0〈eκ(u)〉 >�����"]�!�L���$þ�_BA6þ
ÿ���þ#"]����ýEþ����G�
�5[
�G��ÿP9��G������"�����ý����W$%�!��ý��
�V��ýZþ(�!�Zþ��5�G�
���:�8����9@þD��ýZþP�Êþ�����þ��Zþ��	9��-C��/_V���wþ�_��@ÿ{�	�
�-��ýZþ(�Êþ����V�G����þ]����þ��Eþ��G9��T"��
�G�5�
A����	�
���:>
�X, þ

κ3
0〈eκ(u)〉 ≈ ε

,
IW�E$¬þ��:þ���>H���-�E��ýZþ��-�E�G��ÿ����4"/� � ÿ����!�)�R��A�A6þ����G�W$VýZþ��`$¬þ(�G��F@þ

κ′′ = ∞ ,ch����G� ���!�
��>O���Zþ($2������"�ý��3�@þ����#þ�+������
�!�)��>
���/�T�G�!9����G�����	�
�'�&�T�
�S�����SFB���E$%�u$VýZþ���ýZþ�����ýZþ`�	��[�ÿ����!��þ�" 9��
�������7$Gþ���F �5���!���	�
�����-���@��ýZþ�ZD\�<Y����þQ��þ�9�������� þ�������9@ý
����"<>O�
���)��þ���"<><���R�
�Zþ�+������!�!�)�Q��A�A6þ����G�W�!�d��ýZþ(�	�
�Êþ�[="-þ�A6þ���"Zþ����2þ��Zþ��G9���[M����"/9@þ��&þ#+����E�G�!�����W���W$Gþ��
�6���W�
�Q��ýZþ.�3�@þ��8��9@þ�"
þ#+����E�G�!����� ?

νκ3
0〈‖uκ′,∞‖2〉 ≤ κ3

0〈(fκ′,∞,uκ′,∞)〉 + κ3
0〈eκ′(u)〉. n ^�^�q

ü�ý��
�]�
�Zþ#+��
���
�&�)�R���]�����P�5� �éÿ�� þ����]�N���P�VA���þ
ÿ�����þõþ#�)�G�!�-����þ ���2��ýZþ-�Êþ#��� þ��Zþ��	9��VC��/_
κ3

0〈eκ(u)〉 , r ��þ��Êþ#"/�R���c�	�
��þ
ÿ��E�:þ��2��� þ#+������
�&�)�S���øÿ����
�5��"-þ��G�
��9.�.AH���G�5�
����þ@�!���	�����/þ��Zþ��G9�� �)�	� �
�/U����!�)��@8,êü�ýZþ]�
�
�.�!�

〈e(u)〉∞ = lim
κ→∞

〈eκ(u)〉 n ^�
�q

���%�G�!9����G�����	�
�.A��	�E�@þ�"-�G�Êþ�_/�
�5��,êü�ýEþ��:>�$Gþ(ÿ������5��"-þ��v��ýZþ]��þ��5�	�G��ÿ���þ�"øþ��Eþ��G9��-C���_

e
∗
κ(u) = eκ(u) − 〈e(u)〉∞.

n ^9��q

h�������ý��
�7���/z	þWÿ{��>�$¬þ³ý��3�@þ

νκ3
0〈‖uκ′,∞‖2〉 = κ3

0〈(fκ′,∞,uκ′,∞)〉 + κ3
0〈e∗κ′(u)〉. n ^ � q

ZW�E$]>���ýZþ`���G�5��� A/�G�!���u��ý�������ýEþd�
�Ez	þ
ÿ��	�
��� ���³þ��Zþ��G9�� �
�øÿ����Eÿ^þ����G�G����þ#" ���t�
���	9@þ�[=��ÿ�����þV$2�3�@þ��B���(�6þ��-�����
�5�����!�
�
�@ÿ!ÿ���� A��
�
��ýZþ�" �B�'���G�5��� �
��9R��ý��E� ��ýZþg�N���\ÿ��
��9R��þ��G�

f
�����
��ÿ������8���
���.�
���	9@þ�[=��ÿ�����þ-$2�3�@þ��B�����)þ��õÿ���� A
���Zþ����8��,�ü�ý����

�Êþ#�����7��ý����
fκ,∞ = 0

�N���c�5���ÊþP�
���	9@þ�[=��ÿ�����þD$��3�:þ��B���(�6þ��
κ
,wü�ýB����>��N���

κ′ ≥ κ
>
��ýZþ(�N���\ÿ��
��9-��þ��	�-�D"/�	��A��%���/�D���6��ýZþ

þ��Zþ��G9���[M����"/9@þ���þ�+������	�
���V����"g$Gþ@����þ@��þ�� �7$%�!��ý

νκ3
0〈‖uκ,∞‖2〉 = κ3

0〈e∗κ(u)〉, n ^�'�q

�N���
κ ≥ κ

,1h��G��� ��ý����Vþ�+������	�
���g$¬þcU��
"T���S��ýZþ]���Eþ2ý
����"

κ3
0〈e∗κ(u)〉 = νκ3

0〈‖uκ,∞‖2〉 ≤ νκ3
0〈‖uκ0,∞‖2〉 = ε,

n ^ � q

����"g���T��ýZþ]����ýZþ��Vý����
"

κ3
0〈e∗κ(u)〉 = νκ3

0〈‖uκ,∞‖2〉 = νκ3
0〈‖uκ0,∞‖2〉 − νκ3

0〈‖uκ0,κ‖2〉 ≥ ε− νκ3
0κ

2〈|uκ0,κ|2〉

≥ ε− νκ3
0κ

2〈|uκ0,∞|2〉 = ε − 2νκ2e = ε− κ2 2νe

ε
ε =

(

1 −
(

κ

κτ

)2
)

ε.
n ^���q

ü�ýB����>�$GþcU���"

1 −
(

κ

κτ

)2

≤ κ3
0〈e∗κ(u)〉
ε

≤ 1
n ^���q

ü�ý��
�L�Êþ����
�:��ý��E�6A��	�E�B��"-þ�"c��ýZþv�G+�������þ1���/��ýZþGüL�3�B�
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∂x2
u = f,
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〈f(x, t)f(x′, t′)〉 = D(x− x′)δ(t− t′).
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�G�øý
�3�:þ(�S�����
�:þ��8�G���L��ÿ����!�
��9��6þ!ý
�3���
������>H$¬þ���þ�9����G"g��ýZþ1þ�_B��þ��G�����:�N���\ÿ^þ��!� <K+H, n ^/,
p#qW���c��9������G�5�����Q�5�	�-ÿ\ý����)�G��ÿPUEþ���"<>
$%�!��ýQb
þ��G���Êþ#���V����"V�.�
���	9@þc��ÿ���� þc�)$2��[MA
���!���Vÿ����	��þ����E�G�!�����N���Eÿ��	�
���

〈fα(x, t)fβ(x′, t′)〉 = δαβD(x − x
′)δ(t− t′).

n 
�'�q

�$  (  �� )"+ �V¥5+�-Úú � )"+r£)¤9+@ùW¥Ú¦@È.- �n¤�È., +��P£)¤ �

f$þ��7���Vÿ������	��"-þ�����ýZþ@�N���
�!�E$%�
��9.���8"/�
�����G���)�G�-ÿ\ý����5�	��ÿ@"/�&0ªþ���þ����G�
���Sþ�+����E�G�!����?

ẋ = −cx+ η(t) ,
n 
 � q

$VýEþ���þ
c > 0

���
"Q��ýEþ��8����"���� �N���Eÿ��	�
���d���1�	�
�Êþ
η(t)

���@��9������G�5�����Q�����
��þ "-þ�U��Eþ�"R�B� 〈η(t)〉 = 0
���
" 〈η(t)η(t′)〉 =

Dδ(t− t′)
, r �G�5���Êþc��ý
�E�

x(0) = 0
,êü�ýZþ]�)�G�G���!9@ý��5�N���G$����8"-�!����þ�9��8�E�G�!���S���L��ýZþP���H�E�:þ@"/�!06þ���þ����G�
���Sþ�+������	�
���g9��
�:þ��

x(T ) = exp(−cT )

∫ T

0

dt′ exp(ct′)η(t′) .
n 
���q

;M�7���wÿ�� þ#���2��ý����
x(T )

���7�.9������G�5�����T�G����"/���x�E���	��������þ�>/$%�!��ýV�E�����
��ý��
��9 �õþ#���g�E���
�Zþ�>��	�!�)ÿ^þ]�!�7�
�%�.�
�!�Zþ#�����N���)ÿ{�	�
���
���<���
η(t)

,Tü�ýZþ]A��G���
�����
�!�!�)��"-þ����5�!�)���N���Eÿ{�G�!��� n AH"/�Gq2�N���
x(T )

ý�����>��������	�����X>B��ýZþ]�����G� ���O�N���G�

ρT (x) =
1√
2πσ

exp(− x2

2σ
) ,

n 
���q

$VýEþ���þ
σ ≡ 〈[x(T )]2〉 ,1|�þ@9@þ���>��N�	��� n 
���q{>

〈[x(T )]2〉 = exp(−2cT )

∫ T

0

dt′
∫ T

0

dt′′ exp[c(t′ + t′′)]〈η(t′)η(t′′)〉

=
D

2c
[1 − exp(−2cT )] .

n ��o�q

ü�ýEþR�	���õþQ��þ��	���!�G� ÿ����u�)þd���/�8���
�Zþ�" ��ý��G����9:ýt���.����þQ�����H���G�
�����.�Êþ���ý��/"<>���ýZþ �d���	�	�
�/[=\/�!9�9����E[=w%����þ��N���)ÿ{�	�
���
���
�N���	�-���!���5� n �d���	�	�
� i�j7k�l!m
>�p*� � 
�q�>�$Vý���ÿ\ýQ���W�
�Q� �:ÿ��D$2���	��ýQ���¢ÿ������	��"-þ��8�E�G�!���Q$VýZþ��Q���Zþ�"/�rþ#�7�����DFB���E$âý��E$ �	�g�5���!�@þ
þ�_��:ÿ{�G�!�R��ýZþ��5�	�-ÿ\ý����)�G��ÿ "/�!06þ���þ����	�����êþ#+��
�E�	�
���J>J���@�
���	���G������þ��Eÿ!þ-� �B"Zþ�����,-|�þ ý��3�:þ�><�!���G�	�/"/�Eÿ��!��9T��ýZþéÿ\ý����G�@ÿ{��þ��	���5�	��ÿ
�N���Eÿ{�G�!���

ZT (λ) = 〈exp[iλx(T )]〉 >

ρT (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dλZT (λ) exp(−iλx) . n ��p3q

f$þ��2���E$
xη(t)

�)þW��ýZþc�5���!���	�
���-��� n 
 � q{>�$%�&��ý-��ýZþD�!���&�G�
���6ÿ�����"/�!�	���
xη(0) = 0

,4|�þD� �3�.$%�G�&��þ n ��A��	���P�����G�-���
�!b#�E�	�
���
� �@ÿ{�G���%$Vý���ÿ\ýQ���G�5����þ��v��ý��E�

ZT (0) = 1
qv��ýZþ]A��E��ý/[M�!����þ�9��8���6þ�_/A���þ��G�5�
���

ZT (λ) = 〈
∫

Dxδ[x(t) − xη(t)] exp[iλx(T )]〉

= 〈
∫

Dxδ[ẋ+ cx− η(t)]J [x] exp[iλx(T )]〉 , n ��^�q

�
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�����
�2�i�V���@��.$3³"65
'87:9;9�<:ã�� � "��éã6èê���P
;���%�
�-�������P0³è��;ã � ���������602�¢��Ü@����"65
'$9�<�å�5��
	��

$VýEþ���þ�>��
�g�.�G�!�Êþ�[M"/����ÿ���þ��	�
b!þ#"S��þ�A���þ#�+þ����8�E�G�!���:>
∫

DxF [x] ≡ lim
N→∞

∫

dx1

∫

dx2...

∫

dxNF [{x1, x2, ..., xN}] ,

δ[x(t) − xη(t)] ≡
N
∏

i=1

δ(xi − xη(ti)) .
n ��
�q

;=� ������A����	�	��ÿ��������(A��	������þ��V>J��ýZþ���þ����(���R�Zþ!þ#"��	�`$v���	�G�R$%�!��ý*��ýZþPz5�@ÿ������
���
J [x]

>1�5�
�Eÿ!þ��&�.�
���
��"-þ�A6þ��
"-þ��������
x(t)

,
r ÿ��	�����!�
��>��&�4�
�6AH���G�5�
����þK�G�DA��	�E�@þ���ý����

J = 1
ý�����"��L�&�
�	�
�Êþv���4"/�
��ÿ���þ��G�!b
þ�"<>3�N���49:þ��Eþ��8�����5�	�-ÿ\ý����)�G��ÿv"/�!06þ���þ����G�
���rþ�+����E�G�!�����

������ýZþ2�N���G�
ẋ+L(x) = η

n$# �
���/[&%��
�)�G�!�:>�p*����'�q�,4üL�DA��G�-ÿ^þ
þ�"<>E$Gþ���þ�$%�	�!��þv��ýZþ!=D�!�8�:ÿ2"-þ��&�8�W�N���Eÿ{�G�!�����������6�����
����þ�9��8�E�	�
���
�E�@þ��%���V����_B�
�
�
���	�-U)þ���"

x̂ = x̂(t)
?

ZT (λ) = 〈
∫

DxDx̂ exp[i

∫ T

0

dtx̂(ẋ+ cx− η) + iλx(T )]〉

=

∫

DxDx̂ exp[i

∫ T

0

dtx̂(ẋ + cx) + iλx(T )]〈exp(−i
∫ T

0

dtx̂η)〉

=

∫

DxDx̂ exp{i
∫ T

0

dt[x̂(ẋ+ cx) + i
D

2
x̂2] + iλx(T )} . n ����q

h����
�!�E$%�
��9.��ýEþ@�	�8��"/�!�	�
�������<�����8�E�G�!���:>/�!�
�5A��
��þ�"g�B�S+��������	���YAZýB�/�5��ÿ��Vÿ����Eÿ!þ�A/�8��>/$Gþ]$%�G�&��þ
ZT (λ) =

∫

DxDx̂ exp[iS +

iλx(T )]
>�$VýZþ���þ

S =
∫ T

0
dt[x̂(ẋ+ cx) + iD2 x̂

2]
�
�2��ýZþP�5��[�ÿ����
� þ#"��R���5�G�!��[=\B�
9�9��
��[Mw7����þ n �d\�wWq��:ÿ��	�
���:,K\B�
�Eÿ!þD��ýZþ �d\/w

�@ÿ{�G�!���S�G���	�Eþ�"T�	�-�6þP� �5�
� A�� þ]+�����"/�G���	��ÿD�N���Eÿ{�G�!�������X>�$Gþ@� �3�Æþ�_��:ÿ��	�
�-�!����þ�9��8�E��þc�E�@þ��
x̂(t)

�	�-�����G���
�

ZT (λ) =

∫

Dx exp[− 1

2D

∫ T

0

dt(ẋ+ cx)2 + iλx(T )]

=

∫

Dx exp[− 1

2D

∫ T

0

dt(ẋ2 + c2x2) − c

2D
x(T )2 + iλx(T )]

=

∫

dxG(x, T ) exp[− c

2D
x2 + iλx] ,

n � � q

$VýEþ���þ

G(x, T ) ≡
∫ x(T )=x

x(0)=0

Dx exp[− 1

2D

∫ T

0

dt(ẋ2 + c2x2)] .
n ��'�q

ü6��FB�
��9.��ýZþPh������G��þ����	�8���
�)�N���	�x���
ZT (λ)

9��
�:þ��T�
� n 
�,
p*
�q{>B$Gþ@U���"

ρT (x) = NG(x, T ) exp(− c

2D
x2) ,

n � � q

$VýEþ���þ N ���D��ýZþ.�����	�-���
�
b��E�G�!���V� �:ÿ��	���c$Vý���ÿ\ýd9������8������þ
þ��7��ý���� ∫
dxρT (x) = 1

,�ü�ýZþ.9��B�/"Q�Zþ�$7�W���D��ý����
G(x, T )

�
�
������ý��!��9g� ����þ]��ý
���R��ýZþ.�!�-��9��!�
���G��[X�	�
�Êþ]A��G��A���9��E�G���%�N���W��ýZþ +��
�����	��� ý����	� ������ÿP����ÿ��
�!���E�G��� n hZþ������ ���`����"RI7�
������>
p���'�
�>��Q���G��ÿ������ >�^�o�o����
q{,��7Ag�G� ���V�����
�.AH���	�G�����������G� ���!�
b����	�
���S� �:ÿ{�G���#>/$¬þ³ý��3�@þ

G(x, T ) = exp[− c

2D
coth(cT )x2] .

n ����q

|�þ@U���":>/��ýB����>

ρT (x) = N exp{− c

2D
[1 + coth(cT )]x2} = N exp(− x2

2σ
) ,

n ����q

$%�!��ý
σ = (D/c)[1 + coth(cT )]−1 = (D/2c)[1 − exp(−2cT )]

>/A���þ
ÿ�����þ��
������9��
�:þ��T�B��<v+
, n 
�, ��q�,
ü�ýEþWA���þ��B�
�����Gÿ����.A��/�G���	�
�������
�5��þ�A
��>��N�G��� þ�+������	�
��� n 
�, � q4�G� n 
�,
p#^�q�>��-�3� �6þD9@þ��Zþ��G���!�
b!þ#".�	��"Zþ����H$%�!��ýT�5�	�-ÿ\ý����)�G��ÿ

�G���G������þ��Eÿ!þ2� �/"-þ��
��,J;M�����L�
���5�	�G�Eÿ{�G�!�@þK�G�W�N�-ÿ����4�����4�E�	��þ����G�!�������P��ýZþ��2���G9:þ��G�L� �/"-þ��X>�$Vý���ÿ\ý(���4�WA��G���G���)�BA���ÿ����@þ�_/��� A�� þ
�N���%��ýEþP��A�A��
��ÿ��E�G�!���V���6��ýZþ �d\�w UEþ���"T��ýZþ����G�-�N���G�-���
�
�	� �G� ��ýZþ@�G���	����� þ��Eÿ^þ]A��	����� þ��V,Kfnþ�� O(x, t, δ)

�)þP���Q���G���&�8���G�
������þ��G�3������þT"-þ�U��Zþ�" �E�.A
���5�!�	�
���

x
����"a�	�
�Êþ

t
>v����" $Vý���ÿ\ý "-þ�A6þ���"������ �d� þ���9���ý ��ÿ�����þ

δ
,a;M�Êÿ�������"'�6þg9��
�:þ��J>4�N���

�
���5�G���Eÿ^þ�>/���.��ýZþ@�:þ��
�-ÿ��!�)�-"/�&0ªþ���þ��)ÿ^þ�� O(x, t, δ) = u(x+ δ, t)− u(x, t) ≡ ∆u
,6;=�T���8"-þ��v�	�Êÿ���� A��/��þD��ýEþcAO"B�L�N���

∆u
>

"Zþ�������þ�"
ρ(∆u)

><�!�d��ýZþ-���	�B� A/�	���	��ÿ(�5�G�E�G�!�������G�Q�)�8�E�G�
�5�	��ÿ����4�5�G����þ n ���G�	���Êþ�"Q�G�T�6þÊý���� ��9:þ��Eþ����
�7�
�R�	�
�Êþ-����"`�5A��@ÿ^þ
�E���	��������þ��8q{>/$Gþ]"-þ�U
�Zþ@��ýZþ�ÿ\ý
���8�:ÿ{��þ��G�
�5�	��ÿ%�N���Eÿ{�G�!���

Z(λ) = 〈exp[iλ∆u]〉 . n � o�q

�
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'87:9;9�<:ã�� � "��éã6èê���P
;���%�
�-�������P0³è��;ã � ���������602�¢��Ü@����"65
'$9�<�å�5��
	��

�D�5�
��9-���E$ n 
�,!p3qv����" n 
�, ^�q�>�$Gþc$%�
�
�ný��3�:þ�>��N��� n 
�,!p���q�>

Z(λ) =

∫

DûDu exp{i
∫

dtdxû[
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
]

−
∫

dtdxdx′û(x, t)D(x − x′)û(x′, t) + iλ∆u} . n � p#q

r �
�E�@þ�>O��ýZþ ÿ\ý����8�:ÿ���þ��G���)�G��ÿ@�N���Eÿ{�G�!���`���³ÿ���� A�����þ�"��E�c�	�
�Êþ
t = 0

><$Vý���ÿ\ý`�
�@�TAZýB�B�	��ÿ����
�
�g�Êþ#�����
��9��N���4�3�@þ��8��9@þ�>H�&�2$¬þ
���	�	���Êþc��ý����%��ýZþ@C
�E$ � ���
���!�	�����J�5�G����þ@�
�%"Zþ�U��Zþ#"V�E�

t→ −∞ ,¢ü�ýZþ �d\�w �@ÿ{�G�!���T���2��ýZþ��V$%�	�!�5��þ��Q���

S =

∫

dtdxû[
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
] + i

∫

dtdxdx′û(x, t)D(x − x′)û(x′, t) .
n�� ^�q

�$ ��$ ø÷!§4Ç
ù
ÈZ§ªùW£)§/Ç ÈZ§/ú�÷^§ªù*+�¤9,�¥Úù!ù*+r§/¦�6

|�þ%����þv�3$�����þ�>3�5�
�Eÿ!þK��ýZþ2�N����"����õþ����G���B$2���GF@���2���E�\ÿ\ýZþ��
���6����"1üJ�E$%�
�+þ#" n p����:��q4>�������ýEþGþ�_/�
�5��þ��Eÿ^þ2�����
����þ��	� �!�5��þ�����>
�����/[M9������	�	�����VC��Eÿ��	�����	�
�����c��þ��@þ�����þ�"V�B�R�	���Êþ(AEý��/�	��ÿ����6������þ��G�E������þ��W�!�d�	���G������þ��)ÿ^þ�,]|�ý��!��þ(��ýZþ.�:þ��
�-ÿ��!�)�gUEþ���"d���D�����
���S�
����þ��G� �&�	��þ������E���G�
������þW�
�S9:þ��Zþ��8��� n ü6���6þ��
�!��9Vi�jvkEl
m
><p*����'�q�>��@þ��
�rÿ��&�)�-"/�!0ªþ���þ��Eÿ!þ��2�E���!�Zþ��5�G�
���H����"��B����ÿ������2��ÿ�����þ��v����þ�,
ü�ýEþÊÿ\ý�����ÿ^þ(���1��ýEþ.������þ��G�3������þ�� O(x, t, δ)

"-þ�A)þ���"��@���R��ýEþ."-þ��G���!���c���1��ýZþ �.�/"-þ��4����"-þ���ÿ����
�5��"-þ��8�E�G�!���:,]fJ���
���G���	���G�
þ�_/A)þ��	�
�Êþ����G�.����"'�����õþ��	��ÿ����K�	�!�����
���	�
����������þ����&ÿ��	�)ÿ������K�
� A
���5�8���Eÿ!þéýZþ���þ�>��!�'���G"Zþ��]�G�d9����
"-þT�����õÿ\ý�����ÿ^þ#��>6$Vý���ÿ\ý:>
ý���A6þ��N���
�!��ÿ�������"V���	�
��9��	���Êþ]�
�!9@ý��7�
�V��ýEþP����"-þ��G�5�G����"/�
��9-���4��ýZþP����"Zþ��G�!�B�
��9-�Êþ
ÿ\ý������
�	�-�%���6�	���	����� þ��Eÿ^þP9@þ��Zþ��G���	�
���:,
;=�ys@�G����ÿ\ý��
����� �.�.�/"-þ��W���@A
���G�5�
�:þR��"/�:þWÿ{�	�
���u�!�S�������	�����7�	�*�8��F:þ O(x, t, δ) = θ(x + δn̂, t) − θ(x, t)

>7�X, þ�>7��ÿ��������
"��&0ªþ���þ��Eÿ!þ������
����9d�	���ÊþS"��!��þ
ÿ��	�
���

n̂
,R;=�a��ý���þ!þ�[M"��!�Êþ��
�5�
������� >6��þ����
���)�G��ÿ C
�E$7��>4�+þ��:þ��G���1$v���	F/�(ý
�3�:þ-�6þ!þ�� "-þ�������þ#"`�	�

��ýZþQ�������!�/�	�
�����@�)�8�E�G�
�5�	��ÿ����vC
�Eÿ{�G���E�G�!�����.���WAH�E$¬þ��G�����D�	�8�����	�:þ��G��þ �E�!����9��!�	�
"/�!�
���1�@þ��
�rÿ��&�)�*"/�!0ªþ���þ��Eÿ!þ�� n ����AH�E$Gþ��8�(���
9��G��"/��þ����G�8q�� ��þ!þ]h��G����ÿ\ý�� ���H����F n p���� � q1�N���7�.��þ��B� þ�$��X,
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� A��G�!�Êþc�����(�6þ��8��>

(p, q)
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p < q
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(p− 1)(q − 1)/2
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ψ(m,n)
>/�����6þ��
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1 ≤ m < p
����"

1 ≤ n ≤ (q − 1)/2
>B�&�

p
�
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1 ≤ m ≤ (p − 1)/2
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1 ≤ n < q
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∆(m,n) =
(

(pn− qm)2 − (p− q)2
)

/4pq
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ψ(r1,s1)(z)
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ψ(r2,s2)(z
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|z − z′| → 0
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ψ(r1,s1)(z)ψ(r2,s2)(z
′) =

∑

(r3,s3)

(aā)(∆(r3,s3)−∆(r1,s1)−∆(r2,s2))
∑

(n,m)

C
(r3,s3)
{(n1,...,nk);(m1,...,ml)}

×L−n1 ...L−nk
L̄−m1 ...L̄−ml

a
P

nā
P

mψ(r3,s3)(z) ,
n � '�q
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∂t[< ω(x1, t)ω(x2, t)...ω(xn, t) >] = 0 ,
n � � q
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|z−z′|=|a|
(dz′/a)εαβ∂αψ(z)∂2∂βψ(z′) → 0
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a ≡ |a| exp(iθ)
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lim
|a|→0

∮

|z−z′|=|a|

dz′

a
εαβ∂αψ(z)∂2∂βψ(z′) ∼

∫

dθ
[

∂2
ā∂a∂z − ∂2

a∂ā∂z̄
]

(aā)(∆φ−2∆ψ)

×
∑

C{n;m}L−n1 ...L−nk
L̄−m1 ...L̄−ml

a
P

nā
P

mφ(z, z̄)

∼ (aā)(∆φ−2∆ψ)
[

L−2L̄
2
−1 − L̄−2L

2
−1

]

φ ,
n�� ��q
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C{1;2} = C{2;1}

����"
C{1;(1,1)} = C{(1,1);1}
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∆φ > 2∆ψ ,
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< ω̇(x)ω(0) >∼ (aā)(∆φ−2∆ψ) <
[(

L−2L̄
2
−1 − L̄−2L

2
−1

)

φ(x)
]

∂2ψ(0) > .
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∆φ+ ∆ψ + 3 = 0 .
n '�p3q

;=�g��ýZþ�ÿ����+þ@���4����þ��Eþ��G9��éÿ�����ÿ���"-þ�>���ýZþP���	9����Êþ����%�
�2��ýZþP�	���Êþ@����"S��ýZþ�ÿ������5�	�8���
���2�G���G�������/�%�G� �)þ
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