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Resumo. A procura de novos métodos computacionais para a solugdo de problemas de
mecdnica dos fluidos e transferéncia de calor, que sejam capazes de lidar com todas as
complexidades (fisicas, matemadticas e geométricas) dos problemas, tem dado espa¢o aos
chamados “control volume finite-element methods”. Estes métodos de volume finitos, com
algumas caracteristicas de elementos finitos, e associados a solu¢do acoplada e simultdnea
das equagdes de conservagdo e continuidade, vem se tornado uma alternativa de crescente
interesse. Este trabalho estuda um destes métodos conhecido como FIELDS, e discute duas de
suas mais importantes caracteristicas com respeito a fung¢do de interpolagdo e a discretizagdo
do termo difusivo das equagoes de Navier-Stokes. A aplica¢do do método para malhas ndo-
estruturadas também sera brevemente discutida.
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1. INTRODUCAO

O método FIELDS (FInite ELement Differential Scheme), desenvolvido por Raw (1985),
é uma metodologia de volumes finitos com algumas caracteristicas de elementos finitos. E
importante salientar que as caracteristicas de similaridade com o método dos el ementos finitos
nao sdo conceituais, mas apenas no tratamento de definicéo dos elementos. Ou sgja, 0 método
aqui descrito combina a conservacdo das propriedades nos volume de controle, caracteristica
fundamental dos métodos de volumes finitos, com a flexibilidade de um sistema de
coordenadas locais, a qual € uma ferramenta muito Util para a discretizacdo de geometrias
complicadas através de malhas ndo-estruturadas, caracteristica esta de métodos de elementos
finitos.

O FIELDS também possui outras caracteristicas importantes. Uma delas é de utilizar
como fungdo de interpolacdo as proprias equacdes do movimento, em sua forma completa
discretizada. Isto d4 a0 método a capacidade de incorporar todos os detalhes da fisica
envolvida no problema, propiciando um forte acoplamento p-v e estabilidade durante a
solucdo. Outra importante caracteristica esta associada a0 esquema de interpolacdo para o
termo convectivo da funcdo de interpolagdo, que pode envolver tanto as variaves



armazenadas nos nds quanto nos pontos de integracdo. O terceiro ponto € a maneira como o
termo difusivo é discretizado, no qual ndo é ssimplificado o divergente do vetor velocidade
mMesmo em escoamentos incompressives.

Esta trabalho concentra-se principalmente no estudo do termo convectivo da funcéo de
interpolacdo. Trés formas diferentes para um esquema skew upstream S80 apresentadas e
comparadas com relacdo a taxa de convergéncia, dificuldade de implementacéo e tempo de
CPU para o calculo dos coeficientes.

Outro importante ponto discutido neste trabalho é com relacdo ao termo difusivo das
equacdes de Navier-Stokes. O método FIELDS inclui o divergente do vetor de velocidades
(equacdo da massa para regime permanente), mesmo para escoamentos incompressiveis. Isto &
feito para forcar o aparecimento, em todas equagdes, de todas as variaveis (u, v € p) na
tentativa de tornar a matriz dos coeficientes mais estével e facil de resolver.

Finalmente € apresentada uma breve discusséo a respeito das potencialidades do método
para malhas ndo-estruturadas.

2. REVISAO DO METODO

O primeiro conceito basico que deve ser revisado é com relacdo aos aspectos geomeétricos
do método. Para isso, o elemento, 0 volume e os sub-volumes sero apresentados. Este
trabalho usa quadrildteros como elementos, os quais sdo formados pela unido de quatro nos,
onde todas as variaveis sd0 armazenadas, constituindo assim em um arranjo co-localizado.
Cada elemento deve ser tratado isoladamente dos demais através da utilizacdo de um sistema
de coordenadas local. O FIELDS usa um sistema de coordenada n&o ortogonal onde s e ¢
variam entre—1 e +1, como pode ser observado naFig. la.

volume
de controle

(a) elemento (b) SVCs (c) volume de controle

Figura 1: Caracteristicas geométricas

Deve ser observado na Fig. 1a que as linhas que ligam dois nds sdo sempre linhas de s ou
t constantes. Cada elemento € dividido em quatro sub-elementos menores chamados de sub-
volumes de controle (SVC), como pode ser observado na Fig.1b. Esta mesma figura mostra
também os ponto de integracdo (pi) onde as varidvel's devem ser aproximadas.

Todas as varidveis, fisicas ou geométricas, devem ser interpoladas dentro do elemento em
funcdo das varidveis armazenadas nos nés. Isto é possivel através de uma transformagédo de
coordenadas do sistema global (x,y) parao sistemalocal (s,7). Assm umavaridvel ¢ ququer
pode ser determinada em qualquer ponto dentro do elemento através da expressao.

¢(s,/) = 0’25[N1 G$+N, ¢+ N3¢ + N, ¢4] (1)



onde N; = (I+s)(1+1), N> = (I-s)(1+1), N5 = (I-s)(1-1) e Ny = (1+s)(I-t) sd0 as funcBes de
forma.

Finalmente, o volume de controle mostrado na Fig.1c, € criado em torno dos nés, o qual
recebe contribuicdes de quatro elementos diferentes.

A discretizacdo completa das equacdes pode ser encontrada em Schneider (1987), porém
uma versao resumida sera mostrada. Por exemplo, para a equacéo de Navier-Stokes em u
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obtém-se, através da integragdo sobre o volume de controle, e da definicdo de um vetor
normal a superficie do mesmo dado por dn, = —dx +dy

ou,
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Para o SVC1, o termo convectivo deve ser avaliado nos pontos de integragdo pi; € pia.
Destaforma, asintegrais sobre as superficies com estes pontos podem ser aproximadas por
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No termo convectivo, tanto o coeficiente “a” como a varidvel “u” sdo escritos em letras
minusculas. Isto indica que o subindice j referese aos pontos de mtegragéo € nNdo aos nos.

Exatamente como o termo convectivo, o termo difusivo serd avaliado sobre as mesmas
superficies. A parceladifusivadaEg. (3) pode ser entdo escrita naforma
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Procedendo de maneira idéntica para o ponto de integracdo 4 e com o auxilio da Eg. (1)
para a avaliacao das derivadas, obtém-se uma forma compacta dada por
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Ostermos transiente, de pressdo e fonte podem ser facilmente discretizados como
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onde.J é o Jacobiano da transformacéo.

Com todos os termos discretizados é possivel dar a forma final para a equagdo da
guantidade de movimento para a velocidade ». Assim, a equacdo de um elemento genérico
gualquer tomaaforma
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onde 0s “4,” e 0s “a," sG0 matrizes 4x4 em gue as linhas representam os sub-volumes e as
colunas representam as contribui¢des de cada né ou ponto de integragcdo para o sub-volume da
linha em questdo. As letras mailsculas referem-se aos nOs enquanto que as minusculas aos
pontos de integracdo. Os superindices ¢, d, p, s e t indicam respectivamente convectivo,
difusivo, pressdo, fonte e tempo, enquanto que u e v indicam se o coeficiente multiplica a
velocidade U ou V.

O vetor u; representa o valor das propriedades nos quatro pontos de integragéo. Para a
avaliacdo deste vetor faz-se necessario a utilizagdo da funcdo de interpolagdo que no método
FIELDS acaba por ser a prépria equacdo da quantidade do movimento discretizada de forma
guase idéntica a Eg. (10). Como este trabalho propde-se a explorar apenas 0s termos
convectivos desta funcéo de interpolacdo, apenas este termo sera apresentado.

3. TERMO CONVECTIVO DA FUNCAO DE INTERPOLACAO

A forma como o FIELDS cria as fungdes de interpolacéo através da discretizacdo das
equacdes do movimento, permite que cada termo (transiente, convectivo, difusivo, presséo e
fonte) possa ser tratado separadamente. Nesta seccdo, trés formas de interpolacdo para o termo
convectivo serdo abordadas: uma apresentada por Raw (1985) e duas propostas neste trabal ho.

Antes da apresentacdo dos trés esquemas de interpolacéo, é apropriado apresentar uma
breve introducéo aos j& conhecidos esguemas skew. A Fig. 2a mostra um elemento com seus
guatro pontos de integracdo e seus quatro nos. Pode ser também observado nesta figura a
direcdo do escoamento 7 , a qual esta alinhada com o vetor velocidade 1, e intercepta 0s
contornos do sub-volume e do elemento.

(a) suds (b) suds-no e suds-sf

Figura 2: Esquemas skew-upstream

O termo convectivo
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onde VV =+u® +v* ,@ ,€0 valor davaridvel amontante, e L € uma escala de comprimento. A
forma comog , serd aproximado ird determinar o esquema de interpolagéo.

3.1. Skew Upstream differential Scheme (suds)

Este primeiro esquema proposto por Raw (1985), utiliza para ainterpolacéo de ¢ ,, tato as
varidveis armazenadas nos nds como nos pontos de integracdo. Referindo-se novamente a Fig.
2a, pode ser observado que a linha de corrente 17 intersecta o SV C2 em um ponto entre ¢ , €0
ponto médio entre ®d, e d3. Entdo ¢ ,dbve ser interpolado em funcéo de ¢ ,, P, e P epde ser
EXpresso por

p=50+H-SHP 2 (13)

a
b

Desta forma, englobando todas as possibilidades de intersecdo da linha de corrente do
escoamento com as bordas dos SVC2 ou do SV C1, a avaliacdo do termo convectivo para este
esguema acaba envolvendo oito varidveis. quatro nos pontos de integraco e quatro nos nés. O
termo convectivo pode entdo ser expresso para um elemento como
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ondei indicao SVC e que; pode indicar tanto o ponto de integracéo, para os coeficientes em
letras mindsculas, quanto o no, para os coeficientes em letras mailscul as.

Para a criacdo das funcles de interpolacéo é preciso isolar a varidvel u, 0 que torna
necessario ainversdo da matriz de coeficientes ¢;;. Mesmo sabendo-se que a maioria dos seus
coeficientes sd0 zeros, € impossivel determinar quais ndo sdo, tornando-se necessario gque um
método geral de inversdo de matrizes sgja utilizado.

3.2. Skew upstream differential scheme-node (suds-no)

Este esqguema € uma simplificacéo para 0 esquema suds, onde apenas o0s valores nos nés
s40 utilizados, ao contrario do caso anterior que utilizava as varidveis nos nos e nos pontos de
integracéo. O procedimento é idéntico ao do suds, mas a aproximagdo de ¢ , éfatando mais
no contorno do sub-volume, mas sim no contorno do el emento.

Usando o escoamento mostrado na 2b, desta vez a discretizagcdo de ¢ , tma-se

_a _a
0 =50, + 0o, (15)



Como pode ser visto, ao invés de @ ,,® e ®3 apenas P, e P3 sdo utilizados para
aproximar ¢ ,. Esta formulacdo é mais simples de ser implementada do que o suds. Neste caso
existem menos formas de interpolar ¢ , etambém estdo envolvidas um menor nimero de
variaveis (apenas as varidveis dos nos) mas, como pode ser observado na Fig. 2b, o
comprimento de escala L torna-se maior, 0 que significa obter a informagdo do escoamento
em um ponto mais afastado, afetando assim diretamente a taxa de convergéncia do método.
Isto seré& discutido na secéo de resultados

Deve ser lembrado ainda que a matriz c¢;; neste caso € diagonal, e que sua inversa € obtida
diretamente atraveés da inversdo dos termos de sua diagonal principal (apenas quatro
operacoes).

3.3. Skewed upstream differential scheme-shape function (suds-sf)

Este esquema € também uma modificacdo do esguema suds. Aqui, hovamente apenas as
variaveis nos nos séo utilizadas parainterpolar ¢ ,jmes diferentemente do esquema suds-no, @
€ aproximado nos contornos do sub-volume de controle como é feito pelo esquema suds.
Neste, aEq. (1) é usada para calcular ¢ ,enfuncdo apenas das varidveis armazenadas nos nos.
Por exemplo, para o escoamento mostrado nafigura Fig. 2a ¢ ,, é&aculado por

¢, = 0251+ 5) @A+ 1)g, + (= 5) W+ 1)g, + U-5)Q-1)gs + (Lt 5) A1) (16)

onde s et s80 as coordenadas locais do ponto onde ¢ ,, g&aproximado.
As mesmas consideracoes feitas anteriormente para 0 esquema suds-no quanto ainversao
de ¢;; sd0 também aplicadas neste caso.

4. DIVERGENTE DO VETOR VELOCIDADE

A forma completa dos termos viscosos para a equacao de Navier-Stokes na direcéo de x
pode ser expressa por

o U u u
a%&‘ %wD % {0

Se u for considerado constante e o OF que multiplica (-2/3p) for simplificado,
encontramos, através de algumas operagdes al gébricas,

0 2u u
e 1
H 6y2 ax Ox ay E‘r (18)

E neste ponto que para escoamentos incompressiveis, o divergente de velocidade é
novamente feito igual a zero e a Eg. (18) toma a forma usualmente utilizada, sem o divergente
do vetor velocidade. No método FIELDS esta simplificacdo ndo € feita. Na busca de soluctes
analiticas as simplificagdes sdo bem vindas, enquanto que a manutencéo de certos termos sao
artificios usados em solugBes numéricas. A inclusdo deste termo, modifica a matriz dos
coeficientes e aparentemente proporciona um maior acoplamento entre as equacoes,
melhorando a estabilidade e taxa de convergéncia do método. Na verdade este termo propicia
0 aparecimento da velocidade v na equacédo de u e a velocidade u na equagdo de v.



5. MALHAS NAO-ESTRUTURADAS

O método FIELDS em sua primeira concepcdo (Raw (1985) e TASCflow (1995)), foi
utilizado apenas com mahas estruturadas (em coordenadas generalizadas), mas sua
formulacdo permite que malhas ndo-estruturadas também sejam utilizadas. Neste trabalho esta
possibilidade é mostrada para um problema simples, onde a discretizacdo com uma maha
estruturada ndo € apropriada para a geometria em questdo. Nenhuma modificacéo foi feita no
codigo para acomodar mal has ndo-estruturadas

O exemplo € o de uma cavidade quadrada com tampa moével e um furo no centro. A
geometria, mostrada na Fig 3, ndo pode ser facilmente discretizada com malhas generalizadas,
como pode ser visto em Maliska (1995). Uma alternativa para o tratamento deste problema é
dividir a geometria em varios subdominios, os quais sd0 resolvidos separadamente
(multiblocos), porém esta metodologia possui algumas dificuldades no tratamento das
interfaces entre os subdominios. Com a discretizacdo mostrada na Fig 3, o FIELDS pode lidar
com geometrias desse tipo, com qualquer ordenamento, sem nenhuma dificuldade. Na Fig. 3 é
mostrada também a solucéo, apenas para efeitos ilustrativos.
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Figura 3— Cavidade quadrada com tampa mével e um furo no centro - Re = 1000

Este é apenas um exemplo simples das vérias geometrias irregulares que podem ser
discretizadas com quadrildteros. O objetivo deste exemplo é simplesmente mostrar que o
método FEILDS pode lidar com malhas ndo-estruturadas onde ndo é necessario nenhum tipo
de regularidade e ou conex&o entre os volumes e el ementos.

6. RESULTADOS E CONCLUSOES

Uma das caracteristicas mais importantes do método FIELDS esté relacionada com a
forma de aproximacdo do termo convectivo da funcéo de interpolacdo. Na seccdo 3 foram
mostradas trés formas possiveis para estas aproximacfes. Aqui serd feito uma breve
comparacao entre o desempenho destes esquemas de interpol acéo.

O problema agui utilizado para tanto € o da cavidade quadrada com tampa movel. Este
problema foi escolhido pois apresenta as principais dificuldades encontradas na solucéo
numérica de problemas de mecanica dos fluidos, que sdo o forte acoplamento entre os campos
de velocidade e pressdo e as ndo-linearidades do termo convectivo. Este problema foi testado
e 0s resultados validados e comparados com os obtidos por Guia et al. (1982) e podem ser
verificados em Souza (2000). Como o objetivo deste trabalho ndo € a validacdo da
metodologia FIELDS, mas sim o estudo de algumas caracteristicas do método, estes
resultados ndo sdo mostrados.



O primeiro parémetro utilizado para a comparacéo é a taxa de convergéncia. A Fig. 4
mostra os residuos para o problema da cavidade com Re = 1000, e 4 ¢ =L

Como pode ser observado na Fig. 4, a performance de cada esquema esta diretamente
relacionada com o refino de malha. Em malhas grosseiras os esquemas suds € suds-sf possuem
uma melhor performance, enquanto que para malhas mais refinadas o esgquema suds-no
apresenta uma taxa de convergéncia melhor.

Comparando primeiramente 0s esquemas suds € suds-sf, a melhor performance do
esguema suds-sf para malhas grosseiras (Figs. 4a and 4b) deve ser explicada pela forma como
sdo feitas as interpolagdes para ¢ ,datro do elemento. O esquema suds-sf utiliza-se de uma
interpolacéo bilinear (através das shape functions) para a avaliacdo de ¢ ,,aqual € melhor do
gue a interpolacdo linear usada pelo esquema suds. Para malhas refinadas, estas duas formas
de interpolacdo retornam aproximadamente os mesmos valores, entdo a forte conectividade
dos quatro pontos de integracdo imposta pelo esquema suds torna-se mais importante do que
sua interpolacdo linear. A matriz para os pontos de integragao (c;;) € na realidade um sistema
de equacbes que relaciona os quatro pontos de integracdo de cada elemento. Com a solugéo
deste sistema, na realidade estdo sendo encontrados valores para as variavels nos pontos de
integracd0 que a0 mesmo tempo satisfazem as necessidades do escoamento em quatro
posicOes diferentes dentro do mesmo elemento. Como cada elemento contribui para a
formagao dos coeficientes de quatro volumes diferentes, este esquema acaba por também criar
uma certa conectividade entre os quatro volumes adjacentes. Isto da ao esquema suds uma
melhor performance para malhas refinadas.
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Figura 4. Performance dos diferentes esquema de interpolacéo - Re = 1000

A performance ruim do esquema suds-no (Figs. 4a and 4b) para malhas grosseiras talvez
possa ser explicada através da andlise do comprimento de escala L, que determina a distancia
entre 0 ponto de integracdo i e 0 ponto onde ¢ , €interpolado. Quando um problema



fortemente convectivo esté sendo resolvido, que é o caso analisado neste trabalho, e a fungdo
de interpolacdo € composta por uma série de termos cada um representando um dos termos da
equacéo de Navier-Stokes, o termo convectivo deve ser dominante, 0 que implica que o
comprimento L deve ser pequeno. Este comprimento é significativamente maior no esquema
suds-no, cOmo pode ser visto naFig. 2.

Quando a malha é refinada, a performance do esquema suds-no aumenta, provavelmente
em razdo do fato de que deve existir um comprimento de escala L 6timo, o qual incorpora a
correta influéncia do termo convectivo na funcéo de interpolacéo. Das Figs. 4c e 4d, onde 0s
esguemas suds e suds-sf apresentam uma taxa de convergéncia inferior a do esquema suds-no,
pode-se concluir que o comprimento L é menor do que o seu valor 6timo. Para estes
esguemas, pode-se sugerir que se ¢ , tse interpolado em uma posi¢céo fora do elemento,
talvez a taxa de residuo fosse melhor. Da discussdo apresentada acima, chega-se a conclusao
de que o esquema suds € mais estavel, apresentando uma boa taxa de convergéncia para todos
0s casos experimentados, mas pode também ser observado, que os outros dois esquemas sao
também 6timas opcdes e que em alguns casos especiais, funcionam melhor do que o esquema
original suds.

A principal motivacdo para a criacdo dos esquemas suds-no e suds-sf foi a possibilidade
de reducdo do tempo de célculo dos coeficientes. Como todos o0s esquema (suds, suds-no €
suds-sf) sd80 muito similares, e apenas pequenas modificagdes no algoritimo diferem um
esguema do outro, comparagdes entre os trés esquemas podem serem feitas com relagéo ao
tempo de CPU para o célculo dos coeficientes.

A Tabela 1 ilustra a relagdo entre os tempos para o caculo dos coeficientes para os trés
esguemas, nota-se que 0S esquemas suds-no € suds-sf S0 em torno de trés e um porcento,
respectivamente, mais rgpidos do que o esquema suds.

Tabela 1: Tempo de CPU para o calculo dos coeficientes

Esquema malhas
21x21  31x31  51x51 101x101
suds 1.00 1.00 1.00 1.00
suds-no 0.97 0.98 0.97 0.96
suds-sf 0.99 0.99 0.98 0.99

Os ganhos com o tempo para o calculo dos coeficientes dos esquemas suds-no € suds-sf
propostos neste trabalho sdo pequenos. Os teste feitos mostraram que para uma formulagéo
bidimensional, onde ¢;; € uma matriz 4x4, os métodos para 0 calculo de sua inversa séo
bastante rdpidos e o tempo gasto pegqueno. Mas, para uma possivel versdo tridimensional, as
pequenas vantagens dos esguemas suds-no € suds-sf aparentemente deverdo ampliar-se
geometricamente, pois a matriz ¢;; passaria a ter 12x12 termos, tornando sua inverséo
(necessaria no esguema suds) inviavel, e também porgque o nimero de termos armazenados
NOS esguemas pPropostos (suds-no e suds-sf) seriam apenas 12 ao invés dos 144 necessarios no
esquema suds.

O dltimo ponto estudado é com relacdo a ndo simplificacdo do divergente do vetor
velocidade no termo difusivo. Em primeira andlise, € esperado que esta inclusdo no maximo
melhore a convergéncia, mas como é mostrado na Fig. 5, esta € decisiva. O problema utilizado
foi 0 dacavidade para Re = 1000, malha cartesiana de 31x31 volumese 4 ¢ =1

Analisando a Fig. 5, observa-se que nos problemas com Reynolds baixo, a influéncia do
termo adicional ndo é sentida, porém com o aumento do nimero de Reynolds, esta passa a ser
decisiva. A melhor performance do método com a inclusdo do divergente nos termos
difusivos talvez possa ser explicada através de uma andlise numérica. Com o aumento do



Reynolds, o sistema torna-se mais instavel e dificil de convergir. A inclusdo deste termo
adicional nas equacBes do movimento cria, por assim dizer, um acoplamento “numeérico”
entre os campos de u, v e p, facilitando a convergéncia do sistema.
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Figura 5— Divergente do vetor velocidade - Re = 1000

Dos resultados acima apresentados, fica claro que para esquemas de interpolacdo do tipo
skew upwind, associados a métodos de control volume finite elemets, dois fatores sdo
decisivos para 0 seu desempenho: o nimero de pontos envolvidos nas interpolacdes e a
distancia entre o ponto a ser avaliado e o ponto onde € redlizada a interpolacdo. Também é
interessante ressaltar a importancia da forma da matriz dos coeficientes, o que como foi
mostrado, sem a inclusdo dos termos adicionais a esta matriz, podemos ndo conseguir a
convergéncia do sistema de equacoes.
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Abstract. The search for computational methods to the solution of the fluid mechanical and
heat transfer problems that could deal with all the difficulties in a “strong” way, combine
with the growing capabilities of processing and memory storage of the modern computers,
make the control volume finite element methods, associated with a coupled solution of the
Navier-Stokes and continuity equations, of great interest of the scientific community. This
work studies one of these methods known as FIELDS, and discusses some of its important
private characteristics with respect to the interpolation functions and the discretization of the
diffusive term of the Navier-Stokes equations. The applicability of the method for unstructured
grid will also be discussed.
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