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Resumo: O objetivo do pesente trabdho foi o de desenvolver um cddigo computaciond,
utili zando atémica espedral da colocacdo, paa simular camadas de mistura compresdve e
turbulenta, em desenvolvimento temporal e espacial, descritas pelas equacbes governartes
completas, na forma conservativa. Para isto, implementourse 0 método espedral da
colocacdo ce Chebyshey, aliado ao esquema de integracdo temporal de Runge-Kutta,
utili zando uma formulacéo explicita. Para a dscretizacdo das derivadas parciais envolvidas
no equacionamento, uilizou-se a Transformada Rapida de Chebyshev (TRC) que permitiu
obter um significativo ganho navdocidade de processamento. O codigo computaciond foi
desenvolvido paa simular escoamentos compresdves, em altos e baixos ndmeros de
Reynalds, com e sem €feitos de estratificacdo. Os resultados revdaram varios aspedos das
estruturas dos escoamentos que, na sua gande maioria, concordam com as conclusoes
apresentadas por varias pesquisas ©bre amadas de mistura. Em particular, sdo ilustradcs
os detalhes do comportamento do campo ce densidade nas camadas de mistura espaciais e
temporais, evidenciando @ efeitos dataxa de densidade na camadaturbulenta.

Palavras-chave: Camada & Mistura, Chebyshev, Colocacao Espedral, Escoamento
Compresdvd e Turbulento

INTRODUCAO

O suces do método espedral na solugéo de problemas fisicos reladonados com a
&rea da dindmica dos fluidos tem sido apredéavel (Cannuo et al., 1989. Entretanto, esta
témicando foi ainda desenvolvida o suficiente para éranger, pa completo, todcs os tipos de
problemas fisicos reladonados a Dindmicados Fluidos.

O método espedral pode ser visto como 0 maximo de desenvalvimento da dasse de
esquemas de discretizacd® de equagdes diferenciais, conheddo genericamente @mo Método
dos Residucs Ponderados (MWR) (Finlayson e Scriven, 196§. O Método ds Residucs
Ponderados caaderiza-se por estabelece uma funcéo tentativa, também conhedda como
funcdo peso. As fungdes tentativas sio usadas como fungdes base para uma expansdo em serie
truncada da solugép. As fungdes teste sdo usadas para garantir que a guac@® dferencia sga
satisfeita com uma predsdo adequada pela expansdo da série truncada. Isto € dcangcado
guando se minimiza o residuo (erro prodwzido pelo truncamento da série). Um procedimento



equivaente é @uele em que o residuo satisfaz uma ondcéo de ortogondidade entre &
funcdes tentativas e & fungoes teste (Cannuio et al., 1989.

A escolha das funcdes tentativas que distingue o método espectral em dos métodos de
diferencas finitas e dementos finitos. As funcdes tentativas do método espedra sdo funces
globais infinitamente diferencidveis (tipicamente, elas 0 produos tensoriais das auto-
funcdes dos problemas sngulares de Sturm-Liouvil le).

A escolha das funcOes teste caaderiza a distincéo entre os principais esquemas
espedrais. Galerkin, Colocac® e Tau. Na témica de Colocac®, as funcdes teste sdo
transladadas pelas funcbes delta de Dirac centrada en porntos espedais, chamados de portos
de mlocac®. Contudo, un conjunto de ejuagdes plementares é usado para licar as
cond¢des de @ntorno.

A témica epedra aplicada no presente etudo foi a do méodo ch mlocacd®d
espedral de Chebyshev, que quando comparada cm as outras técnicas, oltém as eguintes
vantagens. maior fadli dade de implementac@® computadonal, maior fadli dade de alicac®
ao problema (Cannuo et al., 1988 e ndo exigem periodicidade das cond¢des de wntorno.

Neste estudo a témica espedral foi aplicada para smular escoamentos denominados
Camadas de Mistura, que é caaderizado pa uma regido intensamente turbulenta formada no
limite entre dois escoamentos paralelos com velocidades diferentes. A camada de mistura de
um fluido rewtoniano, réo reaivo e compresdvel € um dos escoamentos turbulentos mais
simples. Contudo, apesar desta simplicidade relativa, este escoamento apresenta enm sua
estrutura um comportamento bestante  @mplexo,  posaiindo todos os fendmenos
caraderisticos da turbuléncia. O comportamento da canada de mistura depende da nd¢éo
inicial (escoamento inicial), da condc¢éo de antorno (geometria do escoamento), do nimero
de Reyndds e do nimero de Mach. Considerando-se que arazdo entre forgas inerciais e
forcas viscosas é dada pelo numero de Reyndlds, esta razédo é cnsideravelmente maior no
escoamento turbulento. O principio da similaridade do nimero de Reynadds indica que os
escoamentos cisal hantes turbulentos deveriam alcancar um estado e eguilibrio unversal. Em
particular, em escoamentos de canada de mistura, a taxa de evolugcd da camada na direcé®
axia € pequena € consequentemente, o mincipio de euilibrio dnadmico sugere que esta
camada deveria progressvamente dcancar aindependéncia da cndcéo inicial (Husain et al.,
1979.

E notével que en um escoamento constituido pa estruturas organizadas, semelhante a
uma canada de mistura instavel, apresenta muitos aspedos asociados com 0S escoamentos
turbulentos (caraderizados por uma larga banda no espedro). Porém, as medidas de flutuacé
de densidade redizadas por Reballo (1973 mostraram que & grandes estruturas presentes na
camada de mistura tém um comportamento de aito-preservacd.

MODELO MATEMATICO

Com o oljetivo de fadlitar o tratamento computaaonal, as equagdes que modelam o
problema sdo tratadas na sua forma @nservativa, foram escritas na forma matricial, como
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Como condcéo inicial, para smulac® do problema de canada de mistura mm
desenvolvimento tanto espada quanto temporal, foi imposto um perfil inflexional do tipo
tangente hiperbdlica como pock ser observado mafigura 1.
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Figura 1. Perfil basico inicial para canada de mistura en desenvolvimento espadal.

As cond¢des de mntorno para canada de mistura en desenvolvimento temporal séo
periddicas a0 longo da direc® x e impostas na direc® y, para todas as variaveis
independentes. Para o problema desenvolvendose epadlamente todas as varidveis
independentes foram impostas, sendo que: impas-se um perfil inflexional na entrada e
cond¢éo de Neuman nas outras laterais.

APROXIMACOES NUMERICAS

No presente trabalho, as EDPs do problema foram discretizadas utili zando-se atémica
da Colocacé Espedral, com distribuicéo de portos de quadratura seguindo a formulacéd de
GaussLobatto. O méodo & mlocac® espedral de Chebyshev adapta-se melhor com este
tipo ceformulacé® (Cannuto et al, 198§.

Para obter-se uma solucédo estadondria estavel, separam completamente &
discretizagdes no tempo e no espago. Primeiro dscretizam os termos espadais, oltendo-se
uma ejuacd dferencial ordindria (EDO), tendo como varidvel independente o tempo.
Posteriormente, discretiza-se aEDO resultante no tempo. Paraisto, neste trabalho foi aplicado
0 método ¢k Runge-Kutta de ordem s, propcsto pa Jameson, Schimidt e Turkel (1981), once
adiscretizac@® notempo é ohtida por pas de tempo dvidido em estagios.

Tomando-se & Equagdes matriciais 1 a 3, é posdve definir uma fungéo P(U) que
caraderiza aprojecd espedral no espag, oltida apartir do cdculo das derivadas espadais,
tal como:



p(U):_ﬂE_dF

- 5
Lx o&x oy ©)
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Assm, pocde-se glicar uma discretizagd notempo, seguindo ométodo e Jameson,
Schimidt e Turkel (1981), descrito abaixo:

U, =u"
para k=s,(s-1)...1
u, :U”+%AtP(Uf) (7)
fim - para
Un+l:Uf

onde U" é o vetor contendo s valores transitérios das equagdes de mnservaca® noinstante
t =n, dados pela Eq. 1 (ver cgoitulo 3 e Cannuo et al., 1988, @ra melhor entendimento do
método).

A témicanumérica enpregada neste estudofoi 0 Método Espedral da Colocac®, qe
se caaderiza ha expansdo em séries discretas das derivadas espadais de primeira esegunda
ordem, utili zando-se os palindmios ortogonais de Chebyshev. Estes polindmios apresentam as
vantagens de ndo exigir periodicidade nas condc¢bes limites e sdo faces de serem
implementados computadonalmente. Uma vasta literatura pode ser encontrada, tratando-se
tanto da témica espedra da wlocacd®, como sobre & propriedades dos palindmios de
Chebyshev (Cannuo et al, 1989.

A série de Chebyshev referente a &pansio de uma fungd f(x) é uma série de

cosenos, a qual poce ser denominada de f(6). Se f(x) & infinitamente diferenciavel em
[-11], entdo () é também infinitamente diferenciével e periddica assm como todes sias
derivadas de ordem superior, no intervao [0,27'[]. Contudo, ointerese é pelas sries de

Chebyshev discretas finitas. Para is©0 usouse a formula explicita de Chebyshev-Gauss
Lobatto para porntos discretos de quadratura efuncoes pesos discretas. Estes portos discretos
geram uma malha bidimensional que assumem aformadadanaFig. 2.

Figura2 Malha poligonal com adistribui¢éo de pontos utili zando aformulac@® de GaussLobatto, com N=64.



Assm, aplicando-se atémica da quadratura (Cannuto et al, 1989 a transformacéa®
discreta para o espa@ de Chebyshev para uma dadadistribui¢cdo de portos de quadratura, fica

.1 N
f :—Z f(x)T (x)w, ,once vy, =m (8,9

k =0

e ainversadaEq. 8 poe ser escrita @™mo segue:
N A
f(x,)= z f T (X)) (20
=0

A derivada de uma funcéo f expandida an série de polindmios de Chebyshev pode
formalmente ser escrita mmo:

fr(x) = i fOT (%) (11

once fk(l’ s80 os coeficientes de expansdo da primeira derivada da funcé f no espag
Chebyshev, os quais podem ser obtidos através de operagdes mateméticas com os coeficientes
de epanséo fk. Em outras paavras, fk(l’ € adiferenciacé® de fk. s pock ser cdculado
pelas sguintes expressies, iterativa ereaursiva, respedivamente;

N 2 =2 . N N N
fk(l) = P kzl pf,, ou fk(l) = (fk(+l)2 + 2(k +1)fk+l)/ck (12,13
k p=K+
p+kimpar

A diferenciagc® de umafuncd pock ser obtida, usando-se tanto a Eq. 12 quanto a Eq.
13. Seguindo-se um destes procedimentos, uma diciente maneira de obter rapidamente &
derivadas € utilizando um cddigo de Transformada Rapida de Chebyshev (TRC). Neste
algoritmo, redi za-se uma TRC direta, once se obtém os coeficientes discretos da expansdo em

série de Chebyshev, fk , como caraderizado pela Eq. 8. Posteriormente, aplicase aEq. 12 ou

aEq. 13, olendo-se os coeficientes discretos da expansdo em série de Chebyshev da derivada
da funcdo f. Em seguida, aplicase uma TRC inversa, oltendo-se aderivada da fungéo f, no
espaqo fisico. O algoritmo usado para cdcular a TRC é baseado no algoritmo da FFT. Neste
cas0, O nulmero tota de operagdes para obter-se tal resultado é da ordem de

(5Iog2 N +8+2q)N (Cannuo et al., 1989, once q é aordem da derivada. Ta agoritmo é

apresentado ncs paragrafos seguintes.

Uma outra maneira de @l cular as derivadas, noMétodo ch Colocaca de Chebyshev é
o0 méodo ce multiplicac® de matriz, baseado ra témica de interpoacd® de Lagrange
(Cannuo et a., 1989.

Uma omparac® da velocidade de processamento, uilizandose os das
procedimentos para 0 cdculo das derivadas, (Transformada Rapida de Chebyshev, TRC, e
Multiplicac® de Matrizes, MxM) é gresentado ra Tabela 1, iso para trés tipos de
processadores diferentes.



Tabela 1: Tempo ce processamento utili zado no cdculo da derivada de uma sendide usando ométodo ca
colocac¢® de Chebyshev, (Tempo em segundos).

Pentium 166\Vihz DEC3000 RISC6000

N Matriz FFT Matriz FFT Matriz FFT
8 3,00x10° 3,75¢x10° 8,67x10° 3,33x10° 5,00x10° 2,00x10°
16 7,00x10° 6,75x10° 1,67x10° 6,25x10° 1,00x10° 3,50x10°
32 1,73x10* 1,38x10* 6,67x10° 1,12x10* 2,00x10° 6,00x10°
64 7,55x10* 2,75x10* 2,50x10* 2,25x10* 3,20x10* 1,30x10*
128 3,00x10° 6,18x10* 1,10x10° 5,00x10* 1,42x10° 2,70x10*
256 1,26x10° 1,38x10° 1,06x10° 1,07x10° 7,80x10° 6,10x10*
512 5,24x10°? 4,33x10° 4,38x10° 3,62x10° 3,73x10? 1,65x10°
1024| 2,35x10* 9,66x10° 1,90x10* 7,12x10° 1,54x10* 5,14x10°

A Fig. 3 mostra dgumas comparagdes entre varias témicas que permitem cacular
derivadas a partir de um conjunto discreto de dados. Também, esta figura mostra um gréfico
de ero oltido ao cdcular-se aderivada de uma fungéo sendide pelo nimero de portos usados
na maha Faz-se uma omparacé@® entre quatro métodacs distintos, os quais $0: método s
diferencas finitas de primeira ordem (FD10), méodo s diferencgas finitas de quarta ordem
(FD40), método espedral usando um algoritmo de Transformada Rpida de Fourier (FFT) e
método espedra usando multiplicac@® de matrizes (MxM). Observa-se nesta figura que para
relativamente baixos numeros de portos, 0s metodos espedrais apresenta um erro
(erro = O(10™) consideravelmente menor do que os métodas de diferencas finitas ( FD10
erro < O(10%) e FD10 erro < O(107)).

FFT
MxM

FD10
FD40

Erro

T O S R I S TR T T S |
256 512 768 1024

Figura. 3. Comparacé entre os erros embutidos na derivadadafungéo f (x) = senx.

As funcbes ou derivadas de fungdes estimadas atraves de expansdes em séries, como
descrito adma, apresentam um comportamento oscilatério ncs portos vizinhcs as
descontinuidades. Este comportamento oscil atorio é denominado fendmeno de Gibbs. Estas
oscilagdes aumentam devido a dois fatores: truncamento da série einterpolac®. Devido ao
erro de interpolacd®, os vaores das fungbes e de suas derivadas nos portos extremos do
dominio uilizado para o cdculo apresentam oscilagdes sgnificaivas. Estes fatos 0
evidenciados na Fig. 4. Observa-se quando se estima aderivada de umafungéo continua, os
erros relativos mantém-se na mesma ordem de grandeza que os oltidos para a etimac® da
funcdo, contudo, nocdculo de uma derivada de uma funcd descontinua, como uma funcéo
tangente hiperbdica tende auma funcd impulso no porto de descortinuidade, os erros
relativos na estimac@® destas derivadas 0 mais sgnificaivos. Estes fatos caraderizam o
fendmeno de Gibbs estéo evidenciados naFig. 4a.
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Figura4 Comparac® entre & derivadas analiti cas e estimadas.(a) Fungéo tangente hiperbdlica
(descontinua). (b) Funcdo sendide (continua); (os dmbolos A representa a airva dafuncdo andlitica,

0 representa a @rva groximada da fung?o e + representao 109, ,(dif ) entre & duas curvas).

Para manter o controle das instabili dades na solug& numéricado problema rediza-se
em aguns momentos dos cadculos uma filtragem numérica a fim de diminar estas
freqiéncias espurias presentes.

Devido a0 motivo explicado adma existe uma tendéncia de uso de filtragem ou
alisamento que @enuam os comprimentos de ondas de pegquenas amplitudes, caaderisticos
dos ruidos, introdwzidos nos cédculos devidos aos erros numéricos. Para tanto foram utili zadas
funcOes de disamento e filtragen, o, (Lanczo, Raised cosine, Sharpined raised cosine,
Exporential cut-off) (Fernandes, 1999 .

Existem dois caminhos para anenizar as oscil agdes espurias presentes nos caculos.
Um primeiro caminho, trata-se de obter um alisamento da fun¢éo através de uma integrac@®
singular, como segue:

SuF (0= (R, (=) T (y)ay (19

once S, f (x) representa afungfo alisada, K, éumamatriz nicleo, dada por

N/2

K (&) =1+ ZZ o, coské (15

Um segundocaminho, trata-se en amenizar a presenca do fendmeno e Gibbs através
da exeaugdo de uma filtragem pura. Assm, considerando umafungéo f (x) qualquer, parase
obter a filtragem da mesma, é suficiente glicar uma da fungdes de filtragem sobre os
coeficientes de expansdo dafuncéo, como segue

A S

F f =fo, (16)

once F fk representa afuncéo ali sada

Exeautando-se afungéo dada pela Eq. 15 @orre uma gradual reducd das amplitudes
dos comprimentos de ondas de pequenas valores, tanto os comprimentos de ondes referentes
a0 problema fisico quantos aqueles originados pelos erros numéricos. Assm, para que hgja
uma reducdo sisteméticados erros numéricos, torna-se necessirio ter um conhedmento prévio



da faixa de nimero de ondas caraderisticos dos erros numéricos embutidos na fungéo. A
partir deste dado, poa-se alequar a banda de passagem do filtro para diminar somente os
ruidos.

RESULT ADOSE ANALISES

O dominio ided para simular camadas de mistura deve @nter um nimero inteiro de
vortices fundamentais (a periodicidade dimensional do comprimento de onda fundamental é

Aa=14.13,, como sugerido na literatura), satisfazendo a seguinte relag@® L, =mA_, com i=x
ouy (Comte ¢ a. 1989. Este estabeledmento € pertinente porque se fixa, com antecealéncia,
0 comportamento da estrutura do escoamento. Fixandose m, =(1/2)m , para canada de

mistura an desenvolvimento temporal, € imposta aperiodicidade na direcé X, sem bloguea a
difusdo latera da camada de mistura antes desta dingir um longo periodo te aescimento.
Para a canada de mistura en desenvolvimento espada foi imposta uma @ndcdo de
escoamento dcs vortices na saida do daminio. Exeautou-se asimulac® do problema, na
maioria dos casos, usando-se uma malha de média resolugéo (128«128), para uma canada de
mistura mmpletamente turbulenta.
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Figura 5. Evolug&o docampo ce vorticidade en uma canada de misturatemporal (Re,=3,94x10°, M.,.=0,29, Pr.,
=0,72,n,=05 en; =0).(a) t*=0,075s, (b) t*=0,094s; (c) t*=0,113s, (d) t*=0,131s, (€) t*=0,151se(f)
t*=0,16%.

A Fig. 5 gpresenta a @olucéd do campo ck vorticidade para uma canada de mistura
temporal, simulada para um perfil hiperbdico inicia, com uma velocidade U;=150m/s e
U,=50mV/s, e sem estratificac®d; isto &, perfis de temperatura edensidade iniciais constantes. A
mudanca basica aser anadlisada nestes cdculos €é interferéncia da distribuicdo do campo de
densidade no acmplamento de todas os campaos do escoamento. Em estudas com escoamentos
estratificados aparecan flutuagdes de pequenas escdas nos campos de velocidades (estudos
nao apresentados no presente trabalho). Este fato concorda cmm as conclusdes apresentadas
sobre 0s experimentos de Brown e Roshko, (1974). Observa-se nesta figura que o escoamento
apresenta estruturas de um escoamento compresdvel, onck os vortices coerentes de grandes
escdas podem ser observados de forma bem definida.
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Figura 6. Espedros da canada de mistura en desenvolvimento temporal (Re,,.=3.5x10°, M=0,27, Pr = 0,72,
n, =« en; =0,285). (a) Espedro de energia térmicapara varias tomadas de tempo e (b) Espedro de
energia dnéticapara vérias tomadas de tempo.

Na Fig. 5 os processos de malescéncia, rotagcd e anparelhameto aparecem de forma
evidente, pocendo ser observados com muita dareza. Porém, nda-se que estes procesns
dindmicos para & estruturas coerentes de grandes escdas, acontecan de maneira semelhante
aos casos estratificados

Os espedros de energia dnética ede energia térmica alimensionais estdo mostrados
nas Figs. 6.a e6.b, respedivamente, como umafungéo do nimero de onda alimensional, para
vérias tomadas de tempo, entre 0s quais encontra-se incluso o tempo referente a canada de
mistura completamente desenvolvida. Os cdculos destes espedros de energia, usando as
propriedades nas formas adimensionais ndo afetam a caaderisticado espedro. Os resultados
referente a etas figuras foram obtidos, a partir dos cdculos da smulagé de uma canada de
mistura en desenvolvimento temporal, com nimero de Reynolds 3,5¢10°, com uma taxa de
velocidade de n, = e m@m uma taxa de temperatura de n, = 0,285, estes resultados estdo

de aordo com as conclusdes de Winant eBrowand (1974).
CONCLUSAO

A metoddogia espedral, apesar de ser extremamente predsa tem sido pouwo
empregada para a solugéo de problemas modelados por equagdes diferenciais parciais
complexas, principamente aqueles reladonados com a dindmica dos fluidos. Um fator
prim&rio que tem contribuido pra ete fato € a omplexidade de implementacé
computadonal envalvida. Outros fatores a serem evidenciados, os quais, com certeza, limitam
a glicacd® datémica espedral, sdo ainviabilidade do wso destatémica quando considerada
sobre um Unico daminio, em solucgdes implicitas, devido ela gerar matrizes cheias, de grandes
dimensdes, tornando a velocidade de cdculo bastante baixa. Com relagé® ao uso da témica
em solugdes explicitas existem inconvenientes, tais como: a témica é bastante instavel, se
utilizada en um procedimento de cdculo explicito, pa se tratar de uma témica de dta
predsdo, livre de disspacd® numérica gerando flutuagdes numéricas indesgavels, que sao
amplificadas ao longo dotempo, causando dvergéncia na solucéo.

Neste estudo dilizou-se o0 método espedral da mlocac® de Chebyshev aliado ao
esquema de integracd® temporal de Runge-Kutta, utilizando uma formulac@® dscreta
completamente explicita. Para a discretizacd® das derivadas parciais envavidas no
equadonamento foram desenvalvidos e testados dois métodos de cdculo para @& mesmas,



sendo um deles a témica de multiplicac® de matrizes e um outro uili zando a transformada
rapida de Chebyshev (TRC).

Contudo este método apresenta instabili dades de cdculo para aformulacé® explicita
nos cdculos das derivadas de funcbes descontinuas denominadas fenémeno dce Gibbs, is©
proximo das descortinuidades. Para minimizar este deito e estabilizar a solucéo, foram
aplicados procedimentos de filtragem e disamento ncs cdculos computadonais.
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Abstract. The objective of the present work was the development of a computational code,
using the Collocation Spectral Technique to simulate the compressible and turbulent mixing
layers, in temporal and spatial developments, described by the complete conservative
governing equations. An explicit formulation for the Chebyshev Collocation Spectral
Technique was implemented using the Runge-Kutta scheme for the time-stepping integration.
The partial derivatives in the governing equations were evaluated using Fast Chebyshev
Transform (FCT) that allowed to reduce significantly the processing time. The computational
code was developed to simulate compressible flows under high and low Reynolds numbers,
either with or without stratified effect. The results revealed several aspects of the flow
structures, agreeing with previous conclusions about the mixing layers. Particularly, it was
illustrated the details of density field behavior in temporal and spatial mixing layers,
enhanced the density rate effect in the turbulent mixing layers..

Keyword: Mixing Layer, Chebyshev, Spectral Collocation, Compressible flow e Turbulence.



