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Resumo: Este trabalho tem como meta a apresentacado de stud@ da dindmica de rotores a
partir de um modelo simplificado, bem como o detalento tedrico necessario para se obter as
equacdes de movimento de um rotor simétrico. Avaglib deste estudo € a determinacéo, a partir
do desenvolvimento realizado, das duas primeiragiféncias do rotor em funcdo da velocidade de
rotacdo, através do meétodo de Rayleigh-Ritz. Coomlosédo, pode-se observar que um rotor
simétrico possui duas curvas de freqiéncias enifuda velocidade de rotacdo, caracterizando os
movimentos de precessao direta e de precessacsavassim, a velocidade de rotacdo influencia
diretamente estas frequéncias atraves do chamaaio gfiroscopico.

Palavras-chave: rotores, méetodo de Rayleigh-Ritz, comportamentandioco de rotores.

1. INTRODUCAO

O presente trabalho tem o carater de estudo irttadubaseado numa bibliografia classica
sobre o assunto, Lalanne e Ferraris (1998), pdysidiar o projeto de pesquisa do Programa de
Educacdo Tutorial — PET dos cursos de graduacdoErgenharia Mecanica e Engenharia
Mecatronica da Universidade Federal de Uberlamskaim, o estudo tem a finalidade de permitir
uma primeira abordagem ao assunto, ainda num d¢ondexum curso de graduacéo, despertando o
interesse pelo tema.

Os rotores sdo componentes de maquinas que giratoremde seu préprio eixo, podendo ser
tanto rigidos como flexiveis. Assim, de uma manggeal, as maquinas rotativas, como turbinas,
compressores, redutores, dentre outras, possueps eptativos apoiados em mancais de
deslizamento, de rolamento ou magnéticos. Gerabmeste conjunto é denominado como Rotor,
conforme ilustrado na Figura 1. Sua utilizacdo adpeavarios setores da industria, dentre os quais
se destacam: o petroquimico, 0 aeronautico e ceti;o de energia. A grande capacidade dos
rotores de armazenar energia mecanica vem daedtteidade a qual sdo submetidos. Associado as
altas velocidades de operacéo, observa-se tambéoamegamento dinamico importante sobre os
componentes do sistema, implicando problemas dé¢srelevadas, vibragéo e instabilidade.

No projeto de maquinas rotativas é necessario pewwmportamento dindmico dos rotores,
tanto quanto a flexdo como a torcao.
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Os estudos mais freqlentes realizados na areatémcam os seguintes temas: Balanceamento
de Rotores Flexiveis; Previsdo das amplitudesliagéio causadas pelo desbalanceamento do rotor
e por outras formas de excitacdo; Previsdo dasiéremgs de vibragao para diferentes velocidades
de rotacao, Estabilidade; Modificacfes de projetdhorar o comportamento dinamico do sistema
através de técnicas de otimizacdo, Identificacdopa&metros desconhecidos, Atenuacdo de
vibracéo através de técnicas ativas e passivasymieacédo e diagnostico de falhas.

Mencal ~ Eixe

Figura 1: llustracdo de um rotor (Foniteroducdo a Dinamica de Rotores, Pereira, J) C.

O passo inicial para se obter as equacdes do motonde um rotor vem das equacdes de energia
de cada um dos principais componentes do sistersaper, o disco, 0 eixo e 0s mancais. As
equacdes gerais de um rotor sdo obtidas por msisatpuintes passos:
» Obtém-se inicialmente a energia cinétida,a energia de deformacdd, e o trabalho
virtual, W, das forcas externas para os elementos do sistema.
* Um método numérico é escolhido. O método de RdylRitg serve para a obtencdo de um
modelo simplificado com poucos graus de liberdadmétodo dos elementos finitos para
aplicacdes de engenharia de uma forma geral.

* As Equacdes de Lagrange, Eq. (1), sdo aplicadasspavbter as equacdes do movimento.

d(oT) or ,ou __ .
dtlog ) aq og @)

ondeq, corresponde as coordenadas generalizadas retesmggraus de liberdade

Os sistemas de coordenadas utilizados para se abteguacdes de movimento sdo ilustrados na
Figura 2.

< vy

Figura 2: Sistemas de coordenadas para um diseoreaixo flexivel [1]: referenciais inercial e
rotativo

Em seguida, pode-se obter as expressdes de edesgia@rios componentes do rotor.
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1. Componentes do Rotor

Serdo apresentadas as equacdes de energia dasocgiriponentes do rotor, com a finalidade de,
uma vez substituidas na equacao de Lagrange,aseguacoes do movimento.

1.1. Disco

1.1.1. Energia Cinética do Disco:

TD=%M (2 +w?)+ —|DX(92+¢/) 1|Dy(§22+2§z¢/e) )

onde, na Eq. (2), o term;ol DyQZ, gue é constante, ndo possui influéncia nas egsai® Lagrange

e representa a energia a energia cinética de ootagdisco. O ultimo termd,, Q¢ , representa o
chamado efeito giroscépico.

1.2. Eixo

1.2.1. Energia Cinética do Eixo:

-

psj(u +w)dy+plj(¢ +0 )dy+p|LQz+2p|ijédy (3)

0

Na Eq. (3), o€ a massa por unidade de volurSeé a area da secao transversal do eiXo¢ @

momento de inércia de area desta secao transvArgaimeira integral da Eq. (3) é a expresséo
classica para a energia cinética de uma viga exad]ea segunda integral representa o efeito de

rotacdo da secdo transversal; o terpibQ®é constante; e o Ultimo termo é relacionado adcefei
giroscopico.

1.2.2. Energia de deformacéo do eixo

R CREI

Na Eq. (4), o primeiro termo representa a influénda energia de deformacao devido a flexao,
enquanto o segundo termo representa o efeito dewidma forga axial extern&,. Deve-se

lembrar que esta forca axial acrescenta rigidesistema, aparecendo em varias aplicacfes de
rotores.

1.3. Mancais

A influéncia da rigidez e do amortecimento viscaks mancais no comportamento do rotor é
considerada a partir do trabalho virtual das foetaando no eixo.

A =F,uau + F,wdow (5)

onde, F,e F, sdo as componentes das forcas generalizadas, geenpger colocadas na forma
matricial:
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FU kXX kXZ u CXX CXZ u
__ _ _ (6)
I:W kZX kZZ W CZX CZZ V
1.4. Massa de desbalanceamento

O desbalanceamento é definido por uma masssituada a uma distancd (excentricidade) do
centro geomeétrico do eixo. A energia cinética gpoadenteT,, € dada por:

T, Om,Qdu(cosQt - wsinQt) (7)
2. 0O METODO DE RAYLEIGH-RITZ

O método de Rayleigh-Ritz é utilizado para redwzimimero de graus de liberdade do sistema,
permitindo uma estimativa das frequéncias maisasaix

Sua metodologia consiste em estabelecer uma “lspdtzoavel” para o deslocamento lateral da
estrutura. Logo, matematicamente, tem-se:

P
X= (et (8)
Py

ondex € o vetor deslocamentg; sao funcdes de deslocamento que devem obedecendigsdes
de contorno ep, sdo as novas variaveis em fungdo do tempo. E imperbbservar que estas novas
coordenadas nao tém sentido fisico.

2.1. Determinacao do Modelo

O modelo simplificado do sistema € mostrado na i rotor € constituido de um eixo simétrico
de comprimento L; um disco simétrico com uma makesdalanceada, ambos situadosyemL;

um mancal situado em = L,. Pode-se observar o referencial inergiglX,Y,Z , o)eixo do rotor
gue é montado de forma a coincidir com o e¥oe a velocidade de rotacdd, considerada
constante. Para facilitar o desenvolvimento matiemabd nimero de graus de liberdade é reduzido.

ZA

KKK
X “'a::? Kzz
.-"__:_, L |
KATTTEEEEY, L3

Figura 3: Modelo do rotor
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As expressdes para os deslocamentos nas dine@@sao respectivamente

u(y,t) = f(y)q. () = f(y)q, 9)
w(y,t) = f(y)a, (1) = f(y)a, (10)

ondeq, e g,sao coordenadas generalizadas independentes.
S&o escritas as equacdes para as rotag @y , conforme abaixo:
g = oW _di(y)

dy —d—qu =0a(y)d, (11)
f
p=-2=-TW0q =gy, (12)
y dy

As derivadas de segunda ordem das variaveasv S80 necessarias para expressar a energia de
deformacgéo:

0% _ d*f(y)

ayz - dy2 ql = h(y)ql (13)
92w _ d2f(y)
ayz = dy2 q2 = h(y)qZ (14)
2.1.1. O Disco

Usando as equacdes anteriores, a energia cinigca f
1 . . . . .
TD = E[M D f Z(Ll)(qzl + q22) +1 ngz(l-l)](qzl + q22) =1 Dngz(Ll)qqu (15)

2.1.2. O Eixo

Semelhantemente, a energia cinética do eixo é&somo:
1 L L L

Ts =5{p6j t2(y)dy+al | g%y)dy}(qﬁ +6%2) ~20Q[ g* (Y)dyya, (16)
0 0 0

Logo, a energia cinética do conjunto disco-eix@aéadpor:
T=T, +Tg (17)
gue se torna

1 . . .
T=§mmﬂ+¢ﬂ—9m&z

onde

M= Mg F2(Ly) + 15,07 (Ly) + oS 2 (y)dy+ Al [ g°(v)dy (18)
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L
a=15,0%(L,) +20 [ g*(y)dy (19)
0

A energia de deformacéo do eikiq,, vem das equagdes (13) e (14) aplicadas a eq);aamgo,
para o caso em que a forga axial € nula, tem-se:

Us :%k(qzl +0°%2) (20)
onde
L
k = Eljhz(y)dy (21)
0

2.1.3. Os Mancais

O trabalho virtual feito pelas forcas devido a agés mancais sobre o eixo € obtido a partir da Eq.
(6). Logo:

dN = _kxxf 2(I‘Z)ql&:ll - kxzf 2(Lz)qqul - kzzf Z(Lz)quz
- kzxf Z(Lz)ql&]z - Cxx]c Z(Lz)qlﬁl _szf Z(Lz)qzdh (22)
- szf Z(Lz)qzd:lz _szf Z(Lz)qlaqz

Como

M = Fg,q, + Fg,da0, (23)
A identidade das Egs. (22) e (23) fornecem as doagponentesq, e Fg, da for¢ca generalizada
do sistema.

2.1.4 Massa desbalanceadora

Das Egs. (9) e (10) e da Eq. (7), a energia ciaétlicmassa desbalanceada fica:

T, = m,Qdf (L,)(qg, cosQt —q, sinQt) (24)
2.1.5 Forgas

As duas componentes das forcas sédo designadas como

F, =F (1) (25)
F,, = R (1)

como estas forcas agem na posigaoL,,

W =F (1) F(L)d, + F, (1) f (L), (26)
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Desta forma, considerando as Egs. (26) e (23),laese que:

Fg, = F (1) (Ls)

Fa, = () F(Ly) (27)

3. ANALISE DO COMPORTAMENTO DINAMICO DO ROTOR EM FU NCAO DA
VELOCIDADE DE ROTACAO

O grafico das frequéncias naturais do rotor em&arda velocidade de rotacdo é conhecido como
Diagrama de Campbell.

3.1 Obtencéo do Diagrama de Campbell

Segue abaixo um estudo de caso para obtencdo dgraBia de Campbell utilizando o
desenvolvimento tedrico realizado.

Os dados numeéricos para o disco, eixo e mancaigmasentados nas tabelas 1 e 2 abaixo.

Tabela 1: Dados basicos para o Disco

Dado de interesse Valor medido ou calculado

Raio internoR, 0,0lm
Raio externoR, 0,15m
Espessura 0,03 m
Massa especific@ 7800kg/m®
Posicaol, L/3
MassaM 16,47 kg
Momento de inércia de madsg = |, 9,427x107% kg.m?
Momento de inércia de massg, 0,1861kg.m’

Tabela 2: Dados basicos para o Eixo

Dado de Interesse Valor medido ou calculado
Comprimento L 0,4 m
Area da secdo transversa(B=R) 3142x10™ m?
Massa especific@ 7800kg/m®
Médulo de elasticidade E 2x10'" N/m?
Momento de inércia de area | 7854x107° m*

No sistema rotativo que sera estudado abaixo naoflnéncia dos mancais e, nestas condic¢oes, 0

rotor € chamado de simétrico.

Funcéo de deslocamento:

A fungcdo de deslocamento escolhida tem a ver cdorma de um eixo suportado em ambas
extremidades (meia onda senoidal), i.e.:




14° CREEM. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2007.

2
. Ty Yy Vi 7y 7Y . Ty
f = 2 =_"7 - h = 2 7 28
(y) SN ’ = g(y) ’ COS—’ = (y) ( ’ j SN ’ ( )

Serdo agora determinadas as duas primeiras freg8édo rotor em funcdo da velocidade de
rotacdo, pelo método de Rayleigh-Ritz. Desta fomnajagrama de Campbell podera ser obtido. A
aplicacdo das Equacdes de Lagrange, juntamenteasoemergias cinética e de deformacéo, sem
influéncia dos mancais, fornece:

mg, —aQq, + kg, =m,dQ?f (L,)sinQt

29
mdj, +aQq, +kg, =m,dQ? f (L,) cosQ )

Primeiramente, faz-se o estudo do caso homogénesgja, quando o segundo membro da equagéao
€ considerado igual a zero. Nestas condi¢cOestanssse torna:

e R NI H
md, +aQq, +kg, =0 |0 mj g, a 0]6] [0 kla,

cujas solucdes sao da forma

0, = Qe"

r (31)
g, = Q,€"
Substituindo as Eg. (31) e suas respectivas dexsvad Eq. (30), obtém-se:
2 —
K +mr aQr2 Q -0 (32)
aQr k+mr° || Q,

Como a solucdo trivial ndo é de interesse, calsela-determinante da matriz igualando-o a zero,
obtendo-se assim a chamada equacao caracteristica:

m?r* + (2km+a’*Q*)r*+k? =0 (33)

ParaQ =0 as freqUéncias angulares encontradas séo:
Wip =Wy =4/ — (34)

Para o sistema em rotacao, istQ& , a® frequéncias angulares encontradas sao:
2 2:0,2
|, aQ 4m-w;,
W, = Wy +——| 1, [1+——=
' \/ 10 2m2{ \" a?Q?
2 2.p,2
, , aQ amw;,
W, = Wy +—— | 1+,[1+——=
2 \/ 10 2m2( \" a?Q?

(35)
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Uma representacao das frequéncias angulares eréofutz; velocidade de rotacdo (Diagrama de
Campbell) é ilustrada na Figura 4.

Diagrama de Campbell

100 T

w (Hz)

Frequéncia Angular

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Velocidade de rotagcdo Q (rpm)

Figura 4: Diagrama de Campbell

As curvas marcadas com BW e FW significam precesséersa e precessao direta,
respectivamente. E importante ressaltar que o tleslmamento excita apenas a precessao direta

(FW). Outra informacéo de relevancia € que, nogqsoem que a retéF = %C)intercepta as

curvas das frequéncias, a frequéncia do rotor s&@dga freqiéncia de rotacdo. Portanto, como o
desbalanceamento excita apenas a precessao dipetato em que ha interseccéo da curva F com a
curva dew, , € uma velocidade critica. Tem-se, nestas coeslgd aparecimento do fenbmeno da
ressonancia. Se o rotor operar nesta velocidade mmmso amortecimento, as amplitudes do
sistema podem ser tais que comprometem o funciantarde rotor.
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Abstract: This work aims at presenting the study of rotoedyits by using a simplified model. The
theoretical aspects involving the equations of omtof a symmetric rotor are presented. The
motivation for this study is the determination loé first two natural frequencies of the rotor as a
function of the rotation speed, by using the sdedaRayleigh-Ritz’s method. As a conclusion, it
can be observed that a symmetric rotor exhibits ¢weular frequencies, namely the forward whirl

(FW) and the backward whirl (BW), respectively. Hpeed of rotation influences directly these
frequencies through the gyroscopic effect.

Keywords: rotors, Rayleigh-Ritz, dynamic behavior.
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