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Resumo: Neste artigo de pesquisa, dois esquemas polinomiais “‘upwind” para aproximar termos
convectivos (advectivos) sdo propostos. A derivacdo desses esquemas é baseada nos critérios de
limitagdo CBC e TVD. Os correspondentes limitadores de fluxo sdo também derivados. O
desempenho dos esquemas é verificado em dois problemas unidimensionais - um linear (transporte
advectivo de um escalar) e um ndo linear (tubo de choque). Os resultados computacionais obtidos
com esses novos esquemas sdo comparados com solugoes analiticas. A comparagdo mostra
concordancia bastante satisfatoria entre os dados numeéricos e analiticos. Como aplica¢do, sdo
apresentadas simulagoes tridimensionais transientes de jatos livres sobre superficies rigidas
impermeaveis.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento de métodos numéricos para estimar termos convectivos (em geral nao lineares)
em EDP de carater predominantemente convectivo tem sido assunto de intensas pesquisas nos
ultimos anos. No processo de solucdo numérica dessas equagdes, a precisao dos resultados é&,
significativamente, afetada pela escolha do esquema de convec¢do (“upwind”). Por exemplo,
esquemas de primeira ordem, tais como FOU (“First Order Upwind”), sdo estaveis
incondicionalmente, mas produzem um cardter difusivo que, em geral, suavisa a solucdo.
Aproximagdes “upwind” classicas de alta ordem, tais como QUICK, SOU (“Second Order
Upwind”) e CENTRAL, sdo boas estratégias para melhorar a precisdo do método numérico, porém,
estas introduzem oscilagdes nao fisicas que comprometem a convergéncia.

Dentro deste cenario, este trabalho apresenta dois esquemas polinomiais tipo “upwind” de, no
maximo, terceira ordem para estimar termos convectivos (em geral ndo lineares). O proposito maior
¢ simular escoamentos transientes 3D com superficies livres em qualquer regime do numero de
Reynolds. No contexto de NVD (“Normalized Variable Diagram”) de Leonard (1988), a derivacao
de tais esquemas ¢ baseada no critério de limitagdo CBC (Gaskell and Lau, 1988) e voltada para a
satisfacao das restricdes TVD de Harten (1989) (ver também Harten (1983) e Sweby (1984)). Para
ambos o0s esquemas, sdo obtidos os limitadores de fluxos correspondentes. O desempenho dos
esquemas polinomiais “upwind” sdo investigados em problemas lineares (advecgao escalar) e nao
lineares (tubo de choque) em condi¢des severas de convecgdo (Sod, 1978; Shu and Osher, 1989).
Como aplicagdo, sdo apresentadas simulagdes 3D, por meio das equagdes de Navier-Stokes
completas, de jatos incidentes a superficies rigidas impermedveis.
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2. NORMALIZACAO DAS VARIAVEIS E A RECOMENDACAO DE LEONARD

Considera-se ¢(x,#) como sendo a variagdo de um escalar na direcdo normal a uma face f de
uma célula computacional, como esta mostrado na Figura 1. Nesta figura, as posi¢des a jusante D
(“Downstream”), a montante U (“Upstream”) e mais a montante R (“Remote-Upstream™) sdo
definidas segundo a direcdo de propagacao de informagdo nesta face (isto €, o sinal da velocidade

convectiva ¥, na face f'). Para facilitar a anélise, as varidveis originais sdo transformadas em
(p (xat) - (pR
b~ 0r

variaveis normalizadas (VN) de Leonard (1988) (ver Figura 2), definidas por: (PA (x,1) =

A vantagem de se utilizar VN ¢é que o valor de (0} depende somente de ¢AU , pois (ﬁ r,=1le (0AU = 0.
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Figura 1: Varidveis Originais. Figura 3: Diagrama de VN para alguns esquemas classicos.

Como recomendado por Leonard (1988), qualquer esquema (em geral ndo linear) em NV que passa
pelo ponto Q (ver Figura 3) ¢ condigdo necessaria e suficiente para alcancar segunda ordem de
precisdo; e qualquer esquema que passar por Q com inclinagdo 0.75 ¢ condicdo necessaria e

suficiente para terceira ordem. Ainda mais, Leornard acrescenta que para valores de ¢, menores
que 0 e maiores que 1, o esquema deve ser extendido de maneira continua (FOU).

3. DERIVACAO DOS ESQUEMAS POLINOMIAIS PARA ADVECCAO

Nesta se¢do, sdo apresentados dois esquemas polinomiais “upwind” novos de, no maximo, terceira
ordem, cuja derivagdo ¢ baseada nas recomendagdes de Leonard discutidas anteriormente, isto &,
eles devem passar obrigatoriamente pelos pontos 0O(0,0), Q(0.5,0.75), P(1,1) e possuirem
inclinagdes 0.75 em Q. Nesse trabalho, em particular, essas quatro condi¢des sdo impostas para
determinar os coeficientes de um polinémio de grau 3, o qual chamamos de Esquema Convectivo I.
Também, essas mesmas condi¢des, mais uma condi¢ao livre, sdo impostas para a determinagao de
um polindmio de grau 4, chamado de Esquema Convectivo II. Em resumo, esses esquemas
satifazem o critério de limitagdo CBC de Gaskell e Lau (1988) e sdo definidos como segue:

3.1 Esquema Convectivo I

. 5 . 5 . .
. Hl(wu)3-5(¢u)2+5<¢u), g, 0 [0.1],

0,=1 . A (1)
10 0, 0 [0.1],

3.2 Esquema Convectivo II

~0200,)" - 3(0,)° + 200, )., 00,1

O o

1 f 9, 0 [0,1],
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O limitador de fluxo para o esquema I ¢ obtido reescrevendo a Equacdo 1 como:

0,7 0y 0.5 (r)(- 0y), 3)

onde: ¥ ¢ o limitador de fluxo que determina o nivel antidifusividade, 7y ¢ razdo de dois

gradientes consecutivos definida em VN por ry = 9y /A (pU). Das Equagoes 1 e 3, deduz-se o

limitador de fluxo para o esquema I, isto €,

%30* (r,)’ 50
AR A 4
f rf) (4)

0, r, <0,

O limitador de fluxo para o esquema II ¢ obtido de maneira andloga ao obtido para o esquema I.
Em suma, ele ¢

56(1”/,.)2 + 2r,
b(rp)=0 (A+r)
E 0, rp <0,

r, >0,

©)

Na Figura 4 estdo representados graficamente os esquemas I e I na regido TVD de Harten
(1989). Pode-se notar por esta figura que o esquema II estd inteiramente contido nessa regiao. Na
Figura 5 estdo representados esses mesmos esquemas (os limitadores) na regido TVD de Sweby
(1984).
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Figura 4: Esquemas “Upwind” na regiao TVD. Figura 5: Limitadores de Fluxo.

E importante esclarecer ao leitor que durante os experimentos numéricos realizados para o
problema da convecc¢do de um escalar, ambos os esquemas apresentaram oscilagdes ndo fisicas para
o namero de Courant (CFL) 2 0.5. Assim, para eliminar essas oscilagdes indesejaveis foram
realizados alguns ajustes para entdo se obter.

1. Esquema Convectivo I:

. 5 . 5 . .
. @wwj S@T S 6,0 lab)

b ) (6)
H ¢U ¢U D [aab]a
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2. Esquema Convectivo II:

~ 02000 - 30,) + 2(0,), 9, 0 [a,b],
o,=0 " :
D (UU (UU D [avb]v (7)

em que as constantes ¢ e b sdo determinadas em fun¢do do CFL, da seguinte forma:
' Se CFL< 0.5,entdo a=0eb=1;

' Se 0.5¢ CFL< 0.8,entdo a= (CFL-05)+ 02 ¢eb=1-a;

' Se 0.8< CFL< 1,entio a= 0.1375CFL+ 0315 e b=1-a;

4. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢do apresentam-se solugcdes numéricas obtidas com os esquemas propostos para a
equagao de adveccao (linear) e a equagdao de Euler (ndo linear). Estes problemas tém sido testes
importantes na literatura para averiguar o desempenho de esquemas “upwind” de alta ordem (ver,
por exemplo, Kurokawa et al. (2007)). Apresentam-se também simulacdes de jatos 3D sobre
superficies rigidas impermedveis.

4.1. Equacao de adveccao linear

O primeiro problema teste considerado ¢ a equacdo linear de advec¢do com varias condi¢des
iniciais (Casos 1 e 2 apresentados abaixo), isto €,

dg dg
Ty g = 0’
i Cox ®)

cuja solugdo exata ¢ ¢(x,7) = ¢,(x- at), em que ¢,(x) é o dado inicial. Em todas as simulag¢des
realizadas, foi utilizada uma malha uniforme de 800 células computacionais e tempo adimensional
de simulacao ¢ = 1.0. Os valores de CFL utilizados foram 0.2 ¢ 0.7.

' Caso 1: Considera-se a forma “W-shape” proposta por Wey e Gu (2002). Neste problema, a
condi¢do inicial é:

0 I, 0<x<2,
U4x-06, 02<x<04,

0,(x)= O- 4x+ 2.6, 0.4< x< 0.6, (9)
B 1, 0.6< x< 0.8,
A 0, cc

As Figuras 8 e 9 mostram a solucdo exata e os resultados numéricos obtidos com os esquemas de
convecgdo I e II para diferentes CFL. Nota-se neste exemplo que ha uma concordancia bastante
satisfatoria entre os dados.
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Figura 8: Comparacdo das solu¢des numérica e analitica, para a equagdo de adveccao 1D
com condi¢do inicial “W-shape” e CFL=0.2.
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Figura 9: Comparagdo das solugdes numérica e analitica, para a equacao de advecgao 1D
com condi¢ao inicial “W-shape” e CFL=0.7.

' Caso 2: Considera-se a aplicagdo dos esquemas de convecgdo I e II na solugdo do problema com
“sharp” gradientes de Harten (1989). Neste caso, a condi¢do inicial considerada ¢

0 . E?ﬂxzﬁ 1
- xsin , -~ 1 x<-—,
0 2
_ 0 .
po()= 0 |sin(2mx)
i

<2, (10)
3

%2X' 1- %sin(3nx), <x<1
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Figura 10: Comparagao das solu¢des numérica e analitica, para o problema com “sharp” gradientes
de Harten e CFL=0.2.
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Figura 11: Comparagdo das solu¢des numérica e analitica, para o problema com “sharp” gradientes
de Harten e CFL=0.7.

4.2. Equacio de Euler 1D
Em contraste ao problema linear apresentado na secdo anterior, apresenta-se aqui o problema ndo
linear do tubo de choque 1D, modelado pela equacao de Euler da dindmica dos gases

iU, IEW) an
dt 0x

onde

U= (p,pv,E)", (12)
FU)= (pv,pv>+pv(E+p). (13)

e P,V ,PV E, P ,respectivamente, a densidade, velocidade, quantidade de movimento, energia
total e pressao.
Para fechar a Equacdo (11), a equacdo constitutiva de gés ideal ¢ considerada

) =<y-1)@E-%pv2@ (14)

onde ¢ considerado comy = 1.4,
Na simulagdo da equagao de Euler, utilizaram-se 800 células computacionais e valores de CFL
0.2 € 0.6. Em particular, foram simulados os seguintes problemas de Riemann:

* Tubo de choque de Sod (Sod, 1978), onde se considera a Equag¢do 11 suplementada com a
condicao inicial:

0 (10", x<0.5,
(p 9V ’p)T - D T

1(0.125,0,0.1)", x2 0.5.

Os resultados numéricos € a solucao analitica sao apresentados nas Figuras 12 e 13. Observa-se
nesse caso que os resultados numéricos sao bastante precisos.
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Figura 12: Comparagdo das solu¢des numérica e analitica, para o probiema do tubo de choque de
Sod com CFL=0.2.
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Figura 13: Comparagéd das solucdes numérica e analitica, para o probl‘ema do tubo de choque de
Sod com CFL=0.6.

* Tubo de choque de Shu-Osher (Shu and Osher, 1989), em que considera-se a Equacdo 11, no
intervalo [-1,3], suplementada com os dados iniciais

, 0(3.86,2.63,10.33)", x<-0.8,
(pv,p) =10 . r (15)
0 (I+0.2sin(5x),0,1)", cc.

Os resultados numéricos e a solugdo analitica sdo apresentados nas Figuras 14 e¢ 15. E mais uma
vez, os resultados numéricos mostraram-se de boa qualidade.
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Figura 14: Comparac;éb das solugdes numérica e analitica, para o problema do tubo de choque de
Shu-Osher com CFL=0.2.
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Figura 15: Comparacdo das solu¢des numérica e analitica, para o problerha do tubo de choque de
Shu-Osher com CFL=0.6.

4.3. Aplicacao: escoamentos incompressiveis transientes 3D com superficies livres

Nesta secdo, apresentam-se resultados qualitativos de simulacdes de escoamentos incompressiveis
. . . N ~ . . _ 2 . . ,

transientes com superficies livres sob a acdo do campo gravitacional g = 9.8m/s”. O objetivo ¢

mostrar que fendmenos fisicos podem ser simulados pelo método numérico descrito neste trabalho.

* Salto hidréulico circular. Frequentemente observa-se o fenomeno interessante: abrindo a torneira
da cozinha, um jato livre escoa verticalmente, incide sobre uma superficie rigida (a cuba da pia), e
espalha lateralmente com uma saliéncia (uma descontinuidade subita) aparecendo em alguma
distancia do ponto de impacto. Este fenomeno ¢ chamado salto hidraulico circular e constitui um
excelente teste para a validacdo de métodos numéricos. O sistema de simulagdo “Freeflow” de
Castelo et al. (2000), equipado com o esquema I aqui apresentado, foi usado para simular este
problema 3D com superficie livre, a Reynolds (Re) 100, numa malha de 100x 100x 20 (
0x=0y=0z=0.00lm) células computacionais e tempo 0.5s. O resultado da simulagdo ¢é
apresentado na Figura 16. Como pode-se observar, o salto hidraulico circular foi simulado com
sucesso. Optou-se por ndo apresentar a simulagdo desse mesmo problema usando-se o esquema II,
pois o resultado numérico mostrou-se bastante semelhante aquele obtido com o esquema 1.

Figura 16: Simulag@o 3D do salto hidraulico circular

* Jatos oscilantes. Os esquemas de convecgao aqui apresentados foram testados em problemas onde
as forgas viscosas sdo dominantes, isto €, em problemas de jatos oscilantes. Oscilagdes em jatos
livres incidentes a superficies rigidas sdo instabilidades fisicas muito interessantes. O objetivo aqui
¢ mostrar que, além de simular essas instabilidades fisicas, os esquemas convectivos I e II sdo
também apropriados para simular problemas 3D com superficies livres a baixos Reynolds.
Novamente, o codigo “Freeflow”, equipado com os esquemas polinomiais I e II, foi usado para
simular este problema 3D com superficie livre a Reynolds 0.25, numa malha de 100x 100x 100 (
0x=0y=0z=0.00lm) células computacionais e tempo de simulagio 1.5 s. Como pode ser
observado nas Figuras 17 e 18, as instabilidades fisicas foram simuladas em jatos (circular e
planar). Pelo mesmo motivo apresentado no caso do problema do salto hidraulico circular, optou-se
também aqui ndo mostrar os resultados numéricos utilizando-se o esquema II.
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Figura 17: Jato circular: Re=0.25 Figura 18: Jato Planar Re=0.50

* Interacdo fluido-estrutura. O problema da interagdo fluido-estrutura é um toépico importante em
muitos campos da engenharia, principalmente em estruturas hidraulicas e plataformas de petrdleo.
Um exemplo simples do problema da iteracdo fluido-estrutura, e util para a validagdo de métodos
numéricos, ¢ o efeito combinado da superficie livre e o coeficiente de viscosidade de um fluido
(ver, por exemplo, (Lin et al. , 2005)). O codigo “Freeflow”, adaptado com os esquemas de terceira
ordem I e II, simulou este problema a Reynolds 514655.223 ¢ em uma malha de 170x 70x 70 (
0x=0y=0z= 0.010m) células computacionais. A Figura 19 mostra a interacdo de uma onda e um
obstaculo apos t=1.5 s. Como nas simulagdes anteriores, os resultados obtidos com o esquema II
mostraram-se muito semelhantes.

Figura 19: Exemplo da iteragdo fluido-estrutura: Re=514655.223
5. CONCLUSOES

Dois esquemas polinomiais “upwind” novos para aproximar termos convectivos nos contextos
TVD/NVD/CBC, e seus respectivos limitadores de fluxo, foram apresentados neste trabalho. De
modo geral, a aplicacdo desses esquemas nas equagdes 1D de advecgao e Euler indica que ambos os
esquemas fornecem solugdes numéricas bastante satisfatdrias e sem oscilagoes.

O ambiente de simulagdo “Freeflow” de Castelo et al. (2000), equipado com esses novos esquemas
polinomiais “upwind”, foi aplicado na simulagdo de jatos livres sob a acdo do campo gravitacional
e na simulagdo da interag¢do fluido-estrutura. Os resultados numéricos nestes casos indicam que 0s
fenomenos fisicos a baixos e a altos Reynolds podem ser simulados com confianga.

Para trabalhos futuros, os autores planejam comparar os resultados obtidos neste trabalho com
resultados de esquemas “upwind” consagrados da literatura, tais como Quickest Adaptativo,
Superbee, Mimmod, ENO, etc. Também, os autores pretendem comparar as simula¢des 3D aqui
apresentadas com dados experimentais e analiticos disponiveis da literatura.
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Abstract: In this research article, two upwind polynomial schemes for approximating convective
terms are proposed. The derivation of these schemes is based on CBC and TVD criteria. The
associated flux limiters are also obtained. The performance of the schemes is checked by using two
unidimensional problems — one linear (advective transport of a scalar) and the other non linear
(shock tube). The obtained computational results with these new schemes are compared with
analytical solutions. The comparison shows satisfactory agreement among the data. As application,
tridimensional transient simulations of free jets onto rigid walls are presented.

Keywords: convection schemes, upwind, numerical simulation, NVD, TVD.
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