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Resumo: A andlise dindmica de uma coluna parcialmente enterrada quando submetida a um
carregamento periodico é um processo bastante complexo, pois envolve um modelo matematico em
que a obten¢do da solu¢do exata é dificil, a ndao dizer, impossivel. Assim, partindo de um modelo
matematico que descreve o comportamento dindmico deste elemento estrutural em um solo ndo-
linear e, pela dificuldade em obter sua solu¢do exata, aplica-se o método do Equilibrio dos
Harmonicos, que é um método de perturbagdo, para obter uma solug¢do analitica aproximada para
tal modelo, visando analisar o comportamento de tal elemento estrutural. Com isso, determinam-se
relagoes algébricas que envolvem os diversos parametros da coluna, do solo e do carregamento
externo aplicado, com o intuito de obter condicoes suficientes para que a solug¢do obtida para tal
modelo matemadtico seja estavel. Uma vez que a estabilidade desta solug¢do obtida através dos
métodos do Equilibrio dos Harmonicos implica na estabilidade do elemento estrutural. Aléem, de
este ser um critério de andlise de solu¢oes aplicavel a uma grande gama de problemas e de
importante relevdancia para a estruturagdo de projetos seguros e confiaveis.

Palavras-chave: Colunas parcialmente enterradas, Métodos de perturbagdo, Método do Equilibrio
dos Harmonicos, Escape da solugdo.

1. INTRODUCAO

A utilizacdo de colunas parcialmente enterradas nos mais diversos problemas reais tem feito
deste elemento estrutural um objeto de estudo importante, visto que todos os critérios de
dimensionamento devem ser cuidadosamente estabelecidos para que seja mantida a seguranca e a
economia da estrutura.

Analisa-se um modelo proposto na literatura (Queiroz e Santee, 2007). O elemento estrutural ¢
uma coluna que se encontra enterrada em um solo ndo-linear e sujeito a acdo de forcas externas
periddicas. A obtencdo de uma solucdo exata ¢ quase que impraticavel. Outros modelos de coluna
podem ser observados em Santee e Gongalves (2006), Queiroz e Santee (2006) e Sampaio (2004).

Como existe uma enorme dificuldade em obter uma solugdo exata para tal modelo de estudo,
parte-se para a aplicagdo de métodos de perturbagcdo (Nayfeh, 1973), a saber, o método do
Equilibrio dos Harmonicos, com o intuito de obter uma solugdo analitica aproximada.

Obtida tal solugdo, utiliza-se o critério da teoria de bifurcagdes, baseado na verificagdo da
estabilidade da solugdo aproximada, para estabelecer uma relagdo algébrica que permita prever,
dado os parametros de controle, a situacdo em que ocorrera o escape da solugdo (tender ao infinito)
que leva a instabilidade da coluna.
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Assim, a aplicagdo deste critério ¢ de grande valor para a engenharia, j4 que serve de base para a
elaboragdo de projetos seguros e confidveis.

2. 0 MODELO MATEMATICO DA COLUNA
O modelo matematico obtido de Queiroz e Santee (2007) que representa o comportamento da

coluna parcialmente enterrada ¢ apresentado na Figura 1, sendo os parametros presentes na figura: a
altura H; o comprimento total L; a forca axial P; a rigidez a flexao ET; a forca transversal F.

Figura 1: Modelo obtido de Queiroz e Santee (2007).
Para obter a equagdo de movimento que representa tal modelo, ¢ utilizado o Principio de
Hamilton e as ferramentas do célculo variacional, juntamente com a teoria de Euler-Bernoulli

(Butkov, 1968; Sampaio, 2004). Assim, a equacdo de movimento que descreve o comportamento
dindmico da coluna ¢ descrita como:

A+cA+ojA- pA|A|= f cos (Qt) (1)
onde,
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E, os coeficientes acima sdo: o fator de amortecimento (c), a rigidez ( @; ), a ndo-linearidade do

sistema (f3), a amplitude da for¢a de excitacdo externa (f) e a freqiiéncia da for¢a de excitacdo
externa (€2). J4 os parametros presente nestes coeficientes sao: a massa por unidade de comprimento
da coluna (m), o modulo de elasticidade ou modulo de Young (E), o momento de inércia da se¢do
transversal (/), resultando na rigidez a flexdo da coluna (EI), a carga axial aplicada (P); o moédulo de
elasticidade tangente inicial (Ex), o modulo de elasticidade tangente final (E%), a resisténcia ultima
do solo (Pu), o parametro de amortecimento para a parte enterrada da coluna (fe), o parametro de
amortecimento para a parte desenterrada da coluna (f4) e a amplitude do carregamento harmdnico
(Ao).

Logo, dado o modelo acima, obtém-se uma solug¢do analitica aproximada na préxima segao
considerando o método do Equilibrio dos Harmdnicos.

3. SOLUCAO APROXIMADA PELO METODO DO EQUILIBRIO DOS HARMONICOS
No presente artigo de Queiroz e Santee (2007) tem-se uma solugdo para a equacdo (1) através
do método do Equilibrio dos Harmoénicos. E, um estudo sobre a aplicacdo deste método pode ser

encontrado em Nayfeh (1973) e Nayfeh e Mook (1979), em que se supde que a solu¢do da equacao
¢ descrita em uma série de Fourier. Assim, a solucdo, ja encontrada, ¢ descrita como:

A(t)= A4, + A, cos(Qt)+ B, sin(Qr) + 4, cos(2Q¢)+ B, sin(2Q¢) (6)

Sendo que 4,, 4,, B,, A, e B, possuem seus valores obtidos da resolu¢do do sistema de
equagdes nao-lineares a seguir:

245 + 24,005+ BCAT + B} + 43+ B]) .

5 (7)
—CQB, + f + Q4|+ 24,4, + B(B,B, + A, 4,)+|4,0;| = 0 (8)
cQA, + Q"B +2p4,B, + (4B, - B,4,)+ |B,;| = 0 9)
~2cQB, +4Qz,42‘+2,b’AoA2 +,B(A712—3712j+‘A2a)§‘:0 (10)
2604, +4Q° B, | +284,B, + PAB, +|B,as;| = 0 (11)

Para a resolugdo deste sistema de equacdes ndo-lineares, pode se empregar, dentre os métodos
possiveis, o método de Newton-Raphson (Burden e Faires, 2003), sendo as condi¢des inicias
obtidas do sistema linear que é obtido a partir do sistema nao-linear e, tal método ¢ iterado até
atingir a convergéncia da solugao.
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Assim, com o modelo matematico e a solucdo para o mesmo, parte-se para o estudo da
estabilidade da solugdo (previsdao do escape) empregando certos critérios da teoria de bifurcacodes,
sendo estes discutidos adiante.

4. PREVISAO DA ESTABILIDADE DA SOLUCAO

A estabilidade da solugdo dada pela Equacgdo (6) € constatada pela lineariza¢dao do sistema em
torno da solucdo perioddica (Santee, 1999). Com isso, seja A(¢) a solugdo periddica obtida pelo
método do Equilibrio dos Harmdnicos para a Equacdo (1). Supondo uma pequena perturbagdo
y(t) <<1 e, substituindo na Equacgdo (1) a nova solugcdo formada por A(¢)+ y(¢), obtém-se um
novo problema de valor inicial linear, em que os termos de mais alta poténcia de y(z) foram
desprezados, a saber:

J+cy+ (o —2P(A, + A, cos(Qt)+ B, sin(Qr) + 4, cos(2Q¢)+ B, sin(2Q¢)))y = 0
(1) = o (12)
y(t,) =y,

Em que y, e y, sdo perturbacdes iniciais, respectivamente, na posi¢cdo e na velocidade da

solucao permanente.
O estudo do comportamento da perturbacdo y(z) e da estabilidade da solucdo A(¢) ¢ feito

através da teoria de Floquet (Nayfeh e Balachandran, 1995). Assim, tem-se:

y(t) = e (1) (13)

Onde ¢(¢) ¢ uma fungdo periddica e B € uma constante.

Assim, caso B<(, a solugdo A(?) ¢ assintoticamente estavel, do contrario, B>0, a solucdo ¢
instavel e, o valor de B=0 correlaciona a fronteira entre a estabilidade e a instabilidade da solugao,
chamada fronteira de escape.

Considerada a Teoria de Floquet, faz-se a expansdo da fun¢do ¢(#) em uma série de Fourier

tomando apenas os dois primeiros modos, pois com apenas dois modos ja se € capaz de obter uma
boa aproximagdo das primeiras bifurcagdes (Szemplinska-Stupnicka, 1988). Logo, tem-se:

@(t) = G+ Dsin(Qt) + E cos(Qt) (14)

Com o intuito de obter a fronteira de escape (B=0), parte-se conceito de residuo da equagdo
diferencial para poder aplicar o método de Galerkin-Urabe, ou seja, toma-se:

R(y,t) =y +cp+(ap —2(4, + A cod Q%)+ B, sin(Q¥) + 4, cos( 2% )+ B, sin2Qx)))y (15)

Assim, se conhecida a solugdo exata y(¢), o residuo acima seria identicamente nulo, visto que a
Equacao (1) passaria a ter solugdo exata. Como ¢ desconhecido o valor de y(?), aplica-se o método
de Galerkin-Urabe que consiste em supor uma solucao periodica aproximada para y(¢) na forma de
série de Fourier (Rezende, 2005). Logo, fazendo y(¢) = ¢(¢), obtém-se os valores das incognitas G,
D e E de:

2
L éR(y,l‘)dt =0 (16)
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jo R(y,t)cos@)dt =0 (17)

jO%R(y,z) sin(Q¥)dt =0 (18)

Resolvendo as integrais acima, monta-se um sistema algébrico linear nas incognitas G, D e E, a
saber:

_27r(]2ﬂ40| + a)g ) 278, 3 27/H,
o R el e
2 Q-+ By A Hpes, Ay -a) || || )
Q Q Q
2B A +|BRA, A -a) (8B, - £
Q Q Q

Tal sistema linear, Equagdo (19), admite, geralmente, apenas a solugdo trivial, porém para
admitir outras solucdes, além da ndo-trivial, o determinante deste sistema expresso na equacao
seguinte, chamado de determinante de Hill, deve ser nulo. Assim:

Q7 (2842 ] - 02) + Q1 (24, - ))
+2Q2(ﬂ2(4‘402 -4y _B12)+‘4ﬂA00)§‘+a)3)
A, :i 25 443 — A,(2A} +2B} + A2 + B2) B

Q +A’A4,+2A4,B,B, — B4, o0
— B0l(1242 -24> -2B> — A2 — B?)
+|6p4,005| - @

Obtido o determinante de Hill, o critério adotado para analisar a estabilidade da solucao
utilizada e, assim, encontrar a regido de fronteira entre uma solugdo estavel e a instavel (prever o
escape), baseia-se em dado um conjunto de pardmetros de controle (pardmetros da equagdo) e a
amplitude da solugdo sendo reconhecida estavel, calcular o valor do determinante, Equacdo (20).
Assim, ao variar alguns dos parametros de tal equacdo, a saber, a amplitude da forca de excitagao
externa (f) e a freqliéncia da forga de excitacdo externa (£2), calcula-se o novo determinante. Logo,
quando houver a inversdao do sinal do determinante de Hill, considera-se que houve perda de
estabilidade local da solucdo considerada periddica. Observe-se que a Equagao (20) ndo depende
explicitamente da amplitude da forca de excitag@o externa (f).

Na proxima secdo, tem-se a realizacdo de alguns testes para um exemplo real de coluna
parcialmente enterrada em um solo considerado de argila rigida.

5. TESTES SOBRE A FORMULACAO DESENVOLVIDA

Nesta secdo realizam-se alguns testes com a formulagdo desenvolvida anteriormente para uma
melhor caracterizagdo e representacdo da mesma considerando um exemplo real de coluna.
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Para tanto, tem-se os valores obtidos de Santee e Gongalves (2006), Nayfeh e Mook (1979) e
Queiroz e Santee (2007), em que se possui uma coluna cilindrica circular de aco com L=20 m,
densidade linear de massa m=20 kg/m, rigidez a flexdo EI=5672067 Nm?, diametro D=10 cm e

espessura s=/ cm. Para o solo de argila rigida, tem-se: E, =4037Pa; E, =0 Pa; n=1; P, =50N/m.
A carga aplicada ¢ de P=0N, o parametro de amortecimento corresponde & ¢ = 0,05 \/4w, , que

¢ de aproximadamente 5% do amortecimento critico. E, o valor inicial para f ¢ f=0,001 N, onde
05w, < Q <150,
Assim, este primeiro exemplo considera a coluna enterrada 40% do seu comprimento total, isto

¢, H=40%L. Logo,
A+0514+26,184-2884|d|= f cos(Qrt) 21)

J& este outro exemplo considera a coluna enterrada 80% do seu comprimento total, obtendo a
seguinte equagao:

A+1,024+104,89 4 -178,714|4|= f cos(Qt) (22)

Com isto, aplica-se o critério estabelecido anteriormente sobre estas duas equagdes, Equacgdo
(21) e (22), obtendo, respectivamente, as seguintes figuras, Figura (2) e (3), que mostram as regides
de estabilidade para um ambiente de evolugdo lenta no plano fxQ.

12,00 |

- f ‘—Fronteira de Escape‘

10,00 -

8,00

6,00 |- —7---t-N\-- oo
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Figura 2: Regides de Estabilidade para a Equagao (21).
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Figura 3: Regides de Estabilidade para a Equagao (22).
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Observando as figuras acima, Figura (2) e (3), a solugdo apresentada pelo método do Equilibrio
dos Harmonicos ¢ estavel para pequenos valores de £, j4 com o aumento do valor de £, a solucao
perde estabilidade em uma pequena faixa de freqiiéncia abaixo da freqiiéncia natural e em outra
faixa de freqiiéncia acima da freqiiéncia natural. Também, nota-se que quanto maior o valor dos
coeficientes presente na equacdo de movimento tem-se que mais rapidamente a coluna perde
estabilidade.

E, a medida que o nivel de carregamento aumenta, a amplitude de vibragdo, também, aumenta e,
em geral, a vibracdo do elemento estrutural torna-se mais complexa, até que ocorre a instabilidade
do mesmo, isto €, a solugdo escapa, tende ao infinito.

6. CONCLUSOES

O modelo matematico de uma coluna parcialmente enterrada em um solo nao linear do tipo
“com enfraquecimento” forneceu uma equacao diferencial ordinaria ndo-linear que descreve como
tal elemento estrutural se comporta de acordo com os parametros utilizados, isto €, a profundidade
da fundagdo, a amplitude e a freqiiéncia da forca de excitagdo externa.

E, a aplicacdo dos critérios da teoria das bifurcagdes conduziu a analise da estabilidade da
solucdo gerada pelo método do Equilibrio dos Harmonicos com o intuito de prever o escape da
coluna, mostrando que para valores proximos da freqiiéncia natural, tal solugdo estd sujeita a
bifurcacdes do tipo nd-sela variando segundo o valor da forca externa que € aplicada.

Diante dos resultados, novos trabalhos tém sido propostos avaliando a estabilidade da solugao
obtida por outros métodos perturbacdo, como também, empregando outros critérios, como o critério
de Melnikov. Também, pelo fato de aparecer a bifurcagdao no-sela, esta € aparentemente confiavel,
pois a bacia de atragdo da solucdo estavel pode ser muito pequena de modo que para pequenas
perturbagdes dinamicas finitas, tais perturbacdes podem levar a coluna a instabilidade.
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Abstract: The dynamic analysis of partially embedded column when submitted to periodic loads is a
complex process, due to the fact that on mathematic model has a hard difficulty in obtain the exact
solution. Thereby, we start of a mathematical model that represents the dynamic behavior of this
structural element in a non-linear soil, and with the difficulty in obtain its exact solution, we apply
the Harmonic Balance method which is a perturbation method to obtain a approximate analytical
solution for such model, and then, to analyze the behavior of the structural element. Thus, we seek
to define algebraic relations among the several parameters of the column, the soil and the applied
external loading, with the purpose of obtain adequate conditions in order that the mathematical
model solution will be stable. Once that the stability of the mathematic model solution obtained by
Harmonic Balance method imply at structural element’s stability. Beyond, this is a criterion of
solutions’ analysis applicable to many problems, and it is of important relevance to make safe and
reliable projects.

Keywords: Partially buried columns, Perturbation methods, Harmonic Balance method, and
Solution’s escape.



