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Resumo: 4 utilizagdo de ferramentas de simula¢do via Mecdanica dos Solidos e Método dos
Elementos Finitos (MEF) na descri¢do do comportamento mecdnico de Tecidos Biologicos Moles
requer modelos constitutivos capazes de considerar deformagoes finitas e grandes deslocamentos,
fontes de nao-linearidades. Modelos utilizados nesses casos sdo hipereldsticos, viscoeldsticos, entre
outros. Este trabalho tem por finalidade o estudo dos modelos de comportamento mecdnico de
materiais hipereldsticos e o desenvolvimento de um codigo computacional (de caracteristicas
didaticas) para simulagdo destes quando submetidos a deformagoes finitas. Para tanto, estudou-se
a Teoria de Hiperelasticidade, em particular o modelo constitutivo Neo-Hookean compressivel. O
problema de equilibrio é descrito pelo Principio dos Trabalhos Virtuais, através de sua formulagdo
variacional na configuragdo deformada. A discretizagdo via Elementos Finitos do PTV permite
obter-se um sistema algébrico ndo linear de equacgoes, cuja solu¢do sdo os deslocamentos nodais
do problema (que servem de base para o cdlculo das tensoes). O programa desenvolvido atende a
problemas planos de tensdo e os resultados obtidos sdo o estado de tensoes nos elementos e o
comportamento da estrutura em fung¢do dos carregamentos aplicados.
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1. INTRODUCAO

O M¢étodo dos Elementos Finitos ¢ uma poderosa ferramenta utilizada na resolug¢do aproximada
de equagdes diferenciais, com aplicagoes, particularmente, na Mecanica do Continuo. Nesta, ¢ usual
a presenca de ndo linearidades devidas tanto ao material quanto a geometria.

A utilizagdo de ferramentas de simulagdo via Mecanica dos Solidos e MEF na descri¢do do
comportamento mecanico de tecidos bioldgicos moles (pele, ligamentos, tenddes, etc. no campo da
Biomecanica) requer modelos constitutivos capazes de considerar deformagdes finitas e grandes
deslocamentos, fontes de ndo linearidades. Na sua grande maioria, sdo utilizados modelos
constitutivos hiperelasticos e viscoelasticos, dentre outros, para a simulacdo do comportamento
desses materiais.

As equagdes constitutivas que modelam um material hipereldstico apresentam-se em grande
nimero na literatura. Sdo exemplos: modelos Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden, Varga, Yeoh,
Arruda e Boyce. Estes, em geral, permitem diferentes formas de se impor compressibilidade,
quando necessario.

Modelos hiperelasticos sdo aqueles em que a tensdo resultante da deformagao pode ser derivada
de uma funcdo de energia potencial de deformacao, cuja expressdo depende do tipo de material a
ser simulado. Os materiais viscoelasticos, diferentemente dos hiperelasticos, dependem nao
somente do valor final da deformag¢do, como também da taxa de deformacao (velocidade em que a
deformacao ocorre).
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O presente trabalho visa tratar do estudo das formulagdes da Mecanica do Continuo e das
técnicas numéricas (Elementos Finitos) adequadas para lidar com grandes deslocamentos e
deformacgdes, assim como modelos de material adequados para a simulagao de tecidos biologicos
moles como ligamentos. Além desse, pretende-se implementar uma rotina computacional para a
visualizacdo dos procedimentos estudados na teoria. Ressalta-se que caracteristicas didaticas sdo
priorizadas em relagdo a performance, esperando-se facilitar a compreensdo de aspectos teodricos e
técnicos de codificagao.

Estudou-se a teoria de Hiperelasticidade, especialmente o modelo constitutivo Neo-Hookean
Compressivel. O problema de equilibrio ¢ descrito mediante o Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) aplicado a configuracdo deformada, incorporando a relagdo constitutiva mencionada. A
aproximacao por Elementos Finitos ao PTV permite a obtencdo de um sistema algébrico ndo linear
de equagdes, cuja solugdo representa os deslocamentos nodais do problema.

Para validar os resultados, foi utilizado um exemplo simples representando uma placa
submetida a esforgos trativos. Na fase de pds-processamento, o programa fornece informacdes da
configura¢dao deformada e do estado de tensdes do componente.

2. FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA
2.1 Formulacédo de Equilibrio e Principio dos Trabalhos Virtuais
Considere um corpo B ocupando uma regido €, no espaco e que, apds a deformagao, passa a

ocupar a regido €,, Figura 1. A fronteira 0Q, ¢ dividida de tal maneira que 0Q, =I', UT, ¢
r,NT, =0, onde I', € a regido da superficie submetida as condi¢des de contorno naturais

(esforgos de superficie) e I',, a regido submetida as condigdes de contorno essenciais
(deslocamentos prescritos).

X, x3

oQ

Xg,.\'g

Figural: Corpo B.

O Principio dos Trabalhos Virtuais postula que as tensoes, 0'(14) , produzidas por um campo de

deslocamentos u € Kin, estdo em equilibrio com os esfor¢os externos f (forg¢as de corpo) e T (forgas
de superficie) se, e somente se, os trabalhos interno e externo sdo iguais para qualquer variagao de
deslocamento virtual v € Var , isto ¢, satisfaz

[o(u)e(v)dQ=[ pdQ+ [ TvdS  VveVar (1)

Q,
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onde Kin = {u: suf. regular; u=u em I', } ¢ o conjunto de deslocamentos cinematicamente
possiveis e Var = {v: suf. regular; v=0 em I, } ¢ o conjunto de deslocamentos virtuais ou

variacoes. A condi¢do de regularidade suficiente diz respeito as propriedades das fungdes u e v
permitirem as operagdes de derivacao e integracao.

Nesta equacao ¢ preciso definir a relagdo constitutiva, dependente do material, que vincula
tensdes e deformagdes. Em outras palavras, relacdo a(u) necessaria para se alcangar o equilibrio.

2.2 Hiperelasticidade

Equagdes que caracterizam a cinematica e as tensdes sdo aplicaveis a todos os corpos
continuos, ndo distinguindo um material de outro. Deve-se, entdo, estabelecerem-se meios que
auxiliem a determinacao da resposta do material: suas Leis Constitutivas [Holzapfel, 2000].

Um material hiperelastico (também chamado de Material Green-Eléstico) postula a existéncia
de uma Funcao de Energia Livre de Helmholtz, ¥, que ¢ definida em termos de unidade de volume.
As tensdes resultantes da deformacdo podem ser derivadas da funcdo, cuja expressdo depende do
material a ser simulado.

As equagdes constitutivas que modelam um material hipereldstico apresentam-se em grande
nimero na literatura. Sdo exemplos: modelos Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden, Varga, Yeoh,
Arruda e Boyce. Estes, em geral, permitem diferentes formas de se impor compressibilidade,
quando necessario.

Conforme Bonet, 1997; a relagdo constitutiva do modelo Neo-Hookean Compressivel é:

(b—])+§(1n])l(2) @)

o(u)=

<=

onde o ¢ o Tensor de Tensdes de Cauchy, u e A sdo constantes do material, b ¢ o Tensor
Esquerdo de Cauchy-Green, J ¢ o determinante do Tensor Gradiente de Deformacgao F e I ¢ a matriz
Identidade.

O Tensor Esquerdo de Cauchy-Green ¢ expresso como:

b(u)=FF" 3)

onde F ¢ o Tensor Gradiente de Deformagao.
O tensor F relaciona a configuragdo deformada com a de referéncia através de

F(u)= (4)

onde x ¢ a coordenada deformada de um ponto qualquer do corpo (que depende do campo de
deslocamentos u), X é a coordenada indeformada de um ponto qualquer do corpo, Figura 2.
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Figura2: Coordenada indeformada (X) e deformada (x)

2.3 Discretizacao pelo Método dos Elementos Finitos
Pela aproximagao por elementos finitos propde-se redefinir o campo de deslocamentos através
do uso de fun¢des de forma

nnos

u(¥)=ue (%) 5)

v(X)=3 v, (X) (6)

J=1

onde u, e v, sdo coeficientes a determinar e as fungdes ¢,(X) sdo automaticamente

construidas de tal forma que seu valor ¢ igual a 1 no nd i e zero no nd j # 1.
Matricialmente, o campo de deslocamentos ¢ escrito como

x=NX:u=NU (7)
v=NV (8)

onde N ¢ a matriz das fun¢des de forma dos elementos, U ¢ a matriz de deslocamentos nodais e
V¢ a matriz de deslocamentos virtuais.

E possivel mostrar que dado um campo de deslocamento aproximado por Elementos Finitos, o
gradiente de deformagdo F pode ser calculado segundo a expressao (Bonet, 1997):

F=x(V.N) [(v §N)}T}T 9)

onde x é a matriz de coordenadas nodais da malha deformada, V N ¢a matriz com as

derivadas paramétricas das fungdes de forma, X € a matriz de coordenadas da malha indeformada.

Assim dado, o Gradiente de Deformagdao permite o calculo de ¢ segundo a expressao
constitutiva anteriormente mencionada e ¢ utilizado para a determinagdo das forgas internas de cada
elemento.
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As forgas internas surgem de modo a equilibrar o deslocamento causado pela aplicacdo das
forcas externas. Seu vetor global ¢ calculado a partir da integracdo do vetor de forcas internas
elementares ( F;, ,, ), [Bonet, 1997].

NPInt

Fpu= | BlodQ= Y B (i) (i), (10)
Qy =1

onde B, ¢ a matriz cujos componentes sdo as derivadas espaciais das fungdes de forma, g € o
vetor de tensdes a que esta submetido o elemento i e W, € o peso do ponto de integracdo i.

A integragdo numérica ¢ feita utilizando-se o método numérico da Quadratura de Gauss-
Legendre (utilizaram-se trés pontos de integracao) [Hughes, 1987].

As forgas externas sao tomadas como condi¢do de entrada do problema a ser resolvido e foram
consideradas, por simplicidade, constantes e independentes da posi¢do do corpo (independentes do
deslocamento)

OF
ext — 0 1 1
i (11)

A partir do calculo da forca interna, pode-se determinar o residuo de equilibrio, dado por:

(ERAGENG )

onde R(x) sdo os residuos, Fim(x) sdo as forgas internas, Fex,(x) sd0 0s carregamentos

externos.
O vetor de residuos define um sistema algébrico de equacdes ndo linearmente dependentes da

variavel x . Este sistema pode ser resolvido pela aplicacao do Método de Newton-Raphson
3. METODO NUMERICO DE NEWTON-RAPHSON

A técnica de Newton-Raphson ¢ formulada a partir da linearizacdo da equagao de residuo,
fornecendo o sistema iterativo do tipo [Bonet, 1997]

K, ue=—R(x:) (13)
Xt = X +up (14)

Graficamente, este método ¢ visualizado através da figura 3
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Figura 3: Iteracdes de Newton-Raphson

A matriz de rigidez (a matriz tangente), K, ¢ definida como a derivada do Residuo em relacdo a
variavel x, da seguinte forma:

o R _O[Fu(x)=Fuu ()]

15
Oox Oox (15)
Matricialmente
OR [ox, OR/odx, .. OR /ox,
Ko OR,/0x, OR,/ox, OR, [0x, 16)

OR,/0x, OR,/ox, .. OR,/ox,

Uma forma simples de calcular esta matriz ¢ utilizando a técnica de diferengas finitas. Assim,
impondo uma perturbacao ao residuo, Ax, ¢ possivel calcular os valores de cada coluna da matriz
de rigidez como segue:

Em (X+AX)—F;m (X_AX)
2Ax

K

(17)

O critério de convergéncia ¢ baseado na norma do Residuo, menor o igual que uma a tolerancia
especificada:

R(}) <tol (19)

Com o objetivo de facilitar o processo de convergéncia, o carregamento pode ser aplicado em
passos de carga, gerando assim uma seqiiéncia de problemas ndo lineares a cada passo. Nestes, a
forca externa ¢ dada por

i
F,, =) AF (19)
i=1
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A solucdo do Método de Newton- para cada passo de carga ¢ o incremento, u, , que equilibra a
carga aplicada.

4. ESTRUTURA PRINCIPAL DO PROGRAMA
O procedimento computacional foi implementado utilizando-se o programa OCTAVE.
O programa desenvolvido tem a seguinte estrutura a seguir:

1. Entrada de Dados: geometria, propriedades do material e parametros de
solucéo

2. Inicializagdo das Variaveis do Problema: F,_ , AF,, R, U
3. Laco de repeticdo sobre os incrementos de carga

3.1 Calculo do carregamento externo: F, =F +AF,

ext
3.2 Calculo do residuo: R=R-AF,
3.2.1 Lagco de repeticdo até a convergéncia ou limite de

iteracdes
3.2.1.1 Céalculo de K
3.2.1.2 calculo de u: Au=—(K"'R)
3.2.1.3 Atualizacdo do vetor deslocamento: u=u+Au
3.2.1.4 Calculo do Residuo: R=F -F,
3.2.1.5 Se a convergéncia for alcancada, incrementa a
carga

ext

3.2.1.5.1 Se nao, iniciar bissegdo: F,, 6 = >
4. Apresentacdo da configuracdo deformada
5. Apresentacdo do estado de tensdes dos elementos

5. EXEMPLO E RESULTADOS

Um exemplo simples foi utilizado para se apresentarem os resultados que podem ser obtidos
pelo programa. O carregamento a que a estrutura esta submetida ¢ de 60N e as constantes da relagdo
constitutiva 2 sdo: p =3 e A = 2. O elemento finitos utilizado ¢ o triangular de 6 nds.

Este exemplo pretende demonstrar a capacidade de resolucdo do programa (que pode ser
estendido para diversos casos planos).

A Figura 4 representa a placa engastada na sua extremidade esquerda sendo tracionada na
direita. Utilizou-se simetria na linha superior, ou seja, os deslocamentos verticais da mesma sio
nulos.
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Figura 4: Modelo utilizado para a simulagdo. Placa engastada na extremidade esquerda sendo
submetida a tragao distribuida sobre a extremidade direita.

A Figura 5 apresenta as configuragdes indeformada e deformada da estrutura, enquanto a
Figura 6 mostra a representagdo das tensdes de von Mises.
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Figura 5: Comportamento da estrutura ao carregamento aplicado. Configuragao Indeformada
em azul e Deformada em vermelho.
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Figura 6: Tensdes Equivalentes de Von Mises nos elementos finitos.
Apresentacdo na configuracdo deformada.

A condi¢do de simetria do problema pode ser prontamente verificada na Figura 5, pois ndo
houve deslocamentos verticais na linha superior, nem horizontais na linha esquerda. Devido a
deformacdo a que a estrutura estd submetida e a maneira como estd vinculada e carregada, o aspecto
qualitativo da configuragdo deformada apresenta uma reducdo da se¢do transversal no meio da
estrutura. Esse fato acarreta um aumento na intensidade de tensdes, que pode ser visualizado na
Figura 6.

A borracha pode ser considerada um material hipereldstico. Imaginando-se o comportamento
da mesma quando tracionada, sua configuracdo deformada ¢ como a apresentada na Figura 5.
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6. CONCLUSOES

Neste trabalho se apresenta a implementacdo de um codigo de caracteristicas didaticas para a
simulagdo de problemas de hiperelasticidade em deformagdes finitas, como passo necessario para o
uso e desenvolvimento de modelos proprios para a representacdo do comportamento mecanico de
certos tecidos bioldgicos como ligamentos e tenddes. Nestes serd necessdria a incorporagdo de
outros efeitos como dependéncias na velocidade de deformagdo e anisotropias. Os resultados
obtidos foram satisfatorios, reproduzindo adequadamente solucdes analiticas e solugdes numéricas
obtidas com programas comerciais.
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Abstract: The use of simulation tools via Solid Mechanics and Finite Element Method (FEM) in
describing mechanical behavior of Soft Tissues requires constitutive models capable of considering
finite strain and large displacement, non-linearities sorce. In these cases, the constitutive models
used are hyperelastic, viscoelastic, among others. This research has the purpose of studying
hyperelastic mechanical behavior models and the development of a computer code in order to
simulate these materials under finite strains. In adittion to this, it intents to disseminate the use of
FEM, because of its great power. The Theory of Hyperelasticity was studied (specially the Neo-
Hokean Compressible Material). The equilibrium problem is described by the Virtual Works
Principle (VWP), via its variational formulation, aplied to the deformed configuration. The
discretization of the VWP using Finite Elements allow us to obtain an algebric system of non linear
equations, wich solution is the nodal displacements. The simulations can be done for plane
elements and the results that can be obtained are: the stress state of the elements, the structural
behavior under aplied loads.

Keywords: Hyperelasticity, Finite Elements, Simulation, Biomechanics.



