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SUMÁRIO 

Neste trabalho são apresentada s as formul ações de dois 

modelo s de e lemento s fi nitos re centemente propostos .Os eleme~ 

tos di scutidos quant o a aplicabilidade na anál ise geral de t~ 

bos são os seguinte s:um e lemento viga-tubo com os deslocamen­

to s axial,de torção,de flexão e da oval i zação variando cúhic~ 

mente ao l ongo do tu bo e um e l e men t o de pl aca , plano com tres 

n6s onde as deformações de membr ana são con stan t es .~na análise 

onde as respostas destes e lemento s são compar adas às da form~ 

lação gera l de ca scas ilus tra a qualidade das form ulaçõ es e 

oferece um a ava li ação da s modificações recentemente propos t as 

a formul ação do elemento v iga-tubo . 

SUMMARY 

The fo rmulations of two r ecent ly propos ed displacement 

based fin it e element mode ls are presented.The elements, a Pl 
pe -elbow element with axia l,tor s iona l,bending and ovalization 

displacement s that var y cubicall y a long the axis of the e lbow 

anda three- noded constant membr ane st rain flat p l a te element, 

are discu sse d for their applicability to a general piping a ­

nalysis.A samp le analysis where e l emen t respon ses are comp a ­

red with a ge ne ral s he ll formulation illust r a t es the effec ­

tivene ss of the formul a tions and evalua te s the new l y propo­

sed enhance ments to the pipe-elbow element. 
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1. Introdução 

Sistemas de tubul ações , la rg am en te u sados em ol eodut os, 

centr a is nucle ares e t roca d ore s de c al o r s~o de impotDncia r~ 

levante considerando - s e a s e~uranç a c os custos de tais in s ­

talações. Recent ement e u' a maior atc nç ao t em s ido dedicada a o 

de s envolv im en to d e modelos 4uc cfetivamen t c prcveem os prin ­

c ipai s modos d e deformaç õ e s cm t ubos,b~ s icam e nte as deforma ­

ções de viga e as defor mações de ovali z a ção . 

As primeiras ob s e r vaçõ es experime n ta i s dos efeito s da 

ova li zação em tubo s mostr ;Jr:nn s ere m o s mo d e l o s analític o s pa ­

ra v i ga s cu r vas inad equados J a n :t li s e e strutura l d e tuh o s s u­

jeito s a os efeito s da oval i zação flf . l'm J ~JJ I, util i :ando mé to ­

do s de c n ergia , vo n KArmjn mos trou flsicament e o s efeito s da 

oval i zaçào e m tubo s c pro pôs uu• mo d e l o an:~l ític o que e l u c i do u 

os r esultados e xperimentais puhli c :Jdo s !2 f. No modelo pr Pp< : s t o , 

von Kármá n consid e ra um comprimento diferencial do tubo .:un·o 

cm que o mome n to fletor int !' rn o é co n s tante; :~ ss um c - sc p o rt :t n 

to ser a ovaliza ç ~o da s eçào n •ta co n s tant e :w l on g o do tub o . 

As s i m,o s s i.stemas de tuhula.,:oe s em 4u e a c1rg;~ moment o,: v :~ 

r i ável ou o fato de nao haver ov ;1l i zaç :1o cm um:1 da s <~ X tremi 

dades do tubo ou a inda o :' e f e t to s d:~ int c ração e ntre tu hch 

c u rvos c retos não podem ser :J!Iali s ado ..., ttti. l i : :Jn do - :-; l ' n mode ­

lo prOf)OStO por VOII Kárm;ín. 

De v ido as .l i m i t~u,: O c s :JL- i m;t, :1l g um ~ 1 :-; :-> o l u t; ôc s t1 t 1 I 1 :: ~ II Hl o 

a teoriu ge r a l de ca s ca s te m s ido <.~prc sc n t;• Ja s p:~ra d e s c·r, ·v o r 

u ..: omportamento do tuh o l :i f. :\p v :, ar dl' remov e r :ll g uma s da s hi pó 

te s e s s implifi caJ o ra s dt' vun 1\ .:i rm :ín,Lil ~ s o i i i \ -Ó(.'S n ~Ú) s:-ío L'( ~~ 

tiva s na análi se ger ;ll d e tuhnla<;.óe s . O g r;•nd c po ten c ia l par :• 

a a náli s e ge ral Je tub o :; c s t :í no u s o ,!o mé tod o de c• l c mc nt os 

f i nitos[4,S j . ;\t u :Jlme ntc t uh o :; < io ana l i s a do:. u t ili candu- ;. c· 

t>à s icam e nte tr·ês mod e Lo :; !(l S J : (a) e l cm c nt o s tri - d i lnc' n " i o n a i s , 

lb)e l cmentos gcr:.Ji. s ~ll' ca s ca :; , P ( 1...- )l · lc mc nt o s esp c•(.: i :t i ~ d n 

tipo viga - tubo. Con s id e rando u n1 imcro d e g r :í u s d,· !J IH· rda d· · 

e n vo l v j Jo e o custo do pr cl cc· ss <~m< ' nt o llLÍmc ri c·o par;~ a a :d ! J ·'c 

t í p ic a de um s..itcma <.1 12 tuhul;t~OL' ~> , o ~ ·. doi ..; p t· ! mciru·.:. nl l)dc- l u~ 

c:; táo ulém d o c s t aJo da · art e d os mc ic,.; de c·< "" l" lt " <.; ·'' :tt l"tl · · 

O ohjctivo Je s lc tr ;lb ;J lho 0 ttp r t' ~ c n l ar um ;.'_ ; ~ lido c o1 ~: 1 '~ t. 

rativo da s formulaç ôc :; dl' d o i s <' I em e nt o :, r e ce< ' llt •. mcnt <' p uh l i 

cado s . l' r.imcir o ,u c l ( ·ment o ~: < p c c i~ l l V J ~~; ! · tuh() i..."0\:1 q u; : t l"\.' : ;t \ ~ 
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onde as deformações axial,de torção,de flexão e da ovalização 

variam cúbicamente ao longo do eixo do tubo[9]. A formulação 

do elemento é uma extensão natural do modelo pioneiro de von 

Kármán modificado para acomodar os efeitos da interação entre 

tubos (10]. O segundo é um elemento de placa,triangular,com 

três nós e seis gráus-de-liberdade por nó (11]. A formulação 

i s oparamétrica deste elemento base ia-se na teoria de placas 

com deformações de cizalhamento transversal (teoria de Reiss 

ner ou de Mindlin para placas [13]) e utiliza ordem de inte­

gração reduzida. 

Na próx ima Seção são apre sentadas as formulações bási­

cas de s tes dois elementos e di scutidas quanto a aplicabilid~ 

de à análise geral de tubulaçõ es . 

2 . Formulação dos Elemento s 

A análi s e geral de estruturas utilizando o método de 

elementos finitos consiste bàsicamente na formulação da s e­

quaçõe s de equilíbr i o para cada elemento e posterior solução 

do sistema de equações independen te dos tipo s de elemento s 

envolvidos. Neste processo geral de di sc reti zação da estrut~ 

ra, como na análise de Ritz,funções de interpolação aprox i mam 

os deslocamentos em todo o domínio do elemento. Um a vez es ta 

belescido o Indicador Variacional 

n= u - w (l) 

onde U e W são re spec tivamente a energia tot a l de deformação 

e o potencial total das cargas ex tern as , a sol ução é obtida 

invocando-se o Princípio dos Trabalho s Virtuais (ou Princí­

pio da Energia Potencial Mínima) [5]. Assim, com ófi=O obtém­

-se a equação de equilíbrio, 

K U= R 

onde K é a matriz de rigidez da estrutura associada aos 

gráus-de-liberdade listado s em ~. 

(2) 

(3) 
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e ! e o vetor das forças exte rn as referida s a os nós dos e le­

ment os . Na Eq. (3) ~ e a ma triz de tran s f ormação geomé tr ica 

de fo rm aç ão-de s lo came nt o s e C c a ma t ri z d e transformação te~ 

são - d efo rm ações . Na so lução da Jóq. (2) é n e ces s ár io es ta hc l e 

cer ap e nas a ma tri z B de cada e l e me nt o c proceder a int c;:ra­

ção numéri c a da Eq . (3). 

2. 1 . O Elemento ~ga~J~~~~~~ 

Consider e - se in icia lm en te o elemento de v i ga n a Fi g . 

la c uj a s eção r et a c i rcular não s e de f o rme cm s eu plano o u 

fó ra do se u plano. Na formulaç:io do e l e ment o s ào usados hibi 

camcnt e os de s lo camento s axia l ,d e fle xão c de torção c ,po r­

tanto, o c am po dos de s locamentos ref e ri do a o si s t ema g loh a l 

d e co orden a da s é 

4 k i ,k 
u. (r, s ,t); L h ku. + t L :1khkv . 

l k ; } I k ; J tI 

4 k 
+ s L akhkVsi 

k; J 
( 4 ) 

com 

ond e , 

r, s , t 

hk(rk 

u i 

ek 
I 

ak 

ovk 
-tl 

vk ; ek x uvk 
-s ·- s 

c vk; uk x ovk 
-~ t 

cooruenada s i so paramét ri c 1s JS J 

i ; I, 2, 3 

( s) 

f unç ões u c int e rp o laç i1o isoparamétrica J 'l ,l ll ] 

d c s I o c am e n tos ass o c i ado s a o IHÍ k 

rotações a ss o e i ;Id ~ts ao nó k 

raio e x terno ua seç à o 1·e ta associ ad a a o nó k 

compon e nt e i do vcto r unit:lrio 0vk na dircc;üo 
- t 

t,a s sociad o a o n ó k 

Vk ; c om p on en t e i do vct o r unit:íri u 1'v k na dirc<;ao 
-SI - t 

s , a s soc iad o a o n éi k 

A partir d a Eq. (4) a s ue fonna ç ôcs tot :1 is referida ~ a o 
. 1 b 1 d d d o <) () . .. - • l s1tema g o a e coor ena as ( x

1
, x

2
, _,

3
) :; a o transtorma c a s 

ao s ist e ma lo ca l de c oorde n ad a s (r, s ,t ) . Ape na s a s dcform<~­

çõ cs important e s do modelo de viga .<i1o c n t?ío i ncluíd :IS ,l' s ;,c · 

c lf icamc n te: a d eformaç ão normal r. rr l' :1s defonnac;õc s d e c i ­

zalham e nto yrs e yrt" :I s cquaço<'S de d cformacõcs ass i m ohti -
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cas formam a matriz de transformação geométrica ~v do modelo 
de viga. 

( a) . Geometri a e dis creti zação do elemento de 

viga de seção reta circular. 

I 
I 

EXTRAOOS I 
(</1. 160°) 

ELBOW AXIS 

(b). Des locamentos de oval ização consid e rados 

na formul ação(J2 modo de Kármãn;w t neg .) 

Fig. 1. Deslocamento s associados ao elemento viga - tubo. 

Para incluir os deslo cament os da ovalização da seção 

reta,Fig. lb,assumc-s e que o tubo avaliz e segundo os segui~ 

tcs modos de deslocam e ntos, 

N 
4 ( .,....c 

wc (r,cj>) = L L.. 
s k=l m=l 

Nd ) 
h k ,~ hkdmk CDS 2m" (6) kcm si n 2mcp + L.. ,, 

m=l 

k k onde a hipótese bá s i ca é wç= - dw ~ /dcp ; cm e dm' k=l,2,3,4, 

são os deslocamentos ge ne r a lizados da ovalização do tubo . 
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Dependendo do tipo de carregamen to e da geometria do tubo,é 

suficiente incluir-se apenas o primeiro ou os dois primeiros 

t e rmo s de um (ambos) duplo- somatdrio(s). Na implementaç ão do 

elemento Nc e Nd podem assumir os valores O(sem ovalização), 
1,2 ou 3. Os deslocamento s totai s do elemento são a soma dos 

deslo camen tos presente s nas Eqs. (4) e (6). Portant o , um n6 

tfpico do elemento viga-tubo possui incógnitos os seg uinte s 

deslocamentos 

kT 
u k k k k k k k u 1 u 2 u 3 e1 e 2 e 3 I c 1 

k 
c2 

k 
c3 dk dk dk 

1 2 3 
(7) 

As deformações associadas a ovalização da seção reta , 

no sistema local de coordenada s ,poss ui as seguinte s comnonen 

te s 

WR [ ( )2 d 2 J 1 w 
( En,)ov= - - - ---- ----i'- ç ( 8) 

R - a cos <j> R - 3 cos<j> de 

(y ) = 1 _ E, ( ) dw 
nE, ov R - a cos<j> de 

(9) 

[ 2 1 d w 
(EE,E)ov= - -z wr. + ~J r, ( 1 o) 

, a ' dq, 

O segundo termo na Eq. (8) e a Eq . (9) repr ese nt am as 

mod ificações da teoria de von Kármán para incluir os efeitos 

da interação entre os elementos . Ràsicamente estas modifica ­

çõ es representam as compon ent es da flexão e do cizalhamento 

incluida s no estado bi-axial de deformações devido as mud a n­

ças de curvatura da superfície mediana durante a de formação 

do tubo. A matriz de tr a ns formação geométrica do e l ement o é 

obtida adicionando-se a matri z transformação geométrica a 

partir das Eqs . (8) a (10) à matriz !!.v do modelo de viga . A 

continuidade nas derivada s dos deslocamentos radia is na su­

perfície mediana do tubo é enforçada através de uma ma tr iz 

de penalidade adicionada à matriz de rigidez do elemento[lO]. 

Es ta condição é equivalent e a impos ição da continuidade das 

rotações na formulação geral dos elementos de viga. 

.. 
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2.2. O Elemento de Placa 

O elemento triangular DKT (Discrete-Kirchhoff-Theory) 

mostrado na Fi g . 2 pos s ui trt's n6s nos vértices com se i s gr! 

us -de -l ib crdad e por n6; o e lem ento é plano e ,uma sup e rfície 

de ca sca como cm um tubo curv o é mode l ada cm uma montag em de 

" fa cet a s planas". O objct.ivo primeiro do d ese nvolvimento de :2. 

t e el ement o foi o de obter-se um elemento simples e de prcci 

s~o como uma alternativa ao elemento i so par amétri c o de c as ­

cas . A mat r iz de rigidez do el emento DTK c cons t ruíd a da se­

gu i nt e forma 1141 : 

(l) o c omportamento b fl ex ão s egue um a gene rali zaç ã o 

da formul ação de Kirchhoff inic i alm e nt e desenvolvida para 

vigas c ex tend i da para a f o rmul a çã o de placas: "qua lq ue r seg_ 

menta Jnicialmcnte normal n sup e rff c ic medi a na do elemento 

p e r man e ce reto ma s não nec essà riam e nt c pe rpendi c ular à s upe~ 

f[cic med ia na deformada " . Com es ta hip6tese,as comp on ent es 

dos des locament os de vid os à fl exão c referidos ao sistema l o 

cal d e coorden ada s x,y,z,sào 

u = ze (x, y) 
y 

;c \v= w(x ,y) ( 11) 

onde u,v,w são respectivam e nt e os des l oca mento s no plano e 

transvcrsal,w cio deslocamento na su per f fci c median a c ex e 

O são as rotações da normal a s up crf f c ie da pl ac a nos planos 
y 

y - z c x-z respectivamente. Na a náli se linea r as defo rmaç ões 

devido a flexão ohtida s a pa rtir das equaçõ es aci ma s ão i me­

diatamente ident i fi cadas , 

b ze [ 
XX y,x 
h -ze r:y y x, y 
h 

z c e 0 x X) (1 2) Yxy -
y , y ' h 

+ e Yxz -w ,x y 
b + e Yyz w , y X 

(2) o comportamento de membrana é obtido a partir dos 

des l ocamentos na s uper f fci e mediana do e lemento . As deforma ­

ções,assumidas constantes a través da espessura da placa, s ão 
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m 

E = U 
XX ,X 

m - m 
E = v ;e y = u + v 

yy ,y xy ,y ,x ( 13 ) 

Na formulação do elemento triangular DKT as deformações 

são referidas apenas aos d es locamentos na superfí cie mediana. 

As s im,na implementação do elemento polinOmios de Hermite in­

t erpolam os deslocamentos no s três nós e a matriz de transfor 

maçAo reomdtrica dcform ~ç~ o - deslocamentos é ohtid~ s uhst i tu in 

do- se o campo de deslocamentos obtido na s ra. (1 2) c (1 3 ) . A 

integração reduzida da matriz d e rigide z e efe tuad a no domí ­

nio da superf ície medi a na do elemen to . 

---1Jy3 

~ 
Fig. 2. O Elem ento triangular DKT 

3. Anãlise Comparativ a do s l'lemcntos 

Os exemplos apr esentados nes ta Scç~o foram anali sa do s 

na Ref. [9] e a solução analiti c a apresentada cm [3] entre­

tanto,ne s tas aná lisc s,os efeitos da interaçlo nl o e ra m co n s! 

rado s. A Fig. 3,as r espostas do e leme nto viga-pip e c on s id e r~ 

do s os efeitos da ovali za ç ão para diferentes condiçõ es de 

contorno nas cxtremidudcs, são comparadas com as re s pos t as do 

e lemento triangular DKT.Na s co nfigurações l c II fo ram usa ­

do s 5 e 7 elementos viga-pip e r espec tivamente enquant o que 

com o e lemento de placa,m e io-tuho fo i modelado com malhas de 

216 e 288 elementos resp ectivamente . As resposta s dos e l c me~ 

tos na s análises com flang es mo s t ram a boa concordancia das 

s oluç~e s compa radas com a s do elemento isoparamétrico geral 

de placa s [15]. E notável a va ri ação nas soluçõe s quando os 

efeitos da interação e dos flanges são considerados:a dife-
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rença entre as sol~ções gerais de cascas e as apresentadas 

pelo elementoviga-tubo representam apenas 3% do êrro cometi­

do quando não são considerados os efeitos da interação na a­

nálise de tubos com flanges. 

16 

14 

.25 __ I _ 10 

TUBO RETO ~ 

Ref.[9j,Config.I/sem flanges 

w* • (...:!___)~ 
~ Mo R 

flanges 

30 40 50 60 

TUBO CURVO 

~ 
'-' M 

Configuração I 

aram. Geométriccs: 

R/o, 3.07,o/8, 20.8 

R I L , 2.0 , ~ • 0.3 

Fig. 3 Respostas dos modelos nas análise sob diferentes 

condições de cont6rno da ovalização(w medido a ~=90") 
[, 

4. Conclusocs 

As formulaçocs de dois elementos cfetivos para a análi 

se geral de tubulaçocs s;·IO apresentadas. Uma anál isc compara 

tiva dos elementos demonstra ser o elemento viga-tubo basta~ 

te efctivo na an(!J i se geral de tubulaçoes considerando-se o 

número de variáveis Jc elementos finitos envolvidas. A boa 

concordância dos resultados demonstra que as modificações i~ 

traduzidas no modelo Je von Kármán representam os termos im­

portantes da teoria de cascas necessários para acomodar os 

efeitos da interação entre tubos. 
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SUI411.R IO 

O cãlcul o de problemas de ~ol oe de transientes mGltiplos 

nos sistemas de apoio com auxilio do método esoectral modal 

é comoarado i integra~io di reta das equações de movimento. 

São Pes quisadas vãrias Possi b ilidades de superoosi~ão d e 

fo rças componentes com particioações modais, baseadas num 

exemo lo de cálculo de uma tubulação. 

SU~1NARY 

St ructural analysis of multi o l e transient pulse 

o roblems by the modal response soect rum method is comoared 

to direct integration of the equations of motion, Various 

ootions for combining load components and modal contribu­

tions are investigated in con,junction with a computational 

case study from the field of piping design, 
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1. Introduction 

The sudden closing of a valve in a fluid-rilled pipe 

generates high oressure oulses nr ooaP:at in.r; thrOUf'h the en­

tire oioin r; sys tem. Th e ass essment of the safety of the de­

sign re qui r es the comnut a tion of the max imum deformat ions 

and stress es of the s tructural sys t c m. 

Current n racti ce of anal ys i s consists of a two - oart 

time hist ory investi gation . First, the time hi sto ries of 

the hydrodynamic force s are determined by flui d dynamics 

me thods. Sec ond, a stress analvsis f ollows i n wh ich the 

force time histories from the first steo serve as a load ­

in.r; oattern in soace and time. 

To the structural desir;ner the maximum, over the 

time doma in, of deformations and stress result ants rather 

than the ti me historie s themselve s are of rnain concern. 

This sur,~; ests the aoP li cation of the s n ectrum me thod of 

modal analysis. Thi s mcthorl has been used successfully in 

the analy s i s of structu r a l resoonse of pipinr; systems sub­

.iected to suppo rt accelerations caused by earthouakes and 

oth er severe stochastic dynam ic loading cond itions. 

The use of transi ent resn onse snectra in the anal y ­

sis of pulse n roblems h as been treated extensively by Ja­

cobson and Ayre[l]. The use of resp on se snectr a in the ana­

lysis of structures was first introduce d by Beniofd2 ] and 

Biot[3]. The apn licat ion of the spectrum method to the ana­

l ysis of transient pu l se nroblems is a n anproximation in 

the sense that the temPoral relationshios of the resoonse 

from the individual loads and the s i g ns of both, loading 

and resoonse, are los t. The superp osition of the individual 

loading contributions to the total response requires an 

approach different from the suoerposition of multiole suoo­

ort excitation contributions from an earthquake. 

A driving factor for the use of the spectrum method 

in transient pulse oroblems is the possible saving of com­

putational cost, provided that the transient load soectra 

are available free of cost. Otherwise the cost of the g ene­

ration of the spectra from time histories has to be added 

to the total cost. 
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The present paoer sets up the numerical procedure for 

the analysis of transient pulse problems by the spectrum 

method. It explores the validity of the aporoach by compa­

rison to both, modal and direct time history analyses. 

Three areas of particular interest are investip,ated: (a) 

the number of modes required to describe a nressure pulse 

problem, includinp, the treatment of the residual components; 

(b) the type of superposition of the load components and 

mode components required to arrive at a realistic result; 

(c) the effect of damoing in the analysis. Cost savings vs. 

accuracy are aporaised for a tyoical transient oressure 

oulse analysis of a oower olant oipinp, system. 

2. Mathematical background 

The matrix equation of motion of a discretized mathe­

matical model of a piping system subjected to force excita­

tions is p,iven by 

M V + C V + K V = ~ ~(t) ( 1) 

where )i, _ç, and K are the system mass, dcunninn; ;md sti ff­

ness matrices, resoectively, and ~. V and V are the nodal 

ooint accelerations, velocities and disnlacements, resnec­

tively. The dvnamic force excitations are described by two 

matrices, a distribution matrix, 1p• v1hich locates the for­

ces on the structural modal topolo~v. and the time histo­

ries ~(t). The numbcr of rows in ~ corresnonds to the num-
-P 

ber of degrees of freedom, n, of the mathematical morlel, 

while the number of columns corresnonds to the number of 

different time histories. 

The free, undamped vibrational characteristics of 

the model are comouted from the solution of the eiPenorob­

lem 
(2) 

The solution of the eip.enproblem is carried out to m modes 

and frequencies w. where, 
.] 

~=I !1' f2••••• ±mJ 

l".i~m<n and 

(3) 
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Modal decomposition reduces the n couoled equations 

of eq.(l) tom uncoupled second order differential equa­

tions in Yj olus a residual equation in y
0

• 'l'he total dis­

olacement can be written as 

v 
m 
L: G> v 

.i=l -.i .i 
+ v -o (4) 

~ihen on l y the modal comooncnt s a re taken into account the 

j -th uncounled e q uation i s 

.. • 2 -
Y. + 2 ~. w.Y. +i.u. Y. =L . P(t) 

.] ,] .] J .l .1 -D ] -
( 5 ) 

The medes a re assume d to be n o rmal ized to ~ ive the fol l ow­

in~ Reneralized mass, damninR , a nd s tiffness, resnRc tive l v , 

T 
~.i ~~i= l; ~ 1' c q, . = 2 r . I..> i , - .i--.] .1 . 

q,TK <j>. = W 2 
-.1- -.1 .l 

( 6) 

The modal narticination f ac tor s a re contninerl in the mat ri x 

~n .i , \·ihich is a row mél.trix wi th one coeffici ent f o r each of 

the ti me histories. The p a rti cin ation factors at'e corrmute ri 

from 
~D l. = ~Tl. 1_n ,. ' · . (7) 

In t :'le treatment o f the resirluum , which i s th e p a rt 

of the sol ution not covered t P / modal decomnosi ti on , the 

fo llowinR identitv is used 
~ ~T 

li ~ ~ = ln (il) 

v1here ~ = [ ~l ,1,2 , ... ,±nJ /\1 t!l o u r;h all the medes u:o to ,P . - n 
are not ac t uall y como \Jte rl t!lev are nevertheless nar t of 

the derivation of t!l~ res i d uum ~0 . J~ n remulti n l y i n R e1 . 

(7) with the matrix ~ the fol l owinR i s obtained, 

i ~r) i ~'!' ~ = :1-l'l 
---ry --;") 

(()) 

Thi s concludes the ma themat i cal hackRround of the 

p r ohlems to h e sol verl. 'l'he comnutational nrocedur e ma~; be 

carried out directly from eq.(l) hv direct int e7ration , o r 

from eq s .(4) and (5) hy modal time history analvsis or hy 

sp ectrum ana l ysis . Of coursc , there are other additional 

modal analysis nroc:e rlures to comnute maxi ma of the solu­

tion. 
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3, Computational aporoach 

':!odal solution nrocedures will be described only. For 

the oresentation of a brief summa r y of a direct inte~ration 

solution 0 rocedure. 

3 ,1 Modal ti me history analysis 

The comnlete ac ce1er a tion time histories are written 

in terms of eq . (4) as 

~(t) = f 4>. y .(t) +v (t) 
j=1 -J J -o 

(lO) 

(11) 

in which 1 i s the numbe r o f th c 1oact ti me history uncter 

consi de ration. The normalized modal resnonse fr o m forc e 

time history 1 is comnuted 
t 

(w~ /WD i) 't'~ O 

from the inte r ra1 

-1<""> -si.li(t-"Ç) . w (t-7:)d7: n • e s~n D . 
. l ( 12) 

The damned frequenc ~/ w l> .i in er]. (1 2 ) is obtained from 

(,J'J . = cu . ~=-- s~ (13) 
. J J J 

The r es i du um in eq. ( ~O) contain s the contribu tions of a ll 

the hi~her modes m~~sn 

n 

~o(t) = L <i:_· 
.i=m+1 ·1 

·{ . ( t) 
.1 

(14) 

S ince the s e mode s h ave not been comnutP.rl their e f 1ec t must 

b e a::m roximated, 'fhic; can be clone hy cons iderin n; th c sum 

n n m 
L ~ ,·1:., i = [ f i .b:n i - [

1 
~ i ~n .i ( 1 ~; ) 

j=m+l · · · J=1 · · J= 

When the exoression for t L of eq.(P) i s suhstituted in -n 
e q .(1 5 ) it can be rewritten as 

n _
1 

m 
L ~l·~nJ· =!i ln - L <t;.b:n i <16 ) 

.i =m+ 1 · · j = 1 · · 

The break of the mo d al aoproach s hould bc t ak en at .i =m+l 

where Y1 (t) can be rep laced b v n1 (t). The r es i duum is then J . 
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m 
L ~.L .) P(t) 
j=l -J-PJ -

(17) 

The solution of the m uncouoled second arder differ­

ential e~uations of e~.(5) is presenteei in eq.(12) as an 

integral. The sol ution may also be obtained by a numerical 

solution a·l.<eori thm such as the Wilson, Newmark or Goldberg 

algo ri thm [ 4] 

3. 2 Modal response soectrum analysis 

The first comoutational steo in this aooroach is the 

generation of spectra for each of the time histories. This 

is dane by finding the maxima of the acceleration time his­

tories in eq.(12) for different w•s. For each w selected 

for analysis a maximum Sa(w,s) is comouted. 

The j-th modal acceleration amplitude resultinr: from 

the 1-th force soectrum is 

··1 I 1 I 1 Y. = L. S (w.,~.) 
,1max o J p .1 .1 

( lS) 

The j-th moctal acceleration amo li tude from all force soec­

tra is obtained from 

.. \ ··1 2 ! 
Yjmax = {~ (Yjmax) } 2 (19) 

Eq.(19) assumes that the forces do not all act at once in 

the sarne direction. The sip:n is lost in this analysis in 

e~. ( 18). Roth equations consti tu te an anoroximation in the 

sense that ohase relationshios are not accounted for. Other 

possible tvoes 

y = 
jmax 

of superoosition 

\ ··l 
LIY].maxl 
1 ' 

or summation including the sip:ns 

Yjmax =I~ L;.i s~(cu.i,s.i) I 

are absolute summation 

(20) 

(21) 

The summation of eq.(20) is the most conservative tyoe of 

suoerposition of the load contributions. The summation of 

eq.(21) is an envelopinp: method in the sense that all mo­

dal load components of mode j move in phase. Such a situ­

ation can be described more accurately by assigning the 

sarne spectrum s1 to all the load positions while the clif-
a 

I. 
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ferent scale factors are contained in the distribution vec­

tor rz 1 
-p 

The modal components of the acceleration maxima are 

combined by one of the various modal superposition rules. 

One typ ical s uch suoeroosition rule is the SR SS-method, 

which is used here in place of other rules 

{ 
m •. .., } 1 

'imax = L <cP,.Y ·max) '- 2 
j =1 - . . l 

(:>2) 

In dealing with disolacements and stresses a more conser­

vative mod a l suoeroosition method will be oresented. 

Th e residu a l acceleration i s comnuted from the spec-
1 trum value which is independent of frequency, S
0

(w
0

,"!;), 

using a modifi ed form of eq.(17), 
m 

vl = u1-1~1 _ [ <t>.L1 .l 
-omax - - n .1= 1 -.1 n.l 

(23) 

The comnlete solution is obtained from t~e s quare root of 

the sum o f the squares of ij from eq.(21) and V in -max -om a x 
which 

.. \ .. 1 
v = {_ v 
-omax 1 -omax 

(24) 

Di sn l .acement and stres s comnonents a r e comonted in a 

s imilar way a s the acc e l e r a tions. The modal disol acemen t 

maximum for the ~ - th mode i s 

y .i rn a x - Y . I w 2 
.1rnax .i 

(2 5 ) 

The modal d i sn lac ement maxima can he s uoeri mnosed by the 

S lêSS-method o r e (j .(2 ;:>) , lly the Al3S-method, 
m 

'ir1ax = f;, I ~.i Y .i I (26) 

wh ich is quite con s ervative, or by any o f the rn e thods re­

quired by the code [ 5 ] • 

A more gene r a l sun e r oositi on me thod has heen s u g~ es­

ted b 0• Der Kiuregl11an[ 6 J. This method is based on tlle c ros s ­

correlation coef f icients, fij' of the free vihration fre­

quen c ies, 'i• where i,.i =l, ... ,m. For constant r~ od<ll damn in ". 

5 th e cross-correlation coefficients a r e 

(27) 
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where r=~./w1 • The modal superoosition is given by the 
J 

square root of a double sum, 
r:t m 1 

~max = { 1~1 j~l fij(~1Y 1 )(jjYj) }2 

The residual disolacement maximum is obtained by 

solving the quasi-static orobler:t 

K v = r,l v - -omax - -omax 

The total disolacement maxima are 

v =[uuu~qlcj>) 
-total max x y z Tx y z l { Cv ) 2 

+ -max 
1 

(V )
2)2 -omax 

(28) 

(2~) 

(30) 

The next steo in t~e computational procedure is the 

com~utation of stress result ants at various ooints of the 

n i J i~ ~ system, 

G5 ={N n Q ~1 r,1 ~~1 -total max x y z x y z ( 3 1) 

Using the element stress-deformation transformation matri­

ces o f the r:tathematica l model, one arrives at the modal 

and residual stress res ultants, resoectivelv, as follows: 

6.=s<P .Y
1 -J - -J , max (modal) (32) 

.: = s v -o - -o (residual) 

In keeoing with eqs.(2 8 ) and (30) the total stress resul-

tant maxima are 

c; 
-total max 

m m 1 

[ [ ) o .6 ri. +~212 
i=l ~ liJ-i-J -oj 

This concludes the presentation of the modal analysis 

methods. 

4. Example oroblem 

(33) 

The analysi s methods described in the foregoing sec ­

tions were exercised with an examole oroblem taken from Ref . 

[7]. The oioing system shown on Fig.l is defined for the 

ouroose of the oresentation in condensed form by a ten de­

gree-of-freedom reduced system stiffness matrix and a dia­

gonal mass matrix. Three load time histories of corner 

~ 
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forces simulate a pressure oulse ori~inatinP, at the valve 

and travellinP. through the system (Fir:,2), From the time 

histories three sets of acceleration response soectra have 

been comouted, of which the ones with five oercent damoin~ 

(Fig,3) were used in the resoonse spectrum analysis. 

A direct inteP, ration time history analysis with five 

nercent equivalent modal damoinP. was carried out, The cor­

responding HayleiP.h damninr coefficients based on the 

first two fre quencies were ~=2,02 an d ~=0,00113, Three mo­

dal time history analyses ·wi th all ten modes were comple­

ted with the modal damoinP. ratios of five, ei~ht and two 

oercent. The direct and modal disolacement time history ma­

xima show ~ood ar:reement (Table 1), The effect of modal 

damoinp, on the model 's d~rnamic nerformance is as exoected, 

The comolete time histories are shown on Fir,4, 

In the modal resoonse spectrum analysis the modal 

amnlification factors were first computed for each of the 

three loads and then combined by three different suo eroosi­

tion rules (Table 2) , The followinr: abbreviations are used: 

ADD=addition, ABS =sum of absolutes, and SH SS=sq uare root of 

sum of squares, As exnected, ABS results in the l ar~est 

amolification factors, 

The amplification fac tors of Tab le 2 were used to com­

pute displacement responses with all ten modes (T ab le 3 ). 

Various modal superoosition rules we re used, The most con­

servative results were obtained with Al:lS -ABS, While AB S-SH SS 

may still be accentable in comoarison with the re sults of 

Table 1, the other combinations must be called deficient 

(CQC=comolete quadratic combination). 

Since only the first two modes dominate the modal ana­

l ys is (compare Table 2), two reduced suo e r oosi tions SRSS­

SR SS with five and two modes, includin;; the efi'ect of the 

c o rre soonding residua, were conducted (Table 4), Vlhen com­

oared with the SH SS- SRSS column of Table 3 these result s 

document a further loss of accurac v , 

Finally a different aooroach to supernosition of load 

and modal components was tried (Table 5), Displacement re­

soonses were computed for each of the loads (soectra) s ena-
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rately by SRSS and coe, and the displacement responses were 

then obtained b y ADD and SRSS. CQC-SRSS results are unac­

ceptable while for the other two columns deficiencies occur 

for some degrees of freedom. 

Tyoical computer times are: eigensolution (10 fi gure 

tolerance, 136 Jacobi rotations) 0.470 sec; g eneration of 

three spectra with five different damping ratios, 100 out­

out frequencies and 200 integration time steps 42.4 54 sec; 

direct integration time history analysis with 200 integra­

tion time steos 2.2?4 sec; modal time history analysis with 

200 integration time steos 4.568 sec; interpolation of 

soectra 0.204 sec; computation of moda l response amplifi­

cation factors 0.15 2 sec. Computer times for matrix opera­

tions and printing are not accounted for. From the above 

list the generation of spectra is the costliest item. 

5. Concl usions 

ln the anal y sis of transient problerns with stag.o: e r e d 

load time hi s tories, such as pul s e oroblerns of o i o ing s y s ­

tern s , the max ima f rom a response spectrum a na lysi s d o not 

necessarily forrn an uooer bound, e xceot f or the c o rnb ination 

of rnode s and load s by absolute sumrnation. All oth e r s un er­

position rule s may lead to deficienci e s. Superposition 

rules frorn seismic r e s o ons e ana l y sis are unsuit able f or mul­

tiole oulse analys i s . Generation of load spe c tra i s time 

consurning. 

More numerical e xoerimentation with the sp ectrurn meth­

od is needed to find u s eful ways for its aoolication in mul­

tiole pulse oroblems. Aonlication of seismic re s o on s e a n a l y ­

sis techniques to rnultiole nulse oroblems leads to unc on s er­

vative results and is strong ly discourag ed. 
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Table 1 Time !listory Analysis 

dof Tlirect Jiiodal Time History Analvsis 
TJo. Tvoe Inte,<>;ration 

s = r- n' 
~) /0 5?,; sal N 2' 

1 UX10 7.056-3 7.205-3 6.8fi1-3 7.G17-3 
2 UY10 5.03:,-2 5.080-2 4.R5~)-2 :, • 3;12-2 
3 UX16 fi.362-2 6.4:30-2 6.178-2 6,70:>-2 
4 UZ16 4,991-1 4.973-1 4.790-1 5,168-1 
5 UX22 3,007-? 3,005-2 2,536-2 3,724-2 
G UY22 4,505-1 4,464-1 4,152-1 4,il35-1 
7 VY30 S.249-1 5,262-1 4.846-1 !),733-1 
'l UZ30 4.631-1 4.665-1 4,474-1 4,876-1 
9 UX44 5. 272-3 5,340-3 4.751-3 6,558-3 

10 UZ44 1,260-3 1. 397-3 1,237-3 1.606-3 

Table 2 Combined Amolification Factors 

Hode ADD ABS SHSS (Loads) 
No, 

1 1.342 1. 651 1.500 
2 1.121 1.296 1.194 
3 1.892-3 1.065-2 7,346-3 
4 5.111-2 6,494-2 5,560-2 
5 3,279-3 2.620-2 1,779-2 
6 1.808-2 1,933-2 1.845-2 
7 7.063-4 1.823-3 1. 329-3 
8 1.785-2 1.785-2 1. 566-2 
9 5.246-4 5,559-4 4.184-4 

10 2.147-3 3.015-3 2,576-3 
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Table 3 Displacement Resoonse with Combined 

Amplification Factors 

dof ADD ADD ABS ABS SRSS 
No. Tyne SRSS CQC ABS SRSS SRSS 

1 UX10 5,877-3 5,?03-3 1. 364-2 7.01?-3 6,367-3 
2 UY10 4,454-2 4,497-2 8.042-2 5,1°5-2 4,766-2 
3 UX16 5,028-2 5,087-2 0,491-2 6.121-2 co. 568-2 
4 UZ16 3,931-1 3,976-1 6,570-1 4.626-1 4. 2,14-1 
5 UX22 3.097-2 3,053-2 7.350-2 3,9?5-2 3,520-2 
6 UY22 4,492-1 4.448-1 7 .4?1-1 5.469-1 4,081-1 
7 UY30 5,163-1 5.108-1 (1,544-1 6,265-1 5,711-1 
8 UZ30 3,621-1 3,666-1 6,320-1 4.316-1 3,949-1 
9 UX44 6,512-3 6.475-3 1,387-2 7.509-3 6,916-3 

10 UZ44 1.355-3 1. 316-3 3,487-3 1.6?1-3 1. 503-3 

Table 4 Disolacement Response with Reduced Number 
of Modes, IncludinR Residuum 

dof 5 moctes 2 modes (SHSS) 
No. Tyne modal total modal total (SRSS) 

--··--------··-·----··--

1 UX10 6,33?-3 6,341-3 6,093-3 6,167-3 
2 UY10 4,714-2 4,78:0-2 4,70?-2 4,768-2 
3 UX16 5,568-2 ::,. ')68-2 5.S44-2 5,547-2 
4 UZ16 4,244-1 4,244-1 4,242-1 4,245-1 
5 UX22 3,517-2 3.517-2 3,327-2 3,327-2 
6 UY22 4,981-1 4,981-1 4,076-1 4. Ei80-1 
7 UY30 5.711-1 S,711-1 5.710-1 5,711-1 
8 UZ30 3,949-1 3,949-1 3.945-1 3,949-1 
9 UX44 5,864-3 6,999-3 5,829-3 8,395-3 

10 UZ44 1.452-3 1.455-3 1.292-3 1.403-3 
__ -..:..: · ~.-:::·;:_-:;:.~===·=---=-c::-___::::::_= 

Table 5 Combination of Individual Displacement Responses 

dof SRSS CQC CQC (Nodes) 
No. Type ADD SHSS ADD (Loads) 

-----·-- -~----------·-

1 UX10 7,505-3 6,359-3 7,498-3 
2 UY10 5,581-2 4.817-2 5,636-2 
3 UX16 6,222-2 5,639-2 6,294-2 
4 UZ16 4,639-1 4,294-1 4,691-1 
5 UX22 4,347-2 3,447-2 4,266-2 
6 UY22 5,477-1 4,934-1 5,427-1 
7 UY30 6,275-1 5,651-1 6,212-1 
8 UZ30 4,329-1 3,998-1 4,380-1 
9 UX44 9,908-3 6,851-3 9,826-3 

10 UZ44 1.?33-3 1,463-3 1. 680-3 
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SUMARIO 

Este trabalho pret ende mostrar, atravé s de uma des cri ção genéri ca 

os procediment os e as técnicas mai s típicas que s ão us adas pe la NUCLEN 

para o pro jeto e cálculo de tubulações de Usinas Nucleares. O trabalho 

des c reve o siste ma de class ificação e mos tra as t é cnicas de análi se que 

são usado s para o projeto e verificação dos s istemas de tubulação, i.e . 

Pre s são de projeto para o dimensionamen to da e spes s ura da parede, análi 

s e de temperatura e peso próprio, juntamente com a determinação dos po~ 

tos de suporte . As técni cas de projeto e análises dinâmicas s ão descri­

tas para consideração de carregamentos de terremoto e impul s os de pres -

s ao. 

SUMMARY 

This paper intends to show as a generi c description, the procedure and 

t he typical techniques that are used in NUCLEN for the desi gn and the 

calculation of the piping of Nuclear Power Plants. lhe paper de scribes 

the classification system and s hows the analy s i s techniques which are 

used for the design and verification of the pipin g systems,i .e.pressure 

design for the dimen s ionin9 of the wallthicknesses,tempe rature and dead 

weight analysis together with determination of support points. lhe tech 

niques of dynamic design and analyses are described for earthquake and 

pres s ure impulse loadings. 
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1. lntroduct ion 

This paper describes the des ign and analysis procedures used by 

NUCLEN for the piping calculation of Nuclear Powe r Plants, but it is 

not intended as a detai l ed des ign speci fication . 

Because of the need to provi de sec urit y against the un contro l led 

release of radioactive material ~ , a rigo rou s classification sy s tem is 

appl ied to nuclear piping and an t' xt ensive se t o f code s and standards 

have been developed in th e nucle a r indust ry. The pa pe r descr ibes the 

classification sy stem uti I iz ed by NUCLEN and refers to indu s try code s 

and standards applied. There are desc ribed the va ri ou s desi gn and 

ana1ysis techniques used by NU CL EN t o fne<·t the requi re ment s of these 

standards and the requi r emen ts of the state o r gov c rnmental bodie s 

having legal jurisdiction ove r a spec i ri c nu c le ar plant. 

2. Pipin g Sy s tem Class i f icatio~ 

2.1 Mechani c al Syst em ~ual i ty Gr oup Classifi ca ti on 

Mechan ical systems a nd component s fali wi th ir1 variou s qu a lit y 

leveis or g roups which are di ,-ectly related to codes and c o de clas se s. 

ln addition, dueto the ccn1rl e x nature of sy s tem func t ions and th Ec i r 

importance to safety, mc ch -1n i cal sys tems and compon enl s are fur t her 

c1assified by requirement catcgor ie s. Within a systern, cornpon ent s o r 

portions of sy s tems may ha ve diffe1 ing c a te go ri es . ln t hi s sense, 

component s will imply pres sure ves sels , t.ank s , pipinq, pump s , val vcs 

and o ther eq uipment. The requi r cment categories RC-1 to RC-3 are 

applied r e 1ati ve to the des i gn, mat e riai s , fabri cation and quality 

a ssu rance. 

Systems and components which do not. r e late to nu c lear safety are 

assigned to a RC-4 or RC- 5. 

~~=!-~~~li':' ~ to componen t s of the Reac tor Pri mar y Coolant Syste m 

except piping and system components DN32 nomi nal size and sma ller 

(failure of which ca n not lead to uncovering of the core with opera t i on 

of the charging pumps). 

~~=~-§~~!!':'~ (1) to th es e valves , components, or c! o se d syst ems 

us ed to effect isolation of the Cont a inment at 1noóphe re from the o u ts i de 

envi rons, (2) to port ions of the Reactor Coolant Sy s tem no t cove r ed b y 

RC-1 and (3) to safety component s of the following : 

- Residual Heat Remova! Syst em 

- Thos e portions o f the Reactor Coolant Auxi I iary Sys t e"'" which f on •1 

the Reac to r Coolant let down an d makeup l oop. 



27 

- portions of Reactor Containment Coo! ing Systems inside the Reacto r 

Containment, some of which may circulate Re actor Cool an t. 

- Emergency Co re Cooling System including injection and recircu lati on 

portions 

Air Cleanup System inside the Reac t o r Containment and portions th a t 

serve as e x t e nsion s of Reactor Containmen t durin g air c leanu p re­

circulatíon 

- Reactor Containment Hydrogen Control System 

- portions of the Main Steam and No rmal Feedwater System ex tending 

from and including the secondary side of the ste am gene rator up 

- po rtions of Reacto r Containment Coo ling and Air Cleanup Systems 

outside the React o r Containment that may recirculate Reactor Cool ant 

~Ç:J_~~~!l~~ to safety system components of the following: 

- those portions of the Reactor Auxi I iary Systems t hat provi de bori c 

acid fo r the letdown and makeup loop 

- t hose portions of the Reactor Containment Coo! in g Systems not 

covered by RC-2 

- emerge ncy Fee dwater Sy stem 

- portions of Compone nt and Process Cooling Systems not cove re d by 

RC-2 that coo ! othe r s afe ty sys tems , the control roam or sa fe ty­

related electrical compone nt s outside Reacto r Containment 

Com pon e nts of fluid sy stems required: 

- fo r Spent Fue l Poo l Cooling System 

- to support on- sit e Emergency Power Su pply Syst em operation 

- for compressed air sys t ems required to s upport control or ope rati on 

o f safety sys tems , and 

- to control o r fi I ter air-bone radi oact i ve particulate s or iod ines 

no t cove red by RC-2 

The f o i lowing non- safe t y sys tem compone nt s, the fai Jure o f 

which would result in un controllable re lea se to the environment of 

gaseous radioactivity, no rma ll y held up : 

- portions o f the Reac tor Coolant Auxi liary Syst ems tha t form the 

letdown and makeup loop, or 

- portions of the Ra dioactive Was te Di s pos a l System 

2 . 2 Seismic Classi fica tion 

The foll owi ng seismic classification is appl icab le: 
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2.2.1 Class I components (active/passive) 

As defined in KTA 2201.1 ali components which are safety­

related belong to Seismic Class I (SC-1). They are required under or 

after all off-normal conditions consequent to externa] influences for 

the safe shutdown of the reactor, for maintenance of the shutdown 

condition, for residual heat removal and prevention of impermissible 

activity release. 

Active class I components are assigned the "Function" (F) 

objective of protection which in turn includes "Tightness" (D) 

and "Stabi lity" (S). Active plant components are those of which at 

least in subsections must perform or enable to perform mechanical 

movements (movements of parts relative to one another, e.g. pumps, 

valves, relays) in the execution of thei r safety-related function 

and/or the deformation must be kept in certain permissible l imits. 

All other plant components are passive (e.g. tanks, vessels, 

piping). Passive class I components are assigned to the 'D' and 'S' 

objective of protection, 'F' is inapplicable. 

2.2.2 Class I I (A) Components 

Class I I (A) encompasses non-safety-related components which 

however may effect class I components as a result of impacts and 

damage which they may sustain. 

2.2.3 Class I I Components 

Ali other plant components belong to class I I. For these 

components, no proof is requi red. These components appear without 

an objective of protection. 

The following definitions are appl icable as objectives of 

protection: 

~!"!9lll!~ (S) is defined as resistent to topping, fali ing and 

excessive sl ip. 

Il9~!~~~~ (D) is defined as the passive retention of media necessary 

for keeping accidents under contrai. The component is no longer 

required to perform active functions. Tightness is understood as 

entailing stability. 

f~~!:'!i9~ (F) is defined as the condition in which the system or 

component is able to perform its normal function, e.g. valves can 

stil I be opened and closed, electrical switchgear can sti li perform 

switching operations. Function is understood as entail ing stabi lity 

and tightness. 
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3. Desiqn and Analysis Techni q ues for Large Piping ( 2: DN 50) 

Ali large diameter piping in a NeN nuc l ear plant is s ubjec ted 

to ri gorou s desi gn and ana l ysis, the extent of which i s a function 

of the piping's c lass ifi cation ( req uire d category , se i s mic and 

expl osion). Large diameter piping is defined as pip in g having an 

in terna l diamet er greater than or equa l to 50mm. 

Ta bl e I Type o f analy s i s in re la tion to the c lassification 

Requ i remen t Sei sm i c 
Catego ry elassification 

(RC) (Se) DL T s E SH/WH 

Re - I SC- 1 and se- 11 (A) X X X X X 

Re - 2 se- 1 and SC- 11 (A) X X X X X 

Re - 2 Non seismic X X X 

Re - 3 se- 1 and se - 1 1 (A) X X X X X 

R e - 3 Non seismic X X (X) 

R e - 4 Non seism i c X X 

Re - 5 

whe re DL = weight(de ad load) T = temperature 

s = seismi c E = e xplosion loadin g 

SH/WH = s teamha mme r o r wa te rhamme r 

Piping in NeN plant s with RC- 1 ,2 or 3 i s des igned and anal ysed 

to design specifications developed on sys tem by sy stem bas i s . Th e 

desi gn specifications conside r both static and dynam i c loadings and 

estab li s h the credib le loading combinat ions to be considered. 

3. 1 Pre ssu re Design 

Once the internal diameter of piping has been det e rmined to meet 

system funct iona l requi rements (fl ow vo lume and frictional head loss) 

the requi red wal 1 t hickn es s is determined from the pipin g ' s desi gn 

pressure considering dif fe rent fa cto r s I ike corros ion ai l owance 

specified in accordance wi th DIN or ot her standards. 

3.2 Weight an d Temperature Design and Analys i s 

Once the pip ing routings have been de termined fr om p lant layout 

considerations, f lexibi 1 ity analysis are performed using the "Static 

Loading Anal ys is Procedures". These are typ ica ll y written as a set 

of I inear equations as follows: 

F Kd (1) 
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in which: F 

d 

joint load matrix ~ stiffness matrix 

joint displacement matrix 

Flexibility analyses are performed to verify that the piping 

layout has adequate inherent flexibility resulting from its shape, 

such that the temperature expansion strains resulting from the 

temperature conditions can take place without inducing unacceptably 

high stress leveis. lf the unsupported piping flexibility results 

are unacceptable, the piping is rerouted to increase the sy s tem 

flexibil ity. 

Once it has been determined that adequate flexibil ity ex ists 

in a piping layout, weight analysis are performed to locate weight 

supports such that the piping is stable, its stress leveis are 

acceptable and the deflections of the piping are acceptable. ln these 

analysis, the distributed weight of the piping plu s any insulation and 

heating tracing, and the concentrated weights of any valves or other 

components are considered. The analyses are performed us ing the 

Finit Element Method (FEM) with lumped weight s at the nodal points 

in the mathematical model . 

Before performing weight analysis, vertical weight supports are 

located through-out the piping using design guides or experience. 

Where ever possible, these supports are designed to be rigid supports 

but where the results of the flexibi I it y analysis indicate large 

temperature expansion, vertical spring hangers or constant supports 

are used. 

Weight flexibi lity anal ysis are interated adjusting the vertical 

support types and locations until an arrangement of supports is 

obtained which p rovides adequate wei ght s uppo rt of the piping such 

that pipe stresses, displacements and nozzles and moments are ali 

within acceptable leveis while providing sufficient fle x ibi I ity to 

maintain the temperature expansion stresses displacement s and nozz le 

forces and moments all within acceptable leveis. 

To faci litate compl iance with the Design Specification and 

piping codes, when we ight and temperature expansion stresses are 

combined with other loadings in the design checking phase, NCN 

normally limits weights and temperature expansion stresses t o the 

foi lowing values: 

Pressure stres s: 

Weight stresses : 

33% of SY 

10% of SY 
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Temp. expansion stresses: 150% of SY 

where SY is the piping material yield as defined in the ASME BPVC 

Se c ti on I I I. 

3.3 Seismic Design and Analysis 

3.3. 1 Determination of Piping Dynamic Characteristics 

Ali large diameter piping of se i smic Category 1 (nominal 

diameter ~ 50mm) is designed and analysed for earthquake indu ce d 

inertia effects and earthquake induced anchor movements. The piping 

i s typically analysed using th e "Response Spectra Modal Analysis 

Procedures". The governing joint equilibrium equations for dynamic 

loading can be wri tten as 

where 

FI 

FD 

FE 

MÜ + CÜ --t 

mat ri x 

mat r i x 

ma t r i x 

+ 

of inertia 

of dampinq 

of elastic 

FI + FD + 

forces ~~t 
forces ~~ 
forces 15~ 

~(t ) = applied dynamic load vector 

~ relative displacement vector 

~ rela tive velocity vector 

ut total acce leration vector 

~ system mass matrix 

FE ( t) 

C system damp in g matri x (viscous damping assumed) 

~ syste m stiffnes s matrix 

(2) 

The natural undamped dynamic characteristics of vibration of the 

piping (Ei genvalues ar frequencies and Eigenvector s o r Mode Shapes) 

are dete rmined. Thi s is basica l ly a mathematical computation based 

on the mass and s tiffness characteristics of the complete piping 

loop as analysed using the Finite Element Method. 

The dynamic prope rti es of the system are determine d by so lving 

the equations of motion for the undamped vibration assuming harmonic 

mo t i on. 

i .e. ~~ + KU 

Equation be come s : 

or changing to the flexibil ity form: 

FMU = ...!.._ U 
"'2 -

º 
(3) 

(4) 

where (5) 
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with the substituti on ~ = ex (6) 

we get 
(7) 8T M 8 = o m cF n 

n - -m -
wi th 8 the Eigenvectors 

For most typical piping systems all natural dynamic characteris­

tics of the piping in the frequency range O- 33Hz are determined. 

lhe contribution of modes above the frequency cut-off of 33Hz 
to piping response is conside red by inclusion of the rigid body 

modes of response of the piping. 

3.3.2 Determination of the Piping's Dynamic Seismic lnertia 

Response 

Once the dynamic characteristics of the piping are determined, 

the dynamic seismic inertia response is calculated. 

lhe equations of motion can be written as follows: 

MU + cu + KU = MiÜ 
g 

which are a set of coupled ordinary second arder differential 

equations, ar 

where 

BT 
-n MI.IY ---

9 -n 

+ 1.1 T CI!Y + 9 T KI!Y = -9T MiÜ 
-n --- -n -n ---g 

Mode shape for "n" th mode 

(A function of position (x,y,z)) 

Thi s leads after some transformations to the decoupled 

equat i ons 

Yn+ 2 Jn c,n y 
n 

2 
+ III 

n yn _1 l 
M "'-n 

n 

u 
g 

which can be solved with the Duhamel or Convolution Integral: 

-l. -1 j ~ "' 1·. w,.{t -L:) . ,._ 
v = --,!!=.- .-- u9• CLJ e str1 w'!IJ. <i -tl c1 '-
,.._ ,.,. (,j,.J. 

n c 

as time dependent so lu tion or with response spectra via 

y . 
no 

max 

J:n i 
M "' 

n 

1 

w2 
n 

Sai (~n'o..>n) 

maximum general ised coordinate response in the "n" th mode 

corresponding to acceleration in the 

(i = x, y ,z) 

coordinate di rection 

(8) 

(9) 

( 1 O) 

(11) 

( 12) 

i 
r 

i 
I 
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\ 
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3.3.3 Combination of Modal Response 

Since the response spectrum method of dynamic analysis yields 

the maximum dynamic response for each mode, i t is general ly not 

reasonable to directly sum the individual modal responses by absolute 

summation. lt has been shown that this summation procedure is 

general ly too conservative as the modal maxima do not occur simulta­

neous ly, and summation of the modal response by the "Square-Root-of­

the-Sum-of-the-Squares" (SRSS) surrrnation procedure provides a more 

realistic estimate of the total maximum response. 

3.3.4 Selection of Input Spectra 

A specific selection from the various floor and nozzle spectra 

developed for piping analyses as input spectra in the analyses is 

necessary for each pipe analysed. This selection corre s ponds to the 

anchor points or nozzles to which the pipe connects, and the points 

along the pipe at which the piping is supported. 

3.3.5 Spatial Directions of Excitation and Combination of 

Spatial Response 

ln the calculation of the seismic response of piping the total 

response (summation of modal responses) is calculated for excitation 

in each of the three spatial coordinate directions separately, and 

the tota l response of the piping is then calculated from the indivi­

dual responses in each spatial coordinate direction. 

ln either of the types of analyses, it is generall y assumed 

that the mass and inertia of the piping is sufficiently s mall in 

comparison with both the mass and i nertia of the mechanical components 

to which the piping connects and that of the structures from which 

the piping is supported. Thus the piping ma y be considered separately 

from the mechanical components and structu res. The input motion for 

th e seismic analysis of piping is accordingly defined at the piping 

connection and support points on the mechanical systems and structures. 

3.4 Steam and Waterhammer Design and Analysis 

Several of the major piping systems in a NCN plant may be 

subjected to Steamhammer or Waterhammer effects resulting from 

rapidly closing or rapidly opening valves ar pump operation changes. 

The se systems are typically as follows: 
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a) Mainsteam system: - Steamhammer effects resulting from rapid 

turbine stop valve closure (upset or emergency 

conditions) 

- Steamhammer effects resulting from moderately 

rapid mainsteam isolation valve closure (upset 

or emergency conditions) 

b) Feedwater system: - Waterhammer effects resulting from rapid 

regulating valve closure (upset conditions) 

- Waterhammer effects resulting from pipe rupture 

and the resultant rapid check valve closure 

(emergency conditions) 

c) Pressurizer RV 

Discharge system: - Steamhammer (shock) loading resulting from 

rapid RV opening 

For the above systems, hydrothermal analyses must be performed 

to determine the forcing functions imposed on the piping by the 

change in flow conditions, and dynamic piping response analyses must 

be performed to determine the stress induced in the piping and the 

piping displacements and support forces. The response is evaluated 

step-by-step through the desired time range, starting with any given 

initial condition. The incremental form of the equations of motion is 

1:1 !Y + ft ~ ~t A.Y. .A[ ( t) ( 13) 

in which tf (t) is the change in appl ied load vector. ~ is the 

change in displacement vector, an ft and ~t represent the effective 

damping and stiffness matrices appl icable during the increment. ln a 

non-linear system these properties may be changing as the structure 

responds, but in a linear system these properties are constant. lt is 

reasonable in any event to assume them to remain constant during each 

time increment if the increments are made short enough. 

4. Seismic Design and Analysis for Small Diameter Piping 

The design and analysis techniques used for smal 1 diameter piping 

(nominal diameter less or equal 50), depend on the classification of 

the piping, the complexity of its layout and the complexity of design 

conditions. The follwoing techniques are typically used . 

Design guides and design charts are used foral 1 smal 1 diameter 

piping, instead of rigorous analysis. The procedures used for this 

l 
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piping are appl ied both in the design office and on si te after the 

piping has been erected. 

Smal I diameter piping is erected and supported appropriately 

after completion of weight and temperature design . 

Those lines categorised.as Seismic Category I are then reviewed 

in the field by experienced personnel. Any necessary additional 

seismic supports are then located and designed by experienced piping 

engineers in the field, using the design guides and charts. 

5. Conclusions 

This paper showed that with the classification with requirement 

categories and for seismic classifications a detailed system of 

classification is establ ished to ensure that suffi cient calculations 

wi 11 be made for the piping systems. The methods shown are given as 

overview of the most important techniques which are used. 
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SUMÁ.RIO 

Apresenta-se um método semi-analitico para a determina 

çao da segurança de tubulações excitadas pelo escoamento in 

terno. O método consiste em aplicar ao sistema um espectro 

de frequências uniformemente distribuído obtido a partir das 

acelerações modais medidas experimentalmente. ~ estabeleci 

do um critério que permite verificar se o níve l de t e nsões 

daí resultante está dentro de limites admissíveis. 

SUMMARY 

A semi-analytical me thod is presented to evaluate the 

piping system safety due to interna l flow vibration excitation. 

The method is based o n the application of a plane spectrum 

on the system, resulted by measured modal accelerations. A 

criteria is established to verify stress levels and compare 

with the allowable levels. 
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1. Introdução 

Os Órgãos re guladores para o licenciame n to de cent_r a is nu 

cleares estabe lece m a necessidade de se ad o tar um p roarama de 

teste s antes do funci o namen to normal da pl a nta. Os p rin c.!:_ 

pais objetivos s ão ass<cgurar que os compone ntes . , t.ubulaçôe s 

e tc. estão adequadamente pr ojet.a d os e também, ve ri ficar s e os 

modelos analíticos adot.ad o s par a e s t es são confi á vei s. Nos 

testes d evem se r observad a s e !l'edidas a ex p a nsão t é rmi c a e a s 

vibrações a que os s i stemas p os sam es ta r suj e .itos. 

Este traba lho pre tende a p res e ntar um métod o qu e e stud a 

se o nível d e tensões, c ausado pelas vibrct c ões induz i das pe lo 

es coame n to d e fluido nas tubularõe s , nao supera os 

admissíveis impostos pe l as normas. 

va l or e s 

O procedimento que f o i d e s envo lv ido ne cessitava nu e a s 

ace l e rações d e pontos p r e viame nte se l e c iona dos sobre a es t ru 

tura fossem medidas . Es t e s va l or~ s f o ram obtidos com a insta 

lação de acelerôme tro s, sendo o s r e sultados ap re sentado s na 

forma de espectros d e fre q uên c ia [1] Estas mediçÕe s f o rar 

realizadas p e lo Ce nt r o de Pesqu is a s d e Ene ro i a E l é tr i c a (CEPEI ) 

durante o t este fun cional ã que nte da Ce n t ra l Nuclea r d e An 

g ra I. 

2 . Tensão Admissivel ã Vib r a cii__<:> 

As acele raçõe s e desloc ame n t os dinámi c o s re s ult a nte s d e 

vibrações p r o d uz em t e nsões primárias na lin ha n ue, y uand o co~ 

b inada s com aquela s pro v o c a d a s po r ca r,Jas prev .i.s t il s na s c sne 

cificaçõe s (pressno interna , peso p róprio, sj.smos) nci o d e ver; 

superar os l im i t e s admis s íveis pe las norma s. Assim , pa ril aue 

poss a ser dete rminada a f a i x a d~ te ns 6 e s re servada a s v i b ra 

çoes , deve - se considerar a an á l i s ce d e t e nsões para J linha. L s 

ta análi se , realizada seounclo o cód ino i\SME s e cii o : rr .s 11 b.se 

ção NC-3650, [ 2] , e stabe lece c u e par a tubulaç Õe s de c l a sse 

nuc lea r 2 as tensões pr i iiJãr i a s de v em s ati sfaz e r as seq uinte s 

equ ações: 

MA 
PD + 0 . 75i 
4t z 

1. o s h ( lal 



PD 

4t 
+ 0:75i 

39 
(MA + M8 ) 
-----

z 
(lb) 

onde P é a pressão interna de projeto, O diâmetro externo do 

tubo, t espessura da parede, i fator de intensificação de ten 

soes, Z o módulo da seção e Sh tensão admissivel. MA é o valor 

do momento resultante d e vido ao peso próprio e o utras caraas 

me c ânicas e M
8 

o mome nto resultante devido aos terrewotos. 

As Eqs. (la, lb) podem ser modifi cadas de modo aue, o me 

nor valor das equações abaixo, forneça a tensão a dmissi ve l ás 

v ibrações : 

( ~!2 
M' 

0
VIB 

l.O sh- + 0.75i ~) 
4t z 

(2 a) 

ou 

( 2b) 1.2 sh (PD 0.75i 
M~+M8 

0 VI B - + --) 

4t z 

onde M'A é o momento resultante devido ao peso próprio. 

Enco ntrado o valor de tensão admissivel deve- se aao ra 

determinar qual o nível de t e ns ão atuante causado pelas vibra 

ções do sistema. E es t e o propósito da seção seauinte. 

3 . Mét od o Proposto 

A maior dif iculdade do problema em es tudo está associada 

ao fato de não se conhece r, a pr iori, a excitacão a aue es 

tá submetida a tubulação . Esta dificuldade é conto rn adaa u a n 

do s e p ropõe que o sistema sej a submet ido a um espe ctro de 

frequências uniformemente distribuído, obtido a partir dasm~ 

ximas acelerações modais determinadas experimentalmente. Se 

o va l o r da máxima ten são atuante na tubulação excitad a pore~ 

te espectro não ultrapas sa oVIB' pode-se asseaurar aue o ní 

vel d e vibrações é admissível. 

A hipótese de que a excitação devida a o escoamento do 

fluid o possa s e r repre s e ntada por um espectro de frequências 

uniformement e distribuído pode ser ace i ta u'!la vez aue, de urro 

mo do ge ral, as estruturas a partir d e um determinado valorde 

frequência r espondem d a mesma forma, conforme pode ser vi sto 
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na Fig. la. Assim, como a excitação devida ao escoamento de 

fluidos é de alta frequência, a determinação das tensees 

envolve um espectro como o mostrado na Fiq. lb, aue passa a 

ser significativo a partir de um determinado valor f
0

• 

Para que o método possa ser implementado é necessário 

que seja estabelecida uma relação entre a aceleração modal e 

o espectro de acelerações. Assim, considere-se o sistema com 

N-graus de liberdade submetido a este espectro. A solução 

da equação do movimento pode ser obtida através da análise 

modal [3] Dessa análise resulta um conjunto de N eauações 

desacopladas que pode ter sua solução estabelecida através 

do método do espectro de resposta. Baseado neste método o 

5o So 

lg 

fu I fu 

Fig.la- Espectro para as Estruturas Fiq. lb - Fspectro para o prc:blema 

valor da máxima aceleração modal para cada direcão, no ponto 

modal i pode ser posto na forma: 

onde 

wi 
n 

i I 2 l/2 

q,n {j~X,Y,Z (ynj 8anj) } (3) 

i 
ljln - vetor modal 

y . - fator de participação modal na direção j 
nJ 

s . - aceleração espectral do n-ésimo modo na di anJ _ 
reçao 

Admitindo-se que o valor do espectro de acelerações é o 

mesmo nas direções X,Y,Z obtém-se, para cada uma destas dire 
- ··i çoes, o valor de Wn na forma: 
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··i 
wnx 

i 2 + 2 2 l/7 
<~>nx(YnxYny+Ynz) sil. ( 4 . a) 

·· i <P~ 2 2 2 l/2 (4 .h) 
wnY nY (ynx+y nY +ynz) sa 

··i cpi ( 2 + 2 + v2 ) 
l/2 

wnz s (4 . c) nZ Yrx Yny ·nz a 

Entretanto, como o método do espectro de resposta foi u 

tilizado, os valores dados pelo conjunto de Eas. (4) ~ao valo 

res relativos, isto é, para que o valor da ace leração total 

seja encontra do, d e ve-se adicionar às Egs . (4) o valor da ace 

leração d~ base, que para valore s máximos pode ser assumi.da · 

igual a s a· As expressoes daí resultante sao : 

Ai i 2 2 2 l/2 
<PnX[ (y nX+y nY+Y nZ) +ll s ( 5. a) nX a 

Ai j 2 2 2 1 / 2 
'l>,.,y ! (ynx+ Yn Y+Ynz) +11 s (5 .b) 

nY a 

Ai i 2 2 2 l/2 
~ ·nZ{ (ynx+Yny+Y nz) +1} s I 5. c) 

nZ " 
As máximas acelerações medidas experim~ ntalme nte Ai cman 

n 
do substituídç s no co'ljunto de equacõe s acima permite de ter 

minar qual o valor do espectro de frequências un i forrne!T'ente 

distrib uído , Sa, " que deve estar subme+:ids o s1ste ma. Deoose 

l"Odo, pode - se encontrar C'Ual a máxima t e nsão atu2nte na tubu 

lação associada a este espe crro e compará- la com o valor da 

t e nsão admissível . Se esta filtima cupe rar a máxima tensão a 

tLante a tubulação e~tá qualifica da c om rel a ç ã o ~s vibrações. 

4 . Fxemplo Numér~_c2 

Pa ra ilustrar o método pro posto, uma t'Jbu!açã o de elas 

se 'luclear 2, mostrada na Fiq. 2, foi analisada. 

Inicialmente co nside ra-se a tubulação submetida aos ca 

sos de cargas previstos nas especificacões, com o objeti vode 

se dete rminar a tensão admis si ve 1 às vibracõe s, oVI B , dil.da pe 

laEq.(?) . 

O modelo dinâmico utilizado para a det , ~ rrrinaç ão d e uVIR 

é agora excitado c o m um espectro iaua l a lc, atuante nasdire 

ções X, Y e Z, conforme a Fia. lb. Esta análise permitedeteE 

minar as frequencias naturais , os vetares modais e os fato 

res de pa r ticipação modal. 
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Para o acelerôrnetro loca lizado no pont e 1 6 os máxir1os va 

l o res d e acelerao;õ:c s modais med i das fo r e.m [ l l • 

A2 4X (1 , 91i6g , 600 Hz 

J>. 25 Y 0.406 q , 750 Hz 

A24 Z 1. 2?. 0 g , 66 " Hz 

S ubs ti ~ui~do- se ~stes vJ l o res juntament?.- co~ os vetares 

modais e f3tore s de pa rt i ci pa ç~o wodais no cnnjunto de 

(5\ , obt~m-se o v a lor d e e spect r o iaua l a : 

~=' cs . 

Este esp<>ct>:"o q•1ando a!=" l i-:-ad n nas três dir~ções f or,.,ec:<" 

a máxima t enc:ci0 atna.n+:-e nc- s i~tern.a , ~ ue é i.-..ual a : 

o 5 66 psi 

Observa-se entio ~ue o valo r ~a t <>nsio ~evida à s v ib r-a 

ç oe s resultantes do ~ sc0ament~ do fluid o é bem infe~ior à a d 

missive l 5 s vib raçõe~ , g~ e para 3 linha anal i sRd a é: 

n 
VIB 11000 % i 

5 . Co nclusõe s 

O trabR lh~ apre sen ta um ~é~od0 a ue a n al is a se as ·•: hra 

C"O~s i nduzidrls pe lo escoam~nto de f=lt, í d o c: n.; o p r od n z t ~ ns õe ~ 

quC> possam s u:'e raros limit e« a dmiss í vei<" r>elas n "rma s. 

Para a tubulação Ps tud a da cr,mo <>xewp l o , Cl etPrminou - s e 

qu a l o va l o r máxi.mo de t0 nsão r,ar'l o si s t e ma s ubme t i do a UJTl 

~s pectro d~ fre qu'Snc i..a s 11 n i. f"orrnem C'I nt~ d is t r ibuido sim11 lar.do 

.'> e x ci t ilç::;o . n valor d :1 máxima ~e ns ão ob~id2, s e ndo in fe r io r 

à "dmissível às v i br:o~ções , permi te quali. flcar a l i..,ha de a co r 

do com os critérios es t a bel ec idos p e l o códlao fiSME . 
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1. Introdução 

As tubulações nucleares de classe 1 devem ser pro .ktad:.~s contra f!!_ 

lhas por fadiga. A subseção NB-3600, seção III, do Código A~U; , dá re­

gras simplificadas para preencher os rcqu1sltos gerais da subscção 1\B­

-3200. As tensões térmicas na tubulação, causadas pelos transientes de 

temperatura no fluído, podem ser estimadas através das qu;mtidades f, 

l>T 
1 

e flT 2 definidas no Código. 

Aqui se propõe um método semi-analit ico p<Jra dctcnnina r a distri ­

buição de temperatura através da parede do tubo, produ zida por 1un tran­

siente de temperatura arbitrário no fluído interno. Considera- se que a 

parede do tubo é plana c usa-se a equação diferencial unidimcnsional da 

condução de calor em coordenadas cartes ianas. 

Considera-se que o tubo é isolado cxtcrn:uncntc, embora pudessem 

ser usadas outras condições de contorno. 

K,c,P 

Figura 1 - Geometria e Condições de Contorno 

2. Solução Scmi-i\nalítica da Equação de Calor Transicnte 

A Figura 1 mostra a geometria c r~s condições <lc contorno do probl~ 

1na. Os raios internos c externos são respcctivr~mcntc ri c rc. A espess~ 

ra da parede é denotada por ~. O coeficiente de película, a condutivid!.: 

de ténnica do material do tubo, o calor específico e a ma ssa específica 

são h, k, c e p respectivamente. Inicialmente o tubo est;Í ii temperatura 

T~ e a história no tempo da temperatura do fluído é dada por Tf(t). 



A equação di fc rcnc ial e 

aT 

<lr 

l;/ 

C'l. I II 

onde T c t dc not ;un t·cmpc ratura c t e mpo rcspcl"t ivamcn t c . ,\ v :~r i;I \T I x c 

medid :1 da parede cx t cnw do tubo c a difus i v i ci:Jdc tê 11n i c:~ v" c 

conJ.içõcs iniciais c de con to rno sao 

aT 
-3X o ('lll X. · () 

K 
(l l 

h (T-Trl Ff a-< C'lll 

T r cm I - o o 

! ·• .. : 

(.'1 

l)) 

( I ) 

.: l!·:-:i t r:Ír i:1. t mt: t so l t tLn' ; Ht ll ít i ~.:: t ~: ompi \..• L t n:lt) (- !H)SSÍ\T I . Tod: n·i:t , l · ~ . n ~ 

:~idl'Lllh.lo lr( t j Sl'I Hiu 1 1: 11 ~1 ~-~ '! ll :l de l"t iiH,:l)l'S dcgr:tus, como most Ll t l:l 11 : 1 I i ~·.d 

n t: ht<'nl -~ c· " :-ui !I\" '·' ,1;, l'<J""<:;Ic> (I ), com cond i c;ôc~ de conto rn" (: ). 

( .) ) 1..' 1. 1). COliJO l l.111;1 ~nm : 1 dl' ~~ulur.: ()l'~ .._k•g r :u ts llllit :.l ri:I :.; . 

~-j - 1 1 
I i- ~ 

l
'J _l_t 
j-.' ' _I 

I 

T •T 
I 

/ 

j__ 
J.j<) i: t IJ - I )!;t J .'. t 
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Considere ôTl(x,j) como a variação na temperatura do tubo no ponto 

x, no tempo t = j llt, devido a uma variação de temperatura unitária de­

grau no fluído, no tempo t=o. Então, a temperatura no ponto x, no t empo 

t=j ôt é aproximadamente 

T(x, t=j ôt) T' + ôT1 (x,j)(T -T') + ôT1 (x.j)(T
1

-T )/2 + 
o o o o 

+ ôT1 (x,j-l)(T
2

-T
0
)/2 + ... + 

ou, em forma compacta, 

ôT1 (x ,l)(T.-T. 2)/2 
J J-

( 5) 

j -1 
T(x,t=jôt)=T;+ôT

1
(x,j)(T

0
+T1-2T;)/2+ l: ôT1 (x ,j-k)(Tk+l-Tk-l)/2, (6) 

k=l 

Portanto, para llt suficientemente pequeno, a equação (6) dá a dis ­

tribuição de temperatura na parede do tubo. 

Falta, ainda, determinar ôTl(x, j ), solução da equação (1) , com co~ 

dições de contorno (2), (3) c (4) c T (T; +1. Usando separação de variá­

veis, determina-se que 

ôT1(x,t) 1 + l: Al cxp[ - ;-(À ll) 2t lj CDS [ (À 9,)~ , 
n= 1 · )1 ll n n -U 

onde: 

1 -
An - - ( \ n ll )+ 

scn (Ãnll) 

scn ( >,
11

t ) l'()$ 

c ( >n_ ll) são as raízes das equações (9) abaixo, 

sendo o número de Biot 

cotg [\/-l 

B. 
1 

llh 
1( 

\nll 

r 
l 

r>:::11 n 

(7) 

(8) 

[9) 

Desta forma, a equação (6) nos pcnnite calcu lar T, ôT1 e 111' 0 , de 

acordo co!ll as d<'f iniçõcs cb suhsl'Ç<-tO NB-3l>S2 , do CÓdigo A<>~n .:. 

3. Solução Nwnérica da Equação de Autova lor 

As raízes da equação (9) podL'm ser fac i I mente detcnninadas , :ttravés 



,,q 
do método de Newton, especialmente aplicado a equação. Considere-se a de 

terminação das raízes de 

o. (lO) 

'I' 1 - f. d I\ •) (H) . f. . - . r:-~ç:m'o um g ra 1co c cot>: , .· '- c TC . \ 'C rt JCJ-sc que :1 t-esun: J 

r :ti :: da equaçiio ( 10) est;Í entre (j-l)n c (i!1/2)n. Também, neste intc JY:l 

lo, F' (H)~ O c I'"(H) > O, ·i.<' •• F( H) tem a configura<;:io mostrada na I· i 

gura ~. 

F(H) 

l'igura ·' -

I 

1---
1 

\ 
I 

(i - J )IT 

Con r i !'.tl LH.Jro de 

da i-l-si rna r:1 i? 

a/2 ~ 

I 
~ _ Hxtl 

x2 xl f' r,,-
1 

1 

x I\-(i -1) 11 • 
-l i 

( i - 1/2) 

." i I 
~ I 

H H l '"' ,. i :· i nh:Ju,::, ~ / 

Ver i fi c:1-se fac i lnJ('ntc que o St'~~uintc ; ll ~!o rít imo t' ~t'r!r prc conn: r­

gcntc na dctcnnin:Jç:lo d:r i-ésirJKJ r:ri :: : 

1) llcixc X j ~ ( i -1) ll + 

."\ l 

f'( X j) 

·' I - I ' ' (x-
1 

) 

-li 

p:rsso : . Se.\, ~· (i-1)-!!, f:r :·.-sC' x
1 

x~ <.' rl'tnnr ~ r- S L' :ru p:1 s:-:.o 

l\Cj'Ctc- sc c~ ; te pnH:csso ;rt é q1rc :r t c !c r :IJ}c i :r :.c _i;t :r ! L·:ulL·: Jd: t, 

i· '' ·, ! [' 11 - f x .~ /! ·· l<~ln :-::«· i:J. 



50 

A aplicação deste esquema ;1o computador tem mostraclo rcsultaJo,; ex 

celentes. 

4. Resultados NUilléricos 

4.1 Ilistribuiçiio de Tcm~·ratl!_!C~_ 

Referindo-se à Figura 1, considerou-se um tubo com as seguintes c;: 

racteristicas: ri=71,6Smm; re=81,1Snnn; c=SSO \V s/kg °C; p= 7 ,82x10-t' kg/ 

/mm\ h=SOOOxl 0-(l W/mm2 °C. ;\ condutivi dado t énn ic'a K foi considcr:Jd:l di 

ferentemente pelo código ;\NSYS c pelo método proposto, i .c .• o c6dign 

í\NSYS tem a capacidade de cow; iàcr:n K como 1m1a ftllK;iio da tcmpcrc:t·1r". 

enquanto, no presente método, f,,j 'lsado um valor mé.Jio de K. A exprcss:!o 

geral para K foi K=45,73xlll- 3 - 11,0nx10-) 1(\V/nun "r:]. 

As comliçôcs de contorno ténnica:< for:un: \, ( tcmpc1·atura in i c i:ll 

da tubuL11Jto) = 2'J(, °C; Tclt I (histtÍri:l no tempo da t<'mpcratur" Ihl íluí 

do) = 120 °C. 

A figura 4 apresenta a compara<Jio dos c:!lculns de templ'Lltur!l c·n-­

trc o 1\NSYS (modelos axis,imétrico e pLmar) c o métuclo pn,posto, usandr1 

um valor ele K correspondendo ?1 tcmpcratllr:l mé;di:1 •. \o t r:msientc. 1. c., 

T -
1
. = (120° + 2u;-; '\:.Isto cl:í ~ •

1
. c L.ll.'l•xlO- ·':Wi:mn ''c1. 

TTlCl 10 ' illC'L lI) 

Verifica-se que, pa1a t=~) 'l segundos, por exemplo, :1s tc'mpcr:1tur:1~ s::io 

--~~ -------·· ------------------ --. 

UX:ALTZ.A()\0 TI:I-11'1:R,\111llc\ 1'\·1 •·m t i. O segundos 

. __ .~~~Y;~:~: l:~~c.;;~;~0~~~:,: ~-~nJ~r~to,~~l~:.~(;:. 
[PAREDE TNTlR"l/1 _ _____21_1~,~~---f----2~~ ·~ __ -t-- __ ~~'-~- __ _ 
I ESPESSURA Mnlii\ ' 2 , 51 .' .d S 

r--r~-r;J:-1-xr~r~-- -r---~.~: ~u ~---T ___ :~ ~=~~(~,--=[~----~~-~ s __ 
Considerando que, us:mclo o ANSYS, os ,:iílcul<•s l-oram fci t•:s com 

v;lri5ve1, os resultados :1cima concordam pcrfcit:llllcnlc hcrn. 

4. 2 Dist ri b1Jiç:ío de Ten·:ii_CJ_ 

A subscç~o NB-31,00 da sc(:ío Til, do ciídig" \~}11:, dií !(Ínnul:1•. 1nro 

xim.1<.bs para avaliar as tensões tl~nllic:Js cm t11ho~. :'\ intc·nsid::dc ,_Jc. r•:n·­

s:lo de pico térmica ··m um tubo rct o é dada por 

s 
1' 

!:c •. 
T!T-vl 

,. ·\T + I'. ' ,·:· 
~~ ' I ]--·! "· -,. (li' 

.. 
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or.de t>T
1 

e t>T
2 

são definidos na seção rrr, do Código A9-IE, E, a e v são 

os módulos de Young, coeficiente de expressão térmica c coeficiente de 

Poisson, re spectivamente. K3 = l.O para tubos retos. 

A t ensiio foi ca lculada em tun sistema de coordenadas cilíndricas, o~ 

de r , e c z. reprcsent:un as dircçõcs radial, c i rcunfereucial c axial, res 

pectivamente. fnicialrncnte, para calcular as tensões térmicas reais, to­

Jiou-so a cnpacidadc do i\NSYS, usando um modelo axissimétrico no estado 

plano de !:::.~são, pGra :unbos os casos de distribuição de temperatura, i.e., 

dos modelos planar e <lx.issimétrico. Os valore s utilizado s foram E= 

= 207 . 798,072 - 88,27ST- o,oo:n2 (N/mm2), onde T é a temperatura em 

~raus Co !sius, v=0.3 c n= l Z,Sxl0-6 (1/°C). Como o tubo está cm um estado 

plano de deformaç3o, os rcsul tados do i\NSYS devem ser transformados, co­

mo se verifica a segui r. 

\lo estado plano de tensão, as soluções elásticas para um tubo reto 

com uma distribuição de temperatura radial 'I'( r), são dadas por /2/: 

(1 
r r T(r) dr - (J 2) 

2 z b 

[
r +:t J 22 r 
h -:t a 

r 

T(r) dr + J T(r) dr -r
2

T(r)l . 
a r :_] 

( 13) 

onde :1 c h s;to os raios internos c externos, respcctiv:unentc. Também de 

/ 2/ , :ts soluções no estado plano de defonnação são obtidas, dos resulta­

dos no estado plano de tensão , substituindo-se E, v c rt pelas quantida-
J 

des E1 = 1'/(l - v-). v 1=v/(I-v) c a 1=a(l+v). respectivamente. U<>:muo estes 

valores m (1 2] c (13], é o mesmo que substituir ai' por n 1E1= aE/(1-v). 

l':~r:t o estado ri<mo de dcfonnaçZw hií urna componente de tensão adicional, 

zz' quando as extremidades siio 1 ivrcs, ' 'z z é dado pela fónnula abaixo: 

a I' [ 2 Jb '!'( ) I ·r· (r) J. ozz = I=V 77 r r , r -
b -a a 

(14) 

c as componentes orr c o00 sao obtidas, dividindo-se equações (12) c (13) 

por (l-v) . l sto foi feito para transformar o es tado plano de tensão, re­

sultado fornec ido pelo i\NSYS, cm um estado plano de deformação. 

A distribuição de temperatura dada pelo método pmposto, cm t=5.0 
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segundos, foi us<Jda para comparar as soluções considcnmdo-se a se,:ão III 

do Código~ e a soluç:'iü eListi.ca. Os resultados estão rest.nnidos a bai­

xo: 

I I TI'NS01'S (N/nvn~) cm t = S. O ~cglU1do s 
1 

----, 

LOCALT­
ZAç.3.0 

Pi\RElll ' 

I t-;TERNA 

1\NSYS ( • ) So l uçiío I ~!é todo Jo 1 

'1od 1 Ax- · -t · 1~1 1. L l'l ! t:Lí~t1ca (**) '!Código I ,, c o _t SS1mc nco. O< C o __ .m.Jr 1 ASI>!E('') ! 

para o Calculo ~par.1 o Calculo I' I 
ela Temperatura ~cm r.1ttna --------+-----~ 
a00 = H9 , RI o00 = 1 ·19 ,~ 9 l"oe = J4(J,

1
i(l j ; 

a = o o a ~ o o a ~ n o I 
rr ' rr • rr ' 1 

ozz = 149, HI "- = 1 -1 ~1 ,.>9 " .. , = 141l , % i 
ST = 149,HI jsÍ- = l49, Y I S·l- = lib , 9~~,[=l\4,l l 
<JAO = -70, 71J '\w - 71, -12 ii K,=I.P ) 

O (I I . 
. I 

-71,12 1 

I'Jo o = -7 2 . . 1(, 

I' ;\RLilE lorr = 0,0 ''·\ ,- = 0,0 " JT 

J:XTE!~'<;,\ o = - 70, 7() I., = _ c 2 1t· ( 1 

"" s~= = 7 2:~il I ' 
71. _, :j _ ____ ! 

·--
ST = 70, 7 () SI 

] _ ___ 
' ( * ) ~1Ódulo de Young f' 207 . 7'1X. 072 S~ . Z?ST- O , O O ~T~ 

('*) ~lódulo de Young 1: (T " ~ li~°C) ~ ~~~- ~0 7 , O 

ST - Tnten s 1dadc ,fl- t cnsilo 

S. Conc lusões 

!\ scçiío anterio r mostrou qu<" o método "'' Lód ig(l AS\1! ' dií ho;c~ c " t i 

m.Itivas para a intC'nsid ~hk de t L'Tl.~ :-Jo m;-L"\.illl;l, cm LhT llus L·t'ci to::; t ó n:l i ­

cos . A comparaç:ío ,~ntre :1 s duas so ltu;iics do Y·<SYS , i..e., consi der:mJü as 

t emperaturas deteT1Hin:tdas pe los lll<'dclos planar<' axíssímétr íco, 1"-: llldo 

um mesmo mode lo axissimL~tri "· o na dct C' llllin:u .. ~ii c das tcnsôcs, mos. t.rot1 tun:l 

diferença muit o peque na n:1s 1ntc n,;id:1dcs de t<' t,s:'u l. [ s t o j 11stí f ica o 

uso de um modelo planar para o c-:iJ,·u lo da distrihuiç:io de tempcr:!tl!Lt. 

O pequeno niio conserv:1tismo encontrado no môtodo do t:iid igo .\S'-!F. 

qu: mdo c ompar:1do com a su liu; iín c l:íqi,- :1. ,; dcvídn :1n f:tt o de qt~ c, ;1a r:~ 

tnn tubo ret o, L na cq11a(:-11.1 (11) , ,J ,·vcr ~:J se r K .. - J+..!~l' ... ,. (': ,no 
. h-a-' - . -' _,, ,+:1 1 . 1•- ·1 

quw1t1Lk1de ~c mtJLto mc 11o r que I. pndL' SL' r des rrc zad:t. :\qu L ~Cl). ;J~;· 

0 , 02(17 , 

l)nhora tcnh:unos L'onsidc:·.-tdo soml'nte 1un t i pn d t' l:.ondi l · .:-1 ~> de l:,)ntcH· 

no , outras podl'r i am ~\.' r tra Lh.bs idcn1 i\::uac· nte. 1:-:to :tfct:lr·,í c~s .... ~nçi , :I­

mcnte a t·quaç iín de au tov:il o r ( 'l) . 
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Figura 4 - História no Tempo das Temperaturas 
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SUMÁRIO 

As especificações para projetos industriais de reduções 

sujeitas ao efeito de pre ss ão interna, não comentam, em ge ­

ral, sob re as alterações provocadas no s fatores de intensif! 

cação de tensões quando se in se re, no ramo de menor ou maior 

diâmetro, uma junta de expansão. O presente trabalho, al~m 

do est udo dos fatores de intensificação para o caso em que o 

esforço axial redistribui-se aos dois ramos, analisa os ca­

sos onde o esforço axial reduz- se a apenas um do s ramos, o 

que de termina alterações de at ~ cerca de 301 nes te s fatore s. 

SUMMARY 

The stanriards recoiJIIlCnded for the stress analys is of pipe 

reduction do not take into account the various pos s ibiliti es 

for the balance of the axial forces dueto the internal pressure 

act ing on the reductions. 
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1. Introdução 
Admitindo que a cada wn dos el ementos que compõem urna r edução a 

ser submeti da à pressão interna fosse perrni tido deformar- se livremente , 

observar- se- i a que, nas jllllçÕes as deformações produzidas cm cada compo­

nente seriam diferentes, i ndicando a necess idade de que esforços de fle ­

xão deveriam ser introduzidos para que a continuidade da est rut ura vies ­

se a ser mantida nestes pontos. A determinação dest es cs forças c suas con 

sequencias são apresentadas a seguir. 

2. Análise 
Para os elementos estrut urais côni cos e ci1Índr i cos ut i li zados 

na composição de reduções a serem submetidas ao efe ito de pressão inter­

na (p) , é possível obter soluções ana Líticas através da t eoria das cas­

cas finas de revolução [1] , [2]. Visando generalizar o problema, tais so 

luções for am adirncnsional i zadas . Desta fonna, os esforços resul tantes, 

rot ações e des l ocamentos despertados nas cascas côni cas podem ser descr i 

t os corno: 
a) Solução hornogênea 

MH 
W ~ ~ [C1 ( Zv be i 2Y + ybei2 ' y) - C2 ( 2v be r 2y + yhe r 2 ' y) + 

QH 
X 

ETi 

+ C3 ( 2vkei 2y + ykei 2 ' y) - C~(2v k e r 2 y + ykcr 2 'y) ] 

[ Zym r cota (C: 1 b e r 2 y + C 2 h e i 2 y + C 3 k c r 2 y + C 4 k e i 2 y) , 

HH 
X 

El1 

QH 
X 

El1 cosa 

MH 
e rn-:r 

NH 
X 

El1 

NH 
8 

El1 

s: = t gam2 (C 1 bci 2y - C2 bc r 2 y + C3ke i 2Y - C4 kc r 2y) 

éH se n2a 
--2 ~ -

2
-- [C 1 (y ber 2 'y- 2vbcr 2 y) + C 2 (y hei 2 ' y - 2vbei 2 y) + 

n cosa -
+ C3 (yke r 2 'y- 2vkcr 2 y) + C4 (ykci 7 'y- 2vkei 2 y)] 

ond e y ~ 2 p IX , p = m(c ohga) 1/7 Jll = (l 2 (1 - \) ? ) ) 1/4 

b) Solução particul ar para prcssiio i nterna 

NP 
X 

E!l 

p tg 2 a 

E -----z- [
_ ) 1 - __!;_ - c(__!>--~1 y [ y4 y4 - y4 l 
2m) Y" Y'' J J 
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NP p 

(:mf 
6 E tg2a ID1 

p tg 3a y 2 [ y4 [y4 - YAJ] ap 
(2m] 3 + # + C B 

X - E --z y 

oP p sena tg 3a y ,, í y4 y4 - y4 l] X 
( 2m) L2 -v(1 -

_A_ C ( B y4 . A) h - E 2 y4 

Hx--~~~;-----~ 2 

Ox 
Hx~~--------~-------1~ 

0
ol234111178 

Ys- Ya 

Fig. 1 - Convenção de ainaia . Flo.2- ComportOII*Ito de &, 4 • & 4t 

variando Y 8 - Y4 e Y4 . 

/\ solução homogênea para o problema do cone, também denominada 

solução de flexão. pode ser obtida através de funções de Bcsse l de ordem 

dois e caracteriza o comport3IllCnto da casca quando são aplicados esfor­

ços ou deslocamentos nas hordas. A partir das soluções para esforços ho­

rizontais e de momento unitários atuando respec tivamente na borda menor 

A e maior B, as const;mtes c1 2 3 4 podem ser conhecidas. conduzindo à 
determinação da matriz de fle~ih1iidade [6 .. ] : 

lJ 

012 y2(yA/2)2 ol3 yl y~/2 

622 y3(yA/2m)2 623 Yz(yB/2)2 

632 y2(Y/ 2)
2 6 33 Y1 y~/2 

642 YJ(yA/2m)2 643 y2(yB/2)2 

0 14 Y2Cysf2J
2 1 

624 y3Cysf2m)2 

634 y2(yB/2)2 

644 y3(ysf2m)2J 
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para ói = [SA ór/h SB óB/hf , onde y 1 = tgClll12 , y
2 

= sen 2a/ cosa e y
3 

= 

sen 3a/2 cosa . 

Os coeficientes 6 . . apresentados , const i tuem urna ma t riz simétr1-
1J 

ca, dependente do valor das funções de Besse l nas hor das y = y A e y" y B, 

cujo comport amento pode ser anali sado a t ravés da Fi g . 2 ( [2] e [:>] ). 

Assim, quando Yg - yl\ = 2m(cosa/sen7a) [Ci>/h) 1 /~ -(a/ h) 1/?J as sume 

valores maiores que 6, os esforços de flexão que atuam em uma das bordas 

não produzirão perturbações s ignificativas na horda oposta. Toma-se en­

tão conveniente adot ar um comprimento para a geratriz elo t ronco de cone 

tal que yB - yA > 12. 

Na solução par ticul ar apresent:.Jda, a cons tante C caracterí za o 

tipo de carregamento NP/ Eh 3 sc'r .imposto, de ta l fonna que, na s l' ordas , 
X 

sua componente axial N~/Eh r epr ocluza o esforço longitudina l despe rtado 

nos cilindros ali acoplados. Ls te cs forço 1 ong i tudina 1 depende das cl i me:;_ 

sões da redução , da pressão intcm3 v das condições de apoio da tubula­

ção. Desta fonna, os va l ores de C apresentados na Tahc•la l, poJ em ser as 

soc i ados a três casos dist i ntos: 

.. . .. . d --·-· -- ----·-·- --- -· ·---- . 
c Nf cosoc./ E h I 

CASO Borda A Borda B 
1 !HYa- YAl4 t 1 P0/2Eh pb /2Eh 
2 o o fi)b/2Eh)( 1- (O / bl1 l 
3 1 (pa/2Ehl(1-(a/bl' l o 

CASO 1 -es forço ax ia l se redistribui nos do is r;unos da t ulll!Ltc; iío , 

('.J\50 2 simula a (\ÚS t ,:;nc ia de uma j tmta de exp:msiio no r;uno de 

di 5mctro , 

C1\SO 3 simula uma jlmta de expansiio r;o ramo de ma ·ior diãrnctro. 

menor 

Para que a solução part i cu lar Jo cone f i que consistente com as 

condi ções de contorno , é necessá ri o i ntroduzir nas horda s esf orços hori­

zontais HA,B = - N~ sena/Eh Jc modo a se ter ;r r esul t ante· par·alela ao ci 

xo long i tud i n31 do c i I i ndro . 

A soluç~ o par3 os cilindros scmi-infinit os : t scn.'tn acoplados ao 

t ronco de cone, pode também ser descr i ta de n'mci r:1 ad imcns ion:.tl. como : 

a ) Solução homogênea 

MH 
X 

ETi7 
(ã/h ) l/2 
~ 2 n 

-z c (C 1 ( sc n - c os z ) - C;· ( s c n " + c o s ~ ; ) 

........ 
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e- z (C 1 c os z + C 2 s en z) , 

z- sen z)-C 1 (sen z + cos z}}, 

WH - NH 

n ; (li) ri 2 (a/h) 1/2 n2 e -z (C 2 cos z - C1 sen z) 

onde z IJX , ll 

FiQ.3- Convenção de sinais_ 

b) Solução particular para pressao interna 

NP NP p 

(~f 
pa w p 

X "C e - v C sp o D1 Eh Eh h TI e 
X 

Através da aplicação de esforços unitários, cortante e de momen­

to, na bonla do cilindro, determinam-se as constantes C1 2 da solução h!?_ 

mogenea. Consequentemente a matriz de flexibilidade para' cilindros [6. -] 
1) 

pode ser definida como: 

[ 6- -J 
1J 

; [-4n 3 (a/h) 1/z 
-2n 2 (a/h) 

-zn 2 (a/h) ] 

-zn (a/h) 3/2 
, para 6 _ ; ) sl . 

1 (w/1 

Na soluç~o particular obtida. a constm1te C representa um esfor­

ço axial externo aplicado. Quando dois destes cilindros (a;a,b} encon­

tram-se acoplados ao tronco de cone apresentado, o esforço axial NP/Eh 
X 

despertado em cada um destes, terá para cada caso estudado (1, 2 ou 3} , 

o valor da componente axial do esforço NP/Eh produzido no cone. Desta 
X 

forma, o deslocamento axial a ser despertado em cada um dos cilindros 

(ca e cb) pode ser descrito como: 



p 

(;-] cb = ~ [~J{ [~] + v 
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sen 2 cx 

Zcoscx G~( [c1-c) [ 1 - ~~J]} . 
De posse destes elementos, pode-se computar que valores devem a~ 

sumir os esforços de flexão para que, nos pontos de junção cilindro-cone 

e cone-cilindro, se obtenha rotações e deslocamentos relativos 

isto é: 
nulos, 

+ 

- (6~~ + 611) 

(6~~ + 621) 

631 

641 

-611 - 6 12 

- 621 - 6 22 

631 632 

(6"a 12 -

-( 6 ca 
22 + 

0 12) 

o 2 2) 

632 

642 

- 013 

- 023 

033 

0
14 

024 

-o34 

- 0 41 - 042 - 043 0
44 

- 0 13 

- 0 23 

cb + 
( 0 33 °33) 

014 

0
24 

cb 
( 0 34 - 034) 

cb 
( 0 43 - 0 43) o~~ + o44l 

o 

!IA 

o 

HB 

+ 

oP 
1 
p 

o2 - (wp /h) c a 

oP 
3 
p o4- (wp/h)cb 

x1 

x2 

x3 

x4 

o 

o 

o 

o 

+ 

onde os coeficientes o .. , oca e ocb foram tomados cm valor absoluto. 
lJ lJ lJ 

Assim, para os três casos analisados ê possível obter os corres-

pondentes esforços e a consequente distribuição de esforços. 

Sabido que, as tensões mais perigosas serão despertadas nos pon­

tos de descontinuidade geométrica, foram desenvolvidos fatores de inten­

sificação de tensões, KA c KB, para os pontos de jtmção em função da 

TENSAO CISALHANTE MAX. atuwttc nos cilindros componentes em pontos sufi­

cientemente distantes das descontinuidades. Desta forma, cm cada caso, 

a tensão cisalhantc máxima na junção (-r . ) pode ser determinada como: 
maxA,R 

"'"""' ___ r-,- I-··---- --... -· ·----· 
CASO I TENSOES NOS PONTOS DISTANTES INA JUNÇÃO 

I O"e = Ne/h I 't'max I 't'maxul 
RAMO MENOR 

1 pa /2h 1 pa /h pa; 2h t'maxA = 
2 o 1 pa/h I p0/2h 
3 ( pa/2hl (1-( b/al• l 1 pa/h I! p0/2hl ( 1+( ( b/ a 12 -11/2 l KA t'max 

RAMO MAIOR 
1 pb/ 2h pb/h pb/2h 

t'max8 = 
2 !pb/2hl (1-(a/bl" l pb/h pb/2h 
3 o pb/h pb/2h K8 t'max 

.... 
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3. Resultados 

Em cada um dos casos analisados, foram levantadas ·curvas para os 

fatores de intensificação, KA e K
8

, usando diversas relações entre os 

raios dos cilindros componentes va riando- se o raio do cil i ndro maior (b) 

em r elação ao do cilindro menor (a), sendo estes unidos através de tron­

cos de cone com diversos ângulos de vértice (2a). Serão aqui apresenta­

dos a lguns destes resultados . 

4 . C.onclusões 

Anali s ando os resultados, observa- se que na Fig. 4.1, onde o es­

forço axial se redistribui aos doi s ramos (CASO 1), o desvio entre as 

curvas do fator KA r e ferente a junção cilindro-cone, aparece apenas para 

a relação h/a ~ 1.5, na medida cm que o ângulo de redução (a) ê aumenta­

do . Este aumento de a propicia valores inferiores a 6 da relação yll- yA' 

o que caracteriza ex istir ·interfe r ênc ia entre os esforços produz idos nu­

ma das bordas do cone sobre a outra . Tal desvio é cada vez menos observa 

do na medida cm que são utili zadas relações de espessura (h/a) menores 

(Fig. 4.2), acarretando valores ma iores da di fcrcnça yll-yA. 

Para os fatores de i ntens i ficação Kll' destas figura s (4.1 c 4. 2), 

quando a relação de raios (h/a) ê aumentada, o es forço axial produzido 

no ramo maior cresce, gerando com i s to, est ados de t ensões mais intensos , 

da í serem obtidas curvas dife rentes para a s diversas re lações b/a adota ­

das . 

As Figuras 5 e b , que analisam a s ituação cm que o esforço axial 

é equilibrado apenas pelo ramo mai or (CASO 2) , apresentam comportamento 

seme lhante ao CASO 1 quanto ao aspecto, tanto para o fa to r KA, quanto p~ 

r a o fator KB, mas a presentam valores mai s bai xos comparativamente. 

Quando o esforço axi al é equilibrado :.~penas pelo ramo menor (CA­

SO 3), aparecem dive rsas curvas para o fato r KA, correspondentes as di fe 

rentes relações h/a. Isto de ve -se ao fato de que, a medida que se aumen­

ta o raio do ramo de maior diâmetro, mantido o i"mgulo a, maiores troncos 

de cone esta rão sendo utili zados, com isto, os esforços axi;lis despe rta­

dos na horda superior deverão crescer, gerando estados de tensões mai s 

intensos (fig. 7). 

!'ara o fator K
8

, nesta situação (Fig. 8) . a intensifi cação de 

tensões produzida na junção conc-cil indro não ê alterada pa ra as diversas 

relações h/a, já que o esforço axial produz ido nestes pontos é nulo , daí 

suas curvas encontrarem-se sobrepostas. Como K8 apresenta va lores b:.~ixos, 

o desvio esperado para a relação h/a ~ l. S fica muito ate nuado. 
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Fl; . 4 .1 e 4. 2- Variaçilo de KA e K8 quando o esforço axial se redistribui aos dois ra­
mos 1 CASO 1 ) . 

2.61 I I I i i /1 
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I 

2.2 1- b 
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I .. ~ ~~ *= 2.!5 I I 
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1.4 1- I I I / 

/ 

1.2 1- I =0.0!5a 

I 
/ 
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i . / 

/ 

i I /1 i ( I 
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Fig. 5 -Variação de K8 quando o esforço oxj 
ai é eqlilibrado pelo ramo maior 1 CASO 2 ) . 

1.2 

:ll::c 1.1 

1.0 I u --i 
o 5 10 1!1 ~20 25 30 

Fig . 6 -Variação de KA quando o esforço ax.i 
ai é equilibrado pelo ramo maior 1 CASO 2 ) . 

3.0 

2.!5 
%= 3.0 

b a= 2.!5 

:ll::c 2.0 .!!.: 2 o a . 

.l!.._= UI 
a 

1.!5 

1.0 
o 5 10 1!1 ~20 25 30 

FicJ . 7 - Vorioçilo de KA quando o esforço axj 
ai é equilibrado pelo ramo menor I CASO 3) . 

"' :li:: 

1.1 
b ./· 
õ:3.0,2.5,2.0,1.5 ~ 

___ . ...- h=0.050 

1.0 L--J---L---L--L-...1..--1 
o 5 10 15 o(. 20 25 30 

Fig . 8 -Variação de K8 quando o esforço oxj 
ai é equilibrado pelo ramo menor (CASO 3 ) . 
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Se os resultados dos CASOS 2 e 3 forem comparados aos obtidos no 

CASO 1, verifica-se que: a) no CI\SO 2, observam-se fatores de intensifi­

cação pelo menos 35% inferiores ao ~SO 1 para a borda A e pelo menos 

10% inferiores para a borda B; b) no CASO 3, observam-se fatores de in­

tensificação até cerca de 30% _superiores ao CASO l para a borda A e pelo 

menos 30% inferiores para a borda R. Os doi s Últimos casos analisados, 

ocorrem quando uma junta de expansão é inserida no ramo de menor ou mai­

or diâmetro respectivamente . 

Os fatores aqui obtidos'. para os três casos, podem ser utiliza­

dos, diretamente, para detenninar qual o valor da espessura a ser adota­

da junto às descontinuidades . Es tes resultados são importantes na espec!:_ 

ficação de nonnas para projetas industriais, que cm geral não comentam 

sobre a alteração dos fatores de int,•ns i ficação na presença de juntas de 

expansão. 
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SUMÁRI O 

O projeto 6timo de uma mola helicoidal para o trabalho 

cm compressã o soh severas cond içõcs é apre sent ado. lJti 1 i za-se 

um método baseado no critério de otimalidade para minimiza­

ção de funções não-lineares com restrições de desigualdade. 

Resultados de te s tes reali zados com diferente s restrições de 

projeto são comparados. 

SUMMARY 

The optimal design of a spring, whi ch works under severe 

conditi ons, is presented. The optimization is carr ied out 

using an optimality crit e ria bascd algorithm, for non-linear 

constra ints and ohjc tivc function. Result s of tcsts performed 

for some differcnt dcsign constraints are compared. 
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1. Introdução 

Este trabalho é motivado pelo crescente interesse tanto 

na aplicação de técnicas de otimização ao projeto mecânico 

como no desenvolvimento de programas do tipo "caixa preta", 

com interface universal, adequados para um largo emprego em 

engenharia. 

Bibliotecas de programas de otimização, já disponíveis, 

têm sido usadas na síntese de projetes entretanto a diversi­

dade de métodos torna, muitas vezes, complexa a tarefa de s~ 

leção do algoritmo mais adequado à solução de um determinado 

problema por pessoas não profundamente especializadas em oti 

mização. 

Os métodos de otimização baseados no critério de otim~ 

lidade, inicialmente propostos para a otimização estrutural, 

têm sido desenvolvidos e generalizados encontrando , atualme~ 

te, pela sua capacidade de resolver problema s de grande por­

te com rápida convergência, 

co explorada. 

vasta ãrea de aplicação ainda po~ 

Neste trabalho apresentam-se uma breve 

a formulação do problema 

descrição do m~ 

de projeto de todo de otimização , 

uma mola helicoidal e a obtenção do projeto de mínimo peso 

utili zando-se o programa PROMIN ora em fase de desenvolvimento. 

O projeto Ótimo de molas helicoidais já foi estudado 

por Bachtler e Rommel [2] com o emprego de um método que não 

calcula derivadas. 

Maiores informações sobre a análise de molas helicoi­

dais podem ser obtidas em [3 e 4] , referências tomadas como 

base para o desenvolvimento do presente trabalho. 

2. Método de Otimização 

Considere-se o problema de minimi zar uma função P(X) -

função objetivo- com X: (x 1 ,x 2 , ••• ,xm)- vetor de proje­

to - sujeita a l restrições de desigualdade da forma : 

cj(X) ~O 1,2' ... ,R. ( 2. 1) 

Pela introdução de l "variáveis de desvio" z . obtem-se [s] : 
J 

c~(X,Z): c . (X) + z ~ : O 
J J J 

j: 1,2, ... ,R. ( 2 . 2) 



67 

de tal forma que o prob l ema de mini mização com restrições de 

desigualdade pode ser tran s formado num problema equivalente 

com restrições de iguald~de . Neste novo probl e ma. as condi­

ções necessâr ias à existência de um Ótimo l ocal são dadas por: 

em que <I> 

blcma: 

o i 1 , 2 , .. . ,m ( 2. 3) 

<I>(X.Z ,A ) ~ ~ função de L~grange associada ao pro -

l 
I' + I 

j=l 
A. c~ 

J J 
( 2 . 4) 

As condiçõe s nec es sá ria s podem se r reescrita s na forma: 

ól' l de. 

ax. + l: À _ J (l 
J ax. 

I j = l I 

i = l , 2, ...• m 

À. z (l 
J 

l ' 2 ' .. . 'l ( 2. 5) 

c. + o o 
J 

l '2' ... 'l 

llm:J scqiiênci a d e vetare s de proj e to X, a partir de um 

proj e t o factíve l , pode ser gera da pela seguinte fórmula de 

r ec or rcn c 1a [l]: 

cm (l ll e a c um par:imctro qu e co ntro la a convergência [s] c vv 

~ um vct o r dado por: 

i = I, 2 •...• m , ( 2 . 7) 

ambos r eav a I i<.~do s a c ada i tera çiío. 

Os incr ementos n<.~s v<.~ri(!veis de projeto (xi) c na s va­

riáv e is de des vio ( z j ) sao dad os , respec tivamen te, por: 

6x v v+ I v la v -l)v v \) 
i = I . 2 , .. . ,m ( 2. 8) x . x. x. 

l I I I 1 

6 2 \) v+ I \) 
( (Y 

\) -l)K,\v v I , 2 , . . . , i ( 2 . 9) z . - zj z. 
J J J J 
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em que K é um parâmetro de controle. 

Os incrementos de primeira ordem nos resíduos de res­

trição (c~) são dados por: 
J 

llc~v 
J 

c~v+l 
J 

m (ac~Jv t (ac~Jv c'v = I __l llxv + L __l llzv 
j i=l axi i k=l azk k 

(2.10) 
j = 1,2, ... ,t 

Impondo-se, à cada iteração, que tais incrementos (llc ~v) 
J 

sejam nulos, uma equação que permite a determinação dos coe-

ficientes À~ é obtida: 

em que: 

8~ 
J 

m 

J 
t 
L 8v. Àv 

k=l k) J 
8~ 

J 

m 

L 
i=l (~)v (~)v xv 

axi axi 1 

l '2' ... 't ( 2.11) 

l '2' ... 't (2.12) 

8v. = L 
k) i=l 

rC·r(ackr v v --2 -a- x. - 2Kc. ôk. 
axi xi 1 J J 

j=l,2, ... ,t (2.13) 

k=l,2, ... ,t 

6 . ={o se k f 
kJ 1 se k 

Caso alguma restrição seja violada, a recuperação da 

factibilidade é obtida impondo-se a condição [s]: 

(t>c.) v 
J 

v -c. 
J 

v v 
cj ~ O (2 .14) 

Outra forma de proceder à recuperação de um projeto con 

siste na repetição da Última iteração com uma redução no mó­

dulo do passo [1]. 
Informações sobre a avaliação dos parâmetros de contro 

le a e K podem ser obtidas na refer~ncia [5]. 

3. Lay-Out do Programa Básico 

O programa de otimização compreende dois blocos fu nda­

mentais. O primeiro, denominado analisador, calcula a função 

objetivo e suas derivadas em relação às variáveis de projeto 

l 
~ 
k 
! 
! 

i 
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bem como as restriç6es e suas derivadas em relação is mesmas 

variáveis. O segundo. denominado sintetizador. dimensiona um 

novo projeto a partir dos dados fornecidos pelo primeiro bloco. 

O programa termina quando a redução da função objetivo 

é menor que um limit e previamente estabe lecido. 

A Figura l apresenta um fluxograma simplificado. 

ANALISADOR 

FIM 

F i g. l. Fluxograma hi sico do programa de otimizaç~o 

4. Dcfi~ç~o das Vari;Ívcis c Restriçõe s Relevantes ao 

.!'_roj~ 

Quer - se minimi za r o pes o P de uma mo la he li coidal de 

diimetro m6dio D, di5metro do arame d , com N voltas c compr! 

mento livre 1
0 

para o trahalho cm comprcss~o s oh ca rregamen­

to flutuante c elevada temperatur a (Figura Z). 

As variiívcis de projeto são: D. d. N c 1
0 

A função ohjctivo - pes o - c dada por: 

p 

em que pé o peso específico do mat erial . 

( 4 . 1) 
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-1 
o 

~=;] 
I l 
~----~_J 

Fig. 2. Mola helicoida l para trabalho em compressão 

As restriç6es sobre a geome tria e comportamento da mo­

l a são brevemente descritas abaixo: 

Resistência à fadiga e ao escoamento. As falhas por f~ 

diga e escoamento são previstas pelo cri té rio de Sodcrbcrg 

com o valor do limite de fadiga fixado em 67 ,O Kpsi [ 3] . O v~ 

lar da resistência à fadiga Ssc é obtido do produt o do limi­

te de fadiga (endurance limit) pelos fatores de correção de­

vidos à temperatura de trabalho c à confiabilidadc requeri­

da [3] . 
A expressão da restrição c: 

C I _ll_K K 1 s c s a se 
+ _n_ k 

s5 Y s ' m - l .,. o ( 4. 2) 

em que S e S são, respectivamente, a resistência à fadi-
se sy 

ga e ao escoamen to na torção; 1 a c 'm, respectivamente, as 

tensões cizalhantes alternada e média; K e K fatores de cor c s -
reção devidos à curvatura do arame e â consideração do efcl 

to cortante na avaliação da tcns~o DJ c n um fator de segu­

rança. 
Flambagem. A falha por flambagem, para o caso cm que 

a mola tem uma de suas extremidades fixa e outra livre para 

mover-se lateralmente ma s impedida de g irar, é prevista por 

~ 
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Wahl [4]. 

A expressão da restrição e: 

6cr c 2 = l - -6--- ~ O 
max 

( 4. 3) 

em que 6max é a máxima deflexão experimentada pela mola e 

6cr é a deflexão crítica dada por: 

6cr = 0, 812 JL0 [1 - h-6 , 87 (~Or] (4.4) 

Ressonância. Para o caso de mola helicoidal comprimi­

da entre duas placas paralelas, a freqüência fn do primeiro 

modo de vibraç ão axial é dada por [4]: 

f 
n 

14100 d 

D2 (N-2) 

A expres s ã o da r e strição c : 

(Hz) ( 4 . 5) 

( 4. 6) 

em que f é a freqüência de tr a ba lho e v um f a tor arbitrado 

( v 1 0,0 no e xemplo t es tado). 

Compactação . Mola s que trabalham sob compressão t êm 

sua capa c id ade de deflexão limitada pelo espaço exist ent e e~ 

tre as volta~. A mol a ser á dita compactada quando este espa­

ço for nul o. 

O c omprime nto da mo l a compa c tada lc ~ da do por: 

JLC 1 
N·d - z d 

A expre s s ã o da r e str ição 6 : 

l c 
_JL ____ - l " o 

m1n 

( 4. 7) 

( 4 . R) 

em que l min é o comprimento da mola na sua máxima dcf lex i o. 

Forças exe r c idas pe la mola. Para a t e nder a espe c i f ic~ 

ções d e projeto s ã o estabelecidos l i mi t e s infe riore s pa r a as 

for ça s exercida s pelas molas na s s ituaçõe s de má xima c míni­

ma de flexão. 
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As expressões das r est r ições sao: 

= 1 P1 (4 . 9) cs - P* ~ o 
I 

P2 ( 4 . 10) c6 =1-p-<0 
2 

em que P1 e P2 são , respectivamente, as forças reais nas si­

tuações de máxima e mínima deflexão e Pj e P2 são forças mí­

nimas admissíveis. 

A Tabela 1 apresenta os requisitos de projeto para os 

quatro casos testados . Um material recomendado para as condi 

ções de trabalho nesses casos ~ o aço Cr-Va AISI 6150 [3]. 

Tabela 1. Requisitos de Pr o jeto 

Ca so 1 Ca so 2 Caso 3 I 
Caso 4) 

Comprimento de montagem (in) 2 ,00 2 ,00 2, 00 2, 00 1 

Comprimento com máxima deflexão (in) 1,60 1,60 1, 7 o 1 . 70 I 
For ça mínima de montagem (1b) 10,0 40,0 10,0 40,0 

Força mínima com máxima deflexão (1b) 50 , 0 100 50' o 100 

Freqüência de trabalho (rpm) 1000 1000 soo 150 0 

Temperatura de operação (F) 250 250 250 250 I 
Confiabi1idade (%) 90,0 90,0 90,0 90,0 

Coeficiente de segurança 1,20 1 '20 1 '20 1. 20 1 
-

S. Resu l tados 

Os resu l tados obtido s para os quatro casos te s tados 

(Tabela l) são aprese n tados na Tabela 2. Em todos ele s, o 

"projeto de partida" foi o mesmo, de f inido pe l as variávei s : 

D = 1,6 in, d = 0 , 24 in, N = 6,0 in c l
0 

so inicial de 0 , 3820 lh . 

2 ,2 in, c om o pe-

Tabe l a 2. Result a do s 

----,- -
Caso D(in) d ( in) N ( in) l

0 
(i n) pe,o(lltç•o do pe so ( ~ ) 

1 1 '352 0 , 14 2 7 5 , 825 2, 391 0 , 1108 70,99 
2 1 ,467 0, 1874 5,902 2,296 o.2101 4s,oo 1 

3 1 , 365 0,1484 5,823 2,39R 0,1 209 69,53 I 
4 1,400 0,1837 5,848 2,344 0 , 190') so.o3 1 

$ 

I 

1 

i 
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As Figura s 3 e 4 ap res entam o va lor da fun ção ob jet ivo 

a cada i t eraç ão. 

4 

~ 

~ 
3 .., 
2 coso 2 

o 
C/) 

"' cosol 
IL 

o 5 lO 15 

ITERAÇÃO 

l'ig. 3 . História Ja função objet i vo para os casos 1 e 2 

4 

9 

~ 
3 .., 
2 coso 4 

o 
III .... caso 3 
Q. 

o 5 lO 15 

ITERAÇÃO 

i· ig. 4 . His t óri a da função ob j c t ivo pa ra os ca sos 3 c 4 

l> . Conc lu sõe s 

O pre s ente trabalho apre s enta os re s u l tados da aplica­

çao de um m~tod o baseado no crit6rio de otimalidadc na ot im i 

zação de uma mola he li coidal . 
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As Figuras 3 e 4 mostram a história da função objetivo 

para quatro casos de projeto testados. São verificadas uma va 

riação monotônica decrescente da função objetivo e, após as 

primeiras iteraçôes, uma redução do peso da mola a valores 

muito próximos daqueles obtidos ao final do processo. 

O aspecto da história da função ohjetivo, acima descri 

to, tem sido observado em aplicaçôes anteriores do método de 

otimização empregado neste trabalho. Tais propriedades just! 

ficam o desenvolvimento de um sistema computacional para ot! 

mização de projetas com base em algoritmos dessa natureza. O 

sistema PROMIN, utilizado neste trabalho, vem sendo descnvol 

vida dentro de um critério de fãcil utilização cm variados 

tipos de problemas de projeto c tendo cm vista usuãrios não 

profundamente especializados cm otimização. 
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1. Introdução 

A utilização dos computadores digitais nas feses de 

projeto, deu origem e um vasto conjunto de ferramentas, c~ 

nhecido atualmente como CAD, ou Projeto Assistido por Comp~ 

tador. 

O CAD conjuga es potencialidades de um eficiente pr~ 

cesso decisÓrio e interativo com a possibilidade de simul~ 

ção de sistemas complexos, permitindo: 

1. Obtenção de alternativas racionais de projeto. 

2. Interação entre soluçÕes alternativas com objetivo 

de um projeto otimizado do sistema. 

3. Simulação de sistemas, no intuito de se prever o 

seu comportamento real, tanto sob condiçÕes estáti~as como 

dinâmicas. 

A área de projeto assistido por computador se desen 

volveu grandemente e ela pode ser caracterizada subdividi~ 

do-a em dois r~mos: 

-A parte gráfica interativa (Interactiva Computar 

Graphics). 

- Dimensionamento e simulação do desempenho teÓrico. 

Na análise de sistemas, em geral, é exigida alguma i~ 

formação sobre o seu comportamento real, sem que se tenh~ 

construido o modelo f{sico ou protÓtipo para avaliação so b 

condiçÕes de testes. A utilização de ferramentas matem~tl 

cas mais precisas conjugada com as soluçÕes numéricas por 

Elementos Finitos, permite analisar teÓricamente o comport~ 

menta elástico de sistemas, para que se pnssa prever com 

bom grau de sxatidão o seu comportamento real quando em ser 

viço. 

Neste trabalho, tratar-se-á deste ~ltimo aspecto. 

2. Q ~~método dos Elementos Finitos 

Em geral tanta-se projetar um elemento estrutural, ou 

sistemas estruturais, tal que as suas caracter!sticas esti 

ticas e dinâmicas satisfaçam todas as exigências de projeto 

sob c o ndiçÕes de custo m!nimo. Na maioria des vezes, torna­

se dif{cil, ou até imposslvel, determinar soluçÕes Ótimas, 

do ponto de vista matemático, quando se tem complexos pr~ 

blemes de projeto. 
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A utilização de computadores digitais pode permitir e análi 

se de várias variáveis por métodos computacionais. Neste 

ponto, torna-se claro que é exigido um método computacional 

que possa ser aplicado e uma variedade de problemas. 

Nos Últimos anos rez-se várias tentativas para se en~ 

lisar estática e dinamicamente o comportamento de sistemas 

estruturais usando-se uma modelação da estrutura como sendo 

composta de elementos vigas, ou o método dos parametros co~ 

centrados [4] , Tais aplicaçÕes tiveram sucesso ef8mero , 

principalmente devido ao fato da isolaç~o da estrutura por 

meio de uma montagem de elementos vigas resultar num si mi 
lar topologicamente limitado: a elasticidade das vigas, mui 

tas das vezes tinham que ser estimadas por julgamentos b~s~ 

adas em experiência acumulada, ou recorrendo-se a result~ 

dos AmpÍricos [1] , [>] . 
O Método dos Flementcs Finitos torna-se preferido po~ 

que permite similaridade topolÓgica muito mais prÓxima e~ 

tre modelo e sistema real. Isto conduz a um3 maior precis~o 

na determinação das caracter{sticas estáticas e rlin~micas, 

diminuindo consideravelmente as exigências relativas a tem 

po de computação. 

Descreve-se a seguir um sistema de d l mensinnamento e 

an~lise teÓrica do desempenho Astático e din;mico de eleme~ 

tas e/ou sistemas estrutureis pelo Método rlos Elementos Fi 
nit os (MEF) , impl e mentado pelo LaboratÓrio de ~~quinas Fer 

r3m nntas da Escola de Engenharia de S3o Carlos - USP. 

3. Forrnulaçãn ~ do problemfl 

Já se ressaltou anteriormente, quR a principal v~nt~ 

gem do M,[,F, oferece sohre os outras m~tados de an~lise é 

a sua grande 9eneralidade, [m geral, parece provável 

com" utilização de mu itos elementos, 
. , 
e :JOSs .tvel se 

qUF~ > 

<"~Jrox,!. 

mar virtualmente de qualquer problema elástico cont{nuo com 

condiçEes complexas de carga e ~e contorno, a lfll extensão, 

que se pode executar uma análise bastante precisa. A ~nica 

limitação à utilização de um n~mero muito grande de eleme~ 

tos, é o fator custo de utilização do computador e os trab~ 

lhos de preparação de dados, e interpretação dos resultadas. 

Convém salientar que, mesmo com a utilização de um 
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computador digitBl de alta velocidade a grande capacidade de 

memÓria centre!, a praticabilidade da solução do problema e 

e afetividada de análise depende diretamente do procadiman 

to numérico empregado ( 2]. -

Um sistema estrutural, submetido à ação de um conju~ 

to de solicitaçÕes, pode ser descrito em termos das suas pr~ 

priedades elásticas, de inércia e de amortecimento, pelo s~ 
guinte conjunto de equaçÕes, sob e forme matriciala 

LM1 ("X} + (cJ{X} + [~<1{x) { p} ( 1) 

Antes da especificação de qualquer um dos dois casos 

de análise (estática ou dinâmica), o sistema computacional 

calcula e monta [Mj, [c] e LK) , as matrizes globais de ma~ 
sa amortecimento e rigidez, respectivamente. 

4. Análise estática 

O sistema assume a eq. 1 na forma: 

(K] { XJ { p) ( 2) 

isto é: o problema torna-se o da solução de equaçcies sirnul 

taneas, quando são conhecidas a matriz global de rigidez [KJ 

e o vetor de carregamento ~P}, obtendo desta maneira o v~ 
tor deslocamento {x} da estrutura nos pontos nodais. 

As deformaç~es nodais sãn calculadas por: 

tE)=lA] {x] (3) 

onde (e] ~ uma matriz com diferenciaçÕes apropriadas das 
funçÕes deslocamentos. 

Os tensÕes podem ser agora calculadas, utilizand o-se 

as relaçÕes fundamentais das equaçÕes tens~o-deformação: 

{u}= [nJ { (] ( 4) 

onde [D] é a matriz elasticidade. 

fl esta maneira, na análise estática pode-se obter o s~ 

guinte conjunto de dados: 
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- deslocamento~ nodais 

- tensÕes nos nós 

- tensÕes principais em cada elemento da estrutura. 

5. Análise dinâmica 

A rase de análise dinâmica está dividida em duas pa~ 

tas: 

- obtenção das frequências naturais e modos de vibrar. 

- cálculo da resposta em frequência 

- conservativo 

- não conservativa 

A obtenção das frequências naturais e modos de vibrar 

toma a equação de movimento (eq. 1) 

( 5) 

onde {Pj é um vetor de carga. 

A eq. 5, no caso herm~nico e homogeneo, se resume na 

solução de um problema de autovalor do tipo: 

( 6) 

onde [u.L , 
e o vetor de forma nodal, ~ autovalores co~ 

respondentes ~s frequências n a turais. 

Na obtenção da resposta em frequência no caso conser 

vativo ( [c] = O), o métcdo utilizado é a análise ~odal ou 

s{ntese modal, que com a associação e um problema de ~uto 

valor, desacopla as equaçÕes com coordenadas normalizadas. 

Para o caso não conservativo, podem ocorrer casos de 

a~ortecimento proporcional ou não proporcional. Se for o c~ 

so proporcional, o amortecimento obedece e Lei de Rayleigh 

para amortecimento; a solução da equação amortecida segue um 

procedimento similar para o caso conservativo. 

Se o amortecimento for não-proporcional, as equaçoes 

nao podem ser desacopladas pela transformação em coorden~ 

das normais. 4té bem pouco tempo não existia um método, efl 

ciente, rápido e preciso de solução de movimento amortecido 

para este caso. O método utilizado para a solução de equ~ 
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çoes de movimento amortecido, (ceso neo proporcional), uti 

lizedo no sistema implantado no LAMAfE, deve-se a LI~ANI[5], 
e é denominado Método da Inversão Modificada. Este método é 
bastante eficiente e envolve apenas duas multiplicaçÕes de 

matrizes e a solução de um conjunto de equaçÕes lineares. 

Podem ser analisados os seguintes essas de amortecimento& 

- Amortecimento histerético proporcional à messe ou 
a rigidez. 

Amortecimento viscoso proporcional e massa ou e ri 

gidez. 

6. Modelagem estrutural 

Ao se preparar uma estruture para análise pelo M.E.F., 

deve-se inicialmente subdividir a estrutura em v;rios el~ 

mentes fundamentais, transformando-se e estrutura real em 

uma estruture geométrica pele geração de uma malhada eleme~ 

tos, observando-se as seguintes condiçÕes: evitar elementos 

desnecessários, manter a malha sempre em função do que se 

quer analisar, e da precisão ea análise que se quer obter. 

Ap~s a definição dos elementos e enumeração dos n~s, 

deve-se gerar os dados da estrutura, ou sejam: coordenadas 

cartesianas dos nós, caracteristicas f{sicas dos materiais 

empregados (mÓdulo de Young, densidade e coeficiente de 

Poisson) e nÚmero de graus de liberdadP de cada nÓ. 

Os tipos de elementos existentes no P.E.F. do LAMAFE 

seo: VIGA, RETANGULO, TRIANGULO, QUADRIL~TERO, HEXAEDRO, T~ 

TRAEDRO e AXISSIM(TRICD, todos de primeira, segunda e ter 

ceira ordem. [6] 

As condiçÕes de solicitação utilizadas para e análise, 

podem estar na forma de: Tensão Plana, Flexão Pura ou Análi 

se de casca. 

7. Dimensionamento~ desempenho teÓrico de máguinas 

ferramentas 

No projeto de Máquinas Ferramentas, diversos fatores 

fazem com que seja necessário o desenvolvimento de uma téE 

nica que proporcione resultados confiáveis e de . rápida obte~ 

çeo, baixo custo. Alguns desses fatores são: 

- exig;ncias de melhores qualidades estático-din;micas 



81 

para as máquinas ferramentas 

- emprego de novos materiais 

- reprojeto de máquinas visando redução de custo e p~ 

50 

- elto custo de construção de protÓtipos para ensaio 

- falta de normalização adequada para máquinas e s p~ 

ciais 

- ausencia de tPcnicas ex~tas para análise de de se~ 

penho. 

A utiliza~ão do C. A.r. pe rmite ao projetiste prever as 

caracter!sticas estático-ni n;micas da máquina em desenvolvi 

menta, para quaisquer forma s cu materiais que ele imaginar, 

facilit3ndo-lhe a definiçã o do projeto fin Al. PRr~ile t~~ 

~J ~m o dimensio namento de 8lemRntos ~e o1;quin3s, 8plice;~o 

de import~nci~ especial quando n~" houver c~lculus normal! 

;:aíi0~3 r'3r~ O elPmRnto projet.RrlO, fls princil-:?if: CrJmpOne.ntf:S 

de m~quin?s ~uP ~JoCem sRr dimen~ion~ do~ e/ou an~lis~d os por 

C. -3 . iJ ,, s::-10 : estruturp,s ern Qer;;,l, nervur;:,mePt.os, m~?sas, uul.. 

as, man c ais , eixos R otJtrcs el8m Rntns rot~tivos, Pl'='rn~nt. c s 

de fixação e reten~;n. n s Rlemenlos ciladas podem ser ane l! 

8 2 Cios CO'll ~ nH-· rtP.cimPnt o i nl erno e/ou A)(lP.rrc, rlC' t.i;JO vi~C.Q 

50 ou hi s t. er~ tir r, ( Vir1P[5] ) . 

B. Exemplo de aplicação 

No p rojeto do eixo árvore de umA rPtific~dcr? (Fig.!) 

quer-se e s timar: e rigidPz est~tica dA pont~ dn ei~c 

fi'St,.; lOC('l] i zr.cj;.;, a fprr;:-,men(~, as frequ~r:cias ratur 2- j s, os 

modcs de vi IJr;;r 

Fig. 1 - E ixo-~rvore de uma retific-odor~ 
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A modelagem r!sice do eixo é: 

onde, pare mancais de rolamento seria 62 SKF, a rigidez e~ 

tátice (K) foi estimada em 1, 15 Kg/;Um 

A modelagem por elementos finitos é: 

:L-r~ "i~, 

com B elementos e 78 graus de liberdade. E nos n~s 1 e B, 

posição dos mancais, foram restringidos os graus de liberd~ 

de: X, Z e 8~ • 
Realizou-se no n~ 12, posição da ferramenta, um carr~ 

gamento estático na direção ~ de 100 N. 

Os resultados obtidns foram: 

a) rigidez estática do nÓ 12 de 2,5 N/j'- m 

b) frequências naturais e modos de vibrar 

1º modo d P. vib r ar 

l" I . ·G 

Wl=7,8 hz (torcionel em~~) 
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2° wodo de vibrar 1 9 modo de vibrar 

W? • 26 1 hz ·,.,: > ~ 367 hz 

4g mndo de vibrar 59 modo rle vihr ~ r 

l I 

W4 = 9?2 hz ·,; 5 = l c') 4 h z 

Tem po gest o en• mo de] ação - l O minuto s 

Tempo gasto de com putndo r - 4 minutos (utiliz ou -s~ um 

mini-ccmputador n JGIT AL POP-11) 
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S li ~IÁJ( I O 

Um módul o específi co para gerar coordenadas nodais cm 

malhas uni, bi c tridimen s i onal est..i descrito ao l ongo do 

nresen te trabalho. Este mod e l o est..i sendo incorporado ao si~ 

tema S II\!ELF de C' l eme nt os finitos. aum e ntando conside rav e lmen 

te a ca pacidad e operacional do referid o s istema. 

SlJ~lMARY 

ln thi s p:1pc r a SJWC: i fie sct of s ubroutines for nodal 

coo rdin atcs generating is Ji sc ribcd. Thi s set is in cor pora­

ting to the SIME I.F systcm of finite clcments, con s iJ c r a bly 

growing the o pc rational capacity of the after mentionat e d 

system. 
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l - r~ução 

Em estruturas ou cc·mpo ncntcs cst rutur ~ 1 i s c:,paçi;·, is o 

volum e de informaçõ es e n vr) I\' i , lu na cnt rad~t d e d ad us ll l'e<' .'S:i -

r i o para qualquer pro gram:1 d L' e l eme ntos finit u s é ur: <CJH rc,cc 

ao SC' u uso. Desta forma 6 n ccc•sc. :Í:- i ~ t :1 gt•r:l<;:i o Clllt' on• .Íti ca dc 

dados. rcduzinuo o trabalho J o tJ'iiJCÍ•·i o, b em ~·omo a ch;rn d ' de 

t'r:· <>s . Por outro L1 d o . 1111 1i ta s vc ::c s u m >'imp l cs csquer1a .i c· <:c· ­

r;l •; :i o lin e ar ê d e fi c i t•nt C'. qu~1nd o : 1 f o r ma geumt; tr iv :l a ·'''r·:;,· 

<k l ada é c omp l exa. Oest:1 l• >rn,;,;, a segu nda t·c r s ;~ ,, d e :t.Ó,! :. lo ·l <' 

gcr<1ç.:io d e L·oordt•na das '"- ,. i s tcm: l SfM U .1: 

co nceito de intcrp u la~-;'i o. ,· o n s i dt' randu" domíni o :t .sct· .li s< re 
hn se i . t - ;.::;l' 

t.izaUo co mo um supcrcl!..~ l1l l' lll ~.l 1S o p;J r '· lrnl~tri 
:\ :-; ~ i m . u :l l :;, l': r í t 

mo se f unJarnenta no map c; tme nt o d o dumí.nio I'L'al 
no c~p<!~..;~ : ' x:· ~-. 

c m lima r e gião regular paJr :lo n o L'o: p :ll;u r"t .. \s :: im u: :~:1 ~ l!J 'c• :· 
cic c urva fica rcpr cscnt:llLI po1· um quadr:1do 11•) c·sp:J •:o r:'t 

um vo J umc ,~ m;, pe~rd o cm IJJII Lll hP . l' s t ,, L'S tjl!L't:::; ,i c gL"r:1ç~i o !''' n;_~ 
te que• formas comp l e xas ''l'.i :ll!l gc•:·:.das com rc'LJtiv:r f:Jc·iii ,Ltdc . 
p e J o r· o r ncc· i ii!L' IIt " d e' :I]•·IJI' :I:: llC'UC: :·' it:l' u :·l:: ;,c·ocs . 

2 - !\ Mc t odn I n :;c l ~l _ _'!,l' __ \ ;<: _~·_:_l<;j_o 

ne uma forma gera I . :1" l'<)() J'd(' !Lid:ls de· lill l p o nt o ' ]!Iil i 

(jLIL' l', qu e pcrtcnc·a a um t' I L'II'l' lll n i s ,p:~r:~mc'trlc·u. :.:io obtid a,, 
como 

X ~ ,\ i .\ j 

~ Ni Yi 

2 ~ Ni .. i 

o nde ;JS !'un ções ,Jc. int(';·pol:~ ç:i o ~ "o c: l l u 1 i:Jd:~s 11< > Jll'llt·o .!,. 
ccorJc:n :~da s int r i'nsc·· · .1s I\ i 

n:r J:rs (x,y . z) . ;lOJJ t o hnrnÓlo .1 ~u :1u pt.lf't o t.;C ... : .... ~ or · , : c 

Co ns i dcr:1nJo :1g or:1 ;r r( 'g i . J t:) 11u L':-'í'"\,.l 

·:.; uhd'ivld id a cm um C('rt o nlÍi!l L' r u ~. ! c· c· ; t' tllento·~ ;i q il ; J J ~ L..' v t.: ..; \.. ' 

l ;li t n s . pnd(1 ·· ;-;r_, 

' ' :.: i \ · > : \ I •. ~ ::... 

lo \l ':o d~ 1 s ctp l ~t<; õc ~ ( ll. ha st:111 d< ' :, i' i 11 i r : h ,., ,,n ,: c'l,;,,j~"· i :; -

t r í nsccas do p o n te> ' •oi:;Üit•"r' . ,\ d L'' .· : .' 1' ' ·' , , ''··" ··on•·d"'.' ·' .l:t . .; 

·, l ~' t i u ;; ·, ._, 

cmprL'g.:JI' o m.:.tpcamcnt o JLIL J dt• !'i ní r· ·1·..:. lOor dc·:L : ~ ':t . , 
i ntcrm cdi:irios. j:7 ':;1,· ·-"'t"s ,.-,,,, ,.:, '"' ' · '~' 1'<)(;,.,, 
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intrinsecas 6 feita facilmente. Ja que no es pa ço rst a r egi ­

ão fica definida entre pontos de coordenadas +l e - 1. InterpQ 

lando agora entre estes valores, tem-se as coordenadas intrín 

secas do ponto int e rmediãri o . Ret orn ando ao espaço xyz, pela 

transformaç5o do mapeamento, as coo rdenada s reai s são obtidas. 

A superfície gerada 6 de grau igual ao grau da formulação isQ 

param6trica usada para o processo de geraç5o . Corno as coorde­

nadas no SlMELF são geradas seg undo um sistema subestrutura! . 

6 possive l usar este proce sso para gerar malha s segundo os 

sistemas retangular , ci lind r ico ou es f6r ico, J D que a interpQ 

lação 6 fei t a segundo x; y; z, R; O; z ou R; e· •· respectiv~ 

me nte. A interpolação pode se r l ine a r ou então seg und o um es ­

quema não l inear. com urna alteração do int e rvalo entre clemen 

to s consec ut i vos. Assim, 6 possível gerar urna mal ha como a 

ilustrada na figura 1 . fornece ndo apen as as coordenadas dos 

quatro v6r ti ccs . 

x • 
• 

r 

x, 

Figura 1 - Coordenadas intrinsccas geradas por intcrpQ 

lação linea r c c oorde nad as globais obtidas 

por mapeamento quadrático. 

3 - O Processo 

O processo de geração desenvolvido es tá descrito para 

o ca so tridimensional, onde o domíni o espa cia l é particionado 

em e lementos finitos de domínio s volumé tri cos, já que o caso 

b id imensional está embutido no procediment o espacial. Um flu­

xograma operacional do processo está apresen t ado na f igura 2, 
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ilustrando a s diver s a s c tap3 s do pr ocesso. q tte s ju de talhado s 

a seguir 

L. E ITURA DE DADOS 

2 GERA NUMERAÇÃO L.l r-lfT ROFE 

3. GERA COOROENADAS NAS ARESTAS 

4 . GERA NUr.!ERAÇÁO E COORDENADAS NO VOL.UME 

5. FAZ MAPEAMENT"O iNTRt'NSE CO GLOBAL. 

F.i g u ra 2 - l : lu xng r ~Hn ; l opcr<l ... : i u n ;.J I p ;Ir~t gl..'!';t r d ~ 1 d c•~ c : ~ t 

um vo lum e . 

1\ a prime: i ra ctdp; l :-:, jo l i dl) :; c' S d: Jd t) S !l l';..: v s ~~;l r i c ::-::. l· '_) J!:\' 

n ti me ro s de c l e mc nt·u '-i l' ll l t.: ad;I d irt· t::i ~. ) . L' llll H:(" r o d L' pun t o :-:. i t: 

te rmcdiári os d o s clvm c• nt o s . q i_;c p o d t' :·i v J· di f c n. .. ·t J t L' ~ l' gll!h .. : L~ . t 

dirc\ jo , o t ipo de pr o1.; rc·ss :to u ~:1 ~L1 n o <.. : ;ÍJ~._· tll u d os <..: o nq · :·;il l 

tos d as a res ta s do s cl l'm c n t l) S t pr o g r c- : ..;s :~, o ;t t· i t t: l l ~t" i t " ; ! cu :' r <· ­

g r c ss ú o g(•o mé tri c :t) . :J r a :. ;JO d :._i p ro .~~r t· ~·~; : t u . qt •~· ~ : 1 • :t h :.... ~ r~ ;~ ~ "h 

d .i fcr j r L' Oil t" o r mc· ;J di r c·~.: :·IO . ,, numv r ;i l. . . : D ~ !. ) n o i n i ~ · t .ll c 

de f1J rh,~3 o Je mapcaml'n 1 u : 1 ::; t_· r 11 r 11 i ?. :11..l a. o t 1 p0 de ' :-:; 1 :-:;~e ::' 

c oor denad a s L' finalml'nt· ~,.' :1 ::. ,__. (\\lt·J c n:lt ;;_t s 1~ 1c ~ h:J : :-.; ' · ~li. i 1 ~ ~ ~ i 

que defin em o J omÍ nj o , 

A s.: gu nda c- Lq>a ~~e r : 1 ~ ~ n untcr; J (.: ;Jd de· t :..L i t; :-. ,_, _. r l · 

nuda ·i s q u e s i t u J m- SL' ~u h n~ ~ ~ ---; ;tr c ;~ t . t ~ , iu ,_:o1!tÍOJlP. ; t: l •_• r ;· . ! •) 

~~s ta arq u i vad a n:t rJJ~t t l · i ~ lA R. IJS: Jd;t n : t ~ , 1 - .!Jl.~ ~ >- ' i !', t l' . 

l 
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Com o numeras de eleme nt os em c ada direç~o con hec ido, 

a t e r ce ira e tapa oht6m as coordenadas intrfnsecas de todos 

os pont os s ituados sobre a s are stas. De ve ser observado que 

no caso do e l e mento conter pontos int e rmediirios nas arestas, 

estes ~~o posicionados fazendo uma divisão uniforme dos com­

prim e nt os Jus arestas, ou·scja. apenas o comprimento do e l e ­

ment o c que seg ue a progre ssão se l cc ionada. 

I\ quarta etapa usa as inf orma<.;Õcs geradas ant e riorme nt e 

para determinar as coord c naJas dos pontos restantes. Ini cia l­

mente silo obtidas as coordenaJas do s pontos das quatro f aces 

pa r a l e l us ;Jo eixo intrín seco r, pc l u subro tina COPLA. O pro c~ 

dimcnto es ti detalhaJo no ap6ndice. Co m estas coorde na Jas g~ 

rada s. o int e rior Jo volume 6 c al culaJo consiJeranJo a int e r­

sccç5o Je uma superfície int e rna. JefiniJa por quatr o pontos 

na s arestas parale las ao eixo r, ,·om uma reta definida por 

pont os nas faces normais ao eixo r. Esta intersecçilo 6 f e it a 

pela s ubr o tina ISlJ!'RE 

I\ ~ltima etapa fa z o map eame nt o Jo sistema r st para o 

sistema g l obal adotado. seja o cartes iano retangular. c ilín­

d r i co ou cs f6rico. 

4 - Res ultados 

Es t :io descritos abaix o do i s exemplos Je aplica çiio do mo 

dul o de geraçiio de uJordcn;Jd;J s , 11n1 para um caso triJimc nsio­

nal e o outro para o caso bidime ns i onal, onde silo dis c utidas 

alguma s dos potencialidades do proL·esso usaJo para definir as 
coord e nada s . 

·1 . l - !:2_~1_() 

I\ f i gura 3 mo stra o r es ultad o obtidos na so luç ii o d e um 

domín io e spa c ial, onde foram gerados 27 elementos e 208 nos . 

As informa ções ncccssirias para o processamento foram: 

- N~mero de elementos cm ca da uma Jas tr~s Jireç ões ge­

rad as , Nl, NJ, NK, respectivame nte 3 , 3 c 3. 

- N~me ro de pontos intermcJi5rios nas arestas que os 

elementos possuem, cm caJa dir eção. l P, Jl', KP. respectiv u me~ 
tel.l el . 
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- Percentual que fornece a razão da progressão qu e de­

fine o comprimento dos elementos em cada uma das direçõ es , 

IPERC, JPERC, KPERC, respectivament e -30 , O c O. 

Tipo de progressão usada. No caso progressão aritm~-

tica. 

-Número do nó inicial , NOI=l 

- Tipo de função de interpola ç ão usada no mapeamento. 

Fo1 especificada uma formulação baseada na família se rend i pi­

ty de segundo grau . 

Finalmente coo rdenadas globais dos pontos que irão 

definir o domínio e permitirão o mapeamento. Estes pontos es­

tão assinalados na figura 3 . 

x2 

X, 

f-igura 3 Exemplo l. 
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4. 2 - _!:xemplo 

I\ fi g u r a 4 ilustra uma ou t r; t poss ibilidade d e alt e rar 

o gr: tu d e r ef ino da malha, a l ém do uso das progress ões . A s 

p r og r essões afctarn o cilcul o da s coo rd e nadas intrínse cas , fi 

(' ~i n do () r c r i n l) t~ ( 11} s ta n t c c~ l1l u lll :.1 d :J J a d i r e~ .:1 o ' ü ll s l' j a ' a s a -

r •.: .~:t as p (l r a l c las a um;i dir c<i1•J p oss ue m cumprimento s i g ua is 

q;:a n du no CS il:IL:o r"t. il tt tr, l f o rrll; l <iL' alt e rar O r e fin o é mu­

dando Jgo ra :1s ~:oo rd c n:1 <.L J s ~~ i o h: 1 is dus po ntos int e rm e d iá r ios 

: j tlC' dc fin<'m o vol ume . N; J 

: c r me J i á r i. os da s :1 r c s Li s 

i ~: ur· ~ 1 1;~ ror~.1m usad o s os pont os i !]_ 

(' .'~ C l)/ll J'OSi~<)cs int c rm e Ji á ria s 

·.• nt t·c os p o nt os ext re mos. c-i a l' i gur:t tlh os d o i s p o nt os int e i·­

í!iC<. ii:Ír i os fo1 ·am t l cs l o\.·: I <. I u ~ 1):1r; 1 l l!ll:t P'J~; i <.:Jo m:1i s Jl r ox ima ti o 

\ ' C rt i 1.·c CO!il ll nl L' .) • I s t o r e ln c o III o c r c i t o uma 

-·l i stur!..:Üo r1:1 malh:t ~~C't : 1da , pt ) i S l·st.c:-; nós intcrmcc.li iíri os po~ 

'ó i! Cnt co mo coo rdcn;lll:Js llltrÍll :; L·<·:,: [ 11 . - l) c (-1:11) e l og o 

q ua nd o J o map<.~J.mento h!lUV l' ;1 di ~;!~lrl: ;lo mcnciunaJa. 

for;lrn: 

Os dad o s f u rnc L t rlu·; p ;t r ;t ~:cra r ;t s duas confi g ura~õcs 

- 'J tÍm e r o de c l crnc n !o \1 ".1. 'J.J= 'i . 

- \tÍ rn C' r o d e pontos i n iL' l'lll c di;Írios 11 ' =1 . Jl' = l. 

l n t<·rpo l :li._::-J l l q1 1 : td r·~ít i{.· :1. 

-Os IHl nt os que def i nir; tm o do mí n io estilo a ss i na l ;Jdos 

na rigura ·l. 

5 - Co n,· lusócs 

i ' módu l o de gc r ;t,:;w :tiJ t om;Ít i L·; I tk coo t·denada s a pr ese!~ 

t~h.lo L' tt :n~l cx r e n s :ll) de um nui du l u .i ~ ex i s tente no S i s t e ma 

SL\!I: u : . mc lh or: tnd o sens i l c l mt· n le ;1 ,· ;t pa c idade de an ;Í ii se d e 

modelos tr idim e n s i o nai s . 'jo t' nl anto. o mód ulo d esc rit o n ii o é 
a V'l'rs;"ío f in a l po i s c\ i stem ;t lgurn;t s upc;ôes qu e s cr ;"ío intr od ~ 

: i d:ts hrevt•Jne nt c . li ma d cs t ;1s c o d L~sc n vo lvimento d e fu nções 

d e intc r po la ç:i o que pcrmit :11n o m;.t p c am c nto segundo urna s up er ­

f í c i e e l ipso idal. pois as fun ções ;t t ua lmcntc disponívei s in-

t crp o l a m c m urna superfície par a b Óli c a. Assim, p;ua s i t u a -

ções on d e te mo s contornos c l Íp ticos ( o u c i rcularcs) o módulo 

nã o é a pli cáve l , a menos que o 111:1pca mc nto pudesse ser f e it o 
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to segundo um sistema de coordenadas esférico ou cilíndrico. 

34 

I 2 3 

Figura 4 - Ex empl o ! . 

_____ ,, ___ _ 

--..~~--39 140 
33 

29 

~22 
~18 

li 

4 5 6 7 
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1\l'f:NlliCE 

1\a subrotina COJ'LJ\ sã o dctcrminadCls as coordcnCld'-! S de 

pon tos sobre umCl superfíci e plan a, no domínio rst, ;.~tr'-!v és 

da so lu ~3o da intersecç~o de duCl s r c tCls. As funções dec lara­

ção usadas c o significado da s VC!riávcis são: 
y)(4 4 

v 2 

I 
Y2 

I 

r • 

1 
'3 3 

Y ((Y2-Yl) (X4-x:\)+2 (YZ+Yl )/ (4- (YZ-Yl) (X4-X 3)) 

X ((X4-X 3)Y + (X4 + X3))/2 
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A subrotina ISUPRE obtém as coordenadas de pontos inte~ 
nos ao volume, por um processo de resolução da intersecção de 

uma superfície, não necessariamente plana, por uma reta. A 

equação da superfície é x =a+ by + Cz + dyz, onde as cons-

tantes a; b; c e d são 

a = (XA + XB + Xc + XD)/4 b (-XA + XB - XC + XD)/4 

c = (-XA- XB + XC + XD)/4 d (XA - XR - XC + XD)/4 

XB 

)(0 

São definidas as variáveis auxiliares 

Vt (Pz + Qzl/Z Vz fQz Pzl/2 

W1 = (1'3 + Q3l/2 Wz = CQ3 - P3)/Z 

a = d Vz Wz y = a + h V 1 + c W 1 + d V 1 li 1 

6 = h Vz + c:Wz + d (VJ Wz-+ Vz WJ) - 1 

sendo a coordenada x do ponto de interscc~ão a solução de 

a x' + Bx + y =O c as coordeJiadas y c z sao obtidas como 

y= VJ + Vz x : z = W1 + Wz x. No caso de a=O, cnt~o x=y/B. 
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SliMÁRIO 

An a lgori thrn f or o h L tin in g thc no rma I form of ana lyti ­

ca l diffcrcn ti a l sy stems i s given. It ca11 hc implcmcntcd in 

a computcr avo i ding usua l c um hcr some a l gchra i c calc ul at i ons. 

Thc normal fo r m is ut i I i zcd in l'art I I. to r;c n crat c a p crtu_:: 

ba ti o n mc thod for t h c ana l ys i s o l· di vcrgcncc i nstahi lit y and 

in pa r t i etlla r , thc hu ck l i ng of c l as tic sys tcms . 

1 . INTROD UCT !ON 

S i nce PoincarÍ', th c prohl c m of f i nd ·ing thc s i mp l e,;t 

fo rm, or Hottm a.t. ~o ttm, to which ;1 s1·:; tcm of di f fcrcnt ia l equ!:'c 

tions can bc rcduccd, hv rnca n s uf (nonl incétr) changc of coor 

di nates or tr a n sformatio n s, h a s hcc n cor1sidcrcd h y severa ! 

authors. Thc most r c cc n t vc rsi un of th c n o rm al form wa s gi-

ve n i n 196 4 b y Br iun o I 1 J. 
Thc rcason for hri ngi n g a g i vcn d i ff c rc n t i a l sy s t cm in­

to no r mal form is t ha t it is oftcn much c asier to draw gene­

ra l concl usion s whcn t he sy st cm is in norma l f orm . Some timcs 

one can cven i n tegratc thc systcm whcn it is 

g ., when t h c n orma l f orm is 1 i n ca r) 12 1. 
On e d iff icul ty, o f practi cal c har act c r , 

normal i zcd (c. 

in thc norma l 
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forrn approach, is that the cornputation of the normal forrn is 

involved. Starzhinski was the first to give an explicit rne­

thod for obtaining normal forrns 1 2 1. 

ln this paper we provide an alternativc algorithrn and 

also take into account that, for asyrnptotic studies, the di­

rnension of the original systern can hc reduced to the nurnber 

of criticai eigenvalues (i.e., with zero real parts). Pre-
vious works in this dircction appeared in I 3 I 1"1. 

ln principie, our algorithrn can he utilized for no~~ali 

zation up to any arder (the higher the arder of norrnaliza­

tion, thc higher will be the precision of the results).Thus, 

an extension of the algorithrn prescnted in I 3 I has been ob-

tained. llowever, the arnount of computat ion, grows quite raplc 

dly and the _possihility of increasing the arder of normaliza 

tion will depcnd on the computer capacity. 

2. NOR~IAL FORM OF DI FHI<ENT !AL SYSTEMS 

Let !J!l (x), ... , ~' (x) lw po11er ser i c:-; in x
1

, 
- T n -

()C= (x 1 , ... , x
11

) ) without constant tcrms, which 

in sorne neighboard of x =O. l"hen, this point is a 

point of thc system 

x. 
1 

ljJ. (x) 
1 -

i I, n . 

... , xn 

converge 

singular 

(l) 

Theorcm l.l I' I For cvcry systcm (l) thcrc cxists a form.al 

invert ihlc transformat ion (x ' y): 

x. 
1 L: 1 crJ Y· 1 

L h. ~I 
q cN. 1 q r 1, ... , 11 

1 -

redu c ing ( 1) to thc HO!tma.e 6o!Im 

y 
1 

wherc, g = ( q 
1 

, ... , 

qk~~O,ki'i;q 1 + 

'l1 ql 'lz 
Y1 · Y1 · Yz 

Y· l X 
T 

<j • ~=il 

g. v 
l<j 

'1 

T q) l Ni ~;i = (intcgr:Il 'l 

+ q, "O}; i= I, ...• n: 
'ln " -

Yn · hiq giq are const:1nts. Thc 

qi 

sum 

( 2) 

(~) 

-1: 

y'l ~ 

in 
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(3) o nl y contains rcsonanc e tcrm s, i . e ., tcrms satisfying 
T O, wherc ,\ (À l. \ ) T is thc of eigenv a -9 ,\ = = . .. ' ve ct or 

- n 
1ues of thc 1 inc:n part o f (o. l ) . l'urt he rmore, t h c l i near 

part of (3 ) is in Jo rd an can on ic al form. 

When thc Jo r da n canonical form i s u ia go nal, thc norma l 

form can bc writt cn a s 

\i yi + ,\ ~ = O Gi v r~ 
v 1 

1 = 1. n ( 4 ) 

whcre ;: = (v 1 , v 2 , . .. , vn ) .is an int egral vector 1;ith v i > O 

an d ,\ v i = ( ,\ 1 v 1 + • • • + ,\ n v n J - ,\ i , i . e . , t h c s um o n 1 y c o n 

tains-r cso nant t crms dcfincu hy thc r c latlon À . = O. 
~ 1 

2.1- Nor mal Form For St uu y ing fls )' mpt otic llc ha vior 

Supposc that thc I in c:1r part o f ( l) has i'. c i ge nval u es 

~;ith zero r eal parts anu th at th c m(= n - .f) rcmal nin g ei gc!_lc 

valuc havc negative real pal'ts . 

Th c n. s vs tcm (l) ca n lw rcuuc·cu to 

u = ,\ u + f ( 11 • v ) v = ~ ~ + ~(~. v) ( 5) 

T T T 
hv means of a [formal) transformat ion DJ. ~;hcrc r = (t! . ~ ) 

·. .C. m '' 1. ln (5), ~r H, v r R' : f and!? are s trictl v nonlincar, 

thc cig c nvalu cs of :\ (rcspcc., of ll) havc :c ro ( rc spcc ., ne­

gative) real parts and !? (~ . Ql = ll. lt is r cadil y sccn t hat 

th c man i fo l d v= ll is .invar ian t ~;ith rcs p cct t o (4 ), i.e ., is 

composcd o f trajcctoric s or (5). lhcn , thc 1e duced ~lj6.tem, 

u = A u + ~(~ . O) (6) 

generall y conta in s thc csscntia l propcrtic~ of thc solu tions 

of (5) (or o f (!) ) in a ncighhourhood o f ~ ; O, v = O. ho" . 

ac co rding to thcorcm 1 .1. ~>C can normalize (b) . 

t em (I) ls transformcd to th c form (5) ~>hcrc . in 

(6) is in n ormal form (3). 

Thcn, sys -

aud.i t ion , 

From th c vicwpoint of thc invariant manifolu thcory , 

systcm (6) rela t es to thc rcstriction o f (1) to a centre ma-
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nifold 1'1 j 6 j. 
From a more physical vi ewpoint, the variahles ~ repr~ 

sent "slow" modes and the va riahle s ': r epre s ent "fast" m~ 

de s. The fa s t modes die out a f t e r s ome re1at i ve 1y s hort 

transi ent and th en the slow mod es a 1one , govc rned by the 

reduc ed system ( 6), repre s ent the time evolutl on of (1 ). 

ln the as ymptotic ana1ysis of (1), l ocal conc1usion s 

can be obtained with th e r edu ced system (6). ln this ca se 
we will consider the (partial) normalization which trans­

forms (1) to (5), where (6) is in normal form (3). 
When also the transient (non-asymptotic) behaviour is 

of interest, full norma1 i zation (ac cording to thcor e m 1.1) 

is required in general 12 1. 

3. The Normali zation Algorithm 

Notation: 

~, ~: i ntegral vector s C11 1 , ... , lJn), (\! 1 • • • · , vn ); '' i • 
vi.:_ O; 

I ~ I = lJ 1 + lJ z + · · · + ).ln; 

q,jlJ ' BjlJ : constant s; 
~~-= Có} 1 . ó2 1 , . .. , ón 1 J; óiJ = Kronecker de lta; 

( X1) (B1
lJ) 

{XJ}, {BJ \2}: vect or s ~ , B; ; 

n n)J 
lJ \;! lJ1 lJz 

X = Xl ' Xz 
x n. 

n 
I : summa tion ov er all int egral 

I ~d -K -- vec t ors ~· 1 ~1 = K. 

? 
I~ I =K 

s ummation ovc r all integral vectors ~1 . I~I =K,K+l , 

Wc sketch below thc algorithm that no rma l ize (1) t o 

(S) wh en the c riti ca i eigenva lue s (with ze r o r eal pa rt s )ar e 

simp1e d i vi sors . The reduc cd s ys t cm (6) i s ob tain ed in no r­

mal form (4) . 

(A): A line a r tr a nsforrna ti on br i ngs (1) t o thc f o rm (see 

I 3 I 1 : 

xj À/j + I 
1~1=2 

<P. x:! 
)~ 

1' ... ' t (7 . a ) 
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~22 {Xk} + {l:>f= 2 <Pkv x:'} k .t + 1, n. (7.b) 

(B}: Successive transformations (almost identity) are ap-

plied to ( 7) to achieve inc r e asing order of normali za tion. 

Th es e transformations are of the form 

l, ... , n ; (8) 

with lJ = (lJ 1 , ~J 2 , ... , P e · O, ... , O) . i.e. the Kth order 

polinomial in (8) only conta ins cr itica i variables. First, 

(8) is applied to (7) with K = 2. By c hosi ng the B' s , norma 

liza tion is obtaine d up t o the second o rd e r. Then , a new 

tran sformation (R), " i th K 3 , i s c hosen to norma li ze the 

resu lting system up to arder 3, and so on (Note th at (8) 

leaves invar ia nt (in ( 7)) tc rms of orde r lowcr tha n K). 

Thc tran sfo rmations (8) s hould in principie, bc car-

ried o ut for K~m . Ho"cvcr, in pract i cc , onc can s top at so­

me suf fi c i e nt l y largc K = N. T hcn, "c s pcak of N-normal form 

to be und crstood as "n orm<Il up t o ordcr N" (inc lusive). 

Foll o"ing thc aho vc proc cdure and omitting dct ai ls,the 

fo ll o" ing recurrcnt rcL1t ion shirs ar e oh tained (lJ' 
T 

(lJl' . .. . lJ .t) : ~ ( \ ... .. À t) J 

(À ' . t- ()) ; 
!:' J 

N O (could bc ar bitra r y), (\.· j O) , 

- J-1 (N) 
!\0 ) {~ ) --- k:J 

., 

where the <P(N) ,s are th e coef ficient s of (7) aftcr s uccess :. 
J lJ 

ve applicatiõn of (8) 1dth K = 2, 3 , ... , N. Thcn, 
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q,(N+l) = <P(N) (À ' . (l 

J ~ J p p I 

I ~ I < N q,CN+l) ~ u \A I • f (l) 
J~ p J 

cp(N+l) = O 
k)J 

The remai ning <jl's are given hy: 

,.(N+l) 
"'Jv 

,.(J:i) -
"' J v 

i 
! L: -

l:>l=lvJ-N+1 
(vi- v i+l) cp~N +l) B(Nl 

i=l l V J,'.• - v + \~ : 

I \i! -1 ,- (N ) { L 
' L 

9 
J ' ~ I + • • •• ó I p H! L I p ( i ' li= N M= ?. 

i • • • · • IM l M - -
i. = 1 . ... , :.. 

g CN) 
11 \l ( l) 

B (N) } 
iLfl (L) . 

( ll 1 

. . , 1t 1 1 ~( 1 ~1-l , . 

r 2= I 1 , .... n 

11=1 , ... ,11 

PHIL= Summatio n ovc r ali r. -comninélti on,· 

II . .. i :--1: 

and 

. : i, i I \ 
j '=]_ ' . •. ·. L 

summation ovcr all integral vcctors ~( 1 '), 

i '= l, ... ,L sati s fyin g IIJ(i')i=~! a nd ~ = 
)J (l) + .. . + w (l.) + 6 . + .. . + ó . . Thc nu1:1 
. - -11.+1 -l~l 

hcr I. is an intcgcr sati s fying L< M and 

CJ~ I - ~ l l / :J -1. 

lt is assu mcd that thc summa t ions in (11) cxtcnd only 

~ ve r thc r ange of dcfinition of thcir argu~cnts: undcfinc ~ 

~----·--" __ .._ __ _ 
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~erms are cxcluded (e.g., if ~ ~ (3,l!,O), v~ (0,2,0), i=l, 
- - (NJ 

then ':'-':'+~i= (4,-2,0); thu s , thc tcrm BJ.~-v+o. is 

fined and is excluded in the first summatiõn-of 1 (ll). 

conventional ~(l) = ~ 
J ':' j ':'. 

NOTE : 1 n (ll) i t 

1~1 < N. 

(N+l) 
is easy _ to s ce that ~J~ 

(NJ 

~ J~ 

unde-

By 

i f 

3-Normal forms are most useful in practice and some 

tim es ure sufficient to " so lve" the problem. IVe develop from 

(9 ) (lO) and (11) the foll o wing expre ssions for the 3-nor-

mal form coefficicnts (\ , - OJ of the reduced syst e m: 
~ J 

~ ( 2 ) <P 
J il = j ,_, 

( 3) 
I ~ j fJ 

i ,,r 
a l ~ j g i \'c n h y ( !) ) • 

\'' 
i. 

! I' I 

Q. 
.1 '~I + _Q I 

1 J 

~OT I~ : Although in (11) thc s upcrscript .\ ·c, appcar :; 

s i d c s , t h c r c i s no d i f 1- i c 11 I t y i n s o I v i n g •. ( N + l) f' D :· 

si ncc (11) is a triang,llar systc 11. 

~ - CONC LlJS10NS 

,\n ;.Igorithm for finding thc nnrm:JI f<,rrl o!' :llt;tJ:·r i::il 

diffe rcntJal systcms has hcen givcn. l'hc uselulncss of nor ­

mal f o rms i s I<C 1.1 kno1vn I 1 ! I' i 1' 1 I '' I. l'crturbat ion mc­

thods can bc dcrivcd from t h c normal form approach ln arde r 

to ass css nonl incur flut ter I 1 1. divcrg encc (buckl ing), i~1 

terna] rcsonancc 1
7

1 and parumctric rc sona ncc 1 7 1. lh e ad­

vantagc of this ~•pproach is thc possibilit y of rclegating 

usual 1 cngthy computat ion s to a c01aput c r, ~< i thout rc so rt in• ­

to thc use of spcci al symholic computcr languagcs. 
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I. iu ll s u 

COPI' I' / UI'IU 

Pr o g r ama d e Engenharia ~kcâni c• 

Cai xa Postal n 9 ()H Sll ~ 

Ri o d e .Jan e iro, lU 

S WJ~J ,\ RY 

Thc no rmal form o f anal>· t i cc•l diffc n• nt i:ll sy st c ms o h -

t a in c d in l'art is applied to th e anal v si s of po s t- c ritical 

behavior o [ nonlincar dyn ami c al sv s tc ms 11 car a divl'rg c ncc h _ ~ 

fu rc at i o n. lhe "r e duu.•d sys t e m" d e r ined i n l':t r l 1 s lll i I i -

: e d t o d e t e rmin e , (a ) the stahlc o r unst;thl e n:tturc of th c 

hifurcatin g point, (h J thc l ocal e quilihri11m paths :t ssociat­

ed h· ith th e di ve rg e ncc• (or hu c klin g ) hif11 rc ati o n anel ( c ) t hc• 

influcnc c o f im pcrfcct io ns. 

l. I ,.;T ROllli CT JON 

T hc n o 1·mal Conn approach :tppe ar s t o he "e ll s ui t e d f o r 

trca ti ng lar gc nonlinear sy s tc•ms h c C:IlJS l' of it s algorithmi c 

char a ct c r. ;\ CDill JHJtcr prog ram can h e imp l c•mentcd , ac c·o rdin g 

t o Part l , in o rdcr t o prepare· tlw h i i"LLrcat ion;ll p ro hlc m, 

i. e ., cith c r to Cind thc completc n o rnwl ro rm o r to Cind th c· 

r c du cccl sys tcm . 

lhe analysis ot" a normal izcd s ys tcm , is oCtcn mu c h mor e 

:Jm e n3 h l c than i n thc nrig in al fonn. 

The rcduccd s yst cm des cr ihcs tlll' a symptot i c hchav io r o[ 

th e fu ll s ystcm ( scc i'art I). lf a mo r e c o mplete dcs c ripti o n 
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of the full system, including the transient behaviour, is 

desired, then, it is generally convenicnt to completely nor 

malize the system. 

ln this papcr, divergence (or buckling) is treated by 

the normal form approach. A pcrturbation mcthod is describ 

ed. By the algorithm proposcd in Part I onc can arbitrarily 

incrcase the precision of the results (c.g., cquilihrium 

paths), i.e., highcr arder approximations can he obtained. 

The systems considercd are general. Elastic (conserva­

tive) systcms are treated as specia l cas es . Load or imper­

fection paramet e rs can hc includcd with case when trcating 

the buckling of structurcs. Wc use thc term "div ergence" 

when general dynamical systems are considcred and "bu-

ckling", when elastic conservativo structurcs are treatcd. 

2. CRIT ICAL ANO POST-CRITICAL BEIIAVIOR 

Lct u s considcr a sys tem 

x = F (~, a) ~(a)~ + f(~. a) ; f(O, a) O; x E R11
; a E R, 

(l) 

where f is analytic in its argumcnts. Suppose that for some 

a = ac, the matrix A(ac) ha s one ze ro eigcnvaluc, while thc 

remaining n-1 cigcnvalucs have negative real parts. For de­

finiteness let all cigenvalucs of A(a) have negative real 

parts for a < ac while fo r a > a c, only one eigenvalue is 

on the right hand sidc of thc imaginary uxis. The parumcter 

value ac is obviou s ly a bifurcation valuc sincc the 

tion x = O of (1) is stahlc for a < a c and unstablc 

solu­

for 

a > ac. Th is situution dcscrihes thc simplest divcrgenc e b! 
fur cation. More complex cases arisc when, for a = ac, more 

eigcnvalues ar e zero . Let u s first examine thc formcr ca se . 

According to Part I, thc rcduccd systcm for a = a c, is 

u first arder diffcrcntial cquation of thc forrn 

ul L Glc j 
j=2 J UJ• 

( 2) 

Thc coefficients G ar e calcul:ltC'J hy th c giv c n algo-

-----····---



10 5 

rithm. According to ~1alkin 1' 1 the trivial solution of (1) 

is stablc if the first non zcro cocfficicnt G~J is such that 

c J is odd, c1J < O (stablc) (3) 

and unst ah l e if 

J i s cve n or J c is odd IV i th GlJ > O (unstab1e) ( 4) 

Thus, the critica! stabi1ity problcm can bc solved if 
some G is nonzcro. 

Let us now examine th e post - cr itical propcrties of(1). 

For this purpose we introducc a pcrturhation schcme writing 

a = (S) 

wher e E is a small parametcr. Without loss of gcn crulit y 

1et ac = O. Then, wc introducc thc dummy cquution 

r = O (6) 

to be us ed in conjuction with (1). The augmcntcd systcm (l) 

(6) has two zero cigcnvalues sincc c i s considcrcd as va­

riablc. Thus, the rcduccd cquation is shown to hc 

o 'i 1 uj k 
E , ul ul G j k E 

j + k= 1 1 (7) 

whesc, obviously c;1 ele 
)O ) 

Agai n thc coefficients c ca n h c found using thc normal 

form a lgorithm. Let us rctain in (7) only terms up to ordcr 

3 (in E and u 1 ) , that is , 

1 l 7 (' 1 (' 1 (' 1 2 J 
Ul = rc 

01 
E + c 

0 2 
E~ + '" tt + u + u .. L '11 ~ 1 '10 l '20 1 ~~ (8) 

Equation (8) has thc trivial so1ution u 1 O. 
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1 Case (a): c10 f O 

ln this case wc scc that, hcsidcs thc trivial solution 

u
1 

= O, we also havc thc (constant) solution 

u 1 = - c~11 ;c~ 0 c (9) 

By hypothcsis G~ll > ll (for c ' O, " ' '\:). Thus the s~ 
lution u

1 
= O is stahle for E < O and unstahle for c > O 

whereas thc solution (9) is stahle for E > O and unstable 

for E < O. 

Case (b): cio 1 o , cz o < o 

Then, lnstcad of (9) we have two solutions approxima­

tcly given by 

2 
ul G~/G~ll E 

for E> O. These solutions are verificd to be stahle. 

Case (c) : G ~ 0 = O , G ~ 0 > ll 

(10) 

l!erc the two nontrivial solutions (lll) cxist for < ll 

and are unstable. 
lt is readily seen that ln any case otber G coeffi-

cicnts than cin, cio (case (a)) o r c;)]. c~il (case (h)) only 

contrihute for improving the cxpresslons of the nontrivlal 

equilibrium paths (9) or (lll) rcspcct ively. 

The above conclusions on the reduced system (R) can he 

extended to the full systcm (l). IIOI,cvcr, this is not lmme 

diate hccause the normalizing transfornmtion is not ncccss~ 

riJy convergent. Thc extcnsion can bc madc through the lm­

plicit function thcorcm. ln order to avoid tbc complica­

tions related to us ing formal powcr ser ies, onc• can use /\­

normal forms with N sufficiently largc. Anothcr possihlc way 

of making the extenslon is through thc ccntcr manifold thco 

ry 1
5

1 1
6

1 (PartI). 
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lt is not difficult to correlate the above cases with 

certain well known types of bifurcations ocurring in e las 

tic conservative systems . Case (a) corrcsponds to an as~ 

metr ic point of hifurcation (always unstahle), Case (h) and 

Case (c) correspond to the stahle and unstahle symetric 

points of hifurca tion respcctivcly . We will come hack to 

thi s point in sec tion 2.1. 

Using thc algorithm of l'art 1 wc can show that the 

coefficients G of (8) are given hy 

<P . 
1 ( 2 '()' ... 'o) ' 

ijl 1 ( 3 , () , ..• , () ) + . f tP 1 ( r + r J ]l ( 
2 

) J ~z " I u 1 J(c,o, ... ,o)' 
~ • · · · • n - -· ( 1 1) 

wh ere, ~ 2 = 'J1~/ac[l ; ~L' ~I< ar e rcspel'tivc 1v thc criticai 
c =O 

lcft and right cigcnvcctors of A[ac); thc cocfficicnts <P 

are those ohta incd hy thc lin ear transformation of s tcp (A) 

of the normalizing a l gorit hm (scc PartI, scction 3), and 

B( Z) ( ff . . f I I I I .. J(Z,O, ... ,O) coe JCJcnts o t1c sccon< oncr norma 1z 1ng 

tra n s formation) is givc n hy 

{ 13 ( 2) '())} = ~ 7i2- _; { <P } 
J ( 2 .!).... J ( 2 . () ..... li 

(12) 

(s ec Part I, scct ion 3, (S)). 

2. 1- ~Ji1ihrium Paths. Limit Poi nt. 

Thus far, wc have consiJcrcd systc~s of typc (1) which 

hav c th c triv i a l cqu i1i brium so 1ution indcpcndcntl y of thc 

paramct c r '" Sue h systcms ar i se, c i thcr l<he n thc fundamen ­

tal equ ilihriun path is~· or when a s1iJing set of incre­

ment al coord inates is adopted. llowev cr , undcr this f o rr.lllla 

tion, so me loss of generalit y is implied; ata limit point 

thc fundamental path is not defi ned heyo nd the criticai va­

lue ac. Moreover, utilizin g sliding set of incremental coor 

dinate s is not simp lc , computationally. For thc rcason s, wc 

l 
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give a more g e neral formulation to th c normal form a ppr o a c h. 

Suppos e that a c = O, as b c forco Thcn, 1 c t us s tudy S \ ' S 

t e m (1 ) for a= E, ~;hcrc r i s a s mall par<1m e t c r. W i t ho ut 

loss o f gcnc r ality, lct l:l~ - U ) = li in (1) o ll o l,cv c r,l~( ~.c)= 

O is not r c qu i rcd in th c r o 11 '" ' ing o Nm;, '" ' co ns id e r t h c 

a ugm c ntcd sys t cm 

X = !' ( X. ti ( I :i I 

«hcr c , ;J S hr• f o rc , is cu1 :s id c r c d ;~ s :1 vaJia h ic'o llhv i ,Ju sll·. 

th c cquilibritii~J po int x =li, lI Í ~ C l i t i L. ~ 1 I , h ' i t h th"O 

:·: cro c·i g cnvalucs. Thcrcf n r c , th' C'I c:I~ L'S lllliSt hc di s t~n~:,ui :.:. h­

L\d: t h c z. c r o e i gc n \ ' :I lu cs : 1 r t' c 1 t h(_· r : ~_j _l :t p_!__~- o r dot il d L'. 

lk notin g h ·: t:; ~l. · ( i . l' . ~,.·;lll - 11 ] ; J1l ' \ ] , 1t .'\ -= I) ·',) 

1ve d e fine tlw q u ant i t ' 

I 
~ v I. o h ill 

l<hCl"l' vr is d l' fill l' d \1 ,· Ji .l \< ( ) ]), 'J' iH'll , i\1(' " I ' I'P l' i .t~ ... .. n \- ~ ~ I u L· :; 

:1rc -~-i_!T~}~ if is
1 

:1 nd ,! o< Jh l c . othl· r·h· i ~<' - !.1. 't 11:-; ~ - c·n:.:.i dv! -.'a,.~ i 

L· a se . 

i l-~-_.i ~ : :\s:'mlllL' tri c <1 11d s~·m nll'l ri ~. · hi!-\ Jr C: il i ~ - ~~~ ~: . . 

T hc r edll c' l' d <'<i llal i un "' ., ,. IH' ru r m 

"I 
) 

! d c c 
C ~1 

( 11 \ , I I' ' , 
I 

i. l s ; 

:: i: •l ' ,,,) . T li c <.' lJ II il i hrJ :nn p:~ tho; "''' ' o;o ll ) ~li l l ll ~h c r : l n :: 

)' I (; 1•, ~I . lll 
i = I I 

From (l(J) ( l s ) ' "i. t h "I 
.. I) \'·il' i'ind 

---- - --- -··--- -----, 

a i 
(- C ~ l , l ) + /;; : I , I ) I l' {i)' 2) . I.!' o) I ' ' . í 1)' .! ) 

' l 1 ll 1 / ') l 

a, ((;( :i , O) 
l + 

+ (' ( 1 ' 1) 
'1 J 

l
o ( O 

0
)) 

' i 
:1: + c;: I , ~) 

I 
;!'í l;i) ..: . l ·' .~a I I l ~ti . 

I 

( I - : 
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Th en , th e foll owi ng ca ses a re po ss i ble: 

(I ) cf 2 •0l t 0: ther e are two hranche s wi th non zero s l o pe 

at u 1 = O (i nclud i ng if ci 0 • 2l wh e n one slo pe is in fi n i 

t e) . Thi s ca ract e r i zes an asy mmctr ic point of hifurca ­

t io n whi ch i s un sta hle; 

(II) G ~ 2 • 0 l = 0: one h ra nc h ha s nonzero s lopc an d the o t he r 

one g en e r a l 1y ha s a n e xtre mun f o r E a t u1 = O. Thi s cor 

respo nd s t o a s ~mmc tric po i nt o f h i fur cati on and i s s t~ 

h le if cC 3 • 0 l ;c l , l ) < O and unst a hl e if cC 3 • 0 l ; 
(1,1) 1 1 1 

G
1 

> O. 

_i
1 

_ _L_Q : Limi t l'o int 

I n thi s case, in ordcr t o a void norma l f o rm s for t hc 

mult ip l c e i ge nva lu e si tua tion wc r cpl ace (1 3 ) by x = 

H x. y 2
) , y O whe rc y 2 = c . 

Thus, th e rc duc ed system is of th c form 

r(' ( 2 ' o) 2 l' (o ' 2 ) y 2 ] [ <' (:> ' o) 3 + (', ( 1 ' 2 ) " y 2 J + 
ul ' l ul + '1 . + ' I ul l ~1 

( 1 8) 

and t hc corr espo nding cquilih ri um path is 

(1 9) 

l _ ,. (2 ,0) /('( 0, 2 ) . = ( -('(3, 0 ) _(.(1, 2). I/G (0, 2) 
Wl e r c , a2 = ul '1 , d3 JL Jl tlz ' I ' 

e t c . . . Th e n , i f a 2 1 O, th e c ri t i ca i po int i s a li mit po int 

since c has to maintai n a fi xc tl s ign for lu
1

1 suf fici en t l y 

small. Note tha t ciO, Z) = 8
1

• Thu s , th c co ntliti on for a l i -
.t . t - 6 = G( 0, 2) 4 O r(Z,O ) J O m 1 po 1 n 1 s 1 1 r , 'I r · 

. . . h G(2,0) d G(3 ,0 ) It J s 1nt e r c st 1n g to not e t at 1 an ' I are 

precise ly th e c ocffi c i en ts of t he rcuu cc tl cqua t i on in t he 

c riti ca i c ase c = O. 

Th e a hov e r e sul t s are s im il ar t o th os e o bt ai ncd for 

cons erv a t ive sys tcms 12 1. 

l n o rd e r t o oht ai n t h e c qui 1 i hr i um pa th s i n terms o [ 

the orig inal va ri a hl c s ~ · the norma1i z in g tra n s fo rmation s 

are us ed . ln no rmal coo r d inat cs (u 1 , ~). wc hav e detcrm i nc d 
th c equ i lihr i um path s i n thc pa r ametri zcd form: 

o ( 2 1 ) 
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Let T1 denote the linear transformation bringing 

tp the form (7) - Part I (l = 2, Àl = À2 = O) and Let 
(k = 2, 3, ... )denote the transformations (8) - Part 

(13) 

Tk 
II. 

Then, in order to have the equilibrium paths with a preci ­

sion of order ~N, one needs (N+l)-normal form and the N-nor 
malizing transformation T(N) defined as 

T(N) = Tl T2 .. . TN (22) 

This transformation transforms the curve (21) into original 

coordinates . Of course, this can be easily done in a compu­

ter in terms of the parameter ~; there is no need to find 

the explicit expressions for the N-normalizing transforma­
tion T(N) _ 

3 . BUCKLING OF CONSERVATIVE ELASTIC SYSTEMS 

For elastic systems, divergence occurs (dynamically) , 

only with double or multiple zero eigenvalues. Therefore 

one should, in principie, have to use different normal fo~ 

(for the multiple eigenvalues case). However, since in the 

conservative case, the buckling analysis can be undertaken 

in a purely static manner, this difficulty can be circum­

vented by only considering the equilibrium equations. 

Let V(g, a) be the total potencial energy function of 
a conservative structural system, whcre g is the vector of 

generalized coordinates qi (i = 1, . .. , n) and a is a loa~ 

ing parameter . Suppose that in the region of interest the n 

equilibrium equations 3V/3qi = O yield a single valued fun­

damental solution qi = qi (a). A sliding set of incremen­
tal coordinates x. is then defined as 1

2
1 q. = q~(a) + x .. 

l. l. l. l. 

Furthermore,let us perform in the new energy function 

W(xi' a), a linear change of variables ~ + ~ (dependent of 
a) such that the quadratic form of the resulting energy 

function D(ui' a) is diagonal, that is, of the form 

n 
L a. u 2 

i=l l. i 

Consider the bifurcation at a ac when a1 o and 
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a1 >O (i= 2, 3,- ... , n). Then 12 1, denoting by a 
script the partia! differentiation with respect . to 

corresponding variable, i. e., D .. = 32D/3u . au. we 
1] 1 J 

the following results, 

(a) if O, the cri~ical case is unstable; 
s=n 

sub­
the 

h ave 

(b) if -c c c c 
O and Dllll = Dllll- 3 L (Dsll)2/Dss >0(<0), 

s=2 
the critica! case is stable (unstable) . 

The superscript c denotes evaluation of the derivatives 
ata= ac . 

We can show that precisely the sarne stability condi­

tions can be easily derived b~ the normal form approach. 

Indeed, it is sufficient to consider the differential equa­
tions 

u1 = -an;aui ; i= 1, .. . , n, (23) 

which obviously have the sarne equilibrium points as the ori 

ginal problem. Then, for a = ac we construct the reduced 

system (2). We even have explicit expressions for G~c, G~c 
through (7). Since the equilibrium paths pattern leads, in 

the conserv·ative case, to stability conclusions, from (9) 

and (10) we have that, 

(a,) 

(b') 

if G~c r O, the critica! case is unstable 

if Glc = O, G~c < O ( > O) the critica! case i s 
(uns table) . 

stable 

By calculating G~c and G~c (from (11)) we readil y ver i 

fy that Gi~ = - D~ll/3 and G~ = - D~n/3 1 . \l'e have thus es 
tablished th e sarne stability conditions as above ((a),(b)) . 
The introduction of system (23) is rather artifi c ial; we 

could have normalized the equilibrium equations d i rectly.For 

conciseness this will not be done here . 

3.1 - Imperfection Parameters and Multiple Buckling 

ln principie, there is no difficulty in considering im 

perfection parameters or more than one load parameter. They 

can all be considered in the normalization procedure by 

adding to the given differential system ~ ~(~, ~) · the 
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dummy equation ~ = O, where ~ is the vector of parameters . 

Multiple buckling is of some importance in e1astic 

stability theory / 2
/. ln this case, system (23) would have 

several zero eigenva1ues, but these eigenvalues wou1d ';be 

simple because the linear part of (23) js symmetric. Thus, 
no conceptual difficulty arise in applying the normal form 
algorithm; the reduced system would have dimension l (the 

number of criticai eigenvalues). 

4. CONCLUSION 

It is we11 known that the buckling or divergence ana­

lysis by a perturbational approach usua11y leads to cumber­

some algebr~ic calculations (see / 2
/, pp. 143, 194-195). 

We have proposed a new perturbation method based on a 

normal form approach which relagates all 1engthy calcula­

tions to the algorithm presented in Part I. ln principie, 

arbitrary order approximations can be obtained for the equl 

librium paths, load and imperfection parameters can be in­

cluded and multiple buckling can be treated. Fina1ly, we 

notice that, because we have considered normal form of dyn~ 

mical (differential) equations, general dynamical features 

could be assessed (e.g., stability, transient behavior and 

dynamical buckling). 
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SUMÁRI O 

Aborda- se, neste trab alho, a ex i s t ê ncia c unicidade da 

solução variacional do problema de Dirichlet definido sobre 

um se tor plano, com po nto de partida para invest igar as con­

dições de convergência da soluçao numéri c a aproximada pelo 

método dos el emen tos finitos, de problemas com singularida­

des no contorno do seu domínio de definição. 

SUM"'ARY 

He r e is discussed thc ex istcncc and uniqucness of thc 

variational solution of Dirichlct's problem defincd on a 

pl a ne sector, t a ken as a start point for furthcr i nvesti ga tions 

on convergence of the numeri ca l solution by finite e lement 

method for problems with boundary singul a riti es . 
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1. Introdução 

Urna das razões que motivou es te trabalho foi a co ns t a 

t ação de que a geometria (forma) do contorno do domínio de 

defi ni ção de alguns probl emas de valor de contorno pode in ­

f lue nciar, sensivelmente, a convergência de sua solução nu­

mérica. 

E sabido, por exemplo, que na resolução numérica do s 

probl emas da mecânica da fratura, a maioria do s mét odos ut l 

li zados conduz a valores pouco significativo do fator de i~ 

tensificação de tens ões . As s im s e ndo, acredita-se que um es 

tudo ohjetivando elucidar ess a q uestão possa condu zir a uma 

formulação nurn5rica eficaz para a resolução de prohl~us des ­

t a n a turez a . 

O traba lho aqui apres entado representa uma etapa des­

te es t udo, em que é abordada a existê ncia e unic idade da s~ 

lução variacional do problema de Dirichle t, definido s obre 

um setor plano. 

2 . Aprese ntação do Problema Pl 

Determinar a função u t a l que 

1\u 

u 

f 

o 
cm n ,,, 
sobre an ,,, 

Sendo n um setor circ ul a r defi nido assim w 

Q 
w 

{ ( r ,fl ) l r > O, O <O<w} 

(l) 

( 2) 

( 3 ) 

c o!? é a união de abertos (r .) de IR, cuj:.~ front e ira é 
w J 

uma variedade de IR com dimensão i gua l a zero. 

3 . Formulação Variacional do Problema Pl 

Para o estudo do problema variac ional asso ciado a Pl, 

consi dere o espaço de funçõ es 

2 

V = {v I v/r , Vv d ( rl.) c vi r O} ( 4 ) 

-----·--··· - ·---
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Sobre V define-se a forma bilinear 

a(u, v) J r2 Vu· V v dx lJ- v E V 

w 

e o funcional linear e contínuo 

R. (v) Jrl fv dx lJ- v E V 

w 

Tem-se, então, o seguinte problema variacional: 

( 5) 

(6) 

Problema Variacional - Dada urna função f tal que 

rf E L 2 
(>2 ) , determinar urna função u E V que satisfaça à equ_<: w 

ção 

a (u, v) !'.(v) lJ- v E v ( 7) 

4. Existência e Unicidade do Problema Variacional 

Para demonstrar a existência e unicidade do problema 

variacional formulado é necessário o seguinte resultado. 

Lema 1 -A forma hilinear da equação ( 7), tal corno foi 

definida, é contínua e coerciva sobre V x V. 

Demonstração - Escrevendo u(x) na forma 

u(rcosw, rsenw) C fe u(rcose rsen8)d8 

J
wo ( -rsene a~ , + rcose a :,}u(x

1 
, x )dO (8) 

tem-se 

r I 
< 

Iwo l~ul de (9) 
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Aplicando a desigualdade de Schwarz 

2 fw I u(x:;x) I~ w 

0 

l~ul2 de (lO) 

Integrando ambos os membros 

L 171
2 

dx ~ w 
2 L I ~ uI 2 

dx V r > O (11 ) 

w w 

Obs ervando que a norma de V 

llull 2 
= f Cl~l 2 

+ 1Vu l 2 )dx v r -
n 

( 1 2) 

w 

é equival ente à norma 

lllulll = In l ~ ul 2 
dx ( 1 3) 

w 

ou seja 

clllulll ~ !!ullv ~ ( w2
+1) ll l ulll ( 14) 

cons equentemente 

ia(u,v) I ~ lllu lll !!!v il! (continuidade) (15 ) 

ja (u , ull ~ a l l lulll' (coercividade) (1 6) 

A existincia de uma soluçio Gnica u E V do problema Y! 

riacional fica asse gurada pe lo t eorema e nuncia do a seguir, 
cuja demonstração pod e ser encontra da em ODEN [ 6] , GESTEI­

RA [ 2 ] e BABUSKA [ 1] . 

~ -
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Teorema de Lax-Milgram-Babuska 

Sejam U e V dois espaços de Hilbert, e a(u,v) uma for­

ma bilinear, contínua e coerciva sobre U x V, com u c U e 

v c V. Suponha também f c V' espaço dual de V. Então, existe 

um Único elemento u c U -tal que 
o 

a(u ,v) R.(v) 
o 

para todo v c V; e mais 

llu 11 < 
o u c 11 fll 

V' 

em que c é uma constante positiva. 

S. Comentários sobre a Solução Variacional 

Na definição do espaço V é importante notar a necessi­

dade de se ter v/r e ~v c L2 (nw). 

As condições para que isso aconteça dependem da geome­

tria do contorno, e isso fica evidenciado no estudo da re gu­

laridade da solução u de (1) e (2). 

Demonstra-se (veja por exemplo GESTEIRA [2 ] ). que se o 

domínio nw for convexo (w ::_ 11) é possível identificar V com 

o espaço H~( nw ) e, neste caso, a solução aproximada construi 

da a partir do problema variacional possui a mesma taxa de 

convergência conhecida para os problemas com fronteira r egu­

lar (ver Fig. 1). 
Entretanto, se o domínio nw for côncavo, isto é w > 11, 

não é mais possível identificar V com H 1 (n ) , mas com um es­
o w 

paço intermediário entre L2 (n) e H
0

1
(n ) que depende de w. 

w w 
Assim sendo, os resultados numéricos para soluções aproxima-

das de problemas desta natureza são de convergência muito len 

ta (ver Fig. 1) 
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LEGENDA Torção numa haste com seção em "L" 

Torção numa haste com seção quadrada 

~n!iei!H'UU 
~---/l 

// I 
/ /! 

•.o-l- //' ' I /jl.ll 
1 

~-i:o 
1. s-t-T---- /f 

~- -·~ 

l ---j 

/ 
/ 

/ 

1.0 i 

].() I • S .~. n ~ . ~~ -..,_('1 ~n h 

Fig. l luxa de convergenciu n:• norma 11 1 I ) para o rro 

hlema da tor<,;:Ío numa haste com seção trans 

vcrsal cm forma de "!." c l~om scção quadrado!. 

6. Conclusões 
----·~-

Do exposto, concllti-sc q11C l· ncccss:Íril l t!1vcsti.~:t; 

regularidade da soluç:1u do prohlcm:1 de vaiur de co;,tnrnu :.n­

tes de e[ctuar tcntativ:ls de melhorar :l apruxJjl!'l\:io llLlllll·~·ic:, 

visto que as condições de regul :Jridadc· da ·;olu~ilo !" dcr:Jn foi~ 

ncccr inform:1çôcs val ius:1~ pa1 1 uma cu~-rct;t fonJ!i:l:JÇ 

blema aproximado. 

f:stuJos ncsSL' sentido vem scndc~ d·_ ~;c.·~J\'J l \/i (
1:Js c 

se, r·m futuro próxilllo, poder forn:ui:Ir c ·•.ui\ r nn,k 

'-1 ~~ \._' I' :! 

;1 ;: r c 
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ximados e resolver numericamente, com eficiência. problemas 

com singularidades no contorno. 
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Abstract. 

The available in fo rm a tion for state properties near the 

c ri t i cal re gion is ge nerally lim ite d to the constan ts which 

desc ribe the c riticai noint. ln order to ge t a bette r view 

o f the as soci at ed phe nome na, a n cquation for the Hc lmh oltz 

free encrg i e , based on sca le cqua tion i i s dev c loped. Si nc e 

the f re e cncrgy is no t measurable by d ir ec t wea ns a nd the 

macroscopical th c rmodynamics s tat e s on ly the cx iste nc c with ­

out a ny furthcr informa tion, regarding it s exnlicit f o rm, a 

very care ful mathematical han dlin p i s requi r ed in o rdcr t o 

obtain an exprcssion for the free cnergy f un ct ion. 

1. Tntrodu c tion . 

The s tate of a purc flu id nh as c i s dete rmined through 

two independent i ntensive state nroperties. The rm odynamic s 

a l so st ates that for every coupl c of s uch s t ate nronert i cs , 

therc i s a characteris ti c state func t i on, thr ough whi ch i s 

pos s ible to describc a ll of the the rm odynami c nron erties of 

the f lu id . Thi s means th at only one ca nonical s t ate e qu ~tion 

i s required to fully describe al l of the thermodinami c ch a ­
TélctPr i c;t i c n f ~ snhst,nce. 
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in tabie I, as weii as the param e ter vaiues of the bi s . For 

w = 1 and 1: = 1, the equation (2.1) must rep rodu ce the cri­

ti ca i pa rame ters, Pc• pc • Te• however f o r siightiy dev iated 

vaiues from the criticai ones the equation f ai is to proper­

ly describe the st a te of the system, so one has to use an 

addi tion a l scale equation for the so call e d "cri ti cal field" 

the deve lopment of such an equation is made in the part 3. 

of thi s pape r. 

2 .2 The Helmholt z f re e ener~ 

In addition to the zeroth law (state eq uat io n), the th eE 

modynamic potentials are an ex ce llent t oo l t o de scr i be th e 

per formance o f compres s ib le s ub s tan ce s . ln eq ui 1 i bri um the.!: 

modynamics, which is oftcn ca lle "the rmo s tati cs " one of the 

be s t suitabl e functions to fully des cr ibe the state of a -­

substance is the Helmholtz f unct ion or spcc i fi c fre e ene r gy 

f = u - Ts = f(T,v) : f(T,p) ( 2 . 3) 

(2. 3) ca n be succesfully us ed t o de sc ribc tota ll y the fluid 

st a tcs of the substance (and cve n th c so li d s tates) . With -

thi s potential it i s possible to ge ncrat c the rm odynami c in ­

formation, even i n the two phase field betwe e n th e tw o br an 

ches o f the coexistencc c urve. 

Howeve r, the s peci fi c fr ce e ne r gy is not di re ct l y mcasu­

rable but T and pare, an d, what is most i mpor tant, the en ­

tropy and a l l of the main sta te propcrtics can be exnressed 

as functi on s of f and i ts der iv a tives, which i n turn a re 

fun c ti ons of T an d p (or T an d v) . 

ln arder to sa ve time and snace the following denomin a-­

tion sys tem is a dopted fo r the derivatives of f 

fT C a fl aT ) v; f v= (af/av )T ; fvT= (;1 2 flaT:Jv) ,etc. ( 2 . 4) 

Making use of the convention (2 . 4) , of th e weli know n 

thermodynami c definitions, one can derive the ta b le 2 .1 

which s hows the dif fe rent thcrmodyn amic s tat e propcrt i es ex 

pressed as functions of the s pecif i c frc e energy f and it s 

derivative s. With this potential it is pos sible t o ch oos e a 

model f unction o/=o/(T,p,~) = f( T,p) where ~ is a narameters 

vector, to be determ i ned with th e he lp of experimental data 

{ 3 } . 
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There are two fundamental rea sons to choose T and v as a 

couple of specially adeq uatc indepe ndcnt thcrmodynamic va­

riables. Fi rst of all, T and v are casy to measu rc and la st 

but not least, the correspondent c haractcr isti c function, 

the specific frec energy or llelmh oltz funct i on 

f = u - Ts f( T,v ) ( 1. 1) 

represcnts an unambiguous function of T a nd v for all of the 

possible fluid s tate s, including the two - phas e fie l d. 

The spccific free cne rgy is not measurable by dire ct 

means , however the entropy a nd al l of the most important 

state properti es can be cxpres sed as fun cti ons of f a nd its 

derivativos, which in turn depend only on (T,v) 

This paper deals with th c calculation of thc specific 

frce ener gy as a fun ct ion of thc speci fic den si ty p=--1-
v 

and the thermodynamic temperaturc T. Sin ce it is thc in ten-

tion to present data ar ound t hc crit icai point, the Interna­

tiona l Un ion of l'urc a nd App lied Chem i stry (IUPAC) {1} for­

mulation is used . Thc polar coordinates of thc scale eq u a-­

t ions are transformed to obtain the spe cific frce energy of 

C0 2 a nd an algorithm i s set up i n or der to calculatc the 

mo st important thcrmodynamlc propert ies. 

2. The s pec ifi c free e ncrgy . 

2.1 Thc sta te equati on for ca rbon dioiide. 

Sincc the C0 2 is a real gas, lt is not pos s ible to uti-­

liz e the idea l gas l aw and it is necessary t o l ook for an -

cmpir ical equa tion of st ate from which i t is possibl e to de­

rive an cxpre ssion for the frce energy . An accepted empiri-­

cal equation takcn from {2} and also ad op ted hv the IUPAC 

{ 1 } , fo 11 ows : 
1 o 

P=pRT(l+w L L 
i=1 .i=1 

wh ere : 

b .. (w -1 .00429 2 )i-l(T - 1.000329) j- 1 
1 J 

( 2 . 1) 

w = p/pc ; T = Tc /T ( 2. 2) 

Pc and Te a re thc criticai va lu es of the density and the -­

temperature r esncctivc l y , whose units and va lues are given 
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Table 2.1 State properties as function of f and its deriva­

tives. 

State property 

Pressure p 

Specific entropy s 

Specific internal cnergy u 

Specific cnthalpy 
h = u + p v 

Isochoric specific heat cv 

Isobaric specific hcat c 
~~.!éP~-

Specd of sound a=v/=(op/ov)s 

Joule-Thomson coefficient or 
throttling coeff. "h=(oT/op}h 

relation with f 

- fv 

- fT 

f - T fT 

f - TfT - vf v 

- TfTT 

-T(fTT- [>Tv/fvv} 

v(fvv-f 2 Tv1frrl'l• 

-(v+Tfrv/fvv}/c11 

To obtain the frce energy from measured variables the pr9 

cedure 

1. 

2. 

consist of thrce 
p 

U-U 0 = f (P/p 2 
-

Po 
S-S 0 = Jp(-1/p 2 } 

Po 

s tcps: 

(T/p 2 }(op/oTJ )dp 
p 

(op/oT} dp 
p 

3. f-f 0 = (U-Uo}- T(s-so) 

( 2. 5} 

( 2. 6} 

( 2. 7} 

Where the subindcx "O" refcrs to an arbitrary reference le­

vei. From the expresions (2.5} to (2. 7} can be easily seen 

that a statc equation is nceded to proceed furthcr, the equ~ 

tions given in {1} are then uscd to be fen through a digi­

tal computer to solve th0se integro-difcrcntial equations. 

3. The scale eguation of state. 

As already mentiened in 2.2 the following equations will 

be used in order to produce a statc equation for C0 2 

/:,p = "" - PC = r 8 0 g ( 3. 1} 

Pc 

llp = D - Pc - rB{6+1} 
0 C e} + C1 t:,T+ar 86 e(1-e) 2 

Pc ( 3. 2} 



1\T ~ T- Te 
Te 

12 5 

c 3. 3) 

The function q (e) represents a polynom of the following 

form: 

Where Te, pc and pc are again the critical values of the 

temperature, density and pressure, all of thP constants are 

listed in table II at the end of the papero 

The equations (3.1) to (3.4) are of course not linear and 

the elimination of the polar coordinates is rather complica­

ted and leads to a very long expression: 

6p 
__ 6_p_ 

2 
g X g X 

2 

4 
} 

+ c I 1 _b2 1 __ ,_P_12 Ir"+ 
I 
-gX 
2 

c, 6T + a c 3. 5) 

Where thP following substitutions have been made: 

X = 6T + 6t 

6t = { 6T + {(6T)2 + 4b2 (6p)2)
1

/2 ) 

c 3. 6) 

c 3. 7) 

c 3. 5) is then 

region wi th p 

pu ter program 

cribed in the 

gz-
an cquation 

as function 

in o r der to 

table 2. 1 

of state for co2 in the critical -

of T and p, to be handled in a com 

obtain the state properties des­

The flow diagram is shown in fig.1 

Some computer runs werc carried on both at the technical Uni 

versity of Munich {4} and at the Computer Ccnter of the Fa­

cultad de Ingeniería UNAM. The algorithm is available unon 

requcst. 
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Tabie I Criticai and parameter vaiues for the anaiyticai 
--- state equation (2,1), (2}. {pc= 0.466 g/an 3

, Te= 304.21 K} 

i 2 3 4 5 6 7 

1 -0.22752 -1 .676081 0,258461 0.375298 -0 .667801 -0.867583 -0 . 148490 
2 0.444043 1,249715 5.918263 15.361183 19.276572 8. 573382 
3 -0.169816 -1.811102 -4. 555665 -3.772066 3.555267 4.853015 
4 0.004387 -1.733004 -10.953678 -27. 346306 -26.406603 -6 .311699 
5 0.250079 2.323768 7.349680 6.4 70629 -2.374910 -2.524378 
6 0,054958 1. 140034 7,247919 14.68 1055 9.330838 
7 0.143590 -1.642296 -4.543618 -3.042281 
8 0.013211 -0.097104 -1.581314 1. 807640 
9 0.037745 0.424796 0.853158 

10 -0.011485 -0.08 1056 0.044506 

r-
N 
ri 

Tabie II Parameter vaiues for the state equation 
.near the criticai region (scaie equation), {2}. 

Constant Vaiue Constant Vaiue 

b2 1.4402 c for T > Te 240.4358 
a 0.065 c for T < Te -58.38316 
s 0.347 I o 36.98893 
g 1 . 491 8 I2 -82.07936 
ó 4. 576 r. 56.66053 
c1 6. 98 
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SUMARIO 

Si una estructura esta localizada cerca dei epicent ro de un terre­

moto, la energia impulsiva en una onda de compres ion (onda - P) puede ser 

s uficiente para debilitaria e n lugares criticas , de manera tal que su 

habi lidad para soportar futuras vibraciones dei terreno es reducida. El 

manuscrito de s cribe el movi mie nto progresivo de la onda di latacional 

(onda-P) en un modelo de un tanque de almacenámiento nuclear po r media 

de un estudio fotoelastico dinamico . Las refl e cciones de los soportes 

de la cascara son observadas , y la fuerte onda de flexion, que deforma 

la cascara mi s m~ es estudiada por media de fotoelasticidad y proce­

dimento mediante el uso de indicadores de desplazamientos di namicos. 

SUMMARY 

lf a structure is located close to the epicenter of an earthqua ke, 

the energy in the impulsive wave (P-wave) can be sufficient to weaken 

the structure at criticai loca t ions such that its ability t o s urvive 

subsequent vibratory ground motions is impaired. The paper de scribed 

a dynamic photoelastic study of the progres sive movement of a di lita­

tional P-wave into a model of a nuclear contai nment ves sel. The reflec­

tions at the dome abutments are observed and the strong fl exural wave 

that deforms the dome itself i s s tudied with photoelasticity and with 

dynamic strain gage procedures . 
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I • I n t rod uc t i on 

Seismic analyses of large civil engineering structures general ly 

consider the vibrational responses of such s truc tures due to the hori­

zontal and vertical ground motions as recorded by acce lerograms . The 

possible dangers from the impu l s ive components of the dilitational or 

P-wave is usually considered to be minor. lf, howeve r, a s tructure i s 

located close to the epicenter of a major earthquake, the energy in thc 

impulsive waves can be significant and may be sufficient to cause struc­

tural damage. Such damage may be fatal by itself, but i s more likely t o 

weaken the structure at criticai locations in such a way that it is le ss 

likely to survive the subsequent ground motions associat ed with the 

slower moving surface waves. 

These impulse waves are amenable to stud y with the a id of dynamic 

photoelasticit y involving the Cranz-Schardin high speed spark camera {1). 

This camera system can record the progression of an impul se wave as it 

moves into and through two-dimensional photoelastic mode l s o f various 

configurations. ln arder to evaluate the behavior an d damage potential 

of such impulse waves on large structures , seve ral se rie s of dynamic 

photoelastic records were obtained for impulse wave s in mode l s of typi­

cal structures. The resul ts for one specific cas e is presented in this 

paper because it repres e nt s a t yp ical desi gn for a large re actor con­

tainment shell (2). 

The Cranz-Schardin came ra and dynamic photoelastic procedures have 

been described elsewhere (1,3,4). The equipment norma l l y operates as a 

light field polariscope with 16 spa rk gaps in air. The 16 ares a re 

fired sequentially with adjustable initial delay and variab le interval s 

be tween ares. The spectrum from the high vo ltage a ir are i s filtered 

through deep blue narrow band fi lte rs. Since the s hort wave le ngth b lue 

I ight i s emitted only during the peak intensity period of the are, the 

resultant expos ure is a short duration (600 ns) pul se of near monoch ro­

matic I ight on a film selected to be sen s itive in the blue region of the 

spectrum. The film i s pre-fogged to just befo re the knee of its density 

vs. exposure curve. lt is then immediately respon s ive t o the additional 

e xposure from the short duration ares and a sing le fla s h is enoug h to 

produce well exposed negati ves . Sixteen sequential high speed pho t o­

graphs (at an equivalent framin g rate of 1.7 mi I I ion frames /s .) are ob­

tained on a single sheet of 250 x 356 mm (li x 14 in) film. The total 

event time spanned by these picture s can be varied, without changin~ the 

exposure times o f the individual pictures , by adju s ting the time inter-
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vai between the discharges of the ares. 

--

The procedure described above was modified in two major ways to 

overcome the peculiar difficulties of interpreting the photoelastic data 

from this and other structural models. Dynamic calor photos of the iso­

chromatics were used quantitatively to obtain accurate interpretations 

of the fringes. Good color réndering required that the polariscope op­

erate with white light in the dark field mede. To this end the polari­

scope was altered for dark field operation and the blue filters were 

removed from the field. The exposure at each individual frame is not 

adjustable with diaphram settings, as in other cameras. Since the pre­

cise energy and duration of the different ares are not alike, the indi­

vidual exposures had to be adjusted. This was done by inserting differ­

ent neutral density filters behind each of the lenses until ali 16 pic­

tureswereexposed correctly within the tight tolerances required for 

good color photography. Further color corrections were made with low 

levei filters to compensate for the slightly different spectra at the 

ares caused by variations in total discharge energy between different 

ares. The color positive film could not be pre-fogged, so its "speed" 

was enhanced to 1100 ASA (32DIN) by special processing, requiring even 

tighter control over variations in exposure. Cibachrome process P-12 

was used to make color enlargements from the color positive photographs. 

The fringe orders of interest in this study were generally below 

4 and at the times of greatest interest, below 3. At these leveis, 

color photographs can be used effectively to ~stimate partia] fringe 

order (5,6), providedagood monochromatic ca libra tion standard is avail­

able. Two s uch standards were used here - a disk in diametral compres­

sion and a beam in pure bending. ln both cases a model of the sarne 

material as was being used in the dynamic study was loaded statica lly to 

a useful fring order of 5. A fui I set of 16 photographs were then taken 

of the statically loaded model in the dynamic polariscope. The first 

with monochromatic light on black and white film (blue filters in place) 

and the second in "white" light as described above. After processing 

and printing, there was now an accurate calibration for each are up to 

the 5th order blue fringe. This permitted partia! fringe order read­

ings to be estimated well, especially at leveis up to 2.5. 

For the dynamic photographs, black and white negatives were ob­

tained from the color positive (Ektachrome) transparancies by the fol­

lowing procedure: 
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Prefog a sheet of high contrast black and white film (Kodak 6127). 

Place film in film holder of camera underneath the colar pos iti ve 

film previously obtained. 

Remove polarizers from the optical system. 

Place deep blue narrow band filters in place. 

Place previously selected neutral density fi lter s in place for 

each individual are. 

Fire camera (ares) through any norma l procedure (No model and 

No explosive). 

Develop the 6127 film in Kodak D-11 developer. 

Ma ke black and white pri nt s in us ual manner. 

The result ing photographs were s harp and of hi gh contra s t. They ma tched 

the calor photographs exactly so that the two sets o f rictures can be 

in te rpret ed with confidence. 

The photoelastic model of the reactor ve s se l was mac hined inte gral 

with the "ground" from a 6 mm thick sheet of CR39 phot oe l as tic ma teri a l 

(Homolite 120). A 25 mm squa re grid was scr ibedonto the modcl . Sin ce 

interest centered on the beha v i or of the dome and its abut ment s , the 

side wa ll s of the model v1as only half a s hi gh a s the y would ha ve ne ed ed 

to be for accurate geome t ric rnodel in g of the struc tu re on which i t wa s 

ba sed. The i mp ulse was genera ted wit h a 100 mg charye o f le ad-ozide 

(PbN
6

) in a line load 25 mm long place d 130 mm be low the ba se of the 

reac tor mode l. This produced a reasonab l y flat wavcfront a t the time 

that the dil i ta ti ona l P wave ent.e red the mod e l. 

Compressive expl osive loa dinq function s of thi s kind t end t o ha ve 

stron g ten s i I e unloading t a i I s, To reduce th i s e f f e c t the I i ne c har qc' 

of explosive wa s packed int o a separatc b lock of CR-39 mat e rial whi ch 

was attached to the lmver s urface of thc mode l with a bond th at i s vJe ak 

in ten s inn (rlouble sided rnask in g tape ) , The t ens i I e unloa d in g wave t he n 

cause s th e srnn ll block t o sepa rate from the main bod y o f thc Prodel so 

that only the main compres si ve pulse anda ve r y lov1 amplitude ten s i l e 

tail passe s on into the ma i n modc l. The rP wus no ~=.J ciition <·l l con tro! 

over the s hape of the in ci den t wave . The n~de l di nlcns ion s were chasen 

to be in rea sonab le ra ti o with thc wave le ngt h of th e incid e nt wa ve whi ch 

r ep re se nt ed a sei smi c shoc k wave. 

The photoela s ti c dat~ s tron g ly s ugQest e d that thP dome f l ~·e ~ in 

reverse bending (ten s ion- co;np re ss ion-tens ion) under the irdlue nce o f 

the impul se wave. The opt ica l inforrnation a lone i s no t conclt! s ive . 

So, t o confirrn th at bend ir:.c· doe s ÍPdeed u cr:ur (1nd tu oh tJin in f on, ,d t.i on 

-~--

i 
1 
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on the sign of the bending stresses, strain gages were mounted at the 

crown of the dome, on the inside as wel l as on the outside. The strain 

gages were 120 SI, 1.57 mm single element foi l gages in a dynamic 

potentiometric circuit with l0.62V D.C. exitations and a lkn balast 

resistor. The signals were recorded on a 2 channel oscilloscope with 

an input impedance of lkSI 15 pf. 

2. Resul ts 

Two sets of dynamic pictures have been selected to i l lustrate 

how the impulse wave behaves in the structure and how it can induce 

serious and unexpected tens i le stresses . ln Fig. l the impulse source 

was deeper and of lower amplitude than in Fig. 2. ln both cases the 

times are given in micro-seconds after the explosion. The effect of 

the shorter travei time and the ditference in intensity can be seen in 

96 \15 I 31 )JS 

170)1s 193\JS 

Fig. 1. Dynamic Photaelastic photographs at 

four different times after the explosion. 
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the two frames at 96 and 94 ]JS. ln the former case (96 )JS, Fig. 1), the 

impulse has moved only about 35 mm up the legs of the model and the maxi­

mum fringe order is just over 3. ln the latter case (94 )JS, Fig. 2), 

the wave i s already entering the crown abutments ( ~64 mm from base) and 

the maximum fringe order in the first compressive pulse is almost 4. 

ln both cases the pulse shape is similar with a leading ramp length 

(wave front to first compressive peak) of 25 mm. The two sets of frames 

were selected to show how the passage of the impulse through the dome 

lntroduces stress patterns which are similar to bending patterns. The 

analysis given here does not address the reflections in the abutments 

nor does it consider the apparent flexure of the wal Is. 

Ali impulses were placed symmetrical with respect to the vertical 

centerl ine of the model. Consider Fig. I: 

Frame 96 ]JS: The fi rst compressive half-wave has jus t entered 

the walls. The I ight areas in the ll')per port ion s of the arch 

are residual values. 

Frame 131 ]JS: The extreme front of the wave has just started 

to reflect from the top of the wall. The reflection is, of 

course, tension and cancels a certain amount of the compressive 

stresses in the part of the wave which now lies immediately 

below the top. The reflected wave front is now 8 mm below the 

top and the expansion of the compressive pulse into the roof 

has just started. 

Frame 170 ]JS : The expansion into the dome has proceeded 75 mm; 

i .e., three quarters of the way across. The two compres s ive 

waves, which entered from opposite sides, reinforce each other 

so that maximum values are on either side of top center. 

Frame 193 ]Js: The ten s i le re flections now reinforce each other 

with peak stress values near top center. 

Con si de r Fig. 2: 

Frames 80 and 94 ]J s: The wave enters and traveis up the wal ls 

and into the expanded volume of material of the abutments. 

Frame 153 ]Js: The fronts of the waves have crossed at top 

center. They are now almost at the far walls ready to expand 

into the abutment. 

Frames 184 and 199 ]Js: The center of the dome experiences a 

complicated stress cycle. 

Frame 214: The top center portion of the dome is in a clear 

bendi ng mode. 
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Fig. 2. Six dynamic isochromatlc photograph s for another model 

with a larger charge of explosive than in Fig. I. Times 

are in micro-seconds after explosion. 

ln Fig. the time historie s at the top (outside) center and the 

bottom ( in si de) center of the dome are presented. The t wo central 

graph s compare the strains as recorded by the two strain gages . lt is 

"uite clear that from 200 ~s on the dome experiences bending os cilla­

tions wi th the bottom surface in t.ensioo when the top surface i s in 

compress ion. 

The uppermost and lowermost graphs present the fringe orders at 

the upper and lower surfaces at the center of the dome. lt i s , of 

cour se, not possible to ass ign po s itive or negative value s to the 

frin ges ; hence, the Jack of sign on the scales above and below the 

zero tines. The information on s ign from the strain gages was used to 

plot the fringe orders either above or below the zero levei. Once 

that is done, the whole picture emerges in a consistent way and the pre­

vious interpretation of the photoelastic photographs is possible. 

3. Conclus ions 

lt is evident from this very simplified and admittedly di s torted 

model that there is a strong ossibi lity that the impulse component of 

seismic waves may be a threat to the rei iabi lity of large structures 

The mo s t important experimental difficulty in this modeling 

approach i s posed by the limited extent to which the shape of the im­

pul se wave can be modified to simulate a real seismic wave. This prob­

lem can be overcome by us in g non-polymeric model materiais such as 

gla ss where the wave s can be excited with piezo-electric crystal s . The 

wave sh ape can then be modified to reproduce, on a reduced scale, the 
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exact shape of selsmic waves. Unfortunately, glasses have low bi. re-

fringence; i .e., the mode Is wi I i dI sp I ay very low fr lnge orders. P re­

sent research at Iowa State University is concerned with developing a 

technique called half-fringe photoelasticity, which will permit highly 

sensitive photoelastic tests on g1ass mode1s. lf successfu1, the method 

wi 11 remove a major cause of distortion in the seismic photoelastic 

model ing. 

TIME IJS 

2 

Nt O 

2 

4 

_ / ' 4 I e:t o I I .(I I '· I' I, ~ , ' 

\ ~ I v, e:b ol 1--~~~~r-~, · 

4 

2 

Nb O 

2 

o 200 400 600 Soo 1000 

TIME IJS 

Fig . 3. Data for center of dome at times after exp1osion 

Nt = Observed fringe orders on top of dome 

e:t = Measured strain on top of dome 

e:b = Measured strain on bottom of dome 

Nb = Observed fringe order on bottom of dome 
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s~o 

Foi desenvolvido l.ml rrétodo para cálculo das tensões térmicas na 

parte cilíndrica do vaso de pressão de un reator tipo PWR. As tensões 

térmicas analisadas são aquelas causadas pelo gradiente de temperatura 

radial, durante a operação do Sistema de Resfrianento de Emergência ou 

durante o resfrianento da usina nuclear. A distribuição de tensões foi 

obtida usamo o =nceito de defonnação plana para cilindro ooo. LOs seis 

casos de clxxjue térmioo analisados, ooncluiu-se que a oondição limite 

para o máxiJTo decréscino na tertçeratura de resfrianento que não causa 

deformação plástica é 210 °F • 

SlM1ARY 

A method for calculating the thennal stresses in the cylindrical 

part of a PWR pressure vessel was developed. The thennal stresses 

sttrlied \Oere created by radial t:en;>erature gradient during Emergency 

Core Cooling Systan operation or during plant cooling down. The stress 

distribution was obtained by using the oonoept of plain strain for 

oollow cy linder. The limi ting oondi tion for maximum sudden decrease in 

t:en;>erature which should oot cause plastic oollapse on the pressure 

vessel was ooncluded to be 210 °F . 
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1. Introdução 

O vaso de pressão de un reatar nuclear tipo PWR é projetado para 

suportar as mais rigorosas =rrlições. Além de resistir a altas pressões 

e temperaturas (para o reator nuclear Angra I, a pressão e temperatura 

de projeto são, respectivamente, 175 ata e 343 °C), o vaso de pressão 

sofre o bcrrbardeanento de nêutrons e a ação da radiação y. Devido à 

ação dos nêutrons rápidos, o material do vaso tem diminuida a sua duti­

lidade IS I. A absorção de raios '( bcasiona a geração de calor en toda a 

espessura do vaso de pressão 131 • 
A parede do vaso de pressão é isolada termicam:mte no lado exter­

no e é resfriada, pela água do circuito primário, no lado interno. Co~ 

sequenternente, quanà::> a temperatura do refrigerante é bruscam:mte diroi­

nuida, devido à entrada em funcionamento do Sistema de Hesfriamanto de 

Emergência 161 (por exarplo, de=rrente de um :u:x::A - "Loss of Coolant 

Accident"), ou quanà::> a potência do reator é alterada, levando à varia­

ção do fluxo de raios y, o vaso de pressão é sul:ttetido a un c:OOque tér­

mi=, gerando, assim, tensões térmicas . 

o código AS-!E-Seçoo III -vasos Nucleares 111 determina que, para 

o vaso de pressão de um reator nuclear, as tensões térmicas, causadas 

FOr gradientes térmi=s, sejam cuidac'osamante calculadas e interpreta­

das, para garantir a integridade do vaso sob as =rrlições mais adversas. 

O objetivo deste trabal.OO é estabelecer um I!Étodo de cálculo e de 

análise de tensões térmicas en um vaso de pressão de um reator tiFO PWR. 

Para isso, foram calculadas as tensões térmicas de=rrentes de ctvques 

térmi=s causados FOr : 1) atuação do Sistema de Hesfriamanto de Eiler­

gência e 2) Hesfriamanto normal da usina . 

2. Distribuiçã:? de t.enperatura na parede do vaso de pressão 

A distribuição de tenperatura na parede do vaso de pressão foi d~ 

terminada FOr mui tos pesquisadores. 'lh:rnas e Coppari 141 e Eberwein 121 
desenvolveram, irrleperxlenterrente, expressões anallticas para calcular a 

distribuição transiente de tenperatura no vaso de pressão, nos casos en 

que a tenperatura do fluido refrigerante cai de repente. Neste trabalho, 

foi desenvolvido um I!Étodo de cálculo de distribuição de tenperatura 

que permite variar, cx:m o tarpo, a tençeratura do refrigerante do cir­

cuito primário (inplrtante no caso de resfriamanto do reator nuclear) . 

A ~ de condução de calor ao loogo da espessura do vaso de 

pressão é dada FOr, 

l 
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a2 t + ~" e-IJX _ 1 at 
ãX -k- - aa ãã (1) 

onde, t é a tarperatura, x é a OCXJrdenada ao longo da espessura do vaso 

(x=O, superfície interna; x=h, superflcie externa), ~ '' é o calor gera­

do na superfície interna devido à absorção dos raios y 1 \.1 o cueficiente 

de absorção dos raios y, k é à comutividade ténnica do material do vaso, 

aa é a difusividade térmica do material do vaso e a é o tenpo 

2 .1. Distribuição de t:alJleratura para caso estacionário 

Para a solução da equação {1) oo caso estacionário, são utilizadas 

as seguintes ooOOiçiies de oontoroo 

a) na superficie externa : 

:, =o 
x=h 

(2) 

b) a t:arperatura na superf!cie interna do vaso de pressão , t
1

, pode 

ser estimada pelo fato de que o calor na parede do vaso é transfer! 

do por convecção para a água de resfriêlllEilto, assim, 

(3) 

onde, hf é o cueficiente deoonvecção de calor, tf é a tenperatura do re­

frigerante e h a espessura do vaso. Integrando a equação (1), utilizando 

a ooOOição de caso estacionário ~~ = O e as ooOOições de oontoroo (2) e 

(3), ob~se a seguinte distribuição de tentJeratura ao lon<J:> da espes~ 

ra do vaso : 

(4) 

2. 2. Distribuição de t.errperatura para o caso transiente 

Dividizm a parede o vaso de pressão em ii pontos, espaçacbs de 

ôx, e aplicarxb o nétodo das diferenças finitas à equação (1) 1 obtenrse, 

para o instante a+t.a a seguinte distribuiÇao de tesrperatura na parede do 

vaso de pressão 

(l-2F
0

) t~ + F 
l. o 

(5) 
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onde, ti é a tatqJeratura no ponto i da parede do vaso, F
0 

é o núnero de 

Fburier, dado por aa.ó6/t;,x2, p e c são densidade e calor especifico do 

material , e ó6 é o incremento de tempo. As coOOições de contorno pa­

ra a solução da equação {5) , são : 

a) na superficie externa {i = ii), 

t6+ó6 
ii 

b) na superficie interna {i = 1) , 

t6+ó6 
ii-1 {6) 

6+66 e 6 6 . 6 6 ~··. t;,x
2 

t 1 = t 1 + 2F
0 

{t2 - t 1 + Bl.t;,x {tf - t 1 ) + ~·- } {7) 

onde, Bit;,x = h~/k {nc;> de Biot) 

3. Distribuição de tensões témicas 

O vaso de pressão de um reator nuclear é considerado = um ci­

lindro oco onde o raio interno é "a" e o raio externo é "b". Assim, uti­

lizando a teoria da elasticidade e usando o principio das defonna.ções 

planas, são obtidas as seguintes expressões que pemitem o cálculo das 

3 tensões principais : tensão radial {ar), tangencial {a
6

) e axial {az) 

causadas por um gradiente témico radial 171 • 

a = 
r 

a6 

E a [ 1 a 2 

(1-v) b2- a2 {l - r2) Jb trdr - .L !r trdr ] 
a r2 a 

Ea 
l-\1 [ _l __ {1 + a

2
) Jb trdr + .L !r trdr - t 

b2- a2 r2 a r2 a 

a =Ea [2\1 .h 
zo I=V b2- a2 ar trdr - t ] 

{8) 

{9) 

{10) 

onde, E é o rródulo de elasticidade do material do vaso, a é o coeficien­

te de expansão témica, v o coeficiente de Poisson, e t e r são a tempe­

ratura e o raio correspondentes . 

A tensão axial, azo' representada pela expressão {10), refere-se 

à coOOição em que há supressão carpleta da defonna.ção relativa axial . 

Portanto, para que a força resultante nas extremidades seja nula, 

é necessário introduzir uma tensão axial corretiva a~ dada por 

a' - 1 .h z - - TT (b2- a2) ar 2TTrozo dr {11) 

Pelo principio da superposição t.enr-se, finalrrente, que a tensão axial 

1 
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total, o z, é dada por 

o nr.rrento de Flexão Lirear Equivalente, Q, é calculado pela 

lll : 

Q = _h6 rh/2 o8.x.dx 
-h/2 

(12) 

expressão 

(13) 

Para a detenninação das tensões, ar' o8 e oz, foi desenvolvido tml 

programa de <XIll>Utador em linguagem FORI'RI\N N. Nesse programa, inicial­

rrente, são resolvidas, n~mericarnente, as equações (4) e (5). A seguir 

são calculadas as expressões (8) a (13), por rreio de oonsecutivas inte -

grações nll!!Éricas • 

4. Resultados e discussão 

o presente nvdelo rnat.emãti= foi aplicado ao vaso de pressão de tml 

reator PWR típi=. Na Tabela 1, é apresentado um resuno dos casos anali­

saàJs. O material do vaso de pressão é o aço carbono ASlM 533 Grade B 

(tensão limite = 1/3 tensão de ruptura = 30 KSI). Duas espessuras do va­

so foram =nsideradas : 6, 3 polegadas e 10 polegadas (diârretro interrx:J 

do vaso 154 polegadas). O choque térmi=, caracterizado pela diferença 

de temperatura do refrigerante antes e após o transiente, é causado pela 

atuaçoo do Sistema de Refrigeraçoo de Energência • 

Na Figura 1, é apresentada a distribuição de tenpn"atura ao longo 

da espessura do vaso de pressão para o Caso 1. ~ interessante rctar que 

rreS!lO rc caso estacionário, devido à absorçoo de raios y, há una dif~ 

ça de temperatura de 21, 1 °F entre as superfícies externa e interna do 

vaso. Na rresma figura foram =locados, tarrbém, os resultados ootidos por 

llienlein 121 utilizando um rrétodo analíti= diferente. Caro pode ser ol:r 

servado, há uma ótirna =incidência entre os dois resultados . 

A distribuiçOO de tensões tangenciais, o8 , para o caso 1, é apre -

sentada na Figura 2. Caro era esperado, as tensões I!'áxirnas o=rrem na s~ 

perfície interna do vaso e soo tensões de traçoo, en:}Uanto que, na supeE 

fície externa, tell'OS tensões de acnpressão. Foi verificado que as ten­

sões radiais, or, são aproxirnadarrente 100 vezes rrenores que as tensões o8 
e o z e, portanto, praticamente não afetam o cálculo total de tensões . 

Na Figura 3, são apresentadas as variações das tensões tangenciais 

I!'áxirnas, oBmax, para os 6 prirreiros casos. Os valores de Q e F (pi= de 



144 

Tabela 1 - Res\ml 00s casos analisados. 

Caso 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

O:mdições antes do transiente : t:errperatura do 

fluido 554 op (290 °C),~ 11 = 3,37 X 10
4 

BTU/hr.ft
3 

Condições após transiente 

Tiro de Espessura Tenp. do ~·· 
Transiente da parede Fluido lO'. I3TlJ 

in (nm) Üp ec) hr . ft 3 i 
I 

.. ---1 
~ ténni.oo 6.3 (160) 482 (250) 1,68 

COOque ténni.oo 6.3 (160) 437 (225) 1,68 

Oloque ténni.oo 6.3 (160) 392 (200) 1,68 

~ térmi.oo lO (250) 482 (250) 1,68 

~ ténni.oo lO (250) 437 (225) 1,68 

~ ténr.ioo 10 (250) 392 (200) 1,68 

Resfriarrento da lO (250) taxa de resfria 0,337 

usina (desliga- rrento 100 °F /hr 

rrento normal) durante 4 h 

- -·-~-~ ~-~ 
!Iro • ,,,,., e - - -

a-" ,..,,.- / 
HO > '/ ~ // 

~ I " t!f ...... 
I ~ ~ : I / ·-·-·1 I 

~ 1 j ·~ o,o, "' J 1 !J,O I 

I 
1 j C • O,OHr 

- ~ /. d • o.~• _, ~' 
~ Mt#lodo 11• <liN,._ç«~ /ÍitittH 

.110 
--o-- Eb/1,... / I / 

uo 

.,.,0 

--4., t-----+--- "t 

E.,..._ * ,_.,.' lrl l in 
...... ------t---- -+---.-----t---1 

o I r J . • • 
Fig. l. Distrilillç3:> de tenperatura ao longo da 

espessura ::lo vaso de p>:ess.'lo, Caso l . 
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tensão, F = crenwc - Q), são tani:lém, apresentaà:>s. t oonveniente ressal­

tar que a tensão máxima não ooorre no rreSIIO instante do dxJque térmioo • 

As tensões máximas são atingidas, respectivamente, aos 25, 30, 33, 50 

55 e 60 segunckls para os casos 1 a 6. Os valores máxirros de Q são ating!_ 

dos após 3 minutos (casos 1, 2 e 3) e 4 minutos (casos 4, 5 e 6) • 

A variação das tensões máximas, em função da terrqJeratura do refri­

gerante, é apresentada na Figura 4. Na faixa de terrqJeratura analisada, a 

tensão tangencial máxima, o rrarento de flexão equivalente e o piro de 

tensão têm cntp:>rtarrento linear. r:o Código N:ME 111 pode-se inferir (Ja. 

oondição de projeto) que Owta1 não deve exceder una vez e rreia a ten­

são limite (1,5 x 30 KSI). Neste valor limite de Q, estão incluidas as 

tensões rrecânicas e as tensões térmicas, sendo estas últimas, devidas 

não só aos gradientes radiais, mas tartOOn aos gradientes axiais. Portan­

to, nuna hipótese bem oonservadora, a paroela de Q oorresponde apenas 

aos gradientes térmioos radiais (este trabalho) não deve ultrapassar 50% 

do valor do Owtal" Assim, o valor limite deve ser 22.500 psi. Na Figura 

4, este valor oorresponde a una diferença de ter!qJeratura de 210 °F no 

fluido refrigerante. Nestas oondições, o choque térmioo não deve ser su­

perior a 210 °F, sob pena de serem ultrapassadas as oondições limites . 

No caso 7 foi analisado o resfriarrento da usina nuclear a una taxa 

de 100 ~;h:>ra. Na Figura 5 é apresentada a distribuição de t.errperatura 

e na Figura 6 são nostradas as distribuições de tensões máximas. caro ~ 
de ser observado, crenwc, Q e F aurrentam ocrn o tenp:>, atingindo os valo 

res máximos após 3 toras • 

5. Conclusões 

Pelo presente trabalbo desenvolveu-se um rrétodo de cálculo de ten­

sões térmicas devidas a gradientes térmicos radiais em vasos de pressão. 

Nos casos analisados, nostrou-se que, rreSIIO no caso estacionário, a dis­

tribuição de tatperatura na parede do vaso é não linear, devido à absor­

ção de radiação y. Aurrentando o llt do dxJque térmioo e a espessura do 

vaso, aurrenta o t.enp> para ser atingida a tensão máxima. Nos transientes 

tipo choque térmioo, as tensões crenwc, Q e F são funções lineares 

dxJque ténnioo. A máxima dim:l.nuiqão de água de resfriarrento (llt 

do 

cOO 

que térmico máxirno), que garante o cx:rrportarrento elástioo do vaso, é 

210 ~. 
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SUMIIRIO 

Neste trabalho é apresentado um conceito de projeto para vasos 

e trocadores de calor, submetidos a carregamentos externos e internos, 

resultantes de operação normal e acidente. 

Uma definição e explicação das condiç6es de operaçao e nfveis de 

tensão são fornecidos. Uma descrição do tip9 de análise (tensão, fadi 

ga, deformação, estabilidade e vibração) é apresentada em detalhe, e 

também, os procedimentos técnicos para os vasos, trocadores de calor e 

suas partes estruturais individuais. 

SUMMARY 

A design concept for vessels and heat exchangers against interml 

and externa] loads resulting from normal operation and accident is 

shown. 

A definition and explanation of the operating conditions and 

stress levels are given. A description of the type of analysis (stres~ 

fatigue, deformation, stability, earthquake and vibration) 

is presented in detail, also including technical guidelines which are 

used for the vessels and heat exchangers and their individual struc­

ture parts. 
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1. lntroduction 

Vessels and heat exchangers of nuc l ear plant s are in ; ta l led in 

primary systems as well as in other nuclear ar1d convcntiona l c ircu it s. 

According to the classification of the system, the vesse is and he at 

exchangers are des igned for different operating con diti on s with 

differe nt allowable s tres s l e veis. 

For relevant technical safety systems also loads due to earth­

quake and, if necessary, loads due t o postulated pipe rupture mi ght 

be con si de red. 

To meet these strains a proposal is done for the requirement s of 

the design concept for vessels and heat exchangers . 

2 . Operating conditions and s tre s s le ve i s 

2.1 General 

For each sys tem the operating co ndition s ( load cases) are c l assi­

fied dueto the pos tulated safety requireme nt s . 

For the vessels and heat exchangers the stre s s levei s must be 

re lated to the load cases. 

2.2 Operating cond i tions ( load cases ) 

2.2 . 1 General 

ln general, load cases,can be: 

- static 

- dynamic 

- non- s teady stat e 

2.2.2 De sign load cas e 

Usually thi s load case s cove r the s tresses whi ch are t he re sult 

o f the ma x imum loads of normal operating condi tion s . Only t hose 

loadings are considered, which have c om ponents of primary 

stresses.Design pres s ure, temperature, dead weight and other design 

de termining loads contribute to this load case. 

2.2 . 3 Operation conditions 

2.2.3. 1 No r ma l operating conditions 

This includes a ll those condition s which bel ong t o the norma l 

operationa l service inclusive the s tart up, s hut down, full or pa r t ia! 

l oad including the transient s . 

2.2 . 3.2 Abnormal ope ratin g conditions 

These are the deviations from normal ope rating conditions, wh ich 

occur through function, or switching effects in the system. 

' 

\ 
1 

\ 

l 
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2 . 2.3.3 lest cases 

lhe test cases cover ini t ial as wel I as periodic pressure 

tes ting. 

2.2.4 Failure modes 

Di s ti nc ti on shou I d be m·ade between eme rgency condi ti ons and 

faulted conditions. 

Dev iations with low probab i I it y f rom normal operational condi­

t ions are eme rgency conditi ons, but deviat ions with extremely low 

probabi lit y as well as postulated load cases, are considered as faulted 

conditi ons. lhe design earthquake i s considered as emergency condition, 

the sa fe s hutdown earthquake as faulte d condition. 

3. St r ess leveis for vesse l s and he at exchangers 

Stress l evei O is related to the design load case. ln this case 

t he pri ma ry s tresses (membrane a nd bending st ress) are to be considered. 

lhe st res s levei A for the normal operational condit ion includes 

a cons ide ration of ai I primary (membrane and bending stres s ), secondary 

and peak st re sses, especial ly because a l so the proof of the fatigue 

has t o be done. The same i s va i id fo r st ress levei B for the abnormal 

operati ng conditions. 

lhe s tress levei P i s re l a t ed t o the testing condition s and onl y 

pr ima ry st resses are cons idered. 

The emergenc y conditi ons are re la ted to s t ress levei C, the 

fau lt ed cond i t ions to st ress l evei O. For both on l y the primary s tresses 

are cons i dered. 

4. Loads on the vessel s and heat exchangers 

The st resses and strains created by mechanical loads should be 

determ in ed and evaluated by an ana l ys i s of the component mechanical 

behaviour. 

Mechanical loads are: 

dead weight 

press ure and pre ss ure transient 

temperature and temperature transient 

loads from attached piping 

rest raint free end displacement hea t expansion 

vibration caused by earthq uakes as wel I as 

flow induced forces and tube vibration especial ly in heat 

exchange rs 
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The individual loads are superimposed according to the require­

ments of each load case. 

5. Analysis of the mechanical behaviour 

5. 1 General 

The analysis shows that the component (ve sse l s and heat 

exchang.ers) wi li wi thstand the loads at each stress leve J. The 

stresses and deformations of the components and their part s are 

determined for the given loads and the correct design has to be proved 

vlith the corresponding allowable values . 

The analysis can be carried out besides others also with the aid 

of a calculation model; with this model,the cornponent is transferred 

to an ideal ized model, to which the component should correspond in its 

characteristics. 

The following methods rnay be use d: 

finite differences method 

finite elements method 

st ructural dynarni c analys is 

5 .2 Types of analysis 

ln general the foi lowing analyses are made for ves se ls and hea t 

exchangers; stress, fatigue, deformation, stability, earthquake and 

vibration anal ysis . 

5.2. I Stress analysis 

The object of this analysis, with stress category and stress 

1 imits definition is to demonstrare that only ai lowable strains and 

by this only allowed deformations may res ult. 

The stress categories shall be divided into prirnary stresses, 

secondary stresses and peak stresses. 

Primary stresses: 

Stress which is nece ssa ry for the laws of eq ui I ibrium. lt i s not 

self~ imiting. Therefore a th e rmal stress can not be a primary stres s . 

lf the primary stress exceeds the yield strength, a global failure i s 

the consequence. A primary stress can be of - l oca l 

- general character 

Secondary stresses: 

Stress which is self-limiting, that means if yield stress is 

exceeded, no global failure is existing usually a secondary stress is 

coming from constraints of adjacent material or (i.e. cladding) by 
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self constraints of structure. A secondary stress can be 

- thermal stress 

- bending at a gross structural discontinuity 

Peak stresses: 

A peak stress is a very" local ized stress wi thout noticeable 

distorsion. lt is the increment of stress which is additive to the 

primary plus secondary stress and is mainly caused by local disconti­

nuities or local thermal stress. lt may be only necessary for the 

fatigue calculation, because it is only the source of a fatigue crack 

ora bittle fracture. Examples: 

a) thermal stress in the austenic cladding of a carbonsteel component 

b) surface stresses produced by thermal shock 

For evaluating the primary stresses the reference stress is 

determined; for the sum of the primary and secondary or for the sum of 

the primary, secondary and peak stresses the alternating stress 

intensity is formed. 

The reference stresses are calculated on the basis of the 

shear stress hypothesis. To avoid the fai Jure because of large deforma 

tion the primary and secondary stresses are determined; on the other 

hand, to avoid fai Jure due to fatigue the sum of alI stress components 

has to be considered. 

For any case the foi lowing procedure has to be used (when the 

principal stress direction does not change) to determine the alternat­

ing stress intensity: 

Consider the values of the three principal stresses at the point 

versus time for the complete stress cycle. These are designated as 

a,. a'z and G'"3.Determinationof the stress differences s,2 = 0',- a'z. 
S 23 = G"z - 0"

3 
and s 31 = <r3 - CT1 versus time for the complete 

cycle. lhe symbol Sij used to represent anyone of these three stress 

differences. Determination of the extremes of the range through which 

each stress difference S .. fluctuates, and find the absolute magnitude 
I J 

of thi s range for each Sij. 

O , 5 S r i j . The a 1 te rnat i ng 

saltij values. 

Call this magnitude Srij and let Saltij 

stress intensity salt is the largest of the 

The r e fe ren ce stress and the alternating stress intensity are 

dependently of the material characteristic values. 
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5.2 .2 Fa tigue an a l ys i s 

Thi s an a lysi s t ype shoul d be ma de to de termin e t.he usage f act or 

of ea ch part o f t he compon ent . Th e usage f actor must be l owe r th<m one. 

A s i mr I i fi ed f<::ll i gue a na 1 ys i s can be ma de , whc re by s ; x c r i t e r i a 

ha ve to be ful f ill e d ·.vh i , h however v1ill not be c e tail e d he re. Oth e r ­

wise t he e las t ic f a ti quc anil ly s i s will be use d . l f lhe cr it e r ia f o r 

t hi s e last ic f a ti gue an a l ys i s i s not pa sse d t he s i •11plif i e d e l a s t i c ­

p last ic fat igue ana l ys i s ha s t o be ma de . 

A special ap p li ca tion is f oun d in th e hea t e x cha nge r s wi t h 

cros s flow o f the me dium for the tubes . The tube s are set v i b rating , 

a vibra ti on ampl it ude will be c rea te d by the c r o s s fl ow. 

However a li ves se ls and heat e xch angers wi t h hi gh nurnbe r o f 

l o ad cycl es mus t be t aken into con s i derat i on . 

5. 2.3 De fo r mat i on an a l ys i s 

Thi s should onl y be ca rri ed o u t i f f or o pera i i ona l re a son s 

de formati on mu s t be l i mited. 

5.2.4 Stabi I ity anal y s is 

ln the s t abilit y ana l y s i s , s t r uctu r al s t ab il i t y w ith r es pe c t t o 

inadmi ss i b l e s l i ding and t i lting o f the componen t an d i t s su ppo r t 

un der Lh e s upe rpose d l oa d s shall be e x arni ned . 

ln addi t ion, s u ff ic i en t s t r cng th an d s tabili ty ( buc k lin g) o f 

t he compone nt and it s suppo r t s shal l be proved. 

El emen t s of componen ts su ppo rts a r e po int s o f a tt achrnent a t t he 

shell , su c h a s lug s , j o in t s an d fa stenings. Thi s can be done wi t h 

sc r ews , bo lt s , weld s and th e f o undat i on anc ho ring . 

5. 2. 5 Se i sm i c anal y s i s 

Ve sse l s and hea t e xch ange r s a r e classi fied in ac cor dan ce wi t h 

their fun c tion s f o r the load c ase ea rth quake . A dif fe r ence i s made 

be t ween Cl ass I and Cl ass li ( A) component s. Cl a s s I co mponent s 

a re component s whi ch must be ab l e to pe r f orm a s a fe ty -re l a ted 

f unc t ion durin g and af te r o r only a fter a DBE an d SSE. Cl a s s I I (A) 

component s are cornponen t s whi c h are no t req uired t o pe r f o r m a sa fe t y ­

r e late d functi on dur i ng or a ft e r an SSE, b u t who se fa i Jure wo ul d , 

however, be an hazard t o a Class I component. Additional to th e 

l o ad s dueto earthquake o t he r l o ad s mu s t be con s idered, s uc h a s 

dead wei ght, pressure, flow induce d forces , e t c. The prot ect i on 

obje c tives are de f ined o f Clas s I compon ent s by the t e rm s fun c tion, 



155 

tightnes s and stability, fo r C\as s I! on l y tightness and s tabilit y. 

To determine the loads and s tre sses caused by e arthq uakes 

differe nt calcu lation methods ~ay be us ed. 

Qua s i dynamic as well as dynamic metho ds are employed. As many 

of the vesse l s and heat exchanger s a r e low-frequency, the respon se 

spect rum met hod is an adequate method. For this a response spect ru m 

wiil be ca l c ulate d for the horizont a l and vertical directi ons. The 

s pec tra depends f r om the type of bui ldin gs, from the leve! of in sta lla­

t ion and fr om the damping value. Thc response spectrum shows the 

dCce lera tion de pende ntl y o f the freque ncy. To determine the eigen­

freq ue nci es a nd mode shapc s , whi c h must be known for the response 

spectr um ana l ysis , ca l cu lati on modcls on the bases o f finit e e l eme n t 

p rograms a re developed . 

The displaceme nts and forces a nd mome nt s may be superimpos ed 

accor ding to different method s ; square root of the sum of th e squa re s , 

qroup bu ild up method and the 10 pe r cent combination method. 

Th e stress results are eva lu ate d accordi ng to stress l e ve ! C 

(fo r DBE) and to s tres s leve\ D (for SS E). 

5.2 . 6 Vib ration analysi s 

At heat exc hange r s tube s s ubj ect to c ross flow from exper ie nce 

vo rt ex s he dding frequencies and li ftforces are o bserved. 

The lift coefficient i s used fo r t he dete rmina t ion of the acting 

fo r ces at the tube. Consequent ly thc stresses of the who l e tube caused 

by flow-induced forces can be detcrmined. At sti I! higher f l ow 

ve l oc iti es there appears the effect "fluid-elastic coupling"; the 

ve l oc it1 es t he n occurinq rep resent ~n upper limit. 

For the f low-induced l oads of the heating tubes due to vort cx 

s hedd in o , the marg in between forcing frequ encies and natural 

frequencies is s ufficiently wi de. The forcing frequencies are much 

lower than t he natural freque nci es of the parts of t he heat in g t ube. 

The danqer o f vibrat i ons due to "fluid - e la s ti c 

coup l ing", especia ll y in the upp e r r eg ion s of the steam generator, does 

not ex i st, beca use the actual f l ow ve locity is substantia ll y l ower 

than the c ritica! one. 

6. Loads on vessels and heat exchange rs from attached piping 

A s pecial item are the nozz l e l oads for connecting pipin g 

systems. The connection l oads a nd moments are in many cases not 

available at the time of the first des i gn. Th erefore, one has to 
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define at the beginning of the ca l culation severa\ max i mum loads and 

moments, wh i ch a r e t r eated as an upper limit and which must not be 

exceeded at the \ater performed piping ana l ysis. The formu l a ut i li ze d 

for determining loads and moments is ba se d on experiment s , calcula-

t i ons and assessment s of other fac i l ities and has been borne out ; n 

a modified form. These loads are a l so used for dimensioning nozzles. 

] . Technical guide l i nes 

Besides the a lready mentioned calcu l ation methods, the finite 

element method i s especia l ly suit able for the more complex calcu l a·­

tions t hat can not be an a lysed according w the technical guidel ine s . 

lts use is ve r y efficient with corresponding experience, being hm•­

eve r cost and time intenslve. 

The f oi low i ng technica l guidel ine s are espec ial \y used for 

design dimensioning: 

AD - guidel i nes (Germany) 

TRD (Germany) 

DIN - Standards ( Ge rmany) 

VDI - Guide l ines ( Ge rman y) 

ASME Code (USA) 

Br itsh Standa r d (BS) (Eng l and) 

For the s tructural parts of vessels and heat exchangers the 

fo l lowing gu i de l ine s are main l y used: 

Vesse l wa l l 

Tube plate 

- AD, ASME, BS 1515 

- AD, ASME, BS 1515 

Nozz\es - reinforcement - AD, TRD, ASME, B5 

Fl anges 

Supports 

- AD, DI N, AS ME , BS 1515 

- DIN, ASME, BS 1515 

...... 
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SUMJ'iRJ O 

Este tr aba lho trata da aniílise limite rigido -plisti ca 

de cascas de revolução s uj ei ta s u car r egamento rotacionalme~ 

te simétrico. Uma vc: efctuado o pr oce sso de dis crctizaçãop~ 

lo ~IEF , o pro h lema d:~ aniíl is c li mi te se reduz a aplicação de 

t éc nica s de programação nã o -lin ear, o nd e a técnica de minimi 

: aç~]o soquen ci:ll sem r estri çõ es (SUMT)_ foi adotada. Para apr<?_ 

ximaçiio estaticame nt e admi ss í ve l , apresentam-se r es ultados de 

1 imi t es inferiores da c:nga de co lapso c comparam-se os re­

sultados com os existente s nu literatura. 

SUMMARY 
Th i s work is co ncc rn ed wi th rigid-plast i c l imi t analy-

s is of s hells of revolution s uhj ect to rotationally symme-

tric loadings. Aftcr assembling the fin ite elements, the li 

mit analysis program is r educed to a simpl e app lication of 

the non-linear programming technique, where the sequent ia l 

unconstrained mínimi zation technique (SUMT) i s utili zed for 

the st atica ll y admis s ihlc npp ro ach. Lower bounds of the co­

llapse loads are presented a nd compar ed with the r esu lts des 

cribed in th e litera ture. 
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1. Introdução 

Pa ra o estudo da carga l imi te de ca sc as de rev oluç ão 

s ubmetidas a ca r g as axissimétr icas fli r on c llougc [l , 2] co ns 

truiram os campo s es tat icame nt e aumissívcis dcpc ndcnuo d e um 

sis t e ma de parâmetros arbitriíri.os c o bti ve ram numerosos r e ­

s ultados, mostrados e m [3- 5]. 11 fo rmul a ção complet a qu e se 

vale do mét odo dos elemento s f ini to s é apres e n tada por Hodge 

e Belytscho [6] e Mai er [7]. 

Nes t e trabalho utili za-s e o método dos e l e mentos fini­

tos emp reg ando- se eleme ntos tronco- c6nicos de ta l fo rma q ue 

fique preservada a estrutura Jc impl e mentação computa cional 

própr ia do método. Utili za-se ainda pro gr ama çã o n ão - l i near 

a través da técni c a de minimi zação s equenci al se m r es tri çõ es 

[9] e mét odo s que u sam va ri ável mé tr ica co mo s ugerido cm [s] . 
A f ormula çã o e s táti ca apres entada p a rt e de valores f i­

xa dos , Jentro de uma parametri zaç ão que sat is faz a s e qua çõ es 

Je e qu i líb rio, das t ensões c ircunfcre n c ia is c d;1 carga de ruj_ 

n a . C e xi gido do camp o Je te nsõe s ser plas ti cament e ad mi s s.f 

ve l apenas e m cada nó. !\dota - se uma formu LtÇ~lO Jc " cascas 

sanJwi ch" co m o c ritério de pl asticiJadc de von ~Uses [10 ,1 1]. 

2 . Rel açõe s fun da men ta is 

Lm funçao das va riâvc i s r e du z idas, as equações d e cqui 

líb r io de cas ca de r evo luç.iío [11, 12] para o c;<so parti c ular 

J e casca c6nica são : 

d~ (Sn) - n 0 - s p~ o l l J 

d~ ( S lj) ., n 0 t g a + 2 S p (] ( 2) 

h cfs (Srn) - h m8 - S q o { 3 ) 

co m as seguinte s variávei s reduzida s : 

n = N~ . n = Ne 
~1 ~'e 

m = ~ N0 · e N0 o me = ~ 

Mo e Oq, p ~ • L 
h=~=TI;q=N p = ---

o o ~ No 
t 4 ) 

..... 
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; r 

onde L € um comprimento característico da casca, e a sua 

espessura, M0 , N0 respectivamente o momento e o esforço 

normal limites por unidade de comprimento. M0 = a
0 

e 2 • 4 

e N0 = a
0 

·e onde a 0 é a tensão de tração elástica limite 

do material. 

Adotam-sc os crit€rios de casca sandwich de von Mises 

expressos cm função das resultantes reduzidas [11]. 

(n 8 - m8l 2 
- (n 8 - m8l (n - ml + (n - ml 2 < 1 (Sl 

3. formulação dos Elementos finitos 

Segundo o primeiro teorema fundamental da análise li­

mi te: Se existe um campo de tensões a , o qual é estaticame~ 

te aJmissívcl para a carga ,\ • P , e se ,\" determina o co 

lapso, então À < !." [13]. Portanto a carga limite real se-

rã a maior Jas cargas correspondentes ao campo de tensões es 

taticamente c plasticamente admissível [14-16]. 

Deve-se dar especial atenção aos modos de transmissão 

de tensões c supor um campo paramétrico de tensões a 

caJa elemento k . 

k 
(J 

k 
(j 

k c 

para 

(7) 

( 8 l 

B. Fracijs de Vcuhcke [17] demonstra que os parãmctros 

bk c ck que equilibram respectivamente os campos que vcrifi 

cam as equações de equilÍbrio homog6ncos (Sk bkl c ac for­

ças Jc superfÍcie (Tk ckl , são arbitrários c independentes 

do princípio da energia complementar. 

O vetor de forças gcneralizaJas é expresso cm função 

dos parãmetros bk c ck como segue: 

k 
c (9 l 
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Sendo os modos de carga de superfície Tk Ck exterio­

rizadas por um sistema de forças generalizadas suplementares, 
pode-se escrever: 

k k 'k 
gz = Cz c (lO) 

Combinando-se as expressões anteriores tem-se: 

gk = ck ak (11) 

onde ck é a matriz de conexão de forças do elemento k . 

O relacionamento de forças devido as conexões segue dl 

retamente da consideração do trabalho virtual das cargas ex­
ternas atuando ao nível de nós. Se g denotar a matriz co­

luna dessas cargas, conjugadas com o vetor q de velocidade 
de deslocamento geral da estrutura de Nq componentes; a o 

vetor do conjunto de parâmetros utilizados de Na componen­

tes. tem-se: 

·k q Lk q e ak Mk a 

d Lk k - . d 1 1 . -on e , M sao as matr1zes e oca 1zaçao. 

(12) 

A potência de dissipação total será a soma das potên-
cias de dissipação de cada elemento. 

·kT k •T kT k ·T 
p = E q • g = q E L g = q g (13) 

k k 

logo g = Ca com: 

T kT k C = E Lk Ck Mk ; g = E L g (14) 
k k 

Essas equações mostram como as cargas num elemento isolado 

somam para equilibrar as cargas externas nos nós. 

Em função dos parâmetros a definidos em (8), os cri­

térios (S), (6) ficam: 

1 T k 'Z a v1 a < 1 1 T k 
7 a v2 a < 1 (1 5) 
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De acordo c om o prime iro t eo rema da anilise l i mit e c 

as e4u açõc s (ll ) c (15) o probl e ma se ident ifica co m a pro­

gramaçao matemãt ic a se gu inte: maximizar A {a} so b as condi 

çoes 

g ; Ag C a c 1 a T vk a < 1 
2 (1 6) 

4. Elimin ação Automãtica dos Parã mctro s Depe ndente s 

Sej a Nq a dimen são do vc t o r de forças generalizadas 

gl obai s g . N~ o numero to t al de parãme tros uti liz ados, Nr 

o nGmero de mod os rí g idos da estrutura. 

O nGmcro de p~rãmet ros dep e ndente s 

6 igual ao r ank da matri z C 

do s istema a 

( 1 7) 

Co mo Nd 6 o numero de vari~veis dependentes da e stru ­

tura, s ua variaç.ão virtual deve f o rne cer Nd equações de cq u:!:_ 

l ibrio dependentes que dete rmin a m Nd parãmctro s depen den ­

tes aJ . Ess es Gltimo s podem ser calcul ados cm função dos 

~ i p a rãmc t~o s independe ntes a . 

Nd N. 
l-

l Agf Nd I 
-4 ----------+ \ +----+ 

l cff : cfr I ad 
N .... . ! ..... I N ( 1 8 ) q T a 

g N l crf : crr ã 
r r 

onde gf sao forças un i tárias aplicadas, g r as rcaçoes co r 

respondentes aos modos rígidos . Deve-se obse r var que o nGm~ 

ro de de s locamentos l i vres 6 igual ao nGmcro de parãmetros 

dependentes, dessa form a cff 6 quadrada c não si ngular , lo 

go : 

(19) 

e obtem- se um prob l ema mais simples com novas grandezas. 
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maximizar À ; (ã) sujeito as condiçõe s 

2 k -T k _k - -I k -I (À B + À a Z + À · ,~ 1 a + a W a) < 1 (21) 

S. P rogramação n~o Linea~ 

O prob lema (21 ) 6 uma forma espec ial de programaç~o nio 

linear. Utiliza-se a t5cnica de minimização 

restri ções (SUMT) de Fiacco et ~1c Cor mi c k [9] . 
fu n çio de penali zaç io interna do tipo: 

sequencial 

/\do t ando 

sem 

a 

~ cã . À • rJ 
n l 

f ( ã ' À ) + p )~ h ( ã ' À ) ( 2 2) 

(ã '\) - À ( 2:;) 

p - parime tro sequencial, e as restr ições: 

k 
h (ã ' À) 

1 k - '1' k 
1 - 2 (A 2 Il + À a Z + l a + :J wk :1 )(2 -l l 

M6todos qu e usam variãve l m6tri ca s~o m6todos ef i c i en­

t es e tem s ido lar game n te utili z ados. O m6 t odo g radi e nt e de 

Davi don- t'letcher-l'owrell 6 o mais i mpor tant e . !Jtil i : a - sc o 

eficiente m6todo da seç~o <Íurea, busca unidimens .ional , l' qual 

após a l gumas iterações é equ i v:ilente ao m6todo de I'ibon~lcci . 

A minimizaç~o global da es trutura serã dada por: 

1 ~/f - I I < 0 . 005 (2 5 i 

6. El eme nt o de l'.quílí b ri o Tronco - Côn i co 

Supõe-se que a ca r ga de s uperfície P,p niio exisL:. o 

campo de tensões da casc a cô n .i c a 

satisfaz as equaçoes 

lores fixados de n
0 

T 
C) [n 0 m0 n m] 

( 1 ) (.:I , I~ J par a 

(' mo tem -se: 

n ~ a
1 

+ a_ /c os n 
.) 

I : h, 

!\ a , ,_. on1 os 

! : - I 
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q ( 2 8) 

m - a 1 • S • tg u /2 h • a 2 - a 4 /cos a • a 5 / co a - pS 1 / 3h 

( 29 ) 

l' i g . - t: t,· n, e n to d e e qui l1h r io tro nc o cóni co 

ih es f orços d e s u per fí c· i e d efi nido s soh r·c as ra cc t as p c rp c n-

J i cu I :1 r c s a e s ao : s 

k 
a 

T 
g 

de :1c o rd o c o m (27) , 

( :> O) 

( 2 R), ( 2 'l J , s e ndo a s ê t i-

m;; fclr<;:~ gL' ll <' r a li '-" d " to mad a i g u a I :r p rcípr i a pres sã o d e rui-

n.:~ . L x l ~~t i r:Í uma só r c: l<u~:-i o. 

:-: ·~ ) h !'~ {_) 
s 

!: r ' - r I 

m, 

( 3 1) 

;~t t · :~t·é ~ d :1 t n t q~ ra c: éi o d a c q tr; J<;:w de e q ui I Íh r io ( 2 ) 

,\,; 0 11t r a'' c quaç o c· ~ d e c qu i lÍI>ri n d e t erminam as 

, mn [s] 

(r ' - r ) n ') ,. 
lll + r , 11 2 1 \ ; 

!li I r , - r I ) I r ., '! 2 - ri ql ) /2 c o s a -

. r III I ) - ( r -, 
{. 

- r I ) 
.l j (, c.:o s ? 'l ( _) _)) 
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7 . Resultados Num6ricos 

1\nal.isa- se uma c ~s~..: a cóni ca c ngas tada, com 

de 63°27' c uma relaç úo e ntre a cspc;ssura c qua tro 

inclinação 

vezes o 

compriment o ca ractcri srico de 0.01. Obt em-se di rcta mcntc a 

vari5vel reduz ida p ~ l' i./2 () . c 
o de onde c:dc ula-sc o 

va l o r da carga c riti ca r . O c ri tér io t~e ca!>CJ san dw _i_ch i:~• 

po s to aos pares em c~!da nó :.1p 1·cscn t a um numero meno r de r es ­

triçõ es do que outros n1étoJos . 1'. t:li:Jbé :n o ntÍmero Jc variá­

veis e[ct ivas rr ab~.tlh :1 das dur:.1ntc o proce sso de mi. nimizaç Zto 

é menor. Os resultados numéricos estão na Tabela l. 

Tabe la i - (';_tsc as clnl i c as ~)ubmct i Ú: I S à F rcss ~i o lJn i forme 

- ,-------,------------..---- --,....--- -

Hird.b
0

\ 0\ 

N9 de V:1ritlv c i s 
iófct i v as 

N'1 d e 
Elementos 

cJ 9 de 
Restr i ções 

~-----~-------
rhw ala c 47 4 83 

16 

32 
Mé t o d o ~2-1 l3 l Jl 
Propost o [8~ lo.CJ~70 25 8 

I IO.(J205 \l lO 40 
I ___L_ ---- - - ___t 

8. c .. ~ ncln~Õcs 
Apesar da análi se c l astop lás t i ca se r atualme ntc cfctua 

da com precisão pelo n:étodo dos el e mentos fin i t os co m a uti­

lizaç:lo Jc aj~or it wos incrcJacntais-itcr:ttivos,na priltic a suE 

ge a nece s sidade de ~;e es Lahe l ccer méi·odos alt e rna tivos que 

possibilitam a d c t cnnina <; ;io da car 1•. a de co lap so de for:n.:1 mais 

ef i c i ente . Para tal no proo;c ntc trabalho pret endeu - se di scu 

ti r a per .form;n1cc de U1ll:l L! 1,_~:;~-~as tê cni cas . 

Como o crit~ r io de plasticidade é imposto cm um nu me r o 

f inito de ro11t c: s o v;t l or dv pa ~·~nuctro Lla carga crltic;t r:oJc 

decrescer qll:lll •.!o rcrina-s c a <!iscretiz::çiio. A an:"t l i ~c l l:n.i-

te pelo mé'toJo cst;-iti co, :imp\~e que o camp o de t.:n sÕc5 n:;.J v i~ 

le o crit l:"rio de pl<J ::.; ti. cid:tr..i c cm p c n to :.1 Is:um do meio cont.Í -· 

11 uo da estru tu ra. lós sa co;J<.l iç:w c rc, laxada pe rmitindo que o 

ca mpo tlc ten sões v i o l e o cri t ér i o empregado no 

e lemento. 

in ter i or do 

Pode se r necessário cnt:io, verificar o cri t ério cm um 

nGmcro ma ior de ponto s no interior Jo element o . Sugere- se 
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discretizar a estrutura em um número moderado de elementos, 

todos respeitando a geometria natural da estrutura, e deter­

mina-se aproximadamente a zona que produzirá a ruína. A se ­

guir deve-se refinar as zonas criticas para se obter um re­

sultado mais convergente. 

A melhoria da performance do método pode ser consegui­

da utilizando-se elementos ma is elaborados, represent ando m~ 

lhor a geometria . O progresso nos métodos de programação I! 

near e n ão -linear trará uma melhor utilização dessa formula­

çao. 

REFERtNCIAS 

[1] A . Biron e I'. C. Hodge Jr., "Limit Analysis of Rotationa­

lly Symme tric Shells Under Central Boss Loading by a Nu ­

merical Method". J. Appl. Mech. 34,644-650 (1967 ). 

[2] A. lliron e P.(;. llodge Jr. "N on -Linear Programming !vle thod 

for l.imit Analysis of Rotationally Symmetric Shells" 

Int. J. Non-l.ínear ~lech. 3, 20 1-21 3 (1968). 

[3] U.S. Chwala e A. Biron. "Lim .it Ana l ys is of Shells of 

Revolution of Arbi trary Shape Under Pre ss ure". Rapport 

NV 177~. Labor de Rech. et J'Essais Je lvlateriaux. Eco1e 

Polytechnique de Montreal (1969). 

[4] A. l3iron e U.S. Chwala. "Numerical ~le thod for Limit Ana-

1ysis of Rotationally Symmetric Sf10lls" . l:lull Acad. Po -

1on. Sei . 18, 109-117 (1970) 

[5] A. Biron e C. Chas1eux. "Limit Analysis of Axisymmetri c 

pressure vessel intersection of arhitrary shape". Int. 

J. ~1ech . Sei. 14, 25-41 (1972) . 

[b] P.G. Hodge Jr e T. Belytscho, "Numcrical Methods for the 

Limit Analysis of Platcs", J. Appl. Mech. 35,797 -802 

(1968). 

[ 7] G. Maier. "A Quadratic Programming Approach for Certa in 

Cl asses of No n-l.inear Structura1 Proh1ems". Mecc. 3 

( 1968). 



166 

[&J Nguyen Da ng Hung, M. Tr ap l e tti e D. Ransart. "Bor nes qu!_l 

si- inferieures et borncs superiores de l a pression de 

ru in e des coque s de revolut ion par la methode d es elemcnt s 

fi n;.s et par l a prog rammati on non -l ineare". Int. J. Non-_ 

Linear Mechanic s . 13, 79 - 102 (19 78) 

[ 9] A.V . Fiacco e G.P. Me Cormick, No n-1in ear Programmin g Se 

quentia1 Uncon strai ned Minimization Techn ic s. Wil ey . New 

Yo rk (1968) 

[}Q] P.G. Hodge Jr. "T he ~1ises Yie ld Condi tion for Rotat ion a ­

lly Symmetric Shclls ". ~pp1. ~1ath 18, 30 5-311 ( 196 1 ) 

QTI P. G. Hodge Jr. Limit Analysi s of Ro tati ona 11y Symmct ric 

P1a te s a nd She l I s . Pr ent ice Hall NC \v York ( 1 963) 

Qrl W. FlUgge. Stress _in Shell~ . Springcr . Ber lin (1960) 

QII Gianpi ctro Del Piero . "Varia tion al ~1ethod s in Limi t c\ na­

l ys is". Metodos Var ia c i ona is em Meciinica do SÓliJ~. Lab~ 

ratório d e Cilculo CBPF. 3 , 3 - 48 ( 19 8 0) 

Q~ Ch . Mas sonnet e M. Sav e. Cal cul Plas tiquc des Con st ructi 

ons, 2, CB LIA. llruxclle s ( 1963) 

Q~l L.M. Kachanov. FounJatio n o f th c Thco r y o f Plasticin . 

Nort h - Ho1land - Amsterdan (1971) 

Q~l W. 01 szak e A. Sa wczuk. I ne last ic Be hav ior in Shell s . 

Noo rdh eff. Groningen (1 907) 

QZ:I B. Fraeijs de Ve uh cke . "Disp la ccme n t and cq uilibrium mo ­

de is in the fin itc clcmcn t mcthod s ". Ca p. 9 Strc ss An;~ 

sis. Ed. by O. Zienk iewi cz. Wi l ey. Ncw York (19bS) 

... 



--
1 67 

ANAl 5 PROCEEOINGS 

8 
COBEM 81 

VI CONGRESSO BRASILEIRO DE 
ENGENHARIA MECANICA 

RIO DE JANEIRO, 15- 18 de dezembro de 1981 

TRABALHO 

PAPER N.o D-.18 P.P. 167 - 179 PUC/AJ 

OPTHH ZATJON 01' ME CHANICAL SYSTEMS 

SUBJECTED TO DYNMIIC LOA DI NGS 

ll a l ei Fagundes de Vasco nc e los 

DH1 /CT - UFPb 

Stan Taylo r 

The Unlve rsity of Birminrh am - U.K . 

SUMA'RIO 

A otim i zação de um s i stema mecin i co r e que r a defin ição 

de uma fun çiio de mé rito a se r minim iz ad a e de um conjunto de 

funções de restri ção que assegurem o funcionam e nto do s is-

t e ma otimi zado. Es ta s fun ções são def inida s a partir das ca ­

racterírsticas fí s ica s do sitema , cujo c omportamento di nâm i c o 

pod e s e r pr evi s to pe l o método d os elemen t os finito s, nece ss i­

tando ass im um esforço de comput ação e l evado, o que aumenta 

os cust os do proj e to. Um proce d imento ge ral para abordar tais 

prob lemas ê apr esen t ado. 

Sli~ I ~IA R Y 

The op timization of a mech ani ca l system r e quire s th e 

definition of a me rit fun c tion to be minim ized a nda set of 

constrining function s for ensuring t hc fe a s ibilit y of the 

minimum. Those functions are de fi ned by t he ph ys i ca l charac­

ter i st i cs of the sy st em, whose dynamic be hav iour ca n be pre­

dicted by the finit e e l ement mcthod, thus requ i rdng a fa irl y 

large computer effort , which increases the desig n costs . A 

ge neral procedure for dealing with those pro bl ems i s 

s ented. 

pr e -
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1. Introduction 

The process of desip,ninp, a mechanical system is 

started by defininp its overall objective . This is related 

to the mechanical behaviour of the syste JT1, as defined in terms 

of parameters that characterize its structure and the exter­

nally applied loadings, leading to thc formulation of a math­

ematical model for describing this behaviour. The classical 

theory of elasticity can be us ed for predicting th e behaviour 

of systems whose structures are fairly simple ( l), othcrwise 

it is necessary to emplo y the fl cx ihility method ( 2 ) or the 

fin i te clement method p,4,5) to produce a suitable simula ­

tion of the system mcchani ca l behaviour. The flcxih i lity 

method requires a relatively small computer effort as comp­

areci wit h the finitc elcment method. llowevcr, the l a tt e r is 

more versatile, specially for descrih ing thc displac eJTle nts 

of comnlicated and redundant structures (h). 
Improvement~ in the system pcrformance can he intro­

duced at the early stagcs of its dcsign hv ~ trial and e rr or 

proces s . The feasibilit y of thc systcm must be cnsurcJ 

througout this proccs s of clesigning, "hat i s achicvcu hy the 

satisfaction of geometrical, mater ial and functional con-

straints as appropriatc. This heuristic ~pproach for thc 

desgning process offcrs to thc dcsigner thc nossihilit y of 

taking all the important design decisions hut ha s the draw­

back of making difficult and time consurning to dcsign com ­

plicated mechanical systcms, subjcc tcd to many constraints 

and defined by many variahlc s . Thi s situation is ovcrcomc 

using a numerical optimi zation mc thod, consistinp of the 

maximization or miniJTli za tion of a particular asnect of the 

system behaviour wh il e its f e asihility i s cnsureu. Also, 

thi s me thod allows for the in clus ion of a f~irly Jargl' num­

ber of desi gn variable~ in thc design procedure. 

Research regardin g th e applicatio n of optimizati o n 

numerical rnethods to thc design of mechanical systems have 

been de veloped (7,8,9) , mainly for rninimizing th e ,;ci)!ht of 

structures subjected to static (10 ,11 ) or dvnam ic ( 12 .13] 

loadings. A great crnphasys ha s becn given hy th ese develop ­

ments to the compubng cfficiency of the ontimization p r o ­

grams. This can be very low when the finite elcment method l 
' 

l 



169 

is used but it is expected that the introduction of faster 

and more efficient computing machines will contribute to the 

application of the optimization techniques to an increasing 

variety of mechanical system designs. 

A general procedure for the formulation and solution of 

the problem of optimizing . mechanical systems is presented in 

this paper. Constraints to the characteristics of the struc­

ture of the system, to its externally a pplied loadings and to 

its dynamic response are included in the optimization pro­

cedure whose applicability is demonstrated by optimizing both 

the loading and structure of a high energy rate forming ma­

chin o [14). 

2. Dynamic response of a mechanical system 

Th e dynamic equilibriurn of the s tructure of a mechanical 

system with n degrees of freedom may be expressed by Lagran­

ge's equation in matrix formas f ol lows[lS): 

d { ()T} 
df3ú - { ~~} + { ~~} = {r) (1) 

where T and V are the kinetic and potential energies of 

the s tructure, r es pectively, {u} and~u} are the displace­

ments and veloci ties at element nodes and ( F) is a set of 

non-conservative forces. 

Assuming that the structure is elastic and linear and 

introducing the global mass and stiffness matrices, (M] and 

(K], respectively, th e above equation yields: 

-h (M] {ú) + [K] {u} = {F} (2) 

Therefore, for {F} c onsisting of th e viscous damping 

forces -[o]{ ú) and the externally applied loading {R}= 

\R(t)}, equation ( 2) may be wri tten as : 

(M) \ü} + [D) \ü) + [K) ~u} ( 3) 

The condition of free and undamped dynamic equilibrium 

is expressed by: 
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[M] {ii} + [K] {u} = [o] 

frorn wher e are extrac tcd th e fi r s t rn 5 n mo d e shape s [<I> ] = 

[{<t>) 1 {<t>} z ... {<t>}rn] and n a tural f requ c nc ie s f w J = 

fw1 w z ... wrnj. Th e rn rno dc· s ha p e s p c rrnit th e int ro duc t ion 

o f the g e nerali zed c oordinat e s {r) = [ r
1 

r 0 ••• r ] T whi c h 
" rn 

ar e defined by {u} = [ <t> ]{r), and the g c ne rali ze d rnass rnatri x 

.;11, = [ <!>]T [ M][ <!> ]. th e gcn e r a li ze d damping matrix :J) 

[<!>]T[D][<t>]. th e gen e r a lic cd sti ff ne ss matri x JC= [ <!> ]T[KJ[ <I> ]. 
T 

and the gen e ral i z ed f o rce ma tr ix ~ = [<I>] {R}. Ther e f o re, 

equation (3) c an be transfo rmcd into th e following ex-

pr es sion : 

.Jil \i:} + 1J \r} +X\r} = ~ ( 4 ) 

whi c h, whcn th e syst c m is ass umcd to b c undampe d hc comes: 

_fi{, { ·n + .t { r} = ÇL ( 5) 

Th e ah o vc s y s t e m o f cq uati o n s ha s o rdc r m and i s un-

coupled, a s ..Jll& and 1C are diagon a l matriccs [16].Thi s tran s -

forrnation to g e n c rali zc d c oo rdin a t es allows f o r a c o n s ide r-

abl e ec o norny in c om put ing as onl y thc fir s t f ew rnod c s hapcs 

and natu ra l fr eq ucnc ies are usuall y suff icicnt for an ac ccpt ­

abl e e v a lua tion o f th c d ynamic r cspon sc o f th c s truc turc . 

The gen era l solution o f cquation ( 5) i s : 

{r} = { r (t )J [ cos wtJ{ a ) + f s i n wtJ{h}+ 

t ( (l) 

r -1 -1 r t1J 
+ W J fi., ), r S j Tl [ W ( t - T l]J .}U ( T ) 0 T 

() 

wh e rc { a } an d {hJ "rc cvalu~t C'd fr om th C' co ndi tio ns of 

t.he strU CtUrC a t t = IJ, [ cOSI>itj = f CO SI>I l t C 0%1 2t ... COSüimt j 

and [ s in tu t J = f s in ,.,
1

t s in o, 2 t ... s in,, mt J. Th C' c l C'mcn t no d c 

d isplac e me nts i n th e t imc J oma i n a re ohtaincJ by pr c -mc!l t i-

pl y ing h o th si dc s o f e quati o n (b ) by [ <!> ]. Wi t h { u } t h c 

s tr es s d is tri b u i ti o n in th c s truct urc ra n h c cva l uatc J wl th ­

out maj or computcr ef rort. 

... 



171 

The total energy Et which is transferred to the struc­
ture is give n by: 

or, us ing g ene ralized cocirdinates: 

m 1 {r1T1<: 1 {t}Tft,{t) E : l E. : {r} + t j: 1 J 2 2 ( 7) 

where E. is the energy transferred to the jth mode of vi-
J 

bration . The total cnergy Et is a powerful i~dicator of the 

structure dynamic behaviour . Equation (7) permits its eva l u­

at ion with a fairly small computcr cffo rt and with an accu ­

racy which d epends on the number m of modes considcred in 

the analysi s . 

3. Formulating thc optimization proccdure 

The optimization of a mcchanical sys tew i s sta rted by 

the definition of its bas ic objective and the constraints iw­

posed upon it s mechanica1 characteristics, as expr essed in 

terms of the geometrical, mater i al and functional parame t ers 

which defin e the system. Thc basic objective is cxpressed hy 

the objective f unction P : P(X), where X is a vector who se 

p components xi, i : 1, 2 , ... , p , are the parameters se-

lected to define thc system, hcnccforth referred to as the 

opt imization variahles. The constraints included in the opti­

mi zation procedure must rcflect thc limitations of the geo­

met rical, mate rial and functional c haracte ristic s whi c h are 

r e levant to th e feasihility of the design. Thos e co ns traints 

should transl a tc limitations of thc s trength and displace­

ments of structural components of thc system, limitations of 

its dynamic rcsponse and limitations of the shape of thc ap ­

plied loadings. Each constraint can he defined hy an upper 

limit LU, by a lower limit LL, or both. ln the first case are 

included thc strength and the dynami c responsc of th e struc­

ture wh ile in the second case a r e in c ludcd the efficiency, 

the energetic capacity and the loading characteristics of the 

structure. Geometr i cal boundaries are included in the third 

case. After simple algebraic transformations thos e constraints 
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can be expressed by gj = gj(X) >O, j = 1, 2, ... , r, ~'here 

r is the number of constraints. The optimization variahles 

are related to geometric al and mater_ial charact eristics of the 

structure of the system and to c haracteristics of its load­

ings. Usually these variahles are continous. Howev er, when 

they vary discretely, as in case of material c haracteris ­

tics, this problem can be avoided by approximating such a 

variation by a continous one. 

4. Objective function and constraint s 

The objective function P = P(X) s hould represent a 

characteristic of the system whose extreme defines its op­

timum performance. This extreme can be the absolute maximum 

or the ahsolute minimum of P within the the feas ibility re­

gion defined by the constraints g., j = 1, 2, ... , r. Without 
) 

loss of generality only the minimization of P will be con~ 

sidered henceforth. One of the major difficulties which is 

faced by a numerical opti mi zation algorithm is how to find 

out the absolute extreme of P. Restarting the optimiza ti on 

process from different initial points ma y overcome this dif­

ficulty but can be too cxpensive in computational terms. 

Therefore, auxiliary methods, such as establishing a "dia­

logue" between the computer and the designer can be helpful, 

mainly when the finite element method is employed for simu­

lat ing the mechanical behaviour of the structur e of the sys­

tem and the former is modified by the optimization procedure. 

An important decision during the optimization of a mechanical 

system i s the choice of the characterist ic t o he optim i zed 

and the cons traint s to he included in the opti mi zation proc­

ess. The designer must make this c hoice with good judgement, 

otherwise little profit from the opti mum solution will be 

obtained. There is no general rule to make such a choice, 

which should suit each particular problem. llowever, a few 

considera tions regarding this problem can help in chosing 

the objective function and the const raints. First of all, a 

c lear definition of which aspect of the system behaviour must 

be optimized and which of its character istic s must he used 

for defining the fea sibility region of the project, is neces­

sary. The next step i s the dcfinition of thc objective func-
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tion and constraints as continous functions of X. These 

definitions rnay require approxirnations. Finally, it is worth 

to rn e ntion that not allways rnust the objective function re­

flect the rnain objective of the optirnization process. For ex­

arnple, a good stress distribution among the mernhers of a 

struc tu re can he achieved-hy rninirnizing its weight. 

S. Opt i rnization variables 

Variou s characteristics of thc structure and loading of 

th e s ys t em ar e selected to compo s e thc set X of optimization 

\'ariahl es . Each component xi' i= 1, 2, .•. , p, of X must be 

indepe nd ent of the rernaining variables and its influence on 

the sys t e rn hehaviour should he r e levant and, if possible, a 

pronounc ed on e . This rclevance is closely related to the over­

all obj e ct i ve of the optimization of the system and must be 

weight ed ca r e fully from hoth, experimental and analytical 

data ba s ed on a rnodel of the system. ln fact, testing its 

rnathern a t ica l model may supply the necessary inforrnation for 

accompli s hing a good judgemcnt of cach optirnization variable 

influe nce on the systern hehaviour wh .ile obtaining data from 

prel i mi na r y e xpe rimental rnea s urement s rnay be too expensive. 

flow e vc r , ex pe rimental data ohtained frorn an existing similar 

syste m ma y s uppl y a good direction for choosing the varia­

ble s . Wh e n a pronounced effect of a va~iable on the behaviour 

of a thc sys t e rn is not obtained e xpontaneously it may he ac­

compli s h ed hy scaling the variahlc properly. This must be 

don e with c ar e in order to avoid too big variations of P and 

gj' j = 1, 2 , ... , r, what could produce sharp valleys and 

great c ur va tur e s in thcsc functions, thus creatinp numerical 

diffi c ulti es for the minimi zation algorithrn [17). 

6. The optimization proc e durc 

Th e op tirni zation proccdure used in this investigation 

con s i sts o f s ucccssive minimi zations of a series of penalty 

f u n c t i o n s 1j! k = 1j!( X, r k) , k = 1 , 2 , ••• , w h c r e r k i s a d c­

crea s ing pe nalty factor. The kth penalty function is dcfined 

by thc fo llow i ng expression: 
r 

\j!k(X, rk) = P(X) - rk /. 
j=l 

G- (X) 
J 

( 1 O) 



where, 

and, 

Gj (X) ln g. (X) 
J 
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for g.(X) >E.> O 
J 

(11) 

G. (X) 
J 

3 2 2 -( -2 - ln E.) + 2g.(X)/F, -[g.(X)] /2[, , for g.(X)< r, 
J J J -

(12) 

The parameter E. is a transition value for substi tuting 

the action of a constraint hy a quadratic function when the 

former gets too c lo se to vio lation. Therefore the value of E. 

can be set to 10- 4 for numerical accuracy in equations (11) 

and (12) and beca use such a valuc wot1ld be 0.01' of the maxi­

mum value of g.(X), wh e n it is scaleJ to be not greate r than 
J 

unity. 

The kth penalty factor define s the kth penalty function 

whose loc al minimum is ik= •(Xk,rk). The so lution Xk = 

[~kl ~kZ ... ikp]T i s used as the startin~ point for mini­
mizing th e (k+l)th penalty function, whose penalty fac tor is 

defined by rk+l = 10-k / 3rk, while r 1 is set to the sma ller 

of the two following values: 0.01 or O.OlESTM, where ESH1 

is an estimate of the minimum of P(X). Af ter the ninimi­

zation of a series of successive penalty functions a vector 

Xk can b e accept ed as the minimizing vector wh en the differ­

ence between ik and F(Xk) reaches a few per cent. The ahove 

development is explained in full in [14]. 

The optimization procedure cmploys a s tandard numerical 

minimization subroutinc [1 8 ] for minimizing the penalty func­

tions. Prior to the first ca ll of this subroutine a n evalu­

ation of the mechanical behav iour of the system permits the 

set ting of the boundaric s for the constrai nts as required. 

Thus, the starting of th e optimization process from within 

the feasible region is ensured . 

7. Application 

The above techniqu e was used to optimize t he loading 

and the structure of an impac t forming machine [14]. The ob­

jective function was the fraction of the energy which is 

transmitted to those modes of vibration of the structure 

l 
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whose natural frequencies are within the audihle rang e. Thus, 

P(X) 
m 
2 E ./Et 

j=q J 
(13) 

where m is the numb er of mede shapes included in the analy­

si s, q is the arder of th~ lowest a udible natural frequ e ncy 

and Ej and Et are the individual a nd total modal cnergies 

transmitted to the structure hy thc working loadings, as de ­

fined earlier. Geometrical cons tra in ts were handled by a fea­

ture of the min i mization routine permiting th e application of 

boundari es to thc optimizat i on vari.ahles [19]. Thus, the asso­

c i atio n of these with the gcome trical characteristics of the 

structure which s houl d he mod if ied by the optimization pro­

cess sct au tomathicall y thc houndaries for the fo rmer. There­

f ore th esc co n stra int s were not in c luded in the penalty func­

ti on as defined hy equation (lO). The r emai ning constraints 

wcre separated in two sub -sets . One of them was linear and en ­

surcd the feasihility of the loadings, which cons ist ed of im­

pulses shaped 1 ike tr apez es [20]. The other set of con straint s 

was non-linear and ensured that that the e nergy transmitted 

to eac h individual mod e of vihration would not increase h c ­

yond an accep tahl e li mi t as a decrcasc in the ohj ect iv e func­

tion would not warrant a decrease in ali E.'s simu lt aneous l y. 
J 

Initiall y thc l oad ing only was optimized , without mod i -

fications in the machin e structurc. This phasc of th e optimi­

zat io n process was init i ated f rom four different starting 

points in arder to verify whether the solution was a local 

minimum ar not. Four penalty op timizati ons wcre carried out 

with four penalty sur face s each. Only on e finite element 

analysis of the s truct urc was rcquired during this phase of 

th e optimization proc ess and the dcfincd op timum loading was 

employcd for its sccond phase. This consisted of optimizing 

the st ructure without modifying the loading. During this 

phase a gr eat computer e ffort was r cquir ed as eac h n ew set 

of optimization variables defined a new structure, thu s re­

quiring a new finite elemcnt analysis of the latter. However 

an economizing alg orithm wa s incorporated in the optimization 

program for taking advantage of an eventual r euse of a previ­

ou sly made finit e elemen t analysis. This would occur whenever 
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a set of optimization variah l cs matchcd anothe r one previou s ­

ly defined. Also, tri al vecto rs were saved frorn e ve ry finit e 

elernent ana lysis of the st ructur e fo r facilitating the ne xt 

e valuation of rnode shapc s and natur a l frcqucn cics . four pen -

alty surf aces were employed for thi s phasc of thc optlm l -

zation proc ess . Finall y a n optimi za ti on o f th c l oadin g ap ­

plied to the optirni zed s tructurc was ca rricd out. No fur ther 

finite e l ement analysis of thc struc ture was r e quired. Th e 

overall results of the opt imizatl on proccss ar e li s ted ln 

Table 1. 

Tahle 1. Optimi za tion Rcsults 

Trapezoidal Pulse Characterls tics (rn s) 

dur a tion ri s ing time decay inp time 

Initial value 

Optirnurn va lue 

1. 00000 

1 . 9 9 ~19 8 

0.33000 

0.7 6378 

0 . 3300 0 

0.7635'1 

Charact c r is tics of th e Structure 

foundation anv il uppc r uppc r l owcr 

rigidity thi c kncss columns p l atc col . i n t. 

diamcte r thi ckn ess diametcr 

( kN/ m2) (1!!) (m ) (m) ( rn ) 

Initial 4. 200 0. 205 0 . 07<> o. ]li() (1. 1 2 7 

Optirnurn 4 .1 79 11.3D7 o. 11 76 11.1 511 li .12 2 

Lower lirn. 84 .0 o. 1 n z 0 . 1138 0.050 0 .111 2 

Upper lim. 8.3xl0 3 
() . ,) o 7 () . 11 4 ll. I 511 o. 152 

Moda l l:nergi cs ( J) 

Mo de 5th 6th 7th 13th 14th 17th 

lnitial 2.0072 0. 0 1 3o ll.llllilO 11. 3428 12. 50,1'1 5 .938 2 

Opt i rnurn 0. 15 94 0 . 0000 0.0 1 54 n. 030f, 0.0305 0 .14 11 1 

Objective fun c tion (J) 

Initial value 20.8817 ( 11.30~) Optimurn value 0. 37(1 0 (0.11 7 4 ~ ) 
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8. Conclusions 

Th e optimiz a tion procedur e d escrib e d above is a useful 

tool for helping in the design of complex mechani cal system s 

s ubject ed to d ynamic loadings and t aking into a cc ount a f air­

l y large numher o f con s traints. lt can handl e the paramet e r s 

which d efine the loadings and the structure of th e s ystem and 

i ts econoni z ing po s sibilities pe rmit the us e of the finit e 

e lement me thod f o r p r edicting the sy stem mec hanical behaviour 

a t a r easo nahle computer e ffort. A more d i rect approach f o r 

minimi zi ng the objective function s uhject e d to constraints 

co uld be e mplo yc d, possihl y with l c ss comput e r effort than 

th c pc n a lty fun c t i on mcthod, the c hoice of the lattcr heing 

only a ma ttcr o f c onvcni ence for using an c xisting minimi­

z a ti on r outine <Jnd hccau s c of it s f le x ihilit y in hand1in g 

di ffer c nt typcs of constraints. 
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SUMÁRIO 

Em laboratório, estuda-se o comportamento de materiais 

â fadiga, aolicando ~uase sempre esforços senoidais de am 

plitude constante. Esses dados podem ser utilizados oara o 

tratamento estocâstico do fenómeno. Um dos métodos é o deno 

minado RCA que incorpora a chamada Regra Linear ou de Miner 

do dano acumulado. Neste trabalho é apresentado um resumo -

da teoria e um programa de computador que executa os câlcu 

los. Tomando-se como exemplo uma vi<Ja em balanço, é fc'i ta 

uma aplicação numérica, discutindo-se os resultados. 

SUM1'1ARY 

The laboratory study of behavior of materiais, related 

to fatigue, is generally done by applying constant amplitu­

de sine wave excitation. The data can be used for the sto -

chastic approach of the problem. One of the methods is cal 

led RCA, which incorporates the Linear Rule or Miner's Cumu 

lative Damage Rule. A summary of the theory and a computer 

program for the calculations are here presented. A cantile­

ver beam is studied as a numerical example and the results 

are discussed. 
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1. Introdução 

Uma estrutura sujeita a tensões que variam com o tempo 

pode sofrer falha, ainda que submetida a tensões máximas i~ 

feriares à sua tensão de ruptura. Este fenômeno é denominado 

fadiga. 

Os ensaios de fadiga, realizados em laboratório, costu 

mam ter seus resultados apresentados sob forma de uma curva, 

denominada curva S-N, que relaciona a tensão S (do inglês 

~tress) a que o corpo de prova está submetido, com N - núme 

ro de ciclos de aplicação da tensão necessários à ruptura. A 

figura 1 apresenta uma dessas curvas. 

7500 

- 6 o o o :t::=t==-t-=1 
"'E 
~ 4!500 

~ 3000 
o 

~ 
1-

1!500 L-~----~-+-----+-+-----+--4 
10, 106 

CICLOS 
107 10. 

Fig.l. Curva S-N típica para uma liga de alumínio 

O fenômeno de fadiga, para um dado material, sofre i~ 

fluência de muitos fatores [1], dentre os quais se desta­

cam: 

- o formato do corpo de prova, com ou sem pontos de concen­

tração de tensões; 

- o tamanho do corpo de prova; 

- o processo de fabricação e o acabamento superficial dado 

à peça; 

-o tipo de esforço aplicado, se de tração- compressão,fl~ 

xão, flexão composta ou torção; 

- a natureza ou caráter da tensão aplicada, em relação ao 

tempo. 

Este último fator deve ser bem analisado pois os resultados 

disponíveis de ensaios consideram a aplicação cíclica de -

tensões senoidais de amplitude constante, e geralmente de 

frequência também constante. Eventualmente as tensões são 

aplicadas ao corpo de prova, sequencialmente, em blocos de 

.... 
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a mp litude e f r e quência constantes, que variam discre tamente 

a intervalos regulares de t e mpo ou de nGmero de ciclos de 

ap licação. Entre tanto, as t e nsões rea is podem ser de nature 

z a ve rdade ira me nte aleatória. 

Existem equipamentos de testes que ap licam, sobre cor 

pos de prova , es forços alea tórios correspondente s à situa 

ção de serviço , mas a maioria das in fo rmações disponíveis 

ainda se refere a tensões apl icadas c om l e i senoidal. [ 2] 

2. Métodos para a n r edição da vida útil 

O concei t o de acúmul o g radual considera que os danos 

causados pela ap licação d e ni ciclos de tensão ao ma t e rial, 

sob certa amplit ude de t e n são Si à qual corresponde a falha 

após Ni c iclos , de al g um modo se soma m aos danos provocados 

pe l a aplicação posteri or d e n. ciclos sob o utra t ens ão máxi 

ma s., correspondente à f a lhaJapós N. c iclos. 
J J 

Os métodos de predição mais simple s são os chamados Mé 

todos de Dano Cumulativo Li near . Desta categori a destacam 

se dois, o de Mine r c o RCA . 

a . O método de Min e r 

O método ap lica-s e aos ca sos de esfo r ç os com var iaçao 

senoidal d e amplitude constan te, a grupados ou na o e m blocos 

temporais unifo rmes de esfo rços desse t ipo . Como cr itério 

va l e a r egra d e que o d a no narcial se ~ a expresso por n i /N i ' 

o nde ni e Ni têm os si0ni f icados já expos t o s. A condição de 

falh a, ou rup tura, corresponde a L (ni/Ni) = 1. 

b. O método RCA 

Nele é adotada uma abordagem nrobabil isti ca , estenden 

do a r eg ra d e Miner c ca l cu l a ndo somatórias de n i / Ni' a par 

ti r de dados que dependem da dis tr ibui ção dos picos de ten 

sao na es trutura , da incli nac;ão di1 c urva loq S - loq N e do 

coe ficiente de amorteci me nto e frequ ê nc ia natura l d a cstru 

tura . 

3 . O método de Min e r, o u da reg r a linear 

Miner [3], e m 1945, adotou a hi pótese fundame ntal de -

q ue o dano ac umulado sob t e n sões cí cl i cas é proporcional à 

e nerg ia efetivamente a bsorvida pelo corpo , p r ovocando defor 
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mações permanentes na sua estrutura cristalina. O número de 

ciclos de tensão aplicado, expresso como porcentagem do nú­

mero total de ciclos que causaria a falha ou ruptura naque­

le nível de tensão máxima, seria a própria fração da vida -

Útil já dispendida. Deste modo, quando o dano total acumula 

do atingir 100%, o corpo sob tensão deve falhar ou romper,­

isto é, ocorrerá o aparecimento de uma trinca visível, o 

que impede o uso do objeto como parte de uma estrutura. 

Miner fixou em 10 7 o número máximo de ciclos, N ; max 
este valor corresponde uma tensão mínima que deve sempre 

a 

ser 

excedida pelos picos das tensões cíclicas aplicadas para que 

ocorra falha por fadiga. 

Designando por E a energia absorvida pelo corpo até a 

falha, e por ei a energia absorvida pelo corpo durante ni -

ciclos sob tensão correspondente à falha em Ni ciclos, sen­

do 

n. 
l 

Ni 

e i 
para i 

E 

1,2, .•. ,me 

m 
n. 

~ 
__ :~,_ 

Ni 
i ~ 1 

m 

L 
i~l 

-- l 

e. 
l 

E resulta, 

(l) 

Miner procurou verificar empiricamente a validade da -

relação acima ensaiando 22 corpos de prova de alumínio. Dos 

resultados ele concluiu que a relação (1) era válida para o 

material utilizado nos ensaios. 

Posteriormente, outros ensaios [4], [s) indicaram ser 

válida a relação (1) para outros materiais metálicos, inclu 

sive aços. 

Estudos cuidadosos [6] mostraram que a adoção da regra 

de Miner leva a resultados conservadores, em particular se 

a estrutura estiver submetida a tensões aleatórias. 

4. O método RCA [2] ou de cálculo probabilístico do d~ 
no acumulado. 

Vamos supor que os esforços externos sao de 

aleatória e com densidade espectral conhecida. 

natureza 

l 

i 
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l\s hipóteses pura a aplic<lção do método sao: 

- a es trutura so llcitilda pe l o es forço illeatório comporta-se 

como um osc il a dor linear. 

- o esfo r ço e xterno § uma vibr oç5o a leat6ria com caracter!s 

ticJs de tlrocesso cstacion5ri o , e rg6dico e de banda es -

treit il. 

Considera-se, no fenôm e no da f~d iga , que os danos -

a cumulados dependem ela ocorrên c i a de picos de tensão prov~ 

cados ne lo esforço ex terno aplicado . Admite- se que a dis tr i 

buiç3o de ~)robabi I idade dii vttri ,~ve l alea tória "picos de t e n 

são ", q uantifi cada pela ace lcr<lção ~ sofrida pelo ponto da 

estrutura de abc i ssa x, sej a a de P.a yleigh, representada na 

Figur a 2 e cuja expressão é 

f (5{) _i\._ e xp (- .L ) 
(f2 2 crx.? 

X 

( 2) 

0,7 

q; 1 
0, 6 

0,0 

0 ,4 

0,3 

0,2 

0,1 

.2 • . I • ( ; I u: 
l'iu . 2 . Funçiio di s tri.bui<·c\o df' ;> r obabi i idades de Havle igh 

Da t eo r iil do oscilador linear , a variança das ace l e r a 

çoes respos ta é dada por 

( 3 ) 
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sendo Sx a densidade espectral da aceleração imposta pelo 

esforço :xterno, suposta constante, e Yne S a frequência­

própria e o coeficiente de amortecimento da estrutura, res 

pectivamente. 

O número de ciclos ni sofridos 

certo nível de resposta xi' durante 

do esforço externo é dado por n.=) 
1 n 

ni = Jnt x exp ( -

cri 

Pelo critério de Mine r, 

pela estrutura, sob um 

t segundos de aplicação 

t f(x) dx ou 

_x2 
2 cr 2 ) dx 

x 
( 4) 

L n. 
___.L c ( 5) 
N 

sendo C um número positivo que mede o dano acumulado toler~ 

vel, incorporando eventualmente um coeficiente de concentr~ 

ção de tensões. O máximo valor de C é a unidade , correspon­

dente ã falha da estrutura. 

A curva S-N po de, para a grande maioria dos materiais, 

ser representada po r uma equação da forma 

N 
so O( 

= (--s-) ( 6) 

na qual S
0 

é a tensão de ruptura do material sob um es f orço 

do tipo a que e stá submetido. o expoe nte O( pode s e r obtido 

diretamente da curva S-N. 

Chamando Y a tensão máxima admissível por unidade de -

aceleração, substituindo as equações (4) e (6) na (5) e co~ 

siderando a variação contínua de x no intervalo [o;oo) pois 

um ciclo, no fenômeno da fadiga, corresponde a um ciclo com 

pleto de aplicação de tensões, vem 
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1
00 

l+cX 2 Indi c ando por I a integral X exp(-X /2) dX 
o 

cujo valor é 2()(/ 2 r (D<'/2 +l) ' resulta finalmente 

'i (8) 

Num problema típico , C e t são fixados, O( e s
0 

sao co­

nhe cidos ' vn e ç são conhecidos ou estimados e (fx é calcula­

do p e la eq u a ç ã o (3). O esforço e xterno é caracterizado pe l a 

densidade espectral Sii
0

c pela faixa de frequências abrangi -

das. 

Usualmente a tensão máxima admissível Sad é calculada -

por 

3 crx 'i ( 9) 

a dotando-se o corte usual d e 3 crx na distribuição das acele 

rações da resposta. 

5. O programa de computador 

Pa ra a p lica r a teoria vista n a seçao ante rior e evitar 

os tediosos cálculos envolvidos nas fórmulas (3) e (8), de 

senvolveu-se um p rograma de c omputador para resolve r o pro 

blema de uma viga prismática de seção retangular em balanço, 

submetida a um esforço externo aleatório. 

As principais etapas do p rocedimento computacional sao 

as seguintes: 

1. Lei tura dos dados, compreendendo as propriedades me câni 

c a s do material, a geometria da estrutura e as condições 

de operação. 
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2. Cálculo da integral I, função de o(. 

3. Cálculo da frequência natural, do desvio-padrão e da ten 

são admissível na seção do engastamento. 

4. Comparação entre a altura da viga analisada e a altura -

que resultaria adotando-se para o dimensionamento o mét~ 

do clássico de concentração de tensões, para a mesma ten 

são admissível. 

S. Impressão dos dados e, para cada uma das alturas H esp~ 

cificadas, as correspondentes frequência própria FREQ, o 

desvio Gíx - DESVIO, a tensão admissível TADM e a altura 

H NORM correspondente pelo dimensionamento clássico. 

O programa foi escrito em FORTRAN-IV-G e encontra-se à 

disposição dos interessados, com os autores. 

6. Exemplo e Resultados 

Para testar o programa foi resolvido o seguinte caso: 

- Viga de liga de a lumínio 

Comprimento da viga 

Tensão de ruptura 

200 mm 

4200 kgf/cm 2 

Tempo de aplicação do esforço aleatório 1500 min 

Tensão, da curva S-N, para o número médio de ciclos 

2450 kgf/cm2 

Coeficiente de concentração de tensões = 4 

- Coeficiente de amortecimento = 0,05 

- Densidade espectral do esforço externo, suposto ruído 

branco de faixa estreita= 10 m
2
;s

2
.s 

-Inclinação da curva S-N = variável, de 6,0 a 7,0. 

O programa fo i rodado para três va lores de 0(: 6,0 

6,5 e 7,0 e para alturas da viga entre 2,5 mm e 12 mm, va 

riando de 0,5 em 0,5 mm. 

caso 

A reso lução dos três casos cons umiu 

I/0 0,74 segundos e 

CPU 0,46 segundos. 

Como ilustração, apresenta-se a seguir a saída para o 

c<= 6,5. 
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AlfA = t..s TNHGIIAl : 76.162 

li FR[O DESVIO TADH H NORH 

2.5 50.9 89 .9 4'l3.7 2.24 
3.0 61.1 98.4 ~~~o. 1 2.6f. 
3.5 71.3 I 06.3 4f.8.8 3.06 
lf.O 81.5 113.7 4~9.3 3.46 
4.5 91.6 120.6 4< 1. o 3.86 
s.o 10 1. 8 12 7. 1 114 3. 8 4.26 
5.5 112. o I 3 3. 3 437.3 4.65 
6.0 1? 2. 2 1 39. z 4'1.5 5 .n., 
6.5 132." 14 4 • q 117.6.2 5.42 
7.0 142.5 150.11 4?1.4 5.111 
7.!> 1 !> 2. 1 15!>.7 '116.9 6.1 .'1 
8.0 162.9 lbO.Il 41?.8 6.57 
8.5 1B.1 lb5.7 409.0 6.95 
9.0 1 A 3. 3 I 70.5 4f:5.4 7. 3] 
9.5 1'1 3. 5 175.2 4(12.0 7.70 

10.0 203.6 179.7 398.9 8.07 
10.5 213.8 1 ijlj. 2 3<:'5.9 e.lf4 
1 1. o 2211.0 18 8. 5 39 3. 1 8.81 
11.5 234.2 192 .e 390.11 9.18 
1z.o 2411.4 196.9 38 7.9 9.55 

Por limitaçiio de espaço nao se pub licam os resultado s 

correspondentes aos casos O( = 6 , 0 c ex = 7 , 0 . Qualitati -

vamente silo semelhantes aos resultados ac ima e se e ncontra m 

à disposição dos interessados com o s a u tores. 

7. Conclusões 

O !'rograma de computador desenvolv ido atingiu ao obje-

tivo d e di me nsionar, a baixo custo , uma es trutura simples 

?ara resistir a esforços e xternos de natureza aleatór ia. O 

mitodo apresenta possibilidade de a nãlise de estruturas 

mais comp l exas . 

Os r es ultados obtidos pela arli caçiio do programa foram 

coe r e ntes com a teoria: para« fixo, a frequência própria e 

o desv io-padrão da resposta c r esce r a m, e nquanto a t e nsão mã 

xima adm i ssíve l à fadiga de cresceu com o aumento da altura 

da viga . 

Para uma dada altur a 11 da vig a , notou-se crescimen to 

sensíve l da tensão admissível com c< , o que indica ser ne 

cessãrio uma escolha criteri osa desse parâmetro, a partir de 

dados experimentais, para o dimensionamento correto da es 

trutura. No exemplo limitou-se urna faixa razoãvel de valo 
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res dentro da qual deve se encontrar o verdadeiro D( , pois 

é difícil estimar precisamente essa inclinação a partir dos 

dados disponíveis em curvas S-N. 

Em todos os casos verificou-se que H NORM>H, para a 

mesma tensão admissível, significando que o método clássico 

leva a um certo superdimensionamento à fadiga quando os es 

forços externos são de natureza aleatória. 
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l. Stability, bifurcation and catastrophe - general remarks 

A question which must have bothered structural civil 

engineers meditating about the many disasters attributed to 

stability and buckling failures is why their colleagues in 

aeronautical engineering for instance, dealing with by and 

large much more complex dynamical stability problems have 

relatively speaking been more successful in their designs 

against buckling. Leaving standard jokes about this aside, 

the answer partially lies in the fact that the dynamical 

aspects of buckling were ignored for a long time in struc­

tural engineering. However, only in the last few years 

the complete explanation became very clear. It is a mode 

of nature which made statical buckling highly sensitive 

to imperfection so that the usual linearised eigenvalue 

analysis is rarely sufficient for a real world structure. 

On the other hand, dynamical buckling problems, usually 

of the flutter type, are structurally stable bifurcation 

in the topological sense and therefore the eigenvalue 

critical buckling parameter found from a linearised analy­

sis is quite reliable as a practical design criterion. The 

critical flutter load is affected by the real world imper­

fection anly in a minor way compared with statical 

buckling I 11. In this sense statical bifurcation and 

paradoxically enough, the simplified Hamiltonian systems in 

general are more complex to investigate than dynamical 

bifurcation problems because their phase portrait is struc­

turally unstable. This point will be elaborated further 

at several !ater occasions. On the other hand, for some­

one who is familiar only with statical buckling of the 

euler bifurcational type, dynamical stability includes 

frequently unexpected and strange phenomina. An example 

might be that recently given by Plaut who found in a non­

conservative divergence system a critica! point in a 

stable path without intersection with another secondary 

branch or the appearance of a stable or unstable limit 

cycle (Fig. l). This would seem to contradict a funda­

mental theorem by Thompson. However, one should bear in 

mind that although Thompson did not mention it explicitly 
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a 

Fig. I Criticai point with­

out a secondary branch 

v 

y 

Fig. 2 Gaiioping instabiiity 

without a point of 

bifurcation 

he probabiy meant by his theorem oniy distinct criticai 

points in gradient systems for which the path should become 

unstable when exceeding Ac. This is not the case in Fig. 2. 

There are also cases where a bifurcation can exist without 

a bifurcation point (Fig. 2). This would be the counterpart 

of the case discussed by Plaut and is analogous to the non­

classical contact buckling found for instance in pressurised 

rings confined in a rigid surrounding such as that consid­

ered by Tsang and El Naschie. 

There are two main approaches to the theory of bifur­

cation, staticai or dynamical. The first is the topoiog­

ical approach of Poincare, Andronov and Pontriagin. The 

second approach is the quantitative approach which mainly 

uses power series methods. 

The advantage of the quantitative methods is in 

obtaining numerical results. Their drawback is that they 

do not give an insight into the globality of all possible 

situations as do the topoiogical methods. In view of the 

Iack of a complete general theory of bifurcation, it was 

always advisabie to explore a new problem using topolog­

ical methods and determine the main characteristics of the 

solution before starting the quantitative caicuiations. 

This trend is iliustrated in several recent papers. 

Although a complete general classification of bifurcation is 
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far from being at hand, sever al considerable advancements 

were made in modern times for s pecialised fields. The most 

important development with regard to the present work is 

Koiter's classifications of elastic conservative bifur­

cation and Thom's catastrophe theory c lassifying singu­

larities of structurally stable gradient systems. 

Koiter's theory uses perturbation methods and the 

energy theorems of Lagrange while Thom us e s modern topo­

logical methods. The interaction of these two theories 

resulted in a wealth of hard core applications of catas­

trophe theory and a deepe r insight into the post critica ! 

behaviour of structures. ln Ref. 11 I El Na schie gave a 

c lassificati on of bifurcation arising from a center or a 

point attractor in connection with Koi ter's theory an d post 

flutter bifurcation. 

ln elastic stability the question arose quite e ar ly 

as to whether nonconservat i ve systems could be c l ass ified 

in a s imilar way t o tha t of Koiter's theory, also with 

respect t o imperfection sens iti v ity . ln the meantime the re 

seems to be a revived interest i n elastic buckling unde r 

polygeneti c loadin g due to the increased interest in flow 

induced vibration and certa in ana l ogies to p r ob l ems inclu­

ding follower fo rces. The main proble m in investigating 

nonconservative systems is that there are no theorem like 

that of Dirichlet-Lagrange guaranteeing stability. It is 

frequently taken fo r gran ted that a r is ing post critical 

branch is stable an d a fa llin g one is un stab le which is a 

misconceptio n except for c onservative syste ms whi c h was 

proven by Koi ter using energy t heorems. Such c l as sifi­

cation cannot be made apr i ori fo r nonconservative systems . 

However, in the case of a poin t attractor or a center 

bifurcating at a dis tinct point, the stabili ty of the new 

regime could be de termined us in g s ome of the resul ts of 

the theory of differential equations and the main problem 

thereafter i s the qu an titative analysis. Several buckling 

problems were recently considered by the authors from t he 

point o f v i ew of t opo l ogi ca l and qua n t itative analysis 
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simultaneously and. severa! discretisation methods were pres­

ented I 1-71. These efforts are continued here using a 

finite element like discrete perturbation procedure. It is 

believed that the method of discrete perturbation provides 

a much more practical method for electronic computation than 

the classical continuum perturbation procedures. 

2. General bifurcation of conservative systems 

Consider a conservative system described by the con­

vected potential W which is a function of a finite number 

of variables ai representing the behaviour space and linear 

in one controlling parameter A. We confine out attention to 

the Hessian of the quadratic form w2 at a certain point (c) 

lying on the equilibrium path given by grade W=Wi=O which in 

general yields some equilibrium curves in the configuration 

space. Suppose that the l!essian at this point is degenerate 

in one direction only as is easily revealed by inspection of 

the diagonal form /6 j. The point is thus non morse discrete 

of the corank one. Following the splitting lemma we can 

thus eliminate (i-1) variables and still fully capture the 

bifurcation of the system using one single critica! co­

ordinate a 1 and the controlling parameter A. We note that 

the non morse critica! point is Poincare unstable and that 

the minimum codimension is two. Thus taking a single 

imperfection parameter would, together wi th ,\, completely 

unfold the singularity as shown in Ref. jlj where the trans­

formation of the phase portrait is explained. We do not 

intend to carry on with the general theory but will ràther 

give an explicit discrete perturbation for a two degrees of 

freedom system. This, rather than the one degree of freedom 

system already exhibits all the special features of the 

discrete perturbation. 

3. Discrete perturbation for conservative sets 

Consider the fixed free elastica. The total poten­

tial energy of two elements is 
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1 2 1 2 PL 2 PL 
W= 2 C1<l>1 . + 2 C2<1>2 - 2<1>1 - 24>1<1> 2 PL 2 PL 4 

4<1> 2. + 24<1> 1 

PL 3 PL 2 2 PL 3 PL 4 
+ 12<~>1 <~>2 + -a<~>1 <~>2 + 12<1>1<1> 2 + 48'~>2 ( 1) 

where following Ref. 2 c 1 and c 2 are the localised stiff­

ness, a 1=<l> 1 is the rotation at the fixed end, a 2 =<1> 2 is the 

difference in rotation between the two elements, A=P is the 

axial load and L is the length of the strut . Following the 

principles of Dirichlet the equilibrium equations are found 

from aV/ a<l> i=O to be 

PL + p~<l>1 3 PL PL 2 + PL <I>23 =0 c1 <~>1 - PL<1> 1 - 21l 2 + 4 <1>1 2 <1> 2 + 4 <1>1<1> 2 12 
(2) 

and 

C2<1>2 - p;<l>1 - !:.!:<l> + PL<I> 3 PL 2 + PL<I> <I> 2 PL<t> 2 3 
2 2 12 1 + 4<1>1 <1> 2 4 I 2 +TI =O 

( 3) 

ln an analogo us way to that of Linds tedt-Poincare, we expand 

ç 1 , <1> 2 and Pina Tay lor s e ries with respect to a small para ­

meter c and obtain 

~ 1 = 1:1,1 + 1 
1> 1 ' 2 c 2 + c 2 

~2 ~ t 2 , 1 c + ; <I> 2 , 2 c 2 + . ~ . . (4) 

p ~ PC + p ( l) [ +! p (2), 2 
2 . + .... 

where >. = 'l r Y. / 3c r j , P(r)~ :J rP/ ac r l , i=l, 2 , "' 1• o~ <l> 2 , o =O 
1,r 1 c c 

and P(O)~ P c for the trivial fundamental path. Inserting in 

the equilibrium equations we notice that since c is small 

but non zero, the coefficients of c r must vanish separately 

if the equilibrium equations are to be sati s fied. Thus a 

comparison of coefficients wo uld l ead to two se ts of sequen­

tially solvable linea r equations exactly as in the con­

tinuum perturbation. Here , h owever, these equations are 

algebraic. Identifying c wi t h ~ 1 we see that 

<1> 1 'I = 1 and '~ 1• / ~ <!> I• i = •• ~ o (5) 

Here p (l), p (2 ) , --- a re t e rmed the path derivat i ves wh ile 

<1>. are t e rmed the rates . 1'he fir st se t of perturbation 
~,r 

equations is 



197 

o (6) 

and 

( 7) 

A non trivial solution of-these equations exists if, and 

only if, the matrix of the coefficients vanish. Expanding 

the stability determinant a secular equation for P is f01.md. 

Solving this equation we find the critica! load 

Pc =i {C 1 + 2C 2 ± /C 1
2 + 4c 2 2 

and remembering that ~ 1 , 1 =1 the r ate ~~, 1 is 

(8) 

This is obviously identical to the usual eigenvalue analy­

sis. Now one proceeds to the second arder set of pertur­

bation equations 

2 l l c ( l) L c L (l) 
E I 2<= I <l> 1 , 2 -2P ~ 1 , 2 - p L <I> 1 , 1 -4P 4> ? , 2 -2P 'P 2 , I f =O (10) 

and 

2 l L c L (l) L c L (l) 
" l 2<= z~ z , z -4P <1> 1, 2-2p <t> 1, 1-4P <l> ? , z-2P <l> z , J)=O (11) 

Here it is noted that q, 1 , 1 =1, <1> 1 , 2 =0 and Pc, <1> 2 , 1 are known 

from the preceding step. Again the so~vability condition i s 

that the determinant of the coe ffici e nt of the unknowns 

P(l) a nd <1> 2 , 2 s!1ould vanish . However that cannot be the 

case since the dete rminant is equal to a constant. Thus 

the only solution is the trivial one , namely that 

and <l> z ,z =O (12) 

The bifurcation i s clearly of the symmetric type and thus 

would unfold t o the cusp catastrophe. To decide on imper­

fection sensitivity the curvature P( 2) must be determined. 

To do this we proceed to higher arder perturbation, namely 

the third set of equations 
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3 1 L c 1 (1) 1 (2) L c 
c {~1<!>113- GP <!>1,3- 2P L<1>1, 2 - 2P L<I>I'l- 12P <~>u3 

L (1) L (2) L c 3 L c 2 
4p <I> 2 , 2 - 4p ~ 2 , I + GP $ I , I + 4p $ I , I $ 2 , I + 

L c 3 L c 
12p <1>2•1 + 4p <1>],1<1>2,1 2 } =o (13) 

3 1 L c L (1) L (2) L c 
E !~2<1>2,3- TIP <~>1,3- 4P <1>1 , 2 - 4P <~>I,I- r 2P <~'u3 -

L (1) L (2) L c 3 L c 2 
4P b• 2 - 4P <l>z,I + 12P <!>J,I + 4P <~>1'1 <l>u1 + 

Lc 2 Lc 3 
4P <1>I,I<1> 2 ,I + TIP <~>z•I o (14) 

where the only unknowns are P( 2 ) and <1> 2 , 3 • The two equations 

are easily so1ved to give P(
2 ) and <1> 2 , 3 • Following Ref. j2j 

this result is eva1uated now for the 1ocalised stiffness C. 
]. 

and we find that 

PC = 2.552 EI , $2 'I = l. 762 
L2 

(15) 
p (2) = 5.836 g > o and <l>z-3 = - 3 .7 384 

L 2 

Thus the structure is imperfection insensitive in the eng­

ineering sense although it is structurally unstable in the 

topological sense. The equation of the initial post buck­

ling for two elements approximation is thus 

PC 2.552 EI + l (5.836) EI <1> 1 2 
L 2 2 L 2 

( 16) 

To obtain a more accurate resu1t the number of elements 

should be increased. It should be mentioned that the choice 

of <1> 1 as a perturbation parameter is illsuited for the con­

vergence since <1> 1 should ultimately be zero. Therefore we 

shou1d take <1> 2 or generally <l> n. Second it is better to 

formulate the problem in terms of principle coordinate <!>i 

which is measured from the vertical axis. This way the 

result for 10 elements is 

P = 2.4 71 EI + 0.311 EI <1> 2 (17) 
L 2 L 2 I O 

This is almost identical to the exact expression 13 I· It 
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Fig. 4 Phase portrait trans­

fo rmation of subcrit­

ical Hopf bifurcation 

in the large 

should a1s o be noted that a discrete Ritz procedure of 

Ref. 3 would have 1ead t o identic a1 results. The reason 

is that in our simple two coordinate analysis for ins tance 

~~ , 1 = 1.762 means that "~~ / ~$ 1 = 1.766 for which ~ 7 =$ 1 1.762 

which is exact1y the linear re l ationship between $ 1 and ~; 

as o btained for the eigenvalue equa tio n. Thus, here lies 

the justification of the dis c rete Ritz method 13 I· So far 

the analysis is a n a logo us to that of Lindste dt-Poincare 

method except for the el imination of the s ecular terms which 

turned out to be use ful in determining the path derivatives 

without actua1ly solving the high e r order perturbation 

equations. To do this one multi p lies each perturbation 

equation with its corate. For the third order perturbation 

equation that would mean the first sho u1d be multiplied with 

o 1 , 1 the second wi th ~ ~ , 1 then added . This way one will not­

ice that by virtue of the preceding perturbation equation an 

equation for determining P( 2 ) is immediate1y available. An 

alternative scheme, a so called extraction perturbation 

method wa s formulated in Ref. I 4 I· 
Here we should draw attention to a short coming in all 

classical bifurcation analysis which concentrate on eval­

uating slope and curvature on1y where some significant 

features, away from the bifurcation po int, may be missed as 
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only when we depict the stable part of the surface after 

exceeding the stability switching curve as shown in Fig. 4. 

On general theoretical ground one namely expects an unstable 

conservative or Hopf bifurcation dia gram t o g a in stability 

when the amplitude is sufficiently large, some thing which 

would escape the c lass ical initi a l post buckling analysis 

as pointed out on previous occ asions I 6,7 I· 
5. Finite element di s crete perturbation analysis 

In the following we will outline the a n a lysis of post 

flutter behaviour using a discrete perturbation analysis 

similar to that u sed earlier. Here however , we will h ave to 

carry on the discret isati on systemat i cally to a n x and t 

dependent syste m. Further more, since we are dealing with 

a surface rather than a curve, two appropriate p e rturbation 

parameters a re needed. Considering the post flutter b e h av­

i o ur of the Beck s trut under a follower tangential l o ad f o r 

instance, the structure can be dis c retise d us i ng the pre­

ceding elements t echnique o f localising stiffness (c) , 

r o tation (~) and in the dynamic a l case , the mas s (ml. Sub­

sequently, the vibration its~lf c an b e d is c retised using a 

Fourier expansion. Finally, two p a rameters associated with 

amplitude and frequency are identified as perturbatio n p a ra­

meters. For two e l ements approxi ma tion for ins t a nce, the 

equations of motion a r e given up to third order t erms exact 

and are easily found from the equilibrium condition using 

the D'Lambert principle. We further a ssume the following 

Fourier expansion for the vibration 

~ 1 = a1 cos wt + a 3 cos 3 wt 
(18) 

~2 = b1 cos wt + b 3 cos 3 wt 

where w is the frequency and t is the time. An elementary 

justification for this ste p can be found in the classical 

booklet of McLachlan. However it can be shown that it is 

sufficient here t o consider only the first terms. Thus 

4> 1 = a 1 cos wt a nd ~2 = a 2 cos wt (19) 

Inserting in the Lagrangian equations a comparison o f the 

coefficients of cos wt leads to 

- -
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i11ustrated in Fig. 3. There the singu1arity wou1d unfo1d 

into a butterf1y catastrophe. However, the 6th jet is 

needed as shown by the first author for stiffened cy1indri­

ca1 shells js,GI. 

4. Nonconservative bifurcation from a focus 

Fo1lowing Andronov we consider the bifurcation from a 

multiple focus to a limit cycle and look at the very im­

portant special case when one and only one pair of eigen­

va1ues of the linearised equations cross the imaginary axes 

of the Gauss plane for A>Ac. As pointed out in Ref. I 1 I 
this is the sarne subject of the classical work of Hopf. How­

ever, the earliest treatment seems to b e that of Andronov 

and Witt for the minimum dimension required for flutter (n=2) 

whi1e Hopf genera1ised the resu1ts to n~2. That way we meet 

some ana1ogous resu1ts to Koiter's theory of conservative 

systems in so far as there are a stable and unstable bifur­

cation to a limit cycle. Moreover, the stability of the 

1imit cycle depends on the sign of the curvature of the 

surface of limit cycles as shown in Fig. 4, Ref. / lj. How­

ever, here the analogy cea ses and we make the interesting 

observation that the quadratic projec tion vanishes automati­

cally leaving us with no possibility of getting the trans­

c ritical case contrary to the statica1 conservative bifur­

cation where the asymmetric (transcritical) point of bifur­

c a tion, well known from Poincare's exchange of stability 

exists. Consequently, the slope of the critical point of 

the surface of limit cycles is always zero. It should be 

noted that this is, of course, va1id for a bifurcation dia-
z 

gram in A-a space and not for the occasionally used A-a 

space where a is the amplitude. The second point where this 

bifurcation differs from Koiter's bifurcation is tha t it is 

a structurally stable bifurcation in the topological sense. 

Imperfection sensitivity is thus a minor effect as for a 

1imit point which is the only structurally stable singular­

ity in a conservative system I 1 I· It is also worth noting 

that obtaining the curvature of the surface of limit cycles 

alone can describe the phenomena of hard self excitation 

but not the hysteresis behaviour. The latter can be seen 
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(-3~ 2 + 2 - A) a1 + (-~ 2 - 1 + A) 1 a2 + aA ;1 1 3 

3 3 3 1 
+ (ã~z- aAla1 2 az + ( ocs 2 + BA)alaz 2 + (B s 2 - BA)az 3 

(-s 2 - l)a 1 + (-s 2 + l)a2 + ~~ 2 a1 3 - ~s 2 a1 2 a2 

+ ~~zalazz = o 

(20) 

o 

(21) 

where A=PL/c, ~ =wL lm/C, C=C 1=C 2 , «= l/2 and B= -1/2. There 

is no problem extending our previous discrete perturbation t o 

the present case using two parameters as shown elsewhere by 

El Naschie and Wu. However, here we will follow another way. 

Consider the linear eigenvalue first, then from the char­

acteristic equation and following the Burchard criteria the 

critica! value and critica! frequency are 

c r-:- c /12 A = 3.5 - <2 ~ 2.\86 and ~ = 2 = 0 .8 41 (22) 

Now we express a 2 in terms of the critical coordinate using 

the eigenvalue equations. Thus 

c 
a z 

c 
P ai where p =3+2fi=5.83 

Introducing the increments u 1 and u 2 we have 

a1 = a 1c + u 1 and a z = azc + Uz 

( 2 3 ) 

(24) 

Inse rting in the nonlinea r e q uation and writing them a s two 

linear homogeneous equation in u 1 and u 2 the solvability 

condition for these equations is that the determinant of the 

coefficients of u 1 and u 2 should vanish. That way a second 

characteristic determinant is obtained which upon e xp a nsion 

gives 

2 ~ 4 - 7~ 2 + 2A F,2 + l + 

+ 3 BP 2 3 
+ !F'z > r, 4 + 

c2- 4p - oc p 2 + 2oc p 
4 

cl. - 2.A + 2.p 
4 8 4 

+ l.p A - 2_pz A 
4 8 

+ ocp2 + 2«p + 3Bp2 + 1 pZ ) t; 2 + }_A } 
c z 

= o 
8 8 ai 

(25) 

Finally the increment of loading and frequ e ncy can be intro­

duced so that 

A = Ac + À r, = f, c + n (26) 

Inserting in the last equation one obtains 

---
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A 
c 2 

A - 4'1 + 32.5 (27) 

Thus the coefficients of n i s negat~ve as should be while 

that of a 1
2 is positive, indicating a stable limit cycle. 

In fact, by increasing the nu ;~ber of elements we see that 

the Beck problem exhibits -a super Hopf bifurcation. The 

critica! eigenvalue is the refo r e a s ufficient design criteria . 
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S umii r i o 

:'-lo rresentc t r ;1halho c dese n vo l v id o um pr ocedi me nto 

pa ra d ctc rmin;•r a matri z d e ri gide z d e um e l eme n to f inito 

de v ·ig;.~ c urva es:>cssa, at ra vé s do pri n c Ípi o da e nergi a po ­

ten c· ial mÍn i ma. O campo d e d es lo c am e nto ê interpol:Jdo por 

po l inômios de llermit e de :)9 gra u. São apresentados resu l ta­

dos da an;l lise de viga s curvas co m uma relaç ão entr e o ra i o 

de c u r vatura e a lar gura da hasc igual a 10. 

A pro cedurc to cvalua t c the s tiffness matri x for a 

t h ick c ur vo u b e am c l e mc nt is d c vcloped h y mca n s o [ th c mi­

nimum potent ial c ncrgy princip i e , ap p licd to finit o c lcmcnts. 

The disp l accmcnt ficld is prcscrihed though 3rt.! d cgrcc !l er ­

mito polynomial cxp3nsi ons. A curvo u bc3m with radii to 

thickncss rclation cqu3l to is ana lysed. 
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1 - Introdução 

Elementos fin i tos sólidos, do tipo isoparamétrico, fo~ 

necem soluç6es bastante precisas para problemas envolvendo v! 

gas curvas. Entretanto , devido às suas características de in­

t e rpol ação, tais elementos requerem malhas bastante re fin adas 

nesses casos. Esse fato os torna antiecon6micos para aplica­

çõ es práticas e tem mot ivado o desenvolvimento de el ementos 

com caracter ística s de viga que aprese nt em ra zoáve l precisão 

na análise desses problemas, sem necessit ar em de malhas mui 

to refinadas, 

Com o presente trabalho , pret e nde-se desenvolver um el ! 

ment o fi n ito de viga cu r va com boa se ns ib il idade às so li ci ta­

ções de fl exão, torsão e cisa lhament o, a través do método dos 

deslocamentos. 

2 - Relações Deformações Deslocamentos 

O el ement o t em sua fórmul a ba seada na geometr i a de um 

s egmento de haste ci rcular pl ana, cuj os s ist ema de coordena 

das e parimctros dimensionais são apres entados na figura 1 . 

~ ~ r 

[ 

' 'e-'0 
---- -.. q..o r ·;- ' .. c 

' 
/ 

. (1-,..~ 
~ .. . 

~?·y 
r 

Figura 1 - Segmento de haste ci rcular plana; sistemas 

de referência e dime nsões. 



207 

Para essa geametria, as relaç6es deformaç6es- desloca­

mentos assum em a forma 121. 

w + 
2R0 u , l 

Ro + X3 

(la) 

(lb) 

[Cu .~) 2 
+ Cv. 3 J 2 

+ Cw,3l 2
] 

(I c) 

[ u , 2 A + v , 1 + u ( w - w , 2 ) - u ( u + W) + 
2 A R0 R

0 
+ x 3 

+ A(u • 1 u • 2 + v 
'1 

v 7 + w 
'1 

w 
'2 

J] (ld) 

1 [ u ,:'i w u w ,:5 
t: l 3 -- u 3 A + w ,I - u -

2 A ,. R o + x3 Ro. + x3 R o 

u 
(u + :v_) + A(u + + \; '3) J (le) ' I . 1 ll ,3 v . 1 v 

'3 
w 

' 1 
R o + x3 R o 

![ 
u ll • 2 

t:23 v 
' 3 

+ w ,2 
- + u 

'2 
LI . 3 + v • 2 v 

' 3 
+ w ,2 w' 3] 

2 (Ro + x3) 

sendo: 
A = (l+X3/R0 ) 

u, v,w - deslocamentos nas Jircç6es 1 , Ze 3, r espectiv! 

mentc,e 

c ) . 
• l 
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Admitindo-se que as deformações são pequenas , pode-se 

desprezar as t ensões cisalhantes resultantes da s distor ção 

no plano da seção, em presença da s t ensõe s ci salhantes dev i ­

da s ao empenamento 14,61 . Se os desloc amentos sã o tamb i m p~ 

quenos, existe uma rel aç ão linear entre deformação e des loca 

mento. Então, as equações (1) assumem a form a : 

R o u, 1 + w (2a) Ell ~ 

Ro + x3 Ro + x3 

Ezz ~ v, z (2b) 

E33 ~ w,3 (2 c ) 

R o 
(Zd) t: lZ = ~ (u 2 + - ------ v 1) 

2 ' R0 + x3 ' 

- ~ u (2e) t: l3 ~ - Cu,3 +- w,l) - ------
3 R

0 
+ x3 R

0 
+ x3 

E = -
23 2 Cv. 3 + w_2) ~ o ( 2f) 

As equações ( 2) po dem ser organ i zad as na fo rm a de um 

operador dife r enci a l e apres entada s ma t ri c ialme nte como : 

t * 
{t:} = {E ll E22 E33 EJz c13 J ~[ R J { ó} (3 a,b) 

onde 
{E } - Campo de deformações 

[B *] - Ope r ado r diferencial obtido a partir de (la .... , f). 

{ó} - Ca mp o de de s lo c ament os no e leme nto. 

3 - Formulação do elemento f in i to 

Os deslocamentos no elemento são i nterpol ado s a pa r ti r 

dos deslocamentos nodais, na forma: 

1 
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{ 6) (N] I Õ I (4) 

onde 
[N] - Matriz das funções de interpolação 

( ó } -Vetar deslocamentos nodais. 

e os eleme ntos da matriz [NJ são funções polinimiais do tipo: 

sendo: 
k a . . 
l J 

i=l, m; j=l ,n 

(Sa , b) 

Component es co nstantes das funçõe s d e inter ­

polação. 

k 
~ i fx 2 . x3) - i-~ s ima co mponente polincmial no p l ano da 

secção. 

- ~sima c ompon e nte de interp0!a çã o na dir e ­

ção axia 1 . 

~(x 1 )- função de interpolação [Uc satisb : ..:ondi-;ccs 

de contorno homogênc;:~s no~ nó~. 

k = I. : .3- indiL~3 furH.:~Jo Jl' in~crpola..;3o deu. , . _ h. rL's 

pcctiL•mcnt c . 

Da m:1ncira como for:~m inteqlOLhlo;; o~ dc;;Io,·:llllt'll t <'S 

o b serva - se que o vctor dc;;I oc amcnto;; nodai;; tcr:Í (m'i ~l ,·omp<_:: 

n t• nt cs. Cons iderando-s e o t' !emento com t• gLill:> de I i bl•rdadc 

por nó , torna-se ncce ss:íri:1 :1 co nd c nsa•Jw ,~o_. (m ' n-1 2 ) par:lm~ 

t r os n ii o no dai s do v c to r d c s I o c a m c n t o . P :1 r a fac i I i LH c s s a 

op e raçã o, reorganiza-se o rctor dc;;locamcntos {6) na forma 

{ ó} s ={-:-1 lb) 
3' 
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onde: 

li) - vetar do s deslocamentos e rotações nodais do ele­
mento 

{ 8} - vetar do s purimetros nio nodais do e l eme nto. 

Para um materi al homog~neo, isotr6pico c com comport! 
me nte e l ast i co lin ear, tem-se: 

onde: 

onde: 

{o} [c] 1 c J (7) 

{o} - ve tar tensões no elemento 

[CJ -matri z da s propriedades c l 5s tic~ s ; t . ~.s : 
Substitu indo - se (3b) c (4) cm (7) resulta: 

{ a ) =[c] [B* ] [NJ { 8 ] [c] [B] { ó } (Ha , b) 

[B) - m:~triz das relações deformações- J cs locamcntos n9_ 

dais, rc s ul tantc's da aplicação das rela-;oes defo.!:_ 

nwçõ cs dos locamcntos ao campo de dos locamentos, 

ex presso na equ ação (4). 

Na aus~ ncia d e forças de corpo c estados de deformação 

inicial, a e nergia potencial total de um corpo c l5stico l ine 
a r é dada por : I I , .) ; 5 I . 

1T ~1 {l) t {o} dv- j {T]T { o ) ds (9) 

s 

onde: 

(E ) - campo d e dc formaçoes 

(o) - c ampo de tensões 

{T } - forças de s uperfíci e na região do co ntorno 

{ô) - campo de desloc amentos. 
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Substituindo~se (3b), (4) e (8b) em (9) e realizando o 

processo variacional para obtenção da primeira variação, 

tem-se: 

[K} (6} (F} (lOa) 

sendo: 

[K] • r [B] T [C] [B] d• (lOb) 

a matriz de rieidez intrínseca do elemento 

{F} - Vetor força resultante 

{c} - Vetor deslocamentos nodais. 

Reali zando-se o processo de condensação estitica, de 

acordo com ( 6) , resulta: 

que pode s e r reescrita como 

onde: 
[K] 

(lla) 

{FI- (Klz] (Kzzr' {F} 

(llb) 

(llc) 

é a matri z de rigidez intrínseca do elemento em termos dos 

deslocamentos nodais e, 

(lld) 

é o vetar for ç a resultante redu z ido do elemento. 

4 - Análise de resultados 

O campo de deslocamentos utilizado. foi obtido a par­

tir da análi s e de virios campos de deslocamentos, para os 
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quais se verificou a convergência e pr ec i s ão na interpolação 

dos deslocamentos no elemento 121. 

<P 1 (x 1) 0,25(xl 3
- 3x 1 + 2) 

<f> 2 (X 1 ) = Ü , 2 S ( -X ]3 + 3 X 1 + 2) 

q, 3 (x1) 0 ,2 5 (x1' - x 1 • - x1 + l) ( l 2a ,a ,c ,d, e ,f ,gJ1) 

<l>4 (xl) 0, 25 (x1
3 + x1

2
- x1 - 1) 

~ (x 1 ) = (l-x 1
2

)
2 

(lji 1 ) = ( J, Xz,X3,Xz,XzX3,x3,xz,Xz'x3,Xz X~, x_3 . Xz . X~ 

x 3 , x~x~. x2x _3. x3 .x 2 . x2x 3 . x~x ~ 
" .) 

x2x3. x 2x3 .x3J 

{1/J ' } = {l, xz. X3, xz',x z '} 

(lji 3 }=( l,x z, x 3 ,x 3
2

, x3'l 

Os r es ultado s obtidos são comparad os com o s da r e f e r ê n­

cia j lO I , t orn ados como ex a to s . 

Todas s oli citações que oc orrem numa carga gen6ri c a per ­

p endi cular ao plano de curvatura da viga. podem ser t e stada s 

por uma car ga concentrada na extremidade, j5 qu e ocorrerão 

tor ç ão, fle xão e c i sa lhamento ao l o ngo da viga como num cas o 

de c a rga mais complexa. 

A tabela 3 apresenta os r esultados da flex ã o , ã ngulo de 

tor ç ã o e ãngulo de giro da s e ç ã o na ex tremida de livre de 

uma v i ga curva mo s trada na Figur a 3 . 

Obs erv a - se , nos da dos abai xo um enrijeciment o da estru 

tura qua ndo a r e l açã o L/11 < 2 ,62 pa ra o e lement o . 

Por outro lado , os valores de so li ci tações in ter nas 

mostr am-s e bastante bons, o que permite afirmar 

que os modo s de de formaç ão constante nã o são pl e namente sa­

tisfeitos c om a formulação proposta. 

~~ .. ~ .... 
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f'jgura :'\ - Viga L·11rv a e ngastada. 

E =10
6 

N/.,
2 

~ = 0.0 

T:lhcl:J I- Ângul o d e tra çii o o 1 , ângulo de tração 83 e 

Jcfl cx iio v n a e xtr e midade livre. 

~-_:::J~-g~~-o ~~-~~;;-ç·i~~--- Âng~~o_d_e_g i r o 

U~-~-~! o dc 1 o I:r ro', 

1 1 , I S'J!Ix 1 O- '• 

Deslocame nto 

I 2 . 50 
-!-----!-- · ···--- - -- -----

l , 4 2 7 9x 1tl- '• 5, 00 93x l0- 3 4, 04 

1 ,1 7 80x !O- ' S,O!l .) Sx!0 - 3 
2 '6 2 

1.4109x!O- ' 1 ,7S77x !O-' 4,9 348 x10- 3 5 , •17 
··--- ···. · ·· - -- --- -- --- ·-- ---- - ~--- ... 

Ex a t o : l , •1 b 2 5 x I 0 - ' Ex a to : 5 , I 8 S 1 X I 0- ' Ex a to : 5 , 22 0 2 X 1 0- n~ 
-------------------·- ··· ·-·- ·-· - - -- .. ------·-·· ---- - ·--- ----------J 

Ta hel a 2 - llistrihuiçiio do e s fon;o co rtante V, torque I 

c mo me nto f1ct or M:; na v iga . 

-~~~~~-il~:~~-- ----~(Nm) 

0 , 0 *. ~>999 
o:_o _ __ H.~'lo 

0,0 6,1730 
--- ·- - --· 

0.0 4,4442 

3,82 69 

1 '9 509 

0,0 0,0 

ERRO("•) 

0,018 

0 . 00 7 

0,001 

0,00 2 

0,006 

0,0 

0,003 

0,0 
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5 - Conclusões 

Os r e sultados apr esentados mo s tr am que a formulaçã o 

apr e sent a da o ferece r esultad o bastan t e bo ns na de term ·inaçã o 

de desloc~m<"ntos c so licitações int e rnas em v i gas cu r vas de 

grande c urvatura. 

Para complement<Jr a formulação propost a , pode-s e dcsc!l: 

volver um proce sso para determinação de tens õe s , j~ que o 

principio variacional usado, bem c omo o C<Jmp o de de s l ocamen­

tos, não permitiram boa c onv c r g~ n c i a no c~l cul o dir e to das 

t ensões. 
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SUMÃRIO 

O presente trabalho apresenta um método de cálculo das 

deformações em uniões parafusadas, adotando o método de ele­

mentos finitos como ferramenta de cálculo. O procedimento d~ 

senvolvido também permite o cálculo da pressão nas superfí­

cies de contato das peças unidas por parafusos. Para mostrar 

a validade do método, foram analisados dois tipos de uniões 

parafusadas e os resultados teóricos são comparados com da­

dos medidos em modelos experimentais. 

SUMMARY 

This work presents a method, developed to calculate 

the deformations in bolted joints, using the finite element 

method as a tool. The proceedure, also permits de calcula­

tion of the pressure distribution at the contacting surfaces 

of the clamped components. To show the precision of the 

theoretical results, these are compared with the measured 

results from test rigs. 
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1 - Introdução 

Em certas aplicações priticas de uniõe s parafusadas, 

tem-se por principal atividade a anilis e da resist ~ ncia e stã 

tica c a re s ist~ncia ~fadiga dos parafuso s , s em maiore s 

pr e ocupa ções com relaçio ~ rigide z do conjunto e da d is t ri ­

buição de pressão de cont a to das peças. Hã ca s os, como em mi 

quina s f e rramenta s , no s quais o prin c ipal objetivo 6 o proj ! 

to de uniões rigidas c para que i s to seja possfvel, 6 ne ces­

s irio qu e s e tenha um método que permite uma d e termina çã o 

pre c i s a das deformações no sist e ma da junçio parafu s ada. Em 

flang cs par a fu s ados de va s os s o b pre s são 6 nccc ss irio qu e se 

garanta uma boa veda ç ão c isto é v iivel quando se tem um bom 

conhe c im e nto da distribui ç ão de pres s ão de c ont a to no fl angc . 

A formulação t e6ric a do mé todo , de cil cul o das defor­

maç õe s c da di s tribuiç ã o de p r e s s ã o de contat o de c orpo s 

c li s ti co s cm contat o . e ncontra- s e de s crita na s referên c ia s 

[1 . 2 , 3]. A adapta ç ão do método para a anãli s c de Unloe s r~ 

rafusa da s e nc ontra -s e, cm detalh es . na s r e fcr~ncias [4 c Sj 
e no pr 6ximo [tem s e ri apre sentad o 11m r e sumo do me s mo. 

2 - M ~ todo de Cilculo 

O primeiro p a sso do mé todo con s iste c m tr açar uma m:t­

lha de eleme ntos f i nitos do si s tema da j unta parafusada , t c n 

do como Gni c a restrição que os n6 s sohr c a s sup c rffcics de 

c ontato se j am coincidente s co mo mostra a figural. Es te s 

n6 s são i nt e rligado s por e l emento s espe c iais de harra, com 

uma rigide z ax ial c de ci s alh:tr"<' nto dad :1s por· 

Kn (i) 

Ks (i) 

A(•;m) t / mA(i) 
r n (' l J 
~ c 

A( i) An(i) S/ m 
-·-(- - ) 

R C 

(1) 

(2 ) 

Nestas cquaçôcs C ,m S c R são parâmetro s depe nd e nt e s 

do par de materiais e do acabamento superficial no conta to 
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Figura l - Malha de elementos finitos de um flange pa­

rafusado. 

das peças unida s [2], A(i) é a area de contato de influência 

de cada par de nós i. O valor de Àn(i) é a deformação de co~ 

tato ou seja a compr essão das aspe re zas das superfícies qu a~ 

do su bmet ida s a uma pressão de contato Pn(i). Estes do is va­

lores estão relacionados pela equação 

onde adota- se as unidades de Àn(i) em ~m e de Pn(i) em 

N/ cm 2 
• 

( 3) 

Definida a malha de elementos finitos c para uma pri­

meira iteração, arbitrada uma di st ribuição de pressão f unç ão 

do ca rr eg amento ex terno, pode-se com o au xí lio da e quação 

(3) definir, para todos os pares de nós, os valores de ri gi ­

dez dadas pel as equa ções (1) e (2) . Tem-s e assim os dados 

preparados para submeter a um programa de elementos finitos . 

obtendo a configuração deformada da estrutura. Através desta 

c onfiguração, os valores da rigidez das barras serao re-defi 

nidas para uma nova iteração c assim sucessivamente até con 

seguir a convergência como descri to nas referências [1, 2]. 
A seg uir serão apresentados os resultados teóri cos 

obtidos, adotando o método de cálculo proposto no ítem ant e ­

rior e que são comparados com resultados teóricos [6] ou me­

didos em mod e lo exper imental. 
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3 - Mode lo de dois discos com um parafuso centr al 

A f igur a 2a mostra o modelo de dois discos com um para­

fu s o central. Para a anil isc te6rica, o e f eito do parafuso 

fo i s ub s titu í do p or uma pressão, r es ultante da [orça de aper­

to , uniformemente dist r ih u ida na região de contat o da cabeça 

e da po r ca . Es te modelo, a do t ado na r e f e rência [6], a pr esent3 

um raio de furo n a s chapas Ri= 2 , 54 mm. um l';.ti O exte rno da po.r.. 

ca Rc=7, 87 mm, ra i o ext r emo dos disco s Re=39 , 12 mm c es pess~ 

ra s h das chapas de 1 ' 2 7 ' 2 '54' 3,38 e 5 , 08 mm . A fo r ça 

de a pe rto do pa ra f uso foi de 4994!'\, o que co r respo nde a uma 

pr e s são m ~ di a no ca nt a ta de 1 , 04 N/mm 2
• 

A mal ha de e l emen t os fi nit os , empregada na so lução do 

problema, estâ apr e se n t ada nas figura s 2b c 2c . 1\ fi gura 2b 

mo s t ra um cor t e dos discos com a r ep r e s entação dos eleme n tos 

binodais e a figura 2c mostr a a malha adotada num sctor de 

30° . Nos disc os foram a do tado s elemen t os quadrangulare s com 

rigidez de membra na c f l exão e para a s olução f o i ado t ada o 

programa I' ROASE [ 7]. Nu f i gu r a 2b te m-s e , também , indicados os 

carr egamento s nodais r e sult a nt es do ca r regamento do ape r to 

do parafuso. 

Co nside r a ndo o aço para material dos discos c acabamen ­

to s uper f icia l , o r e ti f i c ad o, e n t ã o, tem-se para os parime ­

tro s da s s up e r f í c ie s cm co n t a to, C=0,09, m=O.S, R=O , l2 c 

S=O,S. Re s clvendo tem- se, na f igu r a 3, a di s tribu i ção de pre~ 

são no c ontato dos dois discos co ns id e r a nd o d i feren t es espes­

suras dos me smos . Nesta f i gu r a tem-se Pn , q • a p ressão de co n­

tato num po n t o q c p é a pressão r esul t ante da força de aper­

to do parafuso como mo s t ra a figura Za . A figura 4 mostra a 

deforma ç ão normal i sup c rffcie de con t a t o. Na r egião pr6xi­

ma do parafuso central t em- s e valores neg ativos d e An c que 

repre sentam a metade da compressão da s asperezas c na reg i io 

mais afastada, os v a lore s p ositi vo s r e pr ese ntam a metade da 

separação Jos d is c os . 

A f igura S mo stra uma comp a r ação e ntre os r esul t ados da 

di s t ribu i ção de pressão de conta t o ohtida pelo método propos ­

to n e ste t ra balho e o m~todo proposto na r e f c r 6ncia [6]. 
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l _.L 

ll p 

I l 

I I 
p 

I R r&- 1 

I 
R e 

lal 

lb) 

Fig ura 2 - Modelo de discos com parafuso central c ma ­

lha de elementos finifos . 

Neste 0Jtimo. tamb 6m, foi adotado o m6todo dos e l emen ­

tos finitos. mas na reg ião de conta to. onde havia ten sões de 

compressão, considerou-se uma li gação integr al dos dois dis­

cos ou seja um no comum no co ntato c na região onde haviam 

tensões de trar~o cnrsidcrou-sc um a separação das duas peças 

e um no foi substituido por doi s , um cm ca da peça . Analisando 

os resultados verif i ca - se que os mesmos são coe r entes co m os 

esperados quando a espessura dos dis cos ~ aumentada. Para a 

ma ior espess ura dos discos, figura Se, o valor obtido na re­

fer ~nci a [6] apre senta urna maior difere nça, mas analisando 

os resultados no seu conjunto, este Últi mo resultado não apr~ 

senta uma tend~ncia lÓgi ca. 
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----~TI 
ES PESSURAS 

_...... h :: 1, 2 70 mm 
,.->h :: 2,540mm 

,.. ~·-""'···,..,h: 3,378mm 
.-- >/__.h = 5,080mm 
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Fi gur a 3 - Oi s triht ti çüo J c prcss üo de contatu do s di s ­

cos ao l o ngo J o raio , para difer e n t es esp c s 

8 

7 

6 

5 

E 4 

"' - 3 

2 

suras. 

DEFORMAÇÃo DOS DISCOS 

CARGA DE 4994N h= 1,27 

h :~,:_4---
__. --- --h==~a--­---- -- - ~~'<?.8-- ··· -

I 10 / --- - - . --o I 7 , ::7 r;_ ,...--I I I I I 
5 25 30 35 40 

r (mm) 

-3 

Fi gura 4 - Deflexão d os dis cos, normal ao c onta t o do s 
mesmo s . 

_j., 
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Trabalhe s de G.ould e Mikic (b) 

---- Obtidos neste trabalho 

1,2 

·-
5 r/~1 7 

Figura 5 -Compa ração do s resultado s da distribuição de 

pres s ao no contato do s dis cos. 

4 - Mode lo de uma co luna de se c ção c ir cul a r para fu s ad a 

n a ba s e 

Na figura 6 t e m- s e o mod e lo de um a co luna fi xa , a uma ha 

se r ígida, atravós de qu a tro parafusos N6 i gualmente espaça ­

dos . A base e a co lun a são de aço c a s s uperfí c ie s de co ntato 

foram r e tificada s e des t a forma a dotou-s e os valores de 

C•0 , 09 e R• O,l 2 . Na fi g ur a 7 est~ indi ca da a malh a d e ele­

mento s fi n i to s d e me t a d e do flan ge umaye z que o modelo apre­

s enta um plano de s im e tria de car r egame n to e ge ome tria. Para 

o flang e e a c oluna fo r am u s ados el eme nto s p lano s qu adra ngul ! 

r es c triangulares com rigidez de membran a e flex ã o. Os furo s 

c irculares , de pa s s ag em dos p a rafus os. foram apro ximados por 

furo s he xa gonai s e a f or ç a de ap e rto de cada pa r a fu so . de 

21000 N. fo i distribuida, i gualmente, en tre os se i s nós do e n­

t orno dos me s mo s . 

Considerando os carregame ntos . a me s ma for ça de aperto 

nos quatro parafusos c uma força pont ua l hori zo nt a l a uma al­

tura de 320 mm c adotando o p rograma PROASE [7]. obt ém- se os 

d es l ocamentos nodais most r ados na figura 6 . Para verificar a 

precisão do mé todo d e cãlculo fo i co nstruido um mode lo cxper! 

me ntal , na s dime ns ões da f i gura 6 c med i u- s e o s dcslocamen-

tos horizontais na coluna dos ponto s 1 e 2 . respect i vamente. 

nas a lturas de 280mm e 400mm, A tah e l a mostra uma compara-
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terno e de a pert o dos parafuso s . 
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çao entre os resultados teóricos e experimentais bem como a 

diferença entre os resultados da col una com a junta flexível 

e a junta rígida. 

PLANO DE SIMETRIA 

Figura 7 - Malha de eleme ntos finitos do flange da coluna. 

Tabela 1 - Deflexões calculadas e medidas na coluna 

Métod o Teórico com a junta Teórico com a junta ~1edições 

Po s i ção flexíve l !llml lllml ~ llm ! 

1 59 ,3 17 '9 80.0 

2 104 ,27 29,5 117 , 0 

Tomando os valores medidos como referência. as diferen 

ças e ntr e os resultados experime ntias e os teóricos nos pon­

to s 1 e 2 são respectivament e, de 2 5.0~ e 10,9~. 

5 - Conc lusões 

Na figura 5 tem-se a comparaçao dos resultados. da di s 

t ribui çã o de pressão de cantata dos discos, obtidos por dois 

métodos teóricos. Os resultado s do método proposto apre sen­

tam uma tendência de diminui ção da pressão.próxima do paraf~ 

so e dist ribuição sobre uma ãrca maior. quando a espes s ura 

do s d iscos aumen ta. Estes re su lt a dos são os esperado s . As! 

mulação do cantata na referência [6} , na região onde os dis-
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co s entram em cantata, não ~ adequada. isto porque, cons idera 

uma ligação rigida en tre os me s mo s, logo as diferenças podem 

ser justificadas. 

No modelo da co luna tubular obteve-se uma ra zoivel 

aprox i ma ção en tre o s r es ult a dos te ó ri co s c os medido s . As di 

fcrenças podem ser atribuídas aos er ro s da prÓpria so lu ção 

por elementos finito s, adotando uma malha de e l eme ntos mai s 

apropriadas, e rros de fabricação do model o. prin c ipalmente , 

no plano de cantata com a base e os erros da medição. 
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l. First Abstract 

Une méthode par colloca tion pour la solution des problemes de 

coques demand _e qu'un nombre suffisant d'équations, obtenues à part i r 

des conditions d'équilibre et de deflexion existent pour que l 'on 

puisse évaluer toutes les constantes des termes de la solution. 

En séparant les effets dues aux condit~ons d'équilibre statique 

des autres conditions on propose pour la solution des probtemes d e 

coques l'utilisation d'éléments finis de tres g rande dimensions. 

2. Second Abstract 

A col location method of solution for shell problems requires 

su ffi cient equations, from the application of equilibrium and defl ection 

conditions, to enable all the constants in a series solution to be 

obtai.ned. 

By se paratíng the effects of statically determinate equilibrium 

conditions from the remainder, it is proposed that very large finite 

elements may be used for s h e ll probl ems . 
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3. Introduction 

The most common procedure for stress analysis us ing finite 

elements is to use a minimum energy princ ipie to evaluate the constants 

of a series solution. ln the case o f shell problems thi s usually lead s 

to the approximat ion of distribu ted pressure loads by conc entrated load s 

at the node points. 

By contrast, the collocation method , while still using a series 

so lution, evaluates the con s tants by direct solution of a system of 

shell equilibrium and compatibility equations at the noda l points. It 

is not nece ssary to approximate distributed loads by concentrated 

l oads. 

The principle of this approach ha s been demonstrated u sing quit e 

large elements f or a number of s hell prob lems in Ref e rence [1] and 

r e fin ed f or reduced computer storage requirement s in Ref er ence [2]. 

The o bj ect of this present pape r is t o o utline a met hod of 

extend ing this method t o higher arder e l e ment s in arder t o atte mpt 

solutions of higher accurac y with a given number o f elements or 

alternatively to use fe wer elements with the sarne ac curacy. 

4. Series Displacement Relations and Shell Eq u a tions 

Any s ystem of shell equations c an in principle be used as a basis 

o f this collocation method. The f ormulation based on the well kn own 

equatio ns o f FlUgge [3] f or s hells with symmetri ca l geomet r y a nd 

load i ng, a s detail e d in [1], involves the f o llowing variable s . 

Force and moment s per unit length : N~ , N 8 ,Q~,M~,M8 . 

Displacements: v, w,õ,B (1) 

Loads: pressure p~ and pr' components of edge loads, V and H. 

The notation and sign conventio ns are as given in the above 

references. A ring shaped finite element is assumed and any shell 

struc ture to be analy sed i s div ided up into a number of such rings ~ 

Thus this method i s appli cable to shells made up of axi-symmetric 

sections. Now the series displacement relations for the c omponents of 

displacement v (along the meridian) and w (perpendicular to the 

merid ian) are assumed to be: 
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v kl + k2 s + kl s2 ........ . 

w k,. + k, s + h1 s 2 
•••••••• (2) 

where s is a distance along the shell meridian. 

ln references[1] and [2] the series for v terminated with the s• 

term and the series for w terminated with the s 5 term. 

Now by using the stress equations, which interconnect all the 

stress resultants, displacementsand loads, it is possible to express 

all these variables in terms of these displacements v and v (or their 

differentials). 

Further, the boundary conditions at the two edges of a ring 

element consist of equilibrium conditions and matched displacement 

conditions. These boundary conditions can therefore be given in terms 

of the variables (1), which in turn can be given in terms of the constants 

k1 etc. at the two ends of an element (s = O would be taken atone end of 

an element and s = i, the meridional length of the element, at the 

other end). Now these boundary conditions have been shown to be 11 

in number and so the eleven constants k1 -k11 can be found by computer 

solution of the corresponding eleven linear algebraic equations. 

If an actual shell structure is divided into n elements, 11n 

equations will have to be solved simultaneously to obtain all the 

constants for the displacement series for all ~the elements .. 

However , it was shown in Reference [2] that six of the eleven 

conditions can be considered as determined by overall equilibrium 

conditions, independently of inter-element boundary conditions. 

This enables the solution for the six corresponding constants 

to be carried out separately for each element~ The final simultaneous 

equation set for all the elements is therefore greatly reduced to 4n 

in size. (The remaining constant is for zero rigid body motion.) 

S. Internal Collocation Points 

It is now suggested that the series solutionsfor the displacements 

v and w are extended to cover larger s values and thus the corresponding 

larger elements would reduce the number of equations required for the 

solution of a given shell. Accuracy would be maintained by the use of 

internal collocation points between the two end nodes at the edges of 

a ring element. At these internal 'nodes', equations for the 'statically 
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determinate' loading conditions would be obtained. This would lead to 

overall economy of constants and corresponding equations. Extra terms 

and constante would be added to the series solutions (2) for v and w. 

This may be illustrated by considering the analysis of a shell of total 

meridional length 3s in two alternative ways. 

(a) A solution by the procedure of Reference [1) 

Divide the shell into three elements, each of meridional length s. 

Then 3 x 11 equations would be required for a solution o f all constants 

and so all stresses and displacements. 

These equations correspond for each element to a total of four 

conditions of loading and displacement at the two outer edges and there 

are three •statically determínate 1 loadíng condítions at each edge of 

each element. Finally there must be one displacement condition 

corresponding to zero axial body displacement for each elemen t. 

would be: 

The numbers of equations for the various boundary conditions 

No axial rigid body motion 
displacement - 3 

Total mixed boundary 
condítíons at outside edges 
of outside elements 

3 loading conditions at 
each edge of each element 

2 displacement and 2 force 
contínuity conditions at 

4 

- 18 

each internal edge 8 

Total 33 

(b) A solution using one large element of meridional length 3s 

with internal nodes only at s = s and s = 2s. The numbers of equations 

for the various boundary condit ions would now be: 

No axial rigid body motion 
displacement 1 

Total mixed boundary 
conditions at outside edges - 4 

3 loading conditions at 2 
outside edges and 2 internal 
nodes 

Total 

- 12 

17 

The difference between procedures (a) and (b) amounts 

therefore to the use of 16 less constante. These correspond to the 4 
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continu i ty conditions of deflection and loading at the 2 edges at each 

of the 2 nodes at s = s and s: 2s in case (a). 

As the assumption is for one continuous function in case (b), 

which acts over the whole length 3s, then continuity of deflection and 

loads must be automatically achieved. (As there are power functions in 

s for the displacement v and w, there must be corresponding power 

functions in s, for all other displacements and all stress resultants). 

However, it is clear, that if these power functions of s are to be 

matched to the requirement of, for example, 17 conditions for the 

solution of one element with 2 iOternal nodes, then 17 constants must 

be provided in the series for v and w. 

This could be done, for example, by series: 

(J) 

It is clear that the number of equations and corresponding constants 

for the two outside edges of an element is a total of 11 and the numb er 

of equat i ons and constants for each inte rnal nade is 3. Therefore for 

n int e rnal nodes the total equations and constants will be 11 + 3n 

per e I emen t. 

Hence for m elements in a comple te shell structure a total of 

m(ll + 3n) constants will be required. 

6. Alternative Power Seríes 

Although no difficulty has been found in solving problems using 

power series with terms up to s~, it might be that computational 

probl e ms could result in using power se ries wíth high powers such as 

s 8 o r gr e a ter. 

One possible solution in the event of such problems might be to 

writ e the series in terms of ~ where A is a constant so that ~ i s of 

the order l. 

An o the r suggested possibility for experimentation would be to 

use fra c t i onal índices ínstead of whol e numbers for the series 

repr esenting the displacements, e.g. instead of k 1 + k2 s + k 3 s 2 + k 4 s 3 
.... 

use: k1 + k 2 s + k 3 s.- 1 + k 4 s 1
• 

2 + ....... . 

Wher e as when using 'closed' mathematical solutions such series may be 

intractable and therefore lack interest, using computers, the 

computation of such series would introduce new possibilities of 
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functi.onal representation. 

7. Conclusions 

A proposal for a finite element analysis applicable to thin shells 

has been made. Using large ring elements power series solutions are to 

be assumed for displacement with distance along the shell. A 

comparatively large number of terms is to be used in the series. The 

exact total number of terms used must match the requirements corresponding 

to the number of internal nodes, or internal collocation poínts, assumed 

for each element. A formula has been derived for these numbers. 

As shell equations are satisfied within the high accuracy arising 

from an appropriately larger numbe r of collocation points a high 

efficiency, of maximum accuracy of results versus minimum total 

calculation effort, is hoped for. 

lt seems difficult to establish general balance between numbers 

of elements and numbers of internal nodes but numerical experimentation 

could establish guide lines. 

Although this procedure has been outlined for axi-symmetric 

loading conditions ít can be readily extended to unsymme trical loading. 

It is possible that these procedures of collocation application might 

be used in other areas than shell stress analysis, if based on similar 

differential equations and boundary conditions. 
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SUMÁRIO 

O nresente trabalho apresenta um modelo de sÓlido esfê 

rico com formulação isoparamêtrica de elementos finitos o 

qual foi desenvolvido com base no principio da energia pote~ 

cial mínima utilizando o procedimento conhecido como método 

dos deslocamentos. 

SUMMARY 

This work presents a solid snheric model within ison_<J_ 

rametric formulation of finite elements which was developed 

within based in the minimum potential energy principies 

using the proceeding known as displacement methods. 
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1. Introdução 

Devido ao fato de os elementos de geometria esférica 

serem bastante comuns em estruturas, formulou-se o presente 

modelo de cálculo visando explorar esta propriedade georn~ 

trica a fim de tornar a análise estrutural destes elementos 

mais prática e econ6rnica pelo Método de Elementos Finitos. 

2 . .!:l_cfinição do Modelo 

O modelo é definido por 20 pontos nodais sendo 8 nos 

vértices e os demais nos pontos intermediários das arestas 

(fig. 1). E um elemento quadrático que utiliza funções de 

interpolação do tipo "serendipity" de 29 grau. Elas interoo 

larn tanto geometria corno deslocamentos sobre o elemento [3 

3 
•R,V 

"\.,,, 

~~---------------------2 

0 

FIG 1: O MODELO DE SÓLIDO ESF~·RICO COM A NUMERAÇÃO INTRINSECA DOS 

NOS, COORDENADAS NATURAIS I r, s, tI, COORDENADAS ESFÉRICAS 

( R, \IJ ' & I, COORDENADAS CARTESIANAS I I, 2. 3 I 
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Satisfazem a continuidade entre elementos, sao conformes e 

satisfazem também o critério de completividade. Estes requi 

sitos são necessários para a convergência do modelo . 

A especificação das funções de interpolação é feita co 

mo uma combinação das coordenadas intrínsecas (r,s,t) do 

elemento e das coordenadis dos pontos de integração conside 

rados [1]. Nos pontos nodais sobre os vértices, as funções 

de interpolação são definidas como [3]: 

+ ttk - 2) 

onde rk, sk' tk = ± 1 e r, s, t variam entre -1 e + l. 

funções de interpolação para os pontos intermediários 

arestas são def inidas por: 

FI ( k) = (1/ 4) (1 - r') ( 1 + ssk) (1 + ttk) 

para rk = O, sk = ± t' tk ± 1. 

FI (k) (1/ 4) ( 1 - s') (1 + rrk) (1 + ttk) 

para sk = o' rk = ± l ' tk 1 . 

FI(k) (1/ 4) ( 1 - t') ( 1 + rrk) (1 + ssk) 

l. 

+ 

(1) 

As 

das 

(Za) 

(Zb) 

(Zc) 

As coordenadas esféricas de um ponto qualqu e r do ele 

menta são dadas por uma combinação linear das fun ções de in 

terpolação c das coordenadas nodais: 

n 
R E 1'1 (i) R( i) 

i=l 

n 
ljJ E FI (i) ljJ (i) (3a,b,c) 

i=l 
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n 

8 = E FI(i) B(i ] 
i=l 

onde R(1 ), ~(i), B(i ] são coordenadas dos pontos 

Analogamente, para os deslocamentos temos: 

n 
u = E FI (i) U (i) 

i=l 

n 
v = E FI (i) Vl i) 

i=l 

n 
w = r. FI (i] W(i) 

i =l 

Sendo U(i ) , V(i), W( i) os desl oc amentos no dai s. 

3 . Formulução do Mode l o 

nodais. 

(4a ,b,c) 

A formulação se basei a no M~t odo dos Des locamentos uti 

lizando na ra tanto o Princípio da MÍnima Energia Potencial. 

Este princÍp io requer que a l~ vari açã o da energ i a potencial 

total n seja nula. ou seja: ón =O. 

São ass umido s campos de deslocamento co ntínuos sobre ca 

da elemento a fim de garantir a compatibilidade de 

men to entr e eles. 

desloca 

Seja n a ene rgia pot encia l tot al do corpo . Então, a 1 ~ 
variação [3_1 ~: 

6TI = ! 6ET DE dv - ! (6 cTD c 0 
+ óuTb)dv - ! iuTP ds=O (5) 

v v sp 

onde 

u = l. FI(j) Uj 

Tendo em contS as rela çõ es deformações - des l ocamentos 

[7 , 8J, podemos deriva r (6 ) obtendo 

E = Blli 

(6) 

(7) 

Substituindo as equações (6, 7) em (5) e tendo em vis-
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ta que o s deslocamentos ui e as variações 6Ui nao dependem 

da posi ção e tendo em vista também que os 6Ui,T são arbitrá 

rios tem-se que 

(8) 

sendo 
T 

!Vi B DB dV l9) 

a matriz de rigidez do elemento; 

(lO) 

o vetar equival e nte de ca rga nos pontos nodais; E
0

, ve tor 

de deformações i niciais ; b , vetar de força s de corpo atuando 

no volume Vi do elemento; P, vetor forças de supe rficie 

atuand o na superfície pre sc rita S p do elemento. 

Para uma est rutura dividida e m n elementos 

o sist ema de equações como 

ou seja 

KU p 

esc reve-se 

lll) 

(12) 

Antes de r eso lv e r o s istema de equações (12). o mes mo 

dev e se r modificado com a introdução das c ondições de contor 

no do problema. 

4. Montag em da Matri z B 

A ma tri z B da equação (7) 6 montada a partir d e uma 

combin ação da s funções d e interpolação c das derivadas dc s 

tas. Escrevendo as rela ções deformação-d es locamento [7, 8] 

em coordenada s esfé rica s tem-se: 

au 
aR 
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1 av + ~ + ~ cotan(0J E: = 
R 1jJ Rsen( 8) c$ R 

= !. aw + u (13a,b, o o o ,f) E: e 
R a e R 

y = 1 au _ v + av 
Rljl Ksen(0) o$ R aR 

Y = ~ av - ~ cotante) + 1 aw 
ljiG R o0 R Rsen( 8 ) o0 

1 au w aw 
YeR = - --- +-

R a e R aR 

Agora, as equaçõ es (7), tendo em vista as equações 
(13), tornam: 

( 

ER l fso . K+1) o o I ! li u1 ; 

v1 

E"' I 11!( 2, K+l) B(2 , K+2) B( 2 , K+3) 1 I li w1 
u2 

E e I \B (3, K+1) o B(3, K+3)1 I li v 2 
w2 (14) 

YR1jl B(4, K+l) B(4, K+2) o 

Y.,e o B(S, K+2) B(S, K+3) 

YeR I jsc6, K+lJ o B(6, K+3) I I r o J I i v 20 I 
L J Wzo j -·- -- ------·~) 

~ 

19 Bloco 209 Bl oco 

onde: B(l, k+l) = H(lJ 
BC2, k+l) = FilNBJ/RPI 
B(3, k+1) = FICNB)/RPI 

BC4, k+l) = HC2)/[RPI • senCTPI)J 
BC6, k+1) = HC3)/KPI 
BC2, k+2) = HC2)/(RPI • sen(TPI)] 

B C 4 , K + 2) = H (1) - FI C NB) I RP I 
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B(S, k+Z) H ( 3) /RP I - (FI (NB) * cotan(TPI)]/RPI 
B ( 2, k+3) [F I (NB) * cotan(TPI)]/RPI 

B(3, k+3) H(3J/RPI 
B (5, k+3) H(3)/ [RPI * sen(TP IJ] 
B(6, k+3) H(lJ - Fl(NB)/RPI 

sendo: 

NB numero do bloco de B 

k 3(NB - 1) 

H(i)~ derivadas das funções de interpolação segundo as dire 

ções (R, w. e). Elas são calculadas com auxílio da ma 

triz Jacobiano [3,4]. 

RPI, TPI são, respectiv amente, o raio e o ângulo 8 do ponto 

de integração considerado. 

S. Cá lculo da Ma triz de Rigidez ICe 

O cá lculo da mat ri z de ri gi de z do elemento é feito no 

sistema de r efer enci a esférico sendo usado o processo de in 

t eg ra ção numéric a de Gauss-leg endre para avaliar a integral 

propo s ta em (9). No presente modelo foi suficiente utilizar 

dois pontos de integração em cada dire5ão para avaliar o vo 

lume do e lemento cx a tame nt c , s e ndo satisfeita a condição p~ 

ra a convergencia do mét odo de elementos finitos [3, 6]. 

A integral Ke = fyRTDB dv ê escrita na forma : 

onde: Aijk 
R 

e 
D 

(Ai) (Aj) (Ak) pesos de integraçao; 

RPI, ra io do ponto de integração; 

TPI, ãngulo e do ponto de integração ; 

matriz de propriedades constitutivas do 

rial [4]. 

6. Carregamento Di s tribuído 

mate 

O carregamento distribuído pode ser devido a uma pre~ 
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são normal ã superfÍcie ou devido a cargas cisalhantes agi~ 

do tang encialrnente i superfície . Tal c a rregamento receb e um 

tratamento e special [1]. As força s nodais equival entes são 

calculadas no s istema esférico e alguns cuidados são tornados 

a f im de que e la s possam s er usadas corretarnent e pelo método 

de Elementos Finitos. A e qu i val~n c ia é estabelecida pe la 

igualdad e entre o trab a lho realizado p e la carga distribuída 

e o trabalho realizado pe la força nodal equival ente. 

O trabalho realizado pe lo carr eg am ento 

atuando sobre um elemento d e área dA é 

dWe QTT dA 

superficial 

(1 6) 

T [ r 1-onde n ; q 1 . q 2 , q 3 ] é o ve t a r deslocamento e T ; ,r1 . 

T
2

, r 3 ~ 6 o vetar for ç a distribuida. Com qi ; FI(i) U(ij) 

Ti ; FI(i) T(ij] . Su bst ituind o estes valores em (16) cheg a ­

se qu e 

dWe UT(f' I)T (FI) T dA ( 1 7) 

E o tr aba lho so br e t oda a super f i ci e carregada do el e 

menta é 

\I' e I UT (FI)T (FI) T dA 
A 

(18 J 

Par a ob t er a s forças equivalentes ao carregamento ex 

terno di s tribuído d eve s er feita a 1~ variação de We, ou s e 

ja , 

õWe ; l: W, . o ui 
. Ul 

(19) 
1 

onde W,ui é a força nodal equivalente que corresponde a o 

grau de lib e rdade Ui do e lemento. De rivando a expres s ão (18) 

em relação a Ui tem-se 

We,ui; /A [00 .. . 1. .. 00] (FI)T(FI)T dA 

L_posição de Ui (20) 

A matriz (F I )T quando pré-multiplicada pelo vetar, fi 
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ca na forma 

que devido a na tureza de FI , o vetar Fl(i) possui ap e nas um 

elemento não nulo, que d e pe nde da dir eç ão do grau de liber 

Ja de Ui no s i s t ema de r e f e r ~ ncia intrinseco. 

O ve t a r T r e pr ese nta o carregame nt o distribuido no po~ 

to d e int egração . E obtid o p e los val o r es nodais c pela s fun 

ç6cs de int erpo laçao. Para obter a f o r ça equivalent e, que 

cor respond e a um dado gr :JU de 1 i herdad e, faz-se a integr~ 

ção num c ri ca ond e o int egra ndo ê o produto do vet a r FI(i) 

pelo ve tar T de c arregame nt o di s tribu i do . fl calcul ado em ca 

da ponto d e integ ração. De ve s er l eva do em conta o pes o de 

i n teg ração c o de terminant e do Jacobi a no modificado [1] a 

f im de pa ssar do sistema na tural (r. s, t) para o es férico 

(R , t/1 . 0 ) . 

Car ga s co nce ntrada s s ao s omada s dire tamcnte no 

carga do pon to c onsiderado. 

ve tar 

Com e ssas considcra ç6cs c na ausênc ia de for ças de co! 

po o vetar ca r ga pi da equação (lO) pode ser cal c ul ado. 

As condi ç6es de cont o rno sao iner e ntes à solução de ca 

da p roblema nro posto cm um a dada anál ise estrutur a l. Podem 

ser t omadas como, por exe mpl o , a re s tri çã o de de s loc amentos 

nas dir eç6cs t/J, O quand o se tem ap e nas ca rregam e nto na dir~ 

ç ao r adial . Ou t r a s situaç6es nodcm se r pr evistas qu a ndo ne 

::ess ário. 
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8. Proced ime nto Comput acional 

Para qu e o s ist ema comput ac io na l s ej a o mais geral po~ 

sível leva nd o em conta e conomi a d e tempo no proc es s ament o , 

este é f e ito por módul os com func ões b em de fi n idas . A ref~ 

r ~ nci a [9] mo s tra uma des cr i çã o de c ad a f as e do processamc~ 

t o , dos módul o s e subrotina s utili zaua s . 

E l e vado em conta a simetria <l o mouelo pa r a cal cu l ar o 

Ja c ob ia no e para rea li za r as integrações num~r ic as . Uma s~ 

qu ~nc ia l Ógi ca p a ra o tratamento <l o p ro bl e ma é <.! a da c omo : 

- Leitur a de d ad os def inin do a topo l ogia do elemen t o; 

- Leitur a da s coordenadas <l os nó s ; 

-Lei t ura c dcfiniç iio da ma t ri z J e pr op ri euad c s do material : 

- Lei t ura de c ar re gam entos té rmic os e distribuídos: 

- Rea rran jo dos dados; 

-Mont agem das matri z es e l eme ntar es cm te rmos de va l ores no 

dais; 

- So br e pos i cio das ma t r1 : cs: 

- Lei tu r a da s cond i çõ c s de c·o n to rno: 

Solu ç ã o do s i stema d e c qu a c õcs para c ad a tipo de 

çócs d e co nto rno; 

- Rel a tórios: balan ços de e ne r g ia g l oba l , ex t e rna c 

na, c om pon ent es d e t ens ã o. t e nsõ e s p rinc ip ai s, 

dos graus d e liberdad e nod ai s , etc . 

9 . Ap li c ações 

c ondi 

intcr 

va l o res 

So lu ç ão de Problemas d e An 5 l isc de Te ns õe s. Outros pr~ 

bl e ma s t ais co mo Transmi ssão d e C;1lor c Ondas poJe m ser re 

s o lviuos basta nd o que, pa ra ist o, s ej am cfe tuadas adapt~ 

ç õc s ap ropriadas de co rr ent es da subst it ui ç ão das equ a çõ es -

de tr a ns missno d e calor e onda s . 

10. Co nc lu sões 

A imp l a ntação do model o encontra-se a tualmente em fase 

d e teste s t endo ap r ese nt a do boa pcrfo rma nc e e aplicabilida­

de. 
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Re s ultados num~ricos estão send o ger~dos, utili za ndo-

se um comput3do r IRM 4341, os quais scrjo apresent3dos no 

congresso. 
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1. Introdução 

Em a lguns domínios da Engenharia põe -se o problema da 

determinação dos estados de t e nsã o desenvolvidos cm c str ut~ 

ras s61 idas devidas ã acção de fluidos que com elas co nfi­

nam. fó Óbvio que o probl e ma não se r ev este de qualquer di­

ficuldade cm s ituações cst5ticas mas a pen as cm situaçõe s di 

nâmi cas. 

f o ca so do estudo da r es po s ta de barragens a acçoe s 

s ísmicas, de estru turas " o ffshore'' a onda s ou s ismos, etc .. 

Nes ta c omunicaç ã o de scr ev e- se a abordagem des te t ip o 

de problemas us3ndo o m6t odo dos e leme ntos finito s num domí 

nio a duas dimen sões. Sendo os des l oc amentos Jo fluid o li-

mitados, este 6 tratado Jo mes mo modo que a estrutura s 6li-

Ja, s end o caract e rizado o seu movimento através Jos seus 

desloca me ntos. Assim o fluid o 6 co ns iderado como um sÓ li do 

c l5st ic o, ma s com um m6dulo de rigide z di st or s ional desp r e­

z í vel [1], [ 2 ]. 

A resoluçã o do s is te ma de equaç õe s de equi l Íbr i o dinâ 

mic o é feita usando o mét odo Jc Se wmark [3]. 

O probl e ma de modulaç:i o de fluid os de co mrime nt o in d~ 

finido [4], é ab or dCJ do u t i 1 i zando elementos c ap uze s J e 

abs orve r a energia d;rs ondas de pr css iio qu e a e l es cheguem, 

s em a s r e fle ct ir. 

2. Matriz de __Jj_g_0~ z do s eleme n tos sÓ lidos c fluido s 

A fo rmulaç~o do mét odo dos e lemen to s finito s par a pr~ 

blemos de e l as ti c idade plana é do c onh e cime nt o geral [ S]. 

Assi m a matri z de rigidez é obtida a partir de 

IV [B)T [ U] [B] dV ( 1) 

c m que [8] 6 a matri z de dcform~ ções e [U) é a matri z de 

elasticidade. 

Para o caso de e stados planos de deformaçio esta ma­

triz tem a seguinte forma: 
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v / ( 1- v) o 

[O] ____u_I_:: .ti__ v / ( 1- v ) o ( 2 ) 
(l+ v ) (1-Z v ) 

j o () ( 1- Zv)/ 2(1- v ) 

Como atr ;Ís foi di t o os c lcmPnt os de tipo fluid o vao 

se r definidos como um ca s o part i cu lar dos e lemen t os sÓl idos 

c m que í1 rigid e z. dj s ror s i on :1 l é nu i ;J. Pa r a o c re i t o 

da r outro aspecto ~ matri z de rigide z . 

V;J JII OS 

/\ c ncrg i a de d e f u r ma <.,Jio du s i s tcrn ;J, se nd o :1 soJ:Ja J a 

en e r g ia dcviJ a ?1 distor süo, m;1is a dev i da ?1 v; lri:t ç:í o de vo lu 

lllt' . m;1is a J c viJ ~· ~ ?is for~ ~ ~ s ex t er i ores (de v ol ume(' s upe r f í ­

c i e ) Jss umir.J o s eg u in t e aspec t o : 

li 1 

f\ 
T 

[!Jd] I' d l dV 
I 

fv l i }T [IJ J I I v l JV I r d i + - -
!. v v 

fv 
T 

I h J fs T 
( t l d S {:)) - ( a \ d V - ( a l 

c m que, sendo u l' v deslocamentos segu ndo os eixo s coo r­

dena dos , 

r a l 

( L d} 

T 
( li ' v \ 

se ndo mat e ri ai s i s o trópi c os 

2/3 -1 /3 

2C -I /3 2/3 

o o 

k ZG( l /3+v/ (l-Zv)) 

(4 ) 

( 5) 

( 6) 

li 

o ( 7) 

l /2 

E/3( 1- 2\>) ( 8 ) 
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l. Introdução 

Em a lguns domfnio s da Eng e nh ar ia p6c- sc o problema da 

determina ç ão dos estados de tcn s~o de senvolvid os cm cstrut~ 

ras s6l idas devidas i acç~ o de fluidos que com e las conf i ­

nam. f 6bvio que o proble ma nã o se reve ste de qualquer di­

ficuld a de cm s itua ções cs t:Ítica s mas ape na s c m s ituaç6e s d i 

nâmícas. 

r: o caso do estudo da respo s ta Je barra gens a ac çoe" 

sísmicas, Je estrutu ras "offshore" a onJas ou sis mos, etc .. 

Nes ta comuni c a ç~o descreve- se a abordage m deste tipo 

de problema s usand o o método dos e l ementos finit os num domí 

nio a dua s dimensões . Se ndo os des l ocamen t os do flu i do li-

mitados , est e é tratad o do mesm o modo que a estrutura s6l i -

da, send o caracteri za d o o seu movimento atrav és dos seu s 

deslocame ntos. Assim o flulJo é conside rad o co mo um séliJ o 

cl:Ísti co , mas com um m6dulo de ri g ide z distor s i onul despr e ­

zível [1], [ 2 ]. 

t\ 1 c so l uç:lo do sis tema de l'(jtLI<;Õcs dl' cqu i 1 Íbr i o dinâ 

mico é fei t" usando o mé todo de Nc1,mark [3]. 

O prob lema de modul"<;:lo de fluidos de comrimento indc 

finido [4] , é ah ord ;Jd o utilizando eleme ntos ca pa zes J c 

absorver a e nergia da s onda s de pres sil o qu e a e l es cheguem , 

sem a s r ef lectir. 

2 . ~~a t r___i2__d~__!j_g_i_d_c_::_~~~ me n tos ~6JJ.~ os c f 1 u i do s 

A f o rmulação J o mé todo Jos e l e me nto s finito s para p r~ 

blema s de e l ast ici dade plana é do conheciment o gera l [ s]. 

Ass im a matri z de rigidez é obtida a partir de 

f V [B]T [D] [B] JV (l) 

c m que [B] 6 a matri z de deforma ç6cs c [O] é u matri z de 

elasticidade. 

Par a o caso de est ados plan os de deformaçio esta ma­

triz t em a seguinte forma: 

l 
I 
1 

' 

I 

I 
I 
i 
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v/( 1- v) o 

[D] _lli~_ 

( J+v) ( J-Zv) 
v/ (I - v) o ( 2) 

o () (1 - 2v) /2 ( l- v) J 

Como ~ tr5 s foi dito os elementos Jo tipo flui do v:ío 

ser definidos como um c~so parti n; l :tr dos e lement os sÓl id os 

cm que :1 rigidez distorsion :tl é nul:t. Para o efeito 

dar o utr o aspecto :i matri z d e ri g i de z . 

vamo::; 

,\ vnc r·g ia de d e f o r m:1<;i"ío Jo s i stcm:t , se nd o a so1:1a da 

e ne r g ia devida ;, di sto r s;lo, ma i s a devida :; var ia ..;iio d e vo l u 

rne, Jll;JiS d dC'VitL I ?is fnrç: 1s l'Xtl'riorcs (de VO IU ITIC C surcrfÍ­

cic) assumi r·5 o scg ttint e C~speL·to: 

li I 

fv 
T 

[]) d J (I di dV _I 

fv 
{r IT [ ll J (, v ) JV { f d) + -

2 v v 

T 
{ h} r T 

{tI JS ( ~ l 
j v 

{a) JV - {a ) 
J s 

cm q ue, se ndo u e v dcs ! oc;unentos segundo os e i xos coor -

de n ados, 

{;! ) T 
f lJ ' v 1 

1 a u 1 h . " v 1 a y . '' u n y q v 1 h J 

(c \i) ( ;) ui ;) X + J v I "y } 

sendo materiais isotrópi cos 

- l O o 

Z<; - I I 3 l/3 o 

o o li 2 

k 2C(l/3+ vl(l - 2v)) E/3( 1-Zv) 

( 4) 

( s) 

(7) 

( 8) 



2 46 

Usanu o o pr uc cuimc nto u s ual n o mét o d o <l os e leme ntos 

f ini tos , oh t e r- se- ~ a mat ri z [R] qu e ucfin e as exte ns ões c m 

fun ção do s UC' S] Oca mcnt os n o d :li S . atr av é s d :1s fun çÕe s ue for 

ma N . 
I 

[BJ] 
I 

[ Bv] 
I 

:• NJ ;·,_, il 

il :l~J :l y \ 9) 

:l N i /'<! Y <J Ni /dx 

[ a Ni J;lx :1N / ay J ( l [) ) 

Subs t ituind o cm[~) c c r c·c·tuanJo o ll SUa! pro ces so Jc llllllim_l 

z ~ çz.ío d ~ 1 c n c r g i ;J ob t erem o s : t :-;l'g u i n tc cx pr c.:'s:l o par ;: 1 ;1 ma ­

tri z Jc ri g i<lc z 

k . 
I J 

[ lld ] .1 
J V I 

[P
1

] [ B'1] dl' + 
( .I f\' [ Bv ] [ll ] 

. I V 
[ Bv] d \ 

I 
[ l i ) 

Com es t e ~ 1 specto po d emo~ ;1goL1 f;l =c r o módul o de cig _!_ 

de z di s tor s i OILll t: ~ll . L' C; 1 ::.c r i n r <..' r v i r :1 s d u ~~ s c a r ;1 c t c r í s 

t i c a s me c a 11 i c :1 s do f l u i d o , o 111Ó d u I o d c 

k , c o cocf i r i c nt c• dt' Po i sso n , ,_~ =ll .S . 

ri giJ c:: vo lumétr i co 

Rcp:1rc - s c q 11 c -.. ~o . s 

impli.ca, par;~ um V<liDr i' init o de 1:. que k ~ <~.) . P ;.J r a r e "o J-

ve r es t e prob l e ma é l o rn ec id o, co mo dad o , um va l or de I- ,_ . 

muit o pequ e no, p or c xc111 p l o f (I - H c' para ll i<J dul o de c L 1st i-

c idad e um v a lo r t :11 ljll l' s ul"' r i ruíd o Clll (H) n o s dê o v:~ l o r 

d e k dese jad o . 

i\crc scc ntc- sc fiiJ:Illiil'nt c que cs t:1 f o rmul;~ç ?ío ]Wrmitc 

o tr ~ J t~ mc nt o de m;Jt e ri :Ji ~ in co mp n .. '~s í vc i s, O U ~cj :~ C O III 

" ~o. s , Ne ste c:1 ~o s ur ge no c' il L IIlt o lllll :t di i' i cu ld adc q ue c' J 

Jc o mó dul o de cL" ti ci d:~dc 1: ni'""1 o poder : l ~S ltm i r um V:t I o r 

q uu lqucr , 111 :1s t er de ~e r o v:1l o r c;Jr ;Jc terÍ ::-> tic o d o mater ia l 

cm an;Ílis c . Ist o impli c· a , c omo c evident e , que o ~ I S S U-

ma v:1l o r cx agc r;~d amc nt c c• l c·v:~do~, dc t c rminanJ o u ma rc n dC:n -

c ia para so luçõe s cx cc ss i V<liHcn tc rí g i Jas, Ol l mesmo s o l u<;Ôe s 

s em qualqu er si g ni f icad o. Es t a Jifi c ulJad c é ul t rapa ss'-l J:.J 

intr o uu z inJ o uma s in g ul:.~ridad c na m:1tri z [K v ], através d uma 
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t ~c n i ca numer 1c3 que con s i s te cm us a r uma o rd e m de i nt egra -

çiiL' nurnC:rica abai xo Ja l(LI C ~: c ria nc L·c ssiÍr i a para uma intc-

t:; r~J\ :ÍO CX<tl la. [ q o pod e se r fei to quer u s; IIJJo um a intcgr::_ 

ç :, o s c 1 c c t i v a ( 3 , . . ) na n•" t r i [ K J ] c' 2>- 2 c- 111 [ K v ] ) , que r· lisa n -

dü um ~L jn t cgr:l \:in r cd u ~-'. id ; J (_.!.x2 ('III :1mh a •; :1 s 111.:1t t· i .:t ~ ~ ). 

-' . ~L~~~-~-i~~~~~· ___ r_-_C' -~-o-~- -t~.)f'5~ __ l ~ ~ ~-:; _ L~ ~l_ll _~~~~
7

'!:.' _s ____ d_c_ 

-~ (_l ~~ l__l_~.! ~Y. 0.~---~!_i_! ~ I ~~-i yy 
-\ s c qu;J\ Ôt·s de t.•qui I i' hrin din :imic1._1 t (-' lll ;i scg11i.ntc f nr 

~ !11 \._jU'-' ;J l' " 

~ :.l , [ ~. : ~ ~ m;ttri :.: de :Jm o rtcCJ!llClli O , 

,\ ~·: d e f j Jl j d ; i L' 111 }. • L' l i' ( t) l 

rcs . cm gç r ;ll d ç pe ndcnt c ~_l u tem pü. 

[ ~1] 

[K] 

{ I'( t J ( I 2) 

t~ ; I III ; I t r j _: d C lll ~ I ....:, 

l .' .\ t l' I I l ) -

1:o i ut ili ::::t du par ;1 :1 rcso l t l t._::Jo lltllne ri c;t d o si :.:; t,·m ;t de· 

l'qu ;J~u cs ( 1.2) u111 mé tod o tip1) implí c ito , P m( tud o de .'h'\-illla rk 

[ 3 ] ' 

c\s h í pÓ t csc:< 4uc h iÍ a Ca ze r s ;~o 

{iit + t\ t J ~ { :1 t l l I:i) 

{ a t+út 

Os par ame t r os pode m se r Jef íníJ os te nd o c 1n v i sta 

uma d etermi nada ap r o xim;~ <;::io , util i z ando -se' dum mo d o g c r a l 

.' =0 . 5 c ;c =ll.! S, 

es t iívcl. 

obtc· nJo -sc ""' cs qllcma ínconJí c i o nalmcnt c 

Co nsidere - se ~gora o equi l Íbrio no in s tant e 

[ I t +A t l ( 1 5) 

R e s o l v c 11 do ( l 4 ) c m o r d cm a { ii t + A t } c s li h s t í t u í 11 d o c m ( t:'i) 

obteremos { ~t+ fl t } c (üt +fl t t cm termos Jc [at+ fl t}, 

O s is tema d e e 4lla <;Õc s (JS) p o d e agora se-r rcso h ·i d o 
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para determinuç5o de {a t +,\ t l . 
Foram considerados, no desenvolvimento Jo 

dois tipos de matrizes de ma:--::;:J, um<t consist-ente 

condensada. 

estudo 

~) u ;:- r ~1-

!\ 111atric Jc ''""sa cunsistcntc foi obtida da forma h~t-

hitual 

[M J r r 
J
' [N][p][N]dV 
v 

tl6) 

cm que [p] é uma matriz diagonal Jc massas específicas. 

!\matriz Jc massa conJcnsaua é obtida distribuindo a 

massa total proporcionalmente aos elementos 

principal de (16). 

d;J diagonal 

])os ensaios crcctuados verificou-se que a ma t r 1 z ele 

massa consistente modulava de form~I mais eficiente o com-

portamcnto do fluido, como se pudL' constatar no exemplo 2. 

!\matriz de amortcc·imcnto é definida como sendo pro­

porcional 71 rnatri= de mass;I 

[C ] [~! J I l 

l. ll~lJIIi_:J_J_o __ l_Íquic~o ulln_cnllljl_l i myn_!_ll_I_n_f_ijl_i_t_c> 

tl111 dos pontos qllL' merece <Itcn'.·;lo no tr:It;Imcnto dL' prQ_ 

hlcm:1s com fluidos L~ :1 sittJ:I~;tu du111 domínio fluillo L~um l-orn­

primcnto infinito. h·jlllllos ''"' particuL:r como se pockr;Í S_I_ 

mulllr por exemplo li lllhuCc:r;: d:illlll hllrragcm c11jo dcscnvolc"j 

mcnto a mont~1ntc Sl' pude L-OJlsidcrar pLiticamcntc infinito. 

C. portanto, ncccss1Írio introduzir li Ulllll distiíncill finita, 

um tipo de frontcirll que nc10 pcrmitll" rcflcxiío dao; ondas 

que 11 ela vão chegando. 

S i t ua c; Õ c s d c s t l' t i p o t cm s i d o t r a t "cLJ s s o h r c t u d o u t 1 -

lizando elementos inCinitos [,1] 1n1 integrais fronteira [2]. 

\o presente estudo cns~1 i ou-se uma out Ll forma de abor 

dagcm que consiste cm cri;lr nas zonas que nos intcrcss<Jm 

elementos com umas car<Jctcrístícas tais l{UC tenham a possi­

bilidade de dissipar a energia das ondas ljUC a eles chcg:im, 

sem, contudo, darem origem a 4ualqucr tipo de 

superfície de separaç5o dos dois materiais. 

reflexão na 



O e f e ito uc di ss ip:. c;iio é o btido at raves da m;,tri z u c 

a r. ~t l rr cc: imc nto [ C). l'r nc llrnu-s e c ntiio utili z ar V:J i o r cs d e a 

que..· 1.:on du z. i ssc m a s i luaçl>cs próxima !'> d o :Jm ortcc j mcnto c rÍt _l_ 

c o . Es t e facto ac;trrct :J, por ~ lia vez, que os elemento s o n-

de 1..~ int.rodu~:.ido amortci·imcnt o , St' tornam ma1 s "rÍgid os '' 

i!npli c:•nd o que se tenha que r cdu7.ir o se u módulo ck rigiu cz 

\·o lum l~tri co, p~1r:1 qtJl' ll:JL) ~~ c ve r i Ciq11(' rcflv.x;io n;t 

c :1o dos d o i s m:ttcri;Ji~. 

separ a -

P :1r ;J d cst1tdo da r c la ~;· , o q11 c d e ve e xistir :.' ntrc o-:; me, 

impl e -

~ :lt:.:!lt : Jd o . !ltllll m i n icomput ;Hin r , um pr <)gLtiii : J q t t e :-~l l !i li i < J o t uho 

do f'Xl'mp l o 2, ;Jtr;JVl'S d e m o l:1s c LÍ s t iL· ;t<.:; . 

Uti l i z a nd o es t e modc iu m:1i s ..; imp i <.'S detcnnin o JJ- sc com 

t :.·):.LI :1 s implicidade a o rd f' m de g r : tnd l';: ;~ d:1 rcl ;H.)C) pt'th·uru­

da. que depo i s roi tcstad:• com os e l e mentos 'I"" se t ê· m v in­

d o :1 d e~c r C V(' r. 

l) L)S (':-:;t udos feitOS ;ttL~ aO 11\0ill L' Ilt O COilClllill-SL', L· o mo 

nht ido. com h o~1 :tproxim:t(Úo , com unt m;JtL·ri;JI L- om a mc s m;J 

lll~ISS; J l"'S pl'l· Ífiça , C U III ll !ll coeC ici e nt e dt• <IJIIOrte C i iiiC llt O pr ÓxJ .. 

'""<lo cr ítico,"'" " c·um llrn:l d c f o rm cd >i lidad e m;ri o r (rc l ;r ç ií o 

entre· ;rs d c f o rm;rhilid:Hlc s prcíxirn :• de~.). 

S. Ap_lj~-'~ç_(J_e_s 
S .l. !Zes post<J de uma viga L'llL·: I s tr:tda ~~ l ima l~~trga 

uniformemente di s trihuld;t subi tamente: aplicada 

,\ j"igura representa llilla vig:l e nClStrada 

cxt r cm iJ :•J cs na qual,~ ;qlli L·;rd ;J S llhit:JmentL' ""'" 

f ormc •ncntc distrihu íd:J ,](- :11111 lh / in ' . 

uni-

,\ v iga é modc l;rd :r com S e l e mentos par;rhÓI icos c r oi 

us;rdo um int e rv:!lo de temp o A t ~ O.OOOI st·c para a ;; ua ;rna-

1 i se. 

Co n s tata-se 4ue os rc s ult :• d os s a o ra z o;rve lmc nte :J pr o ­

ximados co m os apresentado s por o u t r os :•utorcs [(>]. 

S.2. l'ropagacJw duma onda d e prcssiio nunr Cluiu o 

i\ figura 2 representa urn tub o rcchauo numa <la s cxtrc -

miuau es c s ujeito " uma press~ o <l e 

t:Jmcntc. na o utra extrcmidau c [J]. 

lb / in 2
, :•plicada s ubi-

11 :1 r a cs te caso s imp.l cs 
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I 
s,m 

~ !-~-]r D i_,o-~- 1 ~- 1.-LJ . -
Eo10 x10 7tb/•n 2. 1/o Ü Ji. 

f' oO 25x10-3 1b-seg2 i•r 
-5 

ólo0h10 seg 
• _ 5 elementos 

parabólicos 
-- Ref [6 l 

o -'----~---------'------------L-~---J 
O 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 T ~mpo ( s•9·) 

CUD~-'==-'-'_:.:~~:-=-~==== 
h·mpo dr- apilcoçao d• cargo 

l: ig. !. J {c spost~ t din:-uni L- :1 dum;t v iga L'llL-: Istr:al:t, 

su jci L1 :1 um:1 c; t rg;J unirorw ~...'n lcnt c d i s­

trii Ju ÍcLt ~ uhi t:~mcntc :t p li c; Jd;t 

c co nh c~~· id:t ~ ~ sol tH,: :-I o tl'tÍ ri c :t , l!;1 pr o p:Jg: It..;tJo d:1 o nd ~ 1 de· 

pres~:to. 

í - 111 primc ir c) l tl ~>ll' u tuhn !-P i d c- ~criti.::; tíJ O com L' l (' -

11\L'!ltOS l\ ;tr:thÓ !i c·l1S. todo:..; d u mesmo tipu, L' f"o1 Cl 11;1 1 i ':tJ <o 

u :-;;t ndo :1 JJLttriz de m:J sS :J l · o nsist c nte L' :1 L·nnden s; td :J. \ ll t i 

l j : :I \:Í O d:1 m:ttr i :..: de m:J s s:J 1.: onsi s tcnt l' L"OtldtL'.Íll ; t r e~ u l t <1 -

J o~ Jnuito tn: ti s s:Itisf;ttt1 r ins . :lpruxim :t ndn- SL' 

J :1 so l LH; ;io tcÓ ri c1 . 

r; L: oav c Jmen r c 

Em se g undo l t tg:tr pro c urotJ -~;e t c~ t:1r :1 so l tt':-Io propL):-i-

t :t no ponto -1. P:JI" ;J isso intro du :: iu -sc m:1is um eleme nt o ~.. l c 

comp rime nt o du pl o, c Jt l1s doi :-:. tÍltiHH1 S l."' ic mcntns : tm o rt c ~· i m c n 

t o . 

i\ prcs t· nt a -sc :t s so l tl \·t)c s Cl) rrcspondentcs ;1 k j / ~ 2 <> (' 
k

1
;' k2 : 111. 

Ver ifi c a - se que c m J"II ' t i cll l :l r parCJ" rc l :~ ç?lo h. l /k 2 =S 

a pres s ão n o tub o ~c 111:1 n t êm aprox i nud:11ncnt c con s t an te e 

i gua l ao va la r J a press?io ext eri o r, niio ~e ve r i f' ican do " J~ 

plicaçil o JCJ prcs siío , po r r c[ le x:-,o n o [u nJ o, c omo se vc ri fi -



TEM PO DE APLICAÇÃO 
DA CARGA 

[ 'b;in1 r· ·-·-_-.-. 
TEMPO 0,000 6 seg 

18 in,__ ___ ---+i 

X O 
o 

c~bf ,n1 c~~ -~ -~'---l!_'--__ .... _-_-_-_-_~_- _~ _ _ :__ _ _1 ___ ___ ~------
TEMPO 0.0010 seg. • • . . 

c:lb/in
1 
c--~- ---------
TE MPO 0.0014 seg 

. ___________ L 

• Sl: ·-·--·-·--·- • C _____ -
TEMPO 0.0020 seg 

o) - Solução teóroco 

x Motr iz de mosso consostente 
o Matr 1z de mosso condensada 

F ig. 

b) K1/ K2=10. o<5=5664 , o< 6=2832 
Kl / K2 = 5. o<5=8010 , o< 6 =4005 
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ca na primeira situação. 

6. Conclusões 

Mostrou-se como num programa standard de elasticidade 

plana, e com poucas alterações se pode incluir o tratamen­

to de fluidos, e materiais incompressfveis. 

A utilização dum algoritmo de tipo explfcito mostrou­

-se eficiente no tratamento de ambos os materiais sÓlidos e 

fluidos. Verificou-se no entanto que no tratamento dos ele 

mentos fluidos a utilização de matrizes consistentes conduz 

a resultados muito mais aproximados. 

A inclusão de elementos com amortecimento para simu­

lar dominios de fluido infinitos mostrou-se promissora, de­

senvolvendo-se neste momento invcstigaçuo no sentido de dar 

maior generalidade às conclusões apresentadas. 

7. {l_gradc_<::imcnt5l_? 

Este trabalho foi parciaimentc subsidraJo pela 

de Investigação NATO 177'1. 
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Gu j ll e r mo .Juan Cr c us 

Professor \'i~;it;Jntl' 

S ll~t\RI O 

\este l ra b:d hu cstuda111os o c· aso d e endurecimento 11:10 

linc•ar misto i s6trnpo - L· itH~ m~ític (_>, usando o cr itéri o Jc e s coJ 

mcntu de ~1iscs e o cr it t.~rio c in l'm::Ít i co Jc P r ,1gcr. ;\ 

•. : on s idcra pcquC'tLl~ dcfurllLII..:Út:s (' l : i s t i ~,.· :J s e pLÍsti~..- a~. 

te o r i a 

Como 

C.\ L· mp l P (-: an ; Ili s ~Hla unLI pl:IL.~ I cir•.:til:1r si mplc ~~ men t c :1po i~1da 

s ubmeti d:1 :1 um ciclo de L·;tr .!..~ :t e desL· ar .~~a. 

SI I'1'L\ HY 

J'h i s ~> : >rK l'llt1c·erlls till' :!llpli catÍOil of i sotrop ic ­

- h.incm~lti ( ha r de nin ~:. u ;-; in l'. the '1i ;-; L'S y icld cr i tl'rium ~1nd 

Pr:~ ): er's harJening nll c. 1\ ~it uati on Df ;; mal! ,;tra i n,; 

( cl;t~tic and plastic ) i~ , · o n ~ i dcrcd. :\s : 111 examn l L', a :' Í mp l y 

~upportcd circu l ar platL' i s :ut :lii :: cd ulldcr a loadin g ­

- u n loading cy cle. 
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1. Introdução 

Neste trah~ lho ;qHcsentamos uma apl icaçao do rnétoc.lo 

dos elementos finitos ~ anjJisc de estruturas clastopl~sti­

cas considerando endurecimento misto isótropo-cinematico. E~ 

te trabalho faz parte de uma se~ r i c de estudos realizados pc­

los ~utores soh1·c o mesmo assunto L' que cstüu scnJo reunlJ.os 

num programa bastante geral, que se encontra em elaboração c 

teste 111,121. 
Como é bem conhecido, o critério de endurecimento isó­

tropo, o mais usado pela sua simplicidade, não representa a­

dequadamente o efeito Bauschinger. Para corrigir este defei­

to, Prager 131 introduziu o critério cinematico. Muitos re-

sultados experimentais, no cnt;1nto, são melhor aproximados 

usando uma combinaç;io de ambos os métodos 141. O cndurecimer1 

to misto foi aplicado por Tanaka ISI c por llunsaker 161, u­

sando de uma variante do endurecimento cinemático devida a 

Ziegler. 

2. ~l_a<,;_§_~_con_,st _ _i_~!__0,:_as c l as~p l ás ti c as_ 

Limitaremos nossa atcnç;lo ao caso de pequenas deforma-

circLtnst~rlcias o tensor çoes elásticas e plásticas. '!estas 

de deformações é indic<~do por 
i j 

são os deslocamentos do sei li do c 

1/:C(Il- .+u .. ) onde 
l , J J , I 

U­
I 

l 'k indica dcri\"ação 

com respeito a ordcnad;t xk. l:m nl<~sticidadc 6 usual traba-

lhar com taxas, como por cxe!llplo r .. ~ 3c- -/3t, onde 
I I I J 

tempo. As dcforrna<,:Ões nljsticas ,-P.-são definidas CL'mo 
. l J 

c o 

a di-

ferença entre as deformações totais rij c as deformações c­

listicas Ee- (recupcr~veis): 
lJ 

r i j 
e p c .. + c- . 
l J 1 J 

A relação entre tensões oij c deformações el~sticas c 

o 
e 

lJ E 

(l) 

(:C) 

onde D é a matriz constitutiva el~stica do material (ao lon­

go do trabalho usaremos indistintamente as notações matrici­

al e indiciai). 

--
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,\ ~ relaç ões c la sto pLÍ -; t i ca~ pres umem a cxis t cnc ia de 

u ma supcrf l c. i e Jc esco amento o u c ;tr g ;~ d('f ini da por 

r 1 ~· • ~ 1 li (3 I 

'1\.nn;tndo ; t ( 3) como super·-

·I' ( 4 I 

t•::pl<Í ~r i~. : : t ,) l'~t:tdu dL' tcrl_<..:.. t-H ';; dl'Vl ' ~~ : lti ~: fa ?. er :1 ~..·un di\ ~-I L) de 

,__·uns is r~.~ n c i a 

:•a r I :.:I 

I 
r . 

~ l \ ·, 

\. ..1 ) l' ( ~) nh l l' I ~I O S 

!l 

!l I :1 i I 
J ~! 

\ t 

:l i' 
;·1 ~ 

~ 

I l ' :l i I 
,l!l 

() 

1

· .• ( l' l 

.. I 

( l'l c ; t re l: t( ;H) <: tl lrc l: t \; t :-=. d t' tL ' Ils:to <-' d efu rm ;ll .. .-;-,u dur ~1 nte 

pn'"·: c :-=. ~o~ l' Lt stop l :i s l i t·ns · o t c rm P t ' tl t r"<' ~.._·p ( t· h c t es l: ; t 111: 1-

tri :.: L' l; t :-=.t \) ll l ;.Ísl í c; t ll . :\; t tll r'; tl !lH.'t t tc 
l'P 

... : os a !) scr;Í .:-;uhs tituíd;~ r, JL'Lt l l . 
- l'p 

{ct, x I, ondv ,, c um tensor d,· se -

gu n d~ t orJe rn s imêt rico, cotn ;ts dimcn s~·,cs d<1 tcns;l.o, que dct(' I'tn _i_ 

na a mud an <; a de posi.;;lo da s <~pc rl· (cie Lk carga no espa ço de 
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tensões , e nquanto qu e X ,~ um escalar que c·ontrola o tamanho 

ela mesma. As reLt\:Õe s llS:tdas neste tr: tl>alho s;\o da forma 

{ ~ l o '· - o- ·I 
I J I J 

l n :.- ci-- l ) l/2 -- X " U 
I J I J 

( ~) 

( '(i " c ;.P . 
I J 

( '1 ) 

X 

- - -
~ ,·1.'. li / -'";; ," !.' · 1 I 

.\ I J . I_ lll) 

onde o: . : o . . (.!.. o. ·I 
L I I 1 -"" I I 

cu 1 a r 0 · v a 1 o r- de ;\ a ~ ~~ r 

8 .. c o l c n so r Je sviado r. Par <.l ~.: al ­
I J 

:-;uh~titu i do cm (h). d cscn \·olvcmo s a 

( 7) 

- T 
a_t: . l A : - ~ I l "-l l " + A ;)c, - ~~X X 

!las rcLn;õcs (lI. I~ I l' I 10) tem os 

ar :Jr A . T 
{ _:ll: 1 :l x x = -- 11 A ·c {_!l I ) - A 11 :lx -' {) n ?l n 

p~lr;l O L'; l:; O de l'SL'O<Il1lt'llt O lllli:I .\i;l! o nde ;1 r ; ;;,, 
c 11" ;Jo/;), . P l' o r outro L1dn. 

I 
1 o_L 1 
= ;)u. " 

- ,. 

~ 

T 
!\ l _:~r I r ;J r I 

,hl ,\ (.1 

.~. í.: 

( l I I 

( I c I 

:; I"/ h - l 

( I ~ ! 

levando cm c ons id c ra (:in a 1 l i <' a 111) c d ad,, '11"' por \ K : 

' 3 f /J ,, ) = - (:lf/ :lo1 . S llhstitu ind o t l ê i c ( l.'i) na ( II I L' c' s t;t 

na ( (J I t c mos 

[l 
-- CP 

li IJ (:1 I (d i"/ ;1, ]
1 

I_) 
-- - . --·· · · cl~- --- ·· 

1'> /2 c + 11 + l a fl 3t> l n 1 3!"/ :lt_rl 

4. ~crmi_l_laç ;\ o J~ cons_!__: \ll__!._~~-~ 

A l:ig . 1. b inJ i c t a curva tcn<l<1-dcform:tc::1 o 

I l li 

p l :is ti c a 

l 
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do ma t er ial as " t m c-otno o dc s l octml' rtt o h do c entro da su p er -

r b 

-- i f I 
' 

I I \ I \.. ------ ........... 

' rr, '-

b \ t 
I l 

' X ' 
~ 

/ 

(J ? ·---.. .- .. a 3 

I ' ·"· · 

\ p.trt i 1' d<..' I :1) Pht ('!!lOS 

I !li 

/,! ·\ ) 

rr, 

I' 
I 

dh 

E• 
1 

l I S l 

\~ 1 i Í g . l . l> \t.' IIIOS tj l H' l) ; J l. H ':-:.t' I I!IO ,\~' J l' ~·u n s t ilu i d,, p t) r l ll l~ I S 

p~i r i..-L'L I S: llll\; 1 dl'V id ~l ; t o Pll til ii '('\: Íi l\l... ' l ltt l l" ll ll' ll\; Jti ~.: l l ( ,\l' J t ' ll tl ­

tr; t dc \· id ;t :111 C th. lt l rl' l· i me nl t l i s c..Í t r uptl {,\,,l - .\hl. -\~si n 1 . ~_ ... \ ·; J­

l o r d e 11 ~ ,· r;.Í LLtdo por 

,\,1 - .~h lL1
1 db 11 2 litn .. L __ (lt•) 

n •il i\ I 
Jl 

"' p 
cL Jl i'.l .I .I I I 

Con sidcr<t - ~c que as c-on~tant cs dc' tL't"tn inadas para o c tso de 
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deformaç~o axial sejam v~lidas também para estados de 

sões mais complexos. 

ten-

No programa computa c ion;ll a rc I ação entre os acrescl-

mos de Llo 1 e 1\h é feita de forma que :1ara qualquer valor "l 
temos uma rela~;IO const;Intc ( ;\h/hcl

1 
= FC), onde FC: 6 um va­

lor entre ll c l. llcvc- ·;c· observar, tarnbl~rrr, que no programa a 

curva tensão-dcfonnaç;!o pl;Ísti,·;I e aproximada por meio Je 

uma poligonal. Cad:t L1do d:1 poligon;ll (_~ caraL·tcri~ado por um 

valor de c c 11. 

Os valores de 11, ç c FC unrcspondentes as formulações 

isótropas, cincmiiti,·a c mista s;'ío tais qllc as rcLlt,:Ões (1-l) 

para o caso de tcns:lo uni axial monoton i camentc crescente s:io 

iguais. Em caso de descarga, x· c a· variam de maneira divcr 

sa, cm quanto que c c 11 assiimcm Sl'l[UCilL·ialmente valores di fc­

rentes. 

S . li'::_'lll.':c ma g c r;t_l ___ ,i<J__l'_t:_o ." r a m a 

lfrn esquema geral do programa c indicado n;1 Fi;:. il 

c;Íll~U]o de rmin segue u mesmo proL·cdinlcnto desL·rito na rcf. 

181. A Única observclc·:-IO qttc deve ser fl'ita dic respeito ?1 

descarga de um ponto j;Í pListifi,·ado. Vamos supor que um por~ 

to nest:1s condiçócs sofre dcsc:J_rl'<l. Neste c:1so o 

guardaril o valor de z-to~ ~ -~~~-~~~ 
~r* = /~,"- --Tç-,-:,-·--~----~----~-~-----=-7~~ J lo:. ~1-c' snor1dcn t c s ;1 u 

- I I I I 11 l I 
da de se;, rga ·. . · . 

Se o ponto v o I LI " p L1st i fi ,·a r, o program;~ 

n rt_) )-:r ~~m~I 

hcm L·omo 

instante 

fun~._·Ionar~I 

para ele como cincm:lti~._·u 

c o a m c n t o no v :1 l o r 't = (l- -..-

ptrro. m:rntcndo a supcrCícic de e~­

;~té o inst:1ntc cm que n -= ~~~ 
1 J 1 J 

iguale ou supere o v;~lor ;;:'.i\ partir deste instante o pro-

grarn:1 volta a operar, cm rcl:ll,:;lo ao ponto, no regime misto. 

Desta manecra evita-se a diminiiiçüo do tamanho d;~ superfície 

de csco;~mento dur;~ntc o período mencionado. ;\ l'ig. ~ repre­

senta o processo indicado p;Ir:r lli'I<I situaç:1o unia.xial. 

h. l_:?'_cmplo 

Como exemplo de ;~nl ic;~,·;io c·onsidera-sc a pl;~ca cir~._~u-

lar indicada na Fi!'. 4 sulllnctid;~ "Ul'l ciclo de carga c dcs-

carga, para a qual cxistCPI resultados numéricos e cxpcrimcn-
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alculo da matri z de ri~idez elástic 

eso luçao do de equaçoes 

ro nrimeiro nontol 

a l c ulo do incremento de carPaM 

cálculo da matriz cons titutiva dns 'lOntos nl:~-;ti fi c:otlrl s 

c:Ílculo 

ciil Cll l o 

~l c 11lo elo fator de atuali =:•c:io 

a tu~ I i ~ a ç iir, ., + r 
,., 

Jl ,-, + 
,.,in ' ,-, ,. 
r' i n 

" " + r 
~in ": 

I i ntJr:l _ 
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b J,-- -----­
.....-

Fig . 3 

t:• 1 

ta i s 6 . A curva tensão deformação adotada é determinada ne 

los pa r es ordenados E = 0 . 000976, a = 55 .1 6 ~N/m 2 ; E= O . Oo~i 
a= 82 . 74 MN/m 2 ; E = 0.00925, a= 124.1 1 ~N/m 2 ; E = 0 . 1. 

a= 241 . 33 MN/m 2 . 

.48 cm .6 5 c rn 
I ~ 

[111111111111111111111 t 
1----------- R=6.63cm --------~ 

Fip, . 4 
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O exemplo foi ana l isado usando os critérios isótropo, 

cinemático e misto (com FC= 0,5). Este valor foi determina 

do com base nos valores indicados na ref. \6\. Apresentamos 

na Fig. 5 os correspondentes resultados obtidos para a rela­

ção carga-deslocamento nB centro da placa e o resu l tado exp! 

rimental de ref . \6\. Pode-se ver que o critério mistodáuma 

melhor aproximação na descarga, com resultados intermediári­

os entre os correspondentes ao endurecimento isótropo e cine­

mático. Durante a carga e parte inicial da descarga os três 

procedimentos conduzem aos mesmos resultados. 

1,5 

P(N l 
4448 

Fig. 5 
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SUMARIO 

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo matemático para simula­

çao de transi~ntes tirmicos no Circulador de Hilio (CH) do Instituto de 

Pesquisas Energiticas e Nucleares, São Paulo . O modelo baseia-se nas 

equações de energia aplicadas aos diversos componentes do CH. O sistema 

não-linear de equações diferenciais ordinári~s de primeira ordem e de 

equações algibricas não-lineares assim obtido i resolvido usando o 

"System/360-Continuous System Modeling Program- CSMP" da IBM. A valida 

de do modelo foi comprovada mediante comparações com resultados experl 

mentais. 

SUMMARY 

A mathematical model has been developed to simulate thermal tran­

sientes for the Helium Loop of the "Instituto de Pesquisas Energiticas 

e Nucleares",São Paulo . The model is based on the energy equation 

applied to the various components of the loop. The não-linear system of 

first order ordinary differential equation and algebraic equations has 

been solved using IBM'S "System/360-Continuous System Modeling Program­

CSMP". The model has been tested satisfactoriy wi th experimental 

resu 1 ts. 
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1. Introdução 

O objetivo deste trabalho é desenvolver e testar um modelo para si 
mulação de transientes térmicos no Circulador de Hélio (CH) do Institu­

to de Pesquisas Energéticas e Nucleares (IPEN), SP., que consiste bas i­

camente de um aquecedor elétrico, tubulações e trocadores de calor. 

O modelo é obtido através do balanço de energia em estado não-est~ 

cionário, global (i .e. derivadas espaciais são evitadas), aplicado aos 

vários componentes de CH . O resultado é um sistema de equações diferen­

ciais ordinárias de primeiro grau e de equações algébricas, que é resol 

vi do utilizando um programa do IBM, chamado "Continuous System Model ing 

Program CSMP". 

As temperatura s calculadas e experimentais são comparadas para ava 

liar a validade do modelo. 

2. Modelo Básico 

O modelo consiste da equação de conservação de energia em estado 

não-estacionário aplicada aos trocadores de calor de carcaça e tubos e 

as tubulações. 

Para trocadores de calor (Figura I), usa- se as equações a segui r: 

• To 

-- lsóicl"mefiio --:.._---_ ---- •- Tw23--:...--::_ ---__ ---__-

- :-44o?/~--~~/:>2/ 
me -TI • Fluido do 

corcoço • Tl2 •T2 -----

C v 
c 

--T3 • Fluido do 
tubo 

• T34 •T4 --mt 

------ --~--

dT 

Fig . 1 Esquema de trocador de calor 

Cv M dT34 
t t Ci"t mt Cpt (T4-T3) + UA (T12-T34) 

11 _12 
t dt me Cpc (Tl-T2) + UA (T34-T12) + hAl (Twl-T12) 

(1) 

(2) 



r 
' 

2 6 7 

dT wl2 c H -;rt h (TI2-Twl) + K (Tw2-Twl) (3) w w w 

c. M. 
dTw23 

K (Twi-Tw2) + K. (Tw3-Tw2) (4) 
I I -;rt w I 

h A (Tw3-To) - K. (Tw2-Tw3) o (5) o o I 

T34 
T 3+T 4 

(6 ) - 2-

Tl 2 
TI+T2 

(7) --z-
T wl+Tw2 

T w12 --2-- (8) 

Tw23 
Tw2+Tw3 

(9) --2-

Equações (I) a (5) s ao ba lanços de e ne rgia respec tivamen te para o flui-

do dos tubos, o da carcaça, parede da carcaça e o i so lamento da carcaça, 

e para a superfíci e externa da isolação da carcaça. Nas equações (I) a 

(5). Cv' CP , me H são re s pect ivamen te calores es pecíficos a vo lume e 

press ão con s tantes, vazão mãssica e massa, todos conside rados cons t an-

tes; s ubscritos e c se referem ao fluido do tubo e o da carcaça res-

pectivamente . U e o coeficiente global de transferência de calor e ntre 

o fluido dos tubos e o fluido da carcaça. A1 é a área interna da carca 

ça e h o coef iciente de transferência de ca lor e ntre o fluido da carca­

ça e a carcaça . 

T1, T2 , T
12 

e r
4

, T
3

, r
34 

sao temperaturas de ent rada , de saída e tem­

pe ratura média do fluido da ca rcaça e do fluido dos tubos respectivame~ 

te. Twl, Tw 2 e Tw
3 

são as tempe raturas das supe rfícies int e rna e exter 

na da carcaça, da s uperfí c ie exte rna do i so lament o, e r 12 e r
13 

as tem­

pe raturas mé dias da carca ça e do is o lamento .Cw e Ci s ão calores es pec í­

ficos respec t ivame nte da ca rcaça e do isolamento . A
0 

e h
0 

sao a área da 

superfície ex terna da isolação e o coe fici e nte da transferên c ia de ca­

lor entre a s uperfíc ie ex terna do i s olamento e o ar ambiente, à temper~ 

tura T . K e K. são definidos como: 
0 W I 
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2 kwA2 (I O) K = 
02 w 

o2 ln 0 
I 

kiAo 
(li) K. = 

D I 

D ln~ 
o 02 

onde k e k . são condutividades térmicas da carcaça e do isolamento, 
W I 

con s iderados constantes. 01, 02 e A
2 

são os diâmetros interno e exter-

no e a área externa da carcaça, e 0
0 

e A
0 

diâmetro externo e a áre a ex­

terna do isolamento. Nota-s e que a condução axial não aparece em nenhu­

ma das equações do modelo. 

As temperaturas médias T12 , T
34

, TwiZ e Tw23 são consideradas como 

médias aritméticas das temperaturas nos extremos do trocador como indi­

cam as equações (6) a (9). 

O modelo referente ao trocador de calor consiste então de um total 

de 9 equações, das quais 4 são equações diferenciais ordinárias de pri­

meiro grau (eqs. (I) a (4)) e 5 equações algébricas ((5) a (9)). As no­

ve temperaturas incógnitas são T2 , T
3

, T34 , T12 , Twl, Tw 2 ' Tw
3

' Tw 12 e 

Tw
23

. Os parâmetros do mode lo, que podem variar com o tempo são T
1

, T4 , 

T , m e m • 
o t c 

Para as tubu lações (Figura 2), usam-se as equações (3) a (5), (7) 

a (9) e (10) e (11), substituindo o f luido da carcaça e a parede da cai 

caça pelo fluido na tubulação e parede da tubu lação. Um balanço de ene!: 

gia para o fluido na tubulação da a equação a seguir, obtendo-se um sis 

tema de 7 equações e 7 temperaturas incógnitas. 

C v c 

T 
M_.G. 

c dt me Cpc (TI-T2) + h AI (Twl-TI2) ( 12) 

Nota-se que a eq. (12) difere da (3) somente pela falta do termo UA 

(T
34

-T
12

), e os subscritos c, I, 2 e 12 se referem agora ao fluido 

tubulação e w refere-se a parede da tubulação. 

na 
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•To 

---- TI • Fluido 

___ ___.__-i--

Fig. 2 Esquema de tubulação 

Nas junções das tubulações (Figura 3), é aplicado um balanço de 

energia em estado estacionário, dando: 

( 13) 

onde os subscritos I, 2 e 3 são definidos na Figura 3. 

~ 
T2 

Fig. 3 Esquema de junção 

3. Método de resolução 

As equações apresentadas, aplicadas aos trocadores de calor, às tu 

bulações e às junçÕes do circuito que está sendo modelado constituem um 

sistema de equações diferenciais ordinárias de primeiro grau com valo­

res iniciais e de equações algébricas, que sao lineares quando os coefi 

cientes das temperaturas são constantes, e nao lineares, quando eles d~ 

pendem da temperatura. Foi escolhido o "S/360 Continous System Modeling 

Program CSMP" da IBM para solução numérica das equações. CSMP resolve 

sistemas de equações diferenciais ordinárias de primeiro grau com valo­

res iniciais, lineares ou não-lineares, e permite também, que se in­

cluam equações algébricas, lineares ou não-i ineares. 
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Os m~todoc de int eg r aç ~o usados no CSMP (Rung e - Ku t ta, Ad am , Si mpson , 

Eul er) c:s t ão suj e it o s à lir11i ta t,;. i:ío do 111aior pa ss o de i nte~1raç ã o \ t, de ­

nomina do pa s s o críti co !\te ' pa r.J fl>rnecere m s o l uçõc ~ e s tãvci~ . Para u r':l 

s is t0rna l inear de n eq ua ções, dado pv r: 

dX 
dt AX + b 

o nde X é o vetar das inc óqni t as , A a r·1a tri z dos co<.'fic i ent es , 

( \4 ) 

(n x n) , 

c b o vct o r do l ado di re i to, ~Odt• IIIOS tra r - s e que o 111êt odo de Eu le r ( re-

la ngu l ar) e Runge - Ku t ta req uerem ,\ t . = ___2_., e ;\ 1. ;; __l_ res pect i -
c I' (AI c :' (A) 

v amentc, on de ( A) é o r a io es pect r a l da matr i z A. Como o cálculo exa -

t.o de i (A) é 111uito t raba!hu ~o, cons i de ra - s e nes t e t ra ba lh o corno boa a­

prox irtlaç ~o pa ra ta l a s e9uint c cxpres s ~o: 

(A) = mdx i a i i ; I ,n ( I 5 ) 

onde ma x j di i: e o maio r e le111e nt o d iagonal ern mÕdul o da ma tr iz A . 

Val o re s peq ue nos de Ate e r11 r e laç ~o a du ra ç~o do t ra nsi e nt e s i gni fl 
c a que Ulll núme ro g rande de passos de in t e g ração t em q ue se r u t i I i zado . 

Para evita r es t e incon venient e , as equações d ife r e nc iai s c om e leme nto 

diagonal peque no pode m s er tr a nformada s em cquaç6e s al gi bri cas, despre­

zan do o te rmo de ac umula çao . Po r exemplo, se · a .. 1 va ri a de .0 1 a l O 5 - l , 
li 

para um tran s iente de 100 0 segundos , o s i s tema o ri g ina l t e r j Ate = . 2 

s eg und o , req ue rendo um mínimo de 50 00 pas sos de in teg r ação. De s p re za ndo 

as de riv ada s tempo rai s na s equaç ()e s com ia i i i ·0.\, neces s i ta -s e s omente 

de um ,\ t e de 20 segundos e 50 passos de int e gr ação (ut i I i zando o metodo 

de Eu I e r) . 

Est e procedi men to fo i uti I iz ado na simulação do circul a dor de h~-

1 i o, como é discu t i do no p róxi mo í tem . 

4. ~ção ao Circulado r de Hêl i o do IPEN 

Descrição do Circulado r 

O ci rculador do hé li o (CH) in s talado no IPEN tem por obj e t i vo e n-

sa iar os vá ri os componentes em desenvo l v i ment o dos reat a re s nuc leares 

de alta temperatura, arre fecidos com h ~ \ i o (HTGR). Recen te me nt e tem s i­

do uti I i zado para en sa ios de is ol a mento t é rmico dos dut os de g js que nte 

dos HTGR' S . 

As part es pr in c i pai s do CH e s ua s int e rl i gaç 6cs estão csquema t iz! 

das na Figur a 4. 

---
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Fig . 4 Es quema do ci r culador de Héli o 

O aquecedor consi ste de blocos de cerâm i ca refratãri a com 402 ca­

nais verticais contendo fitas aquecedores. O conjunto cerâmica-aqueced~ 

res fi ca de ntro de um recipi e nte revestido de i so lamento t é rmico, que 

por s ua vez estã dentro de um vas o de press ão. Na safda da bomba ci rcu ­

lado ra, o gas é dividido em duas partes. Uma seg ue em direçâo ao aquec! 

dor e c ir c ula no es paço anular ent re o rec ipi ente in te rno e o va so de 

pressão externa, protegendo ass im a parede do vaso das al tas t empe ra tu ­

ras. A segunda parte segue para o trocador de cal or regenerativo (TCR) 

onde r ecebe um preaquecimento. Esse t rocado r é do tipo carcaç a e tubos, 

com ch i cana s tipo dis co-anel , ope rando em contra~co rr e nte. Do TCR tal 

fluido é conduzido ao aquecedor onde se efe tua o aquec imento final do 

gás duran te sua pas sage m nos canai s dos b locos de cerâmica. Depoi s do 

aquecedor, ess a par ce la do fluido percor re a seç âo de teste, que consi~ 

te de uma tubulação com isol ame nto interno, e retorna ao TCK onde é res 

friado cede ndo s ua energia para o preaquec imento citado ant e riorme nte . 

Em seguida, os dois fluxos desc ri tos en cont ram- se no misturado r. Do mi s 

turador, o gas passa pe lo resfriador que é t ipo car caça -tubo em U com 

chicanas segmentais, no qual é nova me nt e parcelado em dois, pela açao 

de um 11 by -pass 11 interno . Uma das pa rce la s entra nos tubos em U onde ce ­

de energia para a ãgua de arre fecime nto, e nquanto que outr a passa di re­

t ame nt e pe lo by- pass. Em seguida, unem-se, e de i xam o resfriado r em di­

reça o a bomba cir culado ra. 
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O modelo do CH 

O CH foi dividido em várias partes e para elas aplicaram-se as e-

quações do modelo básico anteriorme nte apresentadas. As equaçoes di-

fer e nc iais com 6 tc menos do que 10 seg undos foram transfo rmada s em equ~ 

ções a lgébri cas e o modelo final cons istiu de 15 equações diferenciais 

e 5 1 equações algébricas. 

Para mode lar o aquece dor, foram usada s as equações vá I ida s para as 

tubulações, e no lado di rei to da cq. ( 12 ) acrescentou-se um termo refe­

rent e a po tên c i a do aquecedor. 

O coeficiente glob al de tran sferência de calor U, foi ca lculada 

uti I izando-se o mé todo de Donohue (2). Os coe ficientes de tran sferê ncia 

de ca l or por convecçao f o r çada, h, e por convecç~o natural, h
0

, 

calculados atravês de corre lações conhecida s . 

fo ram 

Os valores da pot ê nc i a do aqu ece dor, vaz Õe s de hê l i o e a va za o da 

agua de a rre fecimen t o são tabe l ados em t unÇ-ão do tempo. 

Res ultados 

A seguir são apre se ntados rc ~. u ltados 1 Í picos da s irnulação de u~~a 

operação de 12 ho ras c 30 mi nuto;.;. Pard essa s imul aç:ão foi utili zado 

pot se r lllais cconômic.o o P·étodo r~..' t 2.1l <J u l a r , com /\ t = 9 sequndos . 

Os test es nros trar arn q uP par·d pa<:.<.:> u'> de inl<.' ~~ra ção iguai s ou ilrcno­

res que I segundo o erro nurnér ico c dL•spn.'L Ív ~ l e q ue ta l e rro pa ra p a~ 

so de i nteg r ação igual a J sequndo~; l~ tk no 'nâx i rno 10 ,. duranl e a prir ~1ei_ 

ra me ia hora de ope ra ção, di1 ninui ndo rapid arne rlte a rrrcd i da que as ter:rpe­

ratura s vao aumentando. 

A F i gura 5 most r a os va l ores expcrimC'nta i s t' (h ctl l cu l acJ o c, da te :1 ;p~ 

ratur a ~ sarda dü aClU CCCdü r (cntrilJa da SCÇ~O de lt' Ste) C as v a riaÇ~CS 

com t empo da potênc ia do C:H-l uc:cedor. vazcJo tot.:l l de h ti l i o e vaza o da 

água de .:lrrefec i rnen t o. Os va lo r l' S calculados estdo cerca de 5 a 30 / a­

bai xo dos val o res e xper imentais. l:. s sa faixa de erro pode ser considera ­

da pe(jue na, vi sto as simpl i ficu c;.ot.:·.; do rno<.J ~..: l o e as in ce rtt.!zas no'.; valo­

re s nurné r i coc, de alg uns r arâr11et ro•; , como por e xemp l o~ ca lor especi fico 

dos b l ocos de ccrãmi ca do aquece dor . que f o i estima do e111 compa ra çao com 

o s va l ore s de ce r~r11ica s pare cid as . 

5. Conc lu sões 

O modelo de trocadore s de calor c tubulaçÔec, , cons istindo bc1Sica­

rnent e de bal anços de en erg ia gl ob~is para e s tado n~o - es tacionário, foi 

apli cado ao circulador do hê l io do IPEN , res u l t ando num s is tema de equ~ 
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çoes diferenciais ordinârias de primeira ordem e de equações algébricas. 

Visando a uma redução do tempo total de processamento e em consequência, 

os custos, algumas equações diferenciais foram transformadas em equa-

çÕes algébricas e o sistema resultante foi resolvido utilizando CSMP . 

Os resultados numéricos e experimentais concordaram satisfatoriamente . 
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{1 } Donohue, D.A., "Heat transfer and pressure drop in heat exchangers", 
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S UMÁ R IO 

O obj e tivo deste t rabal ho é a análise de nroblemas lineares de 

condução de calor cm materiais anisotrônicos c ou he te rogéneos, sobre­

gime transiente, através de domínios hidimcnsionais com qualquer tino 

de geometria ou domínios tridimensionais ax i si métricos. São admiti das 

somente condições de contorno constantes com .o temno a lém da nossibi l i 

dade de geração interna de ca lor no interior do domíni o de so luçiio . /1 

resolução do problema é efetuada nor anã! i se modal e o método numérico 

uti.li zado é a técni ca de el ementos finitos segtmdo a formulação de 

r.a Je rki n. 

S IIM~I /\RY 

The ob ject of this panncr is the tm s teady linear heat conduction 

through ani sotropi c and/or heterogeneous mattcr , i n e i ther two­

- dimcnsional fie lds wi th ;my kind of geomc t ry or t hree-dimens ional 

fields with axia l syrrmetry. Tt only nccents timc - i ndencndcnt hmmdarv 

condi tions and i t is poss i h! c to havc internal hen t generntion. Thc 

so!ution is ohtained hy modal nna l ysis cmn loying t hc f ini t e clemcnt 

method undc r Galerkin formulat i on. 
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1. Introdução 

Sabe-se que em estruturas tennicamente carregadas é possível mui 

tas vezes desacoplar as equações termo-elásticas daquelas que descre­

vem a distribuição de temperatura. Assim, é desejável resolver o nro­

blerna de transmissão de calor e usar os valores das ternneraturas resul 

tantes para determinar os carnnos de tensão e deformação da estrutura 

nesse modo, pronõe-se aqui t~ nrograma numérico canaz de equacionar 

problemas lineares de condução de calor através de materiais anisotró­

pi c os em domínios biclirnensi onai s, sejam stmerff c i es ele contorno qual­

quer ou sólidos axisirnétricos, em regime transicnte ou permanente, su!.'_ 

metidos a condições de carregamento térmico constantes com o ternno, a~ 

rnitinclo ainda a existência de fontes internas de geração de calor. 

Tais condições se classificam cm dois gn~pos básicos: 

1 - Condições. de contorno cspeci ficadas (condições de llirichlet) - tem 

peraturas especificadas no contorno. 

2 - Condições de contorno naturais (condi <;Ões de Cauchy) -

2.1. fluxo de calor especificado no contorno e/ou condições adiabá 

ticas especificadas através de isolamento térmico ou nela 

de planos de simetria (fluxo nulo)· 

2.2. convecção especificada no contorno. 

Foi utilizado corno técnica de resolucão o método dos 

existência 

elementos 

finitos, a fim de manter a uniformidade do conjtmto a que nertence es­

te trabalho. Trata-se do sistema de cálculo estrutural desenvolvido ne 

lo C:nmo de Análise de Tensões do Tlenartamcnto ele l'ngenharia Mecânica 

da lJFSC para o estudo do cornnortarnento dos vasos ele nrcssão de reata­

res nucleares, particularmente durante as onerações de início e térrni­

no de funcionamento. Este trabalho ê t~a de suas et<mas nrelirninares e 

tem corno objetivo central a an;l!ise dos longos transientes 

que se estabe lecern nestas ocJstoes. 

térrni CDS 

2. Formulação por Elementos Finitos da Equação Matricial elo Pro­

blema 

A análise dos fenômenos de transferência de calor é toda desen­

volvida a partir da equação ela conservação da energia térmica que sob 

notação diferencial torna a forma 

dT -+ 
pcp ---a! + llq Q (l) 
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Particularizando a equação básica (l) oara o orohlema de condu­

ção t é rmi ca em sólidos heterogêneos e isotrónicos obtém-se 

dT -pcp --;n- - V . (kvT) + Q (2) 

!I mode lação matricial, por elementos finitos, de nrohl emas fí s i­

cos descri tos por equações diferenciai s narahólicas como c a eq uação 

(2), t em como nrincipal meio de imnl ementação a formulação de r;a Jerkin, 

segtmdo a qual um domínio de soluç.ão bidimens ional node ser di scr e t iza 

do através da re lilçâo 

m 
E Ni ( x ,y) Ti (t) 
I =I 

T( e )(x,y,t) (~) 

onde rlc) (x ,y, t ) c a solução anroximudn s obre o elemento bidimcns i o-

na l . m é o núme ro de nós do elemento, Ni süo as hmçocs íntcmo ladoras 

usadas na de fini çiio do elemento e Ti c o Villnr da temperatura cm cada 

um dos m nós do elemento. 

Soh no t a<.:<io matricial tem-se 

T(el ( x .v,t) INI (e l !Tl (e) ( 4) 

onde !1\ 1 lcl s:lo as fun<J><'s inte m o ladorn s de finida s sob re o e leme nt o 

genérico (c•) e {'1' 1 ( c) s~10 a,·, tcmcratu ras nodai s do elemento (c). 

1\estc trabalho for:un elll[)rc1~ado s c iC'mentos tri:mvulares com tnn 

no em cad :~ vért i cc, sendo em conscql.lê nc i a I i 11(~ ares as flln,·õc s i nt c nHl 

!adoras Ni. 

'\ so lu,· ;-to nara todo n domíni o,~ obti da nclo somatóriP da s so ltl­

\õe s ~ ~r rox i mad;J s par a c~tb tun dos e I <'Til(' li t os C<Hm1niH'Il t c~ d:1 m;1l h a 

T ( x ,y, t l 
n 
E T (l'J (x,y, t) (S) 
('= ] 

C<mo rcs11 l tado da apl i c:.<; :·w d:. fo nmli:~c: in de k li c rki n ob t ém- se :1 

cqu:K:in matrici: li do problema soh a f01ma 

i AI (T ' li\ I IT I + Ir: I ~ lll) (l>) 

onde lA I ren r('scnta a matri z umdut iinc i" t é rnJica, IB I é a matri ~ condu 

ti \'i d:1dc t é111ti c :~ l' rt .~S I obando fenômenos de condtl \·;íp c convcc·ç:Jo, ( (' I é o 



278 

vetor carga térmica, (TJ é o vetor temperatura e (T} é o vetor deriva­

da primeira da temperatura em relação ao tempo, 

A obtenção da equação correspondente ã equação (6) para domínios 

tridimensionais axisimétricos não apresenta dificuldades. Seu detalha­

mente é apresentado por Huebner \1\. 

3. Resolução por Análise Modal 

Para solucionar um sistema de equações diferenciais lineares na 

forma matricial por análise modal, é desejável o desacoolamento do co~ 

junto de equações do sistema de maneira a oossibilitar seu manuseio i~ 

dividual. 

A solução adotada foi a utilização do método nrooosto nelo Prof. 

Domingos Boechat Alves \2\ capaz de desaconlar o sistema matricial de 

equações do problema e determinar seus autovalores e autovetores atra­

vés do conjunto de subrotinas CI.vr. DPCfnL e DEIGEN. O sistema é desa­

coolado sem que suas matrizes percam a simetria, através da decomoosi­

ção da matriz condutiva térmica \B\ pela técnica conhecida como "Redu­

ção de Cholesky", seguida de duas transformações de coordenadas 

A redução de Cbolesky \2\ é uma técnica para o cálculo da matriz 

triangular inferior e não singular \R\. efetuada nela subrotina DPQlOL, 

tal que \R\ seja canaz de tornar verdadeira a igualdade 

\B \ I R\\ P\ t (7) 

Substituindo a relação (7) na equação (6) chega-se a 

\A\ (TJ + \R\\R\t(T) + {Cl f O} (8) 

A primeira transformação de coordenadas do sistema se baseia no 

fato de que sendo \R\ uma matriz não singular, existirá semnre um ve­

tor [SJ que como o vetor temperatura [TJ será função do temno e 

\P\tiTJ [SJ (9) 

Explicitando o vetor temperatura e sua derivada em função do 

tempo obtém-se a transformação de coordenadas conveniente que, substí­

tuida na equação (8), resulta na forma 

\A\ (\R\t )-I iSJ + \R\iSJ +{C} (0} (10) 
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A nova configuração da equação matricial do sistema, se pré-mul-

tiplicada pela matri z IRI -l, estará desacoolada a menos de seu termo 

em {S l 

{0} (11) 

Fazendo 

( 12 ) 

obtém-se a forma mais compacta 

(0) (13) 

A segunda transformação de coordenadas do sistema, obtida atra­

ves da análise modal. comnletn o de snconl;:unento e segue a sequência de 

operações descrita ahaixo. 

Supõe-se que o ve tar [ S} , r epresentati vo da tempera tura do novo 

sistema de coordenadas, possa se r substi tuído nela combinação linear 

fSl = lVI fZl ( 14) 

onde a matri z lVI representa o conjunto de autovetores da matri z 1111 e 

o vetar (ZJ é um multiplicador ftmção do t empo. 

A determinação dos autove tore s I VI c dos autova l ores O } da ma­

triz IDI é efc tuada pelas subrotinas CI.VT e llF.T C:I'N, cons tituindo a nar 

te mais extensa c importante de todo o processo de reso lução por cornn~ 

tador do si s tema matri cial de equaçõe s . 

Substituindo o vetar ( Sl na equação (13) c nré-multiplicanclo a i 

gualdadc assim formada pel a matri z de autovctores invert i da lVI-I che-=­

ga-se à relação 

Os autoval ores {). } e autovetorcs I VI da matriz condutânci a térrni 

ca I DI são por definição o vetar e a matri z capazes de s ati s faze r a i­

gualdade 

( 0 } (1 6) 
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onde 

I À I = II I {),} (17) 

Evidentemente, a solução tr i vi a I [Jara u equação (16) não t em va­

lor práti co, res tando 

l!. l = IVI-1 1!11 lVI (18) 

A re l ação (18) suhs títuida nu equaçiío ( JS) fomece o s istema ma­

t rici al de equaçõe s diferenci ais lineares desaconlado , já que I l 1 é u­

ma matriz di agona l. 

I), I dI + II I {Z l + [fi ( O ] ( 19) 

onde 

rr J = IVI-1 IRI- 1 rc1 (20) 

o sist ema ma tricia l desaco[J l ado de r equações diferenciai s linea 

res é representado nela equação (l<l) , onde cada equação 

z. + 
1 

z. 
(---1 ) 

À i 

f. 
+ (-1-) 

),i 
() 

i= l ,z ..... r 

(21) 

será resolvida i ndi v idua lmente através de integração direta segundo a 

relação ahaixo . 

zi = ( CI +it f . 
1 

\. exn 
l 

sendo CI a constante de integração. 

1T da it cl.t -) dT ) exn (- --
Ài Àj 

( 22) 

Admitindo-se apenas condições de contorno constantes com o t emno, 

os termos f. do vetar carga té rmi ca tamhém serao constantes com 
l 

tempo. Es te fato somado ii não vari ação dos autoval ores Ài 

transi ente, toma possíve l a simnli ficação da relação (22) 

z. 
l 

t t 
ri ( exp (- ~) ) + fi (exn(- ~) - 1) 

l l 

durante 

o 

o 

(23) 
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lma vez obtidos todos os r componentes do vetor solução {Z} sao 

necessárias duas mudanças de coordenadas para que se retorne ao siste­

ma original. Pela combinação das transformações {9) e (14) chega-se ã 

relação que soluciona o problema 

{T} (24) 

4. Resultados 

~analisado neste ítem o problema proPosto por Livingood e Sams, 

apresentado por Schneider 131. 
O objetivo da análise e a determinação do campo de temperaturas 

que se estabelece na secção reta da pá de turbina a gás esquematizada 

na figura (1). A pá é atravessada no sentido longitudinal por dois du­

tos de refrigeração por onde circula água a 200°f.. Livingood e Sams es 

tudam o problema da condução permanente de calor através de 

de re 1 axação. 

Com o objetivo de testar o funcionamento do método em 

técnicas 

domínios 

de contorno irregular, foram feitas al~~as alterações na praposta ori 

ginal, de forma a reconstitui r o período que se i ni ci a com a entrada 

da turbina em funcionamento e perdura até as lâminas entrarem cm equi­

líbrio térmico, quando o campo de temperatura se estabelece de forma 

permanente. 

Para a resolução do nroblema formn feitas as seguintes hinóteses 

simplificativas: 

l - Todas as nropriedadcs físicas sao constantes e corresnondcm 

ao campo permanente de temperatura. 

- No ínicio do transiente o campo de temperatura da na é uni­

forme e igual a 200°F. 

3 -O início do problema se dá quando a turbina é acionada, o 

que provoca o estabelecimento instantâneo de uma temperatura mnbiente 

de 2000°F. 

4 -A pá só troca calor com o meio por convecção, através dos du 

tos de refrigeração e pela superfície externa em contacto com o amhien 

te a 2000°F. 

O coeficiente de película na sunerfícic externa da pa é variável 

com a posição. 

O domínio de solução foi discretizado através de 165 

definidos por 121 nós. 

elementos 
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S. Conclusões 

Comparando a figura (3) que representa o campo de temperatura 

permanente ná pá calculado por elementos finitos com o resultado apre­

sentado por Livingood e Sams na figura (2), observa-se que a distrihu~ 

ção e a forma das isotermas são semelhantes em ambos os casos. Porém 

nas regiões do contorno, em particular nos bordos de ataque e fuga, e 

na parte superior da pá, existem diferenças de até I 00°F entre as duas 

soluções. 

Esta pequena di scrcpãnci a nodc ser fac i lmcntc exnl i cada, pois sao 

exatamente nestas regiões onde a malha de relaxação empregada Por 

Livingood e Sams não tem a flexibilidade suficiente para modelar com 

precisão equivalente à modelação por elementos finitos, o contorno da 

pá. 

O grau de precisão dos resultados obtidos c a facilidade de dis­

cretização e montagem da malha, mesmo sobre domínios heterogéneos com 

contorno irregular e características anisotrônicas, confirmaram plena­

mente a versa ti 1 idade e segurança da técnica de e 1 ementos finitos anli 

cada à análise térmica. 

A utilização do método dos elementos finitos é obtida com o sa­

crifício da simplicidade de programação c dos baixos custos de proces­

samento, exigindo sempre um voltnne de dados de entrada sunerior a quai_ 

quer outro processo de cálculo numérico. 

f evidente que, montado o sistema, sua aplicação fica facilitada. 

Ainda assim não é conveniente o uso indiscriminado desta técnica, nri~ 

cipalmente pela diferença nos custos de processamento se comparada aos 

métodos convencionais de cálculo numérico. 

O campo de aplicação dos elementos finitos surge à medida que o 

contorno do domínio toma formas mais complexas, imnossi bi 1 i tando o uso 

dos métodos numéricos tradicionais. 
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SLMÁRTO 

Diversos tipos e variantes dos " a i tcmat ing u i rcct i on methods". 

!./\H\1) foram :1pl icados ?i solLH,:iio da cquaç i;<> de condu<; :lo ue c a lo r, com ron 

t e . reg ime t ransitór io. em regiões ax i ~' si.uK~ t r i ct s. Os rcsu l t~ 1dos oht.idos. 

mostram :JS van ta gens de algun,t s variantes em rclaçiío ao método tradi c io­

na l de Cr;mk-N icol son . O " :llt entat ing dircction cxp l icit" , (/\IJJ:), roi L'll 

trc os All-1 hiís icos, o que ma i s :;e dcstaCOIJ. Entre t.odns. o 1\J H: :tcopl ado 

a tnn:1 transronnac;iio cxponcnci:ll parece se r a v:tri antc com maior potcn­

ci:ll, princip:unent e, quando llSttd: t com int e rvalo dt~ tempo vari:ívcl . 

Vari ous types :md vari:mts of a l temat i ng dircctionmc thods. (AI M), 

\Cl· o-c :tpp l icd t o t hc so lution of thc t ime-dcpcndent hc at conduction cqua ­

tion, wirh sourcc. Íll region;; with :Lxi al ~: inunetry . /\mong thcrusic/\IM' s , 

th~ aJt·c- rnating dit·,;ct ion expl ic it was rhc onc whi c h perfomcd bet: tcr . 

. \n •·xponcnt i" 1 t ra11s t'onn: tt ion coup I eJ tp t:!'c 1\J li : se<,us to he t·he ,._, ri;nlt wi th 

gr•:·tt :T putcnci:l l. cspccially i. r uscd with :1 v:u·i:thlc t imc stop schcmc . 
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1. Introdução 

Em trabalhos anteriores [1] , [ 2] e [3] , o método "altemating d~ 

rection implicit" (ADI), proposto por Peaceman e Rachford [4] e modifi­

cado por Douglas [3] . foi aplicado à solução temporal de equação da co.':!c 

dução de calor em duas e três dimensões. Nesses trabalhos foi constatada 

uma clara vantagem desse método sobre o processo tradiciona l de Crank -

Nicolson para a maioria das aplicações estudadas . 

Também em cinética de neutrons , os "alternating direction methods" 

(ADM) foram aplicados com sucesso à solução da equação da difusão consi­

derando vários grupos de energia [s] . [6] e [7] . Nesta área contudo. 

para os problemas de real interes se o ADI mostrou-se apenas equivalente 

[ 7] a uma variante otimizada do método de Crank - Nicolson, implementa­

da no programa TWTGL [ 8]. Tal comportamento atribuído à "s tiffness" das 

equações de cinética, pode ser cm parte compensado com a trans formação 

exponencial [s] , [6]. Desta forma, o ADI aparecia como l.ll1k'l boa opção, 

contudo foi um outro t i po de ADM . proposto por Larkin [9] c denominado 

"alternating direct ion cxplicit" (/\DE). que quando aplicado às equações 

de cinética [5], [6]. mostrou ser a melhor opção. 

Nesse trabalho, as alternativas apresentadas na literatura consul­

tada, bem como a lgwnas variantes investigadas pelos autor es , f oram test~ 

das para uma classe reduzida de problemas. Foram tratados problemas bid~ 

mens ionai s com s imetria ax ial c geometria semelhante a de uma vareta com 

bustível de um rcator PWR. Os testes rcali zatlos formn todos muito sim­

ples, pois o objetivo do trabalho nesta fase é apenas sel ecionar as va­

riantes mais promissoras que seriam então implementadas num código para 

análise da di s tribuição tlc tempera t uras mnna vareta de combustível duran 

t e um acidente de perda de refrigerante primário. 

2. A Equação da Difusão de Calor Espacialmente Discreti zada 

Em regiões heterogêneas , mas que apresentam i sotropia e 

ax i al. a condução de calor é desc rita pela seguinte equação : 

pc ar = .!. l_ (r k ~:) + l_ (k ar) + q"' 
at r ar ar az az 

simetria 

(1) 

onde p, c, k e q'" são respectivamente massa específ ica , cal or específi­

co, condutividade térmica e densidade volumétrica da fonte de calor. 

Usando-se o proces so de "box intcgration" I}QJ, obtem- se uma dis­

cretização espac ial de di f erenças finitas do tipo "corner mesh" , com a 



r 

I 
2fl7 

seguinte forma: 

(2) 

onde os coeficient es a's e B's· dependem dos parâmetros k, p , c e does~ 

çamento da malha em volta do ponto (i,j). 

A equação (2), juntamente com as formas discret i zadas das 

ções de contorno podem ser escritas na seguinte forma compacta: 

d T 
dt -

condi-

(3) 

onde: l é um vetar colw1a cuj os componentes são as t emperaturas no­

dais . (:;é a matri z que traduz o acoplamento entre o s pontos nodai s, de 

acordo com a disc reti zaç:ío efctuada. :2 c o vetar com os termos de fon­

te, seus componentes são do tipo q'."./fL .. 
l J 1 .I 

~. In tegração Temporal d~t__!:quaç~~-lllj_~~J..~r_eti wda 

O método de Crank- Nico l son generali zado, aproxima a solução da c 

quação l.'i) do sq,>ui nte rrKJdo: 

ou seja . 

onde 1 é a m:1triz iden t idade . í! ê Lml fator peso, (0 :=o<. J), entreaspar 

t os implíc itas c exp lÍc itas c os sohre-esc ritos usados indicam o ins tan­

t e de t c·mpo no qui! I :1 g randew est;Í sendo :.~va i iada. Com a esco lha de 

li, S. :! cqu:I,Jio IS) recair ia no metodo original de Crank - Nicol son. 

1\ ideia h:Ís ica do mé todo ac ima ao avançar tnn intervalo de tempo 

í !\t) . c fa :ê-lo de fonna pa rc ialmente implÍcita c parcialmente cxpl Íci­

l:l. .. ·or!l'om it an t cmc ntc em todos os pontos nodais. lles ta forma , a s equa­

c:õcs :J1 1,é bri ca s rcs•il t:m tes têm que ser resolvidas simultaneamente. 

/J,•; ,tro da II JO tiv:l<,)o dt• se obter s i stemas algPbricos mai s simples, 

,,; Jrgcrn .,s mÍ'~ oJos i\ll\1. t-:esses .. ,.::todos . para problema s bidimensionais, por 
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exemplo, o intervalo de tempo (llt')'éfracionado em duas partes, na primei­

ra metade o avanço é feito de forma implícita para um conjunto de pon­

tos e explícita para os outros pontos nodais. Na segunda parte é feita 

uma inversão quanto aos pontos que foram calculados explícita e implici­

tamente. 

Considere as matrizes, 

~1' ~2' 63 e~ I ~1+62~6 e ~3+~~~. (6) 

Lançando mão desta notação, os métodos ADM, para duas dimensões, podem 

ser descritos de urna forma geral. Na primeira parte do intervalo llt, a 

equação (3) seria assim integrada, 

!(n+l/Z)_:I(n)~ _ ~ [61I(n+l/2)+62I(n~ +~ln) 

1 (n+l/2)~Q+M A fll(l_llt A )T(n)+ M 5(n)J. 
- - L ~1 L:- L ~z - L - (7) 

na segunda parte, a integração seria feita da seguinte forma: 

ICn+ll~cr+ ~ ~)-1 [o-~ ~3J:I:Cn+l/2)+ ~Cn+l~ 
(8) 

e combinando-se as equações (7) e (8) obtem-se: 

~9) 
I(n+l)~(l~)-1 (a-~3) (l+*

1
)-1 [ (l-~2):!:(n)+~~(n) }~(n+IJ 

3.1. Os Métodos AQ\1 Básicos 

Considere as matrizes 1r e~· tais que lr · contenha os elementos 

de ~. que correspondem à discretização do operador diferencial da equa­

ção (1) com relação à direção r e 1z aqueles correspondentes à direção 

z. Note que 1r + 1z ~ 6 
O ADI de Peaceman e Rachford [4] 

Neste caso, as seguintes partições são usadas: 

~1 ~ 63 ~ 1r · 6z ~ ~ ~ 1z 



O ADI de Douglas [3] 

Neste caso toma-se: 

7 89 

O ADE Proposto por Larkin [9] 
Considere as matrizes §, Q e f, tais que Q contenha os termos da 

diagonal principal de a. e 1 e f , respectivamente, os termos abaixo e a­

cima desta diagonal. 

Neste caso ~ é fracionada da seguinte forma: 

O "Alternating Direction Checkerboard" (AOC), [!U 
Considere as matrizes: 

escolhendo-se, 

!x =matriz diagonal {1,0,1,0,. ·} 

lo= matriz diagonal ~,1,0,1, .. ~ 

o método ADC será descrito pel a seguinte partição: 

Q_Método de Linhas Alternadas, "Line lbpscotch," (ADL). [}~ 

Considere as matrizes : 

Nes t e caso, 11 e 12 serão matri zes bloco-diagonais L'Ujos blocos são al­

ternadamente matrizes identidade e matrizes nula. 

Desta forma, este método é descrito pela seguinte partição : 
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Vale a pena notar, que com esta partição, ao se avançar ót /2 sao 

resolvidos 2 sistemas de equações separados, um totalmente explícito e 

outro equivalente a um ADI. Tais sistemas têm como i ncógnitas as temper~ 

turas em linhas alternadas da malha de discretização. 

3.2. Consistência , Estabilidade e Erro de Truncamento 

As propriedades dos métodos acima quanto à estabilidade e consis­

tência, não serão aqui discutidas, pois já foram claramente abordadas em 

trabalhos anteriores. A referência [5] por exemplo, apresenta uma prova 

da estabilidade e consi stência do ADI e ADE, válida também para o caso 

de regiões heterogéneas. 

Quanto ao erro de truncamento, apresentaremos uma derivação da fo~ 

ma de seu termo principal, posto que esta servirá de base à proposição 

de algumas variantes dos ADM básicos. 

Em uma forma mais compacta, a equação (1) pode ser escrita como, 

ar = _ MT + q'" at (lO) 

onde M é um operador diferencial linear que pode ser definido por compa­

ração entre as equações (1) e (10). 

A equação (3), obtida de uma discretização espacial, é uma aproxi­

mação da equação (10), onde ao se aproximar o operador M pela matriz a, 
introduziu-se um erro de ordem O (6r2) +O (6z 2). 

Por outro lado, a solução formal da equação (3) , ao se avançar um 

intervalo de t empo ót, é dada por: 

rflt 
:!:(n+l)=exp[ - óta]:!:(n) +exp[ -6~] Jo exp[LJAJ~(tn+u)du (11) 

Note-se contudo, que em relação à solução exata das equações (1) ou (10), 

os valores dados pela equação (11) estão afetados de um erro de truncamen­

to de 3~ ordem, ou seja O (ót 6r2) +o (ót 6z2). 

Por meio de algumas expansões cm série, a equação (ll) pode ser po~ 

ta na seguinte forma: 

2 (12) 

I(n+ 1). ~-óta+~ /;;2 -Q(ót38ICn4{~tl-6tza+Q(ót38 s (ri)+-}~tl-QCllt38_1n+ 1) 

-

I' 
J 
,, 
i 
< 
:l 

r 
i 

f 
\ 

I 

l 

• __,a. 



7:11 

Procedendo-se de forma análoga e considerando-se apenas part1çoes 

simétricas (~ 1 = ~3 e ~3 = ~4 ), a equação (9) pode ser reescrita, 

Comparando-se as expressões (12) c (13) e lembrando o erro já im­

plícito na equação (11), obtem-se urna expressão para o erro de truncarncn 

to, válida para os t\DM simétricos . Definindo-se o erro de truncamento 

(E. T.) corno a diferenç a entre os valores aprox irnados c exatos, pode-se 

escrever : 

3. 'i. Algunas Variantes dos t\DM Básicos 

Os Alll\1 Pós-Corrigidos (ADPC) 

A idéia básica é S<' adicionar um "tenno corretor" de modo a cance­

lar o tcnno de ordem 11t 2 na equaçiío (14). Desta forma, apÓs se computar 
(n+l) - . . {l.t2 [ (n+J) 

T us;mdo a equaçao (9), ad1c wna-se a este o te11ll0 4 ~l S -
(ni J - S _ , para melhor:~r a ordem do erro de t nmcarncnto do método. 

Note que com exccção do Al)J de Doug l:~s. esse tipo de variante po­

de ser aplicado a qualquer um dos métodos básicos. 

A Trans fo mação Exponencial 

Utiliz;mdo-se a seguinte mudança de variável. 

T (t) exp(~h) O (t) (1 s) 

onde i:) c uma matriz diagonal, a cquaçao (3) transforma-se cm: 

(16) 

,\ motivação desta t rans t onvação c atenuar poss í vci s variações de 

ordem exponencia l na variáve l original, obtendo-se desta foma, urna va­

riável tr;msfomada de comportamento temporal ma is suave. Espera-se por-

tanto, que a equação ( 16) possa se r integrada com intenta los de tempo 
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maiores do que a equação (3). 

Na prática, para se usaresta transformação é necessário os elemen­

tos da matriz g a cada intervalo de tempo. Vários algoritmos foram ten­

tados com essa finalidade [s], [6] e os melhores resultados foram obti 

dos com a expressão abaixo: 

n .. = l.. 
l,J ót 

T (n) 

ln ...iJ 
T. (n -
l,J 

Métodos de Partição Variável 

I) • tn < t ~ tn+l (17) 

A motivação aqui é também melhorar o erro de truncamento, porém ao 

invés de se adicionar um termo corretor, tenta-se anular o termo princi­

pal através de urna partição adequada . Desta forma, os termos das diago­

nais de ~1 e ~~ seriam escolhidos, a cada intervalo de tempo, de modo que 

~ [s(n+l)_ s(n) ]= o 
-1 -

O Método "Local ly One-Dirnensional" (LOD) 

Este método surgiu da classe de métodos de intervalos fracionados, 

propostos na literatura russa. 

Usando o mesmo formalismo empregado na descrição do ADI, tem-se: 

~1 kr • ~3 kz • ~2 = ~4 = g 

Como pode ser notado, este método não é um ADM no sentido estrito, 

mas foi testado por haver haver boas indicações na literatura, quanto ao 

seu potencial. 

4. Resultados e Conclusões 

Foram utilizados seis problemas-teste, todos com a mesmageometri~ 

mas com diferentes combinações de condições de contorno e fonte térmica. 

A respeito das variantes descritas na seção 3.3, observou-se que a 

adição do termo de correção, testada com o ADE e com o ADC, não acarretou 

mudanças sensíveis nos resultados. Das possíveis variantes com partição 

variável, foi testada apenas uma , com partições de configuração semelhan 

tes ado ADE. Como os resultados obtidos não foram consistentes, desis­

tiu-se dessas variantes. 
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Quanto ao LOD, foi abandonado por apresentar desempenho muito in­

ferior ao dos ADM básicos. 

Exceto para as variantes citadas acima, sao apresentados resulta­

dos obtidos com os vários métodos testados, para ton cilindro de 12,85 ft 

de comprimento e 0,21 in de diâmetro, com as seguintes propriedades: p ~ 

649 lbn/ft3 , k ~ 1,54 Btu I hr.ft.°F e c~ 0.059 Btu/lbn °F. As condições 

de contorno correspondem às de convecção para a água à temperatura de 

550°F e coeficiente de transferência de calor h ~ 5364 Btu/hr.ft2 °F. 

As tabelas 1, 2 e 3 a seguir resunem os resultados obtidos para tr~ 

sitórios com fonte em rampa, fonte simulando calor de decaimento e fonte 

em degrau. O erro máximo E, referido nestas tabelas, foi definido como: 

E~ max 
ij 

T.. T .. 
1J - 1J 
T~. 

l.J 
X 100 (\) ' 

onde Tj"j é o valor da temperatura no ponto (i,j), dada por uma 

convergida. 

Tabela l. Fonte em Rampa- Incremento de Tempo (ót)para 

um Erro Máximo de H 

M é t o d o Incremento de Tempo, ót (seg) 

CN < 32 
-

ADE < 4 -

ADF < 8 
-

AOC < 4 

ADL < 4 

ADI < 4 

~{~' , t < o ~· ~ 2 .1 2xi07 Btu/ft~ h r 
qttt 

~~ + y t t > o y ~ I. 27xl08Btu/ft~ h i -

solução 
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Tabela 2. Calor de Decaimento - Incremento de Tempo pa­

ra um Erro Máximo de 1% 

M é t o d o Incremento de Tempo, ót (seg) 

CN .::. 1, o 
ADE < 0,5 

ADF .::. 0,5 
ADC .::_ O, 5 

ADL < 0, 5 

ADI < 0,5 

{ ~· ' t < o ~·; 2,65xl01Btu/ft~ hr 
q"'; c ~·t- 0,26 c ; 0,095 

Tabela 3. Fonte em Degrau - Incremento de Tempo para um 

Erro MâxiJJD de 1% 

Método Incremento de Te~o. ót (seg) 

CN < 8 

ADE < 4 

ADF < 4 

ADC < 4 

ADL < 4 

ADI < 4 

{o , t < o 

~"~_= .~- ~ t ~ o 
~·; 2,65x107 Btu/ft~ hr 

Observando os resultados obtidos pode-se verifi car que , para a me~ 

ma precisão, o CN admite, em geral, intervalos de tempo de 2 a 8 vezes 

maiores que os necessários aos demais métodos. O pior desempenho dessem~ 

todo foi para a perturbação em degrau. Entretanto, o tempo de processa­

mento é cerca de 15 vezes maior, que, por exemplo, o ADE. 

A transformação exponencial parece ajudar , quando usada para modi­

ficar o ADE. O método resultante foi designado ADF. Este método mostrou 

ser apenas marginalmente superior ao ADE quanto à precisão, tendo porém, 

a desvantagem de um tempo de computação 2 vezes maior que o ADE. Deve-se 

observar, contudo, que algumas melhorias estão sendo introduzidas e que 

poderão mudar a conclusão acima. Por exemplo, as "frequências" Dij pode­

riam ser avaliadas para o comportamento médio de um grupo de pontos e não 

para a totalidade dos mesmos. Outra modificação seria a introdução de um 
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controle de intervalo de tempo, mantendo o erro abaixo de detenni nado li 

mite. O ADF mostrou ser o método mais sensível a este controle, uma vez 

que no início dos transientes, ao se usar um ât maior do que o indicado 

para o ADE simples, "injeta-se" um erro que será realimentado pelo pró­

prio cálculo das frequências. Isto foi verificado ao se testar o caso em 

degrau, onde se utilizou interValos de tempo variáveis para o ADF, tendo 

es t e desempenhado bem melhor que o ADE. 

O AOC admitiu intervalos de trntpo quase do mesmo tamanho que o ADE, 

sendo tão eficiente computacionalmente quanto este. O ADL é mais rápido 

que o ADI, sendo ambos equivalentes rnt precisão ao ADE. Entretanto , fi­

cam aquém do ADE ou do AOC em rapidez de aJmjXJtação. 

Com base nos casos analisados, concluúnos pela seguinte hie rarquia 

de métodos, considerando precisão e tempo de processamento: ADE , ADF ou 

AOC e ADI. 
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Sl.l-lMIO 

Um nétodo de solução de problemas de valor rYJ oontorno c:xn depen 

clP.-ncia trn1p0ral nas oondições de contorno é aplicado na resoluçii> de un 

problema de oonduç.ão de calor PITl <>larentos oombustíveis tiJ'X) placa can 

rx>eficiente de tran..sferéncia de calor variável can o t~. Os resulta -

cbs r.uméricos apresentados denonstram a viabilidade do nétodo na solução 

desta classe de problemas . 

A rrr"thod fo r thc solution of boundary-value problans with variable 

boundary oonditions is applied to solve a hcat oonduction nroblern in a 

nlate-type fuel e lerrent with time dependent fi lm ooefficient. The 

nurrerical results stvw the feasibility of the nethod in the solution of 

this class of problerns 
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l. Introdu@::> 

Problemas de corrlução de calor en oondições de transientes podem 

ser resolvidos por técnicas usuais da Física-Matemática 111 , tais caro , 

separação de variáveis, transfonnadas integrais, etc., ou [X)r técnicas 

numéricas. Entretanto, existe uma grande classe de problemas nos quais 

as condições de contornp variam ocm o tarp:>, en que é ilrpossível a apli­

cação das técnicas acima, en virtude dos autovalores e autofunções asso­

ciadas ao problema seren, também, funções do tarp:>. Exe~~plos dessa sit~ 

ção apareoen en vários ranos da Física e Engenharia : (i) condução de ~ 

lor num sólido sujeito a condições de contori'X) convectivas dependentes 

do t.errpo; (ii) rroderação e tenralização de nêutrons ocm condições de co~ 

tori'X) dependentes da energia; (iii) difusão de massa ocm fronteiras nó­

veis 121, etc . 

Recentenente, Ozisik e Murray 131 introduziram um rrétodo de solu-

ção para esta classe de problemas, o qual é uma extensão do rrétodo da 

transformada integral. No presente trabalho, aplica-se esta técnica a 

um prcblerna de condução de calor en elenentos ocmbustíveis tipo placa ~ 

frigerados por um fluido, ocm coeficiente de transferéncia de calor con­

vectivo variável no tempo. Una situação típica de interesse é o transi~ 

te en que a refrigeração do circuito prinlário torna-se deficiente em vi!:_ 

tude de falha de banha. Tal fato pode ÍlllJlicar em condições de fluxo cri_ 

tico de calor en reatares refrigerados por água sendo, portanto, de rel~ 

vância na análise de acidentes de reatares nucleares . 

Neste trabalho apresenta-se uma descrição do desenvolv:!Jrento analí 

tico aplicado a este problema particular . 

2. Análise 

Considere um elenento ocmbustível tipo placa plana sen encamis~ 

to refrigerado lateralrrente por um fluido nonofásico ocm uma distribui -

ção de te!!peratura no estado estacionário. Suponha que as condições do 

escoamento do fluido são perturbadas resultando nuna variação tenporal 

do coeficiente de transferéncia de calor convectivo. A distribuição de 

te~~peratura no cx:.rrbustível nessa situação é descrita por 

ô2T(x,t) 
3x2 

~ _ 1 ôT(x,t) 
+ --y--(i ~' 

ocm as condições de oontori'X) e inicial dadas por 

(1) 
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aTI =o, axx=() 

k ~I +h (t) T (L,t) =o 
x=L 

T(x,O) = f(x), 

(2) 

(3) 

respectivamente . .Aqui T(x,t) representa a variável teq:eratura, q 1 11 a 

densidade de potência, k o ooeficiente de condutividade térmica do a:m­

bustível, L a rreia espessura da placa de c:x:ttbustlvel, a a difusividade 

térmica do canbusti vel, f (x) a distribuição de teq:eratura no estado es­

tacionário e h (tl a variação ta!pJral do ooeficiente de transferência de 

calor. s~-se que as propriedades f!sicas e a densidade de 

são ronstantes. 

potência 

Para a aplicação do método de Ozisik e Murray IJI é cx:nveniente ~ 

rrensionar as equações acima. Para tanto define-se as seguintes variáveis 

adilrensionais . 

x* = x/L, 

t* = at/L2
, 

T* = kT/q 1 ''L2
, 

e o núrrero de Biot, Bi (t), dado por 

Bi(t) = h(t) L/k 

Com essas definições as equações (1) a (4) to~se 

a:rn 

oT* 
w (5) 

(6) 
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[ 
aT* ] ai* + Bi(t*) T* =O 

x* = 1 
(7) 

T*(x*,O) = f(x*) (8) 

No método em questão deve-se iniciallrente resolver o seguinte pro­

blema de autovalores associado : 

d 21jlm(x*;t*) 

(dX*)2 

c:x:m as oondições de oontorrx> 

e 

Àm(t*) ljlm(x*;t*) 

di)Jm I =O 
OX*x=O 

[ 

dljl 
~ + Bi(t*)I)Jm] = 0 

x*=l 

(9) 

(lO) 

(11) 

N::>te que as autoflmÇÕes 1jlm (x*, t*) e autovalores Àm dependen paranÉtri -

camente da variável te!lp), sendo dadas por 

1jlm(x*;t*) = <XlS(Àm(t*) x*] (12) 

e os autovalores obtià:Js c:x:mo solução de 

Àm (t*) tan [ Àm (t*>] = Bi (t*) (13) 

Portanto seguin::lo o clássioo método de transformadas integrais a distri­

buição de teq:eratura pode ser escrita c:x:mo 

T*(x*,t*) =L l),<x*;t) Frn (t*) 
rn 

<DE Frn(t*) é a transfo:rmada de T*(x*,t*), sendo dada por 

(14) 
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Fm(t*) = J ~ (x*;t*) T(x*,t*) dx*, (15) 

e as autofunções nonnalizadas, Km (x*: t*) , por 

(16) 

orxle o fator de nonnalização 

1 
Nm(t*l =jw2 (x*·t*) dx* m • , (17) 

pode ser obtido da expressão 

(18) 

Seguindo o rrétodo de lnisik e Murray pode-se IIOStrar que as trans­

formadas das distrirui.ções ad.irnensionais são soluções do seguinte siste­

ma de eqt4ções diferenciais aropl.adas 

onde 

e 

resultando 

e 

clF "' 
~ + ). 2 F -\a F =A 
m:- m m L llll n m 

(19) 

n 

m = 1, 2, 3, ... , oo 

1 

'\n(t*) =
0

J )(m(x*;t*) dx* 

1 
B (t*) =j I<' (x*·t*) rrn m ' 

"" (t*) 

sin ).m 

A7N m m 

(20) 

dx* (21) 

(22) 
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d(Bi) [À 
Of* n 

sec2 À + tan À J -l 
n n 

[ 

sin (À +À ) x m n 
(Àm+Àn) 2 

cos (Àm+Àn) 
--À-~ 

m n 
+ 

sin (Àn- Àm) 

X -X n m 
_ cos X (~fÀm) ] (23) 

n m 

Portanto, solucionando-se o sistema de equações representado por (19) 

por uma técnica conveniente a distribuição de temperatura adimensional 

pode ser obtida através da equação (14) • 

3. Resultados nunéricos 

Cem o intuito de ilustrar nurrericamente o método aqui des=ito 

considera-se nesta secção um transiente em que o coeficiente de transfe­

rencia de calor é função do tempo. Urk> situação típica em que este fenô­

I!ED:) ocorre é no acidente de perda àe vazão de refrigerante resultante, 

por exenplo, de falha de banba no circuito primário. Conforme descrito 

por Tong e Weisman 141 em tal acidente a velocidade no refrigerante va­

ria de acordo com 

V(t) =V (KV t + 1)-l 
o o 

onde V
0 

é a velocidade do fluido refrigerante antes do acidente ocorrer 

e K uma constante que depende do canal de refrigeração e tipo de fluido 

refrigerante. Usando o fato conhecido que h é proporcional a poténcia 

0.8 do número de Reynolds e, portanto,da velocidade do refrigerante, po­

de-se descrever a dependéncia temporal do número de Biot por 

Bi(t) = Bi(O) (KV t + l)-0 · 8 
o 

l\qui considerou-se caro valores típicos 141 para o canal quente de 
-1 

IJ1I reator tipo PWR, K = 0,27 = e V
0 

= 5 m/s. Desta forma todas as 

grandezas necessárias para a solução do sistema de equações diferenciais 

acopladas, podem ser encontradas pelas equações descritas na secção 2 

o sistema de equações diferenciais foi solucionado pelo método de Euler 

rrodificado ISI . 
Na Figura l ilustra-se a distribuição de temperatura , para dife -

;:entes valores da variável tenpo, obtida pela aproximação de ordem 3 

i.e., considerou-se apenas as tres primeiras equações do sistema dado 

por (19). A Tabela l I!Ostra o ~rtamento da temperatura central em 

I 
! 
I 

l 
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Tabela 1 

'l'errJ?eratura Central, T* (O,t*), para as várias ordens da aproximação 

1.0 

0.8 

0.6, 

0.4~ 
I 
I 

'l'elrpo 

J\dinensi<naà:> 

t* 

o 
i .4 

0.8 

1.2 

1.6 
~. 

0.2 0.4 

Ordem da aproximação 

1 2 3 

0.867 0.848 0.851 

0.877 0.865 0.867 

0 . 932 0.921 0.923 

1.007 0.996 0.998 

1.094 1.079 1.081 

.. 176 1.166 1.168 

~·= 2.0 I 
. I 

t = 1.5 I 

~ ~ ":;:~.:1 
\, =o.o 

i i 

0.6 0 .8 1.0 x* 

·.' igura 1 - Distriliuição de ~ratura oo elrnentos cr.::nbustíve 
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função oo tanpo para as tres pri.neiras ordens da aproxinação. Cem:> era 

de se esperar a hann5nica de ordem 3 pouco =ntribui ao valor da tenper~ 

tura. 

Deve-se ressaltar que na solução numérica do sistema de equações a 

es=lha oo incrarento de tanpo dependerá da ordem de aproximação. Óbl!ia­

rrente deve-se cuidar para que o incremento seja substancialmmte infer~ 

or ao períoc:b da harrrônica de ordem superior para evitar problemas de es 

tabilidade nunérica . 

4. Conclusão 

A aplicação do rrétodo proposto por Ozisik e Murray no problema aqui 

apresentaOO levou a obtenção de resultados satisfatórios cem o uso de 

baixas ordens de aproxinação tornando o rrétodo atrativo sob o ponto de 

vista ~utacional. Assim no Iffi-370/155 usou-se 29 milisegundos/inter-

valo de tenpo/aproxinação, sem qualquer preocupação de se otimizar o 

programa. Para a aplicação do rrétodo em problemas "real!sti=s" e uma 

melhor avaliação de sua competitividade, torna-se imperativo extende-lo 

a outras gearetrias, incluir o encamisarre.'"lto, incluir a dependência da 

=ndutividade térmica com a temperatura e também permitir que a densida­

de de potência varie espacial e temporalrrente. Por outro lado, a única 

limitação do rrétoào, no que diz respeito a precisão nurnérica, reside na 

solução oo sistema de equações diferenciais a=pladas e, em ·"teoriii", ~ 

der-se-ia obter soluções exatas aurrentanoo-se a ordem da aproxinação 

Portanto o rrétodo deve ser =nsiderado de grande valia como padrão para 

a verificação de rrétodos aproximados . 
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SUMÁRIO 

Um mét 0do variacional foi usado para se obter as carac 

terísticas de emis são de energia radiante em cavidades difu­

sas com a configuração de V. O probl ema é go vernado pela e­

quação integral de Fredholm de se gunda espécie. Emissivida­

des aparentes foram ca l culadas supondo-se radiosidades uni­

formes e variáveis. As paredes da cavidade foram supostas 

isotérmi cas e ci nzas. 

SUMMARY 

A variational method wa s used to obtain the radiant 

energy emission charac t eris ti cs of diffuse V-groove cavities. 

The problem i s governed hy th e Fred holm i nt eg ral equation of 

second kind. Apparent emit tances we re calculated with uniform 

and variable r adio sit ie s. Th c cavity walls were assumed 

isothermal and gray. 
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l. lntroduction 

A cavity is a partially enclosed space tn which there 

is an augmentation of the absorptance o r emi ttance dueto the 

multiple reflections of the radiant energy. This augmentation 

is termed the cavity ef[ect and is uscd, in practicc, in the 

design of energy sources and in the design of absorbers of 

solar radiation. 

The present research is concerned with the radiant 

energy transfer characteristics of diffuse V-groove cavities. 

The bounding walls of the cavity are taken to be isothermal 

and gray. 

A survey of the literaturc revealed that Sparrow and 

Lin [1] have solved this problem by finite-difference mcthod. 

However, such a method does not give good rcsults for small 

opening angles and low surface emittanccs. This is duc to a 

singu1arity in the governing cquation. at the origin. 

ln the present paper, the Fredholm integral equation of 

second kind, which governs the problem, was solved by a 

variational method. With this method, the singularity at the 

origin was not a difficulty and very small opening angles [I 

degree) and low surface emittances [0.1) wcre considered. 

It is customary to measure the cavity effect by means 

of the apparent emittance, which will be defined later. 

Apparent emittances were determined by solving the radiosity 

equations of the diffuse cavity. The resu1ts were calcu1ated 

assuming uniform and variable radiosities on the cavity walls. 

On1y in the second case thc problem is go~erned by an 

integral cquation. ln thc first case onc has to solve an 

algebraic equation. 

A schematic diagram of thc V-groove cavity is presenteei 

1n Fig. 1. The diagram is regardcd as being very long in thc 

direction into and out of the plane of thc figure. 

The surface 3 of Fig. 1 is a fictious black surfacc 

stretched across the opening and radiating into the cavity. 

ln this way, the incoming radiation is diffuse anel can be 

charactcrized by an cffectivc black-body temperature Te. 

Surfaces 1 and 2 (see Fig. 1) are the wal1s of the cavity 

and thcy have constant tcmperaturc Tw and common emittance 

Ew· Fig. 1 also contains thc x, y coordinates and the cavity 

.... 
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I'ig. I. V-groove cavi ty 

a ngl c de s i gnatcd hy Z.p. L i s thc lcngth of thc wall s urfaces. 

Appar en t cmittancc rcsults wcrc ohtaincd for surfacc 

emittancc s Ew from 0.1 to 0.9. Thc ca vity anglc wa s varied 

fro m 1 de g r cc to 180 dc g rccs . As said heforc, thc problcm has 

a si ngular ity a t thc origin which prccludcs thc use of 

co nvcntional numerical mcthods for small opcning anglcs and 

low su rfacc cmittanccs. llowcvcr. thc variational mc thod us e d 

hcrc surp asscd this difficulty. 

2 . 1\nalys i s 

Th c a nalysi s will hc bascd on thc ge ne r a l theory of 

radi ant tran s port amon g gray, diffu s c su rfaccs. Suc h a thcor y 

is prescnt cd with cxc c ptional clarity in rcfcrc ncc [2]. Only 

a bricf dcscri ption will bc givcn hcrc . 

Con s idcration i s gi vc n to Fi g . I, whcrc thc V-groovc 

cav it y i s picturcd. ·rh c l ocal rat e of hca t tran s fcr a t 

s urfaccs 1 o r 2 is cxprcsscd hy thc c4uat i on 

(l) 

1~ h crc a is t hc St c f an-llo l t zmann constant and llw the cav íty 

wa ll radi os i ty . 1\t th c wall surfaccs, duc to th c sy mmctry of 

thc prohl crn, it is clcar that 4w(x) = 4w(y) and llw(x) = Bw[y), 

1\hcn x = y . 

Thc r adios ity Bw c an he cvaluatcd from thc fo llowin g 

in t eg r a l c qu at i on 
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Bw(x) E: aT4+(1-E ) [J B (y ) dFdi\ lA +ol4 J . dr-di\ di\ l (2) 
w w w A z w 1-' ? c A, ~ - 3J 

o r 

B+(X) ~I+ (l- c: )J\+(Y)dFdA -di\ 
w W 0 w I 2 

ln cquation (3) one has the following dcfinitions: 

X 

B+ 
w 

x/L 

ll - aT4 
w c 

e:wa(T~-T~) 

y ~ y/L 

X Y si n 2 (2<1>) dY 
dF ~ J ,h 

dA1-dA2 2 [X 2 + y 2 - ZXY cos (2<j>) 1L 

( ~) 

(4) 

( 5) 

(6) 

Equa t ion (6) is thc cxprc ssion of thc anglc facto r bctwc e n 

two infinitesimal elcmcnt s di\ 1 and dA 2 • Oncc thc solution of 

equation (3) has becn found, thc corrcsponding distribution 

of the l oca l hcat flu x qw follows dircctly from cquation(l) . 

ln dimen s ionless form cquation (l) can bc r cwr itt c n as 

wher e 

+ 
qw 

+ 
qw 

e: w f="E ( I - s 
w w 

qw 

a(T~ - T~) 

B+) 
w 

(7) 

( 8) 

Thc ovc rall rate of hc~t transfcr, per unit l e ngth 

perpendicular to the plane of Fig. l , is ca l c ulat cd from 

Qw 

ar in dimcnsio nless form 

- + 
qw 

JL qw(x) dx 
() 

o:, 
T f~ q: dX 

A mean value for thc radi osity is givcn by 

+ J: B+ 13 ~ dX w w 

(9) 

(lO) 

( 11) 
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o r 

emittance 

E a 

E a 

E a 

o L 
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is defined as 

Qw 

sin HT~ - T~) 

1 
si n <P 

( 12) 

(13) 

On th e other hand, if thc radiosity isassumeduniform , 

resu1ts: 

+ + I 8 B (14) w w 1 - (1 Ew)(1 - sin <P) 

+ + E sin <P w (15) qw qw I - (l - Ew)(l - s1n <PT 
E w (16) E l - (1 - Ew) (I - sin <P) a 

l he calcul a tion procedurc for ohtaining cquations (14),[15) 

and (ló) is quite straightforward and will not bc g i vcn herc. 

3. The Variationa1 Mcthod 

Equation (3) can bc rewritten as 

1 + (1 - E ) (
1 

B:(Y) K(X,Y) dY 
w 'Ü 

Frorn equat io n (6) it is seen that 

d F 
K (X, Y) ~ _cl_l\_c~ 

dY 

XY s in 2 (2cj>) 

2 [X 2 + y ? - ZXY co s (2<P) ] f'2 

(17) 

(IS) 

Equation ( 17) i s a c lassi c al mathe matical equation, called a 

Fredh oim eq uati on of thc scc ond kind [3]. K (X , Y) , dcfined by 

cqu a tio n (18 ), is th c kcrn a l of thc int eg ral equation. lt 

should be noticcc.l th<.1t K(X, Y) -> oo as X,Y -> O. Such a 

singularit y. ar t he o rigin, ma y be a c.lif fi culty in the 

so lu tion o [ cquntion ( 17) if finite c.liff ercnce 

ap prox imati ons a re em ployed. 

The t echnique o f solving Fredholrn equation by 

variationa\ calculus consists of a fitting procedure . A 

particular function B+(X) is chosen as the solution of 
w 
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equation (1 7). Then , thc variational cxp rc ssion 

equation (1 9) wi11 be a minimum [4]. 

g i ve n by 

1 1 
(l-E )J J B+(X) B+(Y ) K(X,Y) dX dY + 

w o () w (t\ 

J 
1 + Jl + 2 B (X) dX - [ B+ (X)] 7 dX ( 19) 
o w o 

A rcstri ctio n upon thc mcthod is that Lhe kcrnal must be 

symmetrica1, that is, K(X,Y) ~ K(Y, X). 

Let us assume that the solt1t ion is given hy the 

fo 11owing powc r seri cs 

B+ (X) w . 
n 

i. 
i~o 

c i i X (20) 

The next s t ep i s the suhst itution oí e q11ation ( 2 0) into 

equation (19). Aít e r int eg r3tion th e va riati ona l exp res s i on 

beco me s 

I ~ J (C
0

,c
1

,c
2

, . . . ,C
11

) (21 ) 

Th e valueof I , g ivenb yc<.juation ( 21 ), 1vill bea mini mum wh e n 

o I 
a c i 

ll ( i; O,I, Z , ... ,n) (2 2 ) 

The a1gehraic sy stem o í eq uations ( 22 ) is lin ear and it s 
+ 

so lution gives c
0

,c
1 

,c
2

, ... ,C
11

• l'r om cq uatlo n {20) , Bw(X) i s 

determ in cd . ln thc pr csc nt work th c f o ll ow in g sol u tío ns were 

obtained: n~ !(linear ) , n~ 2( quad ratic), n; 3(cubic) , n ~ 4 

(quartic). 

Anoth er a pproa ch 

interva1 s be twccn 0-J. 

i s to assume B+ constant ovcr n 
w 

Th c cqu3 ti on ( 1' 1) he comc s 

n n Jjh Jih 
(l-e:w) .L .L C.C:i . . K(X ,Y) dX dY + 

J~1 1;1 J (j-1)h (1 -l)h 

n 
+ z I 

j;1 

jh 
C . J dX 

J (j-1)h 

n 

.I 
J ~I 

+ 
where B 

w 
Ci (i~1,2,3, ... , n) and h 

jh 
c~ J J X 

J (j-1)h 
(23) 

1/n. 



S ince equation (23) must be a minimum, results 

ai 
aci o (i=l,2,3, ... ,n) (24) 

The system (24) gives de n va1ues of B+ =C .. The results, 
w 1 

that will be presented i~ the next section, were determined 

with n = 50 and n = 100. 

4. Results and Discussion 

The dimensionless radiosity distribution 

determined by so1ving cquation (17). Typical 

was 

are 

presented in Tables 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for the various 

approaches discussed in thc section 3. A more complete set 

of resu1 ts is available in [5]. 

Table 1. Comparison of B+(X). ~ 
w 

X - > 0.00 0.20 0.40 

Linear 10.1445 8.7249 7.3053 
Quadratic 9.1740 8.5536 7.5903 
Cubic 9.7097 8.4533 7.428 4 
Quartic 12.2791 7.7lJ88 7.3484 
n = 50 9.3156 8.5080 7.5264 
n = 100 9.3395 8.5089 7.5267 

Table 2. Comparison of H+ (X). ~ 
w 

X - > 0.00 o. 20 0.40 

Linear 1.1205 1.1125 1.1046 
Quadratic l. 1 o 'i 2 1.1117 1.1121 
Cubic l. 114 s 1.10 77 1.1089 
Quartic 1 .1117 1.1088 1.1083 
n = 50 1.1102 l. 1096 1.1085 
n = 100 1.1102 1.1096 1.1085 

5 degrees, Ew o .1 

0.60 0.80 l. 00 

5 .885 6 4.4660 3.0464 
6.2841 4.6349 2.6428 
6.3063 4.758212.4553 
6.6470 4.5460 3.0290 
6.3022 4.7099 2 .57 33 
6.3026 4.709412.5706 

S dcgrccs, Ew 0.9 

0.60 0.80 l. 00 

1.0966 1.0886 l. o 80 7 
l. 1042 1.0882 1.0639 
1.1073 I. 0922 1.0531 
1.1066 l. 0933 1.0506 
1.1055 1.0943 1.0490 
1.105511.0943 1. 04 89 

· ·-

From the Tablcs, it is seen that thc rcsu1ts of the 

va rious computation proccdures agrce bctter when ~ and 
+ + 

E 
w 

increase. Once Bw(X) is known, qw(X) can bc detcrmincd from 

e quation (7). 
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Tab1e 3. Comparison of Bw(X). • ~ 10 Jegrees, Ew = 0.1 

X -> 

Linear 
Quadratic 
Cubic 
Quartic 
n = 50 
n = 100 

0.00 o. 2 () 

7.1534 (>. 1 4 24 
7.2990 6. 171 J 
7.4776 (>.1374 
7. (J 931 b.0693 
7.6329 6.0989 
7.713216.0983 

+ 

0.40 1 0.60 r~-o 1.~ 
~.131414.1204 3.1094 2.09841 
5.093Hj4.0671 3.0910 2.1656! 
5.042514.0783 3.1304 2.0844! 
s.o507l4.114h 3.0942

1

2.1784 I 
5.0602 <1.0'151 3.1079,2.15J:i 
5.0593 4.0951 3.1076j2.152b! 

Tahle 4. Comparison of Hw(X). • = 10 degrecs, Ew = 0.5 

I X -> 
---··~-· ---·-·,----~----~ 

L i n e a r 2 . O 4 2 O l. 'll 5 C 1 . 7 H 9 2 l . r,(, 2 'I J. 53 6 5 1 1. 4 1 O 1 

o . o o o . 2 o I o . 111 _o_:_r,_o_

1

1 ; -~~-~-i.~~~~ 

qu a. J r a t. i c .1. ? 2 1 5 1. 'i ~I ~ ~ l. 8 ~ (J 3 l • ~ 1. 5 1 1. S 4_ __1 .. 611 . ~.\ 1 5 ~ I 
CulHc 1.J4ll2 1.8J.h 1.8.>(17 ].;188 1.5117 1 .. ,01;j 
Q u a r t i c 

1
1. 9 S O (J 1 .. 8 'I 5 2 1. 8 3 2 4 1. 7 2 1 1 1. 5 . I 4 5 1. .i O ~~ 5 

1

1 

n =50 1.9411 1.89~~~1.8304 1.7210 1.5454 l .. \14.1 
n = l O O -~-· 9 4 1 ~11_:. R-=.s 1 . 8 3 O 3 1 . 7 21 I l. 5 4 5 4 l. 3 1 4 8 

Tab1e S. Comparison of R+(X). • 
w 20 Jcgrccs, Ew = 0.5 

X -> 0.00 0.20 

Linear 1.795~) I . h 81 'l 
Quadr:Jtic 1. 78 72 I. 6811 
Cubic 1.7798 1. ()8 33 
Quartic 1.7868 1.6806 
n = 5O 1.7880 1.b808 
n = 100 1.7892 I. ()809 

__ L__. 

0.40 ll,(l() 

--f-----
1.5b 78 I. ,1 538 
l. 5 711 1.•157<1 
l. s 7 33 1 . 4 5 (l li 
l. 5744 1.4575 
1.574(1 1. 4 57 2 
1.5745 1.4572 

sol--~ o. f 
f-·--- --+---------j 

1.3 
1 .. ) 
1. 3 
1.3 
1.:i 
1.3 

39711. 257 
~-'~'I I . ~ 8 ü 
) / (J l. L4(l 

354,1. 303 
')55 I . 2 'li I 
'\551~--~ 

+ 
Tab1c 6. Comparison of Gw(X). • = 20 dcgrccs, Ew = 0.9 

~-

X -> 0.00 

Linear 1.1033 
Quadratic 1.0975 
Cubic 1. 0'161 
Quartic 1. 09 7 o 
n = 50 1.0969 
n = 100 1.0969 

0.20 

1.0903 
1. O 'I O O 
1. 090 5 
1.0'101 
J • O 'lO 2 
1.0'102 

( 

1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 

. 40~To~~~~ soT 1. o o 1 
li 7 7 .) 1 . o () '1 311. o 5 1 2 I l. o 3 8 2 I 
07'18 1.06(18 1.0511'1.0326, 
1802 1. Obh4 1.0506 I. 0340 
0804 1.li(J(J(JI 1.0502 1.0349 
1804 1. Ob6b 1. 0502 I. 0348 
1803 1.0bb6 1.0502 1.0347 

A comparison between resu1ts determincd with variah1e 

and constant radiosities is given in Tab1e 7. ln thc case of 

variab1e radiositics, the method emp1oyed W3S that given by 
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.:quat ion s (2 3) a nd (24). with n 100. 

Ta b1 e 7 Result s with Variab1e and Uniform Radiosities 

I <I> 

jde g. 
i 

Un i form Radio s ity Variab1e Radiosity 

!
1 

o. 5 
o. 5 

I o. 5 
I 5 . 0 

5 . 0 
5. o 

10 .0 
10.0 
10.0 
20 .0 
20 .0 
20 .0 

E w 

o. 1 
o. 5 
0. 9 
0. 1 
o. 5 
o. 9 
o. 1 
0.5 
0 . 9 
o .1 
o. 5 
0.9 

B 
w 

9 . 2718 
1. 98 27 
1. 1 100 
5. 6041 
1. 8 39 7 
1.10 0 5 
3.901 9 
1. 7041 
1.0901 
2.4 52 1 
1. 4903 
1.0 704 

0.0081 
0.0087 
0.0087 
0 . 0488 
0 . 0802 
0.0863 
0.0678 
0.1480 
0.1704 
0.0839 
0. 2549 
0. 32 95 

_+ + 

E a 

0 . 927 2 
0.9913 
0.9990 
0.5604 
0.9198 
0.9904 
0.3902 
0.8520 
0.9811 
0.2452 
0.7451 
0.9634 

B 
w 

9.5705 
1. 9849 
1.1101 
6 .6238 
1.85 72 
I. 1006 
4.6272 
l. 727 7 
1. 0904 
2 .7197 
1. 5108 
1.0708 

0.0048 
0.0075 
0.0086 
0.0375 
0.0714 
0.0849 
0.0597 
o .1361 
0.1680 
0.0809 
0.2446 
0.3268 

0.5468 
0.8642 
0.9808 
0.4304 
0.8193 
0.9738 
0.3438 
0.7840 
0.9675 
0.2365 
0.7152 
0.9555 

ln Tab le 7, Bw' qw and Ea wer c define d in the section 

of t hc pres en t wo rk. Examinat ion of Tab 1e 7 shows that, for 

a gi v e n a n g1 e <1> . the two methods a gree be tter whcn Ew 

inc r eases. Fo r a fi xed e: w' a bett e r agreeme nt i s verified 

wh en <1> in c r e as es . ln a ll ca s e s e:
3

>e: w. The departure of Ea 

f r om Ew is a meas ure of the ca vity e ffect. Thc maximum value 

of Ea th a t c a n be att ai ncd i s unity. 

Ty p i ca 1 r es ults f or the distribution of th e local hcal 

fiu x q + are presented i n Fi gs . 2, 3 and 4 . 
w 

Fig . 2 . Loc a l heat f 1ux . 

4> ~ S degrees 

o X 
Fi g. 3 . Local heat flux. 

<1> = 10 degrecs 
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0.!5 r-....--.---.-..--.-""T---,r--..-""T"'-. 

11!= 20 

f=0.5 

é=O.I 

oL-...J-.....1-_....---I_.I..-...J-.....1-_....---1---J 
o X 

Fig. 4. Local hea t flux. <jl = 20 J egree s 

0.9 

0.8 

0.7 

é a 
0 .6 

0.5 

OA 

0.1 

\ 
\ 

' ' ' 

- VR 
--- - UR 

·' 

f =0.1 

o L----1 __ _. __ ~--~--~--~---~--_.--~ 

o lO 20 30 40 50 60 70 

0 ( degrees) 

80 

Fig. 5. Apparent emitt a nce results 
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Fi gure 5 s hows the app a rent emittan ce Ea as a function 

of the an g lc • (sce Fig . 1). Rc sult s ar e given for s urfac e 

cmittancc va lues ranging from 0.1 to 0. 9; solid and dashed 

lincs ar e rcs pec tivcl y employed to dcsignate var i able 

radiosity and uniform radiosity. ln ali cases the a pparent 

emittancc i ncrease s as • becomes smaller. Since the cavity 

surfaccs are gray, thc o rdin atc va r iahl c Ea o f Fig. 5 can 

also bc intc rp retcd as a n apparcnt absorptancc a
3

• 

5 . Conclusi ons 

rh e principal objective of this wo r k was to de t e rmin e 

th e solution of a Fr edhol m integral cquation of the second 

kind by mea ns of variational ca lculu s . With thi s method, th e 

s .ingu larit y of the kcrnal of t hc in t egral equat ion, at th e 

o ri g in , was a utomati cal l y s urpas sed . 

Re su lts have been ohtained for ve ry s mall cavity a ngl es 

12• = l J cg re c) and l ow surfacc emittancc s (Ew = 0.1) . Fo r 

hi ghcr va lues (. > I S Jeg r ces, ~ w > 0 . 3) t he prese nt results 

wcre compare d with th ose of [ 1]. The agr eemcnt is cxac t and 

lends support to t he presc nt papcr. 
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SUMÁRIO 

llm modelo cinético é apresentado para o operador de co 

lisiío da equaçilo de Boltzmann, associado às colisões entre mo 

léculas de espécies diferentes de gases poliatÕmicos. O mod~ 

lo é construído de modo a satisfazer as leis de conservação 

c o teorema-li, oferecendo o nível de detalhes exigido para 

a dcscriçiío dos fcnõmcnos de rclaxaçiío cm sistemas gasosos 

submetidos a fortes dcscqui I Íhrios. lima versão 1 inearizada é 

apresentada c uma comparaçiío é feita do presente modelo com 

o modelo de Cross-Krook para misturas de gases monoatomicos, 

no caso limite de colisões incliisticas inexistentes. 

Sl!MMARY 

t\ kinctic modcl is presenteei for the collision operator 

of thc Boltzmann equation, rclatcd with thc cross-collisions 

bet"ccn moleculcs hclonging tu di ffcrcnt spccics of polyatomic 

gases. l·he llhJJc·l satisfics thc conservation laws and the 

!1-theorcm, g1ving the rcquired lcvel of dctails for the 

clcscriptiun of thc relaxat ion processes in gascous systcms 

~uhmitcd to :;trong non-cquilihria. i\ lineariscd version is 

clls'·' prcsented, the prescnt model hcing compareci wi th the 

l~ross-Krook model for monatomic gas mixtures, in the 

Jim1ting case of non-cxisting inclastic collisions. 
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1. Introdu~ 

Um modelo c inét i co se constitui num;1 ap roxim aç ão ao 

termo de co li são tia e qua ção tle !;o!tzmann, us a tlo sempre que 

se ne ces sit a tl escrever ap e nas algumas de s uas pr opr iedades 

macro sc6pi cas . A e qu aç~o res ultante r epr e s e nt a um motle l o pa­

ra a eq uaçã o de Boi t : mann, sendo portant<J adeq11ada para a 

a n~li se tl e problemas a nGm e ro s de Knutlsen arhitr~rios (K n 

t/ L, Q, = livre per cu rso méd io, L = compriment o c ar acterí s ti­

co), onde nã o se requ e ira o níve l de detalhes for neci do pelo 

uso ti o term o de co l isão completo . 

Model os ci néti cas para gase s pol l at5m i cos for am intro­

duzidos po r Mor se [ll, que estende o modelo de 13hatnagar, 

Gro s s e Kr ook [ 2 ] par a ga ses monoat 5mi c os , sep ara ntl o as co li 

sões e lãst ica s das colisões in e lãsticas atravé s tia introtlu­

ção de doi s temp os de rel axaç ã o distin t os . Des ta f orma se oh 

têm um mod e lo n ão-l inea r, si mpl es , a duas f requ ê ncias de co ­

lisão, adequado para a descr i ção do s processos de relaxação 

as soc iado s a est a dos de fort e desequilÍbrio em sistemas gas~ 

sos . 

Pa ra problema s linearizados , modelos cinéti cas de nuior 

precisão podem ser obtidos 3través do uso do método de Gros s­

Jac kson [3 ]. Par a ga ses poli at ômicos, ta is mode los fo ram ob ­

tidos por Hans on e Morse [ ~ ] , par a a s i tuaç3o de equ il Íbr i o 

e por Brun e Zappol.i [5 ] , para o caso de não - equ i l Íhr i o v i­

braci on al. 

Para misturas de ga ses po liatômicos, mode los ci n~ ticos 

l i neari zad os sobre a dist ribui ção de equilÍbr io de Maxwel l­

Boltzmann foram ob tidos por Philipp i e Brun [b ] , [7 ] , usando 

um m~t o do generalizado de Gros s - Jackson . 

Ne st e trab al ho apresenta-se um modelo cinético não -li­

near pa ra o operador de colis3o Jpq' que co ncerne as co li­

sõe s e ntre molécu las poli atômi cas per tence nte s a espéc i e s di 

ferentes p e q , oh t ido de forma a satisfaze r as lei s d e co n­

se rva ção em colisões p-q e ao teorema- H. Uma ve rsã o linea ri­

za da do modelo é exibida. O mo de lo de Gr oss -K rook [8], pa ra 

mistura s de gases monoat5micos, é r eohtid o par a o cas o l i mi­

te de colisões inelásticas inexistentes. 
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2 . Um Modelo Não-Linear para Misturas de Gases Polia­

tômicos 

Seja fip = f(!p• Eip' ~· t) a função distribuição para 

a veloc i dade molecular ~p e en e rgia interna Eip de uma mol~­

cula do c omponente p no estado quântico i e localizada num 

ponto ! do esp aç o . A equação de Boltzmann para um componente 

genér ico p da mi s tura, com a hipótese de simetria de 

Chang e Uhlenhc c k se esc reve [6], 
Wang-

f. + v f. l: J 
dt lp -p o r lp q pq 

L: z III (f ' [' - f. fjql&pq 
lki senX dX d<j> dv ( L) 

q jk ~ kp iq lp I J -q 

onde lk l desi gna a s e r~o diferencial de colisão , g -v v lJ ' _pq--q--p 
a vel oc idade r e lativa Ju s molé c ulas ante s da coli s ão c X e <1> 

os i ng ul os p o l a r c azimutal que fornecem a orientação de B~q 

( ve l oc i da de r e lativa apó s a coli s ~o) cm relação a g . -pq 
_ Os termos Jc c~li s ão Jpq s e refere m ã colisão entre mo 

lecula s da me s ma espec1c para q=p c espécies diferentes para 

q ;lp. Um model o nao lin ea r simpl e s para os termos de colisão 

J pq' q;lp, pode se r con s eguido, admitindo-se que os mcsmospo~ 

s am s e r e scrit os nas f o rmas 

ond e 

p-q 

J pq ( rq ' 0 f l I 
I p - i p 1 pq 

( 2) 

r é um tempo de relaxa ç ão que caracteri za as coli s õe s 
pq l j o 

c f . ' é uma di s tribuição de ~axw c ll-Bolt zmann lp 

n / rn )3/2 
) ( _ll__ cxp 

Q ( finl . 2 11 kl"tr 
p pq ' pq 

mp 2 F · 1 
- - - lv -u I - __I_E.__j (3) 

t - fl - pq i n 
ZkT r . kT 

pq pq 

co nstn1id a com os par âme tr os u Ttr c Tin, no morncnto,indc 
- pq' pq pq -

ter min a dos , m;1s qu e pod e m se r a ssociados a quantidades cfc t i-

vas,,li fç rindo res pectivamente d3 velocidade ma c ros cópica u - p 
c da s t emperat u ras ele t"ranslaçií o Ttr c da temperatura intcr­

p 
a s coli s ões r-q. na Ti nJo compone nte p , devid o 

p 
n,, ~ !1LÍrne r u el e mo lécul as p por unidade de volume, rnp 

cq- (:\) • 
~ mass a 
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de uma mol~cula p, k = constante de Boltzmann e Qp ~ a fun­

ção par tição do componente p. 

O modelo, eq. (2), é niio linear no s entido de qu e a dis 

tribuição f9• 0 cont~m os par~mctro s u , Ttr c Tin que po; lp -pq pq pq 
su a vez s e mos trarão como funç 6es d e momentos da fun ção dis-

tr ibuição fip' Desco nsid e rado es te fat o , a eq.(2 ) fornec e um 

model o simpl es do tipo BC:K, [2], par a co li s6cs entre molécu­

las d e esp~c ies distinta s de ga s es poliat6mi cos . 

O tempo de relaxação T pode s e r es c rito na f o rma pq 

Tpq T/ nq (4) 

onde T é um parimetro cara c terfsti co das co li s 6c s c ru za da s 

p-q ( e q-p) e nq ass e gur a a anulação de Jpq qttando nq •O ( ca­

so em que a distribuição fip nã o se altera po r colis6e s com 

moléculas da espécie q). 

P 1 d - .1.tr .1. in d or outro a o, os parumet ros u , e e vem ser -pq pq pq 
e sco lh idos de modo a qu e o modelo, e q.( 2), sat i sfaça as leis 

de conservação da massa , quantidade de movimento e energia 

para as colis6es p-q. A e qu aç ã o de conservação da mass a é 
trivi almente satisfeita pel o modelo. No qu e co nc e rne a c on­

serva ção da quantid ade de mov iment o para as co li s6es p-q 

I J m v J dv . + I f i p -p pq - p i 
m v J q -q qp dv -q 

esta condição é sa ti s f e ita e m se fa ze nd o 

u -pq u + a (u -u ) -p pq -q -p (). pq ~ 
m +m 

p q 

o . (5 ) 

( 6) 

Na equ a ção aci ma ,a designa um pa r~metr o indep end e nte da s pr2 

priedades do s componentes; o par~me tro a cstfi :tssoc ia do i pq 
frequ~ nci a de colisão que ca racteriza o proc es so Je rel a xa-

ç5 o das v e lo c idades macrosc6picJs tt e u dos compon e ntes p -p -q 
e q, co m 

-

li -p 
l 

n p 
I J f. v dv lp -p -p ( 7) 

l 
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Consideremos agora a equaçio de conservaçio de energia 

m v 2 
+ E. ) dv + p p lp -p r. JJ ( _21 

i qp 
o. (8) 

Es ta equaçao é sa tisfeit a. fazendo - se , 

(9) 

l (. in 1 , f. . o nle. ' P e o ca or csp cc t ICO Int e rno volum e constante 

po r mol~cu la do componente p, 

-~ 11 k 
2 r 

l: f f . I 
i I [l 2 

z 
m ' v - u I dv 

p - p -pq -P 
( I 1) 

c a tempera tur a de tran s la~iío da s molc;culas p calcu! JdJ com 

:-clétç3o a velocidade cfct iva u c 
- pq 

I i II 
p (

• 1 n 
. II 
I' p 

rJfr 1. r~: dv ip p 
( I 2 I 

é- a tC! II Jlé' r atur:l intr·rna da s mo l<~ c ula s p. () pariímctro " tr cs­

t.;Í r- cl:JClü n:ld o co m os pr oce ~so ~ de tr;Jn s f c r ê ncitt de ene rgia 

d e 

(\ !l r occ:-:.~o de tra nsrc r (:•n...: ia d e c n cr~~ i ;1 in te rna , cc. ;)q 

i; !·:..,,.:c:-:. so s de t riJns ícri:·nc ia de cncrg i a cnt re os moJos 

-:· .le t· r:..~ns la~5 o de uma mesma mol éc ula p ~-~r a\..~as a:-; 

(l­
ln 
com os 

i nt crnos 

col i soes 

p~q e ·t j;q co m os proce sso~ Jc t r;1ns fcrl·nL ia de cnc r g ia entre 

l~ . ..; modos inte r-no t' .J e ~ranslat..>lo, de mc.J l éc uLts ncr t c nccnJo :i 

:·s pc' CIC,_ Jifer cnt l'S p c ' I· 

' 'modelo c;lr:Jctcri ;: :1du fH.· I as cqs. ( 2) . (~). ( 7), (<1) c (IIlJ 

... portctnto um mude I o ~~ vâr i;~_.;, t C' Jnpcr;t tur as, qu e Jesc rcv C' o~ 

'- ' Ct ll us proc es sos de rcl:.t X:ll;:1o por co li sôt•s p-q, asso ciados a 

.' c·sequi lí h ri os ent re es t as tcmp cr at11ra s. I:, daí , um modelo 

".Jcqi Jado p~1ra a d csc 1· i ~,.·ii o de s i s tcm:ts g; t s osos pol iat óm i cos. 

· u!-.i:·c- t:i ,.!<; s a f o rtes dc ,;cq·li líhri os. nndt• os efeit os de rc•la-
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xação sejam predominantes em relação aos efeitos dissipati­

vos: expansõe s em tuburas sup e rsôni cas , e e s c oamentos poste­

riores a onda s de choque se constitue m como a lguns exemplos, 

onde a apli caç ão do modelo pode ria ser bem sucedida. 

O modelo acim a d escrito não leva em cont a a rel axação 

de moment os J e ordem ' da fun ç ão di s tribuição, não s endo po~ 

tanto adequado ã descrição de si stema s gasosos quando Kn+O, 

ist o ~. em r e gimes dominados por coli s ões. Um modelo mais e­

laborado pode s er e nc ontrado na ref. [6]. Todavia, a aplica­

ção deste Último model o em s i tuações prática s e nvolv e nd o o~ 

so direto da equação de Bolt zmann nos parece particul a rmente 

difÍ c il. 

3. O Teorema 11 

A l~m das condi çõ es imp os tas pel as lei s de cons er vação 

para c olisões p-q o modelo , e q.( Z), de ve sati s f az er 

onde li ~ a fun ç ão H de Bolt zma nn, 

H l: l.: 
p i 

f rip ln rip dv -p 

Pod e - s e mostrar lJ, que a condição ( 13 ) implic a em 

1 I T . C( . a tr' a in' a pq 'apq < o 

( 13) 

(14) 

(lS) 

qu e não ~. t oda v ia, uma condi çã o necess ária para a co nse r va­

çã o dos invariante s colision a i s . O te o r e ma 11 nos asseg ura , 

port anto, qu e os pa r~ metros co locados na eq.(lS) s~o e f c tiva 

ment e quant i da des poss rveis de serem ass ociad as a fre qu~n­

cia s de col isã o , p os itivas. 

4. Lin ea rizaç5 o de Jpq' Compara ç ~o com cas os limites 

Para uma det e rminada c lass e de problemas, é poss í ve lde 

cons i derar f . ~ f( o) , onde f!ol é uma distribui ç ão de e qui-lp lp lp 
lÍbrio de Maxwell-Boltzmann construid o com os parâmetr os de 

r eferência np' f e Ü: 
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n ( m )3/2 = _E__ _p_ 
Qp(f) 2nkT 

exp[- ~ 
2kT 

lv-u! 2 -~-~ -p - k T 
( 16) 

De sta forma, lineariz ando f~' 0 eq.(3) sobre a distribuição 

f(o ) caracteri za da a cima ,· o~~emos par a o operador de colisão l p 
Jpq eq. (2), 

J ;dol 
pq lp 

- .ip ] + ~ nq(at r / T)( ó T~r- 6T~f(c;- 3/2) + 

k i1 (a. /"r) (6Tin - 6Tin) (E . - E ) + 
cin q ln q p lp p 

p 

n M (a/T) [ (M / M ) l / 2 lJ - U j.C + 
q q p q -q p -p 

k n 
.:..:3 [a ' ( 6Ttr - 6Tin) + a" (6Ttr - 6Tin)] (c. - E" ) + 

T pq p p qp q p lp p cm p 

_?_ ~ 
3 T 

onde , 

m 
6T tr 

Ttr -r 
<IT in 

Tin_T 
M ___12_ _p___ _p __ 

p m +m p T p T p q 

f -d 0 J m l/2 
<jl i p 

lp lp 
ll (~) (u '!l. 

dol 
-p ZkT -p 

lp 

rn 1/2 E. 
c (~) (v ~) Ei p 

____!_.E_ 
-p Zk T -p k 'f 

(17) 

( 18) 

O mo de lo acima eq.(17) foi utili za do pa r a o cilculo do 

desequilfhri o t~rmi c o indu z ido na c ama da de Knud s en de uma 

mi s t u ra ga s osa, devido a uma a comod ação t ~ rm i c a diferenciada 

dos compo nen tes , e/ou seus modos [10]. A fig. l apresenta um 

r es ult ado espec ífi co, p3ra o c aso l i mit e de uma mi st ura de 

gases monoatômicos ( mistura Ar- Kr , 50~ fra çã o molar). 
Como se observa, o de s equil[brio entre a s temperaturas 

dos comp one nt es da mi s tura pode ser sign i fic a tivo para uma 
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distância à superfície inferior a dez li vres percur sos me-

dias. Cumpre observar que, nesta região, o núme r o d e Knuds e n 

é diferent e de zero variando de 0,1 a oo( na par ede) e as equ~ 

çõe s da hidr odi nâmica não podem aí ser aplicadas. 

~~F 

-~-~ -
1 

4 6 9 lO 

Fig. 1. Desequ ilÍbri o de t empera turas n a camada 

de Knudsen de urna mistura Ar-Kr, SO% f r~ 

ção mo l ar (x = distância à parede em u­

nidades de li vr e pe rcurso rnédio, 6T=sa l­

to de temperat ur a na parede) . 

Ret ornando agor a ao modelo cinético, eq. (Z), ob serva-

se que, para o cas o l imite da possibi lid ad e de ocorrênc ia de 

colisões elás ti cas somente, entre as mo léc ul as comp onentes 

da mistura, terse-á, 

ain a ' pq o a" pq (19 ) 

nas eqs.(9) - (10) . Desta for ma , o modo interno não participa 

das colisões envolvendo trocas de energia, ficando conge l ado 

dur ante o proces so. 

As equaçõe s (2), (3), (6) , (9) e (lO) , junt amen t e com a 

hipótese ( 19), constitu em o modelo cinét ico de Gross -Krook, 

[8] , para misturas de gases monoat õmicos, o rigin a lmente de ­

se nvol vido para mistur as de gases com massas moleculares mui 

to diferentes e portant o com a possi bilidade de dcsequilÍ-
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brios i mport ante s entre as s ua s respectivas temperaturas de 

translação . 

Em relação ao modelo de Gross-Krook, o presente mod e lo 

fornec e portanto uma descriç ão colisional acrescida de três 

frequências de colisão (a. , a' 1n pq 
s6es inelisticas entre mo1~cul as 

ferent es p e q. 

S. Conclus6 es 

e a~q), associadas is coli ­

pertencentes a esp~ci e s d i -

Um modelo cin~tico não-lin ear foi obtido para mi s tur a s 

de gases poliatômicos. O modelo oferece uma aproximação i e ­

quação de Bol t zmann, possível de se r usada em problemas a nu 

me ros de Knud sen arbitririos carac terizados pela prese nça de 

fort es desequ ilfbrios, c onde não se requeira uma precisão! 

cima daquela obtida pela descrição dos processos de r e l axa ­

ção dos mom entos de ordem infe ri o r ou igual a 2 da fu nção 

di s tribu iç ão. O modelo~ linearizado s obre uma distribu ição 

de equil íb rio de Maxwell- Boltzmann e comparado, para o caso 

lim ite de co lis6es inelisti cas inexis t e ntes, com o mod elo de 

Gross -Kr ook . 

Uma a plicação da vcrsao linea ri zada do presente modelo 

~ exib id a, pa ra a de sc ri ção d a camada de Knudsen de uma mi s ­

t ura de gases. 

Espe r a -se que a versão completa não-linear possa ser 

usada para a anilise de probl e mas envolvendo mistur as gaso ­

sas s ubme tidas a fortes desequ ilfb rios. 
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SUM!iiUO 

GJR BS, cm se u célebre trabalho " Sobre o Equilíbrio de 

Substância s ll c tcrogênea s " , f o rmulou o que agora é conhecido 

co mo a "Regra d;JS Fase s " . Em suas próp rias palavras , na sua 

argumentaç:io usa a cxpr·css~o "pr·ovavclmentc" quanto a val idc z 

dessa re g ra. A par tir daí, t o mou- se essa r·e gra, i g nor a ndo-se o 

"provavelmen te", at é qu e trabalhos d e CO I. E ~t\ N, NOLI., I'EINBERG, 

DUNN c FO SilJCK vie ram a esc larecer me lh o r o assunt o. No espi 

rito do trabal ho desse s pesquisadores , o present e ar tigo for: 

nece uma demonstr;Jç::Ío d essa regr a para mistur;Js co m rcaçao 

qu ími ca . 

SlJM~\RY 

GIBB S formu lated and s tudicd in hi s famou s work "ON 

TIIE l' Qll!LI BRIU M OF IIETI ' ROGE NJ:l)llS SUI\ STANCES" the "Pha sc Rule". 

ln his :r r ;•,u mc ntation hc u ses thc cxprcss ion "probabl c " ahout 

t h c va lidi ty of hi s rul e . lli s doult s werc soon f o rgotten , 

unti l r eccntly whcn thc wo rk o f COI.EMAN, NO I.L,FEINBERG.LlUNN 

and FOSDI CK mnde his r csults precise. ln thc fromcwork of 

t h es e res e:nche rs we will s how the validity ofthephasc rule 

for mixtur es with c hc nical rcaction s . 
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1. Introdução 

GIBBS, há pouco ma is de cem anos atrás, em "On the Equl 

librium of Het e rog c neous Substances" [1] , formulou uma r e -

gr a para o núm ero máximo de "fase s cm coe xist ê nc ia e s táv e l", 

agora conhecida como a Regra da s Fas es . Na s ua a rgumen t ação 

quanto a t a l r egra us ou as seguinte s pal av ra s : "It does not 

seem probable that r can cver c xc eed n+ 2 . An ex ampl e of n=l 

and r= 3 is seem in the coex i s tent solid , liquid and gaseous 

forms of any substance of invari abl e composition" [1, p.97]. 

Aqui, n repres enta o número de es pé ci es quím ic as em uma mis­

tura e r o número de fa se s em equilíbrio . De fato , o a rgume~ 

to de GIBBS foi incompl e to, e mesmo livros-t e xto s modernos 

perpetuam t a l a rgumento c m uma ou outra form a, m11ita s vezes 

sem a cautela do uso da express ão "provavelmente", como GIBBS 

teve o cuidado de f az er [5 ,6]. 
Mais recentemente, tendo sido despertado o interes se 

em e lucidar al guns dos fe cundos ma s ob scuro s conceitos da 

terrnost á ti ca , alguns pesqui sadore s dedicaram-se ao est udo da 

Regra das Fa se s, procur ando colocá-la dentro da es trutur a g~ 

ra l da termodinâmic a modern a . NO LL [3] desenvolve um apara to 

mat emático ace r ca de conjuntos co nvexos c a plica-o na dcm ons 

tr ação de que, quando urna "m i stura cm i so lamento" encontra­

-s e em um "estado es trit amente es táve l" , o número de s uas fa 

s es não pod e exce de r n+ Z. FEINBERG [s], c om base cm NOL L [ 3], 

obt em o me smo res ultado e discute a va l idade da f6rmula f = 

= Z+n-r, onde f é comumen t c i nt erp retado como o grau de li­

be rdade da mistura. Tanto NOLL [3] quanto HINBERG [ 5] tomam 

como h i p6t ese o caráter dis c reto da s mi st ura s em equilíbrio, 

ou seja, qu e as mistura s cm equilÍbrio são formadas por fa­

ses uniformes . DUN N e FOSDlCK [6] oferecem um exaustivo es tu 

do de ssa re gra, formulando vá ri as r egra s de co c xis t~n c ia de 

fases, mas rcstrigem-s e ao ca so de misturas c om uma s6 espé­

cie química. 

Aqui, no e spírito do trab al ho desses pesquisadore s e 

de um a rtigo de COLcMAN [2], fornec e mos uma prova para o nú­

mero máximo de "fa se s em co ex ist ência estritamente es táv el ", 

para o caso de misturas com reação quími c a. Analisamos tam­

bém algumas hip6teses que dcern substância a esse re s ultado, 

referentes ao caráter discr e to das misturas e m equilíbrio . 
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2. Hip6teses Bisicas da Termostitica 

Ne sse traba lho consideramos a termostitica como defini 

da e m [8] por COL EMAN e NOLL. Parafraseando-os: "E um ramo 

da t ermodin âmica que lida com corpos em repouso no tempo pr~ 

sente e que, para todos os fins priticos, podem ser conside­

rado s como tendo es tado em repouso por todo o tempo pa ss ado'~ 

Se j a I; o espaço Euclidiano pontual tri-dime nsional. Uma 

mist u ra em repouso com n espéci es química s seri tratada como 

um corpo Único B, uma v a riedade tr i -dimensional [9], ao qual 

associaremos uma medida m, · positiva e finita, c hamada de me­

did a de mass a d a mistura B. Os pontos mat e riai s X serao os 

elementos de B. As sim, e m cada ponto mat e rial X de B podemos 

encont rar as n espéc i es químicas d a mistura. A r eg ião o c upa­

da por B cm 1; é c hamad a de configuração d e B. Aqu i est a remos 

int eres s ados em misturas com c orpo s para os quais os conjun­

to s de pont o s mat e riai s com me dida nula ocupam uma re gião em 

I; qu e a a união finita de superfície s e m I; ou (não exclusivo) 

a união finit a de pontos cm !; . 

Nã o vamos conside rar efeitos de cap i l a ridade , efe itos 

r e l acio na do s com in ter fa ce s e ntre f ases e e f e itos do campo 

como o do campo gravit aci onal. Consider a remos também que em 

um pon t o material X da mistura B cm repouso não podemos en ­

con trar mai s do q ue uma fase da mi s tura. I s to signifi ca algo 

como se nos processos qu e ocorram com a mi s tura , as fases ao 

se formarem, separam-se por mecani smo s quaisquer, e que os 

efeito s associado s às i nterfa ces entre es sa s f ases são des­

prezíve i s, co mo , por exemplo. a en e r g ia associada a essas in 

ter fac es; e que efeito s como uma di s tribuição de concentra­

çõ es das espéci es quím icas na mistura cau sada pelo pot e ncial 

gravi taciona l são de s pre zíve i s. 

Cham a remo s m(B) de mas s a da mi s tura B, d ada por 

m ( B) : f B dm . ( 1) 

Dadas essas c on siderações, a hip6tc se bisica d a termos 

titi ca qu e tomaremos aqui é a de qu e em uma mistura B e m re­

pou so a e n e rgia int e rna E (por unidade d e massa), a tempera­

tura e , a pressão p c os pote nciai s quími c os r eduz ido s ~a(a: 

:l , .. . , n-1 ) em cada ponto material X da mi s tura são d e termi-
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nados se a entropia específica n, o volume específico v e as 

concentrações Ca(a=l, ... ,n-1) das esp~cies químicas sio esp! 

cificadas em X, ou seja, 

E (X) Ê(g(X)) 8(X) = ê(g(X)) p(X) = p(g(X)) e 

(2) 
\.l a (X) = 0(g(X)) (a=l , ... ,n-1) 

onde g(X) = (n,v,C 1 , ••. ,Cn_
1
)(X). As funções Ê, ê, p e 0a( a= 

=1, .. . ,n-1), de Rn+l em R, são chamadas de funções de equilí 

brio para a mistura c onsiderada. As funçõe s 8 e p são supos­

tas estritamente positivas, ou seja, com imagem em (O ,oo). A 

função de equilíbrio ê é supost a con tinua e derivável, com 

suas derivadas parci ais de termin ando ê, p e 0a (a=l, ... ,n-1 ) 

atrav~s da rel ação 

VÊ = [él Ê élê élÊ élÊ ) [- _ _ _ I 
- éln • élv ac

1 
• .. • • ac:--- = e ,-p,\.l .... ,\J _ j' • (3) 

n-J n 1 

Supomos também que para cad a conjunto fix o de valores v, C1 , 

cn-J' acontece 

lim Ê( y) 
n+~ 

(4) 

onde y = (n,v,C 1 , ... ,C n_
1

) . 

Nossa atenção será dedicada a corpos chamados de cor-

oos materialmente homog~neo~, que são aquel es para qua i s a 

função de equilÍbrio Ê não varia com o ponto material X. 

3. O Crit~rio de Est abi lidade de Gibbs 

Sejam ri(i=l, ... ,q<oo) subconj unto s disjuntos da mi stu­

ra B, tais qu e B = i~1 ri. Cada pi se rá chama do de uma parte 

da mistu ra B, e a família de conjuntos P1 ( i=l , ... ,q <oo) de 

uma par tição finita de B. Definiremos um es t ado estát ico da 

mis tura B como o campo g = (n,v, C1 , ••• ,Cn_
1

J sob re B com va ­
lor es em Rn+J , com medida m (ma ssa) positiva e finita sobre 

B, se: i) existe uma partição finita ri(i=l, ... ,q<ro) deB tal 

que g é uma função contínua em cada part e Pi de B, com m (Pi) > 

>O; ii) os números E, S, V, Ma(a=l, ... , n-1) definidos abai­

xo são finitos. 
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E - JB ê(g(X)) dm , S - JB n(X) dm , V = JB v(X) dm e 

(5) 
(a=l, ... ,n-l) 

Os numeras E, S, V, Ma(a=l, ... ,n-1) são chamados de, 

respectivamente, energia interna total, entropia total, volu 

me total e massa total da espécie química a, da mistura B no 

estado e stático g. m(Pi) é a massa da parte pi do B, ou seja, 

(6) 

Dois es t ado s es táticos g c g 1 de 8 são ditos equivalen 

tcs se existe uma transforma ç ão f que preserva medida, de B 

em B, tal que g 1 = g·f. Por uma transformação que preserva 

medida f de B e ntendemos uma bijcção de 8 tal que a imagem 

de c ad a subconjunto m-mensurávcl ç de 8 é m-mensurávcl e 

m(f(ç)) = m(ç). Um estado estático de B não equivalente a g 

é dito distinto de g. 

COLEM!\N [2] fornece uma formulação de campo para o co12 

ceita de estabi lidade de GIBBS c aqui o extendemos para o c~ 

so de uma mi stu ra com reação química a partir do po s tulado 

da indestrutibilidade das espécies atômicas na mistura. 

Vamos definir um nGmero a:(a=l, ... ,n ; a=l, ... ,u) c omo 

a fração máss~~~~'!~~c:j,_e_ a tômica a na espécie __ q_~mica a. 

dado por 

u a a (a=J , ... ,n; a =l , .. . ,u) ( 7) 

onde taa é um inteiro não-negativo r ep r esentando o numero de 

moles da espécie a tômi ca a na espécie química a, ma a mas sa 

molecular da espécie química a, wa o ~eso atômico da e spéci e 

a tômica a c finalmente u, que denota o nGmcro de espéc ie s a­

tômicas que formam as n e s pécies químicas presentes na mistura. 

Chamaremos de ~assa total da e s péc ie atômica a da mi s ­

tura Bem um estado estático g = (n,v,C 1 , ••• ,Cn_
1

) o numero 

Na(a=l, ... ,u) definido como 

N = J ~ a" C (X) dm 
a B a=l a a 

(a=l, ... ,u). ( 8 J 
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Dado um conjunto fixo de valores E, V, Na(a=l, . .. ,u), 

tal que uma mistura B em um estado estático g tem energia t~ 

tal E, volume V e massa tot a l Na da esv&cie at5mica a, então 

diremos qu e B i um a mistura em i so lamento nos valor es E, V, 

Na(a=l, .. . , u) , e o es tado estático g ne ss as condições & d i to 

estado es táti co comp at ive l c om o isolamento de B nos valor es 

E, V, Na(a =l, . .. ,u) . 

Dessa maneira definimos: Um estado estático g* de uma 

mistura B & estável em isolame nto se t odo estado estático g 

de B, di s tint o de g* , obedecendo a 

(E,V,N 1 , ••• ,Nu) = (E*,V*,Ni, · · · ,N~ ) (9) 

tambim satisfaz a de s iguald ade 

S < S* . (lO) 

Em outras pal avr as, um es t ado estático g* de ll compatí ve l 

com o isolamento de B nos valores F* . ' v*. N~ (a= l, . . . ,u) & e s 

t <Íve 1 em isolamento s e c soment e se, na cla sse de todos os 

est ado s estáticos g do B compatíveis com o isolame nto de B 

nos val ores E*, V*, N~(a = l, ... ,u) , a entropia total de B no 

estado es táti co g* & má x ima. 

Nas expr e ssõe s (9) e (lO) os núme ros S, E, V, Na (a =l, 

, u) são, r espec t ivament e, a entropi a total, a e ne rgia t o ­

tal, o vo lume total c a ma s sa to ta l da cs pG cie atõm ic a a, da 

mistura B no es tado es tát ico g; S*, E*, V*, N~(a= l , ... , u )tem 

o mes mo s ignificado, mas para a mistura B no es tado es táti co 

g* . Adotaremos ess a no t a ção daqui para a frente, variando 

quando nec es sá rio , o s imb o l o super-escrito. 

Valend o a desi gua l dade est ri ta na expressão ( 10) , o e! 

tado estático da mi st ura B sa ti sfaz end o aquela def i nição se ­

rá dito e stado estático estri tament e estáve l e m i so lamento. 

Omit i r emos fr equentemente as pal a vras " e m isolamento" . 

Conv&m f rizar nesse ponto que esse crit &rio de estabi­

lidade ap arec e aqui co rno urna simp le s definição, não fornece~ 

do nenhum sentido pa ra a palavra "estáve l", frustando a ex ­

pectativa de urna terrnodinirnica de um processo que l eve um 

corpo material a um e stado de equilÍbri o estável [2 ,6]. Não 
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trataremos desse assunto aqui, o que de resto s6 poderia ser 

feito na termodinâmica, e nao na termostática. 

4. O Critério de Estabilidade Alternativo de Gibbs 

GIBBS argumenta em [1, pp.S6-62] que uma condição ne­

cessária e suficiente para que um estado estático de um cor­

po seja estável em isolamento é que forneça um mínimo da e­

nergia interna total comparado com todos estados estáticos 

do corpo, dele distinto s , mas com mesma entropia total e mes 

mo volume total. Aqui, expressamos esse fato da seguinte ma­

neira: 

TEOREMA 1. Um estado estático g* de uma mistura B é estável 

(estritamente estável) em isolamento se e somente se todo es 

tado estático g de B, distinto de g*, obedecendo a 

(11) 

satisfaz a desigualdade (desigualdade estrita), E~ E*. 

COLEMAN dá uma prova para esse resultado em 2 , quan­

do g = (n,v), isto é, para corpos com uma só espécie quÍmica. 

A ge neralização para o caso em que o corpo é uma mistura com 

n espécies químicas, quando g = (n,v,C 1 , ••• ,Cn_
1
), é uma ge­

neralização imediata. 

Percebemos que o critério de estabilidade alternativo 

de GIBBS leva a um problema de minimização de um funcional, 

que pode ser definido da seguinte maneira: Dados os numeras 

S, V, N1 , ••• ,Nu, achar o campo g = (n,v,C 1 , ... ,Cn_
1

) sobre 

B tal que minimiza o funcional E - 18 ê(g(X)) dm sob as res-

trições: 

IB 
n C X) dm s I B v (X) dm v c 

n-1 ( 1 z) 

JB I ba C (X) dm N n m( B) (a= 1, ... , u) a 
a=l a a a a 

onde ba é um numero definido por ba = aa - a 0 
( 1 a a a a a= ' ... 'n ; 

a=l, ... ,u). Observe qu e o campo g sobre B também deve obede-

cer à restrição E Ca = 1. Da definição desse problema deco! 

re o teorema abaixo, que apresenta condições necessárias pa­

ra que um estado estático g de uma mistura B seja estável em 
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isolamento. 

TEOREMA 2. Seja g* um estado est át i co estável em isolamento 

de uma mistura B. Então, para quas e todo ponto material X e B 

de continuidade para g*: i) a temp era tura, a pressão e os p~ 

tenciais químicos reduzidos são constantes, ou seja, existem 

números 8* > O , p* > O e 11;Ca=l, ... , n-1) tais que 

ê(g*(X)) = 8* p(g*(X)) = p* ' 0a (g* (X)) = ).1; 

u 
ba 

( 13) 
com ).1 * = l: À (a=l, ... ,n-1 ) a a=l a a 

onde Àa(a=l, ... ,u) são co nstantes ; ii) se a função de equili 

brio ~ da mistura B tem segundas derivadas, 

ae > o ãll/ lÊ ~ o o v e 
o ).la 

ac: ~ o (a=l, ... ,n-1) (14) 
a 

iii) os pontos g*(X) E Rn+ J da imagem de g são pontos de co~ 
vexidade para a função de equilíbrio Ê, ou seja Ê( g*(X)) ~ 

t Ê(g 1 (X)) + (1-t) Ê(g-(X)) para todo tE (0,1) e para todo 

g 1 e g-obcdecendo a g* (X) = t g 1 (X) + (1-t) g- (X), onde g 1 

c g- são estados estáticos de 8 continuas nas mesmas part es 

pie 8 que g*, com m(PÍ ) > O. 

S. Estados Estát icos Polifásico s 

Seja pi (i=l, ... ,q<oo) uma parti ção finita de uma mistu­

ra B, ind exada de tal forma que para i=l, .... r~q acont ece 
. r . . 

m(P 1 ) > O. Obv iamente m(8 - i~l P1 ) = O. Sejam y 1 ( i =l , ... , r) 

pontos discretos do domínio da função de equilíbrio Ê, t al 

que yi f yj para i f j. Seja g um es tado estático da mistu­

ra B tal que g (X) = yi, para quas e todo X E pi (i=l, ... , r). 

Se existem uma parti ção finita de 8 e um estado estático g 

de B ne ssas condições, então chamaremos g de es t ado estático 

r-fásico da mis tura B. Se r=l, g será dito estado estático 

monofásico de B. Cada parte pi (i=l , .. . , r) será c hamada de uma 

fase ou ~uniforme da mistura 8. 

Uma prova para es te teorema encontra-s e na referênci a 

[7] . 
Se g ~ um estado estático r-fásico estável (estritame~ 

te estável) cm isolamen to de uma mi s tura B, então as fas es 
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de B serão ditas fases em coexistência estável (estritamente 

estável). 

As definições dadas aqui parecem estar de acordo com o 

que entendia GIBBS por fase e fases em coexistência [l, p. 96]. 

Em palavras, estamos entendendo fase como um subconjunto da 

mistura B no qual suas propriedades (aqui entropia específi­

ca, volume específico e concentrações das espécies químicas) 

são uniformes, e um estado polifásico de B é um estado está­

tico de B tal que B é a união disjunta de diversas fases, a 

menos dos subconjuntos de B com medida nula, que não nos in­

teressam. Um estado estático monofásico e um estado estático 

de B no qual B tem apenas uma fase. 

Observe que se g é um estado estático r-fásico de uma 

mistura B, tal que g(X) = yi para quase todo X em uma fase 

pi de B, com yi ~ (ni,vi,cl .... ,ci ) constante (i=l, ... ,r), 
n-1 

então podemos construir uma matriz F, associada ao estado es 

tático r-fásico g, da seguinte maneira: 

n' n2 r 
n 

vi v2 r v 

F - C' I c2 
I 

c r ( 15) 

C' n-1 c n-1 c n-1 

onde cada yi(i=l, ... ,r) forma um vetor coluna, a coluna i, 

da matriz F, a qual chamaremos de matriz das fases do estado 

estático r-fásico g de B. Existe uma arbitrariedade na inde­

xação das fases de B. Notamos que mais de um estado estático 

r-fásico de B podem ter uma mesma matriz das fases. 

Vamos definir o numero . como: a. _ m(Pi)/m(B) (i=l, 
1 1 

.. . ,r), onde pi é uma fase da mistura B no estado estático 

r-fásico g. Obviamente E ai = 1. Construiremos um vetor 

a , associado ao estado estático r-fásico g , como a - (a 1 , ••• , 

ar). Chamaremos a de vetar proporção das fases de B no esta­

do estático r-fásico g. 

OBSERVAÇÃO 1. Seja g um estado estático r-fásico de uma mis 

tura B, onde pi(i=l, ... ,r) é uma fase de B, tal que g(X) = 
= yi € Rn+ 1 , para quase todo X em pi_ Seja y0 e Rn+l um nume 

ro def in ido por y0 ~ 18 g(X) dm/m(B). Se F e a são , respect! 



338 

vamente, a matriz das fases e o vetar proporção de fases de 

B no estado estãtico r-fãsico g, então acontece F a = y 0
. 

OBSERVAÇAO 2. Sejam g e g 1 dois estauos estáticos r-fásicos 

de uma mistura B, com matrizes <las fases F c ~ 1 e vetares 

proporção de fases a e a 1 , respectivamente. Se F= FI e a= al, 

então g e g 1 são cstauos estáticos equivalentes. 

Obviamente o rec6proco 6 veruaueiro. 

6. O Caráter Discreto das Misturas cm Equilibrio 

Na pr6xima seção uiscutiremos um resultado quanto ao 

nfimero máximo de fases cm coexist~ncia estritamente estável 

para uma mistura com reação quimica. No entanto, em relação 

a esse resultado bá uma questão intrigante. Parafraseando 

FElNBERG: "Se, por um lado, sabemos que uma mistura que nao 

esteja em equilíbrio pode exibir uma infinidade de composi­

ções distintas c se, por outro lado, podemos conceder que uma 

mistura em cquilibrio não precisa ser uniforme, por que uev~ 

mos presumir que uma mistura em equilÍbrio consista cm, no 

máximo, um nfimero finito uc partes uniformes? .... GIBBS atri­

buiu um carátcr uiscreto 5s misturas em equilíbrio uesde o 

começo ue sua argumentação. Sem ufivida, essa hip6tese 6 bem 

fundamentada nas observações empíricas, mas parece ser razoá 

vcl tentar a conciliação entre essas observações c os princf 

pios da termouinãmica sem o recurso de qualquer imagem pre­

concebiua para as misturas ern cqu i I Íbrio" [s, p. 7]. 

Dauo isso, procede a seguinte pergunta: Qual o sentiuo 

<la Regra das Fases (c como veremos, o nfirnero de fases em coe 

xist~ncia estável 6 um resultado válido para estados estáti­

cos estritamente estáveis) se admitimos que há estado estát! 

co estritamente estável g de uma mistura H para o qual ern a! 

gum subconjunto P de ll, com m(l') > O, g é uma função contí­

nua não constante" i\ regra não se aplicaria nesse caso esc pe:!!_ 

sarrnos, de uma forma não muito rigorosa, que esse estado 6 

composto por urn nfimero infinito de fases, a regra falha para 

a mistura B nesse estado. 

Dadas essas digressões e com esse problema em mente, o 

que faremos a seguir 6 tornar uma hip6tcsc sobre a função de 

equilÍbrio ~ tal que nos leve ao seguinte rcsultado:Todos es 

tados estáticos estritamente estáveis ue uma mistura B são 
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são polifásicos. E'sse fato é expresso no teorema abaixo,e uma 

prova para o mesmo pode ser encontrada na referência [7]. 

TEOREMA 3. Seja g um estado estático estritamente estável 

de uma mistura B. Se a função de equilíbrio Ê da mistura B é 

convexa a menos de um conjunto compacto convexo, então g é 

polifásico. 

7. A Regra das Fases 

Se tomarmos como hipótese sobre a função de equilíbrio 

ê de uma mistura B aquela dada no teorema 3, então um estado 

estático estritamente estável em isolamento de B é necessa­

riamente um estado polifásico. No entanto, não pode ter um 

número qualquer de fa se s em c oexistência estável. Existe um 

número máximo possível que é dado pela Regra das Fases, um r~ 

sultado que deriva diretamente do critério de estabilidade 

termostática de GIBBS, válido apenas para estudos estáticos 

estritamente estáveis, como veremos adiante. 

Seja g - (n,v,C~, ... ,Cn_
1

) um estado estático r-fásico 

de uma mistura B, e P1 (i=l, ... ,r) as fasesdeB nesse estado, 

tal qu e g(X) yi - (ni,vi,cf, ... ,C~-I) constante, para qua­

se todo X em pi. Exigimos na definição de um estado r-fásico 

de uma mistura B que yi f yj, para i f j. Vamos construir as 

saciado a esse estado estático r-fásico um vetar d0 = (n°, 
o o o v ,d , ... ,du), onde definimo s 

o 
= m (~) J B n (X) dm o l I B v (X) dm n v - iD(B) e 

1 { n-1 (16) 
do - m(B) j B L ba C (X) dm (a=l, ... ,u) 

a=l a a 

as integrais calculadas nos campos de entropia específica n. 
volume específico v e concentrações das espécies químicas 

Ca(a=l, ... ,n-1), sobre B, dados pelo estado estático r-fási­

co g. Se a= (a 1 , ••• ,ar) é o vetar proporção de fases does 

tado estãtico r-fásico g, então é fácil perceber que, para 

esse estado estático, vale o sistema de equações 

r r i r i 
L 1 L 

o I o 
ai n a. 11 v a. v 

i=l i=l 1 i=l 1 

r n-1 c i 
(17) 

e L t: ba a . do (a=l, ... ,u) 
i=l a=l a a 1 a 
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O sistema de equaç6es (17) 6 equivalente i equaçao ma­

tricial 

rl o o o o ... o 

r: 

1 1 

1::1 
... 

o 1 o o o ... o lll 112 r 

[j;1 
... 1l 

o o 1 () o ... o vi v2 v l 
n-1 . .. 

OOObihi ... b1 
~l 

cz c i ~ 0

°1 
( l 8) 

n-1 1 . .. 
do o () o bi b~ ... bz ... 

I : j 
b:-11 Lcn-J 

c ... c r 
o o o b 1 b2 n-1 n- ld·~ u u ... 

que vamos escrever corno, A B a ~ d 0
. 

Analisando os postos das matrizes A e B chegaremos ao 

nGrnero rn~xirno de fases em coexist6nci3 estritamente est~vel, 

conforme enuncia o teorema 4. Antes por6rn, necessitamos do 

seguinte result3do: 

LEMA. O posto da matriz (h~) (a~I.,,, .n-1 ; a~1, ... ,u) 6 me­

nor ou igual a n-p-1, onde p representa o nGrnero de reaç6es 

quÍmicas independentes entre as esp6cies químicas a (3~1, ... ,n). 

TEOREMA 4. Seja g um estado estático r-fiísico estritamente 

est~vel em isolamento de uma mistura B. Lntüo, r<: 2+n-p. 

PROVA: Se g ~ monofiísico, r~l c a clesigua1clacle 6 triv1almen 

te satisfeita, pois p ~ n. Vamos supor então que r> 1. Ve­

mos que, definido um vetor d0 como cm (16) para o estado es­

t~tico r-fiísico g, o vetor proporção ele fases a de B no esta 

do est~tico g é solução, por construção, da equação matricial 

(18), pois (18) vem do sistema ele cquaç6es (17), que foi cons 

truiclo para este estado estático r-fâsico. 
a Por outro lado, do lema ternos que posto (ba) ~ n-p-1, 

e logo posto A c 2+n-p. Ora, posto B ( min {2+n,rl e de um 

teorema da ~lgebra linear, posto AB ~ rnin {posto A, posto B}. 

Portanto, posto AB ~ rnin {2+n-p,rl. 

Vamos supor que r > 2+n-p, c então a equação matricial 

(18) tem mais de urna solução. Tome a 1 f a uma outra solução de 

(18). Construamos um estado estático r-fiísico g 1 ele B tal que 

tenha a mesma matriz das fases que o estado cst~tico g, mas 

com vetor proporção de fases a 1. Então da observação 2 vemos 

que gl é distinto de g. Mas como a 1 também 6 urna solução da 

equação (18), ou seja, do sistema de equaç6es (18), integra~ 
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do essas equações em B e lembrando a definição de d 0 em (16), 

e b~(a=l, ... ,n-1; a=l, ... ,u) em (16), fica claro que (SI, 

V1 ,Nj, ... ,N~) = (S,V,N 1 , ••• ,Nu)' onde st, vi, N~(a=l, ... ,u) 

são, respectivamente, a entropia total, o volume total e as 

massas totais das espécies atômicas, da mistura B no estado 

estático r-fásico g . S,V,Na(a=l, ... ,u) tem o mesmo signifl 

cada, mas com a mistura B no estado estático r-fásico g. 

Como g 1 tem a mesma matriz das fases que g, das condi­

çoes i) e iii)do teorema 2 fica claro que, para quase todo 

X em B, os pontos (n,v,C 1 , ••• ,Cn-J'Ê(g))(X) e (vl,vl,cj, ... , 

C1 ,Ê(g ))(X), onde g = (n,v,C 1 , ... ,c ) e g 1 = (n 1 ,v 1 ,c 1
1 , 

n-1 n-I 
... ,C~_ 1 ), pertencem a um mesmo hiper-plano tangente a graf 

Ê, e logo, para quase todo em B, Ê(g(X)) = Ê(g(X)) + V Ê(g 

(X))· (g 1 (X)-g(X)). Integrando essa expressão em B e usando 

(13), vemos que E 1 E, ou seja, a energia interna total de 

B no estado estático g 1 é igual aquela de B no estado estátl 

co g. Pelo teorema 1, chegamos a uma contradição ao fato de 

ser g um estado estático estritamente estável. Logo, a supo­

sição de que r > 2+n-p é absurda. 

Com outras palavras, o que concluímos foi que se a, s~ 

lução de (18), é o vetar proporção de fases de um estado es­

tático r-fásico estritamente estável em isolamento, então d~ 

ve ser solução única. Logo r ~ posto AB. Mas, por outro la­

do, posto AB ( min {3+u,r}, e então devemos ter posto AB = 

= r~ 2+n-p, pois também mostramos que posto AB ~ min{Z+n-p,r). 

COROLÁRIO. Seja g um estado estático r-fásico estritamente 

estável em isolamento de uma mistura B. Se posto (taa) = u, 

então vale: r ( 2+u = Z+n-p. 

Obviamente, isto só acontece se u ( n e quando o nume­

ro de rcações químicas independentes na mistura for o número 

de espécies químicas menos o número de espécies atómicas, is 

to é, p n-u. Isto acontece, por exemplo, para misturas de 

H20, 0 2 e H2 ou para misturas de CH 4 , H20, CO, C0 2 e H2 • 

ll. Conclusões 

Mostramos que a Regra das Fases para misturas com rea­

çao química é um resultado que deriva diretamente do crité­

rio de estabilidade terrnostática de GIBBS, sem a necessidade 

do uso dos argumentos tradicionais (geralmente contar o nume 
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ro de inc6gnitas menos o namero de equaç6es em um sistema de 
equaç6es) que são incompl etas e/ou inco rretas, corno bem o 

mostr am FEINBERG [5] e DUNN e I:'OSDICK [6] . An a lisamos urna h~ 

p6tese que l eva as mistura s em equilíbrio a serem polifás i­

cas , um fato comum ãs observaç6es empíricas. 

Corno consequênc ia imed iata Jo teorema 1 poJemos mos ­

trar: l) a equiva lência do crit6rio de minimização da ene r­

gia int e rna total com o da min i mi zação da cnt alpia total, ou 

ene rgi a li vre de llelrnholt z total, ou energia livre de Gib bs 

total, e tc. ; 2) a afinidade de cada re ação quimica numa mis ­

tura e m um es tado es tá tic o e stáve l 6 nul a; 3) o cal or cspeci 

fico a volume constante e coe fi cien te de compres sib ilidade 

isot6rrnica são positivos em um es tado est át i co e st áve l. Ou­

tros resultados da termodinâmica clá ss ica podem ser deri vados. 

REFERENCIA 

[1] GIBBS, J. W., "The Scientific l'aper s ofJ. Wi llard Gi bbs ", 

Vo l. I, pp. 55 - 353, New York, llover ( 196 1). 

[2_7 COLEMAN, B.D., "On th e stabilityofequilibrium sUites of 

gen eral flu ids " , Arch.Hat.Mech.Anal. 36, (1970), 1-.3 2. 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

[7] 

NOLL, W., "On ce rt a in con vex se t~ f meas ure s a nd on phase 

o f re act i ng rnixtures", Arch.Rat.Mech.l\nal. 38,(1970), 1-1 2. 

BOWEN , R.M., "On the stoichiometry of chemical l y re ac ting 

materiais", Arc h. Rat.Mech . Ana l. 29, (196 8) , 114-1 24 . 

FEI NBERG, M., "On Gibb s' Phase Rule",Arch.Rat.Mec h.An a l. 

70, (197 9) . 219- 234 . 

DUNN, J. E. & FOSDICK, R.L., " Thc Mcrpho l ogyand Stab ility 

of Mat eria l Phases", Arch.Rat.Mech.Anal. 74, (1980),1-99. 

DE MATTOS , A.C., "Sobre o Crit6rio de Est ab ilidade Ter­

rnostática de Gibbs: A Regra das Fases e Estabilidade Di­

nâmica", Tes e de Mes trado, (Ori en tador: A.S. Vargas), 

COPPE/UFRJ, ( 19 80) . 

I 
I 
f 



r 
f 

343 
ANAl 5 PROCEEDINGS 

8 
COREM 81 

VI CONGRESSO BRASILEIRO DE 
ENGENHARIA MECANICA 

RIO DE JANEIRO, 15- 18 de dezembro de 1981 

TRABALHO 

PAPER 
No D-34 P. P. 343 - 352 PUC/RJ 

J:S l.:_l!~l Q_l_lj\~Ci\R~~Q~_R_f~_:I~0_:~J.l~~ _l~ l~l_I'_!__ I~E _ _ ll_~~~ ~?JR UT!JRA 

!'I ' I. A AN!í l.l SE ES I' EC:TRAI. 

.'Jcy i\ ugusto llumont, llr.-lng. 

Profe ssor Ass i s ((•ntc - llcpt. Eng. C:i vi I 

I'!IC/IU- liio de .Jan e iro- Brasil 

.tosl- Na p o leúo l'i lho 

i\luno de Mestrado- llcpt. Eng. Civil 

l'llC/IU - Riu de .Janeiro - Bras i I 

S! JM ,~R I () 

S;.IO d (·sc rit ;1s as v i o l ~ ~t.,:úes d ; • ~~ t.:OJHii \t)cs de :H.lmi ss ihi-

i d:i d(• na sn iii <; :Ú1 d o pro hl t· ma de L'qlli!Íhrio p e lo mét.o<.lo dos 

c l c llll' llt os finitos . Em par t i c 11far , t'S IIIdam- st · as co n scqtu:! nL· i ­

:;s d:1 illtl• g r~H._:;·L o rcd u::id:1 l ' lll l' I C'IIIl' llf"ns i so param6tri cos . L Xl' lll 

pl i ri l'; I- Sl' :.1 r orm:H.,:;-1() de lllCC:lllÍ ~ II! OS l'lll e lementos I inca rcs c 

~ ttJ~tdr;Ítit. 'i. )S . :\n:Jlis:l- '-><' u ('f(·it(l cn n _iil nto d:1 int.cgr:u;ilo n:d~~ 

: ida c n;Ú.J- lirH':Jridadcs !· i' sic;Js do L~ o n creto armado so b re :.1 

; .. : L··r: t \:~1 1"> de mc L-:Ini:-;mo .... ;. :\pr l':-;l:nt: tm -sc mvL·anismos adi cionais. 

prc~cnt c:-:. 110 l·urnpor· t:t mt·nto n :-io lin c; tr do concreto arm:Jd o . 

r h t.: \' i O I: t t ion:-; of ; J dll l l >~·. ihi j l y t.' OII d i t iollS in th c CqUi 

l ii>riutn prohl clll so luti n n h y thc fi nil c t• l cmc nl ml'th od :tl'L' 

)la rti c u\;~rlv, i! i ~ ~·, t11dit.' d th<' reduccd int ep,ru -

tiD:l (' t't c .... · t on i~oparal!lL'tric clcr:1ents . Ml'chanisms f or lincar 

.J_nd .Jl l:t dr· :it l l- cll'!l!C'llts ~Ire l' Xt.' ll!flllficd. lt is showcd 

tit<.: :tdoptiull or rcduccd intl'grati(l!l in addition to th c 

I h:t t 

11 0 11-

(' i l' lll('ll I s 



344 

l. Introdução 

Este trabalho ~ parte de um estudo mai s amplo, que s e 

en c ontr a em fas e de conclusão no Dep a rtam e nt o de Engenharia 

Civil d a PU C/RJ, com o intuito de se fun d amen t ar t e or ic ame n­

te as ca ra c t c rf s ticas de con ve r g~ ncia do s mode lo s de cs tru t u 

ras de c oncre to armado or a e m de s env o lvime nt o [15]. 

A avaliaç ão aproximada d u rigidez n o mé tod o do s e lemcn 

tos finitos , atr a vé s da ado ç ão d e int e gra ç ão redu : ~da c s e le 

tiva , t e m s e con s tituíd o cm proce dime nto s imples e e fic iente 

para soluci o nar problemas que envolve m e xcess o ou mal condi­

cioname nto d a rigide z [I , 2 ]. Mecanism o s e m el e men t os isopar_3: 

métricos, causados p o r tal tipo d e int e gração c c o m ma t e ri­

ai s de l e i f ísi c a linear , v ê• m s e ndo o hjet o ,[c al g umas pesqui 

sas re c ente s [3 ,4 ]. 

Ne st e trab a lho, e s tudam- se o s e f e it o s d a a doç ão de in­

tegraç3 o reduzida, vista como urna vi o laç ão Zt c ondição de a\·.a 

Ila ção cx ata da rigide z no ml; todo do s el e me nt os finit os . ,\ na 

li sam- sc os mcc :1 nism o s c' m cl e m,•n t os i s oparamét ri co s pl:111 os , 

qu e sur gem (' lll c o nscqu (' nc i.a des ta int eg ra ,;lo , bem como me ca ­

ni s mos a di c i o nai s c m e l e me nt os d e c on c r e t o armado , c o m com ­

portame nto físi c o nã o linear. A mudan ç a de p os içcl o do clemc n 

to unidimen s ional qu e r c prTS L' II t a o a ç o, po r L' X<' mpl o . influi 

no n úm ero d e me G tni s mos do elemento d e c o ncr e to 3rllléHlo, c o n­

form e se ap re senta n o final. 

2 . ~ i.5~_l_;l<; ~~~~. '~.!.:_<:_~l~~i-~j!_~s___i'~ .'~'J.lni s s _il l_i__l . i__<l :_t_cl~: 
A [o r mul3çii o varia c i o n a l d o e q u ilÍbri o es t:Íti co do 

sis t ema cl~Í s tic o tem como runcional c: Lr:l~.: tcrí s t.i co SL!a cn er -

g i a pot e ncial t o tal 

F( {U}) =J1 f ( [ll] {li }) T[l]l [ ll] { ll) ) dV -f{li )T{I' ]dV- r.fl llT í l' l tL'>. \1) 
- v 1v JS r 

ond e ([ D ] {U}], [E], {1' ] , {T } , rcpres c nt:11n respectivame nte,]~' 

formaç ões , co n s tant es elásti c as, fon;a s d e ma ss a c de s u pc r­

fí c i c. Obt é m-s e a fun ç ã o q ue d e sc re ve a cn n fi gura ç ão dc eq u.!_ 

lÍbrio e stáv e l do si s tema pela minimi : a<,:i'lO d o fun c ion :ll (2) , 

o que r cs u1 t a na s e quações d e c qui I íhri o c co ndi çõ es natura ­

i 5 [ 5 l : 

o F( { IJ}) () (2 ) 
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Pa r :. o pr0h l e ma , a func;ão (UI é admissível se satisfaz: 

a. As con diç6es essenc iai s de contorno (U) = IÜJ em s0 
h . A finitude da energia (I]. A funçiio (li]€ Cm-•. desde que 

:~s dt>riv :Hlas de onkm miíxima (!TI) cm ~Dl sejam finit as (6]. 

c . i\ co ndi 1; iio de exatidiio na a valiaçiio das integrai s cm ( 1 ) . 

'Jo méto do dos elcmc.nto s finitos [7] estas condiç ões d e 

admi ss i b.i I idade sao muita s ve zes violadas. Elemen tos não- con 

formes [ 7] v i o l:~m a condi çiw d e co nformi Jade da funç iio {lJ } na 

f r ontei r :• e ntre elementos. Tal violaçào c comum cm prohlcmas 

que <...' x i g<." m ...:ontin u idadt· C 1
•• como ocorre n o e lemento de v i ga 

( F i g . I). 

,\ av: iliaç ão exala da s int e grai s cm (I) nao ocorre qua!!. 

do ad o t:~ - ,.;c · " int cg r"<JIO numéric a d e Gauss-J.cgcndr c . Em ele ­

mentos isop:II :II IIl;t ricos [Rj , cm qu e o intc•grando da e ner gia 

envo l ve funl.~Ôcs Llcionais , n u so de intcgra(.";ilo num(~rica é o ­

hri l::ttti ri <l [ 'l]. Lm um elemento, a ene rgia é :~valiada c m Jl 

p o nt os d e• intq~r:l\;:io, gerando o funcional aproximad o 

t'l!l <jl l (' 11' i c ( l.· 
I 

,lçm :~d ot:•d :~. 

(' i 'y i . ' 

() J 

s ao par:iml'lros obtidos p e la o r-

:\ s I I!IJ' J i ,·:~,:iw ~ p r ove n i c n tv s da v i o I açiio da condi <.:;lo c 

s:.Ju L' ~ tud : J ~..Ias ;1 S{'g ui r, com :tp l i c;H.,:ócs a e lement os i suparam~ 

t r i c o:; . 

F*==~-· 
wl~e'W.x 

e;A 1e;8 

FIG . I . VIOLAÇÃO DA CONDIÇÃo DE 
CONfCflM10A()[ EM ELEMEN ­
TO DE VIGA QUAffiÁTICO 

FIG. 2 . RELA<;ÕES DE RIGIDEZ Et.4 UM 
PONTO OE INTEGRA<;ÃO 

' I' Jl t 0 :-i r! ll l t () :, ~lduf:J(l : ! a fo r fnl ll <tr.: ;.tn cm llc·~loca!JIL' nl u:~. r(' 

'"I" : I íh ,. i " , 
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{f} L~,(!<] e) {q}' (4) 

sendo {f} e {q} forças e deslocamentos nodais r espectivamente, e 

[K]e ~ k([DJ [N] )T[E] ([D] [N] )dVe ( 5) 

a matri z de rigidez do elemento. Da da s a funç ões de interpo ­

lação em [NJ , obtém- se o conjutto dos modos d e deformação 

espectro- que o element o é capaz de representar , resolvendo 

o problema: 

[ K] e {Y} = À {Y } . (6) 

Matemati camente, bus cam-s e os autov alorc s c aut ovet orcs d a 

matriz (5). Fisicamente, procuram- se os modos ou es tados d e 

deformaçã o {Y}i, equilibrados por f o r ça s propor cio nais 

Ài {Y}i , onde o autovalor r epresenta a rigide z as soc iada a o 

r espectivo mo do [10]. 

Con ce itua-se mecanis mo como um modo de deformação as s9_ 

ciado c uma rigidez nul a . J:xistem d o is tipos ,ll: mec anismos: 

-O me c anism o real , cm qu e a rig ide z é nula c m qua lq uer pon­

to na reg i ão do c l c mc nt o . Os mo dos de corpo rf g ido co n s ti­

tuem tal tipo . 

- O mecani smo falso, c m que a rigidez se anula somen te no s 

pontos de integraçã o d o e lement o, conforme ser~ visto, da­

do que a ordem de i nt eg ração 6 in completa na ava liação de 

( 5) . 

A presença de mecanismos torna (5) singular. Se {Y}i 

define um mecanismo, então 

À 
C· 

l 

o. 

Agrupando t odas as so lt1ç ocs d e {6 ) , tem - se 

( 7) 

[K] c [Y]c = [Y] c [ !l] c, (8) 

onde [Y] e é a matri z no dal , cujas co luna s siío os autov al orcs 

de (5) e ( J\ ]
0 

é a matri z diagonal dos autov ;llores . Pela pro ­

priedade de or tonormal i da de dos aut ovc torcs [ ll] , 
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T 
óij, o que conduz a [ YJ cl YJ e~ [ IJ • (9) ,(lO) 

~lultiplicando amhos os T lados de (8) por [Y} c t e m-s e d e (10) 

[ Y]T[K] }Y} =[A} c . c c e • ( 1 1 ) 

4ue repres e nta a matriz de rigidez na hase de seus autoveto­

rc s . Co nstatam-se s in g ularidade s em (11) através de [ 7), c 

como c onscqu(,n c ia, 

llct [A} c I\ À 
. C· 
I I 

D. ll 2) 

!'ara uma malha de e lementos, send o [Y} uma hase [ll]p<~ 

ra o csraço CHlde se de fine d prohlcm ~ t . a so lu ç~io c uma combj 

nd~ão I inca r t. los ~lttovctort·s. 

lq) ' 1 Yjlul, ( I :\I 

c m q11c ., i indic·a a parti c ipat; <io de> mo do (yli n a so lu .;iio do 

p r o h i <'llla. Subs tit u indo (1 :\ ) CH I ( 1) rc s ui ta 

I li I K lI y l I" I. ( 1·11 

o n dt' II\) c a ma t r i:: d (' rigid e z d:~ m:~Jha. Mu ltipli c and o por 

I Y].1 c' j) OJ" considcr a t;tJL·s an<Íiog."' a I II). tem-se 

[ YJ 
11 fi ·: I A) \cd '"' i I . j . I A l ( (l) ( I 5 ) • (I b I 

'i'"' i ~ ~i fica a eq uaç ;lO de cq11i I íhrio no sistema de coordcna­

d ;J~ de!"in .i do pt'los alttov e tur{'s. llctvrmin~J- sc c: td:t cncficit·ntt.' 

de participaç?ío por (IS). 

"· I {y1
1

{f} I À 
I I 

'\c'e<lnismos de co rpo rígido des ap:11·cce m com a imposiç <-10 

dac< c:o• :di<;Õcs de contorno cm (·11, por6m me c ani s mo s falsos p~l 

dcm cm alguns c as os propagar-se na malha, imp oss iili l irando a 

so l ucJto do sis tema( \~ O) I :SI. \Jma so luç:·IO t o talment e irr~ 

ai pode ser o btida p e la prese nça J e um <[J.J<LSe...:_II!_<:._can.isn:9 [1 2]. 

c a ra ct e ri za do por uma rigide z muito pe4uena, a não ser qu e o 

numerador de (17) se :1nulc. indicando o rt·ogonal idade entre 
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as forças nodais e o modo de deformação. 

Avalia-se o nGmero total de mecanismos pelo indicador 

mT = n - p.d, (18) 

em que n, p e d significam respectivamente o n~me ro de graus 

de liberdade , pontos de integração e r e lações de ri g ide z ava­

liadas em cada ponto. O nfime ro de mecan i smos fal sos ~ dado 

por 

mF = mT - r, (19) 

onde r desi gn a o número de mecan i smos r eais ou de co rpo rígi­

do [13]. Em problemas de es tado plano, :tval iam- se c m c ada po!:l_ 

to de integração tr~s relações de ri g idez, corres pondentes ãs 

deformaçõ e s E , E ey . Representam- se tais relações por ana x y xy --
logia a um sistema de mo ·l a s, acoplad o a cada pon to de integr~ 

ção(Fig.2). 

Send o p 2 a ordem m[nima qu e int eg r a [K] ,-ompl c l ;JJne nt e. 

def in e -s e int eg ração redu : ida a de orde m (p-l)x(p--l J c int c -
7 

graç ão sc] ctiva a ele orclem p " para [K]v c (p-l) x(p -1 ) para 

[Klr· tal qu e [K] = [Kl v • [K]F- ond e a s parcela s se referem 

às alteraçõe s ele vo lume C' ro rm;, r espe c t i va mente'. 

Me cani s mos reai s e fal sos e m e l ementos i sop uram6 t ricos 

lin ear e qu ad ráticos s :ío mos trados n ;ts figura:> _\, 4 c 5 . Ado ­

ta u-se i nt egraçiío redu :. ida para cada c a so . 1'<1 i oh~c rvado que, 

adotando- se integraçüo completa, os modos de corpo rfgido ap~ 

r ecem expli c itamente , o que n iw ac o nt ece !leccssari ;ttne nte nes ­

te caso, C' m que e l es são c.omhina ções dos ou tros modos . 

4. Apli cação: llct er i o ra<;iÍo da R.ig i de: do Con <.:ret o Armado 

A anil ise não line ar de estruturas de con creto armado 

prescreve div e rsos crit é ri os de resist ê ncia com o fim de de­

t ec tar nã o -lineari dad es ff s icas em qualquer ponto da es trut u­

ra. No concreto, tais não -linearidades sã o fi ssura<;Üo c plas­

tificação e, no aço, escoamento. Em [14], os crit.Srios de r e ­

sistência ad o tados testam e m cada ponto de inte gração tensões 

ou deformações miximas do estado pr inc ipal <.:om val ore s c rít i­

cos dados. Uma não-lin earidade~ detectada pe la s upe ração de 

um determinado valor crítico, anulando-se em seguida a propri 

edade físi ca correspondente e , por conseguinte, a rigide z 
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(Ki ~ O). Assim, deteriora-se a matri z de rigidez da es tru t!:! 

ra pela presença de não-linearidades n os pontos de integra­

ção . Ist o equi vale a desacoplar molas (Fig. 2) ness es pontos . 

O efeito conjunto de integração reduzida com n:ío-line,_l 

ridades na avaliação da rigidez gera mecanismos :~di c: ionais. 

Nas figuras 7 e 9, mo s tram-se os mecanismos no e l e me nto i so ­

paramétri co quadrático que representa um tirant e d e co ncret o 

armado (Figs. 6 e 8), no nível de ca rga correspondente ã fis_ 

suraç io no concre to, cm que se anulam os m6dul os de c lastici_ 

dadc lon gitudinal hori z ontal c de cisalhamcnto. Obse rva-se 

que o nGmero de mecanismos varia com a alteração de posição 

da barra de a ç o. Na Fig. HH, os ponto s de intc g raç~o para o 

a ç o e concre to coincidem, o que culsa a presença d o mecanis ­

mo falso (quarto da Fig. 4), cuja influência é iden tificada 

nos mecanismos 1, 3, 7 c 8da Fig. 9, fato n~o ob serv ado quando 

os pontos d e intcgraç~o es t:io dispo s t os distintamente ( h g. 

6B), onde tal me c anismo não es tá prese nte (i'i g . 7) . No exe':l 

plo da Pig. 8/\ , após a fissuração elo conreto, não se obteve 

con vergên c ia de solução, pois u ri g id ez horizon tal transferi_ 

Lia do con creto para o a ço, nos ponto s de intcgra~ iio coinci­

dentes, énu l a , o que n ão aL·ontecc n o exemp lo da Fig. b. 

S. Co n c lusões 

i\ ado çiío de int egraç:lo rcdu z id:t cm element os .isoparam-ª_ 

tric os permit e economia n o tempo computacional r cCc rente :1 

integração numérica da ri )!i de z, bem L·omo propi c ia s oluções 

si mpl es e a c uradas para problemas-limites [ 1 , 2]. Co ntudo, a 

possibilidad e de propagação de mecani s mos na malha de elcme!:l_ 

tos pode camufla r a soluç5o do problema, quando n ão impossi-

bil itá-la, a não ser que as condi ções de contorno anul em 

tais mecanismos . Recome nda-se o elemento de oito nós, cujo 

mec anismo fal so imped e propa g ação , p o i s é in compatív e l com 

os mecanismos adj accn t es [ :>] • Atenção de ve se r dada aos mc ca 

nismos adici o nais causados por nã o -li neari dade s, que podem 

dificultar a convergência de solução para o problema. 
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SUMARIO 

Solu~ oe s para o problema da flexão e l;stica-plástica de placas 

através da téc ni ca de elementos finito s são geralmente obtidas pelo 

assimilafão da placa a uma constru.fão de "sandwich" ou pela sua divisão 

em várias camadas formada s por elementos de tensão plana. O segundo 

modêlo é ma i s preci so mas neces s ita mai s tempo no computador el etr'()ni co . 

Um modêlo s implifi cado e apresentado neste trabalho, com resultados 

ma i s preci sos do que os obtidos com o modêlo da placa "sandwich" . 

SUMMARY 

The so lutions for ela stic-plas tic bending of plates us ing the 

fini te eiement technique have so far been obtained in whi ch the plate 

i s mode l led as a sa ndwich cons tru ction or i s divided into many layers 

of pl ane str-ess el ements. The second model is more accurate but re­

quires subs t antiall y more computer time. A simplified model is presen­

ted i n thi s paper. It is s hown that the results obtained with thi s 

mo de l are more accurate than thos e with the sandwi ch plate model. 
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l. Introduction 

Primarily two approaches have been used in the literature for the 

solution of elastic-plastic plate bending problems using the finite ele­

ment technique. The first utilizes a simplified model commonly referred 
to as a 'sandwich' plate model [1,2]. It is composed of a core material, 
which carries all of the transverse shear, sandwiched between two thin 
cover plates, which support only membrane stresses, whose middle surfaces 

are separated by the real plate thickness, h. For the purely elastic 

situation, an exact equivalency is possible with the homogeneous thin 

plate if the cover plate thickness is taken as one-sixth the thickness 

of the true plate. The sandwich plate arrangement simplifies the in­
elastic analysis considerably. The cover sheets are composed of an 

elastic-plastic material whereas the core is assumed to remain elastic 

for every load. ln the completely plastic state, equivalency of a homo­

geneous plate to a sandwich plate can be established by taking the 

thickness of each cover plate to be equal to one-fourth the thickness 

of the real plate. As such, the plate is taken to be either completely 

elastic or completely plastic with no provision made for a transition 

from one state to the other. 

ln the second approach, a more exact technique of layering the 

plate into a discrete number of plane stress elements i s utilized [3,4,5]. 

The elastic-plastic state of each layer is determined and numerical in­
tegration is carried out to form the stiffness of the layered element. 
This method, although quite ac curate, is nonetheless prohibitive in 

terms of computer storage and execution time requirements . 

Another approach which incorporates the simplicity of the sandwich 

model and much of the accuracy of the layered-element model ha s been 

developed and is presented in this paper. The basic concept of the new 

model is that a plate element, after it reaches the initial plastic 

state, is divided into two regions. The outermos t regions are repre ­

sented as plastic fibers and the inner region is composed of the re­

maining elastic fibers through the plate thi ckness. The extent of the 

plastic zone in the cross- section of a plate at any load can be de­

termined by equating the expres s ion of the equivalent strain to the 

strain at the initial yield. The stiffness of the partial ly plastic 

plate element is obtained by summation of the stiffnesses of the elas tic 

and plastic parts. During a load increment, the contribution to the in­

cremental moments for the plas tic zone are calculated based upon the 
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strains at the mid-depth of the plastic region as an approximation of 

the strains throughout the plastic zone . Although this assumptión is 

strictly not correct, it can be justified if the deflections, and the 

corresponding strains, remain within the small deflection range and the 

depth of the developed plastic zone is small enough not to allow signifi­

cant s tress variation within the plas tic region. The accuracy of the 

proposed model is demonstrated by comparison of some typical results 

with other available models . 

For the purpose of thi s development, it is assumed that the ma­

terial of the plate i s homogeneous and isotropic, behaves as elastic­

perfec tly plastic, and obeys von Mi ses' yi eld condition. ln addition, 

onl y small deflections are cons idered in thi s development. The de­

termination of the elastic-plastic bending stiffness for the plate 

element is desc ribed in the following section. 

2. IJ.a_?..!_i_c-Pl a~.!is=_ Benj_i_!lg_ _5_!j!_f_!l~_5_?.....f2.r _ _!l_!l_j: l ement 

The s t andard rectangular plate bending element with three degrees 

of fr eedom per nade i s utili zed in this study. The stiffness matrix 

1-1 ithin the elast ic range is s tandard and i s available in the litera­

ture [6]. The development of the bending s tiffnes s matrix for a par­

tially pla stic element as proposed here, on t he other hand, requires a 

cetermination of the ex tent of the plate depth upto which the plate 

thickn es s ha s become plastic . Thi s may be determin ed as follows: 

Plastic Zone Extent Fa ctor- For small deformations, the as sump­

t ion of plane sections remain plane holds and, consequently, strains 

within the plate thi ckness vary linearly. At the boundary of the elastic 

and pl ast ic regions of the partially plastic section, stresses reach a 

level such that the von Mises yield condition is jus t sati s fied. As 

measured from the neutral axis, all fibers located ata depth greater 

than this 'initial yi eld' dep th have already yielded. If one defines 

t!'le equival ent s tress , ueq, as 

2 2 2 2 o = o -o o +o + 3u (1) eq x x y y xy 

t hen, for pcrfec tly plasti c materials, oeq i s equal to the yield s tress 

-
0 

in the pl asti c region and less than o
0 

in the e las tic region of the 

Plate cross- section. 

The stresses within th e e lasti c region of a cross- sec tion may be 

related to thP s trains by the well-known elastic stress-strain 
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re1ationships that may be written as 

ox = D*( c + "" ) X y 

oy = D*( E + "" ) y X 

axy = D*(l - vh xy 

(2) 

in ~1hic h D* = i: t\'· }), Poisson's ratio, and E modulus of e1ast i-

city. Substituting Eq. (2) into [q. (I) gives 

2 
oeq D*Z[( cx + ""yl2 (ex+ ""y )( ""x + cy ) 

2 2 + (vcx + cy) + 3{(1 -v)e:xyl ] , 

in which oeq i s 1ess than or equal to o
0

. Expand ing and co11 ecting 
terms l eads to 

2 
ceq (l- v+} )(c 2 + c2) 

X y 

in which ceq = reduced strain = aeq!D* 

2 
(1- 4v +" )e:xcy 

2 
+ 3 ( ( 1 - " ) c xy l , 

(3) 

(4) 

According to the von Mises yield criterion it i s required that at 

the initia1 yie1d fiber depth, oeq be equa1 to o
0 

. Therefore, 

•eq = oeq/D* = ao/D* = "o ( 5) 

in wh ich c
0 

is the reduced strai n at the init ia l yie 1d fiber depth . 

Consequently, the depth of yi eld iny in an el ement at any load level can 
be determi ned by equating the express ion of the reduc ed strain given by 

Eq . (4) to c
0

. lt now remains to re late this informat ion in such a 

way that the extent of the plastic zone in the cross-sect ion can be 

determined. 

From the 1inearity of the strai n variation, the strain at any 

depth, d, of the plate can be re1ated to that at the outer fibers by 
d h 

cij = (2d/h)rij , (6) 

where c ~j and . ~j are th e strains at depth h/2 and d, respec tiv21y, and 

h i s the thic k :ess of the plate. I t can be seen in Eq. (4) that the 

redu ced strain a1so vari es 1inear1y. Therefore, Eq. (6) can be re­

written in terms of the reduced strai n as 
d h 
eq = (2d/h) r eq (7) 

Although the reduced strain, as given by Eq . (4), is valid on ly 

i n the elastic region of the plate thicknes s , this express ion may be 

-
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utilized for determining c~q. The reduced strain at the outer fibers 

of the plate thickness is required in order to find the location for 

which c ~q is equal to E
0

. From Eq. (7), this relationship is seen to b" 

Rearranging and letting ~ 

~. as 

which is shown in Fig. 1. 

h 
c/ ceq 2d/h 

d/h, yields the plastic zone extent 

Chonge in tquivolent 
stress distribution due 
to lood incrtment 

.jo 2 2 2 rr_ - <T - CT CT •O' • 3<T,Y = <I0 l:"q- J, )( y y 

Fig. 1. Equivalent Stress Oistribution 
in Elasto-Plastic Element 

,.-\ 
,<5) 

fac to r, 

(9) 

Stiffness of a Partially Plastic Element -For the non-linear 

analysis procedure, the standard piece-wise linear incremental tech­

nique well known in the literature [7,8] is utilized in which the in­

cremental stiffness matrix for each plate element must be recalculated 

for each load increment . ln order to find the incremental stiffness 
relationship for the partially plastic plate bending element, the in­

cremental moment-curvature relationships are required. Oefining the 

incremental moment and curvature vectors by 

(lO) 
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the generalized incremental relationship is given by 

h/2 2 
[i\MJ = ! [D] z dz [llK} , 

-h/2 

(11) 

( 12) 

in which [D] is the generalized incremental stres s-strain transforma­

tion matrix. The matrix [D] can be expanded. into elas tic and plastic 
parts as [D]e and[D]P, respectively, which are defined in Appendix A. 

Within the plastic region, the equivalent stres s remains uniform 
for the perfectly plastic material, so the moments de pend not on a 

variation of z but rather on ~ (refer to Fi g. 1) . The contr ibution to 

the incremental moments from the plastic zone, us ing strains at the mid­

depth of the pl as ti c region as an approximation of t he s tra ins through­
out the plastic region, can be given by 

[i\M}p = 2 (~- ~ ) h(~)2(t + ~ )2 [D]P [.~K} 

whi ch, upon simplification, yields 

p l l "' <~> 2 3 3 [ p {i\M} = z (S + 4 - 2' - </> )h D] ( AK} 

(13) 

( 14) 

The corresponding moment contribution from the elas tic portion of the 
cross-section i s given by 

e 2 3 3 [ ]e [6M) = l "' h D {AK } . ( 15) 

The total incremental moment i s , then, the sum of Eqs. (14) and (15). 

Note that for the purel y elastic case the plastic zone extent 

factor, •· is equal to l /2. The r es ul ting moment- curv ature relation­
ship i s given by Eq. (15) and takes the familiar from 

h3 e 
f.~ ~1J = 12 [D] {IIK} . (16) 

Th e plas t ic contribution to the element stiffness matrix i s de­

termined by the usual methods employed in th e finite element technique 

[6]. In place of the ela s tic moment-curvature expression given by 

Eq. (16), the incremental plastic constitutive matrix, [o]P , is substitu­

ted for [D] e and theterm h3/12 is replaced by [l/ 2(l/8+ <; /4- </> 2/2-</> 3)h3] 



in Eq. (16). The corresponding elastic portion of th(> incremental 

s tiffness is determined in the same manner by using th:! elastic co10~t; · 

tu tive rnotrix, [D]e, and replacing the term (h3/l2) with (2/3 1·3 h3). 

The total incremental stiffness matrix i s then found by superpos ition of 

thc individual stiffness matrices repre senting the plastic and el ast ic 

contributions. 

As can be readily seen, th ·is development assumes that all s tress 

~omponen ts are uni fonn UJY"oughou t. the dep th of the p 1 as ti c zone. Thi s 

1s s trictly not true inspitc of the facl that the equivalent s tress in 

the plas tic zone is constant for a perfectly plastic material. lt i s 

obvious that thi s apparent díscrepancy can be 111inimized by dividing 

the pl as tic zone into a series of layers, each of which is treated in­

dividually as a plane s tres s case . This would require a large in­

crease in computer storage and execution time. This is, of course, 

undes i rabl e and may not be warrented. By limiting the magnitudes of 

the deflections and corresponding strains within the small deforma­

tion range, the extent of the plastic zone developed in the plate 

thicknes s is not enough to allow for s i gnificant stress variation. 

The difference between the assumed and real stress components can, 

therefore, be disregarded . 

3. Example Problem 

A connection system consisting of a 4" x 3/8" or 8" x 3/8" t ens ion 

plate welded to a WlO x 21 wide-flange section of three-foot length, as 

shown in Fig. 2, is used in the analysi s for comparison of the prnposed 

and the sandwich plate model. Thi s model conforms to the one that wa s 

used in the previously conducted experimental tests [9]. Dueto sym­

metry, only one-fourth of the connection need be modelled. The r ec tan­

gu lar plate bending element with three degrees of freedom per nade 

employed for the analysis was fir s t developed for the elastic case by 

Zienkiewicz and Cheung [6] and incorporat es modifications required for 

the non-linear analysis technique already described. The element con­

figuration used for the study is shown in Fig. 3 and consists of 210 

rectangular plate bending elements interconnected by 242 nodes with 

three degrees of freedom per nade. 

Experimental evidence [9] indicates that plasticity is of minor 

concern in the flanges and that any flange model need only simulate the 

flanges in an elastic manner. As such, a simple model consisting of a 
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Fig. 3. Mesh Patterns and Bo und ary Condition s 
Used in Finite Element Analysis 

two-node beam element with torsional capability having one di splac ement 

and two rotational degrees of freedom per node is utilized fo r the 

flanges. A comparison made with experimental strain gage data at a 

load of one thousand pounds, as shown in Fig . 4, indicates a very close 

agreement between the n1easured and calculated s trains in the elastic 

range , therehy, assuring the accuracy of the proposed finite element 
model. 

Sa ndwich Plate vs. the Proposed Elasto-Plastic Forrnulat ion -

A comparison of the sandwich plate and proposed elasto-plast ic 

models indicated that the development of the yield patterns predicted 
by the use of the models is essentially the sarne. The growth of yie ld 
zones for an 8 inch tension plate is shown in Fiq. 5. 
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The collapse load, on the other hand, predicted by the proposed 

elasto-plastic model is significantly higher (on the arder of 25 to 

30%) than that given by the sandwich plate model. A comparison of the 

ultimate loads for the two models for various tension plate widths is 

given in Table I. 

Table I. Ultimate Loads Using Sandwich and 
Proposed Elasto-Plastic Models. 

Tension Plate Ultimate Load (kips) 

Width Sandwich Model Proposed Model 

4" 4.4 5.4 
8" 6.0 7.1 

A more apparent difference between the two models can be seen in 

Fig. 6. in which the deflection curve for the sandwich model flattens 

out very rapidly after plasticity begins to develop. The curve for the 

elasto-plastic model shows a much more gradual flattening. A slower 

degradation of the bending stiffness is indicative of the inherent 

strength of the remaining elastic portion of the plate. On the other 

hand, the moment resisting capacity of the sandwich plate element is 

exhausted once the cover plates reach the state of initial yield. 

Load 
(klpS) 

50 

40 

3.0 

2.0 

lO 

--- Sondwich Plote Model 

WIO x 21 with 8"xf" plate 

and no flange restraint 

00 ~- · 004-----oos-- --o,-2·---------~ ---

Centerline Deflect1on (Inches) 

Fig. 6. Stiffness Comparison of Sandwich and Proposed 
Elasto-Plastic Plate Models 

4. Oiscussion and Conclusions 

As determined in this study, the ultimate loads predicted by the 

sandwich model are significantly lower than those predicted by the 
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proposed elasto-plastic model. This is a consequence of the assumed 

stress state in the sandwich cover plates that are considered either 

entirely elastic or entire1y plastic with no transitional stress state 

incorporated into the mode1. Therefore, the sandwich model does not 

adequately represent the load-deformation history of a real plate in 

bending. On the other hand, tt is found that similar plastic zone de­

velopment patterns are obtained by the sandwich and proposed elasto­

plastic models indicating that the sandwich plate technique will accu­

rately predict the progression of plasticity throughout the plate under 

increasing load. However, the results obtained with the sandwich plate 

representation may be misleading and so its use for the determination 

of ultimate loads in plastic plate analysis is not advised. Models, 

such as that developed herein, provide the necessary accuracy in 

elastic-plastic plate bending analysis. 

A ca utionary note should be added to this di sc uss ion . While the 

proposed elasto-plastic plate bending model is accurate for load­

deformation and plas tic progression studies , stresses can be determined 

acc urately only within the elastic portion of the plate thickness . ln 

the plastic region of a plate cross-section, only average s tresses at 

the centroid of this region can be calculated. 

The following conclusions can be drawn based upon the results of 

this s tudy: 1). Th e finite element plate bending model developed in 

this paper provides a simple yet accurate technique for non-linear 

elast ic-plastic analys i s . 2). Accurate determination of stress varia­

tion through the plas tic region of the plate i s not possible. 3) . lhe 

use of the sandwich model for elastic-plastic plate bending analys is is 

not advised. 
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7. Appendix A 

The stress and strain vectors in plane stress can be defined, 

respectively as 

{a} {::J '"' (A-1) 
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{E} (A-2) 

For the elastic case, the well~known stress-strain relationship in plane 

stress is written as 

[

1 v 

{o ] = ~ v 1 
1-v O- O 

o l o -
(1- v)/2 

(A-3) 

for which the incremental moment-curvature relationship is given by 
Eq. ( 15). 

Yamade et al . [7] have developed an explicit expression for a 

plastic stress rate-strain rate matrix which is derived by inverting 
the Prandtl-Reuss equations in plasticity theory. The matrix is 
simple, straightforward and facilitates the incremental treatment of 

elastic-plastic problems. Assuming a non-strain hardening material, 

incremental stress-strain relations in the plastic range for plane 

stress may be written as 

{llo] [D]P {lld (A-4) 

in which 

s2 
o 

+ 2n -sxsy + 2vn - ~ (Sx+ vSY) y 

E 52 
o 

. [o]P - - + 2n ~ (Sy + vSx) . (A-5) 
ç X 

SYMM. 
~ /[2(l+v)] 

ln Eq. (A-5), 

n ,/ /( l+v) xy ~ s2 + 2 s s 
X X Y 

+ s2 
y (A-6) 

and 
ç ~ + 2(1-v2)n 

\ (2ox- oy)/3 (A-7) 

sy (2oy- ox)/3 
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SU,1ÁR lO 

Nes t e traba lho est uda- se a análise dinâmica de siste­

mas do tipo rfgido-flcxíveis, atrav6 s de um esqu ema de int~ 

graçao no tempo do tipo i mplfcito-exnl Íci to: a resposta do 

domí nio fl ex ível é integrada utilizando-se um método exnlí­

ci to , (difcre ça central) c a resposta do domínio ríg ido é 

integ rado com o uso de técnica implÍc it a (método de Newmark). 

A principal carac teríst ica deste algoritmo é qu e a matri z 

de rigidez do domínio flexível não é calculada, e pode-se 

adota r um int e rvalo de integração rel ati vamente ma ior , para 

a so lução i ncremental. 

SIJMMARY 

ln th is work impl ic it-exnlicit finite element mesh 

partitions a r e developed f or transicnt nroblems of nonlinear 

interacting media. Imnli ci t-exnlicit s chemes offer a unified 

anp roach to nroblems of structural tr a nsi e nt dynami cs and 

can lead to significant computationa l advantagens. Some 

numerical examples are sol ved to show some of the capabilities 

of this appro ac h. 
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1. Introdução 

Em problemas que envolvem a interação de diversos meios , 

torna-se vantajoso tr ata r as regiõ e s de cara c t e r[ s ticas dif~ 

rentes que constituem a an á lise por a lgoritmos impl[cito s e 
e xplíci tos s imultane amente. 

Neste trabalho, di s cutem- se a s principais caract e rí s t ! 

cas de implementação de um programa, qu e utili za inte g r ação 

implícita atrav~ s do operador de Newmark e int eg r a ç ~o e xplí­

c i ta a t ravé s do método de diferença ce ntral. 

A análise é dirigida a problemas que envolv em a inter~ 

ção de sistemas so l o- f luido-e s trutura, valendo-se de eleme n­

t os isoparamétricos c om n~mero variado Jc pontos nodais. 

2 . Algoritmo ImplÍ c ito-ExplÍcito 

O mode lo de elementos finitos é compost o de dois grupos: 

os elementos implícitos (I) c os elemen tos e xplÍcitos (E). 

Nes te algoritmo itera-se em cada int ervalo J e tempo para s a­
tisfa zer a equação: 

M + pI ( d ) + pE ( j - ) ~ '.lt+ llt - -t +ll t ' ~t + llt - - t+ ll t ' ~ t+ llt ~ t+llt 

ond-z: 

M ~ M1 + ME - matriz de mass a discreta 

~ t+ll t 
1'[ E 

~ + Ft+llt vetor de forças aplicadas t+ ll t -

p - vet or de forças intern a s 

~t+llt ~t + ll t - vetor Je des.lo c amentos e velo-
cidade e m t + llt 

A s e qu~n c ia de operações de c ad a cicl o iterativo é des 
crit a a seguir: 

a) início do processo iterativo: i ~ O 

b) fase de estimativas: 

. ...-

i 
~t+llt dt+llt 

i 
~t+llt 

~t + llt ~t + llt 2 ( l - 2B) '.lt /2 

~t+llt ~ t + llt (l - y) '.l t 
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o 

c) cálculo de forças residuais: 

'+'i = r _ M i J>I(di 
- t +Bt - ~t +Bt - -. - t+Bt 

d) se requerido, atual i z a - se a ma t r i z d e rigidez efet iva : 

* K ~/(6! 2 6) + y ~.:./(Bt.B) 

Em caso co n trário utili za - se a ~ltima K 

Co nvem s a lient ar que 

I 
~T 

ca lcul ada . 

e) cfetua -se a fatorizaçiio, reduçüo c rctrosubstituíção para: 

f) intro duz - se a corrcção : 

i+ I ., 
~ t+ i\ t 

i+ I 

i+ 1 

~t+/\ t 

j +I 

~t+/\ t = ~t+/\ t + /\t . y . '!t+/\ t 

g ) se 1\ Ji n:·w atende ao cri téri o de conv e rgê n cia , c nt iio to 
ma - s~ i = i + I e r eto rna-s e ao item c. 

h ) cas o c ontrário le va-se para o pr6ximo int e rva lo: 

i+ I 

~ t+ /\ t 

i+ I 

~ t+/\t 

~·t+/\t = i + l 
~· t + 1\ t 

'llcs ta scquê rH·ia u t i I i zou-sc a ronnula..;ao proposta po r 

llughc s c Liu. Este al gor itmo pode ser co nvenien teme nte adap-
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tado n a fase de estimativas utili zando-se: 

d 0 = d -t+llt - t 

o 
~t+llt = ~t 

a 0 - (d 0 · 2 -t+llt - - t+llt - ~t+lltl/(llt · Bl 
onde 

9t+llt = ~t + llt . ~t + llt2 (1 - 26 ) ~t /2 

Esta aproximação ~ especialmente r ec omendada para pro-

blemas elastoplásticos com elementos implÍcitos (y (). s J e 
quando se empregam pouco s intervalos de intcgraçio. 

Se y ~ 1/ 2 e 6 = (y + 0.5) 2/4 obtem-se estabilidade 

incondicional para o grupo de elementos implÍcitos . O inter­

valo de i nt eg raç ão é definido pelo g rupo de e lementos explí­

c it os . Para o cas o de y = 0.5 o intervalo de integração c rl 

ti co é da do por 2/wmax onde wmax e a f requ& nci a m5 x ima da 
subregião de el e mentos exp lÍ c ito s . 

3. Re su lt ado s de Análise 

Analisa-se a resposta dinimica de uma fundação ci rcul ar 

assente sobre um a ma c iço de so lo argiloso. A fund ação circ~ 
lar é submetida a um carregamento distribuindo sGbito e con ~ 

tantc e ~ considerada rí g ida o suficiente de tal modo a não 

se considera r a possibilidade de s ua plastificação. Os deta 

lhe s da geometria estão i ndi cado s na f igura (1). 

Admite-se que cm de corrência do transiente de curta du 

ração e s tudado, não haja possibilidade de drenagem, an a lis a~ 

do- se o s olo segundo ten sões lot a is e m r eg imes el ástico e 

plástico. So b tais condi çõe s o so lo é consider ad o se guir o 

crit~rio de Von Mises, como material plástico perfeito. 

Os resultados obtido são coincidentes com os da refe­

rênci a 1101, e estão plotados na f igura (2) . 

Para ilustrar a efi c iência c omputacional do algoritmo 

implementado, indicam-se na tabela I os t empo s de pro ce ss a­

mento para diversa s análises, até t = O.ls,em um Burroughs 
B6700. 
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r 

P (psi) 

JOOt-----

~ S e! e!'lcntos 

f,p nos 

tis) 

Fi g. 1. Sistema Fundaçio-Haciço Terroso 

Tabela I 

TIPO DE ANÁLI SE TEMPO DE CPU EM SE GUNDOS 

J mpl Íci ta At ; O.OOOls 2690. 

Implícita M ; O.OOSs 1920. 

Ex plÍcita ll t ; O.OOOl s 1980. 

Jmplicita- Exp líci ta flt ; O.OOOJs 2115. 

4. Conclusão 

Neste trabalho come ntou-se a aplicação de um a lgoritmo 

implícito-explícito para a an~lise de tran s ientes nao linea 

res de sistem~ s r ígido-fl ex íveis. Procurou-se examinar parti 

cu larmente as ca racteríst i cas de meios elasto-plásti cos, di ~ 

cret izado por e lementos f initos isoparam6tricos com variado 

nume ro de ponto s nod a i s . Es te esquema fornece um enfoque uni 

ficado ao s problemas da dinãmica nio-linear e pode oferecer 

s ignificant e s atra tivo s , no que diz respeito a pcrformance c 

implementa ção compu ta cional. 
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SUH~ICIO 

No presente traba lho desenvolve-se um algoritmo que pe rmite a 

simula~ão de grandes movimentos de treli ças espacias restringidas a se 

moverem juntamente com lllll corpo rígido. 

Um tratamento especial é dado as condi~oes iniciais tornando a 

sua introdu~ão mais geral c r ea li s ta, e forças externas anlicadas ao 

sistema são levadas em considcra~ão . A t eoria usada para cri ar o 

a l goritmo e' apresentada, assim como os passos bás icos necessarios à 

sua implementação para fi ns de anál.i se munérica. 

S~of\1ARY 

An a lgorithm permitting the s imula tion of large motions of 

restrained space trusscs i s developed. l'rovision i s made for the 

accommodation of general , realist ic initia l conditions, and externa] 

force s applied at joints taken into account. The theory used to 

create the a lgori thm is set for th. Also a guide line for its imple ­

menta tion suitable for numeri ca l analysi s is prescnted. 
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T. Tntroduction 

ln thc litcrature conccrned with dynamics and structural analvsis 

one fineis tvorks that dcal with systcms pcrConning largc mot ions, but 

posscssing rclativcly fcw degrccs of Crt'cdom anel svstcms perConning small 

motions, hut po:->scssing many dcgrces or rrccdom. TlK'rT cxist situations 

in which onc must dcal tvith largc motions ora systcm posscssing many 

dé'grccs of frccdom. Thc puqJosc or thc prcsc'nt work is to c·n'atc an 

cxplicit algorithm that simulatc's largc motions ora systcm Conncd lw a 

rigid body supporting a truss whosc mass is quite largc and carmot hc 

ncglected. 

Rcfercnccs (1) (SI dcalt with tlw variuus cUccts oC clastic 

dcforrnations on thc motion and stahi I ity o r systl'ms nlmprised bv rigid 

aml flexiblc bodics. l'or the fvrrnulat iun o r cquat ions o r mot ion a tcdmi· 

que prcscntcd in Rc't·. (6) t<as util izc'd with cxtensivc modi Cic·ations in 

ordcr to acconunodatc the prescncc or ;r rigid hodv attachcd to thc tnrss. 

Although thc prescnt work and Rcf. (h) dcalt with simul:rtion of large 

motions of trusscs, thc suhst;rnt ia! di i"Ccrencc' hctwecn thcm is that thc 

carlier work involvcJ a non·physical rcCercnn' Cr:uJK', whcreas this hork 

does not hccomc the rigid body that Conns a p:1rt oC thc svstem c·on,,id­

ercd hcre can play the role carl ier assigncd to a ncccssari lv non·ph,·si· 

cal cntity. 1111cn thc munbcr oC dcgrees or Crecdom is largc it bccomes 

rmfeasible to solve exactly thc partia! diCCcrential cquatiuns govcrn­

ing the motion of thc system. ln this c·irnunst:rnce, onc is general h· 

forccd to discrctize the stnrcture hv "lrunping" masses at _joints of thc 

tn1ss :mel using a tcclmiquc which t>C shall c:rll "t•xclusion of modcs" 

or "modal coonlinate tnmcation." 

Z. Developmcnt of thc Algorittmr 

Considera rigid hocly B with mass mll and, central principal momcnt.s 

of incrtia r
1

, r
2

, r
3

. Attachcd to B thcre is a tnrss T having m mcmhcro; 

anel n joints. The systcm S compriscd hy ll aml T has 6 + :;(n -k) degrecs 

of freet1om wherc k is thc mrrnhcr or joints connec·ted to B. 
* . 

Let N be a point fjxcd in a Ncwtonian rcfcrcncc fr:unc N, and n_1 , 

!2_
2

, !2_
3 

a dcxtral set of orthogonal rmit vectors Cixed in :-1. Simi larlv 

~l' ~2 , ~3 forma dcxtral sct of orthogonal rmit vcctors parallcl to 

the central principal axes of incrtia uf B. 

~B*, the veloci ty in N of the mass centcr B * of ll, anel N,)l, thc 

angular velocity of B in N llk>Y be, rcspcctively, cxprcsscd as 
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(1) 

and 

(2) 

Let Pi be a typical j oint of t~e t r uss T and defi ne ii as the position 

vector of Pi with respect to B when the truss*is undeformed . let ~i 

be the position vector of Pi with respect to B at a general tiJne t; for 

i~ 1 , ... , k, r . ~ ~ . for a 11 t i me. 
*1 -1 . * * 

Let ~ be the position vector of B re lat i ve t o N at any instant 

of time and define y3 i~:'i+j, y 3 i ~ 3 +j' xj and cj~ as 

y3i ~ 3+j 6 r. • b. (i ~ !' . .. ,n; j~l,2,3) (3) 
L J 

Y:;i ~ 3+j 6 r. • b. (i=l, ... ,n ; j=l , 2 ,3) (4) 
~ - ] J 

6 * x. r n . (j~l ,2,3) (5) 
J J 

;md 

cj~ 
6 !!.j • 11.~ (j . ~= ] ,2,3) (6) 
~ 

The ve locity of joint Pi in N can be expressed as (see Ref. (7), p. 31 ) 

N_fl. R.P . 
··v 1 + ··v J 

N_I\ 
where ·v is the vclocity of fl. in N, [l. he ing the point of B that 

(7) 

R. p. 1 .l 

coincides with Pi and ·v__ 1 is the velocity of Bi in B. (a dot above a 

symbol represent s differentiation wh ith respect to time.) For any 
R..P · 

k nodes connected to the rigid body B, ··v__ 1 v;m i shes . 

Next, we define and cxpress thc displacements A3k+i in t erms of 

v generalized coordinat es q1 (t), ... ,q)tl, as 

v 
6 ~ - "' . 63k+i = y3k+ i ~ y3k+i -L- EiJqJ. 

J =1 
[i~l, . .. ,3(n ~ k ) ] (8) 

where E .. i s the element of /h row and }h column of the modal matrix 
l J 

associated with free v ibratíons of T when B i s held fixcd in N. Al so 

let us define v generali zed spced as 

( ~=I, . .. , v) (9) 
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Differentiation of Eq. (8) with respect to time and using Eq. (9), leads 
to 

v 
63k+i = y3k+i tl Eiju6+j [i=1, ... ,3(n-k)] 

Substituting Eqs. (l)-(4) and (10) into (7) one obtains, for the 
restrained joints 

~pi A A ~ A 

--v = (u1+u5y3i-u6y3i-l)~l + (uz-u4y3i+u6y3i-zl~z 

+ (u3+u4y3i - 1-u5y3i-zl~3 (i=l ' .... k) 

whi1e for the unrestrained joints 

(lO) 

(ll) 

p_ v ) 
NV 

1 
= (ul+u5y3i-u6y3i-l + }Ç

1 
E3(i-k)-2ju6+j ~1 + 

+ _t E3(i-k)-lju6+j ~z) + (u3+u4y3i-1 -u5y3i-2 
J=l 

(uz-u4y3i+u6y3i-2 

v 

+ L E3(j -k)j-U6+j)~3 
J=l 

(i=k+l, ... ,n) (12) 

* The acceleration of B in N and the angular acce1eration of B in N are 

found by differcntiation of Eqs. (1) and (2) with respect to time and 

tum out to be 

* * NB dNB • • • 
!lc = (ff y_ = (ul+u5u3-u6u2)~1 + (u2+u6ul-u4u3l~z + (u3+u4u2 - u5ul)~3(l 3 ) 

and 

Na B = Ü4~1 + Ü~z+Ü~3 (14) 

Differentiation of Eqs. (11) and (12) with respect to time leads to the 

acceleration of joint Pi in N: 

N pi • • A • • • 

a = (ul+u5y3i-u6y3i-l +ai1)~1 + (u2-u4y3i+u6y3i-2+ai2)~2 

+ (Ü3+Ü4y3i-l-ü5Ç3i-2+ai3)b3 (i=1' ... ,k) (15) 

and 

i 

1 
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v 

(ül+Ü5y3i-Ü6y3i-l + ~1 E3(i-k)-2jÜ6+j+ai1)~1 
+ (üz-Ü4y3i+Ü6y3i-2 + ~ E3(i-k)-ljü6+j+aiz)~z 

+ (ü3+Ü4y3i-1-~Sy3i-2 + jt E3(i-k)jÜ6+jai3)~3 
(i=k+l, .... ,n) (16) 

where 
t. ~ ~ ~ ~ 

ail = U5 (u3+u4y 3i -1-uSy 3i- zl -u6 (uz-u4y3i +u6y 3i- z) ( i=l • · · · • k) (1?) 

ú ~ ~ ~ ~ 

ai2 =u6(ul+u5y3i-u6y3i-1)-u4(u3+u4y3i-1-u5y3i-2) (i=l, ... ,k) ( 18) 

(i=k+1, ... ,n) (20) 

(í =k+J , ... ,n) (21) 

(i =k+l, ... ,n) (22] 

The partia! velociti es and partia] angular vclocities are found hy 

inspection of &js . (1), (2), (11) and (12) and may be cxprcssed as 

NyB* = Nypi 
-u. -u. (i=1, ... ,k) 

J J 

Npi 
~- (i=k+l, . .. ,n) = b. (j=l ,2 , 3) 

J --) 

NWB = b. (j=4,5,3) 
-uj -;-3 

(23) 

(24) 

Npi ' ~ . Npí 
·v =-y

3
.h

2
+y

3
. 

1
h

3
(t=1, ... ,k);v =-y3 .b2+y

3
. _1b3 (i=k+l, ... n) (25) 

-ll4 1- 1- - -u4 .I - 1 -
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Nypi 

--1.15 

A A N_pi 
= y3i~1-y3i-2~3(i=1 ····•k);··~ = Y3i~1-y3i-2~3(i=k+ 1 ····n) (26) 

5 

Nypi 

--u6 

A A N__P-
-y3i-1~l+y3i-2~2(i=1 •· · · ,k); --~1 

= Y3i-1~1+y3i-2~(i=k+l. · · ,n) 
6 (27) 

* NyB N B 
w 

--u6+~ --u6+~ 

P. 
Ny 1 =o 
--u6+~ 

( ~= 1 ' ... '\)) (i= 1' ... 'k) (28) 

and 

Nyp_ 
1 = E3(- k) 2 b +E - b +E . b (~=1 · --k 1 ) --u6+ 9~ 1- - 9--1 3(1-k)-U-2 3(1 -k)9--3 , ... ,v ,1- + , ... ,n 

(29) 

* We can express the inertia torque !B for body B in N as [see Ref. (7), 

p. 118] 

* . . . 
~ = [ cr 2 -r 3)u5uçu4 I 1J~1+[(I 3 -r 1 )u4u6 -u 5 r 2 J~2 + [ cr 1 -r 2 )u4uçu6 r 3 J~3 (30) 

* EB' the inertia force for body B in N is defincd and expressed as 

* * N B • • • EB ~ -mB ~ = -mB [ (ul +u5u3-u6uz) ~1 + Cuz+u6ul -u4u3)!J_z+ (u3+u4 uz-u5ul) ~31 (31 l 

* Similary, Ii, the inertia force for joint Pi in N is defined and 

expressed as 

* 6 N pi - • A • A • • A • A 

Ii =-mi~ - -mi(u1+u5y3i-u6y3i-l+ail)!J_1 + (uz-u4y3i+u6y3i-2+ai2)bz 

+ (Ü3+Ü4y3i-1-Ü5y3i-2+ai3)~3 (i=1' ... ,k) 

and 

* Npi [(· • • Fi =-mi~ =-mi u1+u5y3i-u6y3i-1 + 

+(ü2-ú4y3i+Ü6y3i-2 + 

\) 

I: 
j =1 

jtl E3 (i -k) -2j ü6+/ai1) !J.1 

E3 (i -k) -1j ü6+j +ai z)ll_2 

(32) 

+(Ú3+Ú4y3i-l-Ü5y3i-2 + ~1 E3(i-k)jü6+/ai3)~+i=k+l, ... ,n) 
J (33) 

where mi is the 1umped mass at joint Pi. lne complete genera1ized 

inertia forces can be written as (see Ref. (9) page 16). 

* ~LR* * N B * n N_P. * 
F = ··v- • F + w • T + I; ··v 1 

• F. 
r --ur "-13 --ur ~ i=l - 1 

(r=1, ... ,6+v) (34) 
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When T is deformed, certain forces of interaction between truss 

members are exerted on the joints Pi. 1ncsc forces, as well as externa! 

forces applied to Pi, contributo to the gencralized active forces. ln 

addition, externa! forces applied to B also contribute to the general­

ized active forces. 
p. 

S 1
, the result;mt of ail forces cxerted on I' i hy truss mernbers, 

can bc expressed as 

P. 
s 1 

3n 
- j~[(K3i- 2/'j)~l + (K3i - J/'j)!!_2 + (K3ijAj)~3) (i=l, .. . ,3n) (35) 

where Kj\C is thc c lement in thc /h row ;md .Q.th colunm of the "overall" 

stiffness matrix of T. 
Pi 

Q , thc exter~al for~ e applicd to Pi, must be spcci ficd as a func-

t ion of, in general y1 , .. . ,y3k' y 3k+l'····Y:;n• Y:;k+J•· ·· ·>\n• and t, but 
it can always bc writtcd as (see Rcf. (6)) . 

( i=l, ... ,n) (36) 

"!~e systern o[ forces acting on li i.s equivalent to a force~ applied to 

B togethcr with a couple o f torque f cxpresscd rcspcctively as 

(37) 

and 

'1"11 = 1' 11 h ·1· Bh 1· 11 b -- I · 1 + 2 - 2 + 3 - 3 (38) 

l11e complete general izcd active forces can be writtcn as (see Rcf. (9), 

p. 25) 

r 
r 

n "LP . I'. 1'. 
:E ~1. c~ 1+-Q 1 1 
i=l r 

(39) 

The dynarnical equations of motion may bc obtaincd by adding Eqs. (34) 

and (39) to give (sec Ref. (7), P. 177). 

* F. + I' 
1 r 

o (Fl, . .. ,6+\J) (40) 

'lhis relation i s known a s Lagr311ge 's forrn of ll'J\lernbcrt' s principie. 

lhe expressions for generalizcd incrtia <md active forces corn ing 

from Eqs. (34) and (39) can be greatly sirnplificd if one takes advantage 

of the orthogonal ity propcrty of thc modcs of vibration for the truss a11d 

the propcrtie s ohtaincd frorn thc definition of the sti ffncs s matrix K 

(sec Ref. (9) , p. 18, 22,24 ). tobking use of those properti es the 
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equations of motion may be written in the simp1ified form as 

n k n k n 

-(mB + I:m-)ü. -(I:m.y3 . + '5": m-Yy)üsJLm-y3._ 1 + L m.y3 . _1)ü6 1=1 1 1 i=1 1 1 i=~1 1 1 "\i=l 1 . 1 i=k+1 1 1 

nv • k n n B 
-.L LmiE3(i-k)-2'u6+_=mB(uSu3-u6uz)+(L miai1+ . L miail)-.L~i-2Q1 
t=k+1J=1 J J 1=1 1=1<+1 1=1 

(41) 

(TTL + "f: m. \:. 2 +(t m.Ç3' + f: m.y
3

. );•4 tl i=1 l)u i=1 1 1 i=k+1 l 1 

k ~ n )• n v • 
- (.I: miy3i-2 + . Lk 

1
miy3i-2 u6 - . L

1 
.L

1 
miE3(i-k)-1ju6+j 

1=1 1='+ 1=K+ J= 

_ (k A ) n B 
- ~(u6u1-u4u3)+ 1: miai2 + . ~ miai2 - .L Q3i-1-Q2 (4Z) 

1=1 1=k+1 1=1 

( 
n ( k ~ n k ~ n ) 

- ~+ 1:m-)ú3- Lffi-Y3 -- l + L m.v3-- 1)ü4 +(Lm-y3 --2+ L m. y3--2 ÜS 
t=1 1 i=1 1 1 i=k+1 1 1 i=1 1 . 1 i=1<+1 1 1 

n v k n n 
- L Lm-E3(--k).ü6 -=mB(u4u2-u5u1J +(Lm- a . 3 + L m.a-- )-LQ3 -~ 
i=k+1 j=1 1 1 J +J i=1 l l i=k+l 1 )~ 1=1 1 

( k ~ n ) (k ~ 
Lm-y3. + L m.y3 . Üz - L m. y3' -1 
1=1 1 1 

i=k+1 1 1 i=1 1 1 + i=~1 miy3i-l)ú3 

[ 

k ~ z ~z .A 2 
- 11 + L m. (y3. +y3' -1) + ~ m. CY3· 

i=l 1 1 1 i =k+l 1 .l 
+ 2 1· y3 i-l) u4 

( 
k ~ ~ n ) 

+ ~1 miy3i-ly3i-2 + - L
1
miy3i-ly3i -2 ÜS 

1= 1=K+ 

( 

k ~ ~ n ) 
+ L m.y3 .y3.-2 + L m.y3.y3.-2 Ú6 

1=1 1 1 1 i=k+1 1 1 1 

+ t [.L (miy3iE3(i-k)-1j-miy3i-1E3 (i-k)j)]Ü6+j 
J=l 1=k+l 

k ~ ~ 
-(I2-I3)u5u6 • i~ mi (-y3iai 2 + Y3i-lai3) 

n .k. ~ ~ 
+ L m. (-y3 .a -z +y3 - -1ai3) - ~ (-y3iQ3i-1+y3i -1Q3i) 

i=k+1 1 1 1 1 1=1 

-. t (-y3iQ3i-1 + Y3i-1Q3i) - T1B 
l=k+1 

(43) 

( 44) 

~ 
\ 
'Y 

~ 
.\:) ,., 
'1 
~~ ·. 

1 
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ml.y3iy3í- l + i: m.y3 .y3.- l))ü6 
i ~ k+l 1 • 1 . 1 

(mi Y3 /3 ( í. -k)- Zj -mi Y 3i- zl'-3 (i - k) j ~~16+j 

n ) (k A n } L m.y . Ü - 'L:m .y . + L m.y . ·~ 
. . 1 1 3 1-1 1 . l 1 3 J- 2 .. l 1 3 1- 2 2 
1=te+ , 1= 1 = K+ 

(45) 

(46) 
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and 

( 
n )• n )• 

- iE+lmiE3(i-k)-29- ul- (i=~tiE3(i -k)-H uz 

-c=tlmiE3(i-k)9-)ü3 + ri=tl mi(y3iE3(i-k)-H-y3i -lE3(i-k)9-JÜ4 

J_ i: mi (y3iE3(i-k)-H-y3i-2E3(i-k)9-]Üs 
h=l<+l 

+fi~+ 
1
m i (y3i-l E3 (i -k) -21'. -y3i -2E(i -k) -UJÜ6 -Ú6+9-

n 

i=t. ti (E3 (i-k)- Zl'_a il +E3 (i -k)- H a i 2 +E :'i (i -k) 9-ai3) 

n 3 

. L .L E3(i-k)-3+J·9.Q3i-3+J.+À9-qR­
pJ<+l J=l 

(9.= 1' ... ' \)) ( 47) 

where À.Q, is the .Q.th eigenvalue associated with frce vibration for the 

truss. 

To relate the mot ion of the flying reference frame B with respect 

to the Newtonian reference fr::une N we introduce twelvc kinemati cal 

differential equations as follows (see Ref. (9) p. 30, and Ref. (8) 

pp. 81-83) 

* 
xj = Nt · ~j = (ul!>_l+uz_!:l_z+u~:'i) • ~j 

and 

3 

L;u9.cj 9. 9.=1 

l 3 3 
CJ-k = z L L CJ-9-u 3+h(9,-h)(h-k)(k-~) 9.=1 h=l . 

(j=l,2,3) ( 48) 

(j ,k=l,2, 3) ( 49) 

Equations (9), (41)-(49) forma set of 18+2v first arder non­

linear differential equations governing the 1mknown quantities 

qi(i=l, ... ,v), ur(r=l, ... ,6+v), xj(j=l,2,3), c.k(j,k=l,2,3), all of 

whose initial values must be kno~TI before a solution of the equations 
can be undertaken. 

The initial values of u1, ... u6, xj and cjk can be presumed to be 

given, whereas those of q. and u6+.(j=l, ... ,v) remain to be determined. 
A J J O 

We shall assume that yi(i=l, ... ,3n), yj (O) and yj (O) (j=3k+l , ... ,3n) 

are given. From F4s. (8) and (10) follows immediately that 



" 3k+í (O)~ y3k+ i(O)- y3 k+i 

and 
\) 

3HS 

\) 

L ''iJ. qj. (O) 
j= l 

,\ 3k+ l (O) = y3k+ 1 (O) = I> "f . I (l) 
j=l 1_1- l+J 

[ i - 1, .. . ,3(n - k] (50) 

[i =l, ... ,3(n -k)l ( 51) 

ThC' quantities qi (O) and u(,• j (O) are found hy us i ng thc ortho­

~ona l i ty property of thc eigcnvct· t(,rs . '111c prc-mu1tip l ic ation o f 
T 

::qs . (SO) and (Sl) h y ~ ~· whcrc l t i s thc mass matrix for thc t russ 

1 cwls t o 

~ 3(n k) 
L L 1 .,~1. -~-(O) 
i=] j=l .1 ~ _l l I 

v 3(n -k) 
L :L I' , ~1 .,\ (O) 
i =J j=J J L Jl I 

(9.= ] ' ... , \>) (52) 

(1!.=1 , .. . , v) ( 53) 

i:q11:. t ions ('1), (c111 - l~'l ) c;m hc expn•,;sed as (scc Rcf. (7) , p. I <JZ) 

11' Íl v 

,;hciT ~ ;~nd V are IH+2 vx i H+2v ;md l ll+2vx l matri ccs , impl i c i tly 

t'1111l· ti O!I S nf time . l'or ex:.lmpl t· 11sing l:q. (4 1) onc ohtains 

k 11 

\~ I IJ L 11li )'3 i- L "' i Y3i - I 
i " ! i=k+ l 

\' 
! 

r: i:-:. ;m J:-<.-+-~\ ;·+ 1 m;1tr ix who:-;c (' fCmcnt s ; Jn~ dc fined as 

11. !• 1\ . I j -., 1, ... ,6) 
I ! 

li 
(l+ 9. 

fi 
tlh+ :{ 

(~ = I, ... , v ) 

li (>+ \) I k 6 'ik I k= l , ... , v ) 

l\ 7 . 1+ ~ v+ J Q x. (_j c [,! , 3) 
I 

li' ) . 
~ ~ + -\)+- I 

r. L' I i 
(i " I, 2 , .) ) 

(5~) 

(:i?) 

(S~) 

( S~ l) 

1(10) 

(HI) 
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Ül5+2v+k ~ c3k 
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(j=l , 2 ,3) (62) 

(k=l '2' 3) (63) 

There exist algorithms, such as one presented in Ref. (9), that per­

mits one to integrate equations having the form of Eq . (54). Regard­

ing the value of v , if v=3(n-k), the total number of degrees of free­

dom of T, then the different íal equations governing q1 , ... ,qv are the 

exact equations of motion of S. By taking v < 3(n-k) we shall obtain 

approximate descriptions of motion of S. 

3. Irnplementation of the Algorithm 

This section lists the basic s teps which may be used t o create 

computational schemes suitable for numer ical analysis of the system. 

The order in which these steps are given was selected for c larity of 

presentation rather than computational efficiency , anda change in 

this order may produce a more efficient procedure. TI1e basic steps are 

as follows: 

~ (a) Input initial values for u1 , ... u6, xi(i=l, 2,3), cjk(j,k=l, 2 ,3), 

y.(i=l, ... ,3n), y.(O), y.(O) (j~3k+l, .. . ,3n); m11 , m.(i=l, ... ,n), 
1 . J. J B B I 

Q3i- 3+j(l_=l, .. . ,n; J=l, 2,3), Qk, Tk (k=1, 2,3), Ii(l=l,2 ,3) , v. Also 
input all truss constraints relative to the rigid body . 

(b) Assemble stiffness and mass matriccs for the truss . Calculate 

the eigenvalues and eigenvectors and normali ze thc eigenvectors with 

respect to the mass matrix. 

(c) Calculate A3k+i and ~3k+i[i=l, ... , 3(n -k)] us ing Eqs . (8) and 
(10), respectively. 

(d) Find the values of q.(O) and u6 . (O) (J·=l, .. . ,v) with thc aid 
J + J 

of Eqs. (52) and (53), respectively. 

(e) Assemble W and V matríces from Eqs. (9) and (41)-(49). 
- - . -1 

(f) Integrate the system of equations '! = W '!._ 

(g) Repeat the process starting at step (e) after an i ncrement in 

the independent variable t 
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Sumár i o 

PUC/RJ 

A oc orrência de pe ça s de revo luç ão s ubmetidas a cargas 

axissimétr i cas é frequ e nte cm estruturas. Visando a análise 

de segurança de tais componente s foi desenvolvido o siste­

ma de pro gramas ASAS-TO. O pro cess o de so lução uti li zado é 

baseado no método de elementos fi nito s tanto para a análise 

de tr a n s mi ssão de calor cm regime transit6rio como para a 

análise de ten s6es r esult antes dos carregamentos mecânicos 

e térmicos. 

Summary 

The use of solids of revolution under axisymctric Loa­

ding is frcqucntly found in mechanical components . ln arde r 

to makc a sa fcty analysis if such componcnts the code ASAS­

TO was devclopcd. Th c numerical procedurc i s based on thc 

finite clcmcnt method for the thcrmal transient analysis 

as well as for the stre ss ana lysis du e to therm a l and mec ha 

nicai loading. 
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1 - ~trociuçao 

Este sistema destina-se a aplicações cm anilise de te~ 

soes em corpos de rcvolttção solicitados a carregamentos (t6~ 

micos e mecanicos) axissim6tricos cm regime transicntc. O 

Processo de solução titiliza o m6todo de elementos finitos c 

anillse modal para o cilcttlo do transicntc t6rmico, tal pro-

cesso 6 desenvolvido nas rcfcr~ncias [8 
mente. 

c r l! 
L'-'J respectiva-

O sistema foi proposto c desenvolvido de forma bastan­

te flexível, permitindo a inclusão de novos mc;todos de solu 

çâo. como por exemplo IJO cilculo de autovalorcs c autoveto­

r c s u t i I i z ando a p c nas a h a n d a da ma t r i z . a n ;Í I i s c d c mo d c 1 os 

com diferentes tipos de carregamentos t6rmicos c mcc5nicos. 

utilização de coordenadas cilfndricas ou r~tangttlares. hem 

como diferentes opç6es de processamento. 

- ft.r_tl_U i t c t_lll:_a_do -~-Lõi.!_l'!n~l 

O sistema c formado por quatro fases distintas. inter-­

ligadas entre si por um programa gcrcnciador o qual permite 

as seguintes formas de processamento: 

a) Processamento Clohal - neste caso são processados 

todas as fases para cada modelo. 

h) Processamento Inicial -neste caso cada modelo c 

processado nas fases IJ:Ili\ll, PTntP c CTE~1l'. 

c) Processamento Final - este processamento c" conti­

nuaç.:lo do proL~cssamcnto inilial. porém L·um ~~ v;1ntagcm de se-

1 c c i o na r ( r c s t r i n g i r ) os tL! dos p a r a a :1 n :Í 1 i s c t c r mo -c l ;Is t i -

ca. 

A transfercncia de d3dos entre as fases ~ feita atra­

ves de arquivos em disco, arquivos cm fitas c árcJs comuns 

de mem6ria, sendo a maioria dos dados agrttpados cm hihliotc­

cas. 

A flcxihilidadc do sistema c suCicicntc para permitir 

al6m da anrilisc do comportamento tcrmo-clúst ico Jev·ido a 

carregamentos t6rmicos c mecanicos, fa2er a anil isc devido a 

carregamentos apenas t6rmicos ou apcn3s mec~nicos 011 ;~penas 

anãlise das temperaturas da peça. 

j 
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Os programas dest e sistema foram des envolvidos com urna 

estrutu ra propicia a utilização de ove r lays, (fi. l) e em 

al ocação dinirnica de mern6ria alocada . 

Fi gu ra 1 - Estrutura do ASAS- TO. 
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3 - Arquit e tura da s f as e s 

Cada f a se do si s tema ASAS -TO são controlad a s po r uma 

s ubrot i na d e mesmo nome as quai s exe c utam t arefa s esp ec[ f ica s 

d e ge r e nc iam c nto t:1.is c omo: ini c iali :: ar va riá veis, d e fin i r c 

r e defi n ir e nder eço s iJH' rcnt c s a alocaç iio din:~1m .i c a d e mem ór ia. 

l e ; tu r a d e ; ní u r m:",;oc ,, de co n t r o l e, t ran sfe r ê n cc i a d e dad os da 

memori a prin c ipal par:J arquivos s ecundário s e vicc - v e rsa . pr ~: 

pa r a r dad os q ue se r v i r am d e e n tr ada para o utra s L1s es, al ém 

d e uma pre c i s a .inter f ace co m o progr a ma princip:tl [programa 

ge r e nc i a d o r ) . 

A fas e LLOAD fa : a l e itura da s c ondi ç 6c s de c o ntorno c 

topol og ia . quando e n tão d c t e nnin a a s p ropri e d a d es qu e d ef in em 

a topol ogia da e s trutura e m anúl ise, a s qu a is sào a rma ze na­

da s cm bibli o te cas. Es ta f as e mo nta tr ês hi hl i otccas ( fi g ura 

2) q u c s ii o : R i h 1 i o t c c a d c pro p r i c da d c• s m c c· :1 n i c as c t c; rm i c· as 

d os mat e ri a i s (X~\AT) . Bihl i o t cca de coo rd e na das dos nó s ( CO ) 

e b ibli o te ca de propri e dades do s elem e nto s (I'R OPE). 

GERAçÃO DA BIBLIOTE CA 

DE PROPRIEDADES DOS 

ELEMENTOS 
- PROPE-

FIM 

Figur a 2 - Fluxog ram a da fe sc LEDAD . 

l 
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A fas e PTEMP faz a leitura das condiçõ es de co ntorno 

térmica, determina os coeficientes matriciais das matrizes 

da equação matri cial do prohlema AT + BT + C = 8 a bibliote 

ca TERMO. A ord em destas matrizes é redu z ida se houv e r nos 

co m temperaturas es pecifi cadas (NN ST) e/ou for usado o pro­

cesso economi zado r (NS), Após, a equaç ão matricial c desaco 

piada sendo a redução de Cholcski c os autovalorc s a autovc 

rores são ohtidos pelo método de GJVEN , ver figur a 3. 

INfCIO 

(

BIBLIOT . (-- --! 
PROPE -

MONTA AS MATRIZES 
CONDUTIVIDADE ( Bl 
CDNDUTANCIA (A) 
E VETOR CARGA(C) 

DETERMINA OS: 
AUTOVALORES (l l 
AUTDVETORES (V) 
MATRIZ l!l1)-l 
FORÇA TERMICA(fl 

._C.::.O=N..::S..;cT.:..AN'iT:"E'::":IN~T~. :"C::::T~. ='-----1 B I B LIO T. 

TERMO 

Figura 3 Fluxograma da fase PTEMP. 
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A fase CTEMP faz a feitura dos transi e ntes térmicos, 

utiliza a biblioteca TERMO para a cada transíente, ca lcula 

as t emperatur as dos n6s e a temperatura dos elementos , bem 

como procede a montagem de um arquivo cm fi ta contendo as bj 
hliotecas XMAT,CO e PROPE e as temp e ratura s dos e l eme nto s pa­

ra cada transientc (f igura 4). 

CÁLCULO DO VET. SOL 
- Z- E TEMI' DOS NÓS 

CÁLCULO DA TEMPER. 

DOS ELEMENTOS PELA 

ilf':DIA ARITIMÉT.ICA 

Figura 4 - Fluxograma da fa se CTEMP. 

A fase CALCT transfere as b ib lioteca s do arquivo em 

disco, fa z a leitura das condições de contorno mecânicas e 

apôs faz a l eitu r a das temperaturas do s element os, do a rquivo 

em fita e an5l is e do c omportamento termo-elistico para cada 

transiente. As in for mações const ant es no arquivo em fita sio 

suficientes para o proce ssamento indep e nd en te desta fa se (fj 

gura 5). 

-~ 
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ATUALIZA BIBLIOTECA 
PROPE- NOS CAMPOS DE 
TEMP DO ELEMENTO E 
DO V ETOR FORÇA TE R_ 
MICA DO ELEMENTO. 

MONTA A MATRIZ DE 
RIGIDEZ GLOBAL Rg 
FORÇA TÉRMICA Ft 

CÁLCULO DO DESLOC 
TÉRMICO élt 

CALC. DAS FORCAS E DESL. 
NODAIS R ESUL T F, a,. 

CALC. DAS TENS ES CEN_ 
TROIDAIS Te . 
TENSÕES MEDIAS NODAL 
Tm ENERGIAS INT. E EXT. 

L------- - -

Figura 5 - Fluxograma da fase CALCT. 



396 

4 - Estrutura dos arquivos 

O sistema ASAS-TD utiliza dois arquivos em disco e um 

em fita definidos pelas variáveis NA , NW, NFTA respectivameg 

te . Estes arquivos sio utilizados para armazenar dados a se­

rem processados e ou dados já processados, ocorrendo deste 

modo uma g ran J e minimi zaçio de mem6ria. O arquivo NA~ usado 

para armazenar dado s in e rentes a topologia (biblioteca CO, 

biblioteca PROPE) e informaç6es temporárias referentes a 

aná l ise termo-elásticas (mat r iz de rigidez global Rg, vetor 

força t~rmica Ft, de s locamentos t~rmicos at, vetar força me 

cânicas Fm , deslocamento s mecânico s am, reaç6e s t ~ rmicas 

REt , reaç6 es mecânicas REm) dispostos conforme figura 6. 

c o PROPE R Ft at ~,~r · ·~ · · 
g Fm am REt 

T J 
c-· -I 

NRE NRC NRF I 

Figura 6 - Di s posição do arquivo NA. 

O arquivo NW ~ usado inicialmente como área de traba­

l ho e apos para armazenar a b ibliot e ca TE RMO . Este arquivo ~ 

montado na fase PTEMP c utilizado na fase CTEMPc s uas princ! 

pais variáveis de controle sio: NRA (n 9 de regi s tres usado s 

para armazenar a matriz (Rt) - 1
), NRB (n 9 de re g i s tras usado s 

para armaz e nar a matri z de autovalore s V), NP21 (n9 de regi ! 

tros gastos pa ra armaz e nar a matriz (J 22Jil s e exis t ir), 

NRl (n 9 de registras usados par~ armazenar os ve tares força 

termica constantes de integração c autova l orcs F , CI , VAL rc s 

pectivam e nt e ), 

O arquivo NFTA ~ montado na fase CTEMP e permite o pr~ 

ces s amento indep e ndente da fa se CALCT. Ne s te arquivo ~ monta 

do um bloco de informa ç6es para cada modelo os quais são com 

postos por: 

a) um registro de informaç6es gerais tais como n 9 de 

nos do modelo, n9 de elementos, largura da banda etc . 
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b) bibliotec·as XMAT,CO,PROPE. 

c) temperaturas dos elementos de cada transiente dis­

postos conforme figura 7. 

TEMP. 
IG XMAT c o PROPE ELEM. ... IG XMAT c o PROPE 

Figura 7 - Estrutura do arquivo NFTA. 

S - Estrutura das bibliotecas 

O sistema ASAS-TD possui as bibliotecas XMAT.CO,PROPE c 

TERMO us a das para agrupar os dados com determinadas caracte­

rísticas. 

A biblioteca XMAT cont~m as propriedades wecinicas e 

t6rmica s do s materiais, sendo para cad a material montado um 

bloco com as seguintes informações: - m6dulo de ~lasti ci dade. 

- coefi c iente de Poisson , - coeficiente de dilatação t6rmica , 

-con s tant e - co nstan te constante co nstant e, - con-

dutividade t6rmica, - den sidade. - calor especifico. Es t a bi 

hliot cca é defi nida cm tempo de proces s amento c pode t er qua~ 

quer nGmcro de materiais. 

A biblioteca CO cont~m as coordenadas axial e rad ia l 

dos no s já no sistema retangula r de coorde nadas. 

A biblioteca PROPE contém as propriedades clâ"ticas do s 

el emento s agrupadas cm NEJ. (n• elementos) blocos de sessenta 

dado s . Durante o processamento cada bloco passa por dua s co n­

fi gurações semelhantes conform e figura Ba e Bb. 

E MAT NOl NOZ N03 
a) I 

p QQ,j 
b)yE 
~---:r_'~~~c----------3 AR.EN . GEOM XKE c~bRD. NdS ELE~ 

h) FE 

FiguraRa - Configuraç ão inicial . 

Figura Sb - Configuração final. 
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sendo: NE (n9 do elemento), NOl,N02,N03 (nós que fo~ 

mam o elemento), MAT (material). QQ (geração 

interna de calor), TE (temperatura do elemen­

to) FE (Vetor força térmica do elemento). 

Biblioteca TERMO - Esta biblioteca armazena os parã­

metros (matri zes e vetares) constantes no tempo que são: In­

versa da matriz de deslocamento do sistema de equações matri 
ciais (Rt)- 1

, autovalores (À), autovetores (V), força térmi­

ca (F), constantes de integração (CI) e matriz que permite o 

cálculo das temperaturas dos nós secundários (P=(Jzl Jif)). 

Estes parâmetros estão dispostos conforme a figura 11. 

6 - Conclusão 

Foi desenvolvido um programa de acordo com a metodo­

logia apresentada e executados vários modelos testes. Verifi 

cou-se então que: 

a) Para uma mesma capacidade de memória, como pre­

visto, o ASAS-TD, processa modelos bem maiores em relação a 

programas original, sem acréscimo sensível no tempo de execu 

ção. 

b) O tempo de acesso a disco é insignificante compa­

rado com os benefícios, por exemplo- o tempo total de pro­

cessamento do sistema termo-elástico é menor do que a soma 

dos tempos de execução da análise térmica e elástica isolada 

mente. 
c) A precisão dos resultados foram as previstas pelos 

métodos utilizados. 

d) O sistema é flexível permitindo introdução e teste 

de métodos para determinação do regime transiente e interação 

subespacial para determinar autovalores e autove tores. 
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RÉ SUMÉ 
Le s mat é riaux élastiques scmili néai res peuvent être con­

venabies pour la descripti on de s problê me s d'in stabi lit é in -
fi n itesima lle . Pour cette classe de ma t er ia ux l es conditions 
de co mpatibi lité neutre, de riv ées du principie de l' é ne r g ie 
co mpl e me n taire s tationn a ire, so nt util isées pour la de t ermina 
tion de s c harges c ritiques ou de s "lower bound s" ou mê me 
charges . En particuUcr on analise des s tructures à treill is 
pour lesquel l es la méthode es t extrômement efficace da ns l a 
éval ua t ion des "lower bound s" aux c harges c ritique s . On 
propos e un e so lution des éq uations de !'equilibre pour l es 
état s à deux dimensions en t e rm es de deux fonction s sca i a ire s , 
~ fin de se parer dans le ten seur de t e nsion les effects géo ­
metriques de ceux redondant s. 

SUMMA RY 
Semilinea r elastic ma teriais seem to be appropr ia te i n 

desc ribing buckling probl e ms for s ma ll s trains. Fo r thi s 
c l ass of ma t er iai s neutra l compatibi lit y condition s, derived 
by the principie of stationary c omplementary energ y, are use d 
t o ge t e1ther criticai Ioad s ar lower bounds to them . Tn 
parti c ular pin-jointed framew ork s are analyzed, for whi c h the 
complementary energy meth od in obtain i ng Iower bound s to 
c rit icai Ioads is effective . For plane s tates, a soiution o f 
the equilib rium conditions is propo s ed in terms of two s t ress 
functio ns, i n arder to separ a te geome tricai from redund ant 
s tress effec ts. 
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The first consistent attempts in generalizing the prin­

cipie of stationary complementary energy, in a truly comple­

mentary form, are due to Levinson [2] and Zubov [4]. The im­

plicit assumption of a n inversion in the constitutive law, 

contained in [2] and [4] ,wa s denied by the l a ter criticism 

that, disproving in general the existence of such an inver -

sion, rejected the possiliility of the complementary approach. 

It wa s an e xhaustive paper by Koiter [8 ] to make clear 

the restrictions under which a truly complementary formula -

tion is available and to show the capability of the method 

in obtaining criticai loads. 

However the more fascinating prospect of such a dual 

formulation consis~ in the possibility, firstly claimed by 

Popelar [s], of obtaining lower bounds to the first eigen­

value us ing pro cedure s less involved than the conventiona l 

ones. 

ln this note it is shown as it is possible to succeed 

in getting lower bounds for sys tems with a finite number of 

degrees of fteedom. ln particular pin-jointed frameworks are 

analy zed , for which the rotation field is easily expressibl e 

in terms of incremental Piola s tresses, so lving a number of 

linear statically determinate problcms; it is seen that this 

approach is more suitable in rcaching lower bounds to the 

first eigenvalue than the classical potential energy formul~ 

tion, because of the possibility to apply a priori bounds to 

the internal energy with respect to the rotation field. Finite 

element technique s , based on thi s method, cou ld be developed 

for obtaining approximate criticai loads of continuum elastic 

structures. 

Going on the s arne lines followed in the approach to 

discrete systems, for plane states, two statically admissible 

stress functions are assumed: one related to the self equili­

brated stresses only, the other one depending on geometrical 

~-
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e ffects. 

2. Complementary encrgy for isotropic elastic bodies 

Le t n" be thc region of thc Euclidean 3-dimensional s pa­

cc E3 occupied by an isotropic elastic body in a fixed refe -

rence configuration. The position vector of the material point 

~ a fter defo rmation, i s dcnoted by y(5), t being a s mooth 

homeomorfism of n" onto a rcgion r(n") in E3 ,with vr>O. We 

ass ume the body to bc charactcrizcd by a specific e lastic 

e nerg y function W for which: 

T v W(d 
€ 

where an d T are thc right cxt c nsional strain t e nso r and thc 

symmetric .Ja umann s trcs s tensor rc s pcctivcly. 

lf the material propcrtics of thc body are s uc h that W( €) 

i s a continuously diffcrc ntiable, s trictly convcx and coercive 

fu ncti on of his arguments, thcn a s trcss clastic cne rgy de n s i 

t y Wc(!) ex ist s ve rifying 

Por isotropic clastic bodics, thc total complcmentary c­

ne r gy !:c ' in tcrms o f s tatically admissiblc s tres s field s , i s 

def inedhyJ RJ 

E =f . [ trT-trD+W (T)klv - f o p·u"da c n - - c - an - - 2. 1 
u 

whcrc au" is thc boundary s urfacc of n" on which thc disp lacc ­
u 

me nt s are prescribcd, º the unsymmctric Piola stre ss ten so r, 

connect ed with I by the r c lation 

T 2 . 2 
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8 being the proper orthogonal rotation tensor of the princi-

pal directionso 

If we assume a constitutive law of semilinear elastic 

type [1), WC results a quadratic form of J: 

W=W = _!_[tr(TT)--"-(trT) 2) 
c 4G -- 1+" -

2 o 3 

and, taking into account (2o2), (2ol) can be written in terms 

of Q and R 

J 1 T " 2 Ec= ~o{tr(º8)-trº+ 4 G[tr(ºº )-~{tr(º8)l ]ldv-

f 0 ~o!?"IJ
0

da 
u 

where !? has to verify the equilibrium conditions: 

'l·l_l+rx=o in Q
0 

{l·l_l=p on a Q od 

!?8=(º8)T in ~o 

an~ being the boundary surface of ~o on which stresses are 

prescribed. 

2 o 4 

2o5 

Consequently ,in the case of semilinear elastic materiais 

the possibility to express Ec in a truly complementary form de 

pends on the solution of (2o5''') written as function of 8 

(that is of three independent parameters)o 

For elastic bodies under conservative loads, the stress­

strain relation assumed in (2o3) furnishes a suitable approxi­

mation to the actual behaviour in problems of infinitesimal 

stability. Altough the necessary and sufficient criteria of 

stability by means of a complementary energy method are still 

an open problem, stationarity conditions on Ec lead again 

to criticai loads, being the transition from stable to unsta­

ble states always characterized by the existence of compati-

j 
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ble and equilibrated configurations infinitely adjacent to the 

reference one. 

To sernplify our analysis we restrict to a linear known 

prebuckling state f" for which: 

·~·=!}"=I" 

R"=! 

Considering a loading law expressible by a load pararneter 1, 

the associated value of the stress tensor in the prebuckling 

state is given by: 

whe re s is 1 ndependent o f .\. 

For any ad)acent statt· wc hav<'. 

T 
t<= !+r+irr +O(r 3 J 

D= ~·+~+0(~ 2 ) 

2.6 

2. 7 

r hcing the skewsymmetnc tensor associated to the infinite­

simal rotation vector e. Taking into account (2.6) and (2. 7), 

classical equilibrium cquations (2.5), in absence of hody 

forces, hccomc 

V·~"=() V·<J=O nn n" 

IJ•S"=p n·d=O in :w:J 2. 8 

;;o<;•T ~x=(tr~"!-~JQ on n" 

<J• denoting the axial vector corresponding to the skewsymmetric 

tensor lll-~lT). 

Thc l inca r system of equat ions ( 2. H'") cnablc us to exprcss 

univocally ª as a function of dx provided that the matrix(tr~"!­

-~0) is not singular cvcrywhcre; under this assurnption the incr~ 

mental complcmentary cncrgy bctwccn thc fundamental and any 
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adjacent equilibrated state (considering terms till second 

order only) is given by: 

1 vÃ - 1 1 T 
l\Ec~ f>lo{ZÀ(l-Etr~)[(tr~!-~) çjx]•çjx+ 4G[tr(gg )+ 

2. 9 

\1 
-~(trçj)2]}dv 

The stationarity of the second variation of Ec in the class of 

all statically admissible stress fields only, yields the neu­

tral compatibility equations. 

3. Discrete systems 

The first integrand in (2.9},depending on À, is a func­

tion of the skewsymmetric part of çj only, while the stress e­

nergy density is a positive definite quadratic form of g; co~ 

sequently a sufficient condition for the stability of the 

fundamental state is the first integrand to be positive defi­

nite too, that is: s
1

+s
11

>0, s
1

+s
111

>0, s
11

+s
111

>0. Such a 

condition, obviously not necessary, is lacking in pratica1 

interest, hence,in the seque1, we sha11 refer to the case of 

a negative definite first integrand for which (2.9) is not 

definite in the c1ass of a11 the statica11y admissible 

fields çj for any ÀfÜ. 

From the above arguments we deduce that the criticai 

1oads corresponding to assumed statically admissible fields 

çj may represent either upper or lower bounds to the first 

eigenvalue À1; assured lower bounds would be obtained giving 

abritrarely the part of çj independent of geometrica1 effects 

and minimizing with respect to ªx. 
The aforesaid procedure applies plain1y to finite dimen 

sional systems:in this case, fo1lowing the sarne arguments, 

leading to (2.9),the complementary energy function is: 

1 óE (M,M,À)~Ã<KM,M>+ZÃ<KM,M>+Ã<KM,M>+<sM,M> 3.1 
c 

..... 
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where M are the statical variables, depending on the rotatio 

nal effects by rneans of re lationsof (2.8"' )type, while M re­

present the possibly exi s ting redundant s tatical unknowns, s 

be ing a matrix depending on the in itial stress sta t e and K 

the linear opera tor of th e e lastic rn od uli, suppo sed positiv e 

def inite. It is easily s een that, being (3 .1) not definite 

also for small values of À, it g i ve s for). a rninirnurn ze ro val ue. 

Tf we minimi z e (3 .1) with r e spcct toM, a unique s ol uti on of 

M in terrn s o[ ~ is obtained. Such a procedu rc is equiva lent 

to restri ct t h c range of M hy an orthogonality condition be! 

ween M and th e c las s of all se lf cquilibratcd M under zero 

l o ad . The resulting cxprc s s ion f o r l'c i s: 

I - -- - -
A~I.~(M,A)=A<RM M > + < ~M ,M> 3 o 2 

Th e fir s t buckl ing load factor wi li be furni s h ed b y the 

s o lution o f the minimum prohlem 

. <s M M> 
À = rn 1 n __ ::_:_:_L - -

I c 8f'l,f'l > 
3.3 

t hi s minimum h e ing actually attaincd for s o me vector M1 w ith 

), > ll . 

Sin ce the s tationar y valuc of M rc ndcrs minimum thc ela-

s t i c strc s s e n e rg y , arhitrar y cx pan s i o n s ol- M in tcrms of M 

''i I I l""u rn i s h : 1 huck l in g l oad factor .1 ' not g rcater than th c 

ac tual one: 

\ ' =mi n <s~1~M- > 

<ll'M,M > ).I 3 . 4 

i\cs ide s , i t vc r y oftc n i s possihle t o reach a A" :;.l ' apply­

i n g a pri o r i hounds to <ll'M ,M > in tcrm s o f < s~I,M > , hy mcans 

o f s impl c :tl gebraic in equ;J!i ties. 

\\'e oh sc nc that the ypot hcsi s, :t ss umcd in d e riving (3.1), 

·i s h :rr d l y nc cc· s sa ry , c "· cpt for more c v id c ncc in rcsults; we 

..: :.t n :t! l ow :t ll<.l lli in car r ttlldarn <: ntal co nri !!llra ti o n wit hou t sub-
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stantial modification in the procedure. 

The simplicity of the approach is tested on the signifi­

cant example of a plane trus s consisting of m straight rods 

of constant cross section connected by n pin-joints. To avoid 

trivial instability we suppose the mechanical system to be 

at least isostatic. Assuming in each rod q a local Cartesian 

frame with the x 1 -axis coincident with the centroidal axis, 

the linear prebuckling s tate of stress is: 

$o(q)=À~(q)=Às(q)çl@~l 

while the incremental Piola s tress fi e ld is 

g(q)=o(q)çl@~l+T(q)çl@~2 

and the infinitesimal rotation vector r has the single compo­

nent 

r(q) =e(q)~3 

~ 1 , ~ 2 , ~ 3 being the ba s i s in the local frame. 

ln arder d t o be statically admissiblc it has to satisfy 

the equilibrium conditiolliat the joints and the moment equi­

librium equations 

T (q) =ÀS (q) 8 (q) 3. s 

System (3.5) enuble us to obtain the m angles of rota-

tion in terms of stresses univocally, c xcept in case some 

Às(q) vanishes; but thatdoes not constitue an obstacle in de­

riving the energy functio;t in a trul y complementary form be -

cause Ec would be indepcndcnt ofe(q). 

If the truss is r edundant, choo sing a numbcr of a ppro -

priate unknowns a as paramet e rs, the comp l ementary c nergy 

function is: 



For a modul a r ~tntcturc, as in figure la, it is al way s 

po ss iblc t o rcfcr to s tat i cal ly d ct c rmincJ cquivalent s ystems 

(fi g . lb ) who sc s o lu ti o n in tcrms o f ô anJ Tis of recurring 

t yp c . 

v t""' 

h 
1/ o,/ 

/' â 

i/ "t" 
'/ v v v v 

Co n sid crin g t hcs c kind s o f mudtliCJr· s t r11ctur cs as :1 finit c 

c l cnll' n ts di s cr c ti zati o n s n l co ntinuum sys t c ms , appr ox imatc c t·_l 

ti cCJ I l oads are c a s i l y gain cd (al so in co mp0ri so n with s im ila r 

t ccltn i quc s in th c pot c ntial c ncrgy framc); hut it is t o hc 

po in tcd o ut t h a t it i s not poss ibl c t o s t a t c "a priori" if the 

s e· :t pp ro xi ll l' <t i o n s rcpr cs cnt uppcr or l owvr hound s to th c fir s t 

('i gt' ll \." : t l ll l'. 

-1 . l' l. a n c S t a tc s 

i.xpr cs SJon ( 2 .'l), fo1 pL11 tc s t ;ttcs, tt·ansl' o rms into: 

.'.l i 

r;ut.í.'.c (.) ver I , .~ ; C ;x () 1s th c t\•dJ dimen s i onal pe rmuta-

1 ' ' thc ~;i ::. l' o r gencral i:: cd pl :tll(' st rcss. 

hp1 i I ihr i u m c que~t i o n s ( !. ); ' ; m; t y IH' s o l vc d in t cr ms of a 

th·o ~.l l !uc n ~ i o n:t I ve ct or Cicld ~~ nn :.l , \.;i til Car tcs idn co mpo -

d ~ c a 
a g u -v r~: , r 

·1 . L 
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Applying Helmoltz's decomposition theorem to ~· (4o2) be 

comes 

daS=eay(eso~'yo+lJ!,Sy) 4o3 

where ~ and lJ! are two scalar fields on ~o; from (4o3) 

gx=[llj!~3 

so that the part of g related to the geometrical effects de -

pends on lJ! onlyo (4ol), written in terms of ~ and lj!, gives: 

liE - f }_{ + +2e -v' 2+ 
c- ~ 0 4G ~'as~'aS lJ!'aslJ!'aS a6~'8olJ!'ao (~'aa) 

[ZG(s J-Lv'](lJ!, J2)da 
À aa aa 

4o4 

under the boundary conditions 

d d 
eaSds ~.S=dslj!'a on a~d 4 o 5 

and the natural boundary conditions resulting from the varia­

tional problemo 

In the case oftraction problems and of homogenous ini­

tial stress state, perfoming the variation, the resulting 

neutral equilibrium equations are separated: 

llli~=O 

lltllj!=O 
in 11° 4o6 

under the boundary conditions 3o5 and the natural houndary con 

ditions: 

, ZG. d d 
(l-v+~)d 5 tllj!+(l-v')dntl~= O 

on ano 4 o 7 
, ZG d d 

(1-v+~)dnlllj!+(l-v')d~tl~= O ' l 
< 

j 
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This forrnulation seernsto be promising in giving lower 

bounds to the first eigenvalue assuming an appropriate field 

<P, compatible with boundary conditions (4.5) and (4.7"), and 

rninimizing exactly with respect to W· 
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