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EDITORIAL 

O esforço de desenvolvimento industrial 
do Brasil nas ultimas décadas, deu origem a u• pr~ 
cesso de formação de pessoal altamente qualificado 
para as ãreas tecnolÕgicas. Os resultados deste 
processo, obviamente, não foram imediatos, mas jã 
começam a ser sentidos. Nos últimos anos, temos 
observado a proliferação de encontros científicos, 
publicações técnicas, associações de pesquisadores 
debates, etc. Entretanto, alguns elos da cadeia 
de inovação tecnolÕgica, associada ã evolução cie! 
tífica, ainda não se completaram. Esforços devem 
ser empreendidos neste sentido, reforçando-se, ao 
mesmo tempo, os elos mais fracos . Tal atitude re­
sultarã no aproveitamento racional do potencial h~ 

mano disponível, necessãrio para que o país sebe­
neficie dos investimentos efetuados. 

A atividade científica nas areas de Ciên 
cias Mecânicas tem sido intensa e seus pesquisado­
res tem revelado elevado grau de sofisticação. Es 
tes anais do COBEM 81 atestam tais fatos. Este con 
gresso cobre um amplo espectro de assuntos e reune 
especialistas do Brasil e de vãrios países do mun­
do para a apresentação de trabalhos e troca de 
ideias . 

Espera-se que os leitores destes anais 
encontrem material util que estimule desenvolvi-
mentos adicionais nas ãreas de Ciencias Mecânicas. 

Comissão Organizadora 
COBEM 81 
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CONTEODO DOS ANAIS DO COSEM Bl 

Ap~ove~tamento e con~e~vação de 
ene~g~a. E~coamento~ comp~e~~z­
ve~~ e b~6â~~co~. T~an~6e~ênc~a 
de calo~ po~ convecção. T~an~-
6e~ênc~a de calo~ e tu~bulênc~a. 
Mecãn~ca do~ 6lu~do~. P~ojeto 
t~~m~co de equ~pamento~. 

Con6o~mação mecãn~ca e anâl~~e 
e~pe~~mental de ten~õe~. P~op~~e 
dade~ do~ mate~~a~~. Ela~t~c~da­
de e pla~t~c~dade. Anâl~~e e~pe 
~~menta! de ten~õe~. Placa~ e­
ca~ca~. Mecân~ca . c!ã~~~ca. 

V~b~açõe~ e acú~t~ca. Amo~tece­
do~e~ e v~b~açõe~. P~ojeto e te~ 
te de equ~pamento~. P~ojeto de­
t~an~m~~~õe~ e ~oto~e~. P~oce~­
~o~ de 6ab~~cação e u~~nagem. 
P~ojeto mecân~co de veiculo~ e 
mane~~. 

Tubu!açõe~. S~~tema~ computac~o­
na~~ e a!go~It~mo~. P~ojeto mecâ 
n~co de componente~ nuc!ea~e~. t 
!emento~ 6~n~to~ em mecân~ca do6 
~5l~do~. M~todo~ ana!It~co~ e nu 
m~~~co~ em 6enômeno~ de t~an~po~ 
te. M~todo~ ana!It~co~ e num~~~= 
co~ em mecân~ca do~ ~5l~do~. 
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SUMÁRIO 
Neste trabalho é apresentado um estudo teórico-experi­

mental do comportamento diário de um coletor solar com leito 

de Grés do Pará para ~ins de secagem. O protótipo construido 
é composto de uma superfície absorvedora de pedra de 3 m2 de 

superfície, isolada por um canal impermeabilizante de plásti 
co transparente, sendo utilizado ar como fluido de trabalho . 

O protótino foi testado para diferentes condições diárias ' 
de insolação, temperatura ambiente e velocidade do vento. 

Para as mesmas condições de insolação a comparação en­
tre os resultados obtidos pelo modelo desenvolvido e o prot~ 
tipo se mostraram em boa concordância. 

SUMMARY 
In this work shows a theoretic-experimental analysis ' 

of the daily performance of a solar colector with stone bed 
(Grés do Pará) to dry pepper, cereals and special plants. 

The prototype had a stone absorver suface, sealed with a cha 
nel of the transparent plastic, and the work fluid is air. 

The prototype was tested to different daily conditions as 

insolations, ambient temperatures and wind speeds. 

For tbe sarne conditions of insolations, the comparison 
betwen. the results obtaines of the theoric-model and the pr~ 

totype were .considered satisfactory . 
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1. INTRODUÇÃO 

Os sistemas de secagem de grãos em estufas com ar for­

çado ã temperatura ambiente ou aquecido de alguns graus me-' 

diante um coletor solar simples é uma forma de secagem que ' 

tem demonstrado ser mais econômico que os outros sistemas de 
aquecimento comumente utilizados(!), tais como: queimador a 

combustíveis fósseis ou aquecimento por energia elétrica . 

O interesse principal é a verificação da possibilidade 

de uso de tais coletores em sistemas de secagem em camadas ' 

de orodutos agrícolas, na região Amazônica, tais como: pime~ 

ta do reino, goma, patchoulli, etc. 

O coletor solar desenvolvido tem a vantagem de absor-' 

ver e armazenar a energia solar incidente, evitando assim 

gastos adicionais com sistemas de estocagem e permitindo um 

maior tempo de funcionamento. 

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de um e~ 

tudo teórico-experimental de um coletor solar com leito de 

Grês do Pará oara fins de secagem, utilizando ar como fluido 

de trabalho. 

A partir do balanço de energia no coletor, foram obti ­

dos um sistema de equações não lineares representando o com­

portamento térmico diário . A solução do sistema de equações' 

foi obtido através de um programa automatizado de cálculo 

via computador digital, cujos resultados teóricos foram com­

parados com os obtidos pelo protótipo construido . 

2 . O MODELO TECRICO DO COLETOR 

Considere o sistema mostrado na Fig . (1). 

IG ( t) 

~ lll{l lllllllllllJ lJ 
? S1.1perfície Transparente 

- Oo o~ oop~""""'.Õe'<>~t:I.O ltJtiJ~.oo0 o.:> <~ 

YL .. (t) I 2 

-- 11 0 o o "'"'~"-' 0 e:> 0 c> O a<.:~A,;;J,/1.--aJJ 4 QÇ 
U Z -- .:J 0 0 c? C' 0 <:7 O ~ <? C ~ 0 <J };?~~ zr:""r"'!~O '(}'/j() 

o o o"' "'oco coa c".t:Jo ao ü<>,;.o 
- - <Ji?'<.?o..,o"" =';; "" &7 c c o .o"' o ó <Jô"' o o<I,:fio 

z ~ 
dz 

Figura(!) - COLETOR SOLAR COM LEITO DE GRES DO PARÁ. 
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O modelo matemático para simular o comportamento térmi 

co do coletor-armazenador é realizado através de um balanço' 
de energia assumindo as seg4intes hipóteses : 

(i) A temperatura do leito é uniforme em todo o seu 
comprimento. 

(ii) O gradiente de temperatura no interior do leito ' 

de Grês do Pará com respeito a ordenada y é desnrezada, vis­
to que a relação b/y ser pequena. 

(iii) A temperatura do ar que flui através do leito va 
ria somente com respeito ao comprimento Z do coletor . 

(iv) As perdas de calor por radiação na superfície 
transparente são negligenciadas, em face da temperatura na 
referida superfície ser pequena . 

2. 1 - BALANÇO DE ENERGIA PARA LEITO (Absorvedor) 
(Energia transmitida ao leito) = (Energia recebida ~e­

lo coletpr) - (Energia cedida pelo leito ao ar) 

ou seja: 

. Cm Cp) ·a e (t) 
dt 

Ig(t)5 ctbdz - ~Ap . hc{e(t) - T(z)} 

onde: 
m - massa do leito de Grês do Pará 
Cp - calor específico do Grês do Pará 
b - largura do coletor 

dz - elemento infinitezimal de comprimento 

I~(t) - radiação solar global numa sunerfície horizontal 
o - transmissividade da superfície transparente 
~ - absortividade do Grês do Pará 

· ~ - fração de vazio ou porosidade do leito 

hc - coeficiente médio de transferência de calor por con­

vecção do leito ao ar 
Ap - área da superfície total da partícula no leito(1) 

Ap 

Fazendo na Eq . (1) 

6(1-~)bydz 
dk 

6(1-~)yhc 

dk 

(1) 



Em t 

Al bdz a a (t) 
at 

4 

= A?.bdz - A3bdz8 (t) + A3bdzT (z) 

ln[>\~ + A3T(z) _ ~9(t)J 
Al Al 

A3 t + C 
Al 

o 

c ln l Az + A3T(z) - A3 8(0)1 
l Al Al J 

Substituindo o valor de C, tem-se: 
A3 

A2 + A3T(z) A -- t r 2 + A3T(z) - A3 eco ] cn - ...l. 8( t ) = e A 1 
Al Al Al Al 

Fazendo na Eq. ( 2) : 
A2 A3 

A4= -- As = -
Al Al 

Tem-se: 

A4 -Ast -Ast - Ast 8( t) = -- (1 - e ) + T(z) (1-e )+e A(O) (3) 
As 

A Eq . (3) calcula a temperatura do leito a cada tempo t. 

2 . 2 - BALANÇO DE ENERGIA PARA O AR 

(Aumento de energia interna) = (Energia cedida do lei­

to para o ar) - ( Energia perdida por convecção oara o ambi­

ente) 

ou seja: 

(m Cp) aT(zL araz--uz 

Sendo: 

Ap hd 8(t) - T(z)} - bdzU{T(z)-1., (t)} 

m - vazão mássica do ar no coletor 

Cp - calor espec ífi co do ar 

(4) 

U- coeficiente médio de transferência de calor por convec -' 
ção entre a superfície transparente e o ambiente . 

~ ( t ) -temperatura ambiente variável com o tempo. 

Fazendo na Eq . (4) 

Bl = (m Cp)ar 
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2 Bz = 6(1-o/) by hc 
dk 

B ai'(z) 
1 az dz = B2 dz{S(t)-T(z)} -B

3
dz{T(z)-T,.(t)} 

Fazendo na Eq. (S): 

Tem-se: 

Integrando, tem-se: 

ln B4 S(t) + B5T .. (t) - (B 4 + B5)T(z) 

Em z = O 

Substituindo t: 

ln B4 S( t) + B5T,.(t) - (B4 .f B5)T(z) = - (B
4 

+ B
5
)z 

ln B4 8(t) + B5T ,.(t) - (B4 + B5) T (O) 

Na forma exponencial: 

+ B5T,.,(t) - (B4 + Bs)T(z) 

Fazendo na Eq. (6): 

T (z) 
B 

S(t) + - 5- T ,.(t) 
-B6 7 

S(t) e -
B6 

Bs -B6 z B z 
-- T.,.(t)e + T(O)e- 6 

B6 

(5) 

+ 

(6) 

(7) 



Fazendo na Eq. (7): 

B7 

Tem-se finalmente: 

B4 

B6 

6 

llg= 
B5 

B6 

-B z -B z -B z 
T(z) = B7 S(t) (1-e 6 )+B~T "'(t) (1-e 6 )+T(O) e 6 

A Eq. (8) representa o perfil de temperatura do ar 
coletor com respeito a um comprimento z 

AVALIA~ÃO DOS COEFICIENTES M~DIOS DE TRANSFERENCIA 

CALOR 

( 8) 

no 

DE 

Para o coeficiente médio de transferência de calor por 
convecção do leito ao ar (hc), KNEULE(l) sugere que: 

h c Uz· P · Cp.Pr-0,6667 

Sendo: 

uz - velocidade do ar no leito 
p - massa específica do ar 
Cp - calor específico do ar 

Pr - número de Prandtl 
j - Fator de Colburn, sendo: 

1,95 Re- 0 •51 se Re<350 

1,064 Re- 0 •41 se Re>350 

(9) 

Com o número de Reynolds baseado no diâmetro hidráuli­
co c 1) : 

DH 'l'dk 
3f (1-'1') 

onde: dk o diâmetro de uma esfera com volume de um corpo co~ 

pacto e f o fator de forma (relação eritre a superfície de um 
corpo compacto de uma forma qualquer sobre a superfície de 

uma esfera de mesmo volume). No caso do Grês do Pará, f =1,3 
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Para o coeficiente médio de transferência de calor por 

convecção entre a superfície transparente e o ambiente, 
Isachenko( 2) sugere que para a velocidade do vento u» r O , 

convecção forçada: 

Para a velocidade do vento u» 
Holman( 3) sugere: 

O, convecção natural 

u 

u 

1,32 (Tw-T®)/L se 

1,43 (Tw-T®) 0 •25 se 

Sendo U em W/m 29C 

4 9 10 <GrfPrf<lO 
9 

Grf.PrelO 

A queda de pressão no leito; pode ser avaliada por( 1): 

(1 O) 

Sendo: ip a queda de pressão em Kg/m 2 , U a velocidade média' 

da corrente referida a totalidade da seção transversal supo~ 
ta livre, p a densidade do ar, g a aceleração da gravidade,' 
L o comprimento do leito, dk o diâmetro do corpo compacto de 

forma esférica e Cw o coeficiente de resistência dada em fun 
ção do número de Reynolds 

Cw 

Cw 

94/Re0,16 

2000/Re 

v - viscosidade do ar 

Re>300 

Re<lO 
R e u.dk/v 

3 . PROCEDIMENTO PARA AVALIAÇÃO DA TEMPERATURA DA SAlDA 
DO AR, TEMPERATURA DO LEITO, QUEDA DE PRESSÃO E UM! 

DADE RELATIVA FINAL DO AR . 
A partir das equações resultantes do balanço de ener-' 

gia no coletor dadas pelas Eqs . t3) e (7) com as respectivas 

condições de contôrno, será possível avaliar as temperaturas 
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~e entrada e saída do ar no coletor bem como a temperatura ' 
do leito. 

O método de cálculo consiste em avaliar a temperatura' 

de saída do ar no primeiro e l emento d z do coletor e conside­
ra-la como sendo a temperatura de entrada na próxima seção ' 
até que se estabeleça a temperatura na Última seção do cole­
ter. Para isto, um programa automati zado de cálculo via com­
putador digital foi desenvolvido. 

Será considerado que cada 15 min . a radiação solar e 

a temperatura ambiente permanecer ão const antes . 
Para calcular a eficiência térmica instantânea do sis­

tema, será usada a relação: 

n(t) mCp (T (z) -T"'(t)) 
b.z.Ig(t) 

As propriedades termofísicas do Grês do Pará foram 
obtidas no laboratório de Engenharia Mecânica da UFPa, como 
sendo: calor específico do Grês do Pará 0,19 8 cal / g9C e a 

densidade do Grês do Pará 2,539 g/cm3 . 

A absortividade do Grês do Pará, assim como a transmi~ 

sividade da superfície transparente foram estimadas a partir 
de Sayigh( 4) como: absortividade do Grês do Pará a= 0,60 e 

a transmissividade da superfície transparente <5= 0,80. 

A queda de pressão dada pela Eq . (10) pode ser avalia­
da para vários números de Reynold·s e relações entre compri-' 

menta de coletor (z) e altura de camada (y) de Grês concomi­
tantemente com as equações de balanço de energia no coletor­

armazenador . 
A umidade relativa do ar será calculada pela Eq. (11) ' 

desenvolvida a partir de Van Wylen ( 5) na forma: 

<1> 2 = w2p 2/ Ps 2 Cw 2+o ,62 2) (11) 

Sendo: <1>2 umidade relativa final do ar, Psz pressão de sat~ 
ração do vapor d'agua a temperatura T(z) na saída do coletor, 

P2 a pressão total necessária na saída do coletor e wz a 

umidade absoluta final do ar ; Como no processo a umidade 
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absoluta permanece inalterada, logo: 

Ps1 a pressão de saturação do vapor d'agua avaliado a tempe­
ratura de entrada do coletor T(O) = T,.(t), <t> 1 a umidade rela 
tiva inici~l-do al na entrada do coletor, considerada como 

I 

sendo a umidade relativa da região no dia considerado e P1 a 

pressão total na entrada do coletor calculada por: 

com 'lP avaliado através da Eq. (10). 

4. RESULTADOS E DISCUSSOES 
Foram realizados uma corrida de medidas utilizando o 

sistema coletor protótipo, correspondente ao dia 29.06. 81. ' 

As medidas a cada 15 minutos a partir das 9:30 horas de ma­

nhã comnreenderam: Intensidade de radiação solar global numa 
superfície horizontal (durante um período de 8 horas), temp~ 
ratura ambiente, temperatura de entrada e saída do fluido de 
trabalho, umidade relativa inicial e final do fluido de tra­

balho, vazão do fluido de trabalho (controlada em 4 ~ 0 ~/min 

e velocidade do vento. 
A Fig. (2) mostra a curva de radiação solar global me­

dida numa superfície hori zontal . Nas Figs. (3) e (4) são mo~ 

tradas as temperaturas do ar e do leito durante a corrida de 
medidas. A FiR. (5) mostra a temperatura final do ar na sai­

da do coletor medida e calculada . Observa-se a boa concordân 

cia entre os valores medidos e calculados . A Fi~. (6) mostra 

as umidades iniciais e finais medidas no coletor. 
Na Fig . . (7) é mostrado a eficiência instantânea do co­

letor medida e calculada onde se nota a boa concordância dos 

resultados obtidos neste trabalho. 
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5 - CONCLUSOES 

A partir dos resultados teórico-experimentais apresen­

tados, podem ser retirados as seguintes conclusões: 

As equações de modelo matemático escolhido para repre­

sentar o comportamento do sistema constituído de coletor com 

leito de Grês do Pará, apresentaram resultados compatíveis ' 

c.om aqueles obtidos através de experimentos com o protótipo. 

Figs. (5), (6) e (7). 
Os valores fixados para os parâmetros de projeto que' 

possibilitaram a construção e operação do sistema coletor 

protótipo tais como: comprimento, largura, altura da camada' 

de pedra, propriedades radiativas da superfície transparente 

e absorvedora, mostraram-se adequadas permitindo a obtenção' 

de uma resposta satisfatória do sistema, conforme pode ser 
visto a partir dos resultados teórico-experimentais anresen­

tados. 
O programa automatizado de cálculo desenvolvido pode ' 

ser aplicado para o dimensionamento e a previsão do comport! 

mento de maiores umidades daquela utilizada. 

Em termos construtivos, pode-se dizer que a elaboração 

do sistema coletor protótipo foi bastante simples podendo 

ser reproduzido em escalas maiores para atender diferentes ' 

necessidades na área de secagem dos produtos agrícolas. 
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PUC/RJ 

Foram desenvolvià:>s alguns m:Xlelos ntll'érioos para sinul.ar a~ 

raçã:> oos principais tipos de coletores planos de energia solar • ~ 

discutioo breverente um à:>s nodelos elaboraà:>s. ~ analisada a varia­

ção da eficiência ténnica instantânea de alguns coletores em função 

de alguns parâmetros de projeto cuja análise experinental é inviável. 

r:aà:>s experinentais d1sporúveis de um coletor foram previstos con al­

ta precisão por um à:>s nodelos. são apresentaà:>s alguns resultaà:>s 

quer pennitem algum conhecinento necessário para a avaliação da qual! 

dade de diferentes projetes de coletores planos 

SlMWlY 

Several m:Xlels have been developed to sinrulate the 

perfonnanoe of the main types of flat-plate solar oollectors. An 

elaborate nodel is briefly discussed • 'lhe variation of the 

instantaneous thermal efficiency is investigated as . a function of 

several design pararreters which experinental stuiy is ecoronically 

rot feasible. Calculated results present a good agreenent with 

available experinental data. 'lhe results also provide a guidance to 

evaluate the quality of the different types of design of plate 

collectors • 
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1. Introdução 
A utilização de coletores planos de energia solar, para qual­

quer que seja sua aplicação, pode prcpiciar 1.111a substancial econania 

de óleo cx:rti>ustível, gás ou eletricidade, dependendo porém da quali­

dade e desel!çenho do projeto ccnsiderado. Por isso, 1.111a série de cui­

dados devem ser tanados na escolha de m1 coletor solar, principaltren­

te no que se refere à "qualidade do projeto", o que vai além da qua­

lidade dos materiais utilizados na sua ccnfecção • 

Os coletores solares, já sujeitos à ccncorrência de nercado no 

Brasil, requerem de imediato 1.111a orientação técnica à oc:munidade a­

través de dados que caracterizem o seu desenp:mho. Os principais gru­

pos de pesquisa em energia no Brasil têm se preocupado cx::m o estabe­

lecimento de normas e padri5es de testes de bancada dos coletores pla­

oos, tendo sido realizados di versos enccntros cx::m a finalidade de se 

sugerir 1.111a politica noii!Iativa desses equipanentos. Os testes de co­

letores. porém, envolvem Ull ccnsiderável dispênd;o de t.e!!p:>, inviabi­

lizando . qualquer tentativa de se correlacicnar o desatpenho cx::m to­

dos os parânetros de m1 dado projeto. Resta assim uma lacuna que so­

nente pode ser preenchida cx::m a utilização de nodelos nunéricos cx::mo 

fOII!Ia de acoplanento de correlat;i)es gerais que representem todos os 

necani.S!OS de ccnversão e transferência de energia existentes em m1 

coletor solar • 

O objetivo deste trabalho é a exposição resmlida de m1 nodelo 

teórico para a simulação de un coletor plano e, a apresentação de a! 
guns resultados que correlaciooam o desatpenho do coletor cx::m alguns 

parânetros de projeto cuja análise experinental é inviável 11,21 . 

2. Ch1sideraçÕes Teóricas 

caro ccnsideração inicial vanDS introduzir a denaninada efici~ 

cia tézmica instantânea de m1 coletor Cnl, definida pela razão en­

tre o calor útil retirado pelo fluido de trabalho (~) e a potência 

11.111inosa incidente (Wi) • 

n = <\!Wi (ll 

Pode-se provar que essa eficiência é 1.111a função do projeto do 

coletor, da diferença de tatperaturas entre o fluido (Tf) e anbiente · 

(Tallb) e da intensidade da radiação solar total no plano do cole-
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ter (I) 131. Assim, foi padroo.izado un diagrama de dese!tp:!nho que 

correlaciona a eficiência cx:rn una diferença de tellp!raturas nornall­

zada em relação à radiação solar, definida na fcmna da Fquação (2). 

Esse diagrana de deserpenho é ooostruido através da avaliação 

experirrental de una ooosiderável arrostragem de pares (n,T*), obtidos 

sob coodi.ç(íes de estado estacionário 141 , o que requer un grande dis­

pêndio de tenpo e trabalho • 

Nesta seção do trabal.h:>, varros exenpllficar a elaboração de um 

rrodelo teórico para a avaliação nunérica do diagrama de desenpenho de 

un coletor, IIOStrando as equações representativas de seu funci~ 

to. Para tanto, varros analisar o mecaniSIID de operação de un coletor, 

CXJTO IIOStra a Figura 1 • 

Perdas 
pelo 

Figura 1 - Cbletor SOlar - MecaniSIID de funcionarrento • 

Podem:ls notar nessa Figura que a energia Útil coletada é a di 

ferença entre a energia solar incidente e as paroelas de reflexão , 
perdas por irradiação, por CX>Ilveoção do ar aprisionado e ar atJrosfér.!_ 

co e por a:nclução através do isolalrento inferior. o:m essas oooside~ 

ç(íes podenos elaborar un rrodelo geral, baseado em balanços ténni.oos 

de estado estaciooário em cada região de un tredx> representativo de 

un coletor CXJTO por exenplo o ilustrado na Figura 2 • 
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..w..., T, ,.., L, 

• 

-~r~:-8.f·~;·:r~~~~~1 }~~~it~~f;,\~ 
r····· 

Figura 2 - Cbletor SOlar - r.t:Jdelo Geatetria I 

AS equações que representam os necanisnos de transferência de 

calor em cada una das regiões indicadas na Figura 2 (cuja denonstra­

ção não é objeto deste trabalho) , são apresentadas a seguir 

a) :Região 1 - Parte plana da placa absorveà:>ra 

~
2 

k e + (Ta) I - h (T - T ) -
p p dx y a p v 

ki 
- ei 

(T - •r ) - aF (T4 - T
4

) = O 
p ant> piT p v 

(3) 

cnde os Indioes p, v e i referem-se respectivamente à placa, vidro e 

isolatento; T é a ~atura absoluta, y é o ângulo de incidência 

solar; k a cx:ndutividade ténnica; ~ a espessura; (Ta) o produto da 

absortividade da placa pela transparência oo vidro efetivos 131, ha 

o ooeficiente de transferência de calor por CXlllvecção natural oo ar 

aprisiCll'laéb ISI; a ~ oonstante de Stefan-Boltzman e Fpv mt fator de 

fonna para i.rradi.açclo da placa para o vidro. Os ter11cs definioos da 

esquerda para a direita representam respectivamente a cxniução de ~ 

lor na placa; a oonversão e ·absorção da luz; a transferência de ca­

lor por a:nvecção, por oondl.ção no isolanento e por irradiação • 
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b) legião 2 - Parte curva da placa (aocpl.amento) 

2 
(2r +e 

e P 
k 

p 
e p 

d2.r ki 
__I>_-- (r +e) (T -T )-
~ ei e p p amb 

(4) 

oode re é o raio externo do tubo: hg a cx:ndutância de cx:ntato entre 

o tubo e a placa IGI e Tt a tercq;Jeratura absoluta na parede do tubo • 

c) Hegião 3 - Parte inferior do tubo (cx:ntato cxn a placa) 

oode os Indioes t e f referem-se respectivanente ao tubo e fluido, 

hf é o ooeficiente de transferência de calor por oonvecção do tubo 

para o fluido e ·ri é o raio referente à superficie interna do tubo . 

d) legião 4 - Parte superior do tubo 

(6) 

onde F tv é un fator de forma para irradiação do tubo para o vidro . 

e) legião 5 - Cobertura de vidro (caso de una oobertura) 

a I + a F (T4 - T4) + h (T - T ) -v pv p v a p,t v 

(7) 

onde R é o valor liquido da energia irradiada para o ceú por una su­

perficie horizontal: EV é a emissividade ÕO vidro: e O ângulo de in­

clinação do ooletor em relação ao plano horizontal e hv o ooeficiente 
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de transferêrx:ia de calor por oooveoção do ar atnosféri= 131 • 
Essas equações foram transforrradas em \III sistema de equações 

algébricas não-lineares pelo nétodo das diferenças finitas. O I!Odelo 

foi discretizado e as equações de diferenças escritas para todas as 

células do m:xlelo em \III forma linearizada. A solução do sistema re­

sultante, segundo um proaedirrento iterativo, fornece a distribuição 

das tenperaturas e portanto do fluxo de calor para o fluido de tra­

balro para dadas a:mdições de temperatura do fluido e anbiente e in­

tensidade da radiação solar, determinando assim a eficiência térmica 

instantânea do CX>letor. AnalCXJarrente à este exenplo, foram elabora­

dos outros rrocielos para outros tipos de CX>letores planos, a serem 

apresentados na íntegra em uma publicação futura • 

No capítulo seguinte vailOS CXJireiltar alguns resultados obtidos 

que p:xJan fornecer inp:>rtantes infornações sobre a influência de al­

guns paràmetros de projeto no desenpenro dos CX>letores planos 

3. Resultados 

InicialJrente vailOS ccrrparar os diagramas de eficiência de um 

CX>letor da IEA ("Intemational Energy Agency"l obtidos experimental­

m ente na KFA ( "Kernforschungsanlage Jülich QnbH", Alemanha) 171 cem 

os resultados obtidos nurericanente através de \III dos I!Odelos desen-

volvidos (Figura 3 l . 

'\1 + experimental 
6 calculado 

k~" .a Ta.,m= !5° C 
I = 630w/m2 

r = o• 
.6 V =O m/a 

.4 

.2 
I 

= 3o• 
v = 4 .!5111/1 

.02 .o4 .o-. .os .10 T• 
Figura 3 - o:mparação cem resultados experimentais . 
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Nota-se o perfeito ajuste dos resultados teóricos cx:Jll os dados 

experimentais. Os desvios estão dentro dos erros experimentais de ~ 

dida. A seguir vanos restJnir alguns resultaà:>s obtidos cx:Jll a varia­

çã:> oos principais parâmetros de projeto de alguns coletores de geo­

rretria análoga à apresentada na Figura 2 • 

Na Figura 4 observanos a variaçã:> da eficiência ténnica de um 

coletor oo tipo I cx:Jll a relação espaçamento I diàrretro dos tubos 

I = 1000wtm2 

.8 Tamb = 25•c -
J = .o• - -r-

1.....- r-- -r--1-- t--... 
.6 

I/ 1--- -1---
-.;:; r-- Tf 

1--- r-- t- 40 

/ -1---
t--r-- F::::. 5o 1-- t---

.4 

v -t--- 60 - t-- t-- 70 
v ~ 80 

.2 

.o 
I. 3. 5. 7. 9. 11. W/0 

Figura 4 - Diagrama n vs (W/0) 

Deve-se notar o aunento da eficiência cx:Jll a relação W/0 até 

ser o::rtp'mSado o efeito de rrenor absorçãJ na curvatura oo tubo a ~ 

tir daonde se inicia o declínio provocado pelo aurrento da terrperatu­

ra da placa e ~te aurrento das perdas para o anbiente. Nota­

-se t:.arrbém a acentuaçã:> desse efeito cx:Jll o aumento da te!rtJeratura oo 

fluioo, principalmente por ter sioo consideraoo um material de rela­

tivamente baixa condutividade ténnica (aço) cx:JllO exent>lo ilustrativo. 

~ evidente que a utilização de cobre ou alumínio na oonfecção das 

placas e tubos é mais vantajosa, principalmente no que refere à àur~ 
bilidade, mas também, \J1Ia sillples oc::rrparação das propriedades desses 

rretais conduz à rresma escolha (k = 4G-50 w/m.k; k 
1 

= 200 w/m.k e 
aço a 

kcu = 22G-300 wjm.k). Fbra o espaçamento entre tubos e a condutivi~ 

de ténnica dos rretais, um outro fator responsável pelo nível de ~ 

peratura da placa é a resistência no aa:Ji:>lanento da placa cx:Jll o tubo. 
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Este fator dependente de considerações de materiais, pressão de con­

ta to e grau de oxidação IGI , pode ser analisar.b na cx:llpêlração entre 

um coletor de concepção idêntica à da Figura 2 o:::m um coletor de 

mesnos materiais e espaçarrento entre tubos mas consideranó::>-se um 

cx:mtato perfeito (tubo perfeitarrente soldaà:> à placa). A Figura 5 

llDStra as curvas de eficiência para um coletor aonde foi considera­

da uma resistência de contato (curva 1) e para um coletor o:::m tubo 

soldado à placa (curva 2) • 

"\ 
Tamb= 25°C 

.8 I = 1000 w/m2 

't = o• 
.6 

.4 

.2 

.02 .04 .06 .08 .10 T* 

Figura 5 - Influência do acoplarrento placa/tubo 

N::lta-se pelos diagramas da Figura 5 a nítida vantagem da util~ 

zação de um bem acoplarrento da placa ao tubo. Convém destacar que o 

!1Ddelo aqui representado pela Gecrretria I refere-se a um tip:~ de 

ajuste placa/tubo de concepção ultrapassada mas ainda muito utiliza­

da em todo o mundo. Melh::lres eficiências são atingidas o:::m o uso 

de placas extrudadas ("roll-borxl") aonde placa e tubo fonnam um úni­

co conjunto. Em seguida vanos analisar alguns dos fatores ligados à 

cxmvecção natural do ar aprisionado entre a placa e o vidro. sabe­

-se que o coeficiente de convecção (ha das equações 3, 6 e 7) é uma 

função da inclinação do coletor, da diferença de terrperaturas entre 

a placa e a cobertura de vidro e da distârx::ia placa/vidro (PIJ) I 5I • 
Una vez que a inclinação do coletor é determinada p:~r considerações 

geográficas, vanos analisar os resultados obtidos o:::m a variação 
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da distância PV e a:rn a utilização de duas placas de vidro (Figura 

6) • 

--2 coberturas - 18 e 22nvn 
.8 ----1 11 

- 1 O mm 

-·····- 1 11 - 20mm 
.6 80nvn 

.4 

.2 

.02 .04 .06 .os .lO 

Figura 6 - Influência da distância placa/vidro 

e do núrrero de coberturas de vidro . 

caro pJde ser notado, o espaçarrento PV rrodifica ligeirarrente 

a curva de eficiência mas, ao contrário do que se indica em 

trabalhos da literatura, a utilização de una distância da ordem 

alguns 

de 

7 a 8 cm não se apresenta a::rrpensadora, principalnente por 

raçiíes oonstruti vas. Por outro lado, a utilização de duas 

conside 

oobertu 

ras resulta em arrpla vantagem nas condições de maiores temperaturas . 

Ca1siderando-se agora as perdas por condução no isolamento 

inferior, convém relatar que em t.c:ó:>s os exBiplos est\x3ados nota-

ITOS uma alta influência na declividade dos diagramas n vs T: Nota-

nos tarrbém que essa influência se torna quase desprezível à partir 

de condutâncias superiores à 1. w/m2 
.k (4-5 cm de isolamento de fi­

bras) , quando as outras perdas são muito maiores. Conclui-se ser mui 

to inportante o estudo detalhado do tipo e condutância econanica do 

isolamento una vez que ele pJde representar uma considerável parcela 1 

no custo e deserrpenho dos coletores . 

Finalnente, varres considerar as perdas por irradiação que, 

representam una das maiores liroi.tações na obtenção de altas te!rpe-

raturas em coletores planos. As tintas pretas nonnalnente utilizadas 1 

possuem una iüta absortividaàe (a;93-95%) porém, possuem tarrbém 

una alta emissividade (E;92%). Por outro lado, as denc:minadas s~ 

fícies seletivas apesar de possuírem una boa absortividade (a;;90%) 

emitem muito pouco na faixa de luz infravemelha (E;B-20%) • Essas 
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superfícies têm sido muito investigadas IBI e muitas CXJnsiderações 

foram feitas principalirente em relação às superficies ootidas pela 

eletrodeposição de craro (craro-negro), níquel e óxido de cobre. A 

Figura 7 rrostra as curvas de eficiência de um coletor cansiderancjg 

se superfícies de craro, óxido e cobre e tinta preta . 

"' 
.8 

.6 

.4 

.2 

o tinta preta (3M) 

O 6xida de cobre 

o cromo negro 

1000 w/m2 

Tamb= 25o C 

r = oo 

~ w 

o. 0.05 0.10 

Figura 7 - Comparação entre superfícies absorvedoras . 

T* 

Hota-se a nítida vantagem das superfícies seletivas , princioa_:!; 

rrente o crorro-neqro que além disso tem rrostrado uma naior resistên 

cia à CXJndiçôes de alta umidade que as demais superfícies 

4. Conclusões 

Os rrodelos nurréricos desenvolvidos permitem a avaliação da in 

fluência de diversos parârretros de projeto na eficiência térmica 

instantânea dos coletores . planos de energia solar o que em mui tos 

casos é inviável de se obter experirrentalrrente . 

Um dos rrodelos reproduziu can alta precisão as curvas de de­

senpmho de um coletor testado experirrentalrrente. caro os rrodelos 

desenvolvidos são baseados em correlações enplricas gerais e os mé-

todos nurréricos enpregados permitem uma alta precisão na solução 

das equações de condução, pode-se esperar a rresrna ordem de precisão 

dos outros rrodelos. 

Os resultados a:]Ui representados já permitem um certo grau de 

cx:I'lhecirrento ·para a avaliação do projeto de um coletor solar . 



111 Baptista F9, B.D., Consider:ações sobre a eficiência Té'.rrni.ca de 

Coletores Planos de Energia Solar, Anais do II S~io sobre E­

mrgia Solar, Academia de Ciências do Estado de são Paulo, out. 

1980 • 

121 Baptista F9, B.D., Programa de Energia Solar no IPEN, Anais do 

II SY!P5sio sobre Energia Solar, Academia de Ciências do Estado 

de são Paulo, out. 1980 • 

131 Tabor, H., "Testing of Solar Collectors", Solar Ene;-gy, vol. 20 

pp 293-303; 1978 • 

141 ASHRAE Standard 9 3-77, "Methods of Test.m} to determine the 

Thermal Performanoe of Solar Collectors", ASHRAE, 345 East 47 th 

Street, New York, N.Y. 10017, 1977 • 

151 !bllands, K.G.T.; Unny, T.E.; Raithby, G.D. and Kcnicek, L. "Free 

Convective leat Transfer Across Inclined Air Layers", Journal of 

Heat Transfer, Trans. JIS.lE, pp 189-193, May 1976 . 

161 Boesdloten, F. and Van Der Held, E.F.M., "The Thermal Conductanoe 

of Contacts be~ Aluminiun and other Metals", flly~, vol. 

XXIII, pp 37-44; 1957 . 

171 Talarek, H.D., "Testing of Liquid-Heating Flat-Plate Collectors 

Based on Standard Prooedures", KFA - Intexner Beridlt, 

KFA-IKP-m - 4/79, Jülich, Dez. 1979 . 

181 Hillrath, H. and Garmon, R.B. "The Measurerrent of Optical 

Properties of Selecti ve Surfaoes using a Solar Calori.rreter" 

Solar Ene~, Vol. 21, pp 193-199; 1978 . 



ANA I S 

27 

COBEM 81 
VI CONGRESSO BRASILEIRO DE 

ENGENHARIA MECANICA 

RIO DE JANEIRO, 15 - 18 de dezembro de 1981 

ll!ABALHO 
PAPER N.D A-3 P. P. 27 - 3 7 

PAOCEEDINGS 

PUC/RJ 

BENNETT CORRELATION FOR ANALYZING AVAILABLE 

DATA IN BRAZIL - VALIDATION AND ANALYSIS OF MODEL 

Jair Arone Maués 

Mechanical Engineering Student - PUC/RJ 
Alcir de Faro Orlando 

Associa te Professor - Me c h. Eng. Dept. - PUC/RJ 
Yomar Morada Souza 

Chief Meteorologist - INMET 

SUMÁRIO 

A correlação de Bennett é analisada para dados do 
Brasil, com o intuito de se utilizar os dados disponíveis de 

horas de insolação para mapeamento do potencial de energia 
solar. A incerteza da previsão da radiação horizontal total, 
a partir dos dados de horas de insolação, é estimada em ± 

10-22~. conforme o mês considerado. Para a radiação total 
anual, a incerteza é estimada em± 10%. Recomenda-se portan­
to esta correlação, na ausência de medidas diretas. para ob­

tenção de dados de insolação, constituindo-se num elemento 

valioso de projeto de sistemas que utilizam energia solar. 

SUMMARY 

Bennett correlation is analyzed for data in Brazil and 

its utilization is recommended for mapping the potential of 
solar energy, from sunshine hour data. The uncertainty (95% 

confidence leve!) of total horizontal radiation prediction 
is estimated in the range of ± 10-22%, depending on the 
considered month, and ±10% for total annual radiation. The 

data thus obtained from sunshine hours is recommended as an 

important par amcter for designing solar energy systems. 
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1. Introduction 

The long terrn perforrnance of solar water heating 

systerns can be estirnated by rneans of the rnonthly average 

daily solar energy incident onto the collector plane and the 

rnonthly average daily ambient ternperature. 

Records oi both rnonthly average daily rninirnurn ~nd 

rnaxirnum temperatures have been available frorn INMET (Instit~ 

to Nacional de Meteorologia) for a wide range of years (more 

than fifty years) and are quite accurate. 

Sunshine hours have been available from INMET for a 

wide range of years and a great number of Brazilian cities. 

They have been gathered, chiefly, by means of Carnpbell Stokes 

type of pyranometer which are very simple and foolproof 

devices, seldomly requiring recalibration. Thus, records for 

remote cities, lacking skilled operators for their 

acquisition, have been available in Brazil for a long time, 

which could be very useful in determining the potential of 

solar energy utilization. 

Their uncertainty, however, result from the 

interpretation of the instrument tapes, mainly when deciding 

whether the tape h~s been burned or not by a low intensity 

solar energy radiation. 

Records of solar energy radiation on a horizontal 

surface became widespread only recently, and only for a 

srnall nurnber of cities. Old data are not reliable mainly 

because of lack of calibration of the instruments (sometimes) 

10 years). The analysis of the data, for example shows in 

some cases a continuous degration of the calibration 

of the pyranometers by a 40t factor. 

curve 

Only recently, however, data became more reliable, 

when INMET started the operation of a solar energy radiation 

network, with collaboration of FINEP (Financiadora de Estu­

dos e Projetos). 

Long term averages of solar energy radiation are not 

available for design purposes and only short terrn 

for a lirnited number of cities are available. 
averages 

T_hus, if a way can be found to predict accurately the 

solar energy intensity from sunshine hours, a large amount 

of data could be immediately available for design purposes 
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of solar energy systems. 

This paper deals with the analysis and validity of a 

model that correlates the s~nshine hours to the intensity of 

solar energy radiation, incident onto a horizontal plane. 

2. The Bennett Correlation for Sunshine Hours 

Correlations envolving sunshine hours and radiation 

intensity have been abailable for a number of years. 

Basically, the Angstrom type equation, which is used most of 

the time, consists of a linear relationship between the 

••Jonthly average daily horizontal radiation and the monthly 

average daily sunshinc hours. 

a T (1) 

where a and b can be dete'rmined for e a eh local i ty, !1: the 

sunshine hours, !i the length of .the day, and H the horizontal 

radiation. 

The use of such correlations in Brazil has been done 
by severa] authors like Cervellini et al [1], Villa Nova et 

~1 [2] . fhe main problem related to the use of a particular 

~orrelation i~ t hat a previous study of the correlation 

be tween sunshine hours and intensity of radiation must have 

been done, to determine constants ! and ~. if a future use 

of the correlation is desirec). Although very precise 

~orrelations can be determined, such as in [3], which even 

~onsider a monthly variation of the constants ! and ~ with 

cach city , therc is little value in developping particular 

c:orrelations if the radiation data for most of the cities in 

Brazil are . not available . 

Bennett ~] succeeded in developping a universal 

correlation which additionally includes the local altitude 

~ as a parameter. The <oeffjcients were developped from data 

of 41 cities in the Unitcd States and a set of three 

coefficients is available for each month of the year. 

H = a + b(-N11
) + eh 

H o 

The use of the Bennett correlation for 

(2) 

the Southern 
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Hemisphere requires that the path of the solar radiation 

through the atmosphere be the sarne for the correspondent 

months between the two hemispheres. This means that a shift 

of six months must be i mposed, that is, the developped 
coefficients for the . month of January in the northern 

hemisphere should be used for the month of July i n ihe 

southern hemisphere. 
Table 1 presents the coefficients of the Bennett 

correlation for the Southern Hemispher e . 

Table 1. Coefficients of Bennett Correlation for the 

Southern Hemisphere 

~lonth a b c ·10 4 
1 

cm-)) I 

January 0 . 264 0 .438 6 0.396 
February 0 . 291 0 . 3768 0.576 
Mar eh 0 . 260 0 . 4242 0.527 
April 0 . 235 0.4744 0.448 
May 0.207 0 . 4816 0.689 
June 0 . 237 0.4343 0.671 
July 0.225 0 . 4812 0.649 
August 0.221 0 .50 26 o . 591 
September 0.221 0.5142 0.439 
Octobe r 0 . 188 0 . 5574 0 . 466 
November 0.197 0.5423 0.384 
December 0.235 o.478o I o.4os 

H is the extraterrestrial solar radiation incident o 
onto a horizontal surface over a period of one day. For the 

purpose of this study, it is calculated at the 15th day of 

each month, and is expressed in kWh/m 2 day according to the 

following expression (5): 

24 { [ • 211 d)] r H = -- I 1 + 0.03~ · cos(----365 • Lcos(~) • cos(ô) • o 11 se 

sin(ws) + ws • sin(~) • sin(ô)]} 

where all angles are expressed in radians and 

d = is the day of the year (from January · lst) 

~ = latitude (sou th . negative) 

Isc =solar constant = 1.353 kW/m2 

(3) 
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the sunset hour angle (in degrees) 

ws = cos- 1 {-:tan(cj>) tan(ó)} 

the length of the day 

N=J...w 15 s 

(in hours) 

(ws in degrees) 

h is the local altitude (m) 

ó is the declination (in degrees, argument in degrees) 

ó = 23.45 sin {360 (d + 284)) 
365 

For the present analysis, the declination is always 
th . 

calculated at the 15 day of the month, Table 2 . 

(4) 

(5) 

(6) 

Bennett through his curve fitting between sunshine 

hours and radiation intensity for 41 USA stations obtained a 

reliable correlation. Data ranging from 1950 to 1962, 

latitude 25°48'N to 48°ll'N, altitude from O to 2066 m. 

Nunes et al [5] pioneered the utilization of Bennett 

correlation to Brazil, although with a limited amount of 

data testing. The Bennett expressions were correctly adapted 

to Southern Hemisphere and two stations were used to check 

the validity . 

Table 2 . Declination at the 15th Day of Each Month 

Month d <P (degrees) 

January 15 ! -21.27 
February 46 -13.29 
March 74 - z. 82 
April 105 9.41 
May 135 18. 7 9 
June 166 23 . 31 
July 196 21. 52 
August 227 13.78 
September 258 2.22 
October 288 - 9.60 
November 319 -19.15 
December 349 -23.34 

of the correlation: Piracicaba-SP (2~ 0 43'5) anJ Cabrobó-PE 
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(08°3l'S). 

The monthly average daily radiation on a horizontal 

surface was calculated and compared to the available data . 

Piracicaba: maximum monthly deviation +4,9% 

yearly deviation +2,5% 

Cabrob 6 maximum monthly deviation -6,71 

yearly deviatlon +3,3~ 

Thus they concluded that the correlation was good 

cnough for the purpose of predictlng thc horizontal 

radiation and Bennett correlation was used to estimate 

monthly average daily radiation from up to 10 year sample of 

sunshine data for 187 stations in Brazil . 

Centro de Tecnologia Promon [6] analyzed the validity 

of the correlation for about 97 stations, with the data 

reduced and analyzed for consistency by Villa Nova and 

Salati [2] . It is believed that errors cou ld result from the 

lack of calibration of the pyranometers over a period of 

years. Also, because the data for many stations were missin& 

only 74 stations could be included in this analysis . 

Addional errors could result from the integration procedure 

done individually for each day from records of instantaneous 

so lar radiation . The following stations wer e analyzed ACRE 

(Cruzeiro do Sul, Rio Branco, Macapi), BAHIA (Bom Jesus da 

Lapa, Caravelas, I r e cê, Salvador) , CEARÁ (Barba 1 h o ,Fortaleza, 

Jaguaruana, Quixeramobim, Sobral), DF (Brasília), MARANHÃO 

(Barra da Corda. Carolina, São Luiz) , MATO GROSSO (Cuiabá, 

Ponta Porã), MINAS GERAIS (Barbacena, Belo Horizonte), 

Capin6polis, Caratinga, Diamantina, Lavras, Machado, Montes 

Claros, Patos, Sete Lagoas, Uberaba, Viçosa), PARÁ (Belém, 

Belterra, Marabi, São Félix do Xingu), PARA!BA (Areia, 

Campina Grande, João Pessoa, Monteiro) PARANÁ (Castro, 

Curitiba, Foz do Iguaçu, Guaira, Irati, Palmas, Ponta Grossa), 

PERNAMBUCO (Curado, Petrolina, Surubim), PIAU! (Floriano, 

Morro dos Cavalos), RIO GRANDE DO NORTE (Cruzeta, Macau), 

RIO GRANDE DO SUL (Bagé, Dom Petrolini, Encruzilhada do Sul, 

Farroupilha, Ijui, Julio de Castilhos, Os6rio-Maquiné, 

Uruguaiana, Veran6polis), SÃO PAULO (Ata liba Leonel, 

Campinas, Colina, Mococa, Monte Alegre do Sul, Panquera Açu, 

Pindamonhagaba, Pindorama, Piracicaba, Ribeirão Preto, 

-
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A careful analysis showed that the data from 3 states, 

namely, ACRE, MINAS GERAIS and PARANÁ, presented a wide 

discrepancy, always to the lower side of the model, 

indicating a degradation of the calibration curve. They were 
taken off the list and the remaining stations were analyzed, 

giving the following result . 

Table 3 . Analysis of Vilanova and Salati (2) Data 

Month Sample(N) Standard Deviation(S) Percent Standard 
(kWh/m 2 day) Deviation(SP) (%) 

January 55 0 . 69 13 
February 54 0.64 13 
Mar c h 54 0.60 12 
April 53 0.57 14 
May 54 o. 4 6 12 
June 53 0 . 47 12 
July 54 0.59 12 
August 53 0.61 13 
September 56 0 . 66 13 
October 53 0 . 55 10 
November 54 0.63 11 
December 54 0 . 58 11 

Yearly 0 . 51 1 o 

The standard deviation (S) is calculated as 

The pcrcent standard deviation is calculated as 

where x. 
1 

xmod 
N 

s p 

- experimental data 

- Bennett correlation 

- number data points 

( 7) 

I R J 

Using Bcnnett correlation, Centro de Tecnologia Promon 

estimated the montly average daily and ycarly radiation for 

97 stations, utilizing up to 46 year samplcs . 

This paper deals with cxamining carefully thc 

discrepances by lltill ! ln~ JaLa takcn at 10 standard stations 

that IN~IET is r-unnllli; for thl' n:nional nl>tl,ork. 
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3. Validation of Bennett Correlation 

Bennett correlation has been verificed with reliable 
data taken at 19 standard stations, that INMET . is running, 

for the years of 1978 and 1979: Manaus, Belim, Sio Luiz, 

Carolina, Floriano, Fortaleza, Petrolina, Salvador, Bom Jesus 
da Lapa, Cnr3\ c las, Brasilia, Cuiabi, Campo Grande, Belo 

Horizonte, Rio de Janeiro , Sio Paulo, Curitiba, Foz do Iguaçfi, 

Porto Alegre. 

The analysis of the data showed that Campo Grande data 

were not rcliable and taken off the list. 

Table 4. Analysis of 19 Standard Stations 

~lonth 
IS 1 1

standard Deviation 
amp e (kWh/m 2 day) 

Percent Standard 
Deviation 

January 23 0.42 8 
February 25 0.43 8 
Mar eh 26 0.41 8 
April 24 o. 2 5 6 
May 29 0 . 38 10 
June 28 0.39 11 
July 28 0 . 30 8 
August 33 0 . 27 6 
September 32 0.27 6 
October 31 0 . 27 5 
November 32 0 .4 3 9 
December 24 0.31 6 

Yearly 0 .25 5 

It can be seen that the scatter in the data is twice 

as much lower than earlier data. It is believed that this is 

due to a better calibration control of the instruments and 

to an automatic integration of the instantaneous data, which 

even reduces the required labor. 

A careful analysis of data showed that the scatter can 

be further reduced if some stations are eliminated from the 

sample, because most of them present a low deviation with 

respect to Bennett correlation . Thus, further improvement on 

the data taking procedure will include more often checks on 

both calibration and integration procedures. 

Because of the fact that the Bennett correlation is 

supposed to be an universal correlation, there is no 

- -
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assurance, a priori, that the local data will fit better the 

correlation or not, thus, an uncertanty analysis of the data 

has to be based on the overall hehavior of all stations as a 

whole, although eventually, the scatter can be much lower. 

The above Tables show that both standard deviation and 

percent standard deviation have been calculated. They 

provide aproximately the sarne percent uncertainty for the 

data, with slightly better results for the standard 

deviation. When the radiation level is very low, however, 

the percent standard deviation will better fit the data. 

It is also shown that the scatter of the data on a 

yearly basis is much lower than on a monthly basis. This 

fact raised the question of the scatter on a daily basis. 

Table 5 presents the results for 19 stations. 

It can be see that the scatter is much larger on a 

daily basis. However it can be used to estimate radiation 

data from sunshine hours. 

As a general rule, Bennett correlation is better when 

long periods are concerned. 

Table S. Daily Basis Analysis of the Data (1978-1979) 

Sunshine Hours Sample Frequency Standard Deviation 
(no of days) (\) (kWh/m 2 day) 

0- l 1152 11.4 l. 04 
1- 2 437 4.3 0.85 
2- 3 469 4.7 0.83 
3- 4 517 5.1 o. 85 
4- 5 572 5. 7 0.85 
5- 6 678 6.7 o. 7l 
6- 7 779 7. 7 0.69 
7- 8 993 9.8 0.67 
8- 9 1145 ll. 4 o. 72 
9-10 1443 14.3 0.71 

10-11 1345 13.3 0.65 
11-12 492 4.9 0.80 
12-13 63 0.6 0.89 
13-14 4 0.1 0.30 

The analysis of Table 5 also indicates that the 

frequency of ocurrence of days with 0-l and 9-10 sunshine 

hours is larger, and that the percent standard deviation can 

be larger when the sunshine hours are lower. 
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4 . Uncertainty Analysis 

If a 95% confidence level is considered, the 

uncertãinty ~an be defined as twice the standard deviation. 

Thus, it can be said that t~e monthly average daily 

radiation on a horizontal s urface can be predicted from 
Bennett corTrl •t- i on , to within ± 10-22%, according to the 

month of the year. On a yearly basis, the radiation can be 

predicted to within ± 10%. 

S. Conclusions 

Bennett correlation is used to predict the data in 

Brazil and its found that the uncertainty can be in the 

range of ± 10-20% (95% confidenc_e level) on a monthly basis 

and ± 10% on a yearly basis. This makes the correlation 

very useful for design purposes of solar energy systems and 

also to establish the solar energy potential from sunshine 

hours data, which are very abundant in Bra zil. 
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SUMÁRIO 

Este trabalho apresenta o projeto e construção de um 
transdutor de sinais elétricos, sem partes móveis, para a m~ 
dição da energia dos ventos, conjuntamente com sua direção . 
Nele são analisadas as características metrolÓgicas do trans 
dutor e é desenvolvida uma metodologia para sua utilização 
com um sistema de aquisição e processamento de sinais, que 
permitirá a obtenção de dados reduzidos e a realiza~ão de me 
dições automatizadas também em unidades de observaçao em carn 
po. O transdutor apresentado prevê e permite a adaptação de 
sensores para medição conjunta da radiação solar incidente, 
direta e difusa, bem como de temperatura, pressão e umidade 
relativa do ar. 

SUMMARY 

This paper presents the design and construction of a 
transducer, with no moving parts, which provides electrical 
signals for the measurement of the wind energy together with 
its direction. The metrological characteristics of the 
transducer are analised, and a methodology is developed for 
its utilization with a data acquisition and processing 
system, which allows reduced data to be obtained and 
automatic measurements to be performed also . in field 
observations. The actual system foresees and allows the 
adaptation of the transducers for the combined measurement 
of incident sun radiation, both direct and diffuse, as well 
as temperature, pressure and air's relative humidity . 
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1. Introdução 

A necessidade de avaliação da energia dos ventos, com 

vistas a seu aproveitamento, deu origem ao desenvolvimento 

de um s istema que possa medir a sua potência (potenciômetro 

eÓlico) . Tem-se também como ponto de partida, a utilização 

do mesmo como unidade de estudo do aproveitamento da energia 

solar, bem como estação metereológica. Prevê-se para todos 

os casos, operação totalmente automatizada, através da utili 

zação de microprocessador, necessitando-se em função disto, 

transdutores que forneçam sinais elétricos proporcionais. 

Neste trabalho focaliza-se com maior ênfase, o sistema 

de medição da energia dos ventos (velocidade vetorial), re­

portando-se os resultados experimentais obtidos na simulação 

em laboratório. 

2 . Sistema de Medição 

O modelo construído é composto, como mostra a fig. 1, 

de um sistema de molas paralelas, entre o cilindro, como el~ 

mento de arrasto, e uma base. Estas molas são formadas por 

quatro barras retas de seçôes circulares engastadas, de tal 

forma que, a constante elástica é igual em todas as dire­

ções . A base é mantida fixa, de maneira que, ao atuar numa 

força sobre o cilindro, ocorre um deslocamento linear relati 

vo entre ambos . Tal movimento é detectado por quatro transd~ 

tores indutivos sem contato 111, ortogonais dois a dois, os 
quais fornecem um par de sinais elétricos x e y, cuja compo­

sição vetorial nos fornece o valor do arrasto . 

F klx2 + Y211/2 

A direção do vento, em relação a um sistema de 

ortogonais, é portanto 

e tg- 1 (y/x) 

(1) 

eixos 

(2) 

Na direção do arrasto a componente estática 121 é dada 

pe l a expressão 

F 1 2 cd P A v2 (3) 
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~ 
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-- ~bdêlo A _.,.. 

+~ ~ 

i Arranjo dos transdutores 
indutivos sem contato 

~bdêlo B 

Fig 1. Sistema de medição 

da qual, pode-se determinar a velocidade média, através do 

valor obtido em (1). 

A equação simplificada da potência, que pode ser ex­

traída do vento, vem a ser 

w ( 4) 

A possibilidade de integração de diversos transdutores 

em uma unidade compacta, foi um dos fatores decisivos, na es 

colha do cilindro como forma geométrica básica, a qual é tam 

bém de fácil construção. O sistema descrito tem ainda como 

vantagem, ser destituído de partes móveis que requeiram lu­

brificação periÓdica. Apresentando um coeficiente de arrasto 

com pequenas flutuações dentro de certa faixa de Reynolds 

121, o cilindro pode ser dimensionado de forma que, seja via 

bilizada sua operação dentro do intervalo de velocidades de 



42 

O a 30 m/s . Com isto, pode-se cobrir uma extensão 

ampla de situações em campo . 

O dimensionamento das molas paralelas \3\, foi 

bastante 

feito 

para uma força de arrasto máxima de 10 N, que corresponde à 
velocidade de 35 mfs ·, consi~erando-se as dimensões do siste­

ma de medição previame nte estabelecidas . Nestas condições, o 

deslocamento linear relativo entre o cilindro e a base é de 

± 0,5 mm, permanecendo dentro da faixa linear e de maior seg 

sibilidade dos transdutores diferenciais indutivos utiliza­

dos \1\. 
Na concepção do sistema já era prevista, a sua elevada 

susceptibilidade a oscilações no parâmetro que define o movi 

mento do sistema mecânico, as quais seriam agravadas em sua 

magnitude, devido a turbulência do vento variar sua intensi­

dade entre 5 a 25\ \4J, e das próprias características aero­

dinâmicas intrínsécas à forma geométrica do cilindro \2\ . Vi 

sando reduzir estes efeitos, introdu ziu-se um amortecimen~o 

viscoso bidirecional (fig. 1). 

3 , Ensaio do Modelo 

A fig. *mostra, esquematicamente, os casos extremos~ 

veriguados. Através de calibrações, foram estabelecidos, os 

parâmetros metrológicos do sistema de medição de força de a~ 

rasto bi dimensional . Estes apresentaram uma relação, força/ 

sinal, bastante linear para as duas direções . A independên­

cia do des l ocament o em um ei xo, re l ativo ao outro, ficou bem 

caracterizada. Tendo sido sua precisão determinada, como sen 

do igual a± 0,3\ . 

As principais experiências, foram realizadas com o au ­

xílio do túnel de vento J5J, conforme esquema mostrado na 

fig, 2, O sistema de aquisição de sinais (SAS) \6\, manipula 
com rapidez , precisão e confiabilidade um grande volume de 

dados, fazendo o p r ocessamen to automático dos mesmos . O and~ 

me n t o e controle dos experimen tos, é feito segundo planos 

de medições pré - estabelecidos, exercendo o operador, apenas 

a s upervisão dos ensaios . 
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Controle do 
obturador 

Túnel de vento 
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Tcmp. bulbo 
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1 1 '::--' . . L .. \ .. 1,1. . Barómetro ' 

Tra t amento do sin<:l 

menta. 
Sj s t cma de aqui~ição de sjnn i s 

Fig 2. Esquema da aquisição e processamento em testes 

As relações, força/potência e força/velocidade, relatl 

vas aos modelos A e B, foram postas em evidência dentro do 

intervalo de O a 30 m/s, ou seja, cobrindo toda a faixa de Q 

peração . Estas são apresentadas nas figs . 3 e 4 . O cilindro 

tem arraste menor, devido a sua área projetada, ser inferior 
. .à do modelo A (fig. 3) . 

A sensibilidade do sistema não é constante (não li-

near). Sendo na faixa inicial, mínima para a ve l ocidade e m~ 

xima para a potência . Mostrando, desta forma, ser o sistema 

de medição convenientemente amoldado com o seu objetivo, o 

de medidor de potência eÓlica . 

A flutuação de força foi analizada ainda em ensaio pri 

prio, fig . 6, no qual procurou - se manter a ve l ocidade do ar, 

no túnel, com valor elevado e constante (velocidade ±2Sm/s). 

A velocidade na seção de teste é ca l cu lada pe l a pressão din~ 

mica . Esta por sua vez , é correlacionada a través da curva de 
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Fig 6. Flutuaçii'es da pressão di:námica e das comoonentes 

d~ força 
calibração, com a pressão diferencial de referência (PDR) ,m~ 

dida I 51. A pressão dinâmica, apresenta uma instabilidade de 

±0,8%, fig. 5, o que induziu grande parte das flutuações en­
contradas, ±1,6%, na força de arrasto. A instabilidade das 
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Fi:g 5. Estabilidade da fôrça e velocidade. 
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Fig 8 . Principais tipos de oscilações induzidas pelo 
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componentes de força, como é previsto 121, tem uma incerteza 

na direção y (transversal ao escoamento) maior, devido aos 

efeitos: excitação decorr~nte da turbulência, descolamento 

alternado de vórtices e instabilidade aerodinâmica . Estes fe 

nômenos, apresentam influências marcantes, a partir de velo­

cidades características, como esquematizado na fig. 8 121 . 
No teste da capacidade de identificação de direção do 

vento (mantido constante ±25 m/s), impôs-se um deslocamento 

angular conhecido sobre o modelo . A resposta foi satisfató­

ria, apresentando uma incerteza de ±1°. A relação entre os 

sinais (componentes de força) é mostrada na fig . 7. 

Minucioso estudo sobre o comportamento do sistema pode 

ser encontrado em 171. 

4 . Metodologia de Obtenção dos Dados 

O sistema será automatizado com microprocessador, o 

qual fará no local, aquisição, processamento e redução de da 

dos . Não linearidades do sistema serão compensadas através 

das funções de transferência. Estas funções, no entanto, são 

válidas para as condições atmosféricas particulares, no ins­

tante do levantamento destas. Nas figuras 3 e 4 vê-se a rela 

ção entre as grandezas a medir e o sinal proporcionado pelo 

sistema de medição, o qual deverá ser corrigido pelas expre~ 

soes (5) e (6), para a velocidade e potência, respectivamen­

te. 

Fcor. 
Pcal. 

Fmed. c 5) 

Pmed. 

p 1/3 

Fcor. 1~1 F med . 
Pmed. 

(6) 

Pelas equações c 5) e c 6) • as condições atmosféricas 

sao compensadas, pela relação entre a densidade do ar na ca­

libração e a densidade no instante da medição. A influência 

na avaliação da potência é bem inferior à da velocidade, fa­

to que confirma novamente, a adequação do sistema de mediÇão 

como medidor de potencial eólico . 



48 

O sistema de processamento, avaliará a energia total e 
outros parâmetros associados conforme pré-estabelecido no 
programa, os quais serão coletados e conduzidos a uma cen­

tral por procedimento adequado. 

S. Conclusão 
O sistema de medição dos parâmetros do vento, necessa­

rios ao levantamento do potencial energético 141, é o elemeg 
to mais complexo do trabalho em andamento. Os resultados mo~ 
tram, que o sistema testado, apresenta desempenho metrolÓgi­
co satisfatório, sendo vantajoso ainda, sua forma construti­
va bastante simples, refletindo diretamente em baixo custo 
de construção, operação e manutenção. 
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SUMÁRIO 

O estudo da secagem de meios porosos é feito através 
de um ·modelo que dá ênfase ao papel desempenhado pela capil~ 

ridade na migração do líquido para a superfície do material. 

Propomos uma função para relacionar a pressão capilar com a 
saturação e outra função para relacionar a condutividade hi­
dráulica com a saturação. Verifica-se uma boa concordância 
entre os dados experimentais existentes na literatura e os 
valores previstos pelas relações propostas. 

SUMMARY 

A capillarity model isuded to study the drying process 
of a porous medium. It is proposed two material functions: 

one relating capillary pressure with saturation and another 
relating hydraulic conductivity with saturation. It is found 
a good agreement between the available experimental data and 

the values predicted by these relations. 
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1. Introdução 

Com o encarecimento dos preços das fontes energéticas, 

está na ordem do dia o esforço da comunidade científica no 

sentido da otimização dos processos que conso~em energia. Co!! 

forme observado por Reay [1] a quantidade de energia consumi 

da nos processos de secagem corresponde a cerca de 10\ do co!! 

sumo total de energia num país industrializado. Para o dime!! 

sionamento de um secador é necessário compreender bem os fe­

nômenos que ocorrem nos processos de secagem. Num trabalho 

recente [2] verificamos que a secagem de materiais como a m~ 

deira e a serragem é dominada por um processo de difusão; a­

lém disto, verificamos que a secagem de materiais granulares 

não é governada pelo mecanismo da difusão. Conforme comprov~ 

do por diversos autores [3-8] na secagem de materiais granu­

lares a pressão capilar causa a força motriz que impulsiona 

o líquido para a superfície do material. Contudo, ainda não 

existe uma explicação convincente para o mecanismo de capil~ 

ridade que ocorre durante a secagem de diversos materiais 

granulares (tais como: areias, argilas, solos, pigmentos, 

etc.). 

Uma melhor compreensão dos fenômenos de capilaridade em 

meios porosos pode auxiliar não só os estudos sobre secagem 

como também as pesquisas de Hidráuli~a Subterrânea, as inve~ 

tigações para a extração secundária e terciária de petróleo, 

e, de um modo geral, a todas as pesquisas relacionadas com o 

escoamento bifásico em meios porosos. 

Num trabalho [8] mostramos como a água flui por capil~ 

ridade durante a secagemdemeios porosos. Neste trabalho pr~ 

poremos uma relação para determinar a pressão capilar em fu!! 

ção da saturação e outra para determinar a permeabilidade r~ 

lativa em função da saturação. Além disto, usaremos estas r~ 

lações para obter a equação diferencial apropriada para o e~ 

tudo da transferência de massa durante a secagem de meios p~ 

rosos e de materiais granulares. 

2. Modelo da Capilaridade 

Considerando um meio poroso como uma mistura podemos 

escrever a equação da continuidade para a fase líquida do se 

guinte modo: 
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(1) 

onde p R. é a densidade parcial da água, t é o tempo, v R. é a v!:: 
locidade intersticial da água. Designando por e: a porosidade, 

por S a saturação e por d a densidade real da água, obtemos: 

PR. = e:dS (2) 

Como durante a secagem o escoamento é muito lento, po­

demos usar a seguinte hipótese: 

e:Sv -K grad (p1 + x) (3) 

onde K é a condutividade hidráulica, x é a altura do ponto 

em relação à base do meio poroso e p é a pressão na fase lÍ­

quida. A hipótese constitutiva (3) nada mais é do que uma g!:: 

neralização da famosa lei de Darcy. Considerando os pontos 

ao longo do eixo de simetria do meio poroso, podemos dizer 

que as vàriáveis S, K e p dependem somente de x e de t. A pres 

sao capilar p é definida pela diferença: p= par-p1 . Além di~ 

to, supondo de e: constantes e usando as relações (1), (2) e 

(3) resulta: 

as 
e:ãt 

a 
- ax [K ~] + aK 

dX ax (4) 

A relação (4) é a equação diferencial apropriada para 

o estudo da transferência de massa durante a secagem de meios 

porosos. Para solucioná-la é necessário relacionar as variá­

veis p, S e K. Nos trabalhos existentes na literatura (ver as 

referências feitas por Philip [9] e por Tobinaga [10]), pod!:: 

mos observar que as tentativas para solucionar a equação (4) 
se baseiam na seguinte substituição: 

e:D = K(ap;as) (5) 

onde D é a chamada difusividade hidráulica. Para escoamentos 

na direção horizontal, uma vez que não existe queda de pres­

sao com a altura, não existe o termo em x da hipótese consti 
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tutiva (3); sendo assim, a introdução da relação (5) simpli­

fica um pouco a matemática do problema. Contudo, para escoa­

mentos na direção vertical, a substituição (5) não traz ne­

nhuma vantagem matemática, uma vez que continuam existindo 

três funções (D, K e · p) e, para resolver a equação, é neces­

sário correlacioná-las de algum modo. Além disto, a introdu­

ção da difusividade hidráulica D não é aconselhável do ponto 

de vista físico, uma vez que ao criar uma relação entre D, K 

e uma derivada parcial de p, não podemos pesquisar diretame~ 

te a dependência entre a saturação S e as variáveis básicas 

p e K. Achamos mais razoável não introduzir a difusividade D 

e estudar diretamente o problema em função das variáveis bá­

sicas p e K. A originalidade do modelo da capilaridade que e~ 

temos propondo consiste justamente em se tentar a solução do 

problema em termos destas grande zas básicas. Para solucionar 

a questão precisamos então obter uma relação entre S e p e 

uma outra relação entre K e p ; estas relações serão propos­

tas nas próximas seções. 

3. Relação entre a Pressão. Capilar e a Saturação 

Embora a relação entre p e S não seja uma função e sim 

uma funcional (por causa dos efeitos de histerese), para po­

der tratar os problemas de escoamentos em meios porosos é n~ 

cessário obter uma função apropriada para cada processo de 

modo a ser possível relacionar analiticamente p com S. Anal! 

sando os dados experimentais existentes na literatura, con­

cluímos que a função que melhor ajusta estes dados é dada por : 

s 1 - S
0 

exp (-b/p 2 ) (6) 

Na literatura já existem algumas correlações propostas 

para ligar as variáveis p e S (ver, por exemplo, o livro de 

Hillel [11]); a mais famosa destas relações foi proposta por 

Leverett [12]. Contudo, a relação (6) é mais simples do que 

as demais relações propostas por outros autores (ver as ref~ 

rências citadas). Num trabalho recente [8] apresentamos uma 

discussão mais detalhada sobre a função proposta e sobre a 

determinação do parâmetro b. A relação (6), com o parâmetro 

b apropriado _para cada caso, reproduz de modo razoável os da 
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dos experimentais apresentados por diversos pesquisadores 

[2-8]. Pa~a exemplificar, comparamos na Fig. 1 a relação(6), 

indicada pela curva contín~a na figura, com os dados experi­

mentais obtidos por Northfleet [13] para a secagem da areia. 

Denomina-se saturação irredutível (Si) a menor saturação a­

tingida quando a pressão capilar tende ao infinito; fazendo 

p tender ao infinito na relação (6), obtemos: Si= 1- S
0

• 

1,0 

_j 
0,8 

o 
> 
' ...I 
o 
> 

o 
•< o 
< 
0:: 
:::> 
1-
< 
"' 0,2 

2 3 4 5 6 7 

PRESSÃO CAPILAR (cm H20l 

Fig. 1. Comparação entre a fórmula (6) 

e os dados experimentais 

4. Relação entre a Permeabilidade Relativa e a Pressão 

Capilar 

A condutividade hidráulica K é também chamada de perm~ 

abilidade. Seja K
0 

a permeabilidade quando o meio poroso es­

tá completamente saturado pela fase que molha as paredes dos 

poros; podemos escrever: 

· K 
o 

(7) 
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onde k é a permeabilidade intrínseca do meio poroso, g e a o . 
aceleração da gravidade e ~ é a viscosidade do fluido que m~ 
lha as paredes do meio. A permeabilidade intrínseca k

0 
é uma 

propriedade da matriz porosa e não depende das propriedades 

do fluido. Quando o meio pdroso não esti com~letamente satu­
rado, a permeabilidade K seri função da saturação S; neste 
caso, podemos escrever: 

K(S) k
0 

k(S) dg/~ (8) 

Dividindo membro a membro as duas relações precedentes 
encontraremos: 

K (S) K
0 

K (S) (9) 

Na literatura sobre escoamento em meios porosos se co~ 

tuma chamar k(S) de permeabilidade relativa do fluido. Vamos 

propor para k(S) a seguinte relação : 

k(S) (S-Si)3/(l-Si)3 (lO) 

Confrontando a relação (10) com os dados experimentais 

pu~licados por diversos autores D4-17] constatamos que esta 

relação reproduz com boa aproximação os referidos dados exp~ 
rimentais. Para exemplificar, comparamos na Fig. 2 a equação 

(10) com os dados experimentais obtidos por Santana [14] pa­
ra o fluido que molha a matriz porosa. Neste caso: Si = 0,2. 

Usando as relações (6) e (10) encontraremos: 

K K
0 

[1 - exp (-bfp2)J 
3 

(li) 



ct 
> 
i= 
ct 
...J 
UJ 
a:: 

UJ 
o 
ct 
o 
...J 
CD 
ct 
UJ 
:::11: 
a:: 
UJ a.. 

55 
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20 40 6 0 80 
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Fig. 2. Comparação entre a fórmula (9) 

e os dados experimentais 

100 

S. Conclusões 

A relação (6) é de nossa autoria [8]. Embora a equação 
(10) já tenha sido proposta por Irmay [18], a relação (11) 
está sendo proposta pela primeira vez neste trabalho . A van­

tagem do modelo da capilaridade proposto consiste em se po­

der obter através das relações (6) e (11) a solução do pro­
blema. Substituindo as relações (6) e (11) na equação (4) r~ 

sulta uma equação diferencial parabólica não linear cuja so­
lução fornecerá p em função de x e de t. Para se calcular os 

valores de Sem função de x e de t basta usar a equação (6) . 
Como esta equação não possui solução analítica, tentaremos 

resolvê-la por métodos numéricos. A solução desta equação com 

as condições de contorno apropriadas será objeto da continua 
ção desta pesquisa. 
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SUMARIO 

É descrita a instrumentação utilizada na obtenção dos 

dados que permitem o cálculo de perdas de calor num tanque 

de superfície , de 64 metros de diâmetro, para estocagern de 

óleo pesado. O escoamento convectivo é calculado com um es ­

quema de diferenças finitas, aplicado às equacões de ener~ 

gia e escoamento, e as soluções numéricas apresentam um 

aceitável nível de concordância com os dados experimentais . 

Dados tipicos de históricos de temperaturas são igualmente 

incluidos neste trabalho. 

SUMMARY 

The instrurnentation used in a 64-rneter diarneter 

surface oil storage tank to obtain data for heat losses 

evaluation is described . The oil convective flow is 

predicted via a finite-difference scherne applied to the 

energy and flow equations . The rnain features of the 

nurnerical technique are outlined, and the solutions 

generated present a fair agreernent with the experimental 

data . Sorne typical experimental ternperature histories 

are also included in this work. 
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1. Introducão 

O estudo de modelos matemáticos de tanques de superfí­

cie para estocagem de Óleos pesados continua atraindo consi­

derável interesse, em grande parte devido aos constantes au­

mentos dos custos de energia. 

A tempera tura nos tanques é controlada com o objetivo 

de manter a viscosidade do óleo a niveis operacionais para o 

processo de bombeamento. Porém, sempre que a temperatura am­

biente é inferior a temperatura"operacional"do tanque, a 

qual típicamente para um óleo do tipo Bunker"C" é de cerca 

de 50°C, necessário se torna transferir calor para o tanque. 

Esta operacão, em se tratando de tanques de grandes dimen-, 
sões como é o caso do do presente estudo, e em condicões 

climatéricas desfavoráveis, pode se tornar extremame~te dis­

pendiosa. Como ordem de grandeza destes custos, fazemos no­

tar que para o caso presente, em que o tanque tem 64 metros 

de diâmetro e 14 metros de altura, e para uma temperatura 

média de 12.5°C, os custos estimados foram superiores a 

DS$400.000/ano 

Assim, a quantificacào e distribuicào das perdas de , , 
calor são de primordial relevância quando se conduz uma ava-

liacão econômica da insulacào dos tanques. Um outro aspecto, , , 
igualmente importante, é a possibilidade de utilizacào des-. . , 
tes tanques para estocagem térmica, e consequente retifica-

cào de energia, no caso de fontes intermitentes de energia , 
(p.ex. energia solar). 

E particularmente com este segundo objetivo em vista, 

que se desenvolveu o estudo do escoamento convectivo do 

Óleo por via numérica. 

2. Medidas experimentais 

Com o objetivo· de obter dados experimentais suficien­

temente precisos, o tanque acima referido, um dos três idên­

ticos tanques situados na Central Termo-Elétrica de Coleson 

Ceve (1000 MWe) da New Brunswick Electric Power Comission, 

foi instrumentado com 45 termopares e um sensor de pressão 

diferencial. Os termopares permitem determinar temperaturas 

nas várias regiões de interesse para execucão de um balance , , 
térmico, nomeadamente paredes, teto e interior do tanque, 
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incluindo o ar acima da superfÍcie do Óleo , de acordo com 

a Figura 1. Igualmente são medidas as temperaturas de entra 

da do Óleo e entrada e saída do fluido de aquecimento , uma 

soluyão de água e glicol, utilizado nos aquecedores do Óleo 

no interior do tanque . 

. , ........... 
~·,u•• ~·,•• 
• ãrau pMII t ... de IMltN 

.. . 
.. dlmanaõae '"' ..t roe 

Fig.l Dimensões do tanque de estocagem e localiza­
yào dos termopares . 
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Os testes foram conduzidos durante dois períodos dis­

tintos: 1. Julho 14 a agosto 26, 1980 e 2. fevereiro 19 a 

março 15, 1981, com o objetivo de determinar o comportamen­

to térmico em diferentes condições clirnatériças. As medidas 

de temperatura foram tornadas em intervalos de 4 horas e co~ 

piladas diretamente com o registrador de dados de 60 canais 

Fluke 2240A, com blocos isotérmicas de ligação dos terrnopa­

res. Nos mesmos intervalos de tempo foram feitos registres 

para a temperatura do ar ambiente, velocidade do vento, ní­

vel de nebulosidade e igualmente nível do Óleo no tanque. 

As filas de terrnopares localizadas na parede lateral 

externa distanciadas · de 90°, e as áreas pintadas de negro, 

foram usadas para determinar o efeito da radiação solar. 

O sensor de pressão diferencial, Bailey BQ 73221, foi 

usado para medir a queda de pressão ao longo de 20 metros 

de tubulação da solução água-glicol, permitindo assim de­

terminar a vazão rnássica e,consequentemente, com as tempe­

raturas de entrada e saida, a energia fornecida ao tanque. 

3. Correlações empíricas 

Os resultados obtidos com o método de cálculo relata­

do em[~ apresentam urna razoável concordância com o balan­

ce térmico efetuado experimentalmente, apresentando um des-
' . 
vio máximo de cerca de 8 %. Inicialmente, foi utilizado pa-

ra o cálculo de perdas de calor um modelo matemático seme­

lhante ao que é sugerido em [2] . Porém, os resultados não 

apresentam um comportamento uniforme, e para as medidas 

executadas durante o 1° periodo as discrepâncias são supe­

riores a 20%. Presentemente os dados experimentais estão 

sendo correlacionados estatísticarnente, tornando em consi­

deração a capacitância do tanque. 

4. Simulação numérica 

Formulação do problema 

Com o objetivo de simular o escoamento convectivo do 

Óleo no interior do tanque, as equações acopladas de ener­

gia e escoamento foram resolvidas por via numérica, com a 

hipótese do escoamento ser laminar e bidimensional. As equa-
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ções foram escritas em termos de função de corrente e vor­

ticidade para coordenadas cilÍndricas. Adicionalmente, foi 

introduzida nas equações à aproximação de Boussinesq. Esta 

aproxima~ão considera de forma geral que: 

1) o coeficiente de expansão volumétrico~. e adiei~ 

nal~ente os parâmetros de transporte do fluido, a, difusi­

vidade térmica,v, viscosidade cinemática e, k, condutivida 

de térmica, são independentes da temperatura; 

2) o escoamento é incompressivel, porém não sao des­

prezadas as variações de densidade com a temperatura no 

termo relacionado com as for~as de corpo, nas equa9Ões de 

escoamento. 

Os permutadores de calor no interior do tanque, sao 

modelados como fontes de calor discretas na equação de 

energia. É conveniente notar que este modelo apresenta um 

teste mais severo para o método numérico que o caso mais 

divulgado de fontes de calor uniformemente distribuÍdas, 

embora esta Última situa~ão seja, só por si, de conside­

rável dificuldade como foi reconhecido por Gosman e outros 

[3] . 
Equa~ões e condi9ões fronteira 

As equa~Ões foram normalizadas com as seguintes quan­

tidades: UR=a/b 

T = (S) .b2/K R max 

sendo UR e TR respectivamente velocidade e temperatura de 

referência, b comprimento de referência- nível do Óleo no 

interior do tanque e (S)max o valor máximo da gera~ão de ca 

lor por unidade de volume. 

Finalmente, os termos advectivos nas equações de ener 

gia e vorticidade foram estabelecidos em forma conservativa 

pois como foi demonstrado por diferentes autores, Roache 

[4], esta formulação compacta de diferen~as finitas conduz 

a uma melhor precisão nos resultados. 

Introduzindo as seguintes quantidades sem dimensões: 

Coordenadas vertical e radial X=x/b ,R=r/b 

Componentes vertical e radial da velocidade U=u/UR,V=v/UR 



""""" 

Temperatura , 0=T/TR 

obtemos as equações : 

U=aR'!'/R v=-ax'!'/R -
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(1) 

-n=a~'!'/R+aR(aR'!'/R) (2) 

ax (un) +aR (V'!') =-Gr. Pr2 . aRe+Pr . [a~ H aR (aR (R'!') /R) J ( 3) 

aX(U0)+aR(RV0)/R=a~0+aR(RaR0)/R+S/Smax (4) 

em que os operadores aR, aX, a~, a~, significam respecti­

vamente ~ , ~ , ~ , ~ 
aR ax aR2 ax2 

'!' e n são respectivamente a função de corrente e vor­

ticidade em forma normalizada . 

A equação (3) contém o número de Prandtl, Pr=v/a e o 

número de Grashof modificado Gr=g 8TRb3/v 2 , com g repre-

sentando a aceleração da gravidade. 

As equações em forma conservativa para a vorticidade 

e energia são (3) e (4) respectivaménte . 

Considerando a tensão tangencial na interface entre o 

óleo e o ar, na superfície livre do Óleo, igual a zero e 

simétrica em relação a linha de centro, as seguintes condi­

ções fronteiras hidrodinâmicas são obtidas : 

u=a V='!'=a 2 '!'=n=o 
X X 

em (l,R) 

aRu=V='!'=aR(aR'!'/R)=n=o em (X,O) 

U=V= '!' =aR'!'=O em (O,R) 

U=V='!'=aR'!'=O em (X , R
0

) 
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onde Ro é a razão entre o raio do tanque e a altura do Óleo 

no tanque. 

As condições fronteiras térmicas foram aproximadas do 

seguinte modo: 

- a xe~hai( 0- 0ail /K 

aRe = o 

axe =o 

- a R0=ha
0

(0 - 0 a
0
)/K 

em (l,R) 

em (X,O) 

em (0 ,R) 

0ai e 0 a
0 

são as temperaturas sem dirnensões,rnédias do ar no 

interior do tanque e no ambiente; ha
0 

e hai são os coeficien 

tes de transferência de calor entre a parede lateral do tan­

que e o ar ambiente, e, entre a superfície livre do Óleo e o 

ar no interior do tanque,respectivarnente. 

Nos cálculos executados foram tornados valores constan­

tes e determinados através de correlações empíricas. É apa­

rente que das correla7ões testadas para a parede lateral a 

fórmula de Churchill e Bernstein [s] apresenta urna melhor 

concordância com os resultados experimentais . Deve ser men­

cionado que a condição adiabática no fundo do tanque, (l,R), 

não é exatarnente verdadeira mas satisfaz o nosso presente 

propósito. 

Diferenças-finitas e malha 

As equações diferenciais parciais (2), (3) e (4) que 

regem o escoamento, são resolvidas por via numérica visto 

nao existir solucao analítica. 

As equaçÕes foram reformuladas em forma discreta, 

através de diferenças finitas, numa malha uniforme, (Fig.2), 

com pontos nodais coincidentes com as fronteiras do domínio 

de interesse. Em cada ponto nodal são estocados os valores 

de 0 , ~, n, u e V. Os valores de u e V são calculados atra­

vés da equação (1), utilizando aproxirna~ões centradas de 

três pontos, corno foi sugerido por Torrance [8]. 

Assim, por exemplo, para V na posição genérica (i,j) 

V . . =-(~.+l .-~. l .)/[2(j-l).liR.liX] 
1,J 1 ,J 1- ,J 
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~ 
CM+1,N+1) 

7 5··-· 
• 

(2,N+1) . 

(1,NI I (1,N+1) 

R• fio 

--X=1 

-X= O 

Fig . 2 Malha e nomenclatura utilizada na formulacão 
de diferenças finitas. ' 

A vorticidade nas fronteiras (l,R) e (X,R0 ) é aproxi­

mada utilizando expansões da função de corrente em série de 

Taylor. Por exemplo para R=R0 , obtemos: 

n i, N+l =- (B n i, N- ni, N-1 >I [2. Ro . ( li R) 2] 

Os termos no lado direito das equações (2), (3) e (4) 

sao aproximados com diferen~as de três pontos, por e xemplo 

tomemos o termo [ aR( aR(Rfl )/R)]i,j cuja aproximação discreta 

é dada por: 

[j n .. +1-<j-l) n . . ] / [(j-0.5). ( l1 Rl2]-
~ I) ~I) 

((j-l) fl . . -(j-2) Q . . 
1

] / [(j-1.5). ( liR) 2] 
~,] ~,]-

Para os termos advectivos nas equações (3) e (4) foram 

tentados vários esquemas de diferen~as finitas . Os melhores 

· resultados em termos de precisão e tempos de computa~ão fo­

ram obtidos com o esquema "donor cell" na forma sugerida por 

Turcotte e outros [6] num diferente contexto. Diferenças ce~ 
tradas conduzem a uma séria instabilidade e nenhuma solu~ào 

foi obtida com este esquema. Os esquemas de "hybrid central/ 

skew-upwind" e "quadratic, upstream-weighted" tendem a ul­

trapassar as condicões impostas nas fronteiras, confirmando 

os experimentos n~éricos realizados por Leschziner [7] 

Para exemplificar a aplica~ào do "donor-cell", tomemos 

o termo 3(RV0 )/R na equação (4). Tomando o referido termo p~ 

ra um ponto genérico (i,j), temos (VM0M-VJ0J)/liR I 



onde 0 =0 .. para VM>O 
M _l.,J 

ra VM<O ; 0J=0 i,j para 
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; 0J=0i,j-l 

VJ <? com: 

para VJ >O 

VM=(j-0.5) (V . ' +l+V .. ) / [2(j-ll] l., J l., J 
VJ=(j-1.5) (V .. +V .. 1 J/[2(j-l)] l.,J l.,J- . 

Na fronteira (X, O), as condições de simetria impõem VJ=-VM, 

consequentemente o esquema de diferenciação é consistente 

com aR(VR0 )/R para R=O . 

Procedimento de cálculo 

As equações de energia e escoamento na forma de dife­

renças finitas são resolvidas na seguinte sequência: (4), 

(3), (2) e (1), por um ciclo iterativo consistindo de três 

subciclos, correspondendo as equações de energia, vortici­

dade e função de corrente. Em cada subciclo somente uma 

Única variável toma novos valores. Quando os três subciclos 

são completados, as velocidades são calculadas e um novo ci­

clo é iniciado. 

O processo utiliza para a equação de energia o método 

de Gauss-Seidel, e para a equação de vorticidade o método de 

Jacobi. Porém, estabilidade numérica foi estabelecida somen­

te quando uma fração do valor obtido com o método de Jacobi 

participa no cálculo dos novos valores de vorticidade, como 

é sugerido por Torrance e Turcotte [s] . A função de corren 

te é iterada com sobrerelaxaçào (S.O.R.), com um fator de 

1.55 para urna malha de llxl5. Para cada subciclo é verifi­

cada a convergência e, se existem sinais de divergência, o 

referido ciclo é reiterado. Tipicamente, um ciclo iterati­

vo completo toma aproximadamente 1.8xl0-4 segundos por pon­

to nodal da malha, numa máquina IBM 3032. 

O critério de convergência utilizado é: 

I k+l I I k+ll I k . I -5 2 .. 1:. (1/J .. - 1/J .. ) I . E. (Il/J· . + 1/J .. 1) <10 l.,J l.,J l.,J l.,J l.,J l.,J ·-

onde 1jJ toma os valores de 0 , n e ~ em cada subciclo, e o 

Índice k é referido ao nível de itera~ão. Quando as três va 

riáveis satisfazem simultãneamente o critério de convergen-
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cia, o processo iterativo é terminado. TÍpicamente sao ne­

cessárias 400 a 600 iterafÕes para convergir uma solução. 

Com um critério de convergência mais restritivo (10- 7 ), o 

número de iteracões aumentou dramáticamente mas a solucão 
I • ' I 

não apresentou alteracõe s significativas. 

3. Resultados e conclusões 

A simula~ão numérica do escoamento convectivo com fo~ 

tes de calor, mostra a existência de dois vórtices de recir 

culaçào de sentidos opostos descendo ao longo da linha de 

centro e parede lateral, respectivamente. 
b 

c. a.. . I 

• I · I • · .o 511 
\•! \ ~ \ . / 

·. • \ • I 
1Q~ • \ \ • I .; 

\• \ ~ 
., 
e 
ii 
E 

i .. 
·Õ 
ci. 
E 
41 
1- 1~1:1 

5. 
• . I ·• li I (• 
.\ 

!! 
"' Hora 
~ Dia 

Mês 

3 :30 
28 

3:30 
29 

julho 

30 

2 35 3 . 

óleo : &- centro ,e "V- junto à parede do 
tanque; ar ambiente:+ 

Z, temp. não-dimensional 

a. linha de centro; b - parede; c.junto à 
parede 

Fig.4 Temp.do Óleo vs.Temp . 
ambiente 

• exp .• -· · -teórico com 1.49 MW 
-·-teórico •m potência ( OMW> 
Fig.3 Z vs.posição no tanque,Z=( 0- 0a

0
l /[ (0R

0
lmédi0 - 0a 0 ] 

"' e 45: .. 
!! 

= • ~ 
a. 
E 
{! 

// r"'\ \ // l_..._ / , . 1 ... 1 :.\ Â\:::~J ... ~&-~~ /' 

15J ... / ........... _..,.'/ ~-... _...-... ~"' ... _ ... 

-lo.- área negra 
_..,._ teto 

- 8 - ar no tanque 
- a. - ar ambiente 

Hora 

Mê.tDia 

3:00 o 19:00 o 11:00 i 3;00 

ag-5 ag-6 ag-7 

19:00 

Fig.S Histórico de temperaturas no tanque 
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A simula9ão apresentada (Fig.3) foi efetuada para ju­

lho 30, devido as condições quase estacionárias no tanque 

(Fig.4). O caso de escoamento sem fontes de calor é igual­

mente apresentado, mas não é possivel compara9ão com os da­

dos experimentais devido ao longo periodo de decaimento de 

calor do tanque. A Fig.S mostra, como antecipado, a impor­

tância da radia9ão solar neste tipo de problema. 
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SUMÁRIO 

Neste trabalho sao apresentadas soluções numéricas do 

problema da troca dinâmica de calor entre o meio _ambiente e 

um recinto. A temperatura do interior do recinto foi obtida 

para diversas situações de interesse, tais como: produção i~ 

terna de calor positiva (aquecimento) ou negativa (esfria -

mente) com e sem massa térmica no recinto e diversas espes­

suras da parede que recebe radiação solar . As soluções numé­

ricas são discutidas. 

SUMMARY 

ln this paper, numerical solutions are obtained for the 

heat transfer problem between a closed region and the 

environment. The temperature of the enclosure was obtained 

for several situations of interest, as the following: 

internal production of heat, positive (heating) or negative 

(cooling), with and without thermal mass of the closed region 

and several thichnesses of the externa! wall receiving solar 

radiation . A discution is made of the numerical solutions. 
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1- I ntr odução 

O prob l ema da transferência de calor entre o meio ambi -

ente e um recinto tem sido bastante estudado nos Últimos 

anos (ll. (2). No Brasil esta linha de pesquisa se mostra 
particul armente atrativa yisto que dos 19% · do consumo de 

energia elétrica destinado ao uso residencia l uma parcela 
considerável se destina ao acondicionamento dos mesmos (3) . 

Através da formulação de um modelo que reproduza com 

relativa precisão os mecanismos de transferência de calor 

pretende-se minimizar o consumo desta energia. 

Neste trabalho se procede uma análise temporal da tro ­

ca de calor entre o meio ambiente e um recinto . O problema 

foi resolvido levando-se em conta dentre outros parâmetros 

os seguintes: radiação solar, produção interna de calor e 
massa térmica. 

A função incógnita temperatura do interior foi relacio­

nada com a temperatura do exterior através de uma função que 

envolve todos os parâmetros considerados . Esta relação pode 

ser considerada como uma função transferência na linguagem 

dos problemas de controle, permitindo sua utili zação em pro­

jetes de engenharia . 

2- Modelo Matemático 

Seja R um recinto limitado lateralmente pelas paredes 

1 e 2 . conforme a figura 1: 

y 

·l'l :, 1'1 ~··' 
o d O D+d 

FIG . I - RECINTO LIMITADO PELAS 
PAREDES I e 2 

Considere t 6 e ti as temperaturas do exterior e do 

interior do recinto como funções apenas do tempo em um regi­

me permanente. Os Í ndices e e i indicam a região exterior e 

in t erior do recinto respectivamente . As paredes de espessu· ­

ra d são infinitas longit udinalmente e estão espaçadas de 

uma distância D. Foi suposto que apenas a face externa da 
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parede 1 recebe radiação solar. 

Para , paredes de difusibilidade térmica a, condutividade 
térmica k , coeficientes de emissividade e absorção nas duas 

faces Ei e ar respectivamente e para um recinto que con­
tém uma massa térmica total G e uma produção interna de c~ 

lor P por unidades de superfície da parede 1, a transfe­

rência de calor entre o ambiente e o recinto pode ser avalia 

da pela solução das paredes 1 e 2 : das equaçõe s de difusão 

~ =a~ 
h ax 2 

( 1) 

~ a2 t2 = a--
dT ax 2 

(2) 

s ujeitas as condições de contorno: 

( 3) 

(4) 

( 5) 

( 6 ) 

x = x 2i 

(7) 

onde R8 em (3) é a r adiação solar instantânea que incide s o 
bre a face externa da pa rede 1 (4) : 

R8 = Ra {aos B Ct g À(se n À sen o + aosÀ aoso aoswhJ -

- seno s ~n ÀJ - sen B çoso 8enwh} ( 8 ) 
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Ra= Radiação solar direta que incide sobre uma superfí­

cie normal dos raios solares. 

B = Ângulo que a projeção da normal da parede forma no 

plano horizontal com o meridiano do lugar (positivo 
de sul par~ leste~. 

À = Latitude 

ô = Declinação solar. 

Na equação (4), hr representa um coeficiente de convec­

ção que leva em conta a troca radiativa entre as paredes (5): 

h r 
4"T~i EO 

2 - ar 
(9) 

onde Toi é uma temperatura absoluta média do recinto e o é 

a constante de Stefan-Boltzman. Os demais são coeficientes 

de convecção ligados às faces externas e internas das pare -

des com as temperaturas do exterior e do interior do recin 

to. 

3- Solução Analítica 

O problema como está formulado apresenta como funções 

incógnitas: 

t 1 r~.•J t 2 r~.•J ti (-r) 

uma vez que a troca de calor convectiva entre a parede 2 e 

o recinto foi incluída (6) . No entanto, este modelo pode ser 

simplificado no sentido de se evitar obter a função t 2 (~,-r). 

Como foi suposto que apenas a parede 1 recebe radiação solar, 

o salto de temperatura entre a sua face interna e o recinto 

deve ser bem maior que o salto equivalente para a parede 2. 

Esta suposição permite eliminar a troca convectiva menciona­

da nas equações (5) e (6) e desacoplar a solução da equação 
de difusão (2) do restante do problema. 

Para este modelo simplificado, temos o seguinte sistema 

de equações: 

~=a~ 
a-r a~ 2 

(1) 
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a.rRs + hle(te-tlel= -k~ (3) 
ax 

x= x 1e 

ht;(tli-tiJ= :..k~ I (10) 
dX 

x=xli 

P + hli(tli-tiJ= G ~ (ll) 
dT 

onde ht;= h1i + hr é um coeficiente de convecção total. Pro 
pondo uma solução produto do tipo: 

( 12) 

para a equação (1), obtemos: 

+ 1/2 + nw 112 

e 
( 1 - j) (n2~) x + bn e - (1 - j) ( 2a.) x 

Vn(x)= an u ( 13) 

onde an e bn. sao funções complexas de cinco coeficientes 

de convecção, dos quais dois são virtuais, e de quatro temp~ 

raturas. O primeiro coeficiente expressa a influência da ma~ 

sa térmica quanto a atenuação das flutuações de temperatura 

(ha(n) = nwG) e o segundo evidencia as propriedades físicas 

da parede 1 (hb(n) = k(nw/2a.J 112J . Os demais são os coefici 

entes h1e > h 1i e ht; inerentes ao mecanismo de troca de ca -
lor. 

Além da temperatura do exterior, duas temperaturas lig~ 

das à produção interna de calor Pnlha(n) e Pnlh1i e uma 

outra ligada a radiação solar rn lhle completam a composi -

ção dos coeficientes an e bn . 

Procedendo uma decomposição em série de Fourier das 
grandezas dinâmicas: radiação solar, produção interna de ca­
lor e temperaturas se obtém a solução de ordem zero: 

toi= toe + ~ EQ + !Q (14) 
hli V hle 

onde 
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1 1 d - +- + - (15) 
h1Q ht k 

é a resistência térmica tot a l da parede e uma solução de or­

dem n ( 6 J: 

tin= Vn(x)l 

:c= d 

k +-
ht 

dVn(:c) I 
d :c 

:c= d 

( 16) 

As expressões (14) e (16) podem ainda ser escritas de 

modo a se ter o primeiro membro independente da temperatura 
do exterior: 

onde 

* h t 0 i= 1 + Np(o) ~ + NR(o) 
u 

t:n= X(1 + NTz) e 2 + Y(1 - NTZ) e - z 

z = (1 + jJNo(nJ 

X= ~ {-h 1e(1+NR(n}J (Nc(n) +j Nç(n)ht - hb(n)(1 +j)J 
2D N~(n) +1 

- (h1e +(1 +j) hb(n)) (jNç(n) - 1 Np(n)ht)} 
N~(n) + 1 

Y= ~ {h1e(1 +NR(n)) (Nf( n)+j Nç(n)ht + hb(n)(1 +j)J 
2D Nçin) +1 

+(h1e -(1+ j) hb(n)) (jNç(n) - 1 Np (n} htl} 
N~(n) + 1 

(1 7) 

( 18 ) 

( 18a) 

- z e 

(18b) 

-z e + 

( 18c ) 

D= {h 1e Nç(n) +j Nç(n)ht + ((1 +j )hb(n)l 2 }senh~ + (1 +j)hb(n) 
~ç(n) + 1 

(Nç(n) +j Nç(n) ht+h 1QJ aoshz 
N'ç(n) +1 

( 18d) 

em que os números adimensionais NR(n) , Nç(n} , Nv(n) , Np(n) e 

NT são assim definidos: 
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NR(n) = __...!n.._ expressa o efeito da rad iação solar. 
h1eten . 

NG(n) = 
ha(n) expressa o efeito da mas sa térmica do 

h li recinto. 

Nv(n} 
d expressa o efeito da esp essura da parede 

dp (dp= (2o./nw)+l/ 2 e a pro fundidade de pen~ 
traçãol 

Np(n) J?.n_ expressa o efeito da pro dução interna de 
hJiten calor. 

NT 
k representa a transmissão relativa de c a -

htd lor. 

4- Resultados numéricos e discussão 

Foram realizadas várias simulações em computador utili -

·zando Fortran IV para diversos valores dos numeros aJimensio­

nais citados acima . 

Com a uti1ização da sub-rotina FORIT, se obteve os coefi_ 

cientes de Fourier de um perfil de temperatura do exterior 

real. A função produção de calor escolhida teve a forma de 

uma onda quadrada de amplitude P, positiva (aquecimento) ou 

negativa (resfriamento, no intervalo compreendido entre Sh 

e 16h. A tabela I traz um resumo das situaçoes analisadas e 
os gráficos a, b, c e d da figura 2 ·apresentam as curvas da 

temperatura do interior para as diversas simulações. 

TABELA 1 - 51: Efeito da espessura da parede: 5z: Efei­

to da radiação solar; 53: Efeito da produção 

interna de calor; 54: Efeito da massa térmi­

ca do recinto. 

81 82 83 84 

C1 C2 C3 C4 c5 c e C? c8 

D 0.44 o. 89 1.33 1. 33 1.33 1.33 1.33 1.33 

o o o 0. 37 o o o o 

o o o o o o 0. 7 0 . 7 

o o o o +0.38 - 0.45 +0.38 -0.45 
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FIG. 2- (ai SIMULAÇÃO S1 ; (b) SIMULAÇÃO S 2 ; 

(c )SIMULAÇÃO 53 ;(di SIMULAÇÃO S4 

h 
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• A expressão (18) permite calcular a variável tin = 

tinlten ~m função de quatro números adimensionais que depe~ 
dem da ordem n e que expressam a influência das proprieda­

des e espessura da p3rede ,· da radiação solar, do termo de 

produção e da inercia térmica, bem como do parâmetro NT=~. 
t O segundo membro da equação (18) pode, portanto, ser cons1d~ 

rado urna função transferência que 

sistema a uma solicitação tin · 

expressa a resposta do 

No gráfico (a ) se observa que a temperatura do interior 

sofre urna atenuação e urna defasagem quando comparada com a 

temperatura do exterior para diversos valores do número adi­

rnensional N0 • 

Este numero relaciona a espessura da parede com a dis­

tância característica dp• que pode ser pensatla corno urna dis­

tância de penetração, a semelhança dos fenômenos de difusão 

de ondas eletrornagnéticas em sólidos condutores. Para valo -

res característicos dos materiais que constituem as paredes, 

dp= 11,4 am, quando No= 1,33 ou seja d= 15 am, o efeito de 

atenuação é considerável . 

No gráfico (b) está representado o efeito da radiação 

solar que produz um acréscimo significativo da temperatura 

em relação ao caso c3, se m radiação, no período de incidên -

cia dos raios solares. A diferença de temperatura diminui no 

período sem radiação, aproximando-se do perfil C3 . 

O efeito da produção de energia, positiva (aquecimento) 

e negativa (esfriarnento) na temperatura interior se represe~ 

ta no gráfico (c). Podemos comprovar que não existe, corno 

era de se esperar, defasagem entre a função produção e seus 

efeitos na temperatura do interior. Esta função pode ser uti 

li zada corno variável de controle na climatização do re c into, 

em especial visando minimizar o consumo de energia necessa -

rio para a obtenção de determinadas condições de ternperat~ 

ra do mesmo . 

Finalmente os efeitos combinados da inércia térmica e 

da produção de energia podem ser observados no gráfico (d) 

em especial a atenuação do perfil de temperatura interna de­

vido ao efeito de armazenamento de energia na massa térmica. 

Corno se pode constatar através da expressão (17) as tempera-
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turas médias dos perfis c7 e c8 deverão ser as mesmas que as 

temperaturas médias dos perfis c5 e c6 , já que o efeito da 

massa térmica não aparece na equação mencionada, reduzindo­

se somente a atenuar as oscilações de temperatura. Isso tem 

relação com os valores que assume a temperatura média do re­

cinto nos diversos casos analisados. Obviamente t 0 i será 
modificada como resultado de todo fator que introduz ou sub­

trai energia do recinto, como pode se verificar a partir da 

expressão (17), no caso a radiação solar e o termo de produ­

ção de energia. Portanto, não somente será necessário atuar 

sobre as oscilações de temperatura, como sobre o valor médio 

da mesma. 

5- Conclusões 
A partir dos resultados apresentados, verifica-se que a 

escolha de uma espessura da parede que torne o número Nv-1,4 

faz com que se obtenha uma importante atenuação da temperat~ 

ra do exterior. A combinação de uma adequada função produção 

com os efeitos da massa térmica e uma favorável orientação 

do recinto poderá reduzir o consumo de energia necessário P~ . 

ra a obtenção de condições preestabelecidas do mesmo. 

Este objetivo pode ser especialmente interessante em 

sistemas de armazenamento de produtos perecíveis que devem 

ser mantidos em determinadas condições de temperaturas e umi 

dade. 

O modelo formulado assim como os resultados obtidos pe! 

mitem pensar na possibilidade de utilizá-lo na otimização de 

processos da troca de calor entre recintos e o meio ambiente. 

Em próximos trabalhos pretende-se explorar essa possibilida­

de. 
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Este trabalho trata da análise numérica dos escoamentos 

supers6nicos. em tubeiras com simetria axial para diversos 

ângulos do divergente. Tanto os pontos , como os respectivos 

parâmetros do escoamento são obtidos pelo método das carac­

terísticas. 
São apresentadas as distribuiç6es da pressão, tempera­

tura e velocidade adotando-se como hipótese o regime perma­

nente, gás perfeito, es coamentos ideal c irrotacional. O es­

coamento é suposto como isoentrópico em todo seu domínio ex 

ceto nas regiões onde ocorrem os choques oblÍquos. 

SUMMARY 

This work deals with the numerical analysis of an 

axially symmetric supersonic flow for different angles of 

the nozzle. The locations and the respective properties of 

the flow are obtained by the characteristic method. 

The pressure, temperature and velocity distributions 

are obtained assuming the flow as steady, irrotational and 

ideal. The gas is considered as perfect and the flow is 

isentropic except in the regions where oblique shock occur. 
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1. INTRODUÇÃO 

Nos projetes de foguetes admite-se geralmente o esco~­

mento nas tubeiras cpmo unidimensionais . Es~e procedimento 
é válido quando se desej a obter apenas valores qualitativos 

para o empuxo. 

Este estudo tem como objetivo obter a distribuição da 

pressão, temperatura e velocidade dentro das tubeiras dos 

foguetes para diferentes cmicidades. O escoamento é supos­

to como irrotacional, regime permanente, ideal isoentrópico 

e com simetria axial. As forças gravitacionais são despre­

zíveis e os gases provenientes da queima do propelente são 

admitidos como perfeitos. 

A partir da linha geradora na região transônica , reso! 

ve-se numericamente o sistema de equações diferenciais par­

ciais pelo método das características . 

2. ANÁLISE TEORICA 

A equação da quantidade de movimento linear para regi 

me permanente, ausência de forças gravitacionais e viscosas, 

gás perfeito é escrita por ( 1 ) 

... 2 ... 
v v ) v - a 2 V v = o -- (1) 

2 
... 

Onde V é o vetor velocidade, V o seu módulo e~ a ve-

locidade de propagação. 

A equação da contiru i dade para regime permanente é da 

da por ( 1 ), 

----==-

... 
v . p v o 

onde p é a massa específica do fluido. 

(2) 

Combinando-se as relações (1) e (2) e supondo-se sime 
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( 1 -

axial, 

u 2 
7 

v 
X 
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escreve-se o sistema 

- uv uv u ----ar uy ;- ~ X a 

de equações 5 ) 
(3) 

+ (1 -
v2 

)vy + v 
= o v 7 X y 

(4) 

onde a relação (4) é obtida pela condição de irrotaci~ 

nalidade. As componentes escalares da velocidade segundo as 

coordenadas longitudinal (x) e radial (y) são representadas 

por u e v respectivamente . As derivadas parciais são repre­
sentadas pelos respectivos subscritos x ou y . 

Para se obter a solução do sistema representado pelas 
equações (3) e (4) pelo método das características, utiliza­

se da equação d~ compatibilidade ( 2 ). Esta equação é ob­

tida pela combinação linear das equações (3) e (4). Portan­
to, sendo A1 e A

7 
constantes, escreve - se 

(5) 

y 

Por outro lado, sendo u e v funções de x e y, 

du u + _jy_ u 
X y 

dx dx (6) 

dv v +Qr v 
X y 

dx dx (7) 

Fazendo-se em (5) os coeficientes de u e v iguais as y y 
inclinações Qr ou À+ 

dx 

À + Al 2 uv) + A2 
(8) 

Al ( u 
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À + = 

2 2 A
1 

( v - a ) (91 

- A2 

Consequentemente, de (S) ,(6),(7),(8) e (91 escreve-se 

2 2 
(u -a ) du+ -

2 2 ( u -a ) À+ - 2uv 2 dv - a v dx = O (10) 
+ -y- + 

Sendo as linhas de Mach coincidentes com as carcaterís-

ticas 4 pela figura 1 escreve-se (1) 

EX PANSÁO 

M1 > 1 

LC 
Mz > Mt 

LC 

Fig.l Representação do campo do escoamento supersônico 

(-ªr_) À+ tan ( e + a ) (11) 

dx C+ 

c-
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onde a é o ângulo é formado pela linha de Mach e a direção 
do escoamento e e e o ângulo formado pela linha de corrente 
e a coordenada x. 

O sistema de equações formado por (10) e (11) é resol­
vido pelo método das diferenças finitas através das carac­

terísticas C+ e C como são mostradas na figura 2 . 

y 

Y, 

Yz 

. 1 
.............. /CARACTERI,STICA C---....... 

-----:-- ·- - - - ---- - -- - 4 

' 
' 

-- ---:- ---- -- -- I 2 

' 

x, Xz 

-- Cerect•r!stices 

I 

:-CARACTERiSTICA c.+ 

X 

----- Primeira epra :dmeçio pare es cerecteríst1cea 

Fig. 2 Malha de diferença finita onde a linha tracejada re­
presenta a primeira aproximação. 

Conhecidos os pontos (x1 , y 1) e Cx
2

,y
2

) e as respecti­

vas velocidades (u1 ,v1 ) e (u 2 , v 2) determina-se a localiza­

ção Cx 4 , y 4) e a velocidade (u4 , v4) pelo sistema de equa­
ções algébricas. 

2 2 2 2 
(u 2 - a 2) (u 4-u 2)+ 2u2v 2 -(u 2 - a 2)À

2 
(v

4
-v

2
)- a

2 
= 0(12 ) 
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Y4 - Y2 = À2 ( x4 - x2) 

(u~ -a~)(u4 - u 1 )+ 
y4-yl = Àl ( x4 -

2 2 2u1v1-(u1-a1) Àl 

xl) 

onde a 2 e a 1 são dados por: 

ul 

2 
a2 V2 C x4 - x2) 

Y2 

2 

('\2 
al vl (x4 - xl) 

yl 

(v
4
-v

1
)- a

1
=0 

(13) 

(14) 

( 15) 

As equações (12) e (13) representam a característica C+ e 

as (14) e (15) representam C_. Sendo as características 1~ 

nhas curvas, para uma melhor aproximação , utili za-se do mé 

todo previsor corretor onde 

yl' = _l_( yl+ y4) 
2 (16) 

u1 , = _1_( u1 + u4) (17) 
2 

v1 , = _1_( v1 + v4) (18) 
2 
1 (19) Y2' =- C Y2 + Y4) 
2 

u2·= _1_ C u2 + u4) (20) 
2 . 

v2'= 1 
C v2 + v4) (21) 

2 

As coordenadas x1 e x 2 são mantidas constantes como J 
mostra a figura 3 
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y 

1 '• ----~-

1( - - - - ~ - ----
1 ---- ......... ........: 

~. -~:~_-_-_:=--~~.::.~~~ 14 

1 1 1 / 
I I / 

I / 

I : / 

,. --- - ---1--- • 
I ' I 

., •• •• 

Fig.3 Malha de diferença finita para o método previsor corre 
tor. 

Obtidos o novo ponto (x4 : y 4 ,) e a velocidade (u
4

, , v 
4

, ) 
determina-se 

yl'' __ 1_ - z (ZZ) 

procedendo-se de maneira análoga as relações (17),(18),(19), 
(20) e (21) . 

Como o processo é iterativo, o numero de operações é deter -

minado pela tolerância desejada. Neste trabalho, foi estipu­
lado que 

u - u < 10- 6 
4n 4n-l (23) 

A linha geradora, para a determinação dos ponto~ e das 

propriedades do escoamento , é obtida pela teoria das peque -

nas pertubações onde impõe-se a condição da componente da 

velocidade pertubada v' ser identicamente nula. Portanto,es­

creve-se para a região próxima à garganta a equação da linha 
geradora ( 2) 

X 

2 - (k + 1) a y 

8 

(24) 
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onde k é dado pela relação entre os calores específicos a 

pressão e volume constantes e ã é por hipótese relacio­

nado a componente da velocidade de perturbações u' por ( 2) 

u' ; o. x ( 2 5) 

onde 
1/2 

ii 2 ) (26) 

(k+l) Rt Yt 

sendo Rt e yt n raio de curvatura e a ordenada da gar­

ganta. 

A figura 4 mostra a linha geradora obtida fazendo-se a 

componente v igual a zero na região da garganta (2) . A li­

nha sônica não é adequada para gerar os pontos do escoame~ 

to pois abrange pontos anteriores à garganta onde o número/ 

de Mach é menor do que um . 

Na análise numérica o eixo y é deslocado de modo a con 

ter o ponto T. 

Fig. 4 Linha geradora obtida pela teoria da perturbação. 

Obtidos os pontos e as respectivas componentes da ve12 

cidade u,v, determina-se as distribuições da temperatura e 

da pressão ao longo da tubeira utilizando-se da equação da 

energia e da condição de isentropia . Assim, 

2 - 1 T (x,y) : ( 1+ k - 1 M ) 

To 2 
1 

~ 
Po 

( 1 +...l:_l 

2 

M2 ) 1 - k 

(27) 

(28) 
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3 . RESULTADOS 

O raio da garganta e o comprimento da tubeira empr! 
gados, correspondem a 0,0425 me 0,325 m respectivame~ 

te . A pressão e a temperatura da câmara de combustão I 
sâo fixadas em 7 x 10 6 N e 22000°K e os semiângu -

----r m 

los da parte divergente da tubeira sao de 5° , 11° . 13° , 
15° e 1 7° . 

A figura 5 apresenta os pontos do escoamento cal cu­
lados numericamente sobre as diversas linhas de Mach j 

ou características para o semiângulo de 15 9 e para 11 
ponto s localizados sobre a linha geradora. 

I 

o -----1--·-
1 

I 

Fig. 5-Pontos do domínio do e scoamento na malha das carac­
terísticas. 

As figuras 6 e 7 mostram a distribuição da pre s são ao 

longo da linha de centro e da parede para semiingulos de 59 
e 1 79 respectivamente. 
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, .. 
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'"\ 
~-

I ... ... _. __________ . 

Fig.6 - Distribuição da pressão ao l ongo da linh a de centro 

e da parede para semiângulo de 59 , comparada com a 

teoria unidimensional. 

. - ... -........ .. 
• - ~••• ••U• •-•• 

··~· - -=----

Fig . 7- Distribuição da pressão ao longo da linha de centro 

e da parede para semiângulo de 179. 
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As figuras 8 e 9 referem-se a distribuição da tempera­

tura e as figuras 10 e li mostram a distribuição da velo­

cidade para os mesmos semiângulos apontados anteriormente. 

São apresentadas curvas na linha de centro, na parede e a 

respectiva distribuição considerando-se o modelo unidimen 
sional. 

.,, 
·- .. _. ....... . . _ ........... _ 

-------· ' . . . ~. 

Fi-g . 8 - Distribuição da temperatura ao longo da linha 

de centro e da parede para semiângulo de 59 I 
comparada com a teoria unidimensional . 

.. , 
"I 
" I ~ 

J :fe.; 
.. .. 

• - u ~·- ....... . . . - ............... . 

Fi g . 9 - Distribuição da temperatura ao longo da linha de 
centro e da parede para semiângulo de 1 79 compa­
rada com a teoria unidimensional. 
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L~_ 
~v,. 

"• 

Fig.lO - Distribuição da velocidade ao longo da linha de 
centro e da parede para semiângulo de 59 compa­
rada com a teoria unidimensional. 

'-

.... , 
I 

-~ 
---t----.__ "• 

I 

I ' 4" .~.----.~.------~ .. ~--~----~------~--~-----.,, 

Fig. 11 - Distribuição da velocidade ao longo da linha de 
centro e da parede para semiângulo de 179 compa 
rada com a teoria unidimensional. -

Nas figuras 6 a 11 a coordenada x ê colocada na forma/ 
adimensional pelo valor do raio y . As pressões e te~pera­
turas são adimensionalizadas pelo~ seus respectivos valo -
res de estagnação . A velocidade ê adimensionalizada por 
vmax que ê constante nos escoamentos homoentálpicos. 
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4. DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 

Os grificos 6 ~ 11 revelam descontinuidades na li­

nha de centro referentes às distribuições da pressão, 

temperatura e velocidade. Estas descontinuidades sao 

provocadas pelas ondas de choque oblíquas devidas à 

coalescência das ondas de Mach. Observe que o aparec! 

mente das ondas de choque no interior da tubeira pro­

voca tanto o aumento das irreversibilidades como da 

pressão e da temperatura e consequentemente uma redu­

ção na velocidade do escoamento,contribuindo para a 

diminuição do empuxo . 

Na parede não aparecem as ondas de choque pois nes 

ta região as ondas de Mach sofrem expansão não contr! 

buindo para a coalescência . 

Observe que a ordem de grandeza da distribuição da 

pressão, da temperatura e da velocidade obtidas pelo 

modelo unidimensional seria aceitivel se não ocorrffise 

choque n.o interior da tubeira. A tabela 1 mostra os 

valores calculados para o empuxo F1_D e para o impul-

so específico Is D pela teoria unidimensional. São 

também mostrados o empuxo F3D e o impulso Is 3 para 
o modelo tridimensional. Na Última coluna da tabela es 

tão os valores da eficiência EF . Os valores da tabela 

sao calculados para os semiãngulos de 59,11 9, 139,15 9 e 

17 9 • 

F1• 0 (N) r,. F 30(N) I., EF. 

~· ~92H 1906,68 ~~14~ 1801,25 0 , 94 

11" 624 6 7 2010,07 61942 2001,49 0,99 

j]• 62667 2016 151 6187 2 1999,22 0 ,9 9 

.,. 62 7 .. 5 2019,05 61693 1993,44 0,98 

. n• 6~808 2117,58 60103 1942,06 0 ,91 

Tab . 1 - Empuxo, Impluso específico e Eficiência. 
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Observe que para os semiângulos compreendidos entre 

109 e 159, como são utilizados nos projetos, os im­

pulsos específicos pela teoria tridimensional não 

diferem consideravelmente dos impulsos específicos/ 
obtido s pe la teoria unidimensional. 
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SUMÃRIO 

A analogia entre o escoamento de água com uma superfí ­

cie livre e o escoamento compressível de gases, comumente cha 

mada de analogia hidráulica, é analisada e identificadas as 

suas limitações. A mesa d'água é o equipamento utilizado pa­

ra esta simulação, que permite a quantificação de escoamen­

tos subsônicos e supersônicos com dispositivos de baixo cus­

to. A analogia é aplicada a escoamento subsônico em torno de 

cilindros circulares e escoame nto supersônico em torno de co 

nes . Os resultados são comparados com dados teóricos e expe­

rimentais disponíveis e uma boa concordância é obtida. 

SUMMARY -----
The analogy between the water flow with a free surface 

and the compressible fluid flow, commonly called hydraulic 

analogy, is analyzed and its limitations are identified. The 

water table is the equipment used for this simulation, ~hich 

allows t he quantitative analysis of subsonic and supersonic 

flow with a low cost apparatus. The hydrau l ic analogy is 

applied to subsonic flow around circular cylinders and 

supersonic flow around cones . The results are compared with 

available theoretical and experimental data and a good 

agreement is achieved . 
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1. In t rodução 

A quantificação da semelhança en tre os fenômenos que ~ 

correm nos escoamentos compressíveis e os fenômenos superfi­

ciais no escoamento de água, só é possível de ser realizada 

para o caso de escoamentos bidimensionais e escoamentos tri­
dimensionai s ~xialmente simétricos . 

A base matemática da analogia hidriulica foi primeira­

mente apresentada por Riabouchinsky [1], a partir da qual o~ 

tros autores [2 ] , [3] e [4], estenderam sua aplicabilidade 

a diversos estudos de escoamentos bidimensionais subsônicos 

e supersônicos de gases . 

A mot1vação deste trabalho reside no fato de ser a an~ 

logia hidráulica, um método pouco dispendioso e bastante co~ 

veniente para a investigação de escoamentos compressíveis de 

gases. As particularidades que ocorrem no escoamento de ar a 

altas velocidades, são facilmente reproduzidas no escoamento 

análogo de água a baixas velocidades, utilizando-se a mesa 

d'água. 

Os escoamentos subsônicos e supersônicos foram reprod~ 

zidos pelo escoamento de água, empregando-se canais conver­

gente-divergentes, para acelerá- lo . 
O objetivo deste trabalho consiste na verificação da ~ 

nalogia hidráulica em torno de obstáculos. Realizou- se a ani 

lise de escoamento subsônico em torno de cilindros circula ­

res, como também de escoamento supersônico simétrico em tor ­

no de cones. 

2. Teoria Bisica 

A correspondência entre o escoamento da igua e o esco~ 

mento compressível bidimensional de um gás, é determinado p~ 

l as equações da continuidade, energia e propagação de ondas, 

sujeitas às seguintes hipóteses simplificativas: 

Gás: (1) O escoamento é ideal e adiabático 

(2) O regime é permanente 

(3) O gás é considerado perfeito 

Água:(l) O escoamento é ideal 

(2) O regime é permanen te 

(3) A aceleração ver t ical é a aceleração da gravl 

da de 
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(4) A tensão superficial é considerada nula. 

Baseado nestas hipóteses, importantes relações análo­

gas entre os parâmetros dos dois escoamentos são obtidas. E~ 

tas relações são somente sàtisfeitas para um gás com a ra­

zão de calores específicos (k), igual a 2 (gás hidráulico) . 

A analogia hidráulica prevê somente a correspondência 

entre as ondas sõnicas nos gases e as ondas de gravidade na 

superfície da água. As ondas de capilaridade, devido à ten­

são superficial da água, não tomam parte na analogia hidráu­

lica . 

A similaridade dinâmica das propagações de ondas sôni­

cas e de gravidade é estabelecida pela relação de velocidade 

do escoamento e a velocidade de propagação da onda. Para o 

caso da água, a referida relação é representada pelo numero 

de Froude (Fr) e, para o gás, é representada pelo numero de 

Mach (M) . 

A discontinuidade do escoamento, tanto pode existir no 

gás como na água. No gás, este fenômeno é uma onda de choque, 

cujo escoamento passando pelo mesmo, causa uma variação bru~ 

ca de seus parâmetros. Para a água, a discontinuidade mani­

festa-se como um aumento súbito na profundidade da água, cons 

tituindo-se em um salto hidráulico. 

Neste trabalho é apresentada a correspondência entre a 

onda de choque cônica e a curva e os respectivos salto hi­

dráulico oblÍquo de pequena intensidade (onda de gravidade) 

e o salto hidráulico curvo de intensidade moderada . 

A Tabela 1 resume a correspondência entre os parame­

tros dos escoamentos segundo a analogia hidráulica . 

3. Descrição dos Equipamentos 

3 . 1. Mesa D'água 

O equipamento usado é mostrado na Figura 1, no qual 

se realiza a analogia hidráulica . ~ construída, por facilida 

de de execução, em uma estrutura soldada de aço, na forma de 

perfis cantoneiras e em chapas. As dimensões externas são de 

2400 mm de comprimento por 1010 mm de largura e 1140 mm de 

altura. A estrutura da mesa d'água está sustentada por três 

pinos reguláveis que se apoiam no piso para proporcionar 

o seu nivelamento . 
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TABELA I - ANALOGIA HIDRÁULICA 

RelaçÕes características do escoa­
~ento compressível bidimensional 
do gá~ hidráulico k=2. 

- Relação de massas específicas , 
PIPo 

- Relação de temperaturas absolu­
tas, T/T0 

- Relação de pressÕes, p/p0 

- Velocidade do som, a= (kp/p) l/ 2 

- NÚmero de Mach , M = V/a 

- Relação de velocidades do escoa­
mento, V/V0 

- Relação de áreas de bocais , A/A
0 

- Escoamento subsônico, M < l 

- Escoamento supersônico, M > 1 

- Onda de choque 

RelaçÕes análogas do escoamento de 
água com superfície livre. 

- Relação de profundidades da agua,l 
z/z0 

- Relação de profundidades da água,: 
z/z0 

- Quadrado da relação de profundi­
dades da água, (z/z0 )2 

- Velocidade da onda de gr avidade, 
c= (gz) 1/2 

- NÚmero de Froude, 112 Fr = V/(gz) 1/ 2 = [2(z0 -z)/z] 

- Relação de velocidade do escoa­
mento , V/V

0 

- Relação de larguras de canais 
convergente-divergentes , L/L

0 

- Escoamento tranqUilo, Fr < 1 

- Escoamento rápido, rr > 1 

- Salto hidráulico . 

o leito do canal d'água consiste de uma chapa horizon­

tal de vidro plano tr ansparente de 10 mm de espessura. A pa~ 

tir do reservatório d'água inferior, a água é conduzida ao 

reservatório d'água superior por meio de uma bomba centrífu­

ga de lCV. No reservatório d'água superior, a água sofre uma 

uniformização no seu escoamento, ao passar primeiramente por 

um tubo distribuidor na entrada deste reservatório e após 

por uma camada de pedras. Com este procedimento, permitiu - se 

a obtenção de um fluxo calmo e uniforme na entrada do canal . 

A forma empregada para acelerar o fluxo de água sobre 

o leito do canal, foi através do uso de canais convergente­

divergentes, análogos aos bocais de mesmo perfil usados na~ 

celeração de gases. Estes canais, executados em acrÍlico, fQ 

ram em número de três, sendo utilizados, um na simulação de 

escoamento subsônico e os outros dois na simulação de escoa­

mento supersónico. 

3 . 2. Medidas de Profundidade 

As medidas de profundidade da água necessárias ã obten 
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ção dos números de Fraude, processaram-se ao longo da linha 

de centro do canal d'água e ao longo de uma das paredes da 

seção de teste de um dos canais convergente-divergentes. Pa­

ra isto, optou-se pelo uso · de dois micrômetros com precisão 

de 0,01 mm, montados sobre um carro móvel longitudinalmente, 

para a realização simultânea destas medidas. 

~ 
o 
o 

CORTE A-A 

RES . MÓVEL 

V I STA SUPERIOR 

Fig. 1. Mesa d'água 

MICRÔMETROS P/ 
MEDIÇÃO DE 
PROFUNDIDADE 

11. 
I 

• 
~ '11' 

' /. 

CORTE B-B 

CONVERGENTE­
DIVERGENTE 

~ 

3.3. Medidas do Ângulo das Ondas de Gravidade 

Outra grandeza medida durante os testes, foi o ângulo 
das ondas de gravidade provocadas pelo modelo (cunha) na su­

perfície livre do escoamento da água. Este ângulo é o forma­

do entre estas ondas e o eixo de simetria do modelo, coinci­

dente com a linha de centro do canal d'água. 
A medição dos ângulos desejados para os diversos mode­

los, foi efetuada utilizando-se a projeção da imagem da su-
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perfÍcie do escoamento da água em torno de cada modelo em pa.!:_ 

ticular, em uma superfície horizontal. Iluminou-se o escoa­

mento em torno do modelo através de uma fonte luminosa unidi 

recional, posicionada sob o canal d'água. Desta forma, a su­
perfície livre do escoamento, é projetada em uma superfície 

semi-opaca colocada sobre o modelo. Esta imagem foi registr~ 
da fotograficamente. 

4. Procedimentos Experimentais 

Um levantamento de nível do leito do canal d'água, foi 

realizado previamente aos testes, ao longo dos trechos onde 

se efetuou a medida de profundidade da água . Para isto usar~ 

se os próprios micrômetros empregados na medição de profundi 

dade . O levantamento de nível, consistiu em tomar-se um pon­

to de refer~ncia em cada um dos trechos referidos no ítem 

3. 2 e segundo os quais, medir-se os desníveis em outros 

tos. Desta forma, a medida real da profundidade em um 

ponto, seria aquela lida no micrômetro somada ao desnível 

te ponto. 

pon­
dado 

nes 

O valor da profundidade no ponto de estagnação ( Zo) • 

foi obtido a partir de um balanço de massa, sendo calculado 

através da equação: 

zo Zs + 
z 1- zs 

Ls 2 zs 2 
1 - (-) (-) 

Ll zl 

( 1) 

onde L é a largura do canal. O Índice 1 refere-se ao ponto 

junto ã parede do reservatório superior sobre a sua linha de 

centro. Para fins de aferição dos canais convergente-diver­

gentes, o Índices refere-se aos pontos situados ao longo da 

linha de centro do canal d'água. Para testes com modelos, o 

Índice s refere-se aos pontos suficientemente longe dos mod~ 

los a fim de as medidas não serem afetadas pela presença dos 

mesmos. 

Os canais convergente-divergentes foram previamente a­

feridos e revelaram um Ótimo desempenho . As aferições são CQ 

locadas sob a forma de curvas características e podem ser a­

preciadas na Figura 2 para um dos canais. As aferições base~ 

ram- se nas medições de profundidade da água e na teoria da 
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Dinâmica dos Gases para escoamento unidimensional isentrópi-
co para o gás hidráulico. 

~0,6 
...... 
N 0,4 

0,2 

o 

o 
o 2/Zo • EXPERINEHTAL: 

• FROUOE OBTIDO ' 

2,5 

2P~ 

'·5 ~ 
" 1,0::!: A.TRAViS DAS ~ 

PROFUNOt~"-1 

~,·· 0,5 

O lx 2 3 4 5 6 7 B 9 lx1Q3 1,2 1,3 ~4' 
DISTÂNCIA AO LONGO DO CANAL lmm) 

Fig. 2. Curvas características de um dos 

canais conv. -di v erg. ( z 0 =36, 32mm) 

S. Escoamento Subsônico em Torno de Cilindros Circulares 

A fim de avaliar-se o comportamento do sistema construi 

do, decidiu-se reproduzir um dos experimentos realizados por 

Orlin, et al (3]. Este experimento versa sobre a variação do 

número de Mach local (M~) ao longo da parede da seção de te~ 
tes do canal convergente-divergente usado, para vários ciliQ 

dros circulares de diferentes tamanhos colocados na seção de 

testes e para diferentes números de Mach do escoamento (Ms). 

5.1. Resultados e Discussões 

A comparação dos resultados dos testes com aqueles a­

presentados por Orlin, et al (3], está apresentada nas figu­

res 3(a e b). Estas figuras mostram a variação da relação eQ 

tre o número de Fraude local (Fri) e o número de Fraude do 

escoamento (Frs), com a variação da relação entre as distân­

cias do início da seção de testes aos pontos de medição de 

profundidade (ix) e o comprimento da seção de testes (i). 

As figuras 4(a e b) ilustram o escoamento de água em 

torno dos cilindros utilizados . 

As ondas de capilaridade formadas na superfície da a­

gua pela presença do modelo, muito contribuiu para os erros 

de leitura de profundidade da água. A medição da profundida-
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de na referência [3], foi realizada por meio de uma bureta 

graduada conectada a tomadas de pressão estática na parede 

do canal. Através deste sistema de medição, as ondas de capi 

!aridade não interferem na medição de profundidade. Apesar 

desta desvantagem, o exame geral das curvas da Figura 3, re­

vela uma boa concordância quantitativa dos experimentos rea­

lizados, o que permitiu considerar o sistema com um Ótimo de 

sempenho. 

" ~ ...... 
~"" IL 

2,0 

1,5 

1,0 

o 

I I T, 

Fr5 =o,~/ 

1/~0,48 
I 

IJ 
J o v o 

-- -- lo-- 00 

"' 1-f-
-<>-REF(3) ~~ 
-+-PRESENT~DIL=0,24 ~:i 

TRABALH r-:u 
I I I I I , 

.:!' 
IL ...... 
~..., 

IL 

1,5 

lP 
1,5 

1,0 

-o-REF.( 3) } I I -+PRESENTE 0/L=O,og 
TRABALHO Fr:;O,í2 

~ ~i.=o.;o .. _ (.__ L-~ 
" 

-- .,_ bA-t.-a-8o -F'"r =0,53 

i-~ lT !?lu o 
o,JI q33 0,56 0,78 1,0 OJI C\33 0,56 C\78f /.2 ~O 

(a) R., I{ ( b) x 

Fig. 3. Comparação entre resultados experimentais 

para o número de Froude local. (a) Cilin­

dro D=92mm; (b) Cilindro D=34,Smm. 

Fig. 4. Escoamento de ~gua em torno de cilindros. 

(a) Cilindro D=92mm e Frs=0,48 ; (b) Ci ­

lindro D=34,Smm e Frs=D,70. 

6. Escoamento Supersôniqo em Torno de Cones 

O escoamento em torno de cones é um dos mais importan­

tes no estudo da aerodinâmica de corpos de revolução. O es-
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coamento em torno de cones e tridimensional mas, axialmente 

simétrico, podendo por isso sar considerado bidimensional . 

Dois experimentos referentes a escoamen tos supersôni ­

cos simétricos de gases em torno de cones, foram simulados 

na mesa d ' água . Estes experimentos referem-se à formação de 

ondas de choque cônicas e à formação de choques destacados à 
frente de cones . A simulação destes experimentos, foi rea ­

lizada empregando-se um escoamento rápfdo de água, simétri ­

co em torno de cunhas . 

Referente a choques cônicos foram medidas as variações 

do ângulo das ondas de choque cônicas (o) , para vários ângu­

los de cones (28) e diferentes números de Mach do escoamento 

(Ms) . No caso específico de choques destacados, averiguou- se 

a forma da onda formada na su~erfície da água a frente da c~ 

nha, que segundo Shapiro [5 ] , pode ser representada por uma 

hipérbole . 

6 . 1 , Resultados e Discussões 

Alguns dos experimentos estão mostrados através dos re 

gistros fotográficos nas Figuras 5 e 6 . 

Fig . S. Formação de ondas de 

gravidade (cunha: 8= 

10° e Frs 1,56) . 

Fig . 6 . Formação de onda dei 

tacada (cunha: 8=4 0o 

e Frs = 1,66) . 

A medição dos vár i os ângulos das ondas de gravidade, 

foi realizada através dos valores médios das medições feitas 

por meio dos registras fotográficos . Os resultados estão a ­

presentados sob a forma de gráficos nas Figuras 7(a,b e c) e, 

representam a variação do ãngu lo das ondas de choque ou das 

ondas de gravidade com o número de Froude do escoamento, pa­

ra cada cunha . Os vários resultados experimentais, são comp~ 



rados a resultados teóri­

cos, segundo Krasnov e 

Morris [6], para o ar (k= 

1,4) e para o gás hidráu­

lico (k=2). 

Os resultados expe­

rimentais mostrados.na Fi 

gura 7, em geral, concor­

dam razoavelmente com os 

resultados teóricos e a­

presentam a mesma tendên­

cia. Para cada uma das cu 

nhas, à medida que o núm~ 

ro de Froude aumenta, o 

ângulo das ondas de gravi 

dade decresce e vice-ver­
sa. 

A Figura 8 apresen­

ta a variação do ângulo 
, -1 

da ass1ntota (tan S), p~ 

ra diferentes números de 

Mach ou número de Froude 

e para diferentes ângulos 

de cunha.Nesta figura te~ 

se os resultados experi­

mentais, obtidos por fot~ 

grafias, comparados com a 

curva teórica apresentada 

por Shapiro [ 5 J e repre­

sentada pela equação: 

a (M~ - 1)1/2 (2) 
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Fig.7. Comparação entre resulta­

dos teóricos e experimentais pa­
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Fig.8 . Ângulo da assíntota (tan-1a). 
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Froude experimentados , Nota-se também que à medida que aume~ 

ta o número de Froude , aumenta o ângulo da assíntota, de for 
ma similar nos gases . 

7. Conclusões 

O trabalho desenvolvido na mesa d'água, sugeriu as se­
guintes conclusões: 

- A mesa d'água construída é indubitavelmente um exce­

lente equipamento para a simulação dos fenômenos compressí­

veis de gases, em vista da excelente concordância qualitati­

va dos experimentos . 

- Os resultados quantitativos dos experimentos realiza 

dos, não foram grandemente influenciados pela presença de i~ 

perfeições na construção da mesa d'água, bem como por deficl 

ências de controle do escoamento. Na análise de escoamentos 

subsônicos em torno de cilindros, a concordância, com outros 

experimentos em mesa d'água, foi boa, o que atribui um Ótimo 

desempenho a todo sistema construído . Referente ao escoamen ­

to supersônico em torno de cones, a concordância com os re­

sultados teóricos, foi razoavelmente satisfatória. 

A analogia hidráulica, apesar de apresentar restri­

ções no seu uso, constitui-se num meio bastante conveniente 

não só no seu emprego didático, mas também em investigações 

quantitativas prévias, de escoamentos compressíveis bidimen­

sionais de gases e escoamentos compressíveis axissimétricos 

tridimensionais de gases em torno de corpos de revolução . 
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nr.surum 

Es bien conocido que la frecnencia de resonancia (f) 

de un resonador de llelnholtz depende de la velocidad del no-

nido (a) , de la secci6n del cuello (J\) del largo del nisno 

(L) y del volunen de la cavidad resonadora (V). El prop6si-

to de este trabajo es hallar f cuando la secci6n del cuello 

no es constante. Se encuentra que f aunenta o disninuye se-

yún el cuello sea , respectivamente divergente o converrrente. 

ABSTMCT 

It is well known that the resonance frequency (f) of a 

llelnhol tz resonator depends on sound speed · (a) , neck section 

(J\), neck length (L) and on the resonator cavity volume (V). 

The purpose of this paper is to find f when the resonator 

neck section is not constant. It is found that a convergent 

neck leads to a resonance frequency diminution and that a di 

vergent neck leads to a resonance frequency augmentation . 
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1. Introduction 

It is well known that the resonance frequency of a 

Helmholtz resonator (see fig.l) with constant section neck 

is g iven by jlj,j2j. 

f a0o 
li/iJL Hertz 

with a = sound speed; Ao = neck section; L = neck length; 

(1) 

V = resonator cavity volume. The purpose of this paper is 

to find an expression for the resonance frequenc y when the 

resonator neck section is not constant. It is found that a 

convergent neck leads to a resonance fre4uency diMinution and 

that a divergent neck leads to a resonance frequency augMent~ 

tion. 

L 

v 

Helmholtz Resonator 
Fig.l 

2 . Main hypothesis considercd 

Ao 

2.1. Cavity pressurc only depends on time. 

2.2. Air inside resonator cavity evolves isentropica -

lly. 

2.3. Friction forces are neglected because of the short 

neck length. 
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2.4. Air inside the neck is sUpiJOSed to be incompressf_ 

!Jle Its density will he denoted by Pn· 

2.5. It is supposed a constant velocity distribution 

for a given section neck 131. · 

3. Calculation formulae (see fig.2) 

It has been stated that friction forces will be negle~ 

ted, therefore we will express the total energy conservarion 

to the air uass contained in the neck. 

3.1. Kinetics Energy (K.E) 

Pn 
K.E = 2 

( 2) 

A(x)=variable section 

u(x,t)=air speed 

u
0 

u(O,t) 

u (L,t) 

Taking into account the continuity equation for the 

a ir inside úe neck, \vhich is supposed to be incompressible: 

Au ( 3) 

equation (2) leads to: 

K.E (4) 

o 

3.2. Potential Energy (P.E) 

If section A0 is "moved" to the right a distance ds0 , 

the internal i>ressure produces a positive work given by 
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positive work = + pA0 ds0 (5) 

Continuity equation applied on each side of neck sec-

tion leads to: 

AL dsL = Ao ds0 (6) 

Taking into account equation (6) we see that the exter 

nal pressure produces a negative work g iven by 

negative work = -pcALdsL = -peA0 ds0 

The total work is then (see eqs. 5 and 7) 

dW = (p - Pel A0 dso 

(7) 

( R) 

The isentropic evolution of air inside the resonator 

cavity leads to: 

p_ _ ( V y AoSoY 
P 

- v-+A l = - --- + 1 e 0 s 0 v 

(it is supposeu that Aoso << V) 

Equation (9) introduced into eq. (8) gives 

2 
PeAoY s

0
dso _ dw = --v--

so , the potential cnergy is: 

So 
p .r: = - j d\'1 

o 

2 2 
YPeAoso 

2V 

(9) 

( 10) 

Taking into account that the time derivative of the 

total energy (K.B + P.B) is zero, and that 

duo d 2s 0 
-- = --
ut ut2 

a2 

We finally obtain: 

YPe 

Pn 

(11) 



o (12) 

with the resonance freque ncy f given hy 

f Hertz (13) 

o 
4. Conclusions 

It is easy to verify that if the neck section is cons-

tant eq. (13) reduces to eq. (1). It is also seen that: 

if /L dx A- > L 
Ao 

convergent neck-+ frequency diminution 
o 

<f /L dx < L d . t • -- -- ~vergen 
A l\o 

neck- frequenc y augmentation 

o 

It is well known that for silencing purposes 131 a pla-

te with holes, p1aced near a wall behaves like a set of 

Uelmholtz resonators which can be tuned at different freque~ 

cies in order to extinguish the sound produced within a room. 

It is seen then that the frequency absortion band may be va-

ried continuosly by acting directly on the shape o f the ho~~ 
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1. Introduction 

It has been estab lished that the three coefficients of 

viscos ity of a binary mi xture of incompressible New tonian 

fluids can be dete rmined in flows without diffusion and can 

then be ut ilized for cases where the relative velocity is not 

zero [1]. It is therefore of great interest to determine in 

which viscometric flows diffusion does not occur to a signif 

icant extent . These can then be used to determine th e afore 

mentioned coefficients of viscosity. 

ln this paper we consider four classical viscometric 

flows: planar Couette, circular Couette, planar Poiseuille, 

and circular Poiseuille flows . Assumi ng constant compositio~ 

the velocity of each species of the binary mixture is dete~ 

mined in each of these four f low configurat.ions. Comparison 

is made with the results of Mills fo r similar mixtures of 

nonuniform composition [ 2]. 

2 . Equations of motion 

We consider a binary mixture of incompressible Newtonian 

fluids of uniform composition. The steady balance equations 

of mass and linear momentum may be written as [ 3J . 

p E 'í/v .v 
a a -a -a 

'í/ . v = o -a 

'íl.T +m + p E b 
-a -a a a-a 

where v denotes velocity,p material density, E 

} 
(l) 

a =1,2 

( 2) 

volumetric 

fraction, ! stress tensor, ~internal body force, and b e~ 

ternal body force. The subscript a denotes the species a . 

Since the materiais of the species are incompressible and 

the mixture composition is uniform, we note that both p a and 

Ea are constant . Clearly, 

2 
l: E 

a =l a (3) 

As the summation of the linear momentum balance equations of 
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the species should give the corresponding equation for the 

mixture, then [ 3 J 
2 . 
í: m 

a = 1 -a 

i.e. ~1 = - ~2 = ~. say . 

o (4) 

We assume that the on1y external body force acting on the 

mixture is that due to gravity . Then, 

b - a !l ' a= 1,2 (5) 

Following Sampaio and Williams [ 1] , we wri te the 

constitutive equations for the stress tensors of the species 
as 

!1 1 + s 2 s - pl 2 J.l 1 'J ~1 + J.l 3 'J ~2 (6) 

!2 1 s 
2 J.J 2 

s - P2 + 2 J.l4'J~1 + 'J~2 ( 7) 

where 

2 
J.J 1 = e: n1 + e: (1-e:) n12 (8) 

llz (1- e: ) 2 n2 + e: (1 - e:) n12 
(!i) 

(lO) 

Here, p denotes an indeterminate pressure,n 1 and n2 denote 

the viscos i ty coefficients of the fluids in the ururú.xed state. 

The superscript s denotes the symmetric part of the tensor. 

For ~' we use the fo r m developed by St r uminskii for 

binary mixtures of gases [4,s ] 

pl E p2 (l-E) K e (11) 
m = (~1 - ~z) pl E M2 

+ (l - e:) Ml nu ' 2 
where K is the Boltzmann constant, e denotes absolute tem 
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perature, M molecular weight, and n12 binary diffusion coef 

ficient. 

3 . Couette flows 

Consider unidirectional horizontal flow between two 

infinite parallel plates, a distance 2L apart . Let there be 

no externally imposed pressure gradient and let one of the 

plants move at a speed v in the horizontal direction, the 

other plate remaining stationary. The equations of 

reduce to (6] 

2 

motion 

d vlx 

dT K1 [v,. K
2 J ( Kl v lx + A K2 y + B Kz) , ( 12) 

K2 
v1x + A K2 y + B K2 v =--

2x K 
1 

(13) 

where A•Jé [~J (14) B = }!__ t Kl•K2 ] 2 K
1

K2 2 KlK2 
(15) 

v1 and v 2 are velocity component s in the horizontal dire~ 

tion, y is the vertica l coordinate measured from the plane 

midway between the two infi nite plates, and 

Kl 

Kz 

P1 P2 _!!_ 2 J e: (1-e:) 
[ 

ll + ) 1 7 ] 

0
12 lll ll 2 + ll3 

(pl Mz - Pz Ml) e: + Pz Ml 

PlPz 
K8 

0 12 [ 
ll l + ll 3 J e: (1-e:) 

lll llz -ll 3 

(pl Mz - Pz Ml) e: + Pz Ml 

(16) 

( 17) 
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The so1ution of equations (12) and (13) subject to the bound 
ary conditions 

y -L, v1x v2x o (18) 

y L, vlx v = 2x v (19) 

is given by 

v (:+ 1 ) (20) v1x 
2 

v ( :+ 1 ) (21) v2x 
2 

C1ear1y, no diffusion occurs in this f1ow. 

Cons ide· r now uni di rec tiona1 c i rcu1ar flow between two 

vertical concentric cy1inders, the inner one fixed while the 

other rotates at an angular speed n. Let the radii of the inner 

and the outer cylinders be hR and R respectively, where O < 

n < 1. For this case, the equations of motion reduce to [6] 

1 

r 

A K1K2 B K1K2 +--- r+ 
2 r 

AK
2 

vle + --r+ 
2 

o 

r 

where v16 and v26 are velocity components in the 

direction, and 

(2 2) 

( 2 3) 

azimuthal 

( 2 4) 
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B -( n n2 R2 \~1 + K2 ) 
1 - n }\ K

1 
K

2 

(2 5) 

The boundary conditions may be written as 

r = nR, v 18 = v 28 = O (26) 

r = R, v18 = v28 = n R ( 2 7) 

The solution of equa t ion (21) is then 

vl8 n ( 2 
2 

) ~r-~ ( 2 8) 

and substitution int o 
equ:tion( ( 22 ) ::::d)s 

~r---

(1 - n ) r 
v2 a ( 2 9 ) 

As in the planar case , this flow takes places with out dif 

fusion. 

4 . Poiseuille flows 

Consider unidirectional hori zontal flow between two 

stationary plates . Let the distance between them be 

Assuming an externa l pressure gradient C, applied to 

fluids, the equations of motion can be simplified to 

2 
d vlx _ C K1 K2 K3 y2 
~ = (Kl + K2) vlx 

2 

c ( ].!2 - ].!3) C Kl K2 K L2 
+ 3 

(].! 1].!2 - ].! 3) 2 

2 L . 

both 

( 6 J 

( 30) 
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Kz C K2 K3 2 
vlx + Y 

K1 2 
(31) 

where (32) 

The appropriate boundary conditions are 

y - L' vlx = v 2x = O (33) 

y o (34) 

The solution is given by 

+ 
C K1 K2 K3 (Y2 - L2) (35) 
2(K1+ K2J 

v 
C K1K2K3 

[ Kl 

1 1J2 - )J3 z} 2x 
Kl + K2 + Kz Kl K2 K3 (lJl llz - )J3 

[' ( -~ y + ~y )] e e 
(36) X 

e-~ L+ eYKl+Kz ' L 

The occurrence of diffusion is clear from equations (35)and 

(36), depending in magnitude on several material parameters, 

pressure .gradient, and channel width. 

We now consider unidirectional flow through a circular 
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horizontal tube of radius R. Let there be an externally im 

posed pressure gradient C. The equations of motion 

to [6] 

d2 v 
• lz dT+ 

1 

r 

K 

d v 1 z - CKl + K2) V 1 
d r 

C K R2 
3 K1 K2 + C K

3 
4 

2 

C K1K2K
3 

4 

2 c K2 K
3 

r 2 C K
3 

R 2 
y, =--v + + --- K 

2z K 1z 
1 4 4 

s ubject to the boundary conditions 

r = O, 
d vlz d v2z o 
d r d r 

r = R, Vlz v2z o 

the solution is given by 

reduce 

r2 

' c 3 7) 

' c 38) 

' c 39) 

' c 40) 

vlz 
J( ,,'. 'z )(',- '\:'.\) 1 I

0 

(K
1

•K
2
l R 

t Io CKl +K2) R [ JKl Kz K3 

+ 
C K1K2K3 

CKl + K2) 

2 
r 

Kl K2 K3 R2 

4 

+ 
c 

K1+ K2 Kl + K2 

( 

)J2- )J3 \1 
JJ1 JJ2 - JJ 3 ) 

' c 41) 
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[ 

Kz K3 
+c ---

4 
X 

( 4 2) 

\l'hese I is the modified Bessel ft.inction of arder zero and of the first 
o 

Kind Again, diffusion occurs to an extent which depends on fluid 

material parameters, pressure gradient, and tube radius . 

S. Conclusions 

We have shown that for a diffusion - free flow of a 

binary mixture of incompressible Newtonian fluids, Couette 

flow, whether planar or circular, is to be adopted as a 

viscometric flow . This is for any apparatus dimensions 

and for any fluid pair. This is not the case for Poiseuille 

flow, planar or circular . These results are in agreement 

with those of Mills [z] who considered mixtures of varying 

composition . 

Our work complements that of Sampaio and Williams [ 1] 

in that they showed that measurements in a none - diffusing 

flow are sufficient to determine all viscosity coefficients 

and we have established that Couette flows are such flows . 

They, rather than Poiseuille flows, suggest thamselves as 
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the appropriate viscometric flows for binary mixtures of in 

compressible Newtonian fluids. 
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RESUME 

On êtudie le courant de rêcirculation, ã fai~le vites­

se, d'une suspension de petites particules solides ã l ' inte ­

rieur d'une cavitê rectanFulaire. Les êouations ducha~rfont 

recours au modele de Saffman et Drew, convenable pour de pe­

tites diffêrences de densitê entre fluide et particules . Des 

solutions analytiques et numêriques sont obtenues soit pour 

la convection naturelle entre deux parois verticales isothe~ 

mes soit pour la rêcirculation induite par une plaoue plis ­

sante. 

SUMI-'ARY 

Slow recirculating flows of suspensions of small solid 

particles contained in rectan~ular enclosures are dealt with. 

The pertinent equations follow the model of Saffman and Drew 

for small density differences between the continuum and tre 

dispersed phase . Analytical a nd numerical solutions are ob ­

tained in two situations, i.e. the natural convectionbetween 

two isothermal vertical walls and the recirculation induced 

by a sliding plate. 
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1. lntroduction 

Purpose of this paper is to investirate the characteri 

stics of some recirculating two-phase flows constituted by 

suspensions of small solid particles in a continuu~ fluid. 

lnterest in this research arises in many si tuations of sc i e~ 

tific and technical importance at very different sca le s ,from 

the dispersion of pollutants in larre bodies of fluid to the 

motion of tracers in laboratory apparatuses. 

Previous research on the subject was mo st ly devoted to 

peculiar applications in pipe and channel flows and in exte! 

nal boundary layer type situations [1,2,3]. Jlecently, recir­

culating two-phase flows have received increasing attention, 

especially through numerical experiments, as far as th cflui~ 

dynamics of turbomachines is concerned (4]. 

Here, two t ypical recirculatinr flows of suspensionsof 

small rigid spherical particles in a rectanpular enclosure 

(Fig .l )will be considered: i) free convection between two i­

sothermal vertical walls and two adiabatic hori zontal walls 

and ii) recirculation induced in the cavity by a s lidinr up­

per plate. ln both cases the mass density of the fluid and 

of the particles will be assumed to be almost equal, and the 

temperature of the particle will coincide with that of th e 

surroundinr fluid. Attention will be paid to tho se si tuation s 

where approximate analytical solutions can be determined, so 

that the influence of the dispersed phase on the velocityand 

temperature fields can be discussed in a simple and direc tar 

proach. ln th e following, the model proposed by Saffman and 

modified by Drew[5,6]will be adopted. ln this case the drar 

on a particle relative to the fluid is expressed bytheStokes 

law , the number density of the dispersed phase, N , is con ­

stant, the fluid is incompressible . 

Let m and r be the mas s and the radius of a single 

particle, respectively . Let a lso be v , a, B the kinematic 

viscosity, the thermal diffusivity and th e thermal expansion 

coefficient of the fluid. If T is the temperature and p is 

the density and if the indexes () 0 and () 1 refer to the l eft 

and to the right vertical walls, then the governinge~uations 

are: 

ll 4 1ji + y f(ll 2 X - ll 2 1jl) -4-(ay1Jiaxll 2
1)i - axljl ay ll 2 1jl) =R axe (1) 
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D 

Fig.l. A sketch of the cavity 

~(V 2 x -IJ 2 lj!)+ ~ (ayxaxV 2 x -ax xayV 2 x) ;Raxe (Z) 

(3) 

where ljJ and x are the strearn functions of the continuurn 

and of the dispersed phase, rnade dirnensionless with respect 

to a , e ; (T-T 0 )/(T 1 -T 0 ) and all distances are dirnens{on­

less with respect to d . The Prandtl nurnber is P ; v/a, the 

Rayleigh nurnber is R ; {g8(T 1 -T 0 )d 3 }/va , and a1so y ;Nrn/p, 

c ;d 2 6nur/rna . To (1,2,3) the pertinent boundary conditions 

are to be associated . 

Z. Resu1ts for the natural convection 

As a first problern, the free convection in the enclo­

sure wil1 be considered for re1atively srnall R ,so that co~ 

duction is the dorninant rnode of heat transfer. ln this case 

any of the three unknowns, ljJ, x and e can be expanded as a 

power series of R in the forrn: 
00 

E;(x,y;R) ; .L ~E;i(x,y) (4) 
1;0 

The boundary conditions are 

ljJ(±l,y);ljJ(x,O);ljJ(x,-H);axljJ(±1,y);ayljJ(x,O);ayljJ(x,-H);X(±l , y); 

;x(x,O);x(x,-H);e(-1,y);aye(x,O);aye(x,-H);e(l , y)-l ; o (5) 

where H is D/d, i . e . twice the aspect ratio of the cavity . 

Introducing (4) in (1,2,3,5) one has an infinite series of 

differentia1 systerns which, up to the second approxirnation , 

are 

e 0 (1 , y);aye 0 (x,Q);ayB 0 (x,-H);O;Bo(-l,y);1 (6) 

(7) 

-



12 8 

/ 

l I 

C?=- 3, ~ 
y ) 2, 

l 

• o"-- ().4 • •701-aJ, i .ztot • 701-0.7 ...._ o, 
~ 

{ CS,: =:::?) J 
• o, -o . 

o • 1 

Fig.Z. H =0 . 4;P = 7 ; Y =10-~;li=l0- 3 • 
Streamlines of the fluid.Top l eft:fir st approx ­
imation. Bottom:second approxima t ion , R= 100. 
Top ri ght: s trea ml i nes of the dispersed phase , se 
cond approximation, R = 100 -

'l 2 X1 = o+IJ 2 1h ; xd±l ,y) =xdx,O) =xdx,-H) =O (8) 

IJ 2 8, =3y1h3x8o -ax1h3y8o ; 8I(± l,y)=ayedx , O)=ayedx ,-H)=0(9) 

IJ 4 1jlz = f(x,y); 1jJ2(±l , y) =1jJo(x,O)=ljiz(x ,-H )=axljid±l , y)=ayljJ,(x,O)= 

3yW• (x, -H ) = O (lO) 

'l 2 X• = g(x ,y) +IJ 2 1jJ.;xd±l,O) =x.Cx , O)= x.Cx ,-H ) =o (11) 

as ljio =X o = O, whereas li= P/Zc a nd 

f(x,y)=(l-y)axe,+ ~{Cdyw,ax'l 2 1jJ, - axljJ,ay'l 2 1jJ,)+y(ayx'ax'l 2 XJ ­

- axx ' ay'l 2 X, )} 

g(x,y) = 2/i{axe ,- ~C ayx , ax'l 2 XJ - axx , ay'l"x,)l 

It i s immediate to obtain 8 0 = ! (l+x). As in 8 1jJ 1 is 

given by a Papkovich-Fadle series [7) 

1jJ (x y)=(l-y) (x
2
-l ) 

2 
+ [{C eSny +D e - Sn( y +H )} <l>n(x) 

1 ' ..., 11 n; - co n n s~ 
nro 

with the eigenvalues 

<l>n(x) =Sn(sin Sncos Snx-x cosSn si nSnx) 

associated to the ei?envalues Sn , solutions of th e tra sce~ 

dental equation: s in 2S = - ZS. Th e constants Cn and Dn are 

readily evaluated from a set of linea r algebraic equations , 

taking into account the boundary conditions. Once lj! 1 is kn own 

x 1 is evaluated by variable separation from (8): 
f 

I 
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Xt -é I D..:fl-# [ ( -l)j cos{ (Zj+ l)!lTX } cosh{ (Zj+ l)!TI(y+!H)} I + Wt 
li J=l (Zj+l) 3cash ( (2j+l)\H] 

Similarly, from (9) 

"" !:.r_'\''\' L L A i j c os { ( 2 i+ 1) ! li X} c os ( j ! liY) 4 i=o J=o 

where Aij is determined from the boundary conditions . Sys­

tems (lO) and (11) could also be in principle analytically 

solved . However this would be, in the present problem, too 

cumbersome and wz and x 2 were determined by a simple and 

fast finite difference procedure . 

Figure 2 shows the first and the second approximations 

Cwtot = W1 + Rljl z) of the distribution of fluid streamlines,in 

a significant situation . x 1 practically coincide s with ljl 1 
in all the field, with some deviation in the central re~ion 

of the cavity and was not reported here. Instead, the second 

approximation Xtot = x 1 + Rxz is shown. Even thouph thewtot­

and Xtot-lines are not displaced too much close tothewalls, 

there the veiocity components of the fluid and of the parti 

eles do differ substantially, as shown in Fi~.3. 

az • 

Fig.3 . H=0.4;y= 10- 4 

Velocities of the particles relative tothefluid 
first approximation, in the top part of the ca­
vity. Solid lines ô = (ayx 1-ayw 1)/ó;brokenlines 
ô = (dxXt - axwt )/ó 

As a consequence , the friction factor at the wall decreases. 

These effects are enhanced as H , i.e.the aspect ratio, de­

creases. These characteristics of two phase flows are, in ~~ 

neral, well known. Even from the first approximation ljl 1 one 

can see how the shear at the walls decreases with y The 

influence of the other characteristic number, ó , appears ex­

plicitely. 

Evaluation of 8 1 shows that the effect of the dis-

persed phase distribution in the fluid is everywhere nepli~i-
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b1e on th~ isothe rm s distribu ti on . 

3 . Resu1ts for t he recircu1ation driven by a sliding 

wall 

ln t his second prob1em , where a11 the wa11s are atthe 

sarne temperature, the governing equations can be more con­

venient1y reformu1ated as fo11ows 

\14tjl +y c1'(\12x -\12tjl) - (3yt/l 3x\12tjl- axt/1 ay\12tjl)= o (12) 

c 1'(\l"x -\l"t/1) + Cayx ax'J'x- axx ay\1 2x) =o (13) 

where c* = d 2s/v and tjJ and x were made dimen sionless 

with respect to v . The proper boundary conditions are 

tjl(x,O)=tjl(x, -H)=tjl(±1,y)=ílxt/1(±1,y) = aytjl(x;-H)=O; aytjl(x,O)=w I 
(14) 

X(x , O) =x(x, - H) = x(±l,y) =O 

where w is the ve1ocity of the sl idinp wa11 in its plane, 

dimensionless with reference to v/d . A suitab1e series ex 

pansion for tjJ and x , at sma~l w is now 

t;(x ,y;w) = L wi t;i 
1=0 

When procedinp to the 1inearization of the basic equ! 

tions, it is easy to see that t/lo=xo =0, whereas t/1 1 =x 1 ·,and 

in particular 

tjll(x,y) nr;_oo {cneSnY + dn e -Sn (y+H)} <Pn (;) 

n f o Sn 

·~ ! :: ;@ 
-ao1 -o.1 

-a• ..,-o..._ "' -o-.. . , 
-1 

Fig . 4 . H =0.4; y =10- 4 ; 6 =10- 4 
Left: first approximation, w =1; right: second 
approximation, w = 10 

where the c0 and dn are determined from the newboundar y 

conditions . Again, the equations for tjl 2 and x2 are sub­

ject to a11 homogeneous boundary conditions. 

ln this case a1so the stream1ines distribution andthe 

ve1ocity profi1es of the par tic1es were eva1uated in a sip­

nificant examp1e and reported in Fig.4 and S . ln contrast 
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with the case of natural convection,. ljJ 1 and x1 , now, are 

coincident and the influence of the dispersed phase on the 

fluid streamlines distribution is almost negligible . 

I'J,_IJ . IJ~ [ I 
_, o ' ., - IJ o 5 .., - !I o 5 ., - 5 o ' 10 15 20., 

Fig.S. H =0.4; y= 10 - 4 

Velocities of the ~articles relative to thefluid 
first approximation . 
Solid li~es f11 = (3yX 2 - 3y1J! 2) /6 
Broken llnes f1 2 = (3xX 2 - oxlh)/6 

It is now lJ!tot = wlJ!l+w ' ljJ 2 . However, andas in the free con 

vection case, close to the wall, the velocities of the two 

phases significantly differ . This means that almost colnci­

dent streamlines are run at different velocities by thefluid 

and by the particles, the difference becoming more sizeable 

in correspondence with the sliding wall, where, as a conse­

quence, the shear stress is decreased by the presence of the 

solid phase. 
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PROCEEDINGS 

PUC/RJ 

ON THE DAVIES - TAYWR EQUATION HlR 1HE FLUIDIZATION BUBI:LE 

S . Kinrys and R. Y. Qassim 
COPPE/UFRJ 

Justifica-se o uso da equação de Davies-Taylor no e~ 

coamento sobre uma bolha esférica, em um leito fluidizado 

gasoso. Mostra-se que tanto a pressão do fluido quanto a 

pressão total devem ser constantes na superfície da bolha, 

empregando, para este fim, as condições de salto naq uela s~ 

perfície. Demonstra-se que a velocidade relevante a ser uti 

li zada na equação de Davies-Taylor é, para o caso de um lel 

to fluidizado gasoso, a velocidade absoluta da bolha e, pa­

ra um leito fluidizado líquido, a velocidade da bolha rela ­
tiva ao líquido fluidizante . 

The Davies-Taylor equat ion is justified for t he steady rise 

of a spherical cap gas bubble in a gas - fluidized bed . Starting 

from the jump conditions at the bubble surface, it is shown 

that both the fluid and the total pressures should be 

constant there . Further, it is dernonstrated that the relevant 

velocity to be used in the Davies - Taylor equation is the 

absolute bubble veloc~ty in the gas - fluidized bed case, 

whilst it is the bubble velocity relative to the liquid 

fluidizing veloci ty in the case of a liquid-fluidized bed . 
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1. lNTRODUCTlON 

The analogy between fluidized beds and liquids of 

low surface tension and viscos i ty has lon g been established. 

ln particular, the motion of spherical ~ap gas bubbles in 

gas-fluidized beds is found to obey the Davies-Taylor 

equation [1, 2] . Henrik sen and Ostergaard [3] have sh01m 

that this is also true for liquid- fluidized bcds, though 

as El - Temtamy and Epstein [ 4] pointc d out, the value of 

the constant in the Davies-Taylor equation approximates that 

for liquids if in the liquid - fluidized bed case, the bubble 

velocity is taken relative to the liquid velocity. 

ln order to describe and ex~lain such liquid-like 

behaviour of gas -fluidi zed beds, navidson and Harrison [SJ 
used the theory of interacting interpenetrating continua in 

studying the motion of the particulate phase in a fluidized 

bed. Assuming that the fluid is in Darcy flow and that the 

solid is in potential motion, they showed that 

1/2 
ub a Rb ( 1) 

where Ub is the bubble veloci ty and Rb is i ts frontal radius. 

Jackson [6] criticised the Davidson theory in that the 

constancy of fluid pressure at the bubble boundary is 

inherent in their solution and hence the speed of rise Ub 

can be arbitrarily fixed. ln order to derive the Davies -

Taylor equation, Jackson allows for voidage variation in 

the particulate phase, and he adopts an iterative scheme 

through which up to the first iteration, the Davies-Taylor 

equation is obtained. Collins [7], starting from the equation 

of motion of a single solid particle at the bubble surface, 

demonstrated that the Davies-Taylor equation is valid for 

constant voidage as Davidson and Harrison originally showed . 

ln this paper, we show that the objection of 

Jackson can be removed without introducing voidage variation 

or invoking the equation of motion of a discrete particle 

in the context of a continuum description of the particle 

phase as Collins has dane. Starting from the jump conditions 

at the bubble boundary, for the particulate phase as a 

l 

I . 
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1 . lNTRODUCTlON 

The ana1ogy between fluidized beds and liquids of 

low surface tension and viscosity has long been established. 

ln particular, the motion of spherical cap gas bubbles in 

gas-fluidized beds is found to obey the Davies-Taylor 

equation [1,2] . He nriksen and Ostergaard [3] have shown 

that this is also true for liquid- fluidized beds, though 

as El - Temtamy and Epstein [4) pointc d out, the value of 

the constant in the Davies-Taylor equation approximates that 

for liquids if in the liquid- fluidized bed case,the bubble 

velocity is taken relative to the liquid velocity. 

ln order to describe and ex~lain such liquid-like 

behaviour of gas -fluidi zed beds, navidson and Harrison [SJ 
used the theory of interacting interpenetrating continua in 

studying the motion of the particulate phase in a fluidi zed 

bed. Assuming that the fluid is in Darcy flow and that the 

solid is in potential motion, they showed that 

Ub a Rl/2 
b 

(l) 

where Ub is the bubble veloci ty and Rb is i ts frontal radius. 

Jackson [6] criticised the Davidson theory in that the 

constancy of fluid pressure at the bubble boundary is 

inherent in their solution and hence the speed of rise Ub 
can be arbitrarily fixed. ln order to derive the Davies -

Taylor equation, Jackson allows for voidage variation in 

the particulate phase, and he adopts an iterative scheme 

through which up to the first iteration, the Davies-Taylor 

equation is obtained. Collins [7], starting from the equation 

of motion of a single solid particle at the bubble surface, 

demonstrated that the Davies-Taylor equation is valid for 

constant voidage as Davidson and Harrison originally showed. 

ln this paper, we show that the objection of 

Jackson can be removed without introducing voidage variation 

or invoking the equation of motion of a discrete particle 

in the context of a continuum description of the particle 

phase as Collins has done . Starting from the jump conditions 

at the bubble boundary, for the particulate phase as a 
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single continuum and as a two-phase mixture, we demonstrate 

that within the approximation of the Davidson-Harrison 

theory, the Davies-Taylor_ equation is valid for a gas­

fluidized bed . 

2. BALANCE EQlli\TIONS AND JW1P CONDITIONS 

Considering the particulate phase to be a binary 
mixture of two inert interacting continua, solid and fluid, 

the mass and linear momentum balance equations may be written 

as Atkins & Craine [8]. 

ap 
a + v. ( p v ) ar a-a o: a = s' f, (Z) 

a v 
( -a + V v v ) V.T + pa ar -a -a - a 

p .e. + b p 
a-a a-a 

a = s' f, ( 3) 

where pa ' ~a' !a· ~a and ~a denote the density, velocity, 
stress tensor, specific momentum supply and exte rnal body 

force of constitucnt a in the mixture, s denoting so lid and 

f denoting fluid, and t denotes the time. 

Using the principie that the sum of the balance 

equations for the individual constituents must yield th e 

corresponding equations for a single continuum (8] , we conclude 

f 
L 

a=s 
p e. 
a-a -

f 
I 

a=s 
m 
-a 

o o (4) 

where ~a is the momentum supp ly vector for constituent a . 

Similarly, the jump conditions at any singular 

surface may be set down as MUller [9]. 

l{p (v -u).n}v l - [T .nJ =O, a f, s. 
a -a - - -a -a - -

and for a single momentum, we have 

(5) 

(6) 
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(p(~-1:_1)·12]=0, (7) 

[{p(~- u).12} ~] - [!·12] =O, (8) 

where ~ is the velocity of the singular surface, 12 is the 

unit vector normal to the surface, and unsubscripted 

variables denote the single phase continuum. 

We note that in writing equations (6) and (8), we 

have ignored interfacial tension effects, antecipating their 

absence at the bubble boundary in a gas - fluidized bed. 

3. DAVIDSON THEORY FOR THE FLUIDIZATION BUBBLE 

We assume that each constituent, solid and fluid,is 

incompressible, we introduce the voidage E as 

p = p (l-E) s s ' p f = p fE' (9) 

where an overbar refers to the constituent when on its own. 

We assume that the voidage E is constant, i.e., 

E = E
0

• (10) 

We assume further that the stresses are given by 

purely pressure terms, i.e., 

T = -p l. 
-S s- ! f = -p f~' (ll) 

and that the fluid is in Darcy flow, i.e., 

I.:.ls = - I.:.lf = f(E) (~f - ~s). (12) 

Dueto the very low densities of gases, we ignore 

the inertia and the external body force terms in the fluid 

momentum equation, and we obtain 

o V - f (E) (V f - VS) ' 
Pf - -

(13) 
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and the solid fluid massa balance equations become for 
steady motion 

íl . v 
-s o' (14) 

íl.~f =o, (15) 

and hence applying the divergence operator in equation (13), 

we obtain the Davidson equation for the fluid pressure 

Assuming that the solid is in potential motion and 

using equation (14), we obtain the Davidson equation for 
the solid velocity potential $s 

(17) 

4. BUBBLE BOUNDARY CONDITIONS 

For a gas bubble held stationary by uniform 

downward solid at infinity,we apply the jump conditions to 

the fluid constituent to obtain from equations (5) and (6) 

respectively 

n-p v 
- f-b 

n = O, ( 18) 

where the subscript b refers to the fluid inside the bubble, 

and from equations (7) and (8), we have 

T . n + !b · ~ -p - o' 

( 2 o) 

( 21) 

where the subscript p refers to the particulate phase. 

Further, since the bubble boundary is a material 
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surface for the so1id constituent , we have 

~ s.:: u . n o. 

since the bubble boundary is stationar y . lt {oll ow s 
immediate1y that at the bubble boundary 

17 <1> • n : O. 
s -

í ~ 2 : 

( 2 3 ) 

Using equation (11) 2 and assuming thai the f1ow of f1uid 

inside the bubb1e is inviscid (De Kock and Judd [10]) 

Ib pb~ ( 24j 

equation (19) reduces to 

(pfe: o~f·~l ~f - (pf~b·~l ~b + Pf~ - Pb~ : O. ( 25) 

Now in the Davidson theory, terms inc1udin g th e 

f1uid density are ignored in comparison with the pres sure 

gradient . Then, as longas the va1ue of the pressure is of 

the sarne order as its gradient, we can simpljfy equation 

(25) to 

pf pb . ( 2 6) 

Now, by definition 

!p :!' f + :!' s. ( 2 7) 

~p 
p fe: vf + p (1- e: ) v 

0 - S O -S 

p e: + p (1- e: ) 
f o s o 

( 2 8 ) 

PP p e: + p (1- e: ) . 
f o 5 o 

( 29) 

anã since in the Davidson theory, 

Pf « Ps' [30 l 
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equations (28) and (29) become respective1y 

(31) 

PP = P (l- E: ) · s o 
(32) 

A1so, using equations (11), we may rewrite equation (27) as 

P 1 = Pf1 + P 1 
p- - S-

( 33) 

Hence, equation (21) becomes 

Using equation (22) and noting that in the Davidson theory, 

terms containing the fluid density are negligible in 

comparison with the f1uid pressure gradient and 

this as above to the pressure itself, we obtain 

pf + ps = Pb . 

It follows from equations (26) and (35) that 

o. 

Using inequality (30) and equation (29), we have 

extending 

(35) 

(36) 

(37) 

and since from the momentum balance equations for the bubble 

fluid and for the particulate phase, we have 

( 3 8) 

(39) 

where Q is the order symbo1, and following the ana1ysis of 

Batche1or [1~], we conc1ude 
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pb = constant . C 4 O) 

Then, using equations C26) and C35), we obtain 

pf cons tan t, c 41) 

ps + Pf = co nstant . c 4 2) 

Now, equation C4l) is precisely the bubble boundary condition 

used by Davidson and Harrison [sJ in deterrnining the 

fluid pressure distribution . 

However, the boundary condition ~ivcn by equation 

C42) is not satisfied by the incornrressible solution of 

Davidson and Harrison [5]. It is this equation that rnust 

be used in deriving the rclation Cl) in a fashion analogous 

to the Davies - Taylor analysis. 

It is worthwhile to not e that in the case of a 

liquid-fluidized bed, the objection of Jackson does not 

arise since the fluid pressure is not prefixcd to havc a 

constan t value at the bubble boundary as in the gas­

fluidized bed case. How e ver, it is still r equired that the 

total pressure assumes a constant value at the surface of 

the bubble . 

S. BUBBLE VELOCITY 

Turning to the question of the bubble velocity, we 

note that in the Davies-Taylor theory [11] the bubble 

velocity is relative to that of the liquid faraway frorn the 

bubble. Now, in the case of a fluidized bed, the liquid is 

in fact the particulate phase. Hence, the bubble velocity 

to be used is that relative to the particulate phase faraway 

frorn the bubble . 

In a frarne rnoving with the bubble, the solid is 

stagnant at infinity, and then using equation C28), we obtain 
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U e , 
O-X 

{ 4 3) 

( 4 4) 

where U
0 

is the incipient fluidization velocity and :x is 

the unit vector in the upward direction. Then, equation (4~ 
may be rewritten as 

For a gas-fluidized bed, within the approximation 

Davidson theory, 

and then equation (45) becomes 

:'plr-+-oo o' 

( 4 5) 

of the 

( 4 6) 

( 4 7) 

i.e, the relevant bubble velocity is the absolute velocity 
in the gas-fluidized bed case. 

On the other hand, in the liquid-fluidi:ed bed 

case, since pf is of the sarne order as ps, equation (45) 

cannot be simplified further. This gives support to the 

conclusion of El-Temtamy and Epstein [4} and Darton and 

1-larrison [12] that the appropriate bubble velocity is 

relative to the fluid in the case of liquid-fluidized beds . 
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6 . CONC:.lJSIONS 

Within the approximation inherent in the Davidson 

theory, we have justifieci the use of the Davies - Taylor 

equation for the ga s f luidi za tion bubble . Th us, the 

criticism uf J~ck son r6l is not valid. Our de ri va tion is 

based on f i r st p rincipies ·- jump conditions at the bubble 
sur f ace - and no appeal to the equation of motion of a 

discrete particle is made as is the case with the analysis 

ofCollins [7]. 
,. 

We have also demonstrated why the appropriate 

bubble velocity to be used in the Davies - Taylor equation 
is the absolute one in the gas - fluidized bed case and 

relative to the fluid velocity in the case cf a liquid -

fluidized bed. 
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SUHÃRIO 

Foi desenvolvido um modelo analÍtico para otimizar a 

distribuição da espessura do material poroso do tubo de ca-

lor. O método foi usado para calcular, projetar e cons-

truir tubos de calor com geometria interna modificada: Fo­

ram construídas também tubos idênticos mas sem modificação. 

Os resultados dos testes que os tubos modificados são mais 

eficientes c que o modelo de otimização pode prever o desem 

penha do tubo de calor modificado com menos 1,5, de preci­

sao. 

SU~1J'.IARY 

An anal ytica l model is developed for optimizing the 

thickness distribution of the borous material in heat pipes. 

It was utilized to calculate, desi gn and construct heat 

p ipes with internal geometrical changes. Ordinary pipes are 

also constructed and tested together with the modified ones. 

The results showed that mudified tubes are superior in 

performance and that the analytical model can predict their 

performance to within 1,51 precision . 
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1. Introdução 

Recentemente há grande interesse quase universal em 

~entar dominar a tecnologia de tubo de calor, reduzir o cu~ 

to da produção usando métodos simplificados de produção e 

construção, acomodar através de aplicações diversas o tubo 
de calor no campo de transferência e ge ração de energia em 

níveis de temperaturas baixas, médias e altas. Para gera­

ção de vapor e água quente, recuperação de ener g ia em ní­

veis comerciais e industriais, para aumentar a geração de 

vapor em caldeiras convencionais e produção de vapor em 

caldeiras não convencionais, para uso em usinas a álcool, 

para us o doméstico aproveitando do calor de fogão far tamen­

te desperdiçado, o tubo de calor é o elemento chave para 

realizar todas essas tarefas muito mais eficiente do que 

qualquer dispositivo comercialmente disponível. 

No programa de pesquisa de tubos de calor temos feito 

vários trabalhos teóricos e experimentais. Essa pesquisa 

está sendo financiada no momento pela FINEP e por um perío­

do de dois anos. 

No presente trabalho apresentamos alguns resultados 

de ot imização da geometria interna do tubo de calor para r~ 

duzir sua resistência térmica e aumentar a taxa de calor 

transferida. Os resultados teóricos e experimentais mos­

tram a viabilidade deste método e aumento sensível na taxa 

de troca de calor. 

2. Otimização da Geometria de Pavio 

Geralmente no projeto de um tubo de calor o limite da 

capilaridade é dado por: 

(óP ) ~ óP" + óP + óP c max "' v - g 

onde 

óPR. a queda de pressão no escoamento do lÍquido 

óP a queda de pressão no escoamento do vapor v 
óPg pressão por efeito da gravidade 

Quando o tubo é projetado para operação hori zontal o 
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termo 6Pg é zero . Os out ros termos são geralmente calcula­

dos a partir das equações do projeto, veja por exemplo Dunn 

e Reay [l] . 
Pa ra aumentar a taxa de calor transferida pelo tubo, 

podemos aumentar a espessura da camada porosa mas isto re­

sulta também cm aumento na resistência têrmica do tubo. Is­

to implica que h5 uma espessura distribuÍda cujo valor me­

dio pode resultar em uma taxa de calor Ótima. Com base des 

te princÍpio foi variada a geomet ri a interna em trê s manei­

ras diferentes conforme a figura l . Foi tamhém desenvolvi­

do um modelo analÍtico para otir.1ização da distribuição da 

espessura porosa do tubo. Detalhes do modelo analÍtico, os 

resultados teóricos podem ser encontrados no [2] . 

E 

A 

c 
1 

al MUOANCA BRUSCA bl MUOANCA LINEAR c) MUOANCA ARBITRARIA 

Fig. 1 . Modificações pr op ostas 

Com base do modelo analÍtico foram projctados tubos 

de calor com :;cometria modificada e ou t ros idênticos sem mo 

dificação . Foran também construidos os tubos projctados c 

testados para verificação do modelo anal Í tico c o desempe ­

nho cera l dos tubos . 

3. Montagem experimental 
Para verificação Jos resultados teóricos foi montado 

um sistema para testar os tubos de calor cujos detalhes são 

mostrados na figura 2 . 
Dois tipos de tubos de calor foram fei tos, uma normal 

e outra com modificações na estrutura interna. 
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I EVAPQRAOOR 
2 SECÇÃO ADIABÁTICA 

~ ~g~;~~~LÉTRICO 
!I BANHO QUENTE 
6 BANHO DE RESFRIAMENTO 
7 ENTRADA DA ÁGUA 
8 SAlDA DA ÁGUA 
9 TERMOPARES 

Fig. 2. Montagem experimental 

As características básicas destes tubos são resumidos 

abaixo: 

Diãm~tro de tubo 

Comprimento do evaporador 

Comprimento do ~ondcnsador 

12,5mm e 25mm 

lOOmm 

lOOmm 

Comprimento da seção adiahática: lOOmm 

Fluido de trabalho : Ãgua 

e 330mm 

e 330mm 

e 330mm 

Os tubos modificados foram feitas conforme o caso (a) 

e o caso (b). 

Durante os testes foram medidos os potenciais transf~ 

ridos e o perfil da temperatura ao longo do tubo que foram 

usados para preparar os gráficos de desempenho dos tubos. 

4. Discussão dos resultados 

Modificaç6es conforme o caso (a). 

Figura 3 mostra a variação da potência transferida 

com a temperatura de trabalho para um tubo normal e um tubo 

modificado conforme o caso (a). A partir das curvas nota-
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mos que: 

a potência transferida com o tubo normal = 94 watts 

a potência transfe r ida -com o tubo modificado medida exp~ 
rimentalmente = 105 wa t ts 

a potência calculada teoricamente para o tubo modificado 

= 107 watts . 

105 - -- ------------------~-~---y----~--~--~ 
100 

U> .... 
.... 
<t 
3:: 

50 

50 

O TUBO DE CALOR NORMAL 

1 TUBO DE CALOR MODIFICADO I a l 

100 130 A T •c 

Fi g . 3 . Variação da potência com temperatura 

Isto mostra que um tubo modificado pode transferir 

11,7~ mais que o tubo normal e 1,9% menos que a previsão 

teórica pelo modelo proposto. 

Resultados similares a esses são ~ostrados na fi~ra 4 

nenhuma faixa de potência diferente. As curvas mostram que: 

a potência transferida pelo tubo normal 340 watts 

a potência transferida pelo tubo modificado = 420 watts 

a potência calculada do tubo de calor modificado 432 

watts. 

Uma análise simples mostra que o tubo de calor modifi 

cada transfere 23,5% mais que o tubo normal e que a previ­

sao teórica da potência para o tubo modificado é 2,8% mais 

que o valor medido experimentalmente . 

Esses resultados mostram que os tubos com modificação 

externa brusca transferem mais potência que os tubos idênti 

cos sem modificação quando operando nas mesmas condições. 
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Além disso o mo de lo t eór i co pode p1ever a pot ência de ~~bo 

modificado com boa precisão • 

. :L 
(I) " 

::jo' __ -- --- ---
~ 30 
~ 
<( 
~ ~ 

200 

10 0 

~o 

- ... 

O TUBO DE CALOR NORMAL 

• TUBO DE CALOR MODIF IC ADA ( o) 

100 15.0 110 .:~T -·c 

f-ig . 4. Variação da potência com tem~eratura 

~lodifica ç ões conforme o caso (b) 

O desempenho do tubo de calor modificado gradu a l me nte 

conforme o caso (b) é mostrado na fi gura 5 j unto com o tu bo 

normal idêntico . Das curvas notamos que: 

a potência transferida pelo tubo normal 340 l<att s 

455 watts 

464 watts 

a potência transferida pelo tubo modificado 

a potência cal culada para o tu bo modificado 

(I) 

~ 
~ 

; 

500 

o TUBO DE CALOR NORMAL 
TUBO DE CALOR MODIFICADO ( b) 

~o 100 1~0 170 6T •c 

f-ig. S. Variação da potência com temperatur a 
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Analisando os resultados, encontramos que o tubo modi 

ficado transfere 33,8\ mais que o tubo normal e 1,97 % menos 

que a previsão teórica pelo modelo proposto. 

Esses resultados mostram novamente que o tubo modifi­

cado é mais eficiente que o tubo plano, que o modelo propo~ 

to pode prever a potência do tubo modificado com boa preci­

são e finalmente que as modificações graduais são mais efi­
cazes que a modificação brusca. 

S. Conclusões 

As conclusões mais importantes do presente trabalho 
s ao : 

l. Modi f i cação da estrutura interna do pavio resulta em au­
mento na taxa de calor transferida. 

2 . Modificação gradual na estrutura do pavio sao mais e f ica 
zc s qu e as mud anças hruscas. 
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SUMÁRIO 

Com a finalidade de~ determinar coeficientes de trans 

ferência para trocadores de tubos elÍticos aletados, experi­

ê ncias de troca de massa foram realizadas utilizando-se a 

têcnica de sublimação do naftaleno. Por meio da analogia e~ 

tre transferência de calor e massa, os resultad~s podem ser 

convertidos em resultados para troca de calor. Os coeficien 

tes de transferência foram comparados com aqueles para troe~ 

dores de tubos circulares e a comparação não revelou grandes 

diferenças. Esta é uma conclusão positiva, porque o uso de 

tubos elÍticos pode reduzir consideravelmente a queda de pre~ 

são, sem afetar as características de transferência. 

SUMMARY 

ln order to determine transfer coefficients for plate 

fi n and elliptical tube exchangers, mass transfer experiments 

have been performed using the naphthalene sublimation 

technique. By means of the heat-mass transfer analogy, the 

results can be converted to heat transfer results. The 

transfer coefficients were compared with those for circular 

tube exchangers and the comparison revealed no major 

differences. This is a positive outcome, since the use of 

elliptical tubes may reduce substantially the pressure drop, 

without affecting the transfer characteristics. 
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1. lntroduction 

The present paper is concerned with the transfer 
characteristics of plate fin and elliptical tube heat 

exchangers used in air conditioning 

published heat transfer information 
machines. A survey of 

relating to such heat 

exchange devices revealed that the most extensive set of 

results is concerned with circular tube exchangers. 

For circular tube exchangers with plate fins, the 

results reported by Shepherd [1], Saboya and Sparrow [2,3], 

constitute the most complete information available in the 

literature. Severa! heat exchanger configurations were 

studied. ln[2,3], the tool for obtaining the transfer 

coefficients was the heat-mass transfer analogy in 

conjunction with the naphthalene sublimation technique. 

ln the case of finned elliptical tube exchangers, a 

paper by Schulenberg [4] appears to be the only signif1cant 

work. Although interesting and informative, the paper i s 

much more qualitative than quantitative. 

ln the present research, experimental results are 

provided for the average transfer coefficients in 

rectangular plate fin and elliptical tube heat exchangers. 

The heat transfer problem was simulated by means of the 

naphthalene sublimation technique and the heat-mass transfer 

analogy. 

To employ the method, naphthalene plates were cast in 

a specially designed mold. A pair of such plates, spaced 

apart by elliptical disks, formed the analogical system. 

Average transfer coefficients were determined~ weighing the 

plates before and after a data run with a precision balance. 

The experimentally determined average transfer 

coefficients will be presented in dimensionless form and 

compared with similar results for finned circular tube heat 

exchangers provided by [2,3]. As it is verified by the 

results that will be reported !ater, the replacement of the 

circular tubes by elliptical tubes does not affect the rate 

of heat transfer adversaly. The performance advantage 

the elliptical tubes results from their lower pressure 

due to the smaller wake region on the fin behind the tube 

A schematic diagram of the physical problem under study 

of 

drop 

[s] . 
is 
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presented in Figs. 1 and 2. 

f~~·~·V V~-
I L I 

g~ 

o 
ol PLAN VJEW bl SI DE VIEW 

Fig . 1. Schematic of one-row plate fin and 

elliptical tube heat exchanger 

o) PLAN VI EW b) SI DE V I EW 

Fig. 2. Schematic of two-row plate fin and 

elliptical tube heat exchanger 

Fi gs. 1 and 2 con tain dimens iona1 nomenclature 

designated by a . b, L, S and ô. The dimensionless parameters 

which govern the resu1ts are: ô/2b ; S/2b ; L/2b ; b/a ; Re; 

Se or Pr. Re is the flow Reynolds number, Pr is the 

Prandtl number and Se the Schmidt number. The dimension 

ratios for the present test apparatus were : ô/2b = 0.193 

S/2b = 2.50 ; L/2b = 2.17 ; b/a = 0.50 and 0.65. These 

values are typical of heat exchangers encountered in air 

conditioning machines. The actual values of the apparatus 

dimensions are : ô = 1.65 mm L = 18.50 mm ; S = 21.30 mm ; 

2a = 13.12 mm and 17.06 mm 2b = 8.53 mm. As mentioned 
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before, the present results willbe compared with the results 

of [2,3] for circular tubes. The dimension ratios for the 
test apparatus of [2,3] are identical to those of the 

present configurations. It is only necessary to replace 2b by 
the tube diameter. 

The Reynolds number of the flow was varied during the 

course of the research from 150 to 1300. Once again, this 

range is relevant to air conditioning applications. The 

Schmidt number, which is the analogue of the Prandtl number, 

is 2.5 for the naphthalene air system. 

2. Test Apparatus and Experimental Procedures 

Fig. 3 is a schematic side view of the test apparatus . 

As shown, air from the laboratory room is draw into the 

channel formed by the plates. Upon leaving the test section, 

the air exits to a plenum chamber from which it passes 

successively to a calibrated flow meter and a blower, and 

then to an exhaust system. 

CUT-Off 
VALVE 

I __. 

___. 
1 

I I J I I 
1 

'-.._PLENUM CHAMBER 

PLA TES 

Fig. 3. Schematic side view of the test apparatus 

The naphthalene plates used in the experiments were 

cast m a metallic mold whose components had been polished to 

a high degree of smoothness. The details of the mold 

fabrication, of the casting and remova! processes are 

described in [6]. 
For the overall mass transfer, the measurements were 

made with a Sartorius precision balance which could be read 

to within 0.05 milligrams for specimens having a mass up to 

~ 
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200 g. Measurements of the flow rate were made with a 

calibrated rotameter. Typically, the uncertainty of the 

flow rate measurements was only 1 percent. The temperature of 

the air entering the test section was given by a laboratory 

thermometer that could be read to 0.1 deg C. The duration 

time of a data run was measured with a timer capable of 

discriminating to within 0.1 sec. The atmospheric pressure 

was sensed by a barometer of column of mercury whose smallest 

scale division was 0.1 mm. 

3. Evaluation of Results 

Attention will now be given to a brief description of 

the data reduction procedures. Further details are available 

in [ 6 J . 
Let MT denote the overall mass transfer, A the 

corresponding fin surface area, T the duration time ci a data 

run, (âpn)m the log-mean concentration difference, and Dm 

the coefficient of mass diffusion. A dimensionless 

representation can then be made by introducing the average 

Sherwood number Sh 

Sh = 1-'IT (2o)/A (âp ) T D n m m 
(1) 

The log-mean concentration difference (âpn)m depends on the 

bulk concentration of naphthalene vapor at the exit (pn)L 

and the wall concentration (pn)w. The bulk concentration of 

naphthalene vapor in the air entering the exchanger is zero. 

At the exit (p) = MT/VT, where V is the volume flow rate; 
n L 

at the wall (pn)w is a function of the room temperature, as 

given by the Sogin vapor pressure correlation [7]. 
The Reynolds number, employed as independent variable, 

is given by 

Re = (26) G/ll (2) 

where G is the mass velocity based on thc frontal flow area. 

The conversion of the Sherwood number results to 

Nusselt number can be accomplished by the relation 
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where m is 0.4 [6]. 
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(Pr/Sc)m "Sli 

--

(3) 

A detailed error analysis of the experimentally 
determined Sherwood and Reynolds numbers is described in [6]. 

From equation (1), the uncertainty in the Sherwood number 

was found to be within 7.3 percent. From equation (2), the 

uncertainty in the Reynolds number was in the range 2.0-3.0 
percent. 

4. Results and Discussion 

Average mass transfer coefficients, expressed in terms 

of the average Sherwood number "Sli, were evaluated from 

equation (1). These results are plotted in Figs. 4, 5, 6, 7 

and 8. The ordinate variable is SK and the abscissa variable 

is Re, which was calculated from equation (2). 

Figs. 4, 5, 6 and 7 also contain the results for 

circular tube heat exchangers provided by references [2] and 

[3]. Inspection of the figures reveals that there is no major 

differences between the present results, for b/a = 0.65 and 

O. 50, and those from [2, 3], for b/a = 1. O (circular tubes). 

A small difference, in favor of the elliptical tubes, can be 
observed in Figs. 6 and 7, for b/a = 0.50. It should be 

noticed that Figs. 4 and 6 are for one-row heat exchangers, 

while Figs. 5 and 7 are for two-row heat exchangers. ln 

Figs. 4 and Sthecurves for b/a = 0.6Sand l.Oarecoincident. 

2 4 (Re) 6 8 

Fig. 4. Sherwood numbers for one-row exchangers 
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Fig. 5. Sherwood numbers for two-row exchangers 

20 

- 15 
(S~ 

lO 

2 

Fig. 6. Sherwood numbers for one-row exchangers 

20 

15 
(~) 

2 

Fig. 7. Sherwood numbers for two-row exchangers 

The most important finding of the present work is that 

the replacement of the circular tubes by elliptical tubes 

does not affect the rate of heat transfer adversaly. This is 

a fortunate outcome, since the elliptical tubes may reduce 

substantially the pressure drop [5] without affecting the 

transfer characteristics. 
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Fig. 8 shows the Sherwood number results for two 

elliptical tube exchangers, both with one row of tubes and 

b/a = 0.50. One has S/2b = 2.50 and the other has ~2b = 3.53. 

It is seen that the exchanger with smaller distance between 

the elliptical tubes has higher transfer coefficients. This 

is due to the acceleration of the air in the region between 

the tubes. Then, the use of elliptical tubes makes possible 

the reduction of the tube distance, increasing the transfer 

coefficients, without increasing the pressure drop to much. 

2 4 (Re) 6 8 10 3 

Fig. 8. Effect of the tube distance cn the transfer coefficients 

of one-row elliptical tube exchangers 

Table l gives the Sherwood-Reynolds correlations for 

the several cases discussed. These correlations were 

obtained by least-square fitting of the experimental data. 
Tipically, the average dispersion was 2.5 percent. 

Table l. Sherwood-Reynolds Correlations 

b/a S/2b Number Correlations of Rows 

l.O 2. 50 l Sll= 9 . 2 O + 3. 6 4 x lO- 3 (R e) l. 15 

l.O 2.50 2 Sll= 7.82 + 2.10 x l0- 3 (Re) 1 · 24 

0.50 3.53 l 511= 6.59 + 7.36 X l0- 2 (Re) 0 · 72 

0.50 2.50 l 511 = 10.14 + 8.58 x l0- 3 (Re) 1 · 00 

0.50 2.50 2 sn- 6.82 + 2.63 X 10- 2 (Re) 0 · 89 

0.65 2.50 l sn = 3.45 + 5.28 X l0-l(Re) 0 · 49 

0.65 2.50 2 511= 6.52 + 2.98 x l0- 2 (Re) 0 · 86 
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ln the case of the two-row plate fin and tube heat 

exchangers, overall rates of mass transfer have also been 

determined for the portions of the fin associated with the 

first and second rows of tubes. The quantities ~I and ~II 

respectively denote the overall rates of mass transfer in 

regions I and II of Fig. 2. MT is defined as M1 + M11 . The 

relative transfer capabilities of the two portions ~ the fin 

are given in Table 2. From Table 2, it is seen that region 

I is more efficient than region II when .the Reynolds number 

is low. As the Reynolds number increases, more and more of · 

a parity is established between the two regions. This is due 
to a vortex systema [3], adjacent to the second row of tubes, 

which grows in intensity as the Reynolds number increases. 

Table 2. Relative Transfer Capabilities of Regions I and II 

b/a = 1.0 b/a = 0.65 b/a = 0.50 
R e 

~I/MT MII/MT MI/MT MII /MT ~VMr MII/~1T 

150 0.64 0.36 0.60 0.40 0.67 0.33 

200 0.62 o. 38 0.60 0.40 0.65 0.35 

2 50 0.61 0.39 0.60 0.40 0.62 0.38 

350 0.59 0.41 0.60 0.40 0.59 0.41 

450 0.58 0.42 0.60 0.40 0.57 0.43 

600 0.57 0.43 0.58 0.42 0.54 0.46 

700 0.56 0.44 0.57 0.43 0.53 0.47 

800 o. 55 0.45 0.57 0.43 0.52 0.48 

1000 0.54 0.46 o. 55 0.45 0.50 o. 50 

1200 0.52 0.48 o. 53 0.47 o. 49 0.51 

S. Concluding Remarks 

It has been demonstrated that the replacement of 

circular tubes by elliptical tubes, in finned heat exchangers, 

does not decrease the rate of heat transfer. The performance 

advantage of the elliptical tubes results from their lower 

pressure drop [5]. It has also been demonstrated that a 

reduction of the distance between the tubes increases the 

transfer coefficients. Such a reduction may increase the 

pressure drop too much, if circular tubes are used. Then ., the 
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elliptical tubes may offer significant performance advantage 

in multi-row plate fin and tube heat exchangers. It is only 
necessary to decrease S/2b. 

Before closing, it should be said that the production 
of elliptical tubes is today completely automatic. 
Schulenberg (4] reported that his company produced in 1966 

more than 70 miles of this type of tube per week. This is a 

conclusive proof that there is no commercial disadvantage 
when cost comparison is made with conventional heat 
exchanger tubes. 
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SUMÁRIO 

Determinou-se experimentalmente, através da Técnicade 

Sublima ç ão de Naftaleno, os coeficientes de transferênciam~ 

dios para escoamento forçado turbulento na região de entra 

da entre placas planas paralelas; com perfil assimétrico de 

concentração de massa. De acôrdo com a analogia entre a 
transferência de massa e calor, os experimentos correspo!! 
dem à transferência de calor com uma placa à temperatura ~ 

niforme e a outra isolada . A faixa de nfimeros de Reynolds 

abrange desde 10900 a 91700 . 

SUMARY 

Average transfer coefficients in the turbulent forced 
convection entrance region between parallel plates , with 

asymmetrical conditions of the concentration profile, were 

determined experimentaly with the Naphthalene Sublimation 

Technique . In accordance with the analogy between heat and 

mass transfer, the tests correspond to a heat-transfer prQ 
blem with uniform surface temperature a t one plate and the 

other insulated. The Reynolds number ranges from 10900 to 

91 700. 
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1 . Introdução 

São apresentados coeficientes médios de transferência 

para o escoamento forçado em regime turbulento na região de 

entrada entre placas planas paralelas, considerando-se o d~ 

senvolvimento simultâneo dos perfis de velocidade e de te~ 

peratura. Uma das placas é considerada como adiabâtica e a 

outra mantida à temperatura uniforme. O método experimental 

é baseado na analogia entre transferência de calor e massa, 

utilizando-se a técnica de sublimação de naftaleno. O esco~ 

mento é considerado como incompressível e em regime perma­

nente e o fluido com propriedades constantes . Hatton [1 [ ~ 

presenta resultados analíticos referentes ao problema em 

questão; entretanto considera condições de escoamento hidr~ 

dinãmicamente desenvolvido. Kreith e Kreider [2, p. 134[ ~ 

presentam uma correlação para o escoamento forçado turbule~ 

to entre placas planas paralelas com somente uma superfície 

aquecida (qw = constante), valendo para valores assint6tkos 
e com base em dados experimentais para o ar . Tan e Charters 

[3[, [4[ apresentam correlações para o mesmo problema ant~ 

rior [2[, incluindo a região de entrada, com o desenvolrimen 

te simultâneo dos perfis de velocidade e temperatura. Suk~ 

mel et alU [5[ investigaram experimentalmente a transferê~ 

cia de calor para escoamento lamjnar e turbulento de ar na 

região de entrada de um duto retangular com a condição de 

contorno qw =constante nas duas placas. Sakakibara e Endoh 

[6[, analítica e experimentalmente, trataram o problema de 

transferência de calor entre placas planas paralelas cons~ 

derando condução axial na parede limitante do escoamento d~ 

senvolvido turbulento. Uma das placas foi considerada como 

adiabática e a outra à temperatura uniforme. Para o caso de 

fluxo uniforme de calor numa das placas, s6 trataram de pr~ 

blema analiticamente. Sparrow et alU [7[ desenvolveram est~ 

dos experimentais sobre os efeitos de aquecimento assimétrl 

co (qw = constante) na transferência de calor em escoamento 

forçado turbulento, para dutos retangulares; escoamento d~ 

senvolvido. Larson e Yerazunis [8[ mediram coeficientes lQ 

cais de transferência de massa em escoamento forçado turbu­

lento desenvolvido, em duto retangular ; onde numa das par~ 
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des se processava evaporação de água (númer~ de Schmidt i­

gual a 0,62) . Barrow 191 estudou analítica e experimental­

mente a transferência de calor assimétrica para o ar escoa~ 

do em regime turbulento desenvolvido entre placas planas p~ 

ralelas, com a condição de fluxo de calor uniforme nas duas 
placas . 

Nesses trabalhos anteriores os métodos experimentais 

desenvolvidos foram os clássicos, sem cogitar da aplicação 

da técnica de sublimação de naftaleno . Esta técnica, apl~ 

cada ao escoamento entre placas planas paralelas, com as 

condições de contorno do presente trabalho , foi utilizada 

por Fernandes e Saboya 1101 ,que determinaram coeficientes 

de transferência para toda a região de escoamento , porem ~ 

brangendo sómente o campo de regime de escoamento forçado 

laminar. Sparrow e Kalejs : 11 : utilizaram esta mesma técni 

cana configuração placas planas e paralelas , com constri ­

ções na entrada do canal , para regimes laminares . ~o prese~ 

te trabalho aplicou-se a técnica de sublimação de naftaleno 

na determinação de coeficientes de transferência de massa 

na forma de números de Sherwood médios , que correspondem a 

números de Nusselt na analogia . A faixa de número de Rey­

nolds abrange valores de 10,9 x 10 3 a 91,7 x 10 3 , com a re 

lação entre o comprimento do canal L e o diàmetro hidráuli­

co Dh variando desde 2 até 14 . 

2. F~~mul~~o do Problema 

Observadas as hipóteses no ítem anterior , o problema 

em questão é estabelecido pelas equações de continuidade,m~ 

vimento e energia e mais as condições de contorno referen· · 

tes à figura 1. Para uma análise mais geral do problema , as 

seguintes variáveis adimensionais sao definidas: 

r - r 
X x/4a, y y/4a, u u/U

0
, v v/U

0
, p =-----~ (1) 

u2 p o 

T - T 
0 

w com Re U
0

· 4a/v e p via (2) 
T T 

r -o w 
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representando respe c tivamente os números de Reynolds e de 

Prandtl. 

f'U 

~ 
To 

JTI • O (PLACA ADfABÁTICA) 
r, y•2a 

' ~>><_- --r,T- "Ç"LT- ~~ 
-;r _j· 
// - -;--- G ~ -:=---• _,/ L CLH -- 2a 

' U 
1

H 

Tw = const . 

I 1 I I x 

~ '' 
lf 

Figura 1: Condições de Contorno do Ca nal 

Substituindo estas relações nas equações de conservação, re 

sultam as equações adimensionalizadas do problema nas fo~ 

mas seguintes: 

UX + Vy = O (3) 

UUX + VUy - P X + (1 I R e) { (1 + (e: I v) ) Uy} y (4) 

uex + vey (1/RePr){(l+(e:Pr/vPrt)) Gy}y (5) 

onde os Índices X e Y indicam derivações com relação ã X e 

à Y, 

prt = cfc h (6) 

representa o numero de Prandtl turbulento,e c e eh represe~ 

tam as difusibi lidades turbulentas de quantidade de movimen 

to e de calor respe c tivamente . 

As condições de contôrno são dadas por: 

X o; u 1 · p o e 0 1 (7) 
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x > o· y o u = v o e 0 o 

y 1/2 -+- U=V=O e (8) 

Analogamente às hipóteses formuladas por Deissler [12 [ , p~ 

ra o desenvolvimento simultâneo das camadas-limite térmica 

e hidrodinâmica, assume-se que Prt = 1, segundo a analogia 

de Reynolds. Como E/v = f(Re,Y), {13, p . 400}, a solução do 
campo de temperatura pode ser colocada como: 

(9) 

Definindo-se o coeficiente de convecção local como: 

o numero de Nusselt pode ser representado por: 

( 11 ) 

Analogamente ao problema de transferência de calor conside 

re-se agora um processo de transferência de massa, num meio 

naftaleno-ar formando uma só fase ; superposto ao campo de 

ve l ocidade . As equações neste caso são as mesmas do probl ~ 

ma de transferência de calor, trocando -s e na equação (5) e 

nas condições de contorno a temperatura adimensional 0 p~ 

la concentração adimensional de naftaleno no ar, ~.dada por: 

(12) 

com Pn representando as concentrações dimensionais de nafta 

leno no ar . Analogamente ã equação (9) tem-se que: 

onde S = v/D representa o numero de Schmidt, análogo ao c n . 
número de Prandtl . Sendo mn a taxa de transferência de mas 

sa de naftaleno para o ar e definindo-se o coeficiente de 

transferência como: 
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Ko ~n/(pnw Pno ) (Dn /4a) ~y(X,O,Re,Sc) (14 ) 

o numero de Sherwood pode ser representado como: 

Sh
0 

= K0 .4a/Dn = Sh
0 

(X, Re' Se) (15 ) 

3 . Métodos Experimentais 

Para utilização da Técnica de Sublimação de Naftale 

no, placas de naftaleno foram fundidas em molde especialme~ 

te projetado 114 1 obtendo-se um conjunto de tr ês cassetes 

que compunham uma das paredes do cana l de comprimento até 

279 mm, correspondendo uma relação entre o comprimento do 

canal e o diâmetro hidriulico, L/Dh, mãxima de 14. A figura 

2 representa esquematicamente a montagem experimental utili 
zada. Ope rava-se de modo que o ar ambiente, isento de traços 

de naft aleno (pno = O) , fosse succionado na secção de tes­

tes, descarregando o mesmo fora do ambiente da experiência. 

,18UftA 2 r lltSTAlAÇÃo UTILIZADA 
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Após espaço de tempo apropriado de t ermi nava-se a massa de 

naftaleno sublimada através de uma balança digital com cap~ 

cidade até 200 g e com leitura de 0,1 mg . Os valores médios 

dos coeficientes de transferência eram então determinados 

pela taxa de transferência de massa de naftaleno, dividida 

pela area total de sublimação e pela concentração de nafta 

leno na parede (p ) , a qual era avaliada pela expressão su nw . 
gerida por Sogin llSI . Para tal a temperatura das placas de 

naftaleno foi medida com termopares de cobre-constantan 

~ 24, posicionados logo abaixo da superfície ativa(; lmm) 

das placas de naftaleno, e no centro das mesmas . Estes ter 

mopares, passando por um furo na parte posterior do cassete, 

eram colocados antes da fundição das placas . Outro termopar 

de cobre-constantan ( ·tf 30) era afixado no anteparo de ma 

deira da seção de testes para medir a temperatura ambiente. 

Um terceiro termopar ( ~24) media a temperatura na entrada 

do rotãmetro, utilizado na medida da vazão do escoamento. 

Maiores detalhes a respeito do método experimental bem como 

uma avaliação de erros são discutidos por Vetterle 114 1. 

4 . Resultados 

Sendo 6~1nB a massa de naftaleno sublimada numa 

riência, conforme descrito no item anterior, o numero 

Sherwood médio é determinado por 114 1: 

expe_ 

de 

(16) 

com Dn = 6,272 x 10- 6 m2/s sendo fixado para a difusibilid~ 
de de naftaleno no ar, correspondente ao número de Schmidt, 

Se, igual a 2,5 . 
Estes resultados sao apresentados na figura 3 na for 

ma de números de Sherwood referidos à diferença de concen 

trações média logaritimica, Shb, já que nesta representação 

são distinguidos os valores assintóticos para cada numero 

de Reynolds. Para ta l foram feitas transposições dos valo 

res dados pe l a equação (16) segundo a expressão 1141: 



~ ,.._,_ 

·~ 
·~ . ..., 

I~ 

1,40 

1,20 

IÕ" 

sh 
b 
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1 + __ ~n(l - 2L sh 
2L + o 

( 1 7) 

M0111[..C DI: SH(~ Mt:o.o YE._,. 
CO(JIII)f)YDA AOIMI:M:IIONAL L+ 

~\ 
§h li /(Jhll)e • [ I+ IL,I( "• ,-o.at (I /l+ )QIJC. ] , EQ ( 18 ) . 

NÚMDIO OE ftiEYNOU)S DOS } 0 10.00 $ 42100 
PONTOS EXN:RIMENTAIS 9 .7700 & 11700 

e ~ ~ ~ DESVIO w[D IO DOS PTOS EXP. EM RELAÇÃO À EQ .( .) 

0 4 ,1%;fl t, &%,9 ~ . 2% , 8 !,e'Y • . 

.,.. -· lO 

FI&UAA 3 • MÓMEI'IOI DE SHIERWOOO MÉOfO VEMOS 
COORDOLADI\ ADMENStONAL L*, EFEITO 
DO NtliiiENO DI: ftEYNOl.DS . 

L+ • L/Oh Rt Se 

Os valores médios dos coeficientes de transferência 

o problema apresentado,podem ser representados com 

precisão pela correlação: 

para 

boa 

sh 
b 

0,0202 Re0,8 Sc0,4 [1 + 11 ,8(R~0,8 l (L + ) -0 ,592 J (18) 

A tabela 1 apresenta os valores médios da dispersão para 

.,. 

os números de Reynolds do presente trabalho, observando-se 

que a correlação proposta representa os pontos experiment~ 

is com um desvio médio da ordem de 3% . 

Número de 

Reynolds 

(-) 

10900 

42600 

67700 

91700 

Dispersão média dos pon 
tos experimentais em 
relação à equação (18) 

(%) 

5 

2 

3 

4 

Tabela 1: Dispersão média dos pontos experimentais 
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S. Conclusões -----

Embora não existam trabalhos nas mesmas condições do 

presente,os mais próximos apresentaram resultados que dão 

indicação da confiabilidade dos resultados finais deste tra 

balho; inclusive daqueles referente à região desenvolvida . 

Assim, Tan e Charters 131, para a região de entrada com 

qw =constante numa das placas, valendo para o ar; apresen­

taram paraRe = 67700 valores, em média, 14% maiores e p~ra 

os valores assintôticos, 11% menores em relação aos corre~ 

pondentes à equação (18). Na região de entrada a comparação 

acima revelou um comportamento qualitativo idêntico ao cal 

culado por Hatton e Quarmby 11 1. Os valores assintóticos ~ 

presentados por Kreith e Kreider 12. página 1341, qw = con~ 

tante numa das placas, práticamente coincidiram com os da 

equação (18), aplicada para o ar (número de Prandtl = 0,7) . 

A imprecisão segundo a análise de êrros revelou-se razoa­

vel, tendo em vista que para os cálculos práticos de troca 

dores de calor especifica-se uma precisão de 5 a 10%. 
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SUMARIO 

Para fluido in~ress!vel, viscoso, Pr = O, 73, estaoo estável, 

sao analisados, problemas térmicos não lineares, presentes em convec­

ção natural e forcada em dutos retangulares inclinados can temperatura 

de parede constante, foi observaoo que existem valores rriDdl!DS para o 

fator médio de atrito, Números de Nusselt e Stanton, quando a inclina­

ção do duto está entre 30° e 60°, e um determinado valor oo núrrero 

do Arquirredes (Ar) . Existem soluções únicas independentes da inclina­

ção oo dutn nuando Ar = 0 . 5 . 

SUMMARY 

Steady - state numerical results for the solution to the non-linear 

thenna.l problem o! cooi:Jined free and forced laminar convection in 

inclined rectangular chrumels with constant but unequal surface tem­

peratures are presented for an incompressible, viscous fluid whose 

Prandtl number, Pr =O. 73. Fluid properties are assumed constant, 

except for densi ty variations wi th telll)erature. Maxinrum values exist 

for the rrean friction factor, Nusselt and Stanton numbers when the 

inclination to the horizontal lies between 30° and 60° for a given Arch­

irredes number, Ar . Also, for any gi ven inclination a unique solution 

exists when Ar = O. 50. 
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1. Introduction 

When in non-isothermal flow density variations which 

arise as a result of temperature gradients are sufficient l y 

large to produce buoyant forces in a gravitational field, 

the buoyant force terms must: be retained in the governing 

equations of Navier- s t:okes . The relative magnitudes of the 

forced and free convect:ion effects are obtained by normalisinl( 

the partial differential equations which describe the flow 

and by examining the relative magnitudes of such parameters 

as the Reynolds, Grashof and Prandtl numbers. Of particular 

significance inthe case ofcombined free and forced laminar 

convection in rectangular channels, is the orientation of the 

gravitational field. The purpose of this paper is therefore 

to p resen t the heat and flow results f or combined free and 

forced laminar convection in inclined rectangular channels 

with constant but unequal surface temperatures for a fluid 

whose Prandtl number, Pr=0.73. It is desired to find out if 

a cri ti cal angle exists at which the heat and flow parameters 

are maximum. Since the combined effect of the mutually in­

teracting fields is given by Gr/Re 2
, the Archimedes number, it 

is also desired to know if a particular value of Gr/Re 2 ex:ists 

that yields a unique solution to the thermal problem. The 

impor tance of the last two conditions can be appreciated in 

the design of heat transfer equipments such as the flat-plate 

solar co l lectors where convection must necessarily occur in 

an oriented gravitat ional field. 

Nume rical studies of fully developed combined free and 

forced laminar convection in inclined rectangular channels 

under the thermal boundary condi tions of axially uniform wall 

heat-flux has been reported by Ou et all [1]. The improved 

formulation used by three authors redefined the Reynolds and 

Rayleigh numbers in terms of the angle of inclination to the 

horizontal. Because of the introduction of these modified 

non-dimensional parameters, their formulation failed to 

recover the horizontal case as a limiting orientation.Cheng 

and Hwang [2] presented numerical results for fully develmed 

combined free and forced laminar convection in horizontal 

rectangular channels under the thermal boundary condi tions 
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of axially uniform wall heat-flux and peripherally uniform 

wall . temperature, while Cheng and Hong [3] reported a nume­

rical study using a combination of boundary vorticity and 

line iterative methods to determine free convection effects 

on fully developed laminar upward flow in inclined tubes 

with the angle of inclination appearing explicitly in their 

formulation. Iqbal and Stachiewcz [4] ohtained theoretical 

results of variable density effects in fully developed com­

bined free and forced laminar convection in inclined tubes. 

Also, Iqbal and Stachiewicz [4] reported the study of the 

sarne phenomenon in inclined tuhes and showed that for a 

given set of non-dimensional parameters, there exists a pa! 

ticular tube inclination that produces a inaximum heat tran~ 

fer rate. The work of Ozoe et al CSJ though on pure natural 

convection, showed that a cri ti cal angle exists at which the 

heat transfer is a maximum. 

In all the foregoing references the forrnulatims, except 

the first, have the orientation of the gravitational field 

appearing explicity. However, they all have the sarne thermal 

boundary conditions and thei r analyses are restricted to only 

the fully developed re girr.es. In the present work, a steady­

s ta te analys is is c arrie d out numerically for the tlo~o-dimensional 

problem. No general assumptions of fully developed regimes 

are made except that at remote distances from the channel 

entrance, the hydrodynamic and thermal fields are assumed 

not to vary with distance. In solving the problem, the 

pressure gradient terms are eliminated by cross-differen -

tiation of the momentum equations. The combined momentum and 

energy equations are then normalised following Mori and 

Uchida [6 J. The vorticity transport equation is derived from 

the combined momentum equation with the angle of inclination 

appearing explicity in the formulation. The vorticity tran~ 

port and energy equations are discretized following De­

nis [7]. These equations are solved simultaneously using the 

boundary vorticity method and the five-point Gauss-Seidel 

iterative procedure for the prescribed inhomogeneous ther­

mal boundary conditions . For computational convenience, the 

inlet conditions are those of uniform velocity and tempera-
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ture equal to that o! the cooled SUT!ace, 

2. Mathematical Fbrmulation o! the ProBlem 

It is ~d, a priori, that the channel aspect ratio is large and 

its width is severa! times the magnitude o! its height so that the lat­

eral side e!fect~ are negligible when ~ longitudinal section, far re­

IIPved frcrn the vertical bounding sides, is taken. For IIPderate temper­

ature gradiecés éne problan reduces to a two-dimensional one. 

The flow is assumed steady, laminar, incompressible and no internal 

heat generation exists. Fbr the low velocity tlows considered , viscous 

dissipation is negligible. Fluid properties are assumed constant exce­

pt density variations with temperatUTe considered signi!icant only in the 

buoyancy term. The governing equations re!erred to the rectangular 

Ca.rtesian coordinates, (X, Y), are: Continui ty Equation: 

au + 'élV = 0 c1) 
ax 'ãY 

M::mentun equations in X- and Y- directions respectively are:-

UélU vau aP 2 . 
- + "3Y = - -- + víl U + gS(T-T ) Sw a ax Y pmax c 

uav vav aP 2.__ 
-- + - = - -- + víl-v - gS(T-T ) Cos a ax aY pmélY c 

Energy equation: 

UélT + VélT 
ax ay 

Boussinesq approximation: 

p = pm {1 - S(T-Tc)} 

Àíl~ 

(2) 

(3) 

( 4) 

(5) 

where U, V are the respective local fluid velocity oomponents in the X­

andY- directions, P the local pressure, T the local t~Jerature, Tc the 

cold 1vall temperature, v the kinematic viscosity, À the thermal diffus­

ivity, g the gravitational acceleration, S the thermal coefficient of 

expansion, a0 the angle of inclination to the horizontal and p and p 
m 

the local and mean densities respectively of the fluid. The boundary 

conditions are:-

a) At X= O, O < Y < b, 

b) At X = XL· o < y < b, 

c) At Y = o, O < X < XL 

U = L\-n; T = TC; V = 0 

aT _ au _ av _ 
0 ãX-ax- ãX-

T = Tc; U = V = O (No-slip condition at wall) 

d) At y = b, o < X < XL 
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T = Th; U = V=() (No-slip condi tion at wall) where b is the channel 

height, ~ the length of channel, Th the hot wall taq:>erature and Un the 

rrean flnid velocity o 

The pressure gradient tenns· are eliminated between the l!IXIEntum equa­

tions ( 2) and (3) by cross- partial differentiationo Non-dirrensionalizing 

the resul ting vorticity and energy transport equations following IOOri and 

Uchida [6]gives the following non-dirrensional fonns of the vorticity and 

energy transport equations respectivelyo 

uaw + vaw 1 2 Gr a0 . a0 
ox oy 1i.e V w- :2<a S1n a + ox Cos a) 

Re y 
(6) 

ua0 vo0 --+--ax ay (7) 

where the 1ower case letters, u,v,x,y, represent the non-dimensional va1-

ues of U,V,X,Y respectively, 0 the non-dimensiona1 ternperature difference and 

w the vorcity functiono Re =~is the Reynolds hurrber, Gr = Bg(Th-Tc)b 3 

v v2 
the Grashof nurt>er, Pr = I the Prandtl nurt>er o The vortici ty function, w 

is linked with the stream function, ~ through the Poisson equation, 

w = - v2~ (8) 

while the non-dirrensional velocity components, u,v, are given by, 
a~ a~ 

u = ay; v = - ax · 

The norrnalized boundary conditions are:­

a) At x =O, 0 < y < 1 

u : 1.0; 0 : v :o. 
b) At X = ~' o < y < 1 

c) At y : o, o < X < 

~=u=v=0 =o c 

w : <"v - ou) 'I o 
ax ay 

(d) At y 

~ 

1, O < X 

0h : 1 . 0 

u: v: o 
w = < dV _ au) 1 0 

The vorticity and energy transport 
ax ay 

equations (6) and (7) respectively 

are discretized following Dennis [7} and the resulting finite-difference 

equations solved using Gauss-Seidel iterative procedureo Since the can­

putationa1 procedure for numerical determination of the boundary vorticity 

and mnrerical solution of a set of :finite-difference equations are well 

discussed elsewhere [1, 2] , details of mnrerical solution including 

finite-difference approximations are omitted here for the sake of brevity. 

In the numerical camputation, the prescribed error for all dependent 

variables is 
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E = .E I ~ ~k~1)_~~ k)l < 10-3 
~.j ~.J ~.J 

where ~. . is a dumny variable at any guide point (i, j) and k is the 
~.J 

iteration counter . 

3. Flow and Heat Transfer Results 

'lhe local and Jrean flow and heat transfer coefficients are carçuted 

fran the flowing expressions respectively, 

f = 2 
. X Re 

Nux 

au\ ay wall; 

ae\ wall; ay 

f -1 !X, 
m- ~ os;dx 

Nu=1 XL 
m ~ 1oNhx dx 

where fx, Nux are t he local f riction factor and Nusselt nurrber respect­

ively and fm' Num their corresponding Jrean values obtained ·by Trapezoid­

al Rule . 'lhe Jrean Stanton nurrber is St = Nu m m 
RePr 

Since three independent non-diJrensional pararreters are invol ved 

in the present problem. a complete pararretric study is not practical, 

hence only represem:ative cases :for air (Pr = 0 . 73) are given to illus­

trate the inclination angle or body-force orientation effects . 

4 . Discussion of Nurrerical Resul ts 

Using Ar as pararreter, the variations of the Jrean Nussel t and Stan­

ton nurrbers and friction :factor with channel orientation are presented in 

figures 2, 3, and 4 respectively . Of particular interest, is the varia­

tion of the mean Nusselt number with the angle of inclination . A nurrber 

of i.rrportant observations can be made in :fig . 2 . At a = 15°, the Jrean 

Nusselt nurrber is the sarre :for all non-vanishing ArchiJredes numbers. Be­

tween a = 300 and a = 60°, there is a critical angle at which the mean 

Nussel t number is a maxirrrum :for a gi ven Ar. 'This maximum varies proport­

ionately with Ar while the cor responding criticai angle increases with 

decreasing Ar. For a gi ven Ar, this variation of the Jrean Nusselt nurrber 

with a is similar to that obtained by Ozoe et al. [5] for the variation of 

the mean Nusselt number with the angle of inclination for natural convec­

tion i n a square channel heated isothermally fran below and similarly 

cool ed fran above. 

It is recognised that ArchiJredes number can very in two ways, Re can 

be kept constant while Gr is varied and vice-versa . 'Therefore the mean 

Nussel t nurrber and friction factor are each bound to vary in two ways . Figi· 

5 and 6 show the plots of Num vs and fm vs Ar respecti vely for the two 

modes o:f variation of Ar for a number of channel orientations. A criti-
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cal Archirredes m.mi:ler exists for a gi ven inclination at which the rrean 

Nussel t n1.l!!Íler assurres a single value. The sane is true for the rrean 

friction factor. In both cases, this critical Archirredes nurri:>er = O .5 

and remains so for all inclinations, but the unique values of Num and fm 

depend on theinclinations . This is a very significant finding sine-e it 

assures that at this critica! Archirredes number, there are single rrean 

values of Nu and f associated with a given a. 

5 . Applications 

One application that readily cares to mind is in the design of flat­

plate Solar collectors where the hot plate is heated by Solar Energy and 

the heat generated is convected away by forced flow for various uses , 

For instance if air is the rredium of convection, the heat convected can 

be used for drying grains . In view of the changing posi tion of the sun, 

the orientation o:! such a heat transfeT equit:nent with respect to the 

gravitational field, becorres an inlJortant factor in predicting the 

position at which heat transfeT is a maximum,if any , 

6 . Conclusions 

Practically all conceivable channels are :!inite in extent so that 

fully developed regirres are hard to corre by. The problem is therefore 

basically that of an entrance region and rrean values of the heat transfer 

and flow pararreters are rrore representative of actual results than those 

obtained for idealised :!ully developed regirres. In the light of the 

assumptions made to sirrpli:!y the mathematical rrodel the following 

conclusions can be made. 

1 . The rrean Nussel t n1.l!!Íler is independent of the non-zero Archirredes 

numbers when the angle o:! inclination to the horizontal is l5°. 

2. For a given non-zero Arch±medes number, the critica! angle at 

which the mean Nusselt number and friction factors are maximum lies 

between '!JJ0 and 60° . 

3 . A unique solution to the thermal problem exists for a given inclina­

tion only when the Archímedes number, Ar= 0 ,50 

4. The resul ts of Ozoe et al [5] , which have been confirmed experirrent­

ally by the authors, lend support to the validity of the present 

solution and the conclusions arrived at , 
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RESUME 

On étudie la convection mixte dans des conduits rectan 

gulaires inclinés et d ' allongement moyen ã faibles nombrcsde 

Reynolds. Vn courant laminaire pénêtre dans le conduit avant 

le plafond adiahatiquc et le plancher alimenté par un Ouxde 

chaleur constant. D'abord la solution analytioue du problême 

linéarisé est établie;successivement , et ayant recours ã un 

procédé d'iteration numcrique, la solution des équation est 

étendue au domain des valeurs plus élevées des nombres dePer 

nolds et de Grashof. 

SUMMARY 

1-'ixed convection at low Reynolds numbers in til t cdrec­

tangular channels of intermediate aspect ratios is dealt~ith. 

A laminar flow enters into an inclined enclosure whose upper 

plate is adiabatic whereas a constant heat flux is supplied 

to the bottom plate. The analytic solution of the linearised 

problem is first obtained . Subsequently the numerical solu­

tion of the pertinent equations is carried on by a computcrs 

time saving iterative procedure . 
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l. Introduction 

Goal of this paper is to establish an effective numeri­

cal solution procedure for the equations of mixed convection, 

while investigating the characteristics of the slow free and 

forced laminar convection in inclined channels, where heat is 

uniformly given to the fluid a t the bottom wall, whereas the 

opposite wall is adiabatic . The flow enters at constant tem­

perature with a fully developed velocity profile. 

Fig.l. Geometry of the problem 

ln Fig.l, n is th e vertical direction, pointing up­

ward, ~ is the tilt angle, g i s the acce l erationofgravity . 

The aspect ratio A is give n by 11/L . Problems of this kind 

frequently appear in engineering, as, for instance, in solar 

collectors, flows of mol ten material s , hea t exchan11ers [1, 2 , 3] . 

A lar ge number of papers deals 1vith one or mo r e aspects of si ­

milar problems, without a sufficient degree of generali t y as 

far as the range of basic physical a nd 11eometrica l parameters 

is concerned (see, among the other s ,[4,5,6 , 7 ,8,9]). ln fact, 

except .in cases where simplified solutions can bcohtained (low 

aspect ratio channels (6], boundary la ye r flows at hirh Raylei!1h 

numbers, Ra ,in cavities [4], expensive numerical expedmen t s 

are usuall y necessary [10] to explore the influ e nce of each sin 

gle parameter. 

Here, mixed convection at low Rcynold~ numb ers Rt ,be! 

ween plane parallel walls at intermedia te A is cons idered . 

The velocity and temperature field ~ are investigated in two 

steps. First the analytic solution to the lineari zed problem 

for small Rt and Ra is obtained. Subsequently the numeri­

cal solution at higher Ra is carried out by takingadvantage 

-
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of the linearized solutio n as an i nitial guess and,in sodoing , 

noticeable savings on the computer ' s time are realized. 

Let v , a and B be the kinematic viscosi t y ,the thermal 

diffusivi ty and the thermai ex pa nsion coefficie nt of the·fluid, 

respectively. Let also be À 

temperature at the entrance, 

rate of heat for unit length 

the thermal cond uctivity,T 0 the 

O the mass flow rate and q the 

transferred to the fluid. Then 
Re = Q/v, the Prandtl number is P~ = v/a, a nd the Grashofnum 

ber is G~ = gB liT L3 /v 2
, with liT = qL/À , Ra. = P~tRe. The di­

mensionless pertinent equations in the Oberbeck-Boussinesq ag 
proximation are: 

( 2) 

where ~ is the stream function , non dimensional withrespect 

to v e i s (T-T 0 )/liT and x and y are Jimensionless 

with respect to L . The following boundary conditions hold: 

e c o , y) ex(l,y) = ey(x ,A)=O; ey(x ,O ) = -1 

~(x,O) =~y(x,O) =~y(x,A) =~xx(O,y) =~xxx(l , y) =~x(l,y)=O;~(x,A)=Re (3) 

~(O , y) = 6Rdl(y/A) 2 -(y/A) 3 /3} 

·me standa rd posi t ion of vanishing velo c i ty, tempera ture anJ 

vorticity derivatives along x at the exit was mad e . 

2. Analysis 

Before proceedingto the exact numerical inte~ration of 

(l-3) a procedure already successfully applied in (ll) can be 

ex tended to obtain analytical solutions at small Re anJ Ra. . 

If e(x ,y) and ~(x , y) are expanded in double power seriesof 
Re and Ra. 

[ 
e(x ,y;Re,Ra.)J = t _!_ 
~(x,y;Re,Ra.) k=o k! 

k !ek(x ,y;o ,ofl 
Re(a;aRe)+Ra.(a;aRa.) L~k(x , y;O , Olj ( 4) 

and (4) is substituted in (1 , 2,3) a n infinite set of linear e 

quations is obtai ned . ln particular, it is immediate to see 

that ~(x , y;O , O) =O , whereas the ze r ot h orde r approximation 

for the temperature difference correspond s t o the solution in 

the case of pure conduction regime: 
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"" 8otx,y) =e(x,y;O,O) =L Ak sin(2k+l) brx cosh(2k+l)hr(y-A ) 
K"O 

and the Ak are determined from the boundary conditions: 

8o(x ,y) =e 0 ,x(l,y) =e 0 ,y(x,A) =O; e0 ,y(x,O) =-1. Of thefirst 
approxima tion s of the stream function , ~F = a~(x,y;O,O) /3Re 

simply corresponds to the profile at the inlet, whereas ~G 

= 3~(x , y;0,0)/3Ra is the s tream function perturbationinduced 

by the buoyancy and is the so lution to the Jifferential sys­

tem : 

IJ '~G = (-sin<j>8 0 ,x +cos<j>80 ,y)/P!t; ~G(x,O) =~G(x,A) =~G ,y(x,O) =I)JG ,y(x,A)= 

~G(O,y) =I)JG xxCO,y) = I)JG x(l,y) = I)JG xxxCl,y) =o 
' ' ' 

and is expressed by the Papkovich-Fadle series in the Appen­

dix (A.l). 

The first arder approximations of the temperature,eF = 

38(x,y;O ,O) jdRe and eG = ae(x , y;O,O)/dRa , satisfytheboun~ 

ary value problems: 

ll 2 8F = P!t I)JF , y 80 ,x; eF(O , y) = eF , x(l,y) ~eF,y(x,O)=eF,y(x,A) 

IJ 2 8G = P!t(I)JG,y eo ,x -I)JG,x e0 ,y) ;eG(O,y)=eG,x(l,y)=eG,y(x,O)= eG ,yCx,A)=O 

and can, in principie, be obtained by sepa ration ofvariables. 

However, due to the cumbersome al11ebra, eF and eG were ob ­

tained, in the present circumstance , by a very si mple finite 

difference procedure. The distributions of 8o , I)JG , e F , 8 G 

are shown in Fig.2 for an inclination of 45° and A= 0.5.\jJF 

is simply given by strai11ht lines parallel to the walls. At 

this point the solution to the linearized prohlem can be ob­

tained for each set of the basic parameters {A ,P!t, Re,Ra, q,} . 

Such a solution shows an excellent agreement with the exact 

solution of the governing equations, provided that Re < 1, and 

Ra < 10 4
• However, even at higher values of Re and Ra 

it can used to obtain numerical so lutions in a drasticall y r~ 

duced computer ' s time. ln fact, when a finite difference sch~ 

me is adopted for (1,2,3) a numerical iterative solutionpro­

cedure requires an initial guess, the closer to th e exact s ~ 

lution, the better, in arder to save computinp time and to 

prevent numerical instabilities which frequently depend on 

the sensitivity of the programme to the initial choice of 
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OJ 

Fig.2 . Solutions of the linearized equations. 

of the vorticity distribution. In the full range of parame­

ters considered here, Re. ~ 100, Ra ~Sxl0 5 , with avariable gnd 

of 21 x2 1 nodal points, no instability was faced, no needfor 

relaxation parameters wa s met anda maximum of 900iterations 

was necessary for a convergence criterion of E ~10- 6 , where 

E is the norm eva lu a ted on a ll the variable s. 

3 . Results and conclusions. 

The influence of the various parameters on the kinetic 

and thermal fields can be deduced from the figures, wherethe 

most significant results are shown. Fig.3 and 4 refer to a 

horizontal channel. The streamlines distribution (Fip.3) is 

stro ngl y affected by the Reynolds number, larger values ofRe. 

decreasing th e intensity of the buoyancy induced vortcxwhich, 

on the contrary, increases with G~ , a t given Re. and P~ . 
Higher values of P~ co rrespond to less se nsible effects of 

the buoyancy. The isotherms, r eported in Fig.4 show that, a t 

given P~ and Re. ,the heat transfer process is less effec­

tive at l~rger G~ , due to the more intense recircul a tion. 

If Re. increases, the influence of G~ tends to be negli­

gible, and the forced convection prevails. 

A comparison with the pure heat conduction regimeshows 

that both Re. and G~ , to different extent, decrease the 

heat transfer process, from the hot wall to the fluid. Fig.S 
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~ 
~ 

Fig.3 . 

Fig. 4, 

' o 

~ .. 

Stream1ines; A ;0 . 5;~; 90°; 
Top 1eft: Re; l,GIL; 10 4 ,PIL; l.Top ripht:Re;lO, 
GIL ; 10 4

, PIL ; l. Bottom left: R e; l , GIL ; 10 5
, PIL;J 

Bottom right: Re ;1, GIL ;l0 4 ,PIL ;5 . 

Isothems; A ;0 . 5, ~ ;90°;PIL; l, 
Top left~Re; l,GIL; 10 4

• Top right :Re; l0,GIL;l0 4 

Bottom J.eft:Re ; 10, GIL; 10 5
• 

Bottom right: R e; 1, GIL; 10 5
• 

shows the influence of PIL , for the sarne combinations of Re 

and GIL of Fig.4, with a decrease of heat transfer, in par~ 

icular at 1arger Re . Firs.4 , 5,6 show the influence of the 

aspect ratio for the horizontal channe1, smal1er A corre­

sponding to a decreased effect of the buoyancy at a1l Re and 

GIL . Increasing values of Re squeeze the region at higher 
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... 

0035 

Fig. S. Isotherms A =0.5; 4> =90°;PIL = S.Top:left Re =:1, 
GIL= 10 4 ·r ght R e= lO ,GIL = 10 4 • llottom: left Re=l 
GIL= lO s ~r ght Re = 10, GIL= lOs . 

Fig .6. A =0 . 2 , 4> = 90°;PIL = 1. Top:streamlines, left 
Re = l GIL= 10 5 

• right Re = 10 GIL = lOs 
Botto~: isothe;ms, left R e = Í, GIL= lOs, ripht 
Re = lO, GIL= lO s 

temperature close to the bottom wall. 

Finally, Figs.7 and 8 show the streamlines and the i­

sotherms distributions for channels at 45° . A comparisonwith 

the results in Figs.3 and 4 s hows that the recirculatinp re­

gion close to the top wall decreases in size and intensityat 

given Re anJ GIL . Results obtained at 4> = O conf,rm this 

trend, as even for Re = l,GIL = 10 5 no vortex appears in the 

field. All the results obtained in this parametric r~~earch 
were summa ri zed in the Table, where the maximum value of ~ 

in the field and the bulk temperature at the outlet are re­
ported. 

Two main conclusions can be reached at the end ofthis 

paper. Firs t, an effective procedure has been establishedfor 

conveniently so lving the full Navier-Stokes equations in the 

Oberbeck-Boussinesq approximation, at low Reynolds numbers , 
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Fig.7 . 

GJt 

Bbulk 

10 4 0.566 
10 5 0.406 

10 4 0 . 599 
10 5 o. 503 

10 4 -
lO ' -

104 I 0 . 183 
105 o .154 

104 o. 736 

10 5 0 . 796 

104 0.757 
105 o. 790 

10 4 0.0096 
105 0 . 0098 

Streamlines: A =D.S, rp = 45° , Plt = l . Top left: 
Re = l , GJt = 10 4

, right:Re = lO,GJt = 10 4 Bottom 
left:Re = 1, GJt = 10 5

, right:Re = 10, GJt = 10 5 

Tab1e 

R e I Plt 
rp A l 

1 10 I 
ljlmax 6bu1k ljlmax I 

I 

1 . 576 o . 092 10 . 0 l 90 ° o 5 l 4 . 8 59 0.093 10 . 0 

1.407 0 . 093 10 . 0 1 4 5o 0 . 5 
3 . 001 0 . 094 10 . 078 

- 0.093 10.0 1 00 0 . 5 
- 0.094 10.094 

l .021 0 . 019 10.0 5 90 ° 0 . 5 
2 .os 7 0 . 019 10.0 

1 . 000 0 . 098 10.0 l 4 5o 0 . 2 
1 .038 0 . 098 10.0 

1. 000 0 . 098 10.0 l 90 ° 0. 2 
1. 07 5 0.098 10.0 

100 . 0 at Re = 100 1 45 ° o . s 
100 . 0 at Re = 100 

J 
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F i g . 8 . I s o t h e rm s : A = O . 5 , cp = 4 5 o , P Jt = l. 
Top left:Re = 1, GJt= lO'; rirht:Re = lO,GJt=lO' 
Bottom left:Re = l,GJt = 10 5

; right:Re=l0,GJt=l0 5 

taking advantage of a linearization in terms of Ra .Further 

more the influence of a set of parameters on the flow con­

figuration and on the heat transfer process has been discus­

sed revealing the dominant effect of the Reynolds number at 

the inlet on the buoyancy induced vortical flow . 
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~PENDI X 

Let ~ = Z(x-i) and n = Z(y-iA)/A . Then: 

1jJ c~.n) = t Bkcos ek(~+l )fk(n) + t Rk sin ek(~+l)gk(n) + [_ {Cn X 

k=o k=o n=- oo 

00 

x exp(s0 ~/A) + dn exp( - sn ~/A)} <J>n (n) /sn + [ {ê0 exp Csn ~/A)+ dn x 
n=-oo 

x exp(-sn ~/A)} $n(n)/Sn (A. 1) 

where: 8k = (2k+l)TI/4; · B]< =-A 4 costjl Ak8k/8;Rk =A 4 sintjl Ak8k /8 

and fk(n) and gk(n) are the solutions of the equations: 

'* 2 2 . 4 lt 
d fk(n)/dn 4 - 28kA d 2 fk(n)/dn " +8kA fk(n) = A4 coshA8k( n- 1) 

fk (± 1) = dfk(±l) /dn = .o 

d"gk(n)/dn 4 -2 8k A2d 2 gk(n)/dn 2 + 8k A
4 

gk(n) 

H(±l) = dgk(±l)/dn = o 

A4 sinh A 8k( n- 1) 

whereas <1>n and $
0 

are the even and odd eigenfunctions as­

sociated to the eigenvalues of the trascendental equations [1~: 

sin2s=+2s 
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SUMMARY 

PUC/RJ 

Th e effect of density inversion on two-dimensional laminar nat 

ural convection heat transfer of cold water enclosed between two hor -

i zontal concentric cylinders is approached by a numerical method. 

This investigation is carried out in arder to study the inversion of 

f!ow patterns caused by the maximum density of water at 4°C. Numer ­

ical solutions are obtained for cylindrical enclosure with size para ­

meter A ranging from 2.2 x 106 to 4.3 x 109 , gap ratio B from 0.11 to 

0.8. The temperature of the inner cylinder is maintained at T. = o0 r 
1 

while temperatures of the outer cylinder To are varied from 2 to !2°C. 

RESIIME 

L'effet de l'inversion de densité sur !e transfert de chaleur par 

convection naturelle laminaire bidimensionnelle dans l ' eau contenue 

entre deux cylindres concentriques horizontaux est abordé par une 

méthode numérique. La présente investigation est entreprise dans !e 

but d'étudier l'inversion de l ' écoulement causée par la densitP max­

imum de l'eau à 4°C. Les solutions numériques sont obtenues pour des 

cavités cylindriques dont !e parametre d ' échelle A varie de 

2 . 2 x J06à 4.3 x 109, e t dont !e rapport de forme varie de 

" !l ã O. S. L3 températurP du cy~ i :1 d r e ;r,t li :- iPur e~ t maint c nue à 0°C. 
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1 . lntroduction 

The steady laminar natural convection in a horizontal concentric 

cylindrica l annulus has been studied in the past both analytically and 

experimentally. ln all those investigations, a linear relation between 

fluid density and . its temperature has been assumed, such an assumption 

being acceptable for most fluids. However, in the case of water near 

its freezing point a linear relationship is not justified. ln fact, 

the density of water reaches a maximum value at 3.9soc, thereafter de­

creasing with decreasing temperature. lt results from this nonlinearity 

that convective motion in water behaves in a rather peculiar manner when 

the temperature domain encompasses the 3.98°C point, for the density of 

water is maximum at this temperature (1). Since the pioneering works 

of Ede (2) th_e prob l em of buoyancy induced flows in cold water has been 

studied by many investigators, not only because of their intriguing 

features but also due to the fact that they are a very common occurrence 

in our environment and in many processes in technology . 

The transient behaviour of water, contained in a rigid rectangular 

insulator and cooled from above .to near freezing has been considered by 

Forbes & Cooper (3). lt was found that under certain conditions the 

flow was bicellular and as a result the heat transfer occurred primari­

ly by conduction. Vasseur and Robillard (4) have studied the transient 

cooling of water, enclosed in a rectangular cavity with wall temperature 

maintained at 0°C. Supercooling of water contained in an enclosure sub­

jected to convective boundary condition has been investigated by Cheng 

& Takeuchi (5) and Robillard & Vasseur (6) for the case of a circular 

pipe anda rectangular cavity, respectively. All these studies indicate 

that the resulting flow motion is greatly influenced by the presence of 

a maximum density effect, which drives the initial circulation inside 

the cavity and subsequently reverses it. The resulting heat transfer is 

thus reduced in comparison to a standard situation without maximum den­

sity effect. 

The purpose of this investigation is to study analytically the 

effect of density inversion on the free convective heat transfer of a 

niass of water contained in a horizontal cylindrical annulus whose 

surface temperatures are kept isothermal . The present study is an 
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extension of the experimental work of Seki et ai (7) . Numerical studies 

of natural convection inside two horizontal concentric cylinders, in 

the absence of maximum density effect, have been carried out in the past 

by many investigators; that of Kuehn & Goldstein (8) contains a compre­
hensive bibliography. 

2 . Problem Formulation 

Fi g . 1: Flow geometry and coordinate system 

Th e problem under consideration i s that of two-dimensional lamin a r 

convection of a mass of cold water encloscd between two horizontal con­

centric cyl inders (see Fig. J). lt is assumed that the tcmperature of 

each cylinder is uniform, the inner cylinder being coldcr. lltilizing 

cylindrical coordinates, let the angular coordinate e be measured from 

the upward vertical line, e= O. The flow is S)Timctrical about a ver­

tical plane through the axis of the cylinder. Accordinglv, attention 

i s confined to the range O.;;; e.;; lf. Al 1 fluid properties, except the 
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water density, are taken to be constant and evaluated at the arithmetic 

mean temperature of the two cylinders. 

The governing equations for the present problem, using the Oberbeck­

Boussinesq approximati~n and neglecting viscous dissipation and compres­

sibility effects, are then given in nondimensiona l forma s: 

Where: 

and: 

an + l a cwRn) + a cnv) = P 17 2n 
a, R R a<l> r 

+A . at;p + cos<l> 
s1n<l> d""it R 

ae + l auRe + ave = 17 2e 
dT ROR u-
n = - v2'1' 

u=l a'!' 
R a$ 

_ at 
T--

L2 

e= T- Ti 
-r::r 

'!'=!. 
a 

v 
a 'I' 
dR 

u = uL 
a 

óT = T - T. 
o 1 

n = wL2 
a 

l _a v 
- aR2 

+ l ~ + I a2 
R2 il<l>2 

Pr = V/a 

L= r - r. 
o 1 

Nu 

R aR 

A= gL 3/a 2 

B = L/2ri 

local Nusselt number 

at;p 
u-

v v L 
a 

r 
R.= L 

óp = p -p(e) 
p 

RL 

RAL 

T 

t>T 

dimensionless radius (r - ri)/(r
0 

- ri) 

Rayleigh number based on gap width g8(t>T)(L) 3/va 

water temperature 

T -T . 
o 1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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Óp 
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temperature of outer cy1inder 

temperature of inner cy1inder 

time 

constants (see equation (7)) 

dimension1ess temperature 

kinematic vi scosity 

water density 

(p - p(e))/p 
dimension1ess time 

dimension1ess stream function 

dimension1ess vorticitv 

The initia1 and boundary conditions are: 

u = v = 'I' = n = o· 
u = v = 'I' = o 
u = v = 'I' = o 

~=v =.'1' = n =o· o<l> ' 

e = o 
e = o 
e = 1 

a e 
Oi =o 

at T =O 

on the inner cy1inder 

on the outer cy1inder 

at <I>= 0, 7T 

(symmetry 1ines) 

(6) 

When considering the temperature range O - 20°C, the 

density-temperature re1ationship of water can be approximated by the 

fo11owing equation with an error of 1ess than one unit at the 1ast 

digit of the tabu1ated data of Lando1t-BHurnstein (4): 

Po 
1+f\T+ 8 T

2 
+ 8 T3 + 8 T4 

(7) p 2 3 4 

where 

Po 0.9998396 (g cm- 3); 

81 -0.678964520 x 10-4 (1/°C); 

82 0.907294338 x 10-5 (1/0c2); 

83 -0.964568125 x 10- 7 (1/0c3); 

84 0.873702983 X 10-9 (1/0c4); 

3. Numerica1 So1ution of the Governing Equations 

The coup1ed transport and energy equations (1) and (2) are quasi-
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linear, second-order partial differentia1 equations of the parabolic 

type and such nurnerical methods as standard explicit method, alterning 

direction implicit method, Dufort-Frankel method and others may be 

applicable. In this study a two-dimensional a1ternating direction 

(A.D.I.) procedure is employed. 

Several different mesh sizes have been used, the choice depending 

largely on the size of the cavity. The mesh size in the r-direction 

ranged from 6r = 1/18 to 1/30. In the ~-direction a mesh size of 

6~ = ~/18 to ~/30 was chosen. Typical values of the time step were 

0.0001 and 0.0005. 

4. Results and Discussion 

Figs. 2 to 5 show typical results obtained for annuli with size 

parameter A= 2.2 x 109 , gap ratio B = 0.8, inside cylinder temperature 

T. = 0°C and for different outside cylinder temperatures T varying be-
l o 

tween 4°C and 12°C. As mentioned earlier the problem under consider-

ation is symmetrical with re spect to a vertical axis and it was found 

advantageous to reproduce computer results on a single graph with the 

flow pattern on the right half of the cavity and the isotherms on the 

left half. 

Fig. 2: Isotherms and stream­

lines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = 4°C. 
1 o 

Fig. 3: I sotherms and stream-

1ines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = 6.5° C. 
1 o 



Fig. 4: Isotherms and stream­

lines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = 8°C. 
1 o 

139 

Fig. 5: Isotherms and stream­

lines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = l2°C. 
1 o 

Fig. 2 shows the flow and isotherm patterns obtained for T
0 

= 4°C. 

The fluid near the outer cylinder being at 4°C is heavier and is moving 

downward while the relatively lighter fluid near the inner cylinder is 

moving upward. As a consequence of the symmetry and the continuity, 

the resulting fluid motion inside the whole cavity consists of two 

counterrotating vortices. Fig.2 only shows the right clockwise vortex. 

The resulting velocity profilcs maybe reduced from tho~e figures. The 

distortion of isotherms in Fig. 2 indicates a strong convective motion 

inside the cavity . It is also noticed that the maximum heat transfer, 

indicated by closely spaced isotherms, is located at the top of the 

cavity for the outer cylinder and at its bottom for the inner one. 

Since in the present case the outer wall temperature corresponds exactly 

to the maximum water density, no inversion effects are present. In fact, 

the flow pattern depicted in Fig. 2 is similar in form to the two usual 

thermoconvective cells, symmetrical with respect to the vertical axis, 

that have been described extensively in available literature (3) for the 

case of an ordinary fluid. 

Fig. 3 shows the flow pattern obtained for T
0 

= 6 .5°C and it is 

seen that the flow field is now characterized by the presence of two 

counterrotating circulations of approximately equal size as indicated 
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by the dividing streamline. This particular streamline corresponds to 

the value ~ =O of the boundary and is l eft unconn ected with it by the 

auxiliary computer program used to plot the graphs. The present flow 

pattern is a direct consequence of the maximum density of water at 4°C. 

~The heavy dashed line represents the 4°C isotherm and thus defines the 

region of maximum density. The fluid in the neighborhood of this line 

is heavier and, as a result moves downwards. On the boundaries, the 

fluid is lighter an$moved upwards. The distortion of the isotherm 

patterns in the upper part of the cavity is a result of the intense 

convective motion generated by the clockwise vortex located in this 

regi~n. 

Fig. 4 shows that for T = 8°C two eddies are sti ll present in-
o 

side the cavity as in the case of Fig. 3. However, it can be noticed 

that the eddy near the outer cylinder is now larger, while the one near 

the inner cylinder is smaller. Further, it is seen from the isotherm 

field that the convective motion inside the cavity is still consider­

abfy reduced as compared with the case with T = 4°C. For outside 
o 

cylinder temperature of 12°C, Fig. 5 shows that the inner cel l has com-

pletely disappeared and the circulation is now counterclockwise. Fur­

thermore, the local heat transfer in the present case is now maximum at 

the bottom of the outer cylinder and at the top of the inner one. This 

situation is complete ly opposite to the case described in Fig.• z . 

ke 

o o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 
AT ("C) 

~ig. 6: Global Nusselt number ke as a 

function of óT for various values of A. 
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Fig. 6 shows the relation between the average Nusselt number Ke 

and 6T (•T0) the temperature difference between the outer and inner 

cylinder. This figure reveals that Ke does not increase monotonously 

from pure conduction value (1.0) at T0 = ooc with increasing 6T as on 

cornrnon fluids having a linear density-temperature relationship. In fact, 

Ke increases monotonously as T0 becomes higher only when a single large 

eddy occupies the major portion of the gap as in the case T0 ~ 40C or 

T0 ;;. 1ooc. After reaching the peak value at 4°C a minimum value of Ke 

is observed at about T0 ~ yoc. This temperature corresponds to a sit­

uation in which two vortices of approximately equal strength exist in 

the gap. 

5 . Conclusion 

1) The density inversion has an important effect on natural con­

vection heat transfer in the cavity . This is particularly true in case 

where two counter eddies of approximately equal size coexist in the gap. 

2) The presence of a secondary vortex pair, at the top of the 

inner cylinder, has been found numerically to appear for a very limiteà 

range between 6.so and 7.2SOC, for which the Nusselt number was foun d 

to be a minimum. 
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SUMMARY 

PUC/ RJ 

A numerical method has been developed to study the thermoconvec~L .. 

heat transfer occuring in a rectangular cavity whose boundaries are sub­

jected to a constant rate of decrease in temperature. The problem consi­

dered is basically transient. However, if the cooling process is main­

tained long enough, a quasi-steady state is reached for which heat fluxes 

across boundaries and temperature differences between interior points and 

boundaries becomes independent of time. 

RESUME 

Une méthode numérique a été développée dans le but d' étudier le tran3-

fert de chaleur thermoconvectif survenant dans une cavité carrée dont 

les frontieres sont assujetties à un décroi ssement constant de temoPr~ ­

ture. Le probleme considéré est essentiellement transitoire. Cepenáanr, 

si le processus de refroidissement est maintenu durant une période de 

temps suffisante, un état quasi-permanent peut être atteint pour leque! 

les flux de chaleur à travers les frontieres et les différences de tempé­

rature entre les points intérieurs et la frontiere deviennent indépen­

dants du temps. 
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1. Introduction 

Natural convection with heat and mass transfer in a cavity whose 

walls are maintained at a uniform temperature which change at a steady 

rate, has received little attention in litterature. Quack [1], using a 

perturbation method, has studied the transient natural convection in 

long horizontal cylinders with a uniform initial fluid temperature and 

a linear variation of wall temperature: However the resulting perturba­

tion solution is valid only for very low Rayleigh number regime (Ra < 

1.5 x 10 3 ) which is not important practically. An interferometric 

investigation of convective heat transfer in a horizontal fluid cylin­

der with wall temperature increasing at a uniform rate has been per­

formed by Deaver and Eckert (2]. Although the phenomenon is a transient 

one, a quasi-steady state develops if the heating rate is held constant 

long enough. Thus a correlation equation for Nusselt number in terms 

of Rayleigh number, valid forRa> 5 x 10 5 , was obtained by these au­

thors. More recently the transient natural convection in horizontal 

cylinder with constant cooling rate was approached by a numerical method 

by Takeuchi and Cheng [3]. For quasi-steady state, a generalized corre­

lation equation for Nusselt number valid for Pr ~ 0.7 and Ra ~ 10 7 was 

developed . 

The purpose of the present invcstigation is to study numerically 

the transient two-dimensional laminar convection and the heat transfer 

occurring in an enclosed rectangular cavity with wall temperature de­

creasing at a constant rate. The cooling process is supposed to be 

maintained long enough so that a quasi-steady state may be approached 

for which local temperature gradients, veiocities, and other parameters 

are very nearly independent of time. If thermophysical properties are 

assumed constant, the equations describing this problem are identical 

with those for a fluid with uniform heat sources in a rectanguler cavitv 

whose walls are held at a constant uniform temperature. Thus the re­

sults of this study should apply as well to the uniform heat source 

problem. 

2. Mathematical formulation 

Consider a cavity of width 2b and height h, shown schematically 

in Fig. 1, which c6ntains a newtonian fluid. The aspect ratio of the 
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Fi ~ . 1 - Coordinate system and boundary c::>r,C:', cicrrs 

half cav ity is denoted by E = h/b. The fluid is initially motionless 

and at a uniform temperature T1 • At time t = O it is assumed that thc 

cavi ty is subjected to a linear wall temperature decreasing with time as 

Tw = T1 - Ct. The problem is to find the subsequent veloci ties and tern-

peratures as function of time and position inside the cavity and the 

rate of heat transfer across the enclosure as a function of time. A 

final steady state solution, if such exists, would be of particular 

interest. The motion in the fluid will be laminar provided the Rayleigh 

number based on cavity height is less than about 10 8 . 

For natural convection flows with small density changes it is 

common to make the Boussinesq approximation [4], i .e., to assume that 

the effect of temperature on density is confined to the body force term 

of the momentum equation and that otherwise the thermodynamic and trans ­

port properties of the fluid are independent of temperature and pressure . .. 
This implies that the fluid is essentially incompressible, and that i~s 

e~~ation of state is: 
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o Po [ 1 - ;:, (T - To ) ] tn 

where p, B and T denote respectively the density, volumetric expansion 

coefficient and temperature of the fluid, and the subscript denotes some 

reference state. rurther, making the reasonable assumption that v1scous 

dissipation is negligible, the fundamental equations are: 

where 

Jnd 

Nu 

Pr 

R a 

o; 

\) 

on ae z DT = Ra Pr aY + Pr V n 

oe = vze .. I DT 

n = lau _ av1 = _ q ?. q: 
av ax 

u = a'!' 
a v v = - ~ ax 

at X \ ; b b2 X= b 

wb 2 U = ub v=~ n = -a a a 

'!' = í e = T - Tw !J l ~ 
6T = ·-

a 6T .., 

Ra = (g8h 3 6T)/vo Pr = v/a 

th~rmal conductivity of fl~i d 

Nusselt number 

Prandtl T•umber, v/a 

Rayleigh number, gb 'B 6TJ'..;a 

t!!ermal di ffusi v i tr 

kinetic viscosity 

dimensionless time fF0urier numb~r) . o.t l b' 

1 2) 

(3 1 

14 1 

· s·. 
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---;" 
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d :~ens ionless average heat flux at c~e con wal l , s1~c 

wa ll and bottom wall respectivel y 

di- cn s ionless s tream function 

dimensionless ~orticity 

TJ-.c lniLi a l and boundary conditions are: 
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In view of the complex nature of the problem a numerical soluti on 

appears to be the only practical and feasible approach. 

3 . ~umerical solution of the governing equations 

The coupled transport and energy equations (2) and (3) are quasi­

linear, second-order partia! differential equations of the parabolic 

type and such numerical methods as standard explicit method, alterning 

direction implicit method, Dufort-Frankel method and others may be 

applicable. In this study a two-dimensional alternating direction (A. 

D.I.) procedure is employed and the computational method involved dif­

fers slightly from that discussed in references (5], a detailed account 

will thus be omitted here. 

Severa! different mesh sizes have been used, the choice depending 

largely on the aspect ratio E of the cavity. The mesh size in the Y 

direction ranged from 1/10 to 1/15. In the X direction a mesh size of 

E/20 or E/30 was chos.en . The elliptic equation for the stream function, 

equation (4), was solved by a successive over-relaxation procedure using 

a relaxation factor of 1.8. 
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4. Results and discussion 

The calculated isotherm and streamline fields for Pr ; . 7.3, Ra; 

5 x 10 4 and .Ra ; 3 x 10 5 at four different times steps between the ini­

tial conditions and the quasi-steady state situation are shown in Figs. 

2 and 3. They illustrate respectively the establishment of the first 

and second mode of convection. 

The development of the first mode of convection (Ra ; 5 x 10 4
) is 

depicted in Fig. 2. The resulting flow and isotherm patterns are quite 

similar to those obtained experimentally by Deaver and Eckert (2] and 

numerically by Takeuchi and Cheng (3]. This initial stage of cooling 

is characterized by a pure conduction heat transfer as indicated by the 

isotherms of Fig. 2a. Due to the symmetry with respect to the vertical 

plane Y ; O, a pair of counterrotating vortices is formed. Fig. 2a 

only shows the right clockwise vortex. As the cooling progresses, the 

vortex gradually increases its strength (Fig. 2b). The convective 

motion progressively stratifies the core region and the isotherm con­

figuration becomes closely spaced near the top wall but sparely spaced 

near the bottom one, indicating respectively large and poor heat trans­

fer on those boundaries (Fig. 2c). Fig. 2d shows the stabilized pattern 

of streamlines and isotherms corresponding to the quasi-steady state 

situation. The vortex center has moved close to the lateral boundary 

and its strength has decreased to some extent. 

The development of the second mode of convection (Ra ; 3 x 10 5 ) 

is illustrated in Fig. 3. At the initial stage of the coolin'g, the 

temperature and flow fields are quite similar to those observed for 

the first mode of convection. This is shown in Fig. 3a, where a pair 

of counterrotating vortices develops. However, due to the higher Ray­

leign number involved in the present case, there is a strong tendency 

for the vortex center to move very close to the side boundary (Fig. 3b). 

The velocity profile tends to be of the boundary layer type, while the 

fluid in the upper central region of the cavity becomes almost stagnant. 

Furthermore, the fluid in this region is unstable because of the top 

heavy situation resulting from the particular temperature field prevai­

ling near the top wall. T~e induced density field combined to the 

existing flow moúon .gives rise to an additional pair of secondary vor­

tices symmetrically located on the axis of symmetry, near the upper 
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Fig. 2 - Trans.ient streamline and isotherm fields for Pr = 7.3. 

Ra = 5 x 10
4 

and E 2 at various time T. The centerline and 
walls have value o/ 

(a) o/""' 

(c) o/,..., 

.33 

9.8 

O. The values of o/.,..., and Llo/ are: 

.033 

.98 

(b) o/.,.., 

(d) o/mo, 

6.9 

9.0 

L\ o/ 

L\ o/ 

.69 

.90 

boundary (Fig. 3b). The occurrence of this secondary motion presents 

some simi larity with the start of the inversion process studied in [6] 

for the case of wa ter coo l ed through 4 °(. Wi th ti me progression the 

additional vortex pair increases its st rength as it may be seen by com­

paring Figs. 3b and 3c. The quasi-steady state situation is depicted 

in Fig. 3d in which the secondary vortex has reached its equilibrium 

intensity. Tt results from this parcitular flow pattern that the 

relatively cold fluid penetrates the core region not only from the 

bottom but also from the top of the cavity. 
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T • 0,040 T • 0,080 

(a) (b) 

T•O,IOO T • 0,361 

(c) (d) 

Fig. 3 - Transient streamline and isotherm fields for Pr : 7.3, 

Ra: 3 x 10 5 andE: 2 at various times T •. The center1ine 

and walls have va1ue '!' : O. The va 1ues of '~'max, '!'""" and 

(:;'!' are: 

(a) '~'mex 19.0 , (:;'!': 1.90 ; (b) '!'.,.,..: 17 .0, '!'mln: -0.2, 

(:;'!': 1.72 .(c) '!'max: 17.0, '!'mln: -2.2 (:;'!' : 1.87 

(d) 'l'max 16.0 , '!'min : -9.7 , (:;'!': 2.57. 

The relationship between 6/6* and Ra for three different aspect 

ratios E is pre sented on Fig. 4. The ratio 6;6• is a measure of the 

relative importance of heat transfer by conv ection as compared to that 

by conduc t ion. Thus, for 6/6* : 1, heat transfer results from pure con ­

duction only. For a given 6/ã* , the importance of the unstable zone 

1ocated near the top wa11 is amplified when the aspect ratio is decrea­

sed. The criticai values of 6;6• at which the second mode of convection 

occurs are identified on the graph for each curve plotted. It is seen 
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that the criticai value S/S* .63 correspondi ng to the smallest aspect 

ratio is the largest. This result i ndica tes that the occurrence of the 

second mode of convection is strongly related to the unstabi l ity zone. 

" lq, 

~ 
0.5 

Pr = 0.73 
Pr = 73 
Pr = 73 

E=l E=2 E=4 
0 

" a 
$ 

0~7.-l_ __ L_~~--~--L-~LL,~~--L-~LS.-~--L-~LL..-~--L-~~~o· 
R a 

Fi ~ . 4 - Re1ationship between S/8* and Ra for E 1 , 2 and 4. 

S. Conclusion 

The natural convection of a fluid contained in a rectangu1er ca­

vity, the wall of which is maintained at a t emperature decreasing ata 

constant rate, ha s being study numerically for Prandtl numbers Pr = .73, 

7 .3 and 73 ., aspect ratio of the cavity E= 1, 2 and 4 a range of Ray ­

l e igh numbers Ra = !0 2 
- 10 8

. The results obtained in the pres ent study 

may be summari:ed as folloKs: 

i) A quasi-steady state regime is reached from initial conditions 

where the f1uid i s at rest and at a uniform temperature. The 

transient so 1ution i s cha r actcri:ed at the initial sta•e b~ pur e 

conduct ion. Subseouen t 1 y a c.lc,·p I opni ng re.imc occurs Khere mot i on 

is set up i nside the cavitv. At a suffi cientl )· lar gC' ti:ne, \·elo­

cit ies, flow pattern and temperature di fferenccs betlfeen the fluid 

and the wall tcnd to becomc cons t ant with time. 
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ii) Depending mainly on Rayleigh number, two distinct modes of convec­

tion may deiielop inside the cavity. In the first mode, occurring 

a t relativel y low Rayleigh numbers, the flow field is characteri-

zed by a single pair of counterrot~ ing vortices. For Raylei gh 

numbers beyond a criticai value, a se~nd mode appears in which an 

additional pair of counterr ot ating vortices , located near the top 

boundary is superposed to the basic flow of the f irst mode . 
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SUMARIO 

En este trabajo se presenta un inserto tipo bandera p~ 

ra activar la convecciõn en tubos. Se discute el incremento 

que el inserto produce en la capacidad de transferencia de -

calor y en las caídas de presión en régimen turbulento, obt~ 

nidas experimentalmente en un tubo típico de intércambio té~ 

mico. Se incluyen algunas características de las vibraciones 

producidas por el inserto y se proponen ideas para en el fu­

turo desarrollar ecuaciones de diseno. 

SUMMARY 

A turbulence - promoting insert, shaped and operated -

as a flag in the wind, is proposed herein to enhance convec! 

ion in heat transfer tubes. The increase in heat transfer 

and pressure drop rates is discussed when the flow is turbul 

ent. Experiments were performed in a typical heat exchanger 

tube. Some characteristics of the vibration associated with 

the insert are presented and preliminary ideas for the devel 

opment of design equations are proposed. 
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ture equal to that of the cooled surface ..... 

2. Mathematical Fbrmulation of the ProBlem 

It is assumed, a priori, that the channel aspect ratio is large and 

its width is several times the magnitude of its height so that the lat­

eral si de effect!': are negli,gible \Wlen a longitudinal section, far re­

l!Pved fran the vertical bounding sides, is taken. For JIDderate temper­

ature gradie~cs cne problan reduces to a two-dimensional one . 

The flow is assumed steady, laminar,incompressible and no internal 

heat generation exists . Fbr the low yelocity flow.s considered, viscous 

dissipation is negligible. Fluid properties are assumed constant exce­

pt density variations with temperature considered significant only in the 

buoyancy term. The governing equations referred to the rectangular 

Cartesian coordinates, (X,Y), are: Continuity Equation: 

au + ~v = 0 c1) 
ãX ?JY 

Momentum equations in X- and Y- directions respectively are:-

uau vau aP ~- . 
~ + ~ = - P ax + vv-u + gB(T-Tc) S1n a 

m 

uav vav = _ ~ + vv2v _ gB(T-T ) Cos a -ax + aY p
111

aY c 

Energy equation: 

UaT + VaT 
ax ay 

Boussinesq approximation: 

p = p
111 

{1 - B(T-Tc)} 

ÀV~ 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

\Wlere U, V are the respective local fluid velocity componencs in the X­

andY- directions, P the local pressure, T the local temperature, Tc the 

cold 1vall temperature, v the kinematic viscosity, À the thermal diffus­

ivity, g the gravitational acceleration, B the thermal coefficient of 

expansion, a0 the angle of inclination to the horiwntal and p and p
111 

the local and mean densities respectively of the fluid. The boundary 

conditions are:-

a) At X= O, O < Y < b, 

b) At X = ~' O < Y < b, 

c) At Y =O, O < X< ~ 

U = 1:.\n; T = Tc; V= 0 

aT _ au _ av _ 0 ax- ãX- ãX-

T = Tc; U = V = O (No-slip condition at wall) 

d) At Y = b, O < X < ~ 
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T = Th; U = V=ú (No-slip condition at wall) where bis the channel 

height, ~ the length of channel, Th the hot wall taq:>erature and Un the 

rrean fluid velocity. 

The pressure gradient terns ·are eliminated between the rrarenturn equa­

tions ( 2) and (3) by cross-partial differentiation. Non-dii!Ensionalizing 

the resul ting vortici ty and energy transport equations follcming Mori and 

Uchida [6)gives the following non-diliEnsional forns of the vorticity and 

energy transport equations respectively. 

uaw + vaw 1 2 Gr a0 . a0 
ax ay fie 'í1 w- ~(ãY SJ.n a + ax Cos a) (6) 

ua0 va0 --+--ax ay (7) 

where the lower case letters, u,v,x,y, represent the non-dirrensional val­

ues of U,V,X,Y respectively, 0 the non-dii!Ensional temperature difference and 

w the vorcity function. Re =~is the Reynolds humber, Gr = Sg(Th-Tc)b 3 

v v2 
the Grashof nmiler, Pr = I the Prandtl number. The vortici ty function, w 

is linked with the stream function, o/ through the Poisson equation, 

w = - 'í12o/ (8) 

while the non-dii!Ensional velocity components, u,v, are given by, 
u = ao/. ao/ 

ay• v = - ax . 

The norrnalized boundary conditions are:­

a) At x = 0, 0 < y < 1 

b) At x = ~· o < y < 1 

c) At y O, O < X < 

u = 1.0; 0 =v o. 

(d) At y 

o/ 

1, O < X 

o/ u = v = 0c = o 

w = (av - au) 1 o 
ax ay 

u =v= o 
w = ( (lv - au) 1 o ax ay 

The vorticity and energy transport equations (6) and (7) respectively 

are discretized following Dennis [7} and the resulting finite-difference 

equations solved using Gauss-Seidel iterative procedure. Since the can­

putational procedure for numerical deterrrdnation of the boundary vorticity 

and nllliErical solution of a set of finite-difference equations are well 

discussed elsewhere [1, 2] , details of nUI!Erical solution including 

finite-difference approximations are omitted here for the sake of brevity. 

In the nUI!Erical camputation, the prescribed error for all dependent 

variables is 



E = E I 
i,j 
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<P~k+1)_4>~k~l < 
1,j 1,J 

10-3 

wbere <P. . is a durrrny variable at any guide point (i, j) and k is the 
1,J 

iteration counter. 

3, Flow and Heat Transfer Results 

The local and rrean flow and heat tr~msfer coefficients are ~uted 

fran the flowing expressions respectively. 

f = 2 
·x Re 

Nux 

Clulwall· 
()y ' 

ael a11· - w ' ay 

f =!_!X, 
m ~ o~dx 

Nu=1 }CL 
m ~ 1

oNÍlx dx 

where fx, Nux are the local friction factor and Nusselt nurriler respect­

i vely and fm, Num their corresponding rrean values obtained · by Trapezoid­

al Rule. The rrean Stanton nurriler is St = Nu m m 
RePr 

Since three independent non-dirrensional parameters are invol ved 

in the present problem, a C011Jlete parametric study is not prachcal, 

hence only representative cases for air (Pr = 0 , 73) are given to illus­

trate the inclination angle or body-force orientation effects . 

4 . Discussion of Nurrerical Resul ts 

Using Ar as parameter, the variations of the mean Nusselt and Stan­

ton nurrilers and friction factor viith channel orientation are presented in 

figures 2, 3, and 4 respecti vely . Of particular interest, is the varia­

tion of the mean Nusselt nurnber with the angle of inclination . A nurriler 

of iiqlortant observations can be made in fig . 2. At a = 15°, the mean 

Nussel t nurriler is the sarne for all non-vanishing Archimedes nurrilers. Be­

tween a= 300 and a= 60°, there is a critical angle at which the mean 

Nussel t nurnber is a maxinrum for a gi ven Ar. This maximum varies proport­

ionately with Ar while the corresponding critical angle increases with 

decreasing Ar. For a gi ven Ar, this variation of the mean Nusselt nurnber 

with a is similar to that obtained by Ozoe et ai. [5] for the variation of 

the mean Nusselt number with the angle of inclination for natural convec­

tion in a square channel heated isothennally fran below and similarly 

cooled fran above. 

It is recognised that Archimedes number can very in two ways, Re can 

be kept constant while Gr is varied and vice-versa. Therefore the mean 

Nusselt nurriler and friction factor are each bound to vary in two ways . Fi~· 

5 and 6 show the plots of Num vs and fm vs Ar respecti vely for the two 

medes of variation of Ar for a nurnber of channel orientations, A criti-
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cal Archilredes nllliDer exists for a gi ven inclination at which the l!Ean 

Nusselt nllliDer assurres a single value . The salTE is true for the l!Ean 

friction factor. ln both cases_, this critical Archilredes nllliDer = 0.5 

and remains so for all inclinations, but the unique values of Num and fm 

depend on theinclinations o This is a very significant finding sinc.e it 

assures that at this critical Archilredes number, there are single l!Ean 

values of Nu and f associated with a given a. 

5 0 Applications 

One application that readily cares to mind is in the design of flat­

plate Solar collectors where the hot plate is heated by Solar Energy and 

the heat generated is convected away by forced flow for various uses , 

For instance if air is the l!Edium of convection, the heat convected can 

be used for drying grains o ln view of the changing position of the sun, 

the orientation of such a heat transfer equipl!Ent with respect to the 

gravitational field, becorres an ÍJI'llOrtant factor in predicting the 

position at which heat transfer is a maxi111lill,if any , 

6 o Conclusions 

Practically all conceivable channels are finite in extent so that 

fully developed regil!Es are hard to corre by . The problem is therefore 

basically that of an entrance region and l!Ean values of the heat transfer 

and flow paral!Eters are more representa tive of actual resul ts than those 

obtained for idealised fully developed regimes. ln the light of the 

assumptions made to simplify the mathematical model the following 

conclusions can be made . 

1 o The l!Ean Nussel t number is independent of the non- zero Archimedes 

numbers when the angle of inclination to the horizontal is ~5°. 
2 0 For a given non-zero Archimedes nuri:Jer, the criticai angle at 

which the l!Ean Nussel t nurrber and friction factors are maximum lies 

between 21J0 and 60° o 

3 0 A unique solution to the thermal problem exists for a given inclina­

tion only when the Archimedes number, Ar= 0050 . 

4. The results of Ozoe et al [5] , which have been confirl!Ed experilrent­

ally by the authors, lend support to the validity of the present 

solution and the conclusions arrived at . 
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RESUME 

On étudie la convection mixte dans des conduits rectan 

gulaires inclinés et d ' allongement moyen ã faibles nombresde 

Reynolds. Un courant laminaire pénêtre dans le conduit ayant 

le plafond adiabatique et le plancher alimenté pa r un fluxde 

chaleur constant. D'abord la solution analytioue du problême 

linéarisé est établie;successivement , et ayant recours ã un 

procédé d'iteration numerique, la solution des équation est 

étendue au domain des valeurs plus élevées des nombres deRer 

nolds et de Grashof. 

SUMMARY 

Mixed convectio n at low Reynolds numbers in tiltedrec­

tangular channels of intermediate aspect ratios is dealt~ith. 

A laminar flow enters into an incli ned enclosure whose upper 

plate is adiabatic whereas a constant heat flux is supplied 

to the bottom plate. The analytic solution of the linearised 

problem is first obtained . Subsequently the numerical solu­

tion of the pertinent equations is carried o n bv a computers 

time saving iterative pr ocedure. 
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1. Introduction 

Goal of this paper is to establish an effective numeri­

cal solution procedure for the equations of mixed convection, 

while investigating the characteristics of the slow free and 

forced laminar convection in inclined channels, where heat is 

uniformly given to the fluid at the bottom wall, whereas the 

opposite wall is adiabatic. The flow entcrs at constant tem­

perature with a fully developed velocity profile. 

/ 

Fig.l. Geometry of the problem 

ln Fig .l, n is the vertical direction , pointing up­

ward , • is the tilt angle, ~ is the accelerationofgravity. 

The aspect ratio A is given by D/L . Problems of this kind 

frequently appear in engineering , as , for instance, in solar 

collectors, flows of mal ten materiais, heat exchan11ers [1, 2 ,3). 

A large number of papers deals 1vith one or more aspects of si ­

milar problems, without a sufficient degree of generality as 

far as the range of basic physical and 11eometrical parameters 

is concerned (see, among the others,r4,5 , 6 , 7 , 8,91) . In fact, 

except in cases where simplified solutions can beobtained (low 

aspect r a tio channels [6), boundary layer flows at h i r h Raylei11h 

numbers, Ra ,in cavities [4), expensive numerical experiments 

are usually necessary [10) to explore the influence of each sin 

gle parameter. 

Here, mixed convection at low Reynolds numbers Re , be! 

ween plane parallel walls at intermediate A is considered . 

The velocity and temperature fields are investigated in two 

steps . First the ana l ytic solution to the linearized problem 

for small Re and Ra is obtained . Sub sequentl y the numeri­

cal solution at higher Ra is carried out by takingadvanta11e 
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of the linearized solution as an initial guess and,in sodoing, 

noticeable savings on the computer ' s time are realized. 

Let v , a and B be the kinematic viscosity , the thermal 

diffusivity and the thermai expansion coefficient of thefluid, 

respectively. Let also be À the thermal conductivity,T0 the 

temperature at the entrance, O the mass flow rate and q the 

rate of heat for unit length transferred to the fluid. Then 

Re = Q/v, the Prandtl number is P~ = v/a, and the Grashofnu~ 

ber is G~ = gB liT L3 / v 2
, with liT = qL/À , Ra. = P!tRe. The di­

mensionless pertinent equations in the Oberbeck-Boussinesq aE 
proximation are: 

ljiy(v 2 1ji)x -ljix(V 2 1ji)y = V'lji- G~(ex sin<jl - ey cosq,) (1) 

ljiy ex -ljix ey = V2 e/ p~ (2) 

where ljJ is the s tream function, non dimensional withrespect 

to v e is (T-T 0 )/LIT and x and y are Jimensi.onless 

with respect to L . The following boundary condi.tions hold: 

e c o, y) ex(l,y) = ey(x ,A)=O; ey(x ,O) =-1 

lji(x,O) =ljiy(\ ,0) =ljiy(x,A) =ljixx(O,y) =ljixxx(l,y) =ljix(l ,y)=O ;Iji(x ,,\ )=Re (3) 

lji(O , y) = 6Re!1(y/A) 2
- (y/A) 3

/ 3} 

· ~estandard position of vanishing velocity, temperature anu 

vorticity derivatives along x at the exit was made . 

2 . Analysis 

Before proceedingto the exact numerical inte~ration of 

(1-3) a procedure already successfully applied in (11) ca n be 

extended to obta in analyt ical so lut ions at small R e and Ra.. 

If e(x ,y) and lji(x ,y ) are expanded in double power seriesof 
Re and Ra. 

-l e(x ,y;Re,Ra.)J = t __!_ 
lji(x,y;Re,Ra.) k=o k! 

k rek(x ,y;o,ofJ 
Re(a;aRe)+Ra.(a;aRa.) Lljik(x,y;O ,O) ( 4) 

and (4) is substituted in (1,2,3) an infinite set of linear e 

quations is obtained . In particular, it is immediate to see 

that lji(x,y;O,O) =O, whereas the zeroth arder approximation 

for the temperature difference corresponds to the so lution in 

the case of pure conduction regime : 
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8o(x , y) =S(x ,y;O,O) =L Ak sin(Zk+l)lrrx cosh(Zk+l)lrr(y-A) 
K"O 

and the Ak are determined from the boundary conditions: 

So(x ,y) =e 0 ,x(l,y) =e 0 ,y(x,A) =O; e 0 ,y(x,O) = -1. Of thefirst 

approximation s of the s tr eam function, ~F = a~(x , y;O , O) /oRe 

simply corresponds to the profile at the inlet, whereas ~G 

= a~(x , y;O,O)/aRa is the stream function perturbation induced 

by the buoyancy and is the solution to the Jifferential sys­

tem: 

V'~G = (-sin<P8 0 ,x +cos,P80 ,y)/PJt; ~G(x , O) =~G(x,A) =~G , y(x,O) =~G , y(x,A)= 

~G(O,y) =~G,xx(O,y) = ~G,x(l , y) = ~G,xxx(l,y) =O 

and is expressed by the Papkovich-Fadle series in the Appen­

dix(A.l). 

The first order approximations of the temperature,eF = 

o8(x , y;O,O)/oRe and 8G = oS(x,y;O,O)/oRa ,satisfytheboun~ 

ary value problems: 

\7
2 8F = PJt ~F ,y 80 , x; 8F(O , y) = 8F , x(l , y) ~eF,y(x , O)=eF , y(x,A) 

\7
2 8G = PJt(~G,y 80 ,x -~G,x 80 ,y) ;8G(O,y)=8G ,x(l , y)=8G ,y(x ,0)=8G,y(x ,A)=O 

and can , in principle, be obtained by se paration ofvariables. 

However, due to the cumbersome al12ebra, eF and eG were ob ­

tained, in the present circumstance, by a very s imple finite 

difference procedure . The distributions of 8o , ~G , 8 F , 8 G 

are shown in Fig.2 for an inclination of 45° and A= O.S.~F 

is simply given by strai12ht lines parallel to the walls . At 

this point the solution to the linearized prohlem can be ob­

tained for each set of the basic parameters {A,PJt , Re,Ra , .p}. 

Such a solution shows an excellent a12reement with the exact 

solution of the governing equat ions, provided that Re< l, and 

Ra < 10 4
• However, even at higher values of Re and Ra 

it can used to obtain numerical so lutions in a drasticallyr~ 

duced computer's time. ln fact, when a finite differencesch~ 

me is adopted for (1,2,3) a numerical iterative solutionpro­

cedure requires an initial guess , the closer to the exact s~ 

lution, the better, in order to save computinp time and to 

prevent numerical instabilities which frequently depend on 

the sensitivity of the programme to the initial choice of 
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Fig.Z. Solutions of the linearized equations. 

of the vorticity distribution. ln the full range of parame­

ters considered here, Re.:;. 100, Ra;S_Sxl0 5 , with avariablegnd 

of 21 xZl nodal points, no instability was faced, no needfor 

relaxation parameters was met anda maximum of 900iterations 

was necessary for a convergence criterion of E ;S_l0- 6 , where 

E is the norm evaluated on all the variables. 

3 . Results and conclusions 

The influence of the various parameters on the kinetic 

and thermal fields can be deduced from the figures, wherethe 

most significant results are shown. Fig.3 and 4 refer to a 

horizontal channel. The streamlines distribution (Fip.3) is 

strongly affected by the Reynolds number, larger values ofRe. 

decreasing the intensity of the buoyancy induced vortcxwhich, 

on the contrary, increases with G~ , at given Re. and P~ . 
Higher values of P~ correspond to less sensible effects of 

the buoyancy. The isotherms, reported in Fig . 4 show that, a t 

given P~ and Re. ,the heat transfer process is less effec­

tive at l~rger G~ , due to the more intense recirculation. 

lf Re. increases, the influence of G~ tends to be negli­

gible, and the forced convection prevails. 

A comparison with the pure heat conduction regimeshows 

that both Re. and G~ , to different extent, decrease the 

heat transfer process, from the hot wall to the fluid. Fig.S 
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Streamlines; A :O . S;<P: 90°; 
Top left: Re :l,Gll: l0 4 ,Pll: l.Top ripht:Re:lO, 
Gll :10 4

, Pll :1. Bottom left: Re :1 , Gll :10 5 , PJt:J 
Bottom right: R e: 1, Gll: 10 4

, Pll: S. 

Isotherm s ; A :Q.S, <P :90°;Pll: 1. 
Top l ef t:Re :l,Gll :10 4

, Top right:Re :lO,GJt:l0 4 

Bottom l-ef t: R e : 10, Gll: 10 5 • 

Bottom right: R e: 1, Gll: 10 5
• 

s how s the influence of Pll , for the sarne combinations of R e 

and Gll of Fig.4, with a decrease of heat transfer, in 

icular at larger Re . Fips . 4 , 5,6 s how the influence of 
par~ 

the 

aspect ratio for the horizontal channel, sma ll er A corre ­

sponding to a decreased effect of th e buoyancy at all Re and 

Gll . Increasing values of Re squeeze the region at higher 
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Fig.5. J sot herms A =0.5; 4> =90 ;PIL = S.Top:left Re. =1, 
GIL =lO'·r ght Re. =10 ,GIL= 10'. Bottom:leftRe.=l 
GIL= lOs ~r ght Re. = 10, GIL= lOs . 

Fig .6. A =0.2 , 4> = 90°;PIL = 1. Top:streamlines, left 
R e. = 1 , GIL = 1 O ' ; r i g h t R e. = 1 O , GIL = 1 Os 
Bottom: isotherms, left Re. = 1, GIL= lOs, rip.ht 
Re. = 10, GIL= lOs 

temperature close to the bottom wall. 

Finally , Figs.7 and 8 show the streamlines and the i­

sotherms distributions for channels at 45°. A comparisonwith 

the results in Figs.3 a nd 4 s hows that the recirculatinp. re­

gion close to the top wall decreases in size a nd intensityat 

given Re. anu GIL . Results obtained at 4> = O conf,rm this 

trend, as even for Re. = l,GIL = lOs no vortex appears in the 

field . Al l the results obtained in this parametric r~~earch 

were summarized in the Table, where the maximum value of ~ 

in the field and the bulk temperature at the outlet are re­

ported. 

Two main conclusions can be reached at the end ofthis 

paper. First, a n effective procedure has been establishedfor 

conveniently solving the full Navier-Stokes equations in the 

Oberbeck -Bou ssi nesq approximation, at low Reynolds numbers , 
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Re = l,GJt = 10", right:Re = lO,GJt = 10 4 Bottom 
left:Re = 1, GJt = 10 5 , right:Re = 10, GJt = 10 5 

Table 

R e I PJt <P A l 
1 10 I 

1/lmax ebulk 1/lmax I 
I 

1. 5 76 0 . 092 10 . 0 1 90 o o 5 l 4 . 859 0 . 093 10 . 0 

1.407 0 . 093 10.0 1 4 5o 0 . 5 
3 . 001 0 . 094 10 . 078 

- 0.093 10.0 1 00 0 . 5 
- 0 . 094 10.094 

1.021 0 . 019 10 . 0 5 90° 0 . 5 
2 .os 7 0 . 019 10.0 

1 . 000 0 . 098 10 .o 1 4 5o 0.2 
1.038 0 . 098 10.0 

1.000 0 . 098 10.0 1 90° 0 . 2 
1.07 5 0 . 098 10.0 

100 . 0 at Re = 100 1 45 ° 0 . 5 
100.0 at Re = 100 

I 
' 
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Fig.8. Isotherms: A =0.5, <P = 45°, Plt= l. 
Top left:Re = 1, G!t= lO"; ri!'ht:Re = lO,Git =ln" 
Bottom left:Re = l,Git = 10 5 ; right:Re=lO,G!t=l0 5 

taking advantage of a linearization in terms of Ra .Further 

more the influence of a set of parameters on the flow con­

figuration and on the heat transfer process has been discus­

sed revealing the dominant effect of the Reynolds number at 

the inlet on the buoyancy induced vertical flow. 

Acknowledgement 

The partial support of the Italian National Research Council 

(Technological Committee) is gratefully acknowledged . 

REFERENCES 

[1) Buchberg,H . , Catton,I. and Edwards,D.K . ,"Natural Convec­
tion in Enclosed Spaces . A Review of Application to Solar 
Energy Convection", J .Heat Transfer, vol. 98 (1976) ,pp.l82-
188 

[2) Hearn,G.E. and Booth,F . ,"Flow of Molten Glass Through an 
Open Channel",-º~ss Techn . Vol.l5(1974) ,pp . 81-86 

[3) Ostrach,S . ,"Natural Convection in Enclosures", Adv . Heat 
Transfer,Vol . 8(1972) ,pg . l6l foll. ------

[4) Ayyaswamy , P . and Catton,I.,"The Boundary Layer Regimefor 
Natural Convection in a Differentially Heated,Tilted , Rec 
tangular Cavity" ,J . Heat Transfei_, vol.95 (1973) ,pp. 543-54"S 

[5j Hollands,K.G . T. , Unny,T.E., Raithby,G.D . and Konicek,L . , 
"Free Convective Heat Transfer Across Incl ined Ai r Layers',' 
J.Heat Transfer,vol.98(1976) ,pp . l89-193 



192 
[6] Bejan,A. and Imberger,J. ,"Heat Transfer by Forced andFree 

Convection in a Horizontal Channel withDifferentiallyHeat 
ed Ends", J.Heat Transfer,Vol.l01(1976)pp.41 7 -421 -

(7] Meyer,B .A., ~1itchell,J . W. and El-Wakil , M.M. ," Na tural Con­
vec tion in Moderate Aspect Ratio Enclosures" , J.Heat Tran­
sfer , Vol.l01{1979) ,pp. 655-661 

[8] Chu,H.H . S ., Churchill,S . W. and Patterson , C . V.S:"The Effect 
of Heater Size , Location, Aspect Ratio and Boundary Con­
ditions on Two-Dimensional Laminar Natural Convection in 
Rectangular Channels", J . Heat Transfer, Vol. 98 (1976)pp.l94 
- 201 

[9] Cheng,K.C. and Hwang,G.J.:"Numerical Solution forCombined 
Free and Forced Laminar Convection in Horizontal Rectangu 
lar Channels", ASME Paper n. 68-HT-19 -

[10] Clomburg ,L.A. Jr . ,"Convection in an Enclosure . Source and 
Sink Located Alonga Single Horizontal Boundary", J. Heat 
Transfer,Vol.l00(1978) ,pp.205-211 ----

[11] de Socio,L.M., Misici,L . and Polzonetti,A. ," Natural Con-
vection in Heat Generating Fluids in Cavities",ASI'v'E Paper 
79 -HT-95 

[12)Joseph,D.D. and Sturges,L .,"The Free Surface on a Liquid 
Filling a Trench Heated from its Side" , J.Fluid Mech. ,vol 
69 (1975) ,pp. 565-589 --------

APPENDIX 

Let ~ ; 2(x-!) and n ; 2 (y-!A)/A. Then: 

1jJ (~, n) ; 't Bk cos Bk(~+l)fk(n) + t Rk sin Bk(~+l)gk(n) + [ {~ x 
k;o k;o n; - oo 

00 

x exp(sn VA) +dn exp( - sn~/A)} <PnCn)/sn+ [ {ênexp(snVA)+dn x 
n=-oo 

x exp(-sn ~/A)} ~n(n)/Sn (A .1 ) 

where: Bk; (2k+l)11/4; · Bk ;-A'coscp AkBk/8;Rk ;A'sincp AkBk /8 

and fk(n) and gk(n) are the solutions of the equations: 

2 2 . lt lt 
d'fk(n)/dn' -2BkA d 2 fk(n)/dn " +BkA fk(n); A'coshABkC n- 1) 

fk(± 1) ; dfk(±l)/dn ; o 

d'gk(n)/dn' -2 Bk A2d 2 gk(n)/dn 2 + Bk A' gk(n) 

&k(±l) ; dgk(±l) /dn ; o 

A'sinh A Bk( n- 1) 

wherea s <Pn and ~n are the even and odd eigenfunctions as­

sociated to the eigenvalues of the trascendental equations[l~: 

sin2s; + 2s 
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SU~1MARY 

PUC/ RJ 

The effect of densi ty inversion on two-dimensional laminar nat 

ura l convection heat transfer of cold water enclosed between two hor ­

izontal concentric cylinders is approached by a numerical method. 

This inves tigation is carried out in order to study the inversion of 

flow patterns caused by the maximum density of water at 4°C. Numer ­

ical solutions are obtained for cylindrical enclosure with size para ­

meter A ranging from 2.2 x 106 to 4.3 x 109 , gap ratio B from O. ll to 

0.8. The temperature of the inner cylinder is maintained at Ti= 0°r 

while temperatures of the outer cylinder To are varied from 2 to 12°C. 

RESUME 

L'effet de l'inversion de densité sur le transfert de chaleur par 

convection naturelle laminaire bidimens ionnelle dans l ' eau contenue 

entre deux cylindres concentriques horizontaux est abordé par une 

méthode numérique. La présente investigation est entreprise dans le 

but d'étudier 1 'inversion de l'écoulement causée par la densitP max­

imum de l'eau à 4°C. Les solutions numPriques sont obtenues pour de s 

cavités cylindriques dont lc parametre d'échelle A varie de 

2 .2 x J06à 4.3 x 109 , et dont le rapport de forme varie de 
1 llà O.S. L3 températurP du cyli~dre ;rt;;:-iPttr e~ t ma1nrcnue a 0°C. 
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l . lntroduction 

The steady laminar natural convection in a horizontal concentric 

cylindrical annulus has been studied in the past both analytically and 

experimentally. ln all those investigations, a linear relation between 

fluid density and . its temperature has been assumed, such an assumption 

being acceptable for most fluids. However, in · the case of water near 

its freezing point a linear relationship is not justified . ln fact, 

the density of water reaches a maximum value at 3.980C, thereafter de­

creasing with decreasing temperature. lt results from this nonlinearity 

that convective motion in water behaves in a rather peculiar manner when 

the temperature domain encompasses the 3.989C point, for the density of 

water is maximum at this temperature (1). Since the pioneering works 

of Ede (2) t~e problem of buoyancy induced flows in cold water has been 

studied by many investigators, not only because of their intriguing 

features but also due to the fact that they are a very common occurrence 

in our environment and in many processes in technology. 

The transient behaviour of water, contained in a rigid rectangular 

insulator and cooled from above .to near freezing has been considered by 

Forbes &· Cooper (3) . lt was found that under certain conditions the 

flow was bicellular and as a result the heat transfer occurred primari­

ly by conduction. Vasseur and Robillard (4) have studied the transient 

cooling of water, enclosed in a rectangular cavity with wall temperature 

maintained at 0°C. Supercooling of water contained in an enclosure sub­

jected to convective boundary condition has been investigated by Cheng 

& Takeuchi (5) and Robillard & Vasseur (6) for the case of a circular 

pipe anda rectangular cavity, respectively. All these studies indicate 

that the resulting flow motion is greatly influenced by the presence of 

a maximum density effect, which drives the initial circulation inside 

the cavity and subsequently reverses it. The resulting heat transfer i s 

thus reduced in comparison to a standard situation without maximum den­

sity effect . 

The purpose of this investigation is to study analytically the 

effect of density inversion on the free convective heat transfer of a 

rriass of water cont ained in a horizontal cylindrical annulus whose 

surface temperatures are kept isothermal. The present study is an 
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extension of the experimental work of Seki et a i (7). Numerical studies 

of natural convection inside two horizontal concentric cylinders, in 

thc abscnce of maximum density effect, have been ca~ried out in the past 

by many investigators; that of Kuehn & Goldstein (8) contains a compre­

hensive bibliography. 

2. Problem Formulation 

1 
l 

g 

Fig. 1: Flow geometry and coordinate system 

The problem under consideration is that of t"o-dimensional laminar 

convection of a mass of co l d "ater encloscd bet"een two horizontal con-

centric cyl indcrs (see Fi g. I). l t is assumed that the temperaturc of 

each cylinder is uniform, thc inner cyli nder being colder . llti l i zing 

cylindrical coordinates, l et the angular coordi nate I be measured from 

the upward vertical line, I= O. Thc flow is S)11lmctrical about a ver­

tical plane through the axis of the cy l inder. Accordinglv, attention 

i s confined to the range O .;;;...-n. Al i f!uid properties, except the 
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water den s ity, are taken t o be constant and evaluated at the arithmetic 

mean temperature of the two cylinders. 

The governing equation s for the present problem, using the Oberbeck­

Boussinesq approx imatiQn and neg l ec ting viscous di ssipation and compres­

sibility effects , are then given in nond imensiona l formas: 

Where: 

and: 

ao + l a (WRO) + a c~v) = P v2n 
dT R R 4> r 

+A . a t;'p + cos4> 
S1 n4> ~ R 

ae + l auR0 + ave = v20 dT RdR à$ 

n = - v2'!' 

u il '!' 
R ~ 

T = a t 
L2 

0 = T- T. __ 1 

l'IT 

'!'=!. 
a 

v 

l - a + l ~ v 
- ilR 2 

Pr = V/a 

L= r - r . 
o 1 

R ilR 

a '!' 
dR 

u = uL 
a 

l'IT = T - T. 
o 1 

+l_ 
R2 

A 

B 

n = ~L 
2 

a 

a2 

a 4>2 

gL 3 /a 2 

L/2r. 
1 

Nu loca l Nusselt number 

a t;'p 
à$ 

v v L 
a 

R=!:. 
L 

l'lp = p -p(0) 
p 

RL 

RAL 

T 

i'IT 

dimens ionless radius (r - ri)/(r
0 

- ri) 

Rayl eigh number based on gap width gB(L'IT)(L) 3/va 

water temperature 

T -T. o 1 

(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

( 5) 
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temperature of outer cylinder 

temperature of inner cylinder 

time 

constants (see equation (7)) 

dimension1es s temperature 

kinematic viscosity 

water density 

(p - p(0))/p 

dimension1ess time 

dimension1ess stream function 

dimension1ess vorticitv 

The initia1 and boundary conditions are: 

u =v ='!' = n =o; () =o at T =o 
u =v ='!' =o () =o on the inner cylinder 

u =v =ljl =o () . = 1 on the ou ter cylinder 

au = .lji=Q=o; êl() 
4> =O, ~=v ~=o at TI 

(symmetry lines) 

(6) 

When considering the temperature range O - 20°C, the 

density-temperature re1ationship of water can be approximated by the 

fo1lowing equation with an error of less than one unit at t he 1ast 

digit of the tabulated data of Lando1t-B3urnstein (4): 

Po 
+ 81T + 82T

2 + 8
3
T3 + 8 T

4 
p 4 (7) 

where 

Po 0.9998396 (g cm - 3); 

81 -0.678964520 x 10-4 (1/°C); 

82 0.907294338 x 10-5 (1/°C 2); 

83 -0.964568125 x 10- 7 (I/°C 3); 

84 0.873702983 x 10-9 (1/°C4); 

3. Numerica1 So1ution of the Governing Equations 

The coup l ed transport and energy equations (1) and (2) are quasi-
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linear, second-order partia! differential equations of the parabolic 

type and such numerical methods as standard explicit method, alterning 

direction implicit method, Dufort-Frankel method and others may be 

applicable. ln this study a two-dimensional alternating direction 

(A.D.l.) procedure is employed. 

Severa! different mesh sizes have been used, the choice depending 

largely on the size of the cavity. The mesh size in the r-direction 

ranged from ór = 1/18 to 1/30. ln the ~-direction a mesh size of 

6~ = ~ /18 to ~/30 was chosen. Typical values of the time step were 

0.0001 and 0.0005. 

4. Results and Discussion 

Figs. 

parameter A 

to 5 show typical results obtained for annuli with size 

2.2 x 109 , gap ratio B = 0.8, inside cylinder t emperature 

T. = 0°C and for different outside 
1 

cylinder temperatures T
0 

varying be-

tween 4°C and 12°C. As mentioned earlier the problem under consider-

ation is symmetrica l with respect to a vertical axis and it was found 

advantageous to reproduce computer results on a single graph with the 

flow pattern on the right half of the cavity and the isotherms on the 

left half. 

Fig. 2: lsotherms and stream· 

lines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = 4°C. 
1 o 

Fig. 3: lsotherms and stream­

lines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

Ti = 0°C and T
0 

= 6.5° C. 



Fig. 4: Isotherms and stream-

1ines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = 8°C. 
1 o 

139 

Fig. 5: Isotherms and stream-

1ines for A= 2.2 x 109 , B = 0.8, 

T. = 0°C and T = 12°C. 
1 o 

Fig. 2 shows the f1ow and isotherm patterns obtained for T
0 

= 4°C . 

The f1uid near the outer cy1inder being at 4°C is heavier and is moving 

downward whi1e the re1atively lighter fluid near the inner cylinder is 

moving upward. As a consequence of the symmetry and the continuity , 

the resulting f1uid motion inside the whole cavity consists of two 

counterrotating vortices. Fig.2 on1y shows the right clockwise vortex. 

The resulting velocity profilcs maybe reduced from tho~e figures. The 

distortion of isotherms in Fig. 2 indicates a strong convective motion 

inside the cavity. It is also noticed that the maximum heat transfer, 

indicated by close1y spaced isotherms, is located at the top of the 

cavity for the outer cylinder and at its bottom for the inner one. 

Since in the present case the outer wall temperature corresponds exactly 

to the maximum water density, no inversion effects are present. In fact, 

the f1ow pattern depicted in Fig. 2 is similar in form to the two usual 

thermoconvective cells, symmetrical with respect to the vertical axis, 

that have been described extensively in availab1e lit.erature l3) for the 

case of an ordinary fluid. 

Fig . 3 shows the flow pattern obtained for T
0 

= 6.5°C and it is 

seen that the flow field is now characterized by the presence of two 

counterrotating circulations of approximate1y equal size as indicated 
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by the dividing streamline. This particular streamline corresponds to 

the value ~ = O of the boundary and is l eft unconnected with it by the 

auxiliary computer program used to plot the graphs. The present flow 

pattern is a direct consequence of the maximum density of water at 4°C. 

~The heavy dashed line represents the 4°C isotherm and thus defines the 

region of maximum density. The fluid in the neighborhood of this line 

is heavier and, as a result moves downwards. On the boundaries, the 

fluid is lighter an~moved upwards. The distortion of the isotherm 

patterns in the upper part of the cavity is a result of the intense 

convective motion generated by the clockwise vortex located in this 

regi~n. 

Fig. 4 shows that for T = 8°C two eddies are sti ll present in-
o 

side the cavity as in the case of Fig. 3. However, it can be noticed 

that the eddy near the outer cylinder is now larger, while the one near 

the inner cylinder is smaller. Further, it is seen from the isotherm 

field that the convective motion inside the cavity is still consider­

abfy reduced as compared with the case with T = 4°C. For outside 
o 

cylinder temperature of 12°C, Fig. 5 shows that the inner cell has com-

pletely disappeared and the circulation is now counterclockwise. Fur­

thermore, the local heat transfer in the present case is now maximum at 

the bottom of the outer cylinder and at the top of the inner one. This 

situation is completely opposite to the case described in Fig.'Z. 

ke 

~ 

o__----_ ~U.!!_E_C.QN_Q~~ON 

o o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 
dT ("C) 

~ig. 6: Glob~l Nusselt number ke as a 

function of óT for various values of A. 



201 

Fig. 6 shows the relation between the average Nusselt number Ke 

and 6T (•T0) the temperature difference between the outer and inner 

cylinder . This figure reveals that Ke does not increase monotonously 

from pure conduction value (1.0) at T0 = ooc with increasing 6T as on 

common fluids having a linear density-temperature relationship. ln fact, 

Ke increases monotonously as T0 becomes higher only when a single large 

eddy occupies the major portion of the gap as in the case T0 ~ 40C or 

T0 ;;. rooc. After reaching the peak v alue at 4°C a minimum value of Ke 

is observed at about T0 ~ 7°C. This temperature corresponds to a sit­

uation in which two vortices of approximately equal strength exist in 

the gap . 

5 . Conclusion 

1) The density inversion has an important effect on natural con­

vection heat transfer in the cavity. This is particularly true in case 

where two counter eddies of approximately equal size coexist in the gap. 

2) The presence of a secondary vortex pair, at the top of the 

inner cylinder, has been found numerically to appear for a very limiteà 

range between 6.5° and 7 . 2SOC, for which the Nusselt number was founà 

to be a minimum . 
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SUMMARY 

PUC/ RJ 

A numerical method has been developed to study the thermoconvec c.t . _ 

heat transfer occuring in a rectangular cavity whose boundaries are sub­

jected to a constant rate of decrease in temperature. The problem consi­

dered is basically transient. However, if the coolin~ process is main­

tained long enough, a quasi-steady state is reached for which heat fluxes 

across boundaries and temperature differences between interior points and 

houndaries becomes independent of time. 

RESUME 

Une méthode numérique a été développée dans le but d'étudier le tran 3-

fert de chaleur thermoconvectif survenant dans une cavité carrêe dont 

les frontieres sont assujetties à un décroissement constant de tempér a­

ture. Le probleme considéré est essentiellement transitoire. Cepenáanr , 

si le processus de refroidissement est mai ntenu durant une période de 

temps suffisante, un état quasi-permanent peut être atteint pour lequel 

les flux de chaleur à travers les frontieres et les différences de tempé­

rature entre les points intérieurs et la frontiere deviennent indépen­

dants du temps . 
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1. Introduction 

Natural convection with heat and mass transfer in a cavity whose 

walls are maintained at a uniform temperature which change at a steady 

rate, has received little attention in litterature . Quack [1], using a 

perturbation method, has studied the transient natural convection in 

long horizontal cylinders with a uniform initial fluid temperature and 

a linear variation of wall temperature: However the resulting perturba­

tion solution is valid only for very low Rayleigh number regime (Ra < 

1.5 x 10 3
) which is not important practically. An interferometric 

investigation of convective heat transfer in a horizontal fluid cylin­

der with wall temperature increasing at a uniform rate has been per­

formed by Deaver and Eckert [2]. Although the phenomenon is a transient 

one, a quasi-steady state develops if the heating rate is held constant 

long enough. Thus a correlation equation for Nusselt number in terms 

of Rayleigh number, valid forRa> 5 x 10 5
, was obtained by these au­

thors. More recently the transient natural convection in horizontal 

cylinder with constant cooling rate was approached by a numerical method 

by Takeuchi and Cheng [3]. For quasi-steady state, a generalized corre­

lation equation for Nusselt number valid for Pr ~ 0.7 and Ra ~ 10 7 was 

deve loped. 

The purpose of the present investigation is to study numerically 

the transient two-dimensional l aminar convection and the heat transfer 

occurring in an enclosed rectangular cavity with wall temperature de­

creasing at a constant rate. The cooling process is supposed to be 

maintained long enough so that a quasi-steady state may be approached 

for which local temperature gradients, velocities, and other parameters 

are very nearly independent of time. If thermophysical properties are 

assumed constant, the equations describing this problem are identical 

with those for a fluid with uniform heat sources in a rectanguler cavitv 

whose walls are held at a constant uniform temperature . Thus the re­

sults of this study should apply as well to the uniform heat source 

problem. 

2. Mathematical formulation 

Consider a cavity of width 2b and height h, shown schematically 

in Fig. 1, which c6ntains a newtonian fluid. The aspect ratio of the 
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half cavity is denoted by E = h/b. The fluid is initially motionless 

and at a uniform temperature T, . At time t = O it is assumed that thc 

cavity is subjected to a linear wall temperature decreasing with time as 

Tw = T1 - Ct. The problem is to find the subsequent veloci ties and tem-

peratures as function of time and position inside the cavity and the 

rate of heat transfer across the enclosure as a function of time. A 

final steady state solution, if such exists, would be of particular 

interest. The motion in the fluid will be laminar provided the Rayleigh 

number based on cavity height is less than about 10 8 . 

For natural convection flows with small density changes it i s 

common to make the Boussinesq approximation (4], i.e., to assume that 

the effect of temperature on density is confined to the body force term 

of the momentum equation and that otherwise the thermodynamic and trans­

port propert~;s of the fluid are independent of temperature and pres sure . 

This implies that the fluid is essentially incompressible, and that i:s 

p~~ation of state is: 
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o = Po [ 1 - 6(T - To)] ll ) 

where p, 8 and T denote respectively the density, volumetric expansion 

coefficient and temperature of the fluid, and the subscript denotes some 

reference state. rurther, making the reasonable assumption that v1scous 

dissipation is negligible, the fundamental equations are: 

where 
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d~~en s ionless average heat flux at t~ e ton wall, s1~c 

wall and bottom wall respectively 

d ; -,.nsion l ess s trcam function 

dimens ionless vorticity 

Thc inltial and boundary conditions are: 
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In view of the complex nature of the problem a numerical soluti on 

appears to be the only practical and feasible approach. 

3. ~umerica l so lution of the governing equations 

The coupled transport and energy equations (2) and (3) are quasi­

linear, second-order partia! differential equations of the parabolic 

type and such numerical methods as standard explicit method, alterning 

direction implicit method, Dufort-Frankel me thod and others may be 

appli cab le. In thi s study a two-dimensional alternating direction (A. 

D.I.) procedure is employed and the computational method involved dif­

fer s s lightly from tha t discussed in references (5], a detailed account 
will thus be omitted here. 

Severa! different mesh sizes have been used, the choice depending 

largely on the aspect ratio E of the cavi ty . The mesh size in the Y 

direc tion ranged from 1/ 10 to l / 15. In the X direc tion a mesh size of 

E/20 or E/30 was chos.en. The elliptic equation for the stream function, 

equation (4), was solved by a successive over-relaxation procedure using 

~ relaxation factor of 1 . 8 . 
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4. Results and discussion 

The calculated isotherm and streamline fields for Pr =. 7 . 3, Ra = 

5 x 10" and Ra = 3 x 10 5 at four different times steps between the ini­

tial conditions and the quasi-steady state situation are shown in Figs. 

2 and 3. They illustrate respectively the establishment of the first 

and second mode of convection. 

The development of the first mode of convection (Ra = 5 x lO") is 

depicted in Fig. 2. The resulting flow and isotherm patterns are quite 

similar to those obtained experimentally by Deaver and Eckert [2] and 

numerically by Takeuchi and Cheng [3]. This initial stage of cooling 

is characterized by a pure conduction heat transfer as indicated by the 

isotherms of Fig. 2a. Due to the symmetry with respect to the vertical 

plane Y = O, a pair of counterrotating vortices is formed. Fig. 2a 

only shows the right clockwise vortex. As the cooling progresses, the 

vortex gradually increases its strength (Fig. 2b). The convective 

motion progressively stratifies the core region and the isotherm con­

figuration becomes closely spaced near the top wall but sparely spaced 

near the bottom one, indicating respectively large and poor heat trans­

fer on those boundaries (Fig. 2c). Fig. 2d shows the stabilized pattern 

of streamlines and isotherms corresponding to the quasi-steady state 

situation. The vortex center has moved close to the lateral boundary 

and its strength has decreased to some extent. 

The development of the second mode of convection (Ra = 3 x 10 5 ) 

is illustrated in Fig. 3. At the initial stage of the coolin.g, the 

temperature and flow fields are quite similar to those observed for 

the first mode of convection. This is shown in Fig. 3a, where a pair 

of counterrotating vortices develops. However, dueto the higher Ray­

leign number involved in the present case, there is a strong tendency 

for the vortex center to move very close to the side boundary (Fig. 3b) . 

The velocity profile tends to be of the boundary layer type, while the 

fluid in the upper central region of the cavity becomes almost stagnant. 

Furthermore, the fluid in this region is unstable because of the top 

heavy situation resulting from the particular temperature field prevai­

ling near the top wall. T~e induced density field combined to the 

existing flow moúon .gives rise to an additional pair of secondary vor­

tices symmetrically located on the axis of symmetry, near the upper 
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8•0,005 

T=O,OIO T• 0 ,060 

(a) (b) 

T=O,IIO T=0, 6 11 

(c) (d) 

Fig. 2 - Transient streamline and isotherm ficlds for Pr ~ 7 . 3. 
R a ~ 5 X 10 4 and E 2 at various time T. The centerline and 
walls h ave value '!' o. The va lues of '!'"". and 6'1' are: 

(a) '~'mox .33 6'!' .033 (b) '!'""X 6.9 6'1' .69 
(c) '!'.,... 9.8 6'1' .98 (d) '~'mox 9.0 6'1' .90 

boundary (Fig. 3b) . The occurrence of thi s secondary motion presents 

some simi l ari t y with the s tart of the inversion process s tudied in [6] 

for the case of water coo l ed through 4°(. ll'ith time progression the 

additional vortex pair increases its s trength as it may be seen by com­

paring Fi gs . 3b and 3c. The quasi-steady state situation is depicted 

in Fi g. 3d in which the secondary vortex has reached its equilibrium 

intensity . It r esult s from this parcitular flow pattern that the 

relativel y cold fluid penetrates the core region not only from the 

bottom but also from the top of the cavity. 
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T = 0,040 T = 0,080 

(a) (b) 

T•O,IOO T • 0,361 

(c) (d) 

Fig . 3- Transient streamline and isotherm fields for Pr = 7.3, 

Ra = 3 x 10 5 andE= 2 at various times T. , The centerline 

and walls have value '!' = O. The va1ues of '!'mo,, 'l'min and 

/','!' are: 

(a) '!'me, 19.0 , /','I'= 1.90 ; (b) 'l'ma, = 17 .0, 'l'mln = -0.2, 

[', '!' = 1.72: .(c) '!'me, = 17.0, 'l'mln = -2.2 /','I' = 1.87 

(d) '!'ma, 16.0 , 'l'm;n = -9.7 , /','!' = 2.57. 

The relationship between 6/6* and Ra for three different aspect 

ratios E is presented on Fig. 4. The ratio 6;6• is a measure of the 

re1ative importance of heat transfer by convection as compared to that 

by conduction. Thus, for 6;6• = 1, heat transfer results from pure con ­

duction on1y. For a given 6;6•, the importance of the unstab1e zone 

1ocated near the top wa11 is amp1ified when the aspect ratio is decrea­

sed. The critica1 va1ues of 6;6• at which the second mode of convection 

occurs are identified on the graph for each curve plotted. It is seen 
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that the criticai value ã;ã• .63 corresponding to the smallest aspect 

ratio is the largest. This result indicates that the occurrence of the 

second mode of convection is strongly related to the unstability zone . 

.. 
'<b 

~ 
05 

Pr = 0.73 
Pr ' 73 
Pr = 73 

E'l E'2 E'4 
0 

o a 
& 

0~;''~---L-L~~-J---L~-L=.-J---L_J-L=-~L-_J-J-L~~L__J_J~IO' 
R o 

Fi ~ . 4 - Relationship between 9/B* and Ra for E I, and 4. 

5. Conclusion 

The natural convection of a fluid contained in a rectanguler ca­

vity, the wall of which is maintained at a temperature decreasing at a 

constant rate, has being study numerically for Prandtl numbers Pr = .73, 

7.3 and 73., aspect ratio of the cavity E = 1, 2 and 4 a range of Ray­

leigh numbers Ra = 10
2

- 10 8
. The results obtained in the present study 

may be summari:ed as follo•'s: 

i) A quasi-steady state regime is reached from initial conditions 

where the fluid is at rest and ata uniform temperature. The 

transient solution is characteri:ed at the initial stage bv pure 

conduction. Subseauent I .v a Jc·;<"l 0]1ning regime occurs ''here mo ti on 

is ser up inside the cavity. At a sufficient!1· Jargc ti:ne, velo­

cities, flow pattern and temperature differenccs bet~een the fluid 

and the wall tcnd to becomc constant with time. 
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ii) Depending mainl y on Rayleigh number , two dis t i nc t modes of convec­

t ion may dcve lop i ns ide t he cavi t y. l n t he first mode, occurring 

at relatively low Ray l eigh numbers , t he flow field is characteri-

zed by a sing l e pair of counterrot~ing vorticcs. For Rayleigh 

numbers beyond a criticai value , a second mode appears in which an 

additional pair of counterrotating vortices , located near the top 

boundary is superposed to the basic flow of the first m0de. 
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SUMARIO 

En este trabajo se presenta un inserto tipo bandera p~ 

ra activar la convección en tubos. Se discute el incremento 

que el inserto produce en la capacidad de transferencia de -

calor y en las caídas de presión en régimen turbulento, obt~ 

nidas experimentalmente en un tubo típico de intércambio té~ 

mico. Se incluyen algunas características de las vibraciones 

producidas por el inserto y se proponen ideas para en el fu­

turo desarrollar ecuaciones de diseno. 

SUMMARY 

A turbulence - promoting insert, shaped and operated -

as a flag in the wind , is proposed herein to enhance convec! 

ion in heat transfer tubes . The increase in heat transfer 

and pressure drop rates is discussed when t he flow is turbul 

ent. Experiments were performed in a typical heat exchanger 

tub~. Some characteristics of the vibration associated with 

the insert are presented and prelimi nary ideas for the devel 

opment of design equations are proposed. 
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1. Introducción 

El incremento en la capacidad convectiva de calor y de 

rnasa, en sistemas sornetidos a pulsaciones rnecánicas, ha sido 

vastarnente estudiado en las últimas dos décadas. Los traba­

jos clásicos de Calus y Ricerl1 en ebullición sobre superfi­

cies vibratorias, de Dentr 2 1 en condensación sobre tubos vi­

bratorios y de Lernlich y Levy! 3 1 en sublirnación al aire des­

de cilindros vibratorios indican que los fenómenos convecti­

vos de transporte pueden intensificar su capacidad hasta en 

un ordEn de rnagnitud cuando la capa lírnite se perturba me­

diante pulsaciones. Consistentemente, los fenómenos menos -

estables frente a perturbaciones externas, corno la convec­

ción natural desde cilindros, acusan incrementos de capaci­

dad de hasta 10 veces cuando se les sornete a pulsaciones 

(ver, por ejernplo, r~+-s-61) rnientras que la convección natural desde 

placas verticales exhibe incrementos, debidos a pulsaciones, 

de magnitudes rnuy reducidas r71. Las vibraciones, en todos los 

casos, afectan el proceso de transferencia corno un resultado 

del efecto combinado de la arnplitud y de la frecuencia . Aun­

que l a rnayoría de los trabajos estudiados se refieren a vi­

braciones ajenas al proceso de convección, introducidas al -

sistema vibrando rnecánicarnente la superficie de transrnisión 

de calor o de rnasa, y suelen ser de baja frecuencia y de alta 

arnplitud , hay evidencia experimental de que vibraciones de p~ 

quefia arnplitud y alta frecuencia, corno los campos acústicos, 

aurnentan rnarcadarnente la capacidad convec t ivarS-91. 

Puede explicarse la intensificación de la convección -

corno una perturbación de la cawa lírnite. De este modo, puede 

entenderse que en flujos altamente turbulentos el efecto de -

la vibración es frecuenternente irnperceptiblerlo1 y ocasional­

mente resulta en la reducción de la capacidad convectiva(ll1 . 

De cualqui er modo, el proceso de intensificiación de convec-

ción por rnedio de oscilaciones es sumamente cornplejo y no se 

pretende aquí hacer un análisis de los parárnetros físicos o -

de la naturaleza del proceso. Corno apuntaba Bergles en la di~ 

cusión del artículo de Penney y Jeffersonr61, la región de rna­

yor interés en este fenómeno es donde la convección forzada -

d~bida a las vibraciones es la dominante. 
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En el trabajo presente se discuten algunas caracterí~ 

tica s del fenómeno de int ensificación convectiva en tubos en 

los qu e e l fl ujo int e rior hace vibrar a un oscilador tipo ban 

dera, produciendo una vibración mecánica de más alta frecuen­

cia que l as normales pero de muy baja amplitud. El método pe~ 

mite alcanzar importantes a umen to s en la capacidad convectiva 

hasta en números de Reynolds de 50,000 con pequenos aumentos 

e n el costo del equipo y en la potencia de bombeo. 

2. Objetivos 

El objetivo primordial del trabajo que aquí se repor­

ta es desarrollar un intensificador de convección fo r zada en 

tubos, en r égime n turbul ento, que re s ult e en mínimas caídas -

de presión. Se espera que este intensificador ayude a reducir 

costas de equipo y de bombeo en sis temas de conversión de e­

nergía solar en eléctrica por medias térmicos . Un objetivo s~ 

peditado al anterior es ofrecer a la industria, cambiadores 

de calor económicos . Un aspecto importante de esta investiga­

ción es que dehe compararse la operación del intensificador 

Jesarrollado, en idénticas condiciones de trabajo, con inten· 

sificadores ya conocidos, como los insertos de listón torci­

dos en forma helicoidal y las aletas internas. 

3. Bases Teóricas 

Se establece la capacidad térmica de un cambiador de 

calor, Q, como el producto 

Q = mi Cp (Ti - Te) = mv hfg = U A ~LM (1) 

donde mi se refiere al flujo másico que circula por el inte­

rior del tubo, ent rando a una temperatura Ti y saliendo a Te, 

con un calor específico Cp; en el lado de los tubos ci rcul a 

agua en este caso y se usa vapor sa tura do como medio de ca le~ 

tamiento , de modo que l a capacidad térmica es también el pro­

dueto de l flujo másico de vapor, rnv, por la entalpía de cam­

bio de fase, hfg" El valor de Q es también el producto del -

coeficie nt e g l oba l de transmisión de calor U por e l área ex­

terna de lo s tubos, A, y por la diferencia de temperaturas -

media logarítmica, ~LM . En este caso, la sección de pruebas 



216 

qstá formada por un solo tubo de cobre electrolítico, de 1.44 

x 10- 2m de diárnetro interior, 1 .59 x 1o-2m de diárnetro exte-­

rior y 1.53 rn de longitud efectiva de intercarnbio térmico. El 

tubo dispone de una sección de 1.6 rn de longitud para desarrQ 

llar la capa lírnite antes de entrar a la zona de calentarnien­

to. 

En pruebas preliminares se encontrá que el uso de in­

tensificadores hacía vibrar el tubo. Así, se deben alterar -

tanto el coeficiente de película interno, hi, corno el exter­

no, he, aunque el intensificador solo opere sobre el flujo i~ 

terno. La medida adirnensional de un intensificador será, por 

tanto, U* = U/U 0 donde U se refiere al coeficiente global en 

presencia de un intensificador y U0 se refiere al coeficiente 

global base, para el rnisrno flujo rnásico y para la rnisrna tem­

peratura media del flujo en el tubo, sin intensificador. Al 

caso base sin intensificador se le llarna en este texto "tubo 

liso". 

Se ha enfocado el trabajo a rnaximar Q para valores de 

~i' Ti y A constantes. Los resultados fundarnentales pueden e! 

~rse, como se apunta adelante, como la relación de U vs. 

~e, el número de Reynolds, y ~p, la caída de presión en el t~ 

bo, vs. Re. En todos los casos se utiliza el sistema interna 

cional de unidades. 

4 . Aparato Experimental 

El cambiador de calor usado en los experimentos se -­

muestra en la fig 1, donde se aprecia el tubo exterior, que­

contiene vapor saturado durante las pruebas, desmontado del ~ 

parato. El manómetro de la parte superior se utiliza para ob­

servar la presión del vapor, que se rnantiene constante por m~ 

dio de dos servorreguladores de presión en serie . El aparato 

armado se ilustra en la fig 2, donde tarnbién se aprecian los 

piezórnetros usados para medir la presión en la sección de pru~ 

bas y a través de una placa de orifício que permite determinar 

el flujo másico. En la fig 2, el fluido de trabajo, que es a­

gua, circula de derecha a izquierda. Un tanque mezclador a la 

salida de la secci6n de pruebas homogeneíza la temperatura p~ 

ra ser medida mediante tres terrnopares . La temperatura del a­

gua de entrada, la del vapor y la de distintos puntos sobre 
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Fig 1. Sección de pruebas con la chaqueta de vapor 
desmontada 

la superficie de pruebas también se miden mediante termopares, 

todos de cobre constantãn. Un selector de canales permite ob­

tener las mediciones de temperatura mediante un multímetro di 
g1tal de un solo canal de entrada. Se utiliza una grabadora 

de siete canales para registrar la información obtenida. 

Fig 2. Vista general de la instalación de pruebas 

en el laboratorio de térmica (Ide!, UNAM) 
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En la grabadora se almacena también la sefial de un a-

celerómetro (Br Uel & Kjaer 4328) a través de un preamplifica­

dor del mismo fabricante, provisto de una mesa vibradora pre­

calibrada a 1 g (9.8 1 m/sZ) . La fig 3 permite apreciar la po­

sición de la grabadora, debajo del osciloscopio (HP 1222A); -

la mesa vibradora de referencia se tiene en el primer plano. 

A su derecha se tiene un filtro paso - banda (Kohn - Hite 330 

M) con cuya ayuda se determina la frecuencia fundamental. 

La alimentación de vapor proviene de una caldera de 

225 kW de capacidad de vapor saturado a unos 430°K. El flujo 

de agua se mantiene const ante haciendo la alimentación de s de 

un tanque elevado de presión constante. La temperatur a de a­

gua de entrada se mantiene entre 15 v 20 ° C. 

Fig 3. Equipes para la adquisición de d~tos de prueba 

S. Resultados 

Los resultados experimentales que se prcsentan a con­

tinuación permiten apreciar la intensificación de la convec­

ción producida por los cuatro insertos mostrados en la fig 4 

El primer inserto (bandera) se coloca articulado sobre el pi 
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OSCilADOR TIPO "BANDERA" 

LN~INA PLANA (ALETA INTERNA) 

LNUNA HELICOIDAL 

-
ALN-ffiRE HELICOIDAL 

o 5 10 15 20 22 cm 

Fig 4 . Cuatro insertos intensificadores de convección 

vote, que a su vez se coloca en la sección de pruebas a lo lar 

go de un diámetro. Todos los insertos se fijaron a la entrada 

de la sección de pruebas , aunque el inserto tipo bandera tam­

bién se probó a media sección. La longitud de este inserto fue 

de un décimo de los otros. Los tres insertos convencionales o­

cupan una sép tima parte de la $ección de pruebas . 

u 

s r- v 17.9! ~!. 18,6 •c 
• 14.9 ! Te! 16, ) '"C .. · . . 
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Fig S. Dispersión de U vs Re 
en tubo liso , parava­
rias temperaturas Te 
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Fig 6 . Relación U vs Re con 
intensificador de ban­
dera en el centro y a 
la entrada de la sección 
de pruebas 

Re 
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Se muestra en la fig 5 un resultado típico de la capa­

cidad del aparato de pruebas sin intensificador. La disper­

sión de los resultados es de un 10%, que se debe fundamental 

mente a la dificultad observada en mantener constante la tem 

peratura de entrada del agua a la secci6n de pruebas. Todas 

las pruebas se hicieron con vapor saturado a 125°C del lado 

de la coraza . Este resultado concuerda satisfactoriamente -

con la solución de U, utilizando la ecuación clásica de D e i~ 

sler con un exponente de 0.36 para el coeficiente de v is cosl 

dad adimensional al evaluar hi, y la ecuaci6n de Rohsenow l 1 ~ 

para evaluar he durante la condensación. No se discute en e l 

resto de este artículo la correlación de resultados por de s ­

conocerse aún la forma en que el intensificador de bandera 

afecta al coeficiente externo, además del interno. 

Se presenta en la fig 6 la variación de U cuando se -

usa un intensificador de bandera. Nótese que los r es ult ado s 

cuando la bandera está en el centro (cuadros bl ancos) y cua~ 

do está a la entrada de la secci6n de pruebas (cuadros neg- - ­

ro~ son muy parecid?s· Las diferencias observadas en los ex 

tremos de la gráfica parecen deberse en buena parte a la in­

estabilidad de la temperatura de entrada. 

La influencia de la temperatura de entrada se aprecia 

claramente en la fig 7. Este resultado parece indicar que la 

u 
kW 
m2 oc 

O' O C0 
h o 

c9 o 
. o 

o o 
00 

o. 11,9 Te a.a •c 
o 16. 7 -r. 11.1 •c 
O H . l 1"e 16 .4 •c 

. 

20 2S lO )S 40 45 x tol Re 
Fig 7 . Variación deU vs Repara tres temperaturas de 

entrada bien diferenciadas 
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intensificación debida a la bandera es fuertemente amortigu~ 

da cuando l a viscosidad del fluido de trabajo crece. Las fig 

8 y 9 permiten apreciar los efectos de los intensificadores 

estudiados, en cuanto a la . transmisi6n de calor y las caídas 

de presi6n . Es in t eresante observar que l a bandera produce la 

intensificaciõn más marcada en cuanto al coeficiente global U 

exhi bi endo, además, l a pendiente más alta de las curvas en la 

fi g 8 . Cerrc s pon die nt emente, la caída de presi6n debida a la 

bande r ::t cs Nf nima. 

u 

Fi g 8. Cinco casos deU vs Re Fig 9. Relaci6n de àp vs Re p~ 
ra las pruebas de la -
fig 8 

Obsérvese que, por ejemplo, paraRe = 45,000, U*= 1.34 

con bandera y U*= 1 .20 con el alambre he licoidal a manera de­

inserto , mientras que las correspondientes caídas de presiõn 

adimensionalizadas son 1 . 16 y 3.45 respectivamente. Dado que 

s e busca maximar U* minimando àp, el inserto tipo bandera es 

cl aramente la mejor opción de l a s estudiadas. 

Otra aparente ventaja de l inserto tipo bandera es que 
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su costo de materiales es mínimo. Suponiendo que esta técnica 

~ intensificaci6n se adoptara en forma masiva, el costo del 

inserto sería aproximadamente igual al costo del material con 

el que se fabrica. En este caso, el peso del material del in­

serto tipo bandera fue aproximadamente de una vigésima de los 

otros tres. Desde luego, falta por determinar la posible fati 

ga de ese inserto y su mejor forma de instalaci6n . 

6. Algunas características de la vibraci6n 
Una serie de prucbas preliminares permiti6 encontrar -

que, en el aparato de pruebas de interés aquí, la frecuencia 

de las vibraciones era constante y se conservaba en unos 900 

cps independientemente del flujo másico y de la temperatura. 

La fig 10 indica que la "naturaleza" de las vibraciones es 
constante con y sin inserto tipo bandera, aunque la presen­

cia del inserto aumenta la amplitud. La aceleraci6n máxima -

obtenida, a números de Reynolds mayores a 50,000, como se 

presenta en la tabla 1, es del orden de 1 . 7m/sZ, que resulta 

en velocidades de oscilaci6n y en amplitudes muy reducidas. 

a 

(m/s2) 

o 

-1 

o 

-1 

·~ 

( 

TIJBO LISO 

-tiempo 

HJ 20x1o-\ 

CON INSER1D TIPO BA.'ITERA 

tiempo 

Fig 10 . Aceleraci6n en la direcci6n radial del tubo de 

prueba, con y sin inserto tipo bandera 

Con la definici6n dada por, entre.otros, Penney y Jef­
ferson !G1, para el ''número de Reynolds vibracional" (Re ) , tal que 

v -
Rev ~ v di/v, donde v es la velocidad media de desplazamiento 
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en la dirección radial, di es el diámetro interior del tubo y 
v es la viscosidad cinemática se construye la tabla 1, para­

una prueba típica. Se puede observar que Rev crece exponen­

cialmente con Re: sin embaruo . los valores deU* permaneceu~ 
proximadamente constantes, alrededor de 1. 35. 

Tabla 1. Algunas características de la vibración 

a v d 
R e (m/ s 2) (m/s) (m) U* Rell 

51 768 1. 67 2.32x10 -4 6.44x 10- 8 1. 38 4 . 21 
49 15 5 1 . 28 1. 7 8 4.94 1. 37 3.23 

46 235 0.78 1. 08 3.00 1. 37 1 . 96 

41 995 0.392 0.544 " 1 . 51 1 . 31 0.987 

36 030 o. 196 0 . 272 " 0.756 1. 29 0.493 
27 414 0.098 0.136 " 0.378 1 . 34 0.247 

En la tabla anterior se incluye el desplazamiento radial 

del tubo (d) sujeto a la aceleración radial (a). 

7. Conclusiones 

En el trabajo experimental reportado, realizado en un -

tubo de características similares a las de un cambiador de ca 

lar convencional, se encuentra que un pequeno inserto, artic~ 

lado en el extremo aguas arriba, produce incrementos conside ­

r ables en la capacidad de transmi s i6n de calor en régimen tu~ 

bulento (25 000 2 Re < 50 000) con un au~e nto despreciable en 

la caída de presión. La conven ienc i a de este ti po de inse rtos 

es, desde estas puntos de vista, ma yor que 1~ de otros inser ­

tos más comunes como las aletas internas y los listones y a ­

lambres torcidos helicoidalmente. La intensificación de la -

transmisi6n de calor, dada por U*, es aproximadamente constan 

te en Repara un inserto de ge ometria fija, lo que indica qu e 

la predicción de su funcionamiento para fines de diseno será 

sencilla. Por otro lado, la pequenez de las amplitudes en las 

oscilaciones permite suponer que el uso del inserto no pondrá 

al tubo en peligro de falla por fatiga mecánica . A las vibra ­
ciones corresponde un muy reducido número de Reynolds vibra­

cional, lo que puede indicar que las vibraciones en sf no son 

un factor importante de los valores deU* alcanzados . La pe ­

quena cantidad de materiales necesaria para hac er el inserto , 
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que en este caso fue de 5 milésimas del material del tubo, in 

dica la economia del método propuesto . 
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SIMILARITY FLOWS BETWEEN A ROTATING AND A STATIONARY DISK 

J.H . Buchmann & R.Y. Qassim 
COPPE/UFRJ 

A distribuição radial de pressão em um fluido contido 

entre um disco estacionário coaxial com um disco girando é 
determinado experimentalmente para diferentes distâncias en 

tre os discos. Os resultados obtidos demonstram que escoame~ 

to de escoamento só ocorre para pequenos e grandes valores 

desta distância . No primeiro caso, o escoamento longe do di~ 

co estacionário apresenta-se de acordo com aquele sugerido 

por Batchelor, enquanto no segundo caso o fluxo passa a ser 

concordante com a hipótese de Stewartson. 

The radial distribution of fluid pressure on a station 

ary disk coaxial with a rotating disk is determined exper~ 

mentally for various inter-disc spacings. The results show 

that similarity flows are only possible for both small and 

large values of this distance . ln the former case, the flow 

faraway from the stationary disk appears to be that su& 

gested by Batchelor, while in the latter case,the flow turns 

out to be in accordance wi th the assump(tion of Ste1vartson. 
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1. Introduction 

The flow of an incompressible Newtonian fluid b~ 

tweeq two coaxial disks, one of which is rotating and the 

other Stationary, is of interest not only from an applic~ 

tions point of view, but also due to the fact that exact s~ 

lutions of the Navier-Stokes equations can be obtained for 

any Reynolds number through the application of the Von Kármán 

similarity transformation. It is therefore not surpr1s1ng 

that this problem has attracted a lot of attention in the 

way of theoretical _ analysis. An important feature of the th~ 

ory is the multipli~ity of solutions at high Reynolds nu~ 

bers. In particular, for very large values of the Reynolds 

number, two flows have been found possible. In the first, 

orginally postulate.d by Batchelor [1], there is a bourdary lar_ 

er on each disk and the fluid in between rotates at an ang~ 

lar velocity less than that of the rotating disk . ln the ot~ 

er flow, first suggested by Stewartson [2], the fluid be 

tween the bourdary layers is in purely axial motion . 

2. Theoretical Considerations 

Consider the laminar flow of an incompressible Ne! 

tonian fluid between two coaxial circular disks of infinite 

radius, the disks lying in the planes z =O and z = d . Let 

the former disk be . stationary and let the the latter rotate 

with a constant angular speed n. Assuming azimuthal symmetry, 

the Navier - Stokes equations in cylindrical coordinates may 

be written in dimensionless form as 

a (ru) + ~ (rw) = o (1) 
ar az 

2 2 (2) 
u au + w au _ ~ = _ ª-E_ + _I_ (au + ~) +~ 

ar az r ar ar ar r az 2 

u av + w av + uv = _I_ (av + ~) a 2v (:'i :· 
+ --

ar az r ar ar r az 2 
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J W dw 

Jr a z 

rhe bc undarv ccnditions to be satisfied are 

o. u = v = w o 

Z = 1. u = w =O, v= Rr 

" h e r e R _ .ld 2 is the Reynolds number of this problem. 

Apply ing the von Kármán similarity transtormation 

u .!.rf'( z),v 
2 

r g (z), w = f ( ~ ) 

í 4 j 

( 5 i 

( () l 

(7) 

the continuity equations (1) is identically s~!isfied , and 

eliminating the pressure between equations (2) and {4), we 

obtain 

f lV - ff - 4 gg o (8) 

. 
fg f g - g o (9) 

Wlth the boundary conditions 

f {O) f (o) g (O) = ü tlO) 

f (l ) = f (l J u ,g(l ) =R ( H ) 

Jt is e asy to snow that the pressure must be of the from 

p 

wh1ch fo r - O reduces to 

p ~ 13 J 



1 
ii! 
"l 
l l 

•• 

' r 

1 -. 

228 

From equation (12), we see that C 1 O imples that the 

flow between the two disks rotates like a rigid body ' as 

Batchelor predicted [1]. On the other hand, if C~ O then we 

conclude that the fluid between the disks is in purely axial 

flow as suggested by Stewartson [2]. Thus, the radial distrl 

bui tion of pressure at the stationary disk serves to t,:~-!. 

cate whether the fluid between the two disks is in Batchelor 

like or in Stewartson-type flow or is indeed neither. 

3. Experimental 

Experiments were performed in a. •. configurat.ion of two 
horizontal disks, 11.5 cm in di ame ter, à;:d bounded·• Íaterally 

by a stationary cylinder. The distance between the disks was 

varied between 0.5 and 40 cm. The lower disk was rotated at 

speeds in the range 50 - 190 rps . 

. Static pressure measurements were made in the st! 

tionary disk. The pressure taps were at radial positions b~ 

tween z.o and 4.8 cm. Further details of the experimental ar 

rangement und program can be found in Ref. [3]. 

4. Re s ui ts 

For eAch ihter-disk spacing and speed of rotation 

of the lower disk, the measured values of pr e ssure we re fi! 

ted as a quadratic function of the radial distance a~ su& 

gesred by equation (13). As the fit was not satisfactory, a 

linear term was add ed to g i ve the form 

p 2 a 0 + a 1 r + a 2 r ( l t. ) 

the resulting fit being a great improvement on that without 

the linear term. Needless to say, the coefficients a 0 ,a 1 ,a~d 

a 2 are functions of d and n. As seen in Section 3, f or the 

von K~rm~n similarity transformation to hold, a 1 ~ O. A close 

examination of our data shows that a 1 ~O for two cases: 

d-O, and d- ""• Furthermore, in the latter. case";.l2-o. 
Ty~ical variation of a 1 and a 2 with d are show in Figures 1 

and 2 respectively. 



Our resul ts show that for very small inter-disk spa~ 

:_?s, the fluid between the disks may well be in Batchelér­

- :ke flow. lhis is to be expected, since the influenceof the 

··tating disk is largc in this case and can cause the fluid 

t~ rotatc as a rigid body. On the other hard, for very large 

intcr-di sk spaci ngs, the flow bctwcen thc disks appears to 

bc Stewartson-typc and this ;~lso i ~ not surpr ising as the i::_ 

fluence of the rotating di sk is thcn minimal. For intcrmedia 

te intcr-disk spac in gs, si milarit y flow does not appear po~ 

This trend is not sh01vn by thc expe riment a l result s 

of Nguy e n et al [4], notwith standing the fact that their ro 

tati onal spceds and intcr-di sk spacings are such that thc 

Reynold s numbcr lics in thc range O - 5000, whilc wc have 

much highcr I<cynolds numbcr s duc to t.hc large inter-Llisk 

spacing s we use d. 1"hcir data are in ag~ecmcn t with ~tchclofs 

pre d i ct ion in the range O 5 R ~ 2000. They do not detect any 

Stewartson-type flow. Furthermore, t hey do not find any lin 

ca r tcrm in thc radial distance; i - e, a 1 = O. 

Nguye n et al [4] do not. accept the reasoning that 

: large intcr -disk spacings thc flow shou ld bc Stcwartson­

··.·c, beca use thc argumcnt invokcs disks of finite radiu ~; . 

find this questionablc. ln so far as the flow bctwc<:n :~ ;JY 

::--:o gi vcn d ·i sks is conccrncd, thc cdgc cffcc t due to the ! ; 

11 i tcncs s of thc disks is locali zcd ncar thc pcriphcry [sJ ar. .. l 

hence thc fluid away from the discs'pcríphery 'secs' an in f_~ 

,; i te d is c. Thus , we be 1 ieve i t reasonab 1 c to cxr-ect Stewartso:;­

t ;pe flow for largo valucs of intcr-disk s pacing. Similarly , 

·~ :ltc hclor-likc flow is t e bc expec ted for small disk scpar n 

"; ~ jr_ :--~s . As st:-t t e d ~dH)ve, this is born~ c ut hy our Ja~a. 
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SUMÃRIO 

Analisa-se aq ui o problema de condução de calor em uma 

pl aca pl ana submetida a uma ge raçi o interna de calor nio-uni 

form e , com um a de suas bordas re sfr iada s por convecção, e n 

qu ant o parte da horda oposta a e sta 6 submetida a um fluxo 

de ca lor. O restante desta, assim co~~ as outras du as bor 

das , estio perfeit ament e isolada s . O problema ~ re so lvido 

pelo m6todo de diferenças finitas e os resultados são anali 

sados em função do módulo de Biot, parâmetros geométricos da 

placa, a relação entre geração interna e fluxo de calor e o 

per fi l da di st ribu iç ão da geração interna. 

SUMMARY 

Th e conductive heat tr ansfer 1n a re c tangular plate 

with nonuniform internal hea t generation, with one end 

conve ct ive ly coo l ed and a part of the opposi te end subjected 

to ex terna! heat flux is considered. The remaining part of 

thi s end as well as the other two sides are thermally 

in sulated. The governing differential equation is solved by 

a fin ite difference scheme. The variation of the thermal 

re sis tan ce with Biot modulus, the plate geometry, th e 

int ernal heat generation paramet er and the type of profile 

of internal heat gene ration is discussed. 
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l. Introduction 

During the thermal design and analysis of satellites, 

when the object is to keep the temperature of the various 

electronic components below the maximum operating tempera­

ture, a knowledge of the equivalent thermal resistance of 

the mounting plates of electronic banks 1s essential. Some-

times. the mounting plates may be convectively éooled by a 

fluid. Here we analyze the problem of a thin rectangular 

plate, with a portion of one side in contact with an external 

wall, receiving a specific flux, the opposite side being 

convectively cooled by a fluid at a constant temperature. 

The remaining sides are insulated. It is also assumed that 

heat dissipation of the electronic components can be reprc­

scnted as a nonuniform internal heat generation\ 

geometry is shown in figure I. 1 

y t h ,T, 

~l ' b % 
' ~ ' ' ~ ' ' qv (x,y) ' 

~~ ' 
~ ~ 
~ ..,..__ a ----+ k ~ 
i ..... .......... X 

1.t!ll.t!!1 ~ 
:-..'\.'\.'\,'\.'\.'\,'\.'\: :-..'\.'\.'\.'\.'\.~ 

q (x) 

Fig. 1. The geometric configuration 

The 

Oliveira and Forslund [l], considered a problem of 

similar geometry with constant cxternal heat flux and with 

no internal heat generation. Schneider, Yovanovich and Cane 

[2], extended the sarne problem to thc case of nonuniform 

heat flux, but with no internal heat generation. Thcy 

considered three different profiles for the external heat 

flux and concluded that the nature of this profile has no 

influence on the thermal resistance. Venkataraman, Oliveira 

Filho and Cardoso [3] extended this problem to include 

constant internal heat generation and obtaincd the solution 

analytically. In this case also, the thermal resistance 

was found to be insensitive to the nature of thc external 
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heat flux profil e . The object of this work i s to extend the 

work of reference [3] to include nonuni fo rm internal heat 

generation. The governing differential equation is solved 

by a finite diffe rence scheme . The accuracy chec k is made 

by compa ring with the exac t solution for the case of const ant 

heat generation [3]. Following this, three different types 

of profiles are ass umed for the internal heat ge ne ration a nd 

their effects on therm a l resist ance are s tudied. The l ast 

profil e a ssumed, simulates clos e ly the situation ar ising i n 

a satellite. Finally, the results for thermal resistance 

a re presented gr aphic a lly as fun c tions of Biot Modulus, 

plate ge ometry , relation of int e rnal heat generation to 

ex tern a l heat flux and the natur e of the profile for the 

internal heat ge ne ration. 

2. Formul a tion 

As shown in figure 1, th e rectangular plate of width b, 

height c and th ermal conductivity k is sub jected to ext erna l 

heat flux per unit time q(x) ov e r the c ont act widt h a. The 

remaining port ion of thi s side as well as the l ate ral sides 

x ; O and x ; b are in s ul a ted. The top side y c is cooled 

convectively by a fluid a t const ant temp e rature Tf and with 

a constant film coeffi cient of hea t tr ansfe r h. The 

nonun iform inter na l hea t generation per unit volume, per 

unit time in denoted by ·Gv(x, y). The ste ady state tempera­

ture T (x, y ) inside the plate is governed by th e two ­

-dimensional Poi ss on eq ua tion: 

+ 

The boundary conditions a re 

y ; o, o ~ X ~ a, 

a ~ X b. 

y c. o ~ X b, 

aT 

ay 

aT 

ay 

aT 

ay 

- Gv (x, y) 

k 

o 

- q (x) 

k 

(11 

( 2) 

h' [T(x. c) - Tf] (4) 
k 
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X ; 0, o ~ y ~ c, aT 
; o (5) 

ax 

X ; b, o ~ y ~ c, aT 
; o (6) 

ax 

Following [ 2], we nondimensionalize cquation (2) usi ng the 

fol1owing nond i rnens i onul vur iab1 es: 

0 ; _x 
b 

n ; _L 

b 
8 ; 

k.t(T- Tf) 

Q + Ov 
(7) 

Where l i s the thic knes s of t he p lu te norma l to th c cr os s ­

- section, Q is the t ota l heat f l ow r a te and Ov is the tot a l 

inte rnal heat gene ra tion rate . Thu s 

Q .t' Laq( x)dx, Qv ' [ !>''· y ) dd y 
c 8) 

Us i ng these nondimensional vuriablcs equations (l) to (6 ) 

becorne 
2 

a 8 

a B 2 
+ a2 8 

an2 

with the houndary condition s : 

n ; O, O ~ B ~ E, 

E $ B $ 1, 

n et , O ~ B $ 1, 

B O, O ~ n ~ et , 

B 1, O ~ n ~ et, 

- qv( B, n)b 2 .t' 

Q + Qv 

~; - g( B)b l 

an Q + Ov 

~;o 
an 

~; - Bi e (B, et ) 
an 

~;o 

as 

~;o 
as 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14 ) 

Whe r e E ; ~ , et ; ~ and Bi ; hkb is the Biot rnodu1 us . Whe n 

the internal generation qy( B, n) is not a constant, the 

soluti on of equa t ion (9) ha s t o be obtained numer i cal l y. At 

this stage i t is necessary t o specify q(B) and qv(B, n). As 

rnent i oned befor e, t he na t ure of the profile of q(B) has no 

inf1uence on t he therma l resistance [ 2, 3 J and hence we 

- --~~-
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take it as equal to a constant q. for qv(B, n) we consider 

the following three profil~s: 

Pro fi l e A: qy(8. n) 

Pro file B: Gv(B, n) 

Profi le C: qv ( B, n) 

GvA Gr, (l 8) (a - n) 

qyll (I - B) e-n 

qvc for thc re gion 8] 

and n 1 

() outside thi s rcgion 

~ 

n ~ 

1:>2 

TJ 2 ' 

(15 ) 

(16) 

(1 7} 

The l ast pro filc hcrc c l oscly simulatcs the condit ions 

arising in satcllitc th crmal ana lysi s, and thc zone of heat 

ge neration is takc n appro ximate ly near thc ccntcr. Wc 

define an internal hcat gcncrat ion paramcter G as 

G = Cfv b (18) 
q 

Qv Whcre qv = is the avcragc interna l hcat generation 
h c .e 

r ate per unit volume . 

The diffe rcntial cqua ti on (9) can bc writtcn in terms 

of thc paramctcr C for cach o f the profiles A, B and C. Th us 

for prof il c A, cqua tion (9) bccomes 

+ -a G 

E + (l G 

Bn (1 - B) (a- 6) 

RA (a) 

JO
I J o" where gA(a) = Bn(l - 8) (a - 8) d8 dn 

and equation (lO) becomc s 

n =O , O~ 8 ~E , 
a e 1 

E + (l G 

(19) 

(20) 

(21) 

Al1 othcr boundary co ndit ions remain t he sarne. Similar 

exp rcssi on s can be writ tcn for thc pro files R and C. The 

nondimensional thcrm al resi s tancc R of the plate is defined as 

R 
k l(i'c - Tf ) 

Q + Gv 
wh e re fc is the a vcragc contac t temperaturc of the lower 

p l a te given by 

[ T( B, O) d íl 

( 2 2) 

(23) 
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Frorn equations (7), (22) and (23), the nonuirnensional 

resistance turns out to be 

R 

J
'e(s,O)dK 

o 
( 2 4) 

Thus the nondirnensional thcrmal rcsistancc is cqual to the 

nondirncnsional avcragc contact tcrnpcraturc. 

3. Nurncrical solution 

For thc finitc uiffcrcncc solt•tion, by discretizing 

the plate as shown in figtirc 2, wc ohtain thc following 

diffcrcnce cquations for profilc A. 

l'. : 
l . J 

n = 

n = 

O, 

a, 

O, 

1. 

1J 

-!1~-

j+l 

o I 

~ 1 I : ___ 

1 
------~~±±±= ~===---- ~' ------ ·m--------' 
------- I : I 

I I I 
I I 

j-1 

i-1 i+l 1.0 ~ 

Fig. 2. lliscretization of plate 

') + 8 
• i+l ,j i-l,j o. . + 11. . (' 

+ l,j+l l,j-1 + "' [ Pn(l-B) (rx B)-]. · 
- l, 

(116) 7 (An) 7 r +"C g'\(rx) 
( 2 ~) ': 

+ 
( 1\(l) 2 (An l 7 

o s " o; (\ i\n ( 26) :i c, ~~--

.:._ ,,) 
F + a (; 

L o i o() 0 
i. I 

(?7) 

o :i B :i l o 8 . = o. I I - ll i 1\ n I ( 2 8) 
1, nn + 1 1, n n 

() :i n :i a, 8 o .. i - p 
'],_i 

'() 

o :i n :i fj 'l u 
n l. n 

~ --~-----. ~.,,··---~--
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Where n8 and "n are the number of divisions corresponding to 

i and j respectively. This system of linear algebraic 

equations a re solved by the meth od of re sidues by starting 

with .the initial guess of 

G n? . n. . a G 
(-1-e. - - - - _2_..1_ 1 'J + + _a_) + 

1 ' j 
E + a G 2 + a G E + a G Bi 2 

+ 
1 

(a + _ 1_) (31) 
+ a G Bi 

which r ep resents the t emperature distribution for t he one 

dimensiona l case in the n direction, such that 

1im ~ = 1 
a -> O Q 
q ... = 

and 

4. Results an d d iscussions 

l i m 
b ... o 
qv -+ = 

llv b c l 

Q 
1 

For the c a1culat ion of th e thermal r es ist ance and the 

temperature, a max imum resi dual of 10-3 wa s used, after 

tes t ing tha t with this residue, the maximum error turns out 

to be 5% whe n compared with the analytica1 solution of [3] , 

fo r th e case of constant hea t ge nera ti on . The maximum error 

oc curs for a = 0.2 and G = 1.0, (figure 3), for most of the 

other cases the e rror is a round 0 .1 % 

R 
--- ANALYTICAL SOLUTION 

2.0 - NUMERICAL SOLUTION 

Bi= ·r.o ----------

---
1.0 

-------
81 = lSO.O ------------ --- --- ---

0.0~--------~~~--------~~----~~~~~~~ 
0.10 0.20 0 .40 0.60 0.80 1.0 c 

Fig. 3 . Comparison betw een numerica l and ana 1ytica1 sol ution 

f or a = 0.2, G = 1.0. 
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The isotherms are p1otted for the case of the prof i1e 

C i n fi gures 4 and 5, where the are a of the heat generation 

and its 1ocation is shown to sca1e. The therma1 resistance 

for the profi1es A, B and C a re p1otted aga i nst E fo r 

G = 0.01, 1.0 and 50.0 fo r various a and Bi in figure s 6, 7 

and 8 . 

Fi g . 4. Jsoth erms f or profile C fo r a= 0.2, Bi = l. O,G =5 0 . 0 

Fi g. S. I sot herms for profi1 e C for a =O. Z, Bi=l.O,G=SO. O 

--.-· --~ 
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<><=0.0!5 Bi=OOI 

Profile C 

131 = 0 .4 1'11 =0 .0 
f3 2 =o.5 112 =0.0!5 

Fig. 6 . Thermal r esis tan cc for a = 0.05, Bi = 0.01 

·---· ~ ·-·-··--... 

For the profile A, th e thermal r esis tance as we ll as 

the t emper a ture distrihution does not show any significant 

change in its bchaviour (figures 6, 7 and R) when compared 

with the case of constant heat generation [3]. This is 

becau se of the small variation of the qv profile at th e 

cont act region . For thc profil e R, thc therrnal resist ance 

values a r e hi gher than those fo r constant gcneration [3]. 

This is because of the conccntr ation of thc internal heat 

genera tion near the contact edge, th ereby causing a higher 

; ; 

' 
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temperature and hence the increased resistance . For th e 

profile C, the thermal re sistance increase be comes 

significant for large values G, and values of E and a for 

which the zone of heat genera t ion is near the contact 

surface. This can be visualized by the isotherms for a= O. 2 

and 2.0 (fi gures 4 and 5). For a = 2. 0, the r eg ion of heat 

genera tion is r ela tively far from the contact region and 

----.- .~-

R 
o<.:0.20 Bi= 1.0 

Profile A 

3.0 

r.ol G=so.o ~ i .. 
3.0 

3.0 

2.0 

Proflle 8 

Proflle C 

~,=0.40 ""' =0.10 
~2·0.60 112=0.30 

~~~ ~-~~u 
QIO ----;=: ~ .. 0 .20 0 .40 0 .60 Q80 1.0 f: 

Fig. 7 . Thermal resistance for a O. 2, Bi 1.0 



hence for moderate values of G, the contact surface tempera­

ture remains approxima tely constan t. Thus the thermal 

resistance remains constant with c. For a = 0.2, the re g ion 

of heat generation (0.4 > à > 0.5) is clos e t o the contact 

surface. Thus for G = 50 there is a considerable in c rea sc 

in resistance for c in the range of 0.4 to 0.~. 

R 
o<.: 2.0 Bi=30.0 

Prof ile A 

2.0 
G=O.OI 

G=I.O 

I ~~==:=~::::=::::::::::2Gi=~so2.fo~ I.OF 

3.0 

2.0 

Profile 8 

G=O.OI 

Proflle C 
~I =0.30 1J I= 0.40 

~2=0.50 1J2=0.50 

G=O.OI 

G= 1.0 

I ~~==:=~;:::::~~~;;~G~=~5~o~.o~ I. O~ 
0.10 0.20 0.40 0 .60 0.80 I.Oc 

Fig. 8 . Thermal resistance f or "' ~ .O. Ri 30 .t: 
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Thus the behav iour of the therma l r esis tance i s 

dire ctl y dep e ndant on t he t yp e of pro fi le used, thus 

necessita tin g specif i c analysis.for cach case . However for 

th e thr ee case s analyzed hc re, th e in f luence o f s om e of th e 

paramet ers i s si milar to the c a se of co nstant hca t 

gene ration: 

Thc resista nc c de creases with i ncrca se of G. 

Thc m3x i mum value of res is t3nc e oc curs fo r minimum 

va lu e of a, E, G and Bi. 

- ror s mall valuc s of a (o f th e a rde r of 10- 2 ) and 

what evc r va lu c ·o [ G, th e t hcrmal r es ist a ncc tend s to 

t he va lue a + 
1 when E tcnds t o 1. 

!li 
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SUMJtRID 

Construiu-se aqui um sensor de temperatura para arames 

em movimento, atrwv~s da t~cnica dos pares termo-el~tricos.D 

sensor, formad~·.-p-tir poli as termo-e l~tr i c as, detecta atrav~s 
de contacto direto a temperatura do arame. 

Uma aferição estática e dinâmica mostra que o sistema ~ víá 

vel, considerando um pequeno erro devido ao atrito do sist~ 

ma em movimento. 

SUMMARY 

In this lecation was builded a dynamic sensor for te~ 

perature for moving wires through the termoelectric pair 

technic. This sensor, composed by termoelectric wheels, 

sense through the direct contact the wire temperatura. A 

static and dynamic comparation show that our system is 

prac ticable in consider a small errar due the system motion 

attrition 
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1. Introdução 

A medição de temperatura de peças em movimento pode 

as vezes ser bastante dificil, principalmente quando a pe­

ça é pequena e a velocidade é relativamente grande. 

L o caso, por exemplo, de um arame ao ser trafilado 

ou de uma tira de metal durante a laminação. 

Quando a peça dinâmica é de metal, e ao longo dela 

se tem um gradiente térmico, a medição de temperatura nem 

sempre pode ser feita pelo processo de irradiação infra­

vermelha. 

Deve-se então recorrer ao contacto direto que, para 

peças estáticas, pode ser feito através de um par termo­

elétrico. 

Com o movimento da peça o problema se complica, da~ 

do assim a presente construção do sensor dinâmico de tem­

peratura. 

2. LimitaçÕes construtivas 

Considerando as dimensões minímas da peça em movi -

menta que, para um arame é um milímetro de diâme.tro e a 

velocidade máxima da ordem de 15 metros por segundo, tem­

se as seguintes diretrizes de projeto: 

a) A massa do sensor deve ser suficientemente pequena pa­

ra não retirar calor apreciável da peça; 

b) A formação geométrica do sensor deve ser rotativa, pa­

ra permitir o contacto direto, em movimento} 

c) As dimensões geométricas do sensor devem ser suficien­

temente pequenas para conservar a inércia de rotação a mi 
nima possível, para evitar o escorregamento entre o sen -

sor e a peça. 

A temperatura limite foi fixada em 300º C, sendo a~ 

sim possível a utilização dos materiais específicos de 

pares termo-elétricos de NiCr e Ni. 

3. Construção do Sensor 

Adotou-se como princípio construtivo o funcionamen­

to de um alicate, onde cada mordente é formado por um ei-

rn:ijjjjjj, . ---.:-----==.._ c -



xo tendo na sua extremidade ~ma polia conforme figura (1). 

1 

/ 2. 

9 

1 - polias termo-elétricas 5 - transdutor rotativo 

2 - bucha elástica 6 - contacto elétrico 

3 - manca! de rolamento 7 - molas 

4 - acoplamento 8 - carcaças 

9 - articulação 

fig. l - Sensor dinâmico de temperatura. 

Para obedecer as limitações construtivas fixou-se o 

diâmetro das polias termo-elétricas em 20 mm. As polias f~ 

ram obtidas através da esta~pa~e~ de material termo-elétri 

co, Ni ou NiCr. dando o aspecto geométrico de dois pratos 

opostos, de espessura da ordem de 0, 2 mm, rebitados entre 

si com dois discos de teflon servindo de apoio lateral. 

Estas polias são então montadas sobre os eixos atra­

vés de buchas de borracha silicone, para isolar eletricame~ 

te a polia do eixo e amortecer oscilaçÕes durante a medição. 

Optou-se pelo teflon e a borracha silicone, por causa 

da estabilidade térmica destes até 300 QC. 

Um fio isolado condutor, rebitado am ~ida polia, do 
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mesmo material termo-elétrico, atravessa o eixo oco até o 

transdutor rotativo. ( 2 ) 

O transdutor rotativo, da firma "Vibrometer", com­

pÕem-se de um recipiente fechado contendo mercúrio, por o~ 

de passa um eixo montado sobre rolamentos e retentores. 

Assim o sinal elétrico, captado nas polias termo-e!~ 

tricas, passa pelo eixo ao mercúrio e daí ao recipiente 

isolado elétricamente da carcaça para os contactos estaciQ 

nários. 

As duas polias com os respectivos ei x os e carcaças 

sao articulados entre si, formando um alicate de pressão. 

Todo este conjunto não passa da dimensão de um alie~ 

te normal e é suspenso por uma dupla articulação no seu 

centro de gravidade, para permitir um apoio sobre a peça a 

ser medida, sem interferir na movimentação do arame. 

Deve-se observar que est e protótipo é o re s ultado de 

inúmeras construçÕes mal sucedidas. 

4 . Circuito de medição 

Para me dir somente a tensão termo-elétrica por efei­

to " Seebeck", optou-se por um s istema de detenção de te~­

são livre de corre0 te e létrica. 

Consegue-se isto através de um amplificador operaciQ 

nal com uma impedância de entrada praticamente infinita. 

Por conveniência de disponibilidade, optou-se pelo 

amplificador operacional da f irma " Burr Brown", modelo 

1506. (3) 

O registro do sinal pode então ser registrado em qual 

quer instrumento de medida, no entanto preferiu-se a qui o 

registrador por feixe luminoso da firma "Hewelt Pakard". 

5. Aferição do sensor 

Como a solàa quente do par termo-elétrico é somente 

por contacto através de um tereceiro elemento intermediá­

rio, cuja temperatura se deseja determinar, demonstrou- se 

aqui que, a medição estática do sistema é e xata. 

Para tanto montou-se um par termo-elétrico de Nic -

NiC~,cuja solda quente era formado por um terceiro elemento 

:_______------ ~~·~·--~--~ .. -
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de ligaçio rasistivo de Mega-Ohm. 

Mergulhando-se esta solda quente num banho de óleo 

isolante aquecido e aferindo-se a tensio termo-elétrica 

co~ auxílio de um termometro de mercório de aferiçio, 

obtem-se uma curva de temperatura em função da tensio 

igual a de um par termo-elétrico clássico. 

Portanto demonstra-se assim que a solda quente do 

par termo-elétrico pJde perfeitamente ser substituído pe­

lo contacto, inclusive por um terceiro elemento. 

No entanto tem-se que admitir que a temperatura nos 

dJis contactos, Ni com o elemento intermediário e este com 

o NiCr, seja igual. 

Esta aferição, no entanto, é estática e como nossc 

problema é dinâmico, deve-se ainda aferir o sensor termo­

elétrico em movimento. 

Para tanto montou-se o seguinte equipamento, vide 

figura 2. 

1 - Sensor dinamico de temperatura 

2 - Detector de tensio eletrica 

3 Condutor eletrico 

4 Anel de arame 

fig. 2 Dispositivo de aferiçio dinâmiso 

' 
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Um anel de arame gira com velocidade constante ento~ 

no de duas polias que servem, ao mesmo tempo, de contacto 

elétrico para aquecer o anel de arame pela corrente elétri 

ca contínua, aplicada nos coletores montados sobre os re~ 

pectivos eixos. 

Através da medição da corrente circulante e da ten­

são, existente num determinado trecho de anel de arame, c o~ 

segue-se calcular a energia elétrica de aquecimento. 

Com uma outra aferição, num calorímetro da temperat~ 

ra do arame em função da resistência ohmica obtem-se ele -

mantos suficientes para o cálculo da temperatura da arame 

em função da energia elétrica de aquecimento. 

Consegue-se assim aferir dinâmicamente as polias te~ 

mo-eletricas em função da velocidade do arame ~m movimento. 

No entanto, d e ve-se ainda c onsidear o calor de cond~ 

ção das polias termo-elétrica frias em relação ao arame 

aquecido. Após várias tentativas optou-se pelo processo de 

aquecimento das polias com ar quente. 

Uma temperatura muito alta das polias em relação ao 

arame provoca uma in f luência contaria na medição, isto é, 

as polias tendem a aquecer o arame. Portanto, recorreu-se 

a seguinte técnica de aferição: 

Aquece-se com ar quente as polias termo-eletricas p~ 

radas, isto é, ao lado do arame em movimento e após coloca 

se as mesmas sobre o arame em movimento. 

Aparece assim, no registro, uma temperatura estática 

e após uma temperatura dinâmica. Se estas t em pe raturas fo­

ram iguais, tem-se assim a ausência de condução de calor 

entre polias e arame. 

Esta técnica é por tentativa, mas, com um pouco de 

prática consegue-se bons resultados, pois, uma pequena di­

ferença de temperatura, da ordem de lO% não influi muito 

na medição desejada. 

Com a colocação das polias termo-elétricas sobre o 

arame em movimento, aparece ainda um fenômeno transitório 

de atrito que naturalmente deve ser rejeitado na aferição. 

Aliás, este atrito sempre existe e é de difícil de­

terminação. 

-------~ 
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Avaliando-se as diver s as mediçÕes térmicas em função 

da velocidade do arame t em-s e o gráfico da figura 3, onde 

se pod e observar a influênc i a de atrito médio, avaliado em 

ac réscimo de temperatura. 
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<',5 5 7,5 lO 12,5 

VELOCIDADE DO ARAME v (m/s) 

Figura 3 - Influên c ia do atrito médio das pol ias ter­

mo-elétr icas em fun ç ão da veloc idad e tan­

gen c i a l. 

Tendo =orno base qu e a temperatura do arame a lDm/s ~ 

de 2 00ºC a influência d e a trito mé dio não passa de 5% . 

Observ e - se a ind a q ue a so ld a fria n a o in f lue ne ste 

s i s t e ma de medi ç ão pelo f ato da me dição s er praticamente 

in s t a ntanea. 

6. Con c lus ão 

O s ensor d inâmico de t e mper a tura por canta ta direto é 

re a lmente de difícil af e ri çã o, no e ntanto, com de dic açã o 

co ~ segue-se demonstrar qu e a s influ ê ncia s na mediç ã o podem 

serem contornadas. 

O s e nsor em si é form a do por um c onjunto de p eç as de 

me c â nica fina, c omo por exemplo o ma~cal do rol a mento do ei 

x o do transdutor rotativo qu e tem 2mm de furo. 

Observe-se que, q ua n to menor o diâmetro do eixo menor 

1 ,,, 
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o atrito, devido a inércia das massas girantes. 

Na construção das polias termoelétricas tomou-se o 

cuidado de utilizar o mínimo de material de Ni-NiCr, cons -

truindo estas de chapa fina estampada e reforçadas lateral­

mente com um ótimo isolante {ermico comoo teflon. Conside­

rando a suspensão elásticas, a centragem do conjunto rebi­

tado e a inércia do sistema com os resultad~s de pequena i2 

fluência do atrito, chega-se à conclusão que o sensor dinâ­

mico de temperatura corresponde perfeitamente ã uma pesqui­

sa de mecânica fina. 
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lar.~ descrit<• atrave•. oe roodelos axisimêtricos . usa ndo escala> de com 

primP.nt• ... i nte(lrilÍ :' rieterminodil' .:xpPrimentalmenté •ler' fica - sto ~ur: o an 

gu ·l ~) de t1xisimet.r i;1 'rta l .._: -lPr;; iJ :: 'í-:llt.; ' ' !~.:; e~ lr,_ ~stru tUi'<.~ e maiol LJO que 

aq ue ·!e v 1n·espondentr- 21· ·-·''"V nr· ·L.dcud~·ôe ·. -Jf velocidade li modelo axi 

simetricc ootidc E wlicartc ,, ,Jri: <:xam1nar .-, lit l idade da t:eoria de difusi 

vidade turbulenta, com turbi lhÔP.'. ;-,jc, esfêricos, de !yldf'sley e Silver. 

JMMARI" 
The fl uc tuati nq cempc:·o:w-r ~· iel c:! st ruc ture is studied for the 

case ot ': Urbulen t r:1rc.ular iC 'IW 1 lo•< ~ xoen nenta .lly aeterm1ned integral 

len<1 tn sc:a ie s an· usea H i nKJdel •n·' t r! :; ·.: tr·ucture i r. terms of axisynme­

tr: c 'Orms Jt <s f ouna that thF appropnate angle ot ax1symmetry is la_!: 

ger than the onf' +or· modelinq thr· ·ia rge ';caiE velocity s tructure. The 

ax•symmetnc mode! i s then used t e t~xamine the valid1ty and the predic­

t·i on caoability of thF Tyldes1e:, a•d Si lver 's non-sphericai eddy dif­

fus i vny theory. 
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1. Introdução 
Transferência de calor em escoamentos no interior de dutos, em r~ 

gime turbulento, ê de primordial interesse em muitos problemas de eng~ 

nhari a. 

Entretanto, devido ã natureza aleatõria das grandezas físicas (v~ 

locidade, temperatura, pressão etc.) que descrevem o processo de tran~ 

porte turbulento de calor, este sô pode ser analisado em termos estati~ 

ticos. t praticamente impossível obter-se uma solução analitica explicl 

ta para descrever os campos de flutuações de velocidade, temperatura ou 

pressão. Todas as teorias de turbulencia conhecidas são construidas b~ 

seadas nas propriedades estatísticas desta s grandezas aleatórias. 

Um tratamento usualmente dado ao fenômeno de turbulência baseia-se 

no conceito de difusividade turbulenta. Os modelos derivados deste con 

ceita, embora aparentemente muito simplificadores, são extremamente 
uteis em muitas aplicações prâticas. Na maioria destes modelos, jl J, as 

difusividades turbulentas são determinadas a partir d~ consideração de 

turbilhões esféricos, que requerem, para a sua especificação , o conhecl 

mento de apenas uma escala de comprimento. O modelo de difusividade tui 

bulenta proposto, inicialmente, por Tyldesley e s·ilver, [2), e desenvol 

vi do posteriormente, com mais detalhes, por Tyldesley, [3], utiliza a 

consideração de turbilhÕes com outras formas que não a esférica. Porta~ 

to, este modelo requer, pelo menos, uma representação com 2 parâmetros 

desses turbilhões. 

Assim sendo os objetivos principais deste trabalho são a obtenção 

de uma descrição da estrutura do campo de flutuações de temperatura, 

atravês de formas axisimêtricas, usando escalas de comprimento integrais 

determinadas experimentalmente, [4 ] , e a utilização desta representação 

bi-parametrica, em uma análise da teoria de difusividade turbulenta, com 

turbilhÕes não esféricos, de Tyldesley e Silver. 

2. Modelos axisimêtricos para representação de correlações de flu­

tuações de temperatura 
A representação de correlações de flutuações de velocidade em dois 

pontos, através de modelos axisimétricos, foi examinada por Goldstein e 

Rosenbaum, [5], Weber, (6], e Cintra e Jones, [7] . Para o caso de 

flutuações de uma grandeza escalar, como é a temperatura, não existe uma 

teoria específica para calcular funções de correlação. Foi decidido, e~ 

tão, neste trabalho, aplicar ãs flutuaçôes de temperatura, o mesmo forma 

··-. · .~----
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lismo ax1simetrico empregado para o caso de flutuaçoes de velocidade. Os 

sistemas de coordenadas utilizados sao os indicados na Fig. l. 

---------------

~2 ~. Xz 

ESCOAMENTO \ 
I 

\ P' 
' y \ 

' 

I 
I 

I 
----~~ ~~----X--4~ /n~"v-----~~~i~ 

Fig. l. Sistema de coordenadas de posiçao: (x, y) 

Sistemas de CO'Jrdenadas de separaçao: (x
1

, x
2

) e (f,
1

, (
7

) 

~~ângulo de axisimetria c eixo de axis11netria 

---. 

Duas possíveis represf:ntaçoes axisimêtricas sao, entao, analisadas, 

a saber: 

Modelo 

Modelo II 

exp 

[ 1 + Jt~~. (~;~' (; :;,J 
"{ Jt~J. ( ~:1] 

(1) 

(2) 
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onde 
Rtt( ~ 1 , ~ 2 ) = função de correlação entre flutuações de temperatura em 2 

pontos de escoamento (P e P' ), separados por um vetar 

l = (~ ' ~ ) 
I 2 + 

~ , ~ = componentes de vetar separação ~. segundo os ei xos ~ e ~ do 
I 2 I 2 

sistema de coordenadas de separação axisimêtrico. 

m , m =parâmetros livres 
I 2 

Estes dois modelos permitem que a função de correlação assuma valQ 

res negativos, dependendo da direção e da magnitude do vetar de separ~ 

ção. Se os turbilhões (=regiões de alta correlação) de temperatura são 
mais ou menos alinhados com a direção do escoamento, isto significa que 

correlações negativas podem ocorrer segundo uma direção paralela ã do e~ 
coamento no modelo I, e segundo uma direção normal ã do escoamento no mQ 
delo II. Valores negativos, mas muito pequenos em modulo, para a função 

de correlação de flutuaç ões de temperatura em 2 pontos, sepa rados em uma 
direção normal àquela do escoamento, foram detetados experimentalmente e 

citados por alguns pesquisadores, [8] . 
De modo a utilizar as escalas de comprimento, determinada s e xper~ 

mentalmente, [4], para calcular os parâmetros m e m , (l) e (2) são in 
I 2 -

tegradas ao longo dos eixos x e x , do sistema de coordenadas de separa 
I 2 -

ção. Resultam, então, as relações: 

Modelo I t L~~) j cos 2oj> - (*} ( ::j L\21 
si n2oj> 

= tt 

(*) (L~~ j ( 3) 

cos 2oj> - LT2T sin 2oj> 

tt 

Modelo II 

( L~~)) cos 2oj> - (*} 
( :: j L\21 

s in 2oj> 

= tt 

(*J cn;; 
(4) 

cos 2oj> - sin2oj> 
Ltt 

· ------~, -- i 
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1 - cos 2 <j> 

2 [ 
[ 1 

1 - 2_in2cp 
2 

exp 

--- '~~=~-~--~~ ...... __ -1111111!1,.. 
f 

( ,:,.) l (5) 

exp ( r 2 I 
sin 2 t J 

(6) 

es ca l a de comp rimento, para flutua ções dt: tempera ti!_ 

r a, 1 ongi tudi na 1 , is t o e, segundo a di reçào x 
1

; 

escala de compri mento, para fl utuaçoe s de tempe ratu 

ra, transvers a l ' isto e, seg undo a dire çao x2. 
Da observa ção da forma de ( 3) e (4) conclue -se que na o E qualquer 

va1o· do ângulo de ax i s imetr·i~ -~ 4 Ul' pode ser usado com um determinado 

iJar de valores para as escalas de comorimento L~ ~) e Li~). Dara ilus 

trar es te ponto a Fig. 2 mostra, pa ra L( 1 );L P) ig ual a 1,61, a depende_n 
tt tt 

cia angular de (3) e (4). 

Uma avaliação da ordem de grandeza do âng ul o de ax i s imetria, a 

oart ir de valores da função de corre laçao, medidos experimentalmente, [4 ] , 

e , e ntiÍo , ob tida, s upondo valid as , para os perfi s de i socorre l ação de 

fl utuações de temperatura (i sto e: Rtt(x
1

, x
2

) = cons tante), as iguald~ 

de s decorrentes da hipotese de Taylor, apresentadas por Sabot e Comte­

- Bellot, [9J, e uma representação por elipses . 

A Fig . 3 i "lustra o resultado deste procedimento, para y / R igua l 

a 0,5, e mostra que 25° e um va lor do ângulo de ax i s imetri a que pode se r 

usado para represen t a r a funç ão de correlaçao Rtt(x 1 , x2 ) neste ponto. 

Com este va lor verifica -se, pela Fig. 2, que o modelo I e inacei 

tãvel , neste caso. Ao contrári o, o modelo II, alem de se r cnr ~ i:;tente 

com a constatação experimental , [8], de co rre la ções nega t ivas, admite, 

tambem, o val or 25° corno ângulo de axisimetria. Os perfis de i socorrel~ 
ção para flutua ção de temperatura, calculados, então, com (4), (5)e (6), 

e tomando t igual a 25°, são mostrados na Fig. 4, juntamente com aqueles 

apresen tados em [7], para o caso de flutuaçõe s de velocidade- componente 

longitudinal, e que foram obtidos com um ângulo de axisimetria de 10° . 

3. Utilização de Representação Axisimétrica na Avaliação de Difusi 

vidade Térmica Turbulenta. 

Seguindo a notaçao usada por Tyldesley, [3], tem-se, para a difusi 

vidade térmica turbulenta, correspondente aos grandes turbilhões de tem 

peratura, a relação: 
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90.-.-~~~----~~--~---.7h-.-.~-. 

~ 
(o) 

60 

-
30~ / f ------ . - --· ------

0 I I I I " I I I I " I /~, I I 

-25 -5""-4 -2 O 2 4
1
r5 25 45 

(m 1 /m 2 ) 
2 

Fig. 2. Dependência angular da relação de parâmetros, nos modelos 

0:: 
...... 
"' X 

0,5 

0,4 

( 1) ( 2) I e II, com Ltt /Ltt = 1,61 

~~~--~~~--~-

R tt ( X1 , X2)= O, 21 

O, I 0,2 0,3 
X1 /R 

0,4 0,5 0,6 0,7 

Fig. 3. Representação por elipses de perfis de isocorrelaçâo para 

flutuações de temperatura - Rtt(x , x ) = const. 
1 2 

0 = valores medidos experimentalmente, [4], y/R = 0,5 

• ---o- .. _. ...............;c ... _. __ 
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Fig . 4. Pef'fi s de j soco r re l ação, para fi utuações de tempera tu r a, 

cc.lculados co m o mode lo I! 

-- - - - ioem, ~a ra tlut uaçôes de ve locidade (ccw.ponente lon 
gi t ud inal ) ap re sentados em [7]. 

' H 
ct = 

( i-
l~ 

li;:: 

Pr 

' H = ct 

c 

'' ' '

0 

81 (p + 'I +
2 

) 1 ~~~~'-· _+_ r ijJ ' R 
2137 + 

c + ~ 
rjl+ 
y 

3n 2 N2 . r , r~ + 27 ( l + 3 Pr ) 

Pr {1 + 3 Pr ) (2r~N~ 181) 

difu~ i vi da de térmi ca turbulenta 

difusi'lidade térmi ca mol ec ul ar 

numero a e R~:ynulds jr)s grandes t urbi lhÕes 

numero de Reyno lds inicia l 

numero de Pra ndt 1 mo 'lecul ar 

ijJ fatcr d2 di s torção i~1cia l 

!Ji+ r'-!tcr .::C distcrçáo p<:~a in tc racões de t rcca de cal or 

gra ndes turt: i1hr.es 

(7) 

(8) 

ent re 
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w; = fator de distorção para interações de troca de quantidade de 
movimento, na direção y (normal ã do escoamento), entre gra~ 
des turbilhões 

Para verificar o efeito dos fatores de distorção, no comportamento 
da difusividade térmica turbulenta, ao longo do raio do tubo, pode-se 
normalizar (7} com relação a y/R igual a 0,5. Resulta, então: 

EH 

EH(y/R = 0,5) 

+ 
'V 

+ W (y/R = 0,5) 

[C+ (w+N~l] (y/R 
+ + 

C+(w/wyl 

0,5} 

Para Pr > 1 Tyldesley, [3], demonstrou que wN~ afeta muito 
o valor da difusividade. Pode-se, portanto, para a maioria dos 
(exceção: metais líquidos) tomar C como sendo uma constante que 
ria com a posição considerada . 

(9) 

pouco 

fluidos 
nao va 

A determinação dos fatores de distorção w+ e ~+ ê, então, efetua y -
da, aproximando os "grandes" turbi 1 hÕes por es fero ides de revo 1 ução prQ_ 

latos, e utilizando relações a/b, [lO], onde a ê o diâmetro maior do tur 

bilhão, e~. o diâmetro menor. 

As difusividades calculadas, então, com (8) e (9), sao apresent~ 

das na Fig. 5. Nesta figura verifica-se, para y/R ~ 0,5, que o modelo de 
Tyldesley e Silver apresenta melhor concordância, com os resultados exp~ 
rimentais de Sage, [11], do que o modelo de turbilhÕes "esfericos", prQ_ 

posto por Kudva, [1]. Jâ na regi ão central do escoamento, contrariamente 

ao de Kudva, o modelo de Tyldesley e Silver prevê uma difusividade têrml 
ca aproximadamente constante, resultado este, entretanto, que coincide 

plenamente com o comportamento previsto pelo modelo de Eckelman-Hanratty, 

[12] , e pela simulação numérica de Grotzbach, [13] . 

4. Conclusões 
As principais conclusões que são tiradas dos modelos analisados p~ 

ra descrever, tanto o campo de correlações de flutuações de temperatura, 

como a dependência radial da difusividade térmica turbulenta, são: 

a) correlações de flutuações de temperatura, entre 2 pontos separados s~ 
gundo uma direção transversal ã do escoamento, podem ser usadas para 

estimar forma e dimensões das regiões de isocorrelação em um escoamen 
to turbulento no interior de um tubo. 

b) o melhor valor para o ângulo de axisimetria, que represente, através 

de um modelo axisimêtrico de 2 parâmetros, o campo de correlações de 

--···.- ..... ~.~-
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Fig . 5 . Vari açao ril di al da difus iv idade ténnica turbulenta 

flutua ç,oes de temperatura, é maior do que aquele mais adequado para 

rep re sentar corre laçoes de flutuaçoes de velocidade-componente longi­

tudi nal (2 5° no priJrei ro caso, e 10° nes te ul timo ). 

c) nc mode lo de difus i vidade térm icas turbulenta s , desenvolvido por 

Tylde s ley e Silver, [2], a parti r de turbilhões "não-esféricos ", os 

fa tores de di st orção respondem , praticamente, por toda a variação da 

ditusividade, ao lon go da direçào radial. 

Deve- se re ssa lvar, finalmente, que nos modelos analisados está im 

pli cita a cons ideração de igualdade entre a escala de comprimento segu~ 

do o eixo x
3

, isto é, a direçao normal ao plano fonnado pelos eixos x
1 

e 

x
2

, e a escala de comprimento segundo o eixo x . Esta consideração 

(L~~) ~ L~ ~l) , entretanto, não tem, até o pres~nte, uma confinnação exp~ 
ri mental. 
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diffe rent Reynolds numher s . Those numerical rcsult s were 

c ompared with e xperi mental data and the agre e ment was good 

i n who le cross section of th e f low. 
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1. Introdução 

O escoamento turbulento é um escoamento de 

plexidade pelo seu caráter randômico. Apresenta 

aleatórias de velocidade e de pressão, com sérias 

des de solução. 

grande com­

flutuações 

difículda-

Reynolds sugeriu que este mov i mento al ea tório fosse d~ 

composto em uma parcela média e uma parcela flutuante. Com 

isto, novas incógnit as surgem devido a não linear idade das ~ 

quações. Na equação de Navier-Stokes surge o termo "tensão 

turbulent a de Reynolds", cujas componentes são médias dedu­

plas correlações entre componentes das flutuações de veloci ­

dade. 

A indeterminação surgida pode ser resolvida com o uso 

de hipóte s es de fechamento ou modelos, que são rel aç õe s mat~ 

máticas entre ce rtas incógnitas, tornando o problema determi 

nado. 

Neste sentido, Boussinesq introduziu o conceito de "vi~ 

cosidade turbulenta"; Prandtl propôs a hipÓtese do "compri­

mento de mistura"; Von Kármán, por sua vez, introduziu a ch a 

mada "hipÓtese de similaridade". 

Com o advento das modernas máquinas de computação, in~ 

meros trabalhos surgiram; nov as equações foram cr iadas a par 

tir da equação de Navier-Stokes e novos modelos foram testa­

dos. 

O presente trabalho consiste em mais uma contribuição 

à solução do escoamento turbulento. Re fer e- se ao es co ament o 

turbulento incompressível, completamente desenvolvido, no i~ 

terior de um tubo de paredes lisas. Duas equações o integram: 

equação de Navier-Stokes, na direção axial do escoamento e 

da conservação da energia ciné tica turbulenta . 

Os modelos utilizados são adaptados de Beckwith e 

Bushnell [1] e ainda com uma escal a de turbulênci a apresent~ 

da por Konstantinov [4]. 

2. Eguacionamento do Problema: 

As equações do problema s ão obtidas a partir das equa-

ções da continuidade e de Navier-Stokes na forma vetorial. 

Depois são expressas em coordenadas cilÍndricas de componen­

tes (r,e,z), com as simpl i ficações correspondentes. As hipó-

--=~..,~ 
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teses de fec hamento sao introduzidas , com o processo s ubse-

quent e de adimens icin al iz açã o, resultand o e m: 

- equação da Nav i e r- St okes , direçio z : 

1 - n -/:- [H(R ) S R + 1] dV 
<jl"Re q q dn 

(1 ) 

- equação da conserv~çio da ene rg ia cin6tica turbulen­

ta: 

'v'YVZ dV 
dfl 

cl a *Q 
d [ (1-r,) a* o!.Q] + 

1-n d 'l dn ~.z 
o 

onde ll 6 a coorden ada radial na forma adime ns iona l: 

}'_ 

R 
R-r 

R 

( 2) 

( 3) 

send o R o ra i o interno do tuh o . V 6 a comp onen te da velocid a 

de m6dia na direção z, na forma adimensional: 

(4) 

- VYV Z é a c omponent e d3 te nsão turbulenta de Reynolds: 

-'v'Y vz - vYv Z 
H ( Rq) R Rq 

dV 
.2 <P 2Re dn u 

( 5) 

send o u* a velocidade d e fricção. Q representa a energia ci 

n~ ti ca turbul enta: 

(6) 

vr, v8 e vz sao a s f lut uações de ve lo cidade nas direções r, 

B e z e a barra den ota valo r médio. A função ll(Rq), Ferreira 

[2], é dada po r: 

pa ra (7.a) 
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R R z R 
H ( Rq) ; ~ - ( ~ - O , 7 5) para 0,75 <~< 1, 25 ( 7 . b) 

Rq qo qo o 

R 
H(Rq) ; l para l 25 < ~ < "' ( 7 . c) 

' R 
qo 

sendo Rq uma constante igual a 110 e Rq o número de Rey -
o -nolds da turbulencia local, definido por: 

R ; • Re 1* Q1 / 2/2 (8 ) q 

1* é uma escala de turbulência que segundo Konstantinov [4], 

pode ser calculada por: 

1* 1/R; 0,37 - 0,24(l-n) 2 - O,l3(l - n) 4 (9) 

e a funçio a* dada por : 

a* ; 2 [l + H(K Rq) S K Rq]/Re (lO) 

Surgem ainda no processo de adimensional iz açio os nume 

ros: 

R e 

• 
2 R Vz / v 

max 

-z 
u*/Vmax 

c ll) 

(12) 

e as constantes K; 0,4 e S ; 0,2 . introduzidas com os mo-

delas. 
As seguintes condições de contorno sio usadas: 

a) para n;O (na parede): V ; VYVZ ; Q ; O ; 

b) para n;l (no centro) : ~ ; ~ ; VYVZ ; O 
dn dn 

3. Tra tamento Numérico 

As equações ( 1) e (2) sio resolvi das por um processo 

numérico de diferenças finitas. Na resoluçio também sio in­

c luídas as equações (5), (7), (8), (9) e (10). Para isto, es 
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tas e qua ç ões s a o di s cretizadas. Os pontos da discretização 

corre spondem a uma grade de espaçamentos variiveis, que au­

mentam no sentido pa rede -centro do tub o . De s te modo, maiores 

infor ma ções s ão ob ti das j unto à pa rede, que é o local onde 

ocorre m os ma i o re s gr adi e nt es d a s v ~riiveis ve lo c idade méd ia 

ten são tu r bul enta ~ en erg ia c inéti ca tu r bul e nta. 

Com o as equ ações es tão nn f or m:; implÍ c ita, s ao re solvi 

das s imultan eament e nt r :1vés de um p roc es so i tera t i. vo. São i n 

trad u z id os perf i s i ni '~ i;; i :; dpr oxi m;, do s , ca lculand o-s e novos 

Val ores d a s va ri~vei s, q ue rea llme atar ãc o process o it e rati­

vo at é qu e a convcr g ~ n c 1 a ~ cja atingid a . 

4. R esul t a do ~ Ob t ' d os --------------
Vi r ias par iím<:t ro ,; do ,_,~r: "an;e nto sa o ca lcul ad os e cons ­

titu e m os r es ultad os f inni s . 

A distrihui ç~o un iver sa l de velocidade (v+ ) s eri a o 

prime iro r esult a do c é re pre sentada na figur a 1, para Re 

5 x 10 5 . A d ist rih ul ç~o e scolhida c omo padr ão de comp araç ~ o 
c ons ta d a di s t r ibui ç ã o na f o rma implí c ita des env o l v id a por 

Sp a lding e ap re sent a da po r White [8]. 

v• 
27~ -

24 

21 

18f--+--

15 

12 

9 1-- . 

6 -

31-- ·p 

o v 

--- ---· 

-- - _ :::?" ...... 

V ---+-

-- r--

-~~ . 

~ --- -- ~ --- r- - L ~- L __ j__ 

tj - -,~~ .. f-- -- f- ~· ~ ~~~~ 
-+- 7. .. ___ 1 -+ ---- Distr.ibuiçõo Calculado IV -- Dislnbuoção deSPALDING 

~t--- -r- -~- -~-:r-~-t=- +H-t-
I 2 34 5 101 2 3 45 102 2 345 10 3 2 345 

Fig. 1. Di s tribuição univ e rs a l 

de velocidade. 
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PrÓximo a parede verifica-se a melhor concordância. A­

fastando-se desta, ocorrem pequenos desvios na subcamada de 

transição e depois na camada de turbulência completa. Vale 

lembrar que a equação de Spalding não é uma equação exata e 

que a distribuição de velocidade foi calculada da parede pa­

ra o centro, partindo da condição de velocidade nula na par~ 
de. 

A distribuição da tensão turbulenta de Reynolds está 

representada na figura 2, para Re = 5 x lOs. Esta é compara­

da com a distribuição ajustada aos valores experimentais ob­

tidos por Laufer [s]. Antes de tudo, sabe-se que a soma da 

tensão viscosa com a tensão turbulenta decresce linearmente 

desde T
0 

na parede até um valor nulo no centro do tubo. 

N 

1,0 

0,9 

o,s 

0,7 

·~ 0,6 

I
;;... 

> 05 
~> ' 

~ 0,4 
> 
~ 0,3 

' 0,2 

o, 

00 

lO 

0,1 

20 30 40 50 60 70 80 
y' 

90 100 

Re =5xlo" 
1/J = 0,0345 
--- Distribuiçõo Calculado 
- Dados de LAUFER 

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 o, 7 o,s 0,9y/R 1,0 

Fig. 2. Distribuição de tensão turbulenta. 

A tensão turbulenta calculada possui bom comportamento 

para a regiâo afastada da parede, com alguns desvios para 

pontos junto da parede. Nota-se que em grande parte do raio 

do tubo a tensão viscosa é desprezível, em comparação com a 

tensão turbulenta. A situação inversa ocorre na subcamada 

viscosa, onde os efeitos viscosos são predominantes. Nesta 

subcamada a tensão turbulenta decresce até o valor nulo jun­

to à parede. 

________ ,_._-,·~= 
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Q 

e, o 
7,0 

6,0 

0,04 y / R 0,05 

Fig. 3 . Di stribuição de ene r gi a c in6tica turbul e nta 

para v5rios nGm e ros de Reynolds . 

Por s ua vez , a distribui ção de e ne rgia cin6tica turbu­

l enta 6 apresentada na f igur a 3 para v5rios nGme ros de Rey­

nolds e na f i gur a 4 p ara Re : S x 10 5 , quando 6 comparada 

co m os valores e xpe r i mentais 

Na figura 3 observa - se 

Reyno l ds, o ponto de m5xima 

p r oxima - se da parede . Nes t e 

obtidos por Laufer ( 5 l . 
que com o aumen t o do numero 

ene rgia c in é tica turbulenta 

caso a s ubc amada viscosa t em 

de 

a-

a 

sua espessura reduzida, levando consigo a r e gião de transi­

ção e a r eg i~o de turbul~ncia compl e ta s e e xpande . 

Q 
8,0 

7,0 

6,0 

5,0 

4,0 

3,0 

2,0 

rp 

o 
o o, r 

y' 

- -- Distribuiçõo Colculodo 
- Dados de L AUFER 

0,2 0,3 0,4 o, 5 0,6 0,7 0,8 0,9 

Fig . 4. lli s tribuição de energ i a 

cinética turbulenta. 

r,o y/R 
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Na figura 4 observa-se o comportamento da distribuição 

calculada em face dos va lore s experimentais. Verifica-se qu e 

para a região da parede não existe uma concordância perfeita 

com os valores experimentais. Vários t es tes foram r ea lizados 

variando-se inclusive o valor das constantes a fim de melho­

rar este comportamento. Este procedimento alterava sensivel­

mente a distribuição da velocidade média. O melh or valor da 

constante c1 ocorreu em torno de 4,4, usado post eriormente, 

sendo as demais constant es mantidas com os seus valores ini­

ciais. 

S. Conclusões 

Os resultados enc on trados quand o comparados com os va­

lores experimentais de Laufer [s], são tidos como hons; Nico 

lau [ 6] . 
Com boa precisão fo ram determin ados os perf i s de velo­

cidade e de tensão turbulenta. Para a e ne rgia cinética turb~ 

lenta ocorrem desvios nas regiões próximas à parede. Esta di~ 

tribuição não muito perfeita afeta os termos de dissipação e 

de difusão da equação da energia cinética turbul ~n ta. 

Acredita-se que uma melhoria do comportamento do mode­

lo seja possível, principalmente com um estudo mai s detalha­

do sobre o valor das constantes. Também novas funções podem 

ser introduzidas, como foi o caso da esc ala de 

apre sentada por Konstantinov [4]. 

REFERtNCIAS 

turbulência 

[1) Beckwith, I.E.; Bushnell, D.M., Calculation of Mean and 

Fluctuating Propertie s of the Incompressible Turbulent 

Boundary Layer. AFORS - IFP - Stanford Confere nce, 1968. 

(2] Ferreira, W.C,S., Modelo Matemáti co para a Solução da C~ 

mada Limite Turbulenta sobre Superfícies Curv as . Disser­

tação de Mestrado pel a Universidade Federal de Sa nta Ca­

tarina, dez/ 78. 

[3] Hinze, J .O ., Turbulence. 2. ed. McGraw-Hill, 1975 . 

. ·-·-·-.- ··-~·1·-.-:::::";,," · 1 



27 1 

[4] Konstantinov, S. V., Calcul ati on of the Mai n 

Character i stics of a Turbulent Stream of In compressibl e 

Flui d in a Pipe. Fluid . Dynamics . New York and London , 

12(5), sep/ oct 1977. 

[5] Laufe r, J ., The Structure of Turhu1ence i n Fu11 y 

De ve lop ed Pipe F1ow. N.A. C.A., r e port 1174, 1954 . 

[6] Nicolau, V.P. , Modelo Mat e mát ico para o Cá lculo de Escoa 

menta Tu r bulen to Interno. Dissert ação de Mes tr ado pe l a 

Univ e rs id ade Feder a l de Sant a Cat a rina, jul/80. 

[7] Schlichting, 11. , Boundary Layer Theory. 6. cd . McGr aw ­

Hi l 1, 196 8, 

[8] Whit e , F.M. , Viscous l'luid Fl ow. McGraw -Hill, 1974 . 



273 
ANAl 5 PROCEEOINGS 

e COBEM 81 
VI CONGRESSO BRASILEIRO DE 

ENGENHARIA MECANICA 

RIO DE JANEIRO, 15-18 de dezembro de 1981 

TRABALHO 
PAPER No A-27 P.P. 273 - 285 

ADVANCES lN TJUPLE HOT-WIRE lliCHNlQUE 

FOR MEASUREMENTS OF TURBULENCE STRUCTURE 

Mauricio N. Frota 
Departamento de Engenharia Mecânica 
Pontifícia Universidade CatÓlica , RJ. 
Ri o de Janei ro, R.J., 20000, Brasil 

Robert J. Moffat 
Mechanical Engineering Department 
Stanford University 
Stanf ord, Ca li for nia 94 305 , USA 

Sumário 

fii, -
PUC/RJ 

Um sistema para medic;o dos componentes da velocidade instantânea, 
utiliza ndo anemometría de m\Íltiplos fios quente~, toi desenvolvido. 
Est ruturas de turbulência, mesmo nos casos de altas fluLuacÕes (30% da 
média), podem ser med idas no tempo real, e vitando-se a amb i güidade 
res ultante do ~"time-avera g ing approach"" .~ componentes da velocidade 
méd ia ~ a tensa o ci zalhante turbule nta, u 'v', podem ser obtidas com uma 
preci sao de ±1.4% e ±3%, respec tivamente , de s de que o vetar velocidade 
instantânea esteja contido num cone de inte r ferência de ±20o. Csta alta 
precis;o obtida deve-se ao desenvolvimento de uma nova técnica que 
compensa as pe que nas, porem crÍ ticas , diferenças de resposta dos 
múltiplos anemômet ros . 

Abstract 

A triple hot-wire system has been developed which measures the 
instantaneous values of the velocity components. The desired turbulence 
>arameter can be calculated without introducing the time -averaging 
mbiguities, eve n for high turbulence levels. lt has r ecently been 
-emonstra~ that e i ther the mean velocity o r the turbulent shear 

stress, u' v', can be measured within 1.4% and 3%, so long as the 
velocity vector lies within zoo of the probe axis. This high ove rall 
system accuracy was obtained by means of an adjustment technique 
developed which uses the overheat con trols of each channel to compensate 
for small, but cri ti ca l, channel-to- c hannel differences i n response. 
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1. Introduction 

Documentation of the turbulence in three-dimensional flow fields 

of high turbulence intensity is difficult and time-consuming using 

single and double hot wires based on conventional time-averaging tech­

niques. 

The usual technique requires alignment of the probe with the flow 

direction. Hean velocities a nd components of the Reynolds stress tensor 

ar~ then deduced from the solution of a s e t o f simultaneous equations 

based upon measurements of the time-averaged outputs (mean a nd mean 

square of the fluctuating signals), corresponding to each of seve r a ! 

consecutive positions of the wire (or from simultaneous reading of two 

o r more wi res) • 

Ambiguities arise, howe ver, in this approach when the fl ow direc -

tion is unknown and/o r the turbulence is l arge. 1l1ese ambigui ties 

result from the fact that the hot wire responds to a ll three components 

of the velocity r e l a tive to the wire . Jorgensen's [1) effective 

velocity decomposition can be used to illustrate the nature of this 

problem. 

u2 = x2 + k2Y2 + k2 ZZ (1) 
eff 1 2 

ln Eq. (1), X, Y, and z are the ínstantaneous flow velocity 

components in the wire coordinate system x', y', z' as de fined in Fig. 

1, where k1 and kz are the dire c t i onal sensitivity coefficients of the 

wires . The slant angle ~ and the rol! angle a are defined in Fig. 1 • 

......... .... ... ,• 

WIRE 

(lU. ÇOOPd. 
aystca) 

Fig. 1. Wire (x' ,y' ,z') and laboratory (x,y,z) coordinate systems. 

Equation (1) can be wr itten in terms of the. velocity components U, 

V, and W, in the laboratory coordinate system (x,y,z), as follows: 

-----------·~--=---· ·· .·· : .. •.':·' 
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A(U 2 ) + H(Vz) + C(W2 ) + D(UV) + E(VW) + F(UW) (Z) 

where 

z 
<j> + kz sin z 

4> c os 
I 

A 

(sín 
2 

<j> + k2 z <j>)eos 2 2 sin z 
I 

c os a + k2 a B 

(sin 
2 

4> + 
2 2 

<j>)sin 
2 

"+ kz 2 
(3) kl c os 

2 
c os a c 

I) (I 
2 

24> - k
1
)sin c os a 

(sin 
2 

~ + k2 2 
<P 

k2) sin 2a 
l 

c os 
2 

E 

(I 
2 

2 <1> - k 
1 
)sin sin " F 

The instanta.neous veluci.ty components i n Eq. (2 ) are often written as 

the s um of a mean anda fluetuating par t (e.g., U = U + u', etc.). With 

the se descriptions used, a very complicated equation resu l ts . lf the 

f low has a strongly preferred d írec tion and also Low fluct uat ions (i. e., 

V, W, u', v', and w 1 at least one order of magnitude s maller than U), 

Eq . (2) can be bro u;;ht to a thcoret ically so lvable form by a Taylor' s 

series expansi OTl: 

I [ Z - 2 - 2 = ~~ UAU + llV + cw ) + (DUV + EVW + FUW) 
z/A u 

~, 2- 4~ [ (4A
2 

+ 

--2 -2 ) :;z D2 :!..__ + F2 ~ + 4AD '!_ + 4AF ~ + ZDF VW 
ueff u-2 u-2 u u uz 

( 1)2 
-2 -2 

) -;:z + + 4s2 ~ + E2 "!.__+ 4BD '!_ + ZOE~+ 4BF VW 
-2 -2 . -2 
u u u u u 

( Fz + 
-2 -2 ) ~ + E2 :!..__ + 4c 2 ~ + ZEF '!_+ 4CF ~ + 4CE VW 
u-z u2 u u u2 

+(4AD + 
-2 -2 

zo2 ~ +(4Ar: + 2DF~ +(2DE + 4BFfz' ) u ' v ' 4B~ + 2E~~ +(!lAB + 
- 2 

u u u u 

+ ( 4AF + 
-2 --2 

2DF)~ +(8AC + 2F2 )g +(2EF + 4CD)\iw ) u 'w ' 2DE~z + 4CF~z + ( 4AE + 
u u u u uz 

+ ( zDF + 

-2 - 2 
(2DE+4 BF)~ + ( 4C D+ZEF~ + (8BC+2E

2 vwr ] 4BE~1 + 4CE~z + - v w 
- 2 u- u u u u 

+ 0(3) 

( 5) 
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The resulting equations are quite still complicated. However, in 

two-dimensional flows the probe can be aligned with the known 

flow direction, V = W = O and u'w' = v'w' = O. Under these assump-

tions, Eq. (5) reduces to the simplified rotatable slant-wire equations: 

u = 
eff 

I A U + 0(2) (6) 

2- 2-

u' 
2 

eff 
=·A u•

2 +E_ v•
2 + !.._ w•

2 + D u'v' + 0(3) 
4A 4A 

(7) 

One measures ueff and 
-.-2 
ueff in each of four different positions, thus 

obtaini~ei~ equations to solve for these eight unknowns (A, D, F , U, 
2 2 2 --u' , v' , w' , and u'v'). 

The time-averaging approach can be avoided, however, if three 

wires are simultaneously placed in the flow; three analog electrical 

signals proportional to the instantaneous veloci ty components can then 

be formed in real time [2]. 

2. The Triple-Wire Probe 

Let us assume a single probe having three independent, mutually 

orthogonal wires as shown in Figure 2 such that, in wire coordiante, the 

velocity component X for one wire is the Y component and Z velocity 

component for the other two wires: 

u2 
eff

1 
u2 
eff

2 
u2 
eff

3 

--~, 

K 2 X 2 + y 2 + K 2 22 
11 21 

K2 x2 + K2 y2 + l 
22 12 

x2 + K2 Y2 + K2 22 
23 12 

~ 
~ 

a 

(8) 

->"'Pe~ r ..... N-"'ts 
~f··~~ 

Fig. 2. The orthogonal triple hot-wire probe. Wire (x' ,y' ,z') and 
laboratory (x,y,z) coordinate systems. 

-~·~, .. 
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TI1e elfective velocities, Ueff., i.n Eq. (8) are known from the 
1 

calibratíon of the win~s) the prcbe f'-~ometry, <Hul known values of the 

:-~:~_j (i = 1>2; j = 1,2,3) sc::l;d_ti'llty -::oP:ffLc.ient.s, based upon previous 

(•xperime11ts. Tlterefore, bv ~e~ns of a sp~c1a1 si~nai-prcL:esslng circuit 

Like a fourth-order polynom.!al, curve-~itclr;.j2 L~nec-1rizcr, one can write 

•:he convenicnt r~..:.lationship: 

lJ pff. 
l 

'\ + ;;.i E i r· ,l ~ 1 J :--: '3 ~ 

Equation (8) i.'(!f1 h e SOl Vf~Ó for thc three a;·;known:: as foLlows: 

2~1 
K2 I ~t r 

i 
\ 

I 11 Kll 

j I 
(AI .... HI LI) 

o 2 
KJ.., ll.,E., )

2 y'-

I 
K22 (A2 + (9) 

[L L • ._ 1 

o 2 2 l~(i\3 I 
'lL. Kn KlJ + ill J:J )21 

J L _J 

iL1ving th~:.~se instantancnus v<.>lccity component~; (X,Y,Z) ir. the wire 

cuordinatL· sy·-;tt•;TI (x' ,y' ,z 1 )~ tl,p instantane,;us velocity components U, 

V, W in Uu_· laboratury roordinate .system (x,~-·.z) can i.uuncdiatl~ly be 

sol'Jed--it is jusL a mi!ller ot :! cr·.~,~.slurmatíon ot cüurdin.:!LL·S. 

ll "'OS <Ú !J -sin j l) l) j l:nn f'J/J ~~~r, 1 I v I~ I () u () ~-'o~) a Slll ~/616 -~/t;/ t) rb/j Y 
i ,I l w 11 C•)S o -sju (l lS -12!2 {2. n z L''J s1n 

(lU) 

ln tlüs equation w and o. are the pi t.ch am! roLl :nglcs, <.IS deti.ned in 

Fig. 2. 11lf' roll angle. a, huwt~ver, is takt->n to b~~ zero when wire 1(3 is 

in the x--y pl..:_llll', with i.ts longl~r prung at thc srnaLlest y V<ILue. 

The 111ree-Dimens ional Tnrbulent Flow Analyzer is a high-speed 

analog device dcsigned to solve Eqs. (9) and (1\J). lts output is three 

sígnals , e;1ch linearly related to une of the lhr(•e instanu1neous 

vclocity components in labora lory coord i na tes. 111e des i red turbulence 

correlatlons are calculated by me.:1ns of a Post-Processor Unit. TI1c use 

of high~spf'ed analog devices seems to hl~ tl1e mnst attractive way of 

handling the problem, i.n spite of the trend toward dig.ital data acquisí­

tion. As ~1offat, Yavuzkurt, and Crawford l2J poi.ntPd out, the cornputa­

tions replaced by the analog system would require a sampling rate of l.JO 

khz to follow 10 khz variat ions on each wire. Steady computation would 

require 30 algebraic operations per data bit, or about 4.5 x 106 

calculations per second, still beyond the capability of reasonably sized 
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r omputers . (Even ir burst mode and buf fe r type computations were used, 

large storage wou l d be required.) 

3 . Calibra tion o f the Triple- Wi. r e System 

The tríple-wire system was c a li bra ted in a low-turbule nc e , f ree 

jet . The a nemometer adjustments a nd linea rizer settíngs wer e es t a b­

lished, a nd the system the n installed in a two-dimensional flow channel 

whose flow properties are we ll known. The shear stress in this c ha nnel 

can be determined t rom press ure drop measure ments í.n the t es t se c t io n, 

an<l are known to be linearly di s tribute d across the c hannel. There 

''xis ts a large body of data concerning the distribution of the o ther 

t urbul e nce qua11t1ties across the chann e l. These data serve as the 

basel ine set for those quantiti es for which no funda mental r efe r e nce 

exists. This channel provided the r efe r e nce tlow fleld, against which 

t he pe rf o rmance of the system was judged . 

J.n 1m purtant fe ature ,,f complex p r obes i~ t hl· ~1 l1ilit ':-' to operate 

·1 hi g h fluctuar-.ing J - p turhu!t?nt f l ows t )f ank.nnwn ~ lnw rhrec ti on . ·n1 e 

da t a in Figs . J .wd c. p r cv ide the basi;, i o r the q ualification of the 

t r i plé hot-wí r e probe f.)r meas urem t> nts •)t mea n quant L l.tes and t urbulencE: 

cornponents i.n fL)ws ·> t unknuwn f low dir~ ct Jon. Flgurt · -~ cr>mp:-t r e !:i the 

measu red U-c omponent ·>1 • necn ~ ..reloc i t. y wi r h Pi tot -p r obe dat a , co rre c t ed 

for s hear displacPme nt .1.nd turbul enc~ P t í e ct<; . Tht· trlplc•-wi.n:: prube 

was inte ntionally misal1gned with the rlow ~ ttp ! .~ J 2!1 degrees) t o demon-

stra t e i.t s .:iCTuracv ;J nde r t hose co ndit ions. The ' n ple-wl n ·• rf!~ults 

agree with the pitL)t - p r obe resutt s betr e r t·han 
., 
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Als o s hown are t he appa ren t values o f V and W (which are , in fact, 

zero). The error, expre sscd as a f ract ion of U, i s o n the order of 1% 

fo r V a nd l O% for W whi ch corres ponds to an appa rent misal ig runent of 6 • , 

in the x-z plane. 

Figure 4 s hows the t urbu lc nt s hear s tress , -u'v', and the 

t urbulent kinetic c nergy , q 2 , again fo r several pitch angles . The shear 

.stress is ac curate .ly mt•asured , wiLhin 3% , everywher e within the data. 

'fherc a r e no absolute r e f c r ences for the turbulent kinetic energy , but 

measurements of the -~9--;q 2 cvrrelation agrees within better than 1% 

táth the expecte d O. Jl• value co cres ponding to the log r egion of a 20-

turbulcnt boundary lay e r. Thc ef f ec t of pitch is see n to be r e l a tively 

s mall, on thP o r de r u[ t 12% . 

Base d on t he ahove data, the t riple-w ire system i.s capable of 

identifying the mean velDcity , ohear st re ss, and tu rbu lf:nce k i netíc 

e nergy wíthln ac.ceptahle l evc ls so long as the ins tantaneous v e loc ity 

vector rema ins wi thin ± 20 deg rces ot: the a xi s tJf the tJ robe. 

The performanLe shown in Fi g ures 3 a nd 4 r ep r ese nt s an improve me nt 

over the per formanc e rep,) rt eJ for thi s eq uipmcn t in prior s tudies . The 

spu r iou s V and W c.omponen t s have bee n r e duced by about a fat: t o r of two 

f rom the va lues r e por ted by t lo ffat, Yavu zk urt, a nd Crawford [2]. 

Sevcral poss ihi lí tiPs wc re c.o ns ide r c d in t he sea rch f or the cause 

o f the spur.ious veloc .i ty s ig nals: inleractions between the probe and 

the flow , fau lt s i n the probc gcome lry , inapp ropriate values of the 

c oe ffic ient s k 1 and k2 in the di r~c tiona l ma tri x, defects in the elec­

tronic pro c css ing , and se cond~ry f lows in the r e fcrence c hannel. 

TI1e hypothes is of probe db tu rbance of the flow as a poss ible 

s ource of s purious V and W signats was eliminate d ba scd upon the result s 

of pitch displ~cement s tests and f l ow visuali za tion tes ts conduc ted in 

the 2-dimensional c hannel a nd in the free jet fa c ility [3,4). The 

triple -wi r e probe was pos i t ioned l n the jet su that only the prongs we r e 

in the h igh ve loc ity jet, not the probe stem. Thc probe output was 

measured as a functi o n of pitch a ngle , and compared t o the outputs 

o bs e rved in the 2 -D chann el, where the e nt ire probe was in the flow. 

there wer e no significant d iffe r ences . Thi s finding wa s s ubstantiated 

by smoke-wi re f low visualization tests, which mark e d the strearuline s 

a pproaching the probe. No signif ican t di s turba nce was found. 
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TI1c three wires of the triaxial probe cannot be identical, because 

oÍ manufacturi ng and probe alignment tol erances. Due to these small 

differ e nces, and differences in their respective bridge circuits, the 

three calibrations '"ill almost always be different. As shown in Fig. 7, 

wire 112 reads (bridge output) 9% hig her than wire 111 when the bridge 

settings we re kept the sarne for all thrce channels. By properly adjust­

ing the (JVerhea t ratio control on wire 112, its calibration can be 

shifted until ít matches the other two . Tl1e recommended procedure is to 

bring two wires to congruence with the wir e nearest the "average cali-

bra tion " . Subsequent processing a nd ca libra tion steps are much easier 

i f the three bridge outputs a re mat c he d instead of being allowed t o 

r cma in diff e rent by such small amounts . Of particular importance is the 

fac t that a ll three linearizers can be a djusted to the sarne settings. 
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Figure 7. Adju~ting to match wires. 

Ther e is another type of compensa tion which can b~ achi e vec.J using 

ovcrl1ea t COillrol: compensation for t e mpe rature drift in the t es t 

tunnel. During the course of t es ting , the t e mperature of the st renm may 

c ha nge , whi c h will alter the caltbration of the hot-wire system. 1l1e 

erro r due to a 2.0°F temperature c hange is on the order of 2 . L% at a n 

approach velocity of 11.0 m/s, fur an overheat ratio of 1.7. Adjustment 

of thc ove rheat ratio allows da t a to be taken in a gas stream a t a 

temp e r a tura T1 based on a calibration a t T2 , where (T1 - Tz) is ~s largc 

as LÜ°C. The procedure is simple . Th e ou tput of each bridge is set to 

it s desired value based on a measurement of local velncity, using the 

"hot resistance control" so tha t the brid ge output is the same at T2 as 
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it was at T1 at that velocity. Once the hot resistance has been so 

adjusted the hot wire behaves as though it had been calibrated at T2 • 

Calibrations performed at T1 and T2 would be indistinguishable from one 

another when properly compensated. Experience has shown that, wi th 

carefully constructed probes, matching the calibration of a set of three 

wires at one point (""matching point") a ssures a ma tch ove r t he enti re 

calibration cur ve . 

in Figures 7 and 8. 

Thes e two aspects of overheat-adjustment are shown 
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Figure 8. Adjusting to compensate for a temperature change. 

Of particular importance are two comments : 

• the calibration for all three wires can be described by a single 

line over the entire range when each wire is running a t a different 

overheat ratio and at the sarne temperature (see data at T = 28.7°C); 

• the calibration of a particular wire at a temp e rature T1 is 

congruent with the calibration of the sarne wire at temperature T2 , if 

the hot resistance is properly adjusted (see data at T = 26.6°C). 

Matching of the bridge outputs can be accomplished by small changes in 

the hot resistances of two bridges. (Typically, one would keep the 

"middle calibration" and adjust the other two, to minimize the differ­

ences in overheat ratio from wire to wire.) Assume that the calibration 

of wire 11 1 at a temperature T1 is chosen to be the calibration to be 

matched by the other two wires and that the bridges' output (volts) are 

E1 , E2 , and E3 for wires Ul, #2, and #3, respectively, when the probe is 

____ __.:::.::::::~-=--~::: --·, · -----
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" flow oi approach veloc ity u1 and tempe r ature T1 • TI>e hot 

resistance d~~aÓP controls on br i dges 2 and - ~ a re Lhen adjusted unti l 

the outputs of thcsc br idges ' .nlso read E1 , rat her than E2 and .E3 • 

( Note that t he cont rols adjustments ar.' done around a ''matchi ng point" 

- - a poi nt having coorJ inate s E1 , u1 , T1 • The ehoice of this matching 

poir1t L.s quite arbi trary, a l!.hough a mj_Jd1E' c alibrat lon point is recom-

mended) . At thi E stage, .111 thrl'e bridges ar e properly compensate d for 

us1:> <H. t empera ture T 1 • lf, howev c r, the t empE: rdture drift_s to a new 

valu e T2 , the bridge output value ' wi ll no longe r be t-: 1 (volt), e ven 

lhoug lt Lhe approac h velocity measured with ;1 p i tot tubr: might sti ll be 

lii. llo t wir c Jnemometers are cxtremely se nsitive to tcmpe rature 

change s, while pi.tot-tubc rnea:->urements are not signi fica ntly aff ec ted 

by ~~ma il tempc rature di.ffer enccs. Again, by adjustment o[ the ho t 

resi st ance controls , <-111 three hridges can bc for ced to put out t: 1 

vo l ts , des pite the fact Lhat the t e mperaturc has drift ed to T2 • At this 

s tagc., t he channe l s wíll bl~ ready a g ai.n for data to be takcn at T2 based 

on a T 1 c ali.brati o n. Us uall.y une k(~c ps thtc~ same electronic setup unless 

an e rrur of 1/a l.n U (triple wi.re r e lati.ve t o pi.toc-tube measu r ements) is 

dete cte d . Pigur e 9 sht>ws 15 Cillibratio ns for J Jifferent wires exposed 

at di [f erent tt~ mperatures : all collapsc in a single curve. This fi.gure 

also s hows that the roll angle a ctoe::; not a.ft c c t the calibration. 

This pr ocedure le ads to a "Unl.ve rsal Ca libration·· for all th~ 

three wi_ res, whi ch can Cl1nvenient ly be uscd for a wide range of t empe ra-

turc . 
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Fig. 9. Cal ibrat ion performed at diff e rent temperatures. 
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Conclusions 

The high overall system accuracy obtained on measurements of mean 

velocity and turbulence components with the triple-wire system is attri­

buted, in part, to the new adjustment technique reported here. The 

adjustment technique, which has been qualified, also speeds up data 

taking and compensates for changes in temperature level (~ l0°C) over a 

range of velocities of at least 35% of the mean. The data presented 

here represent the best performance achieved to date using a commercial 

triple hot-wire probe. 

The present system can measure U within 2% so long as the 

instantaneous velocity vector lies 

Spurious V and W signals of 2% and 

within ± 30° of the probe axis. 

10% of U remain for a zoo misalign-

ment, and are attributed to the fact that the measuring volume of the 

DISA 55P91 probe is large compared with the velocity gradient in the 

test tunnel. 

The accuracy of the triple wire is a function of roll angle, and 

pite h angle. 

So far as the combined effect of roll and pitch is concerned, a = 

90° is clearly the best overall roll choice for turbulence measure­

ments. For all the roll angles investigated, the wall-proximity effect 

lowers the triaxial u'v' measurements. 

The remaining problems associated with the triple-wire processar, 

as quoted from previous experimenters [2] seem to be fully understood: 
- -

the spurious signal generated in the V and W channels do not reflect 

probe blockage in the yawed posi tions and/ o r inaccuracies in the wire­

directional sensitivity coefficients. ln the absence of a velocity 

gradient, the spurious signals have been removed almost completely due 

to improvements in the technique devised, which reflects the simplified 

operating procedures minimizing scatter in the linearizers' signals, 

perhaps caused by small temperature drifting and/ o r mismatching of the 

three channels. The remaining spurious signals present in the shear 

region have been minimized and reflect the fact that each wire of the 

probe placed at different locations "sees" a different velocity vector 

which is not the true velocity at the assigned measuring point [5]. A 

scheme to correct for this effect is presently being developed. 

--' -~,. I 



285 

Acknowledgments 

The authors acknowledge the support of the Air Force Office of 

Scientific Research for their grant, Number AFOSR 0010, administered by 

Dr. Samaris on behalf of AFOSR. 

The first author is grateful to the National Research Council of 

Brazil, CNPq, and to Pontif1cia Universidade Católica do Rio de Janeiro 

for sponsoring his doctoral studies at Stanford. 

References 

1. Jt\rgensen, F. E., 1971, "Directional Sensitivity of Wire and Fiber 
Film Probes: An Experimental Study," DISA Information No. 11, Nay 
1971, PP• 31-37. 

2. Hoffat, R. J., S. Yavuzkurt, and H. E. Crawford, "Real Time 
11easurements of Turbulence Quant ities with a Triple llo t-Wire 
System," Proceedings of the Dynamic Flow Conference on Dynamic 
Heasurements in Unsteady Flows, Sep tember, 1978, pp. 1013-1 035. 

3 . Fraca, M. N., and R. J. Hoffat, 1979, "Instrumentation for the 
Heasurement of Turbulence Components in a Three-Dimensional Flow 
Field," AFOSR Report 78-3597, Thermosciences Divi s ion, Dept. of 
Hechanical Engrg., Stanford University. 

4 . Frota, H. N., and R. J. Moffat, July 1980, "Effect of Combined 
Roll and Pitch Angles on the ~leasurements of the Mean-Velocity and 
Reynolds Stresses by 11eans of a Triaxial Hot-Wire Probe," Report 
IL- 22, Thermosciences Division, Dept. of Nech. Engrg., Stanf ord 
University (to be published in t he DISA information series by DISA 
Elec tronics ). 

5. Frota, H. N., and R. J. Noffat, and J. H. Ferziger, April 1981, 
"The Triple llot-Wire Equations and Related Sensitivity 
Coefficients" . Report IL-37, Thermoscience Division, Hechanical 
Engrg . Dept., Stanford University. 



ANAl S 

8 
2 íll 

COBEM 81 
VI CONGRESSO BRASILEIRO DE 

ENGENHARIA MECANICA 

RIO DE JANEIRO, .15- 18 de dezembro de 1981 

TRABALHO 
PAPER N.o A-28 P. P. 287 - 297 

PROCEEDINGS 

fÜ~ -
PUC/RJ 

/1. ESCOLHA DO SISTEMA !li' COORDEN/\D1\S NA SOi.IJCiíO DE PIWB LJ},\J\ S 

DE HoNO~lENOS DE TRI\NSPORTr: 

Rein~ldo M. Martins 
Professor Assistente 
JlEM - Escola Polit~cnic a da U.S.P • 

.J Ú l i o ~~ i 1 i t z e r 
Professor 1\s s istcntc Dout o r 
OEM- Escola Politécnica da ll.r 

S\JMÁJUO 

Neste trabalho sao « pres en tado s diversos tipos de sis ­

temas de c oorde nada s empr e gados na solu ç ~o. por métodos numc 

ricos,dc problemas de fenômenos de tran s por-te . Quatro des t e s, 

por serem consi derados os mais repre s enta ti vos, s~o analisa­

dos cm maior profundidade. S~o tamh~m feitas considcraç6c s -

s obre ::ts v<Jntagcns do e mp rego de um "si s t cm:1 de coordenadas 

natural". Finalmente , as principais características dos méto 

dos an<~lisados s~o comparada s c alguns critérios de se l cç~o 

de sistemas de coordenada s são sugerido s . 

SUMHARY 

Thls rcview pres e nt s sc vcr::tl types of systcms of coor­

dinates used in the solution, by numeric::tl rn c thods, of trans 

port phenomena problems . The four considcrcd more reprc se nt! 

tiv e are prcsented in dctail . Thc aJvantage s of thc us e of 

a "natural coordinatc svstem" are al so sho-.·n . Fina] ly thc 

main ch aracterl stics of the methods considcred are comparcd 

a nd crlteria for sclection <Jrc s uggcsted. 
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1. Introdução 

A escolha de uma malha adequada é de fundam ental impoE 

tância na solução de probl emas de fe nôm enos de transporte. A 

pesar deste fa to isto nem sempre ocorre , muitas vezes por 

ignorância e outras nor ser considerada de impo rt â ncia secun 

dária adota- se a malha "ma is simples" ex istent e . Isto se 

justifica, parcialmente, tendo em vista a influê ncia dos mé­

todos analíticos, ou seja os sistemas de coordenadas usados 

eram geralmen te do tipo car tesiano ortogonal, cilÍndrico ou 

polar, gerando malhas que nem sempre e r am as mais adeq uadas 

para o problema a ser reso lvido. Com isto aumenta m-s e os er ­

ros e o tempo de proce ssamento, torna ndo , eventualme nte, in­

viável até a obtenção da solução. 

Nest e trabalho são a bordados os métodos de obtenção de 

malhas de Amsden et all 7 1, Thomps on et ali i 16 1, Godounov et 

aliii ZI e Popelll. 1\ s eleção dest es quatro métodos fo i bas e~ 

da principalmente em dois critérios, ou seja, todos adotam -

um "sistema de coorden adas natural" e touos perm item resolver 

uma vasta gama de problemas de fenôm enos ue transporte . Ao -

f inal do trabalho são apresentadas a lgumas conclusões quanto 

aos méritos relativo s dos mé todos. 

2. Método de Geração das Malh a s 

Os méto do s de geração de malha s f oram ori ginados das -

mais diferen t es mane iras, sempre procurando satisfa ze r probl~ 

ma s especificas, com carac t e rísti cas peculiares, de modo a ­

proporcionar: 

- melhor r ep re sentação do escoamento no interior do fluido em 

escoamento, minimizando a di fusão numérica. 

- melhor r ep r esen tação do escoamento j unto a front ei ras sôl l 

das irregulares onde se observa acentuados gradi e ntes de pr~ 

priedades dinâmicas e térmicas. 

2.1 - Método das deformações suc ess ivas da malha 

Amsden e t all71 utili zando um equac ionamento lagrange­

euleriano do es coamento estabeleceram um método relativamen­

te simples de ge ração de malha. Segundo e ste método cada po~ 

to de uma malha original , escolhida de maneira adequada, vai 

se deslocando de forma conveniente, até que as linhas coord~ 

nadas escolhi das atinjam a f orma pre f ixada. A forma prefix~ 

-----------· ~'·"----··· 

!j 
~! 

I 



da poderá ser especificada em conformidade com um contorno -

sÔlido,uma l i nha de corrente principal e representativa do 

escoamen to ou uma extremidade l ivre de um j ato. 

O cál culo da mal ha desejada é obtido através da movmen 

tação do s vértices da malha original em um a s equ~ncia de pe­

quenos deslocamentos ou iteraç6es a té as posiç6es fi na is PT! 

vi am ente e st abe l eci da s . A operação será cons iderada complet~ 

da quando todos os pontos do domínio discreto, em anâl ise , a­

pr es enta rem deslocamentos menores que uma grandeza pré-fixa­

da s , sendo o domínio, neste caso , dito r el axado. Os vértires 

ma i s importante s são aqueles que devem at e nder a s fo rmas c om 

pl exas do pro bl ema enquanto que os demais vé rt ices devem a ­

companhar suavemente o des locamento da geome t ria principal -

do escoame nto. Há nec es si dade de uma aná l ise prévia do pr!?_ -

bl ema para definir a es colha da mel hor alternativa de defor­

mação da malha. 

Mu itas vezes du rant e a ge ra çã o da malha ocorre o c ru za 

me nta de linhas coordenadas , ac arre tando a degeneração do 

si st ema, ou seja um mesmo ponto do domÍnio bidimensional é i 

dentificado pelo cruzamento de quat ro linhas coo rdenadas . E~ 

sa oco rr~ncia pod e ser evitada através dos recursos abaixo: 

a) faz -s e a deformaç ão da malha sempr e para fo ra . 

b) faz-se diferentes ponderações dos deslocamentos dos vérti 

ces em cada um a das direções . 

Como exemplo ilustr a tivo do método toma-se a região a-

presentada na figura la. 

O problema de gera ção da ma lh a es tará completado quan­

do os vértices da figura la se ap resentarem dis postos de tal 

modo que fo rm em o semi circulo da figura lb. 

(a ) lb J 
Figur.a 1- (a) Malha de 20 x 10 pa r a iní c io da geração; 

(b) Sem i -círcul o fo rmado pelo proc esso it e rativo; 

Ref. 17 1. 
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No exemplo apresentado nas figura la e lb a deformação 

da malha retangular original se processo con f orme: 

xnovo; x + 8(xo - x) 

Ynovo; Y + 8(yo - y) 

para os pontos da fronteira, onde: 

2 2 2 8;8
0
l(x-x

0
) + (y-y

0
) -r I 

x
0 

e y
0 

- coordenadas do centro do semi-círculo 

r - raio do semi-círculo 

(1) 

(2) 

8
0 

- coeficiente que tem por finalidade restringir a magnit~ 

de dos deslocamentos de x e y, com vistas a evitar o 

cruzamento das linhas coordenadas. 

Os pontos situados na fro nteira superior e na décima primei­

ra coluna não se de f ormaram, na presente gera ç ão. Os demais 

pontos internos foram deslocados de acordo com: 

l 
(xij)novo; 8 ( xi+l j +xi +l j+l +xi j+1 +x i-1 j +1 + xi-1 j-1 + 

+x i -1 j-1+ xi j-1+ xi+1 j-1) (3) 

(yij)novo; 
1 8 ( y i+ 1j + y i+ 1 y+ 1 + y i j + 1 + y i -1 j + y i-] j -1 + 

+y i -1 j -1 + y i j -1 + y i+ l j -1) ( 4) 

A malha da figura 1b foi obtida a partir da mosxrada -

na figura la para 8 = 0,01 e E = 10- 4 após 291 iterações.Pa o -
ra este valor de 8

0 
as variações e m cada it e ração não ultra -

passam ox/ 10. O número de iterações se redu z pa r a 75 quando 

8
0 

situa-se na faixa 0,10 - 0,9 2, cresce rapidamente para 

8
0 

> 0,9 2 e o probl ema de geração nunca relaxa para S
0 

= 1 

Quando há o ris co de cruzamento de linhas coordenadas, 

as ponderaçõe~ dos deslocamentos adquir~a forma: 

y i j ; o ' 4 ( y i j + 1 + y i j -1) + o ' 1 ( y i+ 1 j + y i- 1 j ) ( 5) 
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A eq~ação (5) pondera a dependência do deslocamento do ponto 

y em 801 com relação a y em 201 com relação a x. 

2.2 Método da malha ajustada ao contorno irregular 

Thompson et aliiJ6Japresentarn um método ãe geração de 
malha baseado na resolução de um sistema de equações .elípti­

cas da forma 

P( <,;, n ) (6) 

(7) 

onde r, e ~ são coordenadas curv ilineas quaisquer. O método 

foi utili zado em escoamentos externos, resolvendo-s e o sist~ 

ma elÍptico por m~todo it erat ivo, com sobre-relaxação suces­

siva Urna coorde nada curvilínea const ante qualquer é estabe­

lecida sobre o contorno irregular interno e outra sobre o 

contorno externo do probl ema . As demais coordenadas viriam -

monotonicament e sobre o mes mo duminio. A concentração das l! 

nhas coordenad as pode s er a justada atrav~s de parâmetros nas 

equações di fere nciais parciais. 

O m~todo elim ina do problema as coordenadas físicas as 

custas da adição das equações elípticas (6) e (7). Corno se 

deseja fa ze r todos os cálculos no domínio retangular trans -

formado toma- se: 

rJ. x - 2 Sx + 2 Q(t;,n)J (8) TX -J [xt:P(E, n) + X 
t:t: t:f1 f)f) f) 

a Y t,;~ -2Byt:f1+ TYf)f) -JI Y~;P(t;,n)+ Y n Q(t;, n) I (9) 

(x2 
) 2 2 onde a ; + y~) 'L (x E,; + Y~;l f) 

B X I; X + Y~;Y f1 
J xt: y - X Y~; n n n 

O sistema de equaçõ e s (8) e (9), elíptico quase linear 

para funções x(t:,f1) c y( l; . f1) no plano transformado é conside 

ra velmente mais compl exo que o sistema de equações (6) e (7), 

mas, as condições de contorno são especificadas em retas e -

as coordenadas no plano transformado são uniformes. 
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Como exemplo ilustrativo do método, considera-se o es­

coamento ao longo de uma placa plana semi-infinita. A trans­

formação do campo físico para o transformado está indicada -

esquematicamente na fi gura 2. O sistema coordenado foi gera ­

do a partir da solução do sistema de equações (8) e (9). 

L:J D 
Campo fÍsico Campo transformado 

Figura 2 - Placa s emi-infinita - Rela çã o entre os campos f í­

sico e transformado, Re f.! 61 . 

O sistema de coordenada s converg e para a borda de ata­

que e apresenta a condi ção de contorno supe rior em f orma c u~ 

va e a uma di s tânc i a equival ente ao dobro da espe ssura da ca 

mada limite de Blasius. Essa forma provoca a concentra ção 

da s coordenadas a me dida que o nGmero de Reynolds aument a . A 

figura 3 apres enta a malha ge rada com as condiçõ e s do exemplo. 

Figura 3 - Placa semi-infinita - Malha gerada. 

2.3 -Método das trans f ormações conforme ou quase-con­

forme. 

Godunov et aliiiZI apresentam trê s método s de geração 

de malhas, sendo o primeiro simil a r ao apre sentado no item 2 .2 

deste trabalho. O segundo método é ba seado em apli c ação de 

transformação conforme e quase conforme e o terceiro método 

---------""----=-·- , ___ _ 
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i~ geração de malhas apro x imadamente ortogonais. 

O método que apli c a transforma ç ões conforme se origina 

do i ntere s s e de represcna t u r o domínio de cál c ulo sobre um 

quadrado uni tá rio ll: {O < E_, < 1, O < n < 1 } des c r i to pelas 

f unções x( ~ ,n) c y(~.n).A busca das f un ç ões x((,n) c y((,n)e 

de parimctro 2 se conv e rt e num nroblcma variaciona l de mini­
mi zaç ão do f un c ional. 

(lO) 

As co orde nadas ( c n i dentificam os ponto s do c ampo -

tran s formado c a s coo rden a das x c y ide ntifi c am o s pontos do 

c a mpo fí s i co . A;, fun ç ões x (( , n) c y ( ( , n) es tab e l ec em, na 

t ran s forma çã o co nforme, um a corrcspond6nc ia entre os pontos 

da fronteira do domínio fí s ico c os pont os situado s nos la­

dos do quadra do ll. 

Tomando uma t ran s fo n na..;iio <tua se co nf o rme , o funcional 
da e quação (10) t oma a f o rma: 

on de g11 , g 1 2 o g 22 sao o s parimctro s métricos fun ç õe s de (, 

n c i . Na tra ns formaçiio qua s e-conforme tem-se: 

A fi gura 4 apresenta uma malha ge rada atrav és de uma -

cla sse de tra nsformação qua s e-conforme . 

O método de obten ç ã o de malhas a pro x imadament e o rtogo­

na i s está ba s eado, confn rm c l 2 1, na escolha do valor de i pa­

ra c ada ponto, durante a min i mização do funciona l da equaçio 
(1 O). 

2.4 - Método de oht e nç io de malh as ortogonai s . 

Pope 111 a presenta um método de de terminação da s coor­

de nadas cart e sianas dos nó s de uma malha ortogonal. Determi-
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Figura 4 - Malha gerada através da minimização do funcional 

da equação (11) e a métrica das equações (12), 

Ref. 121. 

na-se as intersecções das linhas coordenadas para uma dada 

condição de contorno especificada após a escolha das mesmas 

em cada direção. São resolvidas equações de Laplace do tipo: 

a2xl 
-2 ~ 

a x 1 

+ a 

onde h 2 
a=~ 

1 

2 
a 2 ;:1 
--2-
a x 2 

() 
a2x2 

-2. 
a x

1 

+ a 2 a 2 x2 
-z· a x 2 

h 1 e h 2- fatores de proporcionalidade 

x1 e x 2- coordenadas curvilÍneas ortogonais 

x 1 e x 2- coordenadas cartesianas ortogonais 

o (13) 

As equações (13) são resolvidas, para um valor fixo de 

a 2 , através de esquema de cinco pontos. A equação de diferen 

ças finitas é resolvida iterativamente linha por linha e após 

cada iteração são ajustadas as condições de contorno e o va­

lor de a. A figura 5 apresenta a malha obtida com a solução -

das equações (13). 

S. Conclusões. 

O quadro 1 abaixo apresenta um resumo das principais c~ 

racterísticas dos quatro métodos analisados. Não se pode des­

tacar nenhum deles como melhor, podendo, pelo menos potencial 

mente,adotar qualquer um deles para um particular problema. 

· ;;;:;~-· 



Figura 5 - Malha ortogonal, Ref . Jll. 

Entretanto alguma s conclus6es ad ic iona is podem ser tirada, ou 

se jam : 
a) Os m~todos aqui a nalisados procuram ge r a r a malha atrav~s 

de um s is t e ma de coordenada s natural. Es te se caracteriza 

por ter as coordenadas de uma das d i re ç6 es paralelas i s l i 

nhas de corrente. Den tre as vantagens de um sist ema de 

QUADRO 1 . Principais caracter{sticas do s m~todos de geraç~ 
de malh a analisados. 

j"'""''' <o oo '" '""""" ' " •m "'" ' " '"'"'' ' "- '"' ""''' ~ 

l
l'clo a j ust e J c uu1a malh3 :\:lo ortO~on a. l . ldc nti f ic:aç ão r, v~o ~<- :. Jc dHlt!UC 

~lll c- s:>iv:•s ~~~:; ~,~~ ~~~ /!"1 ~~ ~~~;. ~~~~~õc s ~:~\f~~~~~ ~~r~~!~~n~travé~ r:scoamcntos Jc rJvidos 
! ,\;L m,l]h;L, su..:: ...:~ '>JV ;ts, . ~onal. O.:Col'".;, r co.;sÍvcJo;, 

ll~ form:.açõ e s 

'~_,,_,_._:_:_1 ____ ~1------------------~-

1
~ .'!:l!l.\:• ajust~ litcsol:H~: I ~ deu'!! s~stcm.l. l \:.~.~o urtot:On.1.l . Co rrc s po.nJ i!n : l - l ~u). :::~<.: :llu , . , t •.· r :,o a i' 

da ao o..:o nto _< l,~.',~,,c,:~ u,,•,· 1 ,0· o cr <,., .clul mp ·:l c,._a00s __ Cl:.l ~nt rt: os pont os Jo J oml f•_,t 1.,:.. , 
.. ..._ .. • nto f Ísi co c Jo JomÍnlo - - Ls coa ::~ cnfiJ t:n v .ÍinLl3s J 

no 1r r cgular, IJc n;jJa sobre os pcr[i.s t r::.n s ( o rmaJo de ecomctr1a C..ll•_I L.Í c.L ·. :tr1 Lf;t.:L .1 i., 
lh·f.1lll nrcg:ularc:>. s impl e s. - Co:tJu~ à o J e r.:alor c :: cor-

po s ~~ ~ rcur..ct r, a r..L;J- I q'-lc :-

t'T'; .tn sfo rmaç õ cs ' Pel a Ll'li lli!f,;.:aç5.o Jc Ort. o~,:ona l id:.1 dc ,\c!'enclcntr: i- I :; co: L L~··: :l' D :"· c!<: !1uiJ'l~ 
j confo rrLe ou fu •Jr.:L(,l!\;.tl aJcquado, ~:~c~~~~~~i~ lj~ ~i~ 1~;: ~~~~ ~.JQ.s r.:or . ;Jrc:..os~·:c::,, : 

qlus c- ~.:onfO r!!te çÍn;ulo s c das c l íp sc s Ju- 1 P.:nt.cs t.lc r.:h~"--t uc . I 
R~· f.l Zl (~~~;~s~o~~~ ~~!~r:~; ~~ 05 

punto s do JQmÍ n Jo !Ísi<.:o c,; 

llo do míni o tr:lnsform~•do de 

[-----:-----+----·-------------+ !~~~~.:..-:~~-~~ ~-------1------------------------'i 
:Jb tcnç:io Jc I !' ela ! csoluç::io de I n rtO L·o na! l:sco a~:0 r.t o ct"! 1,;:; r.k 

1 

m:dh ;1 ~ orto.:o - • ~qua.;oes de L3!Jlace. IJcn ~i.f i t.:aç~o Jos pont es ,,b tu.-!.·i!l.::s l 
· R f 111 I :::~ ',':~~ ~~n"o1 v ~~l '01 ~ 0 ,', ~. 51· l.crna l ·. '>CI)amcnto externo a J' · 

L-"'_"_'_· __ ··--·--~~-----------------l __ "_· __ ·· ________ · ___ " ______ _L __ ró_l_i_os_. ______________ ~l 
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coo rdenadas natural deve-se citar eliminação da difusão 

numér ica ou artificial, além de se ter uma melhor repre­

sentação dos gradientes de propriedades que ocorrem ju~ 

to is fronteiras s6lidas irregulares; 

b) O método analisado no item 4.1 (Rcf .l 7 l l permite abordar 

os pro blemas tanto do ponto de vista euleriano quanto do 

lagrangeano. 

c) Os mét odos apresentados nos it ens 4.1 (Ref. 171), 4.2 

(Ref.l61) e 4.3 (Ref.l21) podem ser utili zados em probl! 

mas de geome tri a variável, p.ex.: escoamento junto a ex­

tremidade de um jato , num choque ou numa superficie li­

vre de modo a manter uma linha coordenada s empre coinci­

dente com a fronteira durante todo o tempo. Nestes casos 

nos intervalos da computação a malha é ajustada à nova 

geometria; 

d) O método apresentado no item 4.2 (Ref. l 6 1) foi utilizado 

pelos au tores em escoament os externos , mas, conforme 

Wir s et al 181, ap re sen ta potencial para se r ada pt ado a 

escoamento s internos.Entretanto, em esc oamentos internos 

onde as linhas de corrente não são ap rox imadamen t e para­

lelas aos contornos, como por exemplo no caso da recirc~ 

lação em uma cav idade de secção longitudinal quadrada,s~ 

gere-se que seja introdu zi do um perfil de espess ura de~ 

prezivel para forçar o aparecimento de linhas coordena -

das paralelas às de cor rente; 

e ) Os mét odos ap re sen ta dos nas Ref. l6 le 171 nao pre se rvam a 

ortogonalidade das linhas coordenadas , e dependendo do 

funcional selecionado o me s mo oco rre com o método da Ref. 

121 . O uso de um sistema de coordenadas não ortogonal -

introduz uma séri e de termos novos que tem que ser leva­

dos em conta nos cãl cu los, podendo, entretant o, s erem 

despre zados naque les ca so s em que sua influência seja 

comprova damen te pequena. 

f) O método apresentado no item 4.1 (Ref. 17 1) é o que ap r e ­

senta maior facilidade e simplicidade para satisfazer 

contornos irregulares. 

Como conc lusã o final pode-s e dizer que para a seleção 

de uma malha,na fa lta de outras informações, deve-se procu-
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rar um sistema de coordenadas natural que já tenha sido usa­

do previamente num problema semelhante geometricamente ao 

que se deseja resolver. 
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Num trabalho anteri o r, os auto res aprese ntaram os re­

s ultados preliminares da análi se de um que bra-mar fl utuan­

te. Nes t e t rahalho são apresentados alguns result ados adi­

c ionais referentes ~ formu la ção hidrodin5mica gera l bem c~ 

mo~ análise do desempenho do qu ebra-mar, contrasta ndo com 

o trab al ho do Ped rosa .Jr., no qu a l a ênfas e era sobre a so 

luçio num ê rica do probl e ma. As relações obtidas ass ume m o 

conhecimento de coeficientes obt idos por Pe drosa Jr. c, por 

tanto, est e trnhalho e aque le men ci onado se completam. 

SUMMARY 

ln a previous paper the nuthors prescnte d thc fir s t 

result s o n th c a nal ys i s of a f1oating wav c breake r. ln thi s 

paper so me addi tion al r es ults concerning thc gene r a l form~ 

lation of the hydrodyn amic probl e m and th c gener a l perfor~ 

a nce analys is are prcs cntcd, in contra s t with th e work of 

Pedrosa Jr . in which the emphasi s was on thc numerica l solu 

tion. So me rel atio ns oht ai nec.l as s ume th e knowkedg e of co ef 

fic ient s which werc cal c ulated by Pedrosa Jr., 

this work is an addition to the one rcferred to. 

therefore 

• 
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I - Introduction 

ln a previous p ap er [7] the author s presented 

the first results on the analy s is of a floating wavebreake~ 

Pedrosa Jr. [6] extended this work and , al s o, pres ented nu­

meri ca l results for non convention a l f o rms of wavebreaker in 

cluding catamaran type sec tion s; to solve the rcsulting hy­

drodynamic boundary va lue problem hc d is tr ib ut ed sources on 

the wetted wavebreaker surfac e, a mcth od dcveloped by 

Frank [1]. Wh enever pos sible , Pedrosa Jr. co mpared his r e ­

sults with those pres e nted by Lopes and Hi ra ta [3] , which 

used a conformai mapping technique; they co mpared quite well. 

ln this pape r s ome ad ditional r esu lt s concerning 

the gene r a l formulation and gen eral performanc e anal ysi s 

are pres ented , in contrast with th e work of Ped rosa Jr. [6] 
in wh i ch the emph as is was on thc numcr ic al s ol ution. Thus 

Green ' s theorem was use d to get th e Hask ind- New man relations 

which wcre us e d to get some simple rel a tion s con cern in g th e 

genera l performance of a wavebreaker asc illating wit h a sin 

gle degree of freedom. Th e r e lati ons ob tained as sume th e 

knowledge of s ome coeffic ient s which we re ca lculat e d in th e 

work of Pedrosa Jr.; therefore thi s work i s an addi tion t o 

the one referred to. 

I I - The Hydrodyn amic Prohlem 

II.l. Th e Boundary Va lue Problcm 

As i n the previous work wc as sume all th e nec es­

sary conditions s uch t hat the velocity vector u ( x,y ,t ) i s 

gi ven by. 

~ ~ R e ( 4> ( x , y , t}) ~ R e [ cf> ( x , y ) e i w t j (1) 

where the velocity pot e ncia l is de f ined by the lin e ari zcd 

bounda ry value probl em (see f ig ure fo r main definitions) 

2 

'V cf> o i n fluid region (2) 

cf> y - Vcf> O i n Y o (3) 

~·.1 
t j 
'!!.? 
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on 

as .y -+ - "' 

Appropriate Radiation Condition 

normal component of body velocity 

mean position of body we tt ed surface 

g wave numb er 

h 
Trans.tn•tPd wave y 

lnc1dent wavp 

(4) 

(5) 

(6) 

Again , as in th e prcvious pape r, the velocity p~ 

tenci a l is written as the sum of an i ncident wave potencial 

<1> 1 (x , y,t), a diffraction wa ve potencial - <1>
2 

(x,y,t) - and 
r adiation wave potenciais - <1>

3
k (x,y,t) 

where 

The free-surface eleva ti on is given by 

g 
H(x,o , t) 
dt 

i wt cp(x,o)e) ( 7) 

( 8) 

from wh i ch the transmission coeffi c ient can the calcul ated. 

II.Z. The Equation of MJt io n of the Wavebreaker 

The equation of rnotion of the wavebreaker wi th 
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three de gr ees of fr eedom is written as 

Jmkj!{iik l + !Bkj!{nk l + Jckj!{r'k l 

k, j = 1 ,2,3 

JFkJ 

(9) 

where ! Fk ! is the hydrodynamic force which can co nveni e ntly 

be separa t ed into tw o parts. Thus we, write 

3 

Fk Fk + .;: 1 Fk. s J = J 
(lo) 

where Fks is the force in the kth di rection, on the wa ve ­

breaker, wh e n it is ass umed to be fixe d in the presence o f 

the inc ident wave and Fk. is the fo rce in the kth direction • J 
due to the motion of th e wavebre aker i n th e jth direct ion. 

Of course the Fkj for ce is related to the r adiation proble m 

and can be express ed in the form : 

Fkj = - akj iiK bkj iik (ll) 

the first t e rm on th e RHS is the increase of th e in e r tia 

of the waveb reaker due t o the fluid , therefore ai j is the 

addedmass. The secon d t erm on th e ruiS represents the wo rk 

dane rn ge ne rating sur face waves whi ch radiate s away fromthe 

wavebreaker, thus bij represents the damping. The Fks f o r ce 

is r e lated to th e diffraction pot e ncia l and r eprese nts th e 

exciting hydr odynami c force. Equa ti on [9) can be written as 

Jakj!{iik l + !skj!{nk l + Jckj!{n kl 

: {Fks} j k ,j 1 '2 ' 3 

where akj and Bkj includes also th e akj and bkj 
sides non-hyd rodynamic massand dampe r. 

(1 2) 

terms be -

The akj and bkj terms, and therefore the r adia ­

tion potencia is have to be obtained before solving equation 

(12). As can be seen f rom the bounda ry value p ro b lem- see 

also prev i ous paper - the radiation potenciais depend, through 

-~~-.". 
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the hody boundary condition, on the motions of the wave­

breaker. 

To circunvent thi s difficulty we write the mo­

tion vc1ociti es 

~hich al1ows us to define new velocity potential s 

<1> 3k (x,y,t) = iwf1k;p3k (x,y,) k = 1,2,3 (13) 

Th ese potential s - ;p3k - are related to the motion of the 

wave breaker with unit ve1ocity o Uelail s ca n be found in 

[6] o However i t is worth to notice th a t duo to th c presen ce 

of the frce s urface ;p
3

k are complex and the body condition 

in terms of the s e potential s is writt e n as 

nk (compo nents of the generalized (14) 

unit normal ve cto r) 

llo3o The Haskind- Ne wman Relati ons 

ln his work Pedrosa Jro [6] was inte rested rn 

f in di ng the r adia tion and the diffrac tion potcntials is or 

der to find the motions o f the wavebreake r and the wave 

pattern; in thi s way he wu s, alsoo abl e to ca1culat e the 

pr0ass ure distribut i ono He used the Fnnk [1] meth od to 

solve the boundary value prob l e mo 

However, if we are not interest ed in so much in 

forma tion, we can use some results obtai ned first by 

Has kind [2] and ex tende d by Newman [4] o From the sca ttering 

prcb1em, which is represented by th e ve locity pot ential 
r iwtl <l>s <~> 1 + 1> 2 = RclC<P 1 + <Pz) e .. we can write 

Fks=- ff r nk ds o Í<DtJJ rw pe (15) 

sb 
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where use of relation ( 14) was made as well as the linea­

rized Bernoulli equation. Using Green's theorem and taking 

into account th e radia tion, bottom and free surface condi­
tion we may write: 

Jfc~3k 
3 ~z 3 ~3k 
311 - ~2 ãn) ds o (k 1, 2, 3) 

sb 

Therefore 

11 ~2 a<P3k 11 o<f>2 11 o<Pl -- ds = <P3k ãi1"" ds = - cp3k "ãTi ds an 

sb s b sb (16) 

sin ce in the scattering problem we have 

a 
C <~> 1 + <~>2 l = o on sb an 

From (16) and (15) we can write 

Fks= iwpeiwt JJc ~ l acp3k a cpl 
ds ãil - cp 3k ãi1"") (17) 

sb 

. iwtfJc 
acp 3k acp l 

ds 1wpe cp 1 ãn - cp3k ãi1) (18) 

s 
~ 

where S ~ is the surface far away from t he bodv and ilie 

l ast relation was obtained by using Green's theorem. Thus 

Fks depends only on the asymptotic behavior of the radia­
tion potential, far away from the body; this means that we 

do not need to solve the scattering problem in arder to 
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get Fks 

For a zn problem, after some 
show that [4], 

algebra, we can 

bkk 2 pw (I 1 +I 2 
I ''k + I AjJ 2

) (19) 

Fks R e [pgAA~ e i wt J (20) 

where WC assume o that 

<1>3k - ri\+ e vy - i.vx 

lA: 

as X -+ + 00 

evy + i vx as X + 

( 2 1) 

III - The Per fo rmancc of a Wavcbreaker 

Wc restrict to the study of a 20 wavchreaker 
with on e dcgrce of frecdom. ln this case the cquation of 
monti o n (9) is simplified to 

I' 
k (22) 

Now, i f we 1 ct nk Rc ['iík ci'ut J and define the 
fac to r 

a 

the for ce Fk can be writtcn as 

with Fks given hy (20) 

1 
-2-

and hkk by 

pw 1<1 2 
(l - a) 

(19) or alternativelly by 

(24) 
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From (22) th e re s ponse of the wavebreaker to th e 

incident wave is gi ven by 

(Cm+ akk)w 2 - i (bk k + h) w - c] nk p gAA~ ( 2 5 ) 

We can a ls o ca l cu lat~ the proportion of th e p ow ­

er absorbed by th e wav eh reaker . Pe r unit length this power 

is given hy: 

w 
2iT 

2rr/w 

J r\ Fk dt 

o 

_1_ w2 b ITík 12 

2 
( 26) 

sin ce th e only contribution comes from the b~k term in (22) 
As the mean e ne r gy flu x per unit len gth across a vert i ca l 

pl a ne n ormal to the wav e di rc ction is pg2 IAI 2 / 4w th e propor 

tion of the power absorb e d is 

c a 
~h-1 r;k 12 pg• A 

which. us in g (24) and (2 5) can he re cxpres se d as 

( 2 7) 

c 
a 

4w 2bbkk (1 - et ) ( 28 ) 

w2 (hkk + h ) 2 
+ [c - (m + a kk) w2) 2 

Zw 3 pb1A~i 2 

w" (kkk + b) 2 +(c - (m + ak k) w2 ) 2 

From these equati ons we can see that Ca i s max i ­

mum wh e n c = (m + a kk) w2 and b = bkk i n whi ch case 

C a max 1 - a (2 9) 

Thus we s ee that a li gt absorption occurs when a is as 

small as poss i ble, that is, the amplitude of th e wave at 

x + - oo in the radiation problem is as sma l l as possi b le co~ 

par ed with the amplitude of the wave a t x + + oo (see defin-
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ition of a, expression (23)). 

Another importan ce of equations (28) is that Ca 

can be estimated for different frequencies of the incident 

wave since we can compute the akk' bkk anda which are 

frcquen cv depcnden t. Refercn ce [6]gives numerical valucs 

for akk and bkk for diffcrent configurations of wavc­
hr eake rs , inc luding catamaran type. 

Thesc rcsu lt s can prcsumably be gcnera li zcd for 

motions with more th an onc dcgreo of fr eeJom, but very 

strong simplifications (simmctry and thc like) are requi­

rcd in arder te gct s impl e cxprcssions that permite onc to 
draw gcner<Jl conclusions. 

Finally it is import ant to mention that one 

should seck <J relation a litt lc bit differc nt from Ca, more 

appropriat ed for wavebrcakcr analysis . Thc maximum of Ca 

gives us the condition of maximum absorption, allowing the 

minimum power transrnittcd , as rcquircd . !10wcvcr, 

absorption implies very strong moori ng, wich i s 

expcnsive item in thc who l e wavchreuker sys tem. 
a 

maximum 

very 



308 

REFERENCES 

[11 Frank,W. - " Oscillation of Cylinders in or Below 
the Free surface of Deep Fluids" NSRDC Report N9 

2375 - 1967 

[2] Haskind,M.D. - "The Exciting Forces and ll'etting 

of Ship in Waves" English Translation: DTMB. 

Report n9 307 

[3) Lopes,T.A.P. e Hirata,M.H.- "Coeficientes de Ma~ 

sa Virtual e de Amortecimento para Seções da Proa 

e da Popa de um Navio" - Congresso da SOBENA 

Rio de Janeiro - 1974 

[4] Newman,J.N.- "The Exciting Forces on Fixed Bodies 
in Waves" - Journal of Ship Research - 6 - 1962 

[5] Newman,J.N.- "The Interaction of Stationary Ves­

sels with REgular Waves" - 11th Symposium on Na­

val Hydrodynamics - University College - London -

1976 

[6] Pedrosa ,Jr. ,O.A. - "Comportamento Hidrodinâmico 

de Quebra Mares Flutuantes"- MSc. Thesis - Progr~ 

ma de Engenharia Mecânica - COPPE/UFRJ - Rio de 

Janeiro - 1980 

[7] Pedrosa,Jr. ,O.A. and Hirata,M.II. - "Performance of 

a Floating Wavebreaker" - "V Congresso Brasileiro 

de Engenharia Mecânica - Campinas - 1979 



309 
AN AI 5 PROCEEDINGS 

8 
COBEM 81 

VI CONGRESSO BRASILEIRO DE 
ENGENHARIA MECANICA 

RIO DE JANEIRO, 15- 18 de dezembro de 1981 

TRABALHO 

PAPER 
No A-30 P.P. 309 - 318 

ffit -
PUC/RJ 

FLUXO NÃO ESTACIONÁRIO EM REDES DE RIOS OU CANAIS 

Armando Mi gue l Awruch 

Professor do Curso de 

P6s-Graduaçio em Engenharia Civil 

Uf-RGS 

SUMÁRI O 

"--'----. 

Est e trabalho apresenta a formulação de um modelo mat e 

mitico para o estudo do fluxo não estacion5rio cm redes de 

rios ou canais e é aplicado ao "Delta do JacuÍ" (Rio Grande 

do Sul -Brasil). Para a discretização do espaço, usa-se o 

o método dos elementos finitos e p a ra discretizar o tempo, a 

regra tr apccial. Os resultados s i o comparados com dados de 

campo obtidos atr avés de medições de nível c vazões 

SUMMARY 

This work prcscnts the formulation of a mathematical 

model to study unsteady flow in rivcrs or channels nctworks, 

which is app lie d to thc "Delta do JacuÍ" (Rio Grande do 

Sul - Brazil) . The finite element mcthod is uscd for space 

discretization and the trapezoidal rule for time discrctization. 

Thc results are compa reci with field data obtained through 

level and discharge measurements. 
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1. Introdução 

O presente trabalho consiste na apresentação de um mo­

delo matemático uni-dimensional para o estudo do fluxo não 

estacionário em redes de rios ou canais. As equações que g~ 

vernam o problema são discretizadas no espaço e no tempo, 

usando o método dos elementos finitos e das diferenças fini­

tas, respectivamente . 

O modelo é aplicado ao Delta do Jacuí, no estado do Rio 

Grande do Sul (Brasil), o qual recebe o afluxo de quatro rios 

que são o Rio Jacuí , o Rio dos Sinos, o Rio Gravataí e o Rio 

Caí, e desemboca no Rio Guaíba (figura l ). Suas águas são 

utilizadas como fonte de abastecimento das populações da zo­

na, para recreação e pesca, e como fonte de diluição de águas 

servidas domésticas e industriais. 

O conhecimento das características do f luxo é de funda 

mental importânci a para s e faz er estudos e previsões em rel a 

ção à qualidade da água. 

2. Aplicação do Método dos Elementos Finitos às Equa­

ções que Governam o Problema 

O sistema de equações diferenciais em derivadas par­

ciais que governam o problema, constituído pelas equações de 

movimento e de continuidade, pode escrever-se da se guinte for 

ma: 

3u 3u 3Jl hl v2cos - + u - + g - + I g + !r u - Y --- = O (l ) 
H H a 9, c R (h + ") 

~ [h (r) +h)] + --ª-- (b u (Jl+h)] + q =o 
at 39, s 

( 2) 

onde u = u(9,,t) e Jl=Jl(9-,t) são a velocidade média e a el~ 

vação do fluido sobre o plano de referência respectivamente, 

e constituem as inc6gnitas do problema; g é a aceleração da 

gravidade, h(9,) a distância do plano de referência ao fundo, 

R(i,t) o raio hidráulico, C(9,,t) o coeficiente de Chezy, 

a inclinação do fundo, Y um coeficiente de tensão provocado 

pelo vento, V(9,, t) a velocidade do vento, a um ângulo que 

indica a direção do vento, b(i) a largura total, bs( i, t) a 
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largura do fluxo principal e q(~.t) o fluxo suplementar que 

inclui infiltração, percolação, etc.;"~" e "t" são as va­

riáveis de espaço e tempo respectivamente. 

A formulação do método dos elementos finitos, partin­

do do método dos resíduos ponderados, conduz à seguinte ex­

pressão matricial, onde os termos lineares e não lineares es 

tão separados: 

onde 

sendo 

I ~l O 1 { ~n } + [ O ~ l J ~n } 

lo ~2-' 6n -~1 ~ l ~n + 

~~(u,n) 
L~z C n) ;]{~:}.{;}-{;} 

G~D+E+f· 
-1 -1 -1 -l' ~(u,n) ~ ~(u) + Ç(u,n) 

~ 2 Cn) ~ Q 2 Cn)+~ 2 (fl)+_l-'2 (11); L s + w 

(3) 

M ~Jrj>.pTd~· 
-1 ~ ' 

~12 ~ f (~T ~n) ~PT d~ ; 
t 

a.pT 

~ ~ g I ~ --=- d~ 
~ a~ 

a.p 
~(u) ~ J (~Tl!n)~ _:_ d~; 

t a~ 

C(u,n) ~ j .lL 
- ~ cz 

1 

~~T ~nl T 
--- <P<P di, 

C<PT tP) --

J 
<P 

2 - di, . W ~ _ y V CDS a ~) ' ~~g I J <P d~; 
~-

g~ -]c <PT qn)<P d~ 
~ -- ~ (<P t1 

a1> 
D ~ ( (<PThn)(.pTbn)<P _ di, ; 
-1 J~ - - - -s - a~ 

E ~ 
-1 J 

a.p 
(.pTbn)(-= hn) <P <PT d~ 

~ - -s a~ - - -

J 
a.pT 

F ~ (<PT hn) (--- bn) <P <PT di. 
-1 ~ - - a~ -s 

As matrizes ~Z (n), ~ 2 (n) e ~ 2 (n) são obtidas da mes 

ma forma que ~l' ~l e ~l' respectivamente, substituindo ~n 
por ~n. Nas expressões anteriores, "n" indica o número de 

nós do elemento usado, T a operação de transposição e o po~ 

- -- --.- - =e-::=.·· ·;......,.__ -
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to acima da variável significa derivação em relação ao tempo; 

~ é a função de forma, H=h+n é a profundidade total e c1 um 

coeficiente que depende do -coeficiente de Manning, da largura 

e da profundidade. 

Em forma comp a cta, a expressao (3) pode escrever-s e da 

seguinte forma: 

M X + ~l ~ + ~ 2 (X)~+ ~ o (4) 

Para dedu zir a fó rmula de recorrênci a da integr ação no 

tempo usa-s e a r egra tr ape cial, assumindo que 

(5) 

onde Xt+ót é a incógnita no t empo t+6t e Xt a·incógn ita no 

tempo t. 

Com (4) c (5) , l evan do ao se gundo membro os termos nao 

lineare s c usando um e sq ue ma iterativo, obtém-se a fórmula de 

recorrênci a final, que é a seguinte : 

r 2 l R+ 1 !61 ~ + ~lJ ~t+M 
- 2 k k 

li_M ~- ~1 - ~z(\)J ~t- (~t + ~t+M)} - ~z(Xt+M)Xt+M 

(6) 

onde k indica o nume ro de iteraç ão. 

O membro esquerdo da expressão (6) é uma mat r iz banda, 

nao simétri ca e estacion ária , j á que é pos s ível de sco mpor 

bs=bs( l ,t) numa parte cons t ant e e outra variável no tempo, l e 

v ando e sta Última ao segundo membro ; isto significa qu e a ma 

triz do pr ime iro membro dev e ser tri angul a ri zado uma vez em 

todo o interva lo de simu lação, o que implica num a redução sia 

nifi cat iva do tempo de processamento. O termo entre chaves de 

ve ser avaliado 
k 

~2 (Xt+ M J xt+ t> t 
k+ l - k 

~ t+6 t = ~t+M' 
ma euclidi ana 

um a vez em ca da int erv alo de t e mpo, sendo que · 

de ve ser calcul ada em cada i teração at é que 

Ado ta-s e como cr itér io de convergência a nor­

do vetor X, podendo-se usar um coe fici ente 

de relaxação para redu zir o núme ro de iter açõ es. 
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3. As Junções 

Para as junções, definidas como o encontro de dois ou 

mais ramais, segue-se o critério de Dronkers 111. 

m3 
b3 
H3 

Figura 2 

Analizando a figura 2 , que representa uma junção, são 

válidas neste caso também as equações (1) e (2). Levando em 

conta que os trechos são pequenos, podem ser desconsiderados 

os efeitos de fricção no fundo, do vento, da inclinação do 

fundo e supor ainda que o fluxo é estacionário. Sob est~ hi 

póteses, o sistema de equações fica expresso da seguinte for 

ma: 

b
1 

H1 u
1 

+ b 2 H2 u 2 + b
3 

H
3 

u
3 

=o ( 7. a) 

l/J 2 2 ( 7. b) -- (u - u ) + H - H = O 
2g 3 1 3 1 

l/J 2 2 ( 7. c) (u - u ) + H - H = O 
2g 3 2 3 2 

onde a (7.a) indica a condição de conservação da matéria, e 

(7.b) e (7.c) são as equações de Bernoulli para os trechos 

AC e BC respectivamente. O coeficiente l/J é um fator que le­

va em conta as perdas e o fato que as velocidades não se dis 

tribuem uniformemente na seção transversal. 

O sistema (7) juntamente com as equações (1) e (2) de 

cada trecho que concorre à junção, fornecerá os resultados na 

referida junção. 

-=-=--==--,, 
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4. O Termo de Viscosidade 

As expressoes (1) e (2) foram obtidas integrando na 

profundidade e na largura as equações originais de movimen­

to e continuidade, considerando que a velocidade instantânea 

está composta por um valor médio e um desvio em relação a e~ 

se valor, levando em conta as condições cinernéticas para a 

superfície livre e assumindo urna distribuição hidrostática 

de pressões (o que significa anular os termos da aceleração 

e as correspondentes tensões na direção vertical). 

No processo descrito acima, aparecem, além das forças 

de pressão e as tensões tangenciais na superfície (provocada 

pelo vento) e no fundo (provocada pela fricção entre o flui­

do e o lei to), tensões internas dadas por 

1 

b 11 
s 

Fi 1 

b H s 

d Jll T 2 - [- - ( u • ) J d z 
39, -h p 

( 8) 

onde T é a tensão tangencial, p a densidade do fluido e u' 

o desvio da velocidade em relação ao valor médio. Fi pode 

ser considerada corno urna força provocada pela viscosidade do 

fluÍdo, e então o primeiro membro de (8) é aproximado pela 

seguinte expressao: 

(9) 

onde v é um coeficiente de viscosidade cujo valor é desco­

nhecido. 

A (9) pode ser introduzida na expressão matricial (3), 

adicionando as seguintes matrizes: 

onde 

f (9, • t) 
1 

~T 11n 

(lO) 

(11) 

O uso do termo viscoso é muito útil na eliminação re o~ 
cilações numéricas, e por esta razao as vezes é convenien­

te que seja introduzido, usando valores convenientes de v, 
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como é indicado n a referên cia j Zj . 

S. ~l ic~ão do Mode lo ao Delta do Jacuí 

O modelo f o i aplicado ao Delta do J acuí, ut ilizan do - se 

uma rede de 27 e l ementos isop aramétrico s quadráticos un idime~ 

sion ais com 76 nós. Os dados usados foram obtidos através de 

med i ções de campo efetuadas pelo IPH da UFRGS e de l evanta­

men tos f eitos p e l o DEPRC de Porto Alegre . 

Na fig ura 3 são apresen tadas as con diçõ e s de con torno 

usadas e nas f i guras 4 e 5 alguns resu l t auos, os qua i s são 

comp arados com observação de campo . 

O coefic i ente de Mann ing adotado para a fricção no fu~ 

do foi n=O . OZ , sendo que o coeficiente de Chezy osc i la en ­

tre 50 e 70l/Z /s eg . Cons iderou- se também o efe it o do ven ­

to, com uma 

-so . Foram 

'l. '"'' 

I 
0.20 

0.10 

000 
12 

I 
'l''" ' 

I 
ll.ZO 

0.10 

0.00 

IZ 

'l , .. , 
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0 ,20 

0.10 

0.00 

12 r·, 0.10 

0.05 

o.oo 
12 

ve l ocidade cons t ante de 10 m/seg n a di r eção NE ­

tomados i n terva l os de tempo de 300 segundos . 
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lO 
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lO 
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"l.lml 
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Figura 3 - Con dições de Contorno 
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Figura 4 - Ni vcis calculados c observ ados 
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6 . Conclusões 

embora estudos mais amplos devam ser feitos, para di·· 

versas condições, os resultados obtidos com o modelo permí · 

tem sermo s otimistas em r elação a f uturas aplicações. 

Ficam também alguns pontos para serem pesquisados, tais 

como a influência do coeficiente de Manning e os efeitos do 

termo viscoso. O i ntervalo de tempo adotado, que em mu i to s 

pontos é maior que o i ntervalo exigido pela condição de est~ 

bilidade de Courant- Fri ede rich-L evy, permite obter poucas 

iterações e m cada passo ( 2 ou 3) ; lo g icament e um intervalo 

de tempo maior acres centaria o número de iterações e afet a ­

ria a precisão dos res ultados. A tolerânci a imposta no pro­

cesso iterativo é de 1% . 

Os valores ini ciais e o v a lor e direção do vento, que 

foi a dot ado em fun ção de medidas isoladas, podem afetar em 

parte os res ultado s obtidos . Um outro aspe c t o que de ve ser 

mencionado é que o f luxo uni-dimensional é um a hipótese sim ­

plificati va para es t e caso, qu e apresenta grandes difi cu l d~ 

des na determ inaç ão das larguras nos diferent es trechos e de 

uma r epresentação adequada da t opogra fia do fundo . 

A co le ção de novos dados de campo, junt amente com a 

aplic ação intensiv a des te modelo, pe rmitirão t e r alguns e le ­

mentos neces sários p a ra auxiliar fut uras tarefas de planej a ­

mento, reproduzindo e prevendo diversas condi ções . 
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SUMÁRIO 
No pre se nte t rabalho s io e studadas as caracteristicas 

do e s co ame nt o interior cm re gime l amin a r, plenament e desen­

vo lvido junt o a um obsti cul o anular de secção l ongi tud i nal 

qu adr ad a. Por meio de uma banc ada de test es sio med i dos os 

c omprimentos de scp~raçio a jusante do obst5culo e as pres ­

sõe s diferenciais l oc ai s para virlos nfimer os de Reynolds, e m 

di fe r e nte s s ec çõe s , c om a f i nal i da de de determin a r os pe rfi s 

de velocidade e de tens5o de cizalhamento. Sio an a li sados os 

c omportamentos do s comp rimentos de scparaçio e das ve locida­

de s e ten sões mi x imas ao l ongo do es c oamento. 

S!IMMARY 

The main objective of thi s work is to study the laminar 

fully dev e loped fl ow cl os e to a circun f erenci al square hump 

pl a ced at th e wall of a s moo th circ ul a r pipe. An exper imental 

s et up wa s use d to determine th e r ea ttachment length and the 

velocity and s he a r stress profil es of the f low f or different 

Reyn olds numbers. Simpl e r e lati ons were obtained from the 

ana l ysis of the data for the r ea tt ac hment leng th , max imum 

velocity and maximum shear s tres s i n di f fer ent positions 

al ong the flow and different Reynolds numbers. 
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l. Introdução 

Durante a década passada, considerável atenção foi di~ 

pensada ao desenvolvimento de dispositivos cardiovasculares 

protéticos e coração artificial. Atualrnente, devido às difi­

culdades encontradas na determinação analÍtica dos padrões e 

parâmetros do escoamento sangUÍneo, o projeto de próteses 

cardiovasculares é ainda, em grande parte , urna arte, pois os 

conhecimentos estão assentados em algumas me dições experirne~ 

tais esporádicas e conhecimentos empíricos. As superfícies 

artificiais dos dispositivos protéticos criam eventualmente 

problemas tais corno a formação de trombos com consequentes 

danos aos elementos formadores do sangue, que estão intima­

mente relacionados com as características do escoamento. 

Experimentações realizadas por Fry et al (1965), segu~ 

do citação de Cheng et al [1] em condutos com derivação, su­

gerem que a ocorrência crítica para a formação de trombos e 

possível desestruturação sangUÍnea está associada à região 

de separação do escoamento. Foi também mostrado por Fry 

(1968), citado em Cheng et al [1], que a deterioração e ero­

são de células endoteliais está intimamente relacionada às 

tensões cizalhantes que a gem sobre as células. 

Neste trabalho é efetuado o estudo experiment a l do es­

coamento interior junto a um obstáculo de s e cção transversal 

anular e longitudinal quadrada, fixado à parede de um duto 

circular liso, através da medição do comprimento de separa­

ção e perfis de velocidade nas r eg iões de recirculação para 

números de Reynolds variando entre ZO e SOO. Segundo Guyton 

[2] esta faixa de variação do número de Reynolds é a que o­

corre normalmente nas porções regulares das grande s artérias. 

tanto na circulação sistêrnica quanto pulmonar. 

E considerado que o escoamento seja laminar plenamente 

desenvoivido na região proximal do obstáculo e que o fluido 

utilizado tenha comportamento Newtoniano. 

O fluido utilizado é urna solução a 2~ de Metilcelulose 

(Methocel A-15 - Dow Chemical Inc.), que apresenta uma vise~ 

sidade de 10 cP a 20°C, movimentado por urna bomba peristálti 

ca que fecha o circuito entre dois reservatórios mantidos em 

desnível controlável. 

O desenvolvimento das pesquisas neste campo do conheci 

i 

I 
I 

\ 
:í 

( 
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mento está originalmente relacionado ao desenvolvimento de 

soluções numéricas para escoamento de Poiseullc uniforme,o~ 

cilatório e pulsátil junto a obstáculos de secção quadrada 

[3]. O escoamento é analis~do bidimensionalmente através das 

equações de Navier-Stokes apresentadas na forma de transpor­

te de vorticidade para solução pelo método de difer enças fi­

nitas. 

Mais recentemente, segundo Cheng et al [4] as pesqui­

sas igualmente numéricas, levando em conta os parâmetros do 

es co amento, tem sido dire ci onadas mais estreitamente às con­

dições de fluxo s angUÍneo reais, admitindo- se já, além dos 

obstácu l os de secção quadrada (cstenoses) fi xas, distensões 

de p a red e ( aneurism as) com variação temporal (p aredes mo­

veis) 

Estão também se ndo pesquisadas as influências da s for­

mações de estenoses e aneurismas e m bifurcações s imétricas e 

ass imé tr icas sobre os parâmetros característicos do escoamen 

to, segundo Li ou [5]. 

2. Bancada de Te s tes 

A bancada de testes é constituída basicamente de uma 

secção de testes ligada a dois r ese rvatório s mantidos em des 

nível control áv e l. 

O c ircu ito~ fechado po r um a bomba per istáltica com 

fluxo pos iti vo na direção do reservatório móvel (emissor). O 

re servat óri o de captação do fluido cm es c oamento através da 

se cç ão de test es é chamado de re se rv a tório receptor. Todo o 

s ist e ma é ligado a um terceiro r es erva tório (de controle), c u 

ja função princi pal é s uprir eve ntuai s perdas de fluido do 

circuito, cons id er ando-se como funçã o s ecundári a, o armaz ena 

me nt o de fluido fora de operação. O si st ema ~ ilustrado es­

quematicamente na Fig. l. 

A s ec ção de testes f ica completamente i s o lad a do r es ­

tant e da inst al a ção e, pr in c ip alm ent e , do r es ervatório emis­

sor a fim de ser evitada a transmiss ã o de v ibr ações prove­

nientes da bomb a de alimentação, razão pela qual as ligações 

entr e r es ervatório e secção de t es te s são flexíveis, da mes­

ma forma qu e as estruturas de sustentação são independentes. 

O comprimento r e to de canalização até o ressa lto permite o 
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de senvolvimento completo do perfil de velocidades par a a fai 

xa de núme ros de Reynolds testada. 

E 
u 
o 
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/
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I blcl I Reaistro aavetn 
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SIMBOLOGIA 
Rü.e.rv.o.tónº- de . çontrpte 
Unha de em issa-o 
:~~o~ do ref~~~~o ·-=-~~-~:~~ ---_- . ~ - -

~~~Jo~~dJ~q- te~~~~ 

Fi g. l. Esquema da ba ncada de t es t es . 

Os comp ri mentos de separa ç ão são medid os através de m~ 

t odo visua l, determinando o compr i mento ne cess ár i o de duto 

transpa r ente ap6s o ressa lt o . Co mo o tubo de acri lico usado 

com ~ = 1 3/4" é comerci a lme nt e li so, não s ã o considerado s 

os efeitos de rugosidad e da par ede s obre o esc oame nt o . 

A perpendic ul aridade do obstáculo em r e lação às linhas 

de corrente do escoament o , é parti cularmente importante,poi s 

c om i st o ev i ta-s e qu e s e formem correntes s e cundárias qu e a ­

l ém de prej udicarem a v is uali zaç ão, certament e afetam os pa­

râmetros do escoamento . 

A forma e di mensões da obstrução , ind i cada na Fig. 2, 

f or am utilizadas po r Cheng e t a l [1] n a simulaçã o numérica 

do es co ament o . 

O númer o de Re yno lds pode s er controlado através da v~ 

ri a ção do de sn íve l en tre re se r va t6 ri os e a tr avés de r e gis-

-----~-:·. -------
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tros s itua dos nas linhas de emissão. Para maior sensibilida­

de de controle, sio usados tr~s registras em paralelo. 

@. --- -1--~--- ··-·-- -· 

- - - · -

D-44,Smm - L~ 

Fig. 2. ecometria do ohstáculo. 

~ · fL2S:..~ i meJ_J__tos _ _ii_~_pe r i me nta i..:-;_ 

~ . 1 . ~1_c:_sl_i__s_ji_(_l_ ~los !:=_ompri~to s de ~araç~ 

A med iç ão dos comprimentos de scparaça o do escoam ento 

a JUs ant e ela obs trução, ê reali zada através da avali aç ã o da 

Jistiin c i u cm que a linha de corrente tange nte a sup e rfí c ie 

i n t c r n :1 d o o h s 1 á cu I o v cd ta a r c c n c o n t r a r a par c d c d ' ' se c ç ii o 

d e t es t es, ap os o obstáculo . A a valiação destes c ompriment os 

se t o rn a poss í vel por meio da injcção de corante próximo a 

pa r ede da secçã o de tc s t" ~ ; a mont a nt e do oh s táculo,:J uma di ~ 

t 3 ncia s ufi c iente para que a linha de corrente visuali zacla sc 

torn e cs t:t ve l. lJm dispositivo de i !uminação posterior pe rmi ­

te a VlS LJali zação adequada do e sc oamento . 

Obse rva - se através da Fig. 3 que o reencontro da linha 

de corr e nte tangente ao ressalto ocorre dentro de uma faix a 

de co mprime ntos, adotando-se o va l or m~dio para o comprimen ­

t o de se pa r aç iio . 

A l i nha de separaçao apre s entada na Fig. 3 nao ~ real 

na dir cç ~ o tran s versa l devido~ di s torçiio causada pela c urva 

tur a do tuh o transparente . 

Os comprime nt os de s epara ç ão ass im obtidos para vários 

nGmer os de Reynolds siio então adimens ionalizados cm relaçiio 

ao d iâme tro da secção de testes Ux/ll) c plotados em fun ç ão 

de Re 0 . 

3 . 2. Medição dos p_~fi2 de velocidade 

Os p e rfis de velocidad e são ohtidos atrav~s da medição 

das pres sõ es dinâmicas cm 3 regiões de interesse, a s aber: a 
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montante, no interior c a jusante do obsticulo. 

Fig. ~.Visuali z ação do escoamento.(compri­

me nto de separação para Rc 0 = 55) . 

S~o consideradas seis secções de medição, localiz a das 

nos seguintes pontos: 26 mm a montante do ohst~culo (secção 

1), na s ecção Jc cntraJa do obst~culo (secção 2), na secção 

de sa {J a do obs tácul o (secção 3) , a 30, 60 c 90 mm a jusante 

da obstr ução (scç5es 4,5 c 6 respectivament e). 

Devido ~s baixas prc ss6es diferenciais existcntes,pri~ 

cipalmcnte na zona de rccirculação ap6s o obsticulo, utili­

za m-s e transdutores de pre s são diferencial indutivos de a lta 
" s ens ibiliJaJe c om pressão diferencial nomin a l de 0,01 kgf/cm~ 

pa ra as medi ç5es do perfil Je velocidade. Os sensores Je to­

ma da Je pressões t o tal c estática são ind e penJcntc s, e c ons ­

tituÍJos por agulhas hip odérmi.cas Jc 1,5 mm d e diâmetro. As 

t orn a das de pressão, tanto estâti ca quanto t ota l, são real i z~~ 

das sobre o mesmo plano transversal em c ada s ecção considcr~ 

da, sendo que para a s s e cções a jusante d o obst~cu l o,as pre~ 

sõe s totais são medidas com o a ux ilio de Jois tubo s , um para 

as pressões Jo escoamento centra l c parte Ja região de r e ei~ 

culação e outro invertido para a regi~o J e recirculaç~o aba i 

xo da linha de inv e r são de velocidaJe. !\ Fig. 4 ilu stra o sis 

t ema de rnediç~o de prcss5es est~tica e total. 

llevíJo ~ simetria do escoamento c ompr ovada por l.insinr,en 

[6] na fase Je visuali zação do escoamento, as medições de 

pressões s~o realizadas sobre um Gnico plano longitudinal em 

cada secção transversal. 

Finalmente, as vcl ocida Je s são determ i.nad as pela Eq. 

( 1) : 
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u /Zg fiP/p (1) 

s endo que a mass a es pe c ífi ca p é f unção da temperatura da so 

lução, tendo sido pr eviame nte dete rm inada [6]. 

Secção de . ~~· . rl·r~~-~ l 
~ · - --JL~" b i 

Ponte amplificadora ~ "- ; 

•n~: oOot ""''" l [l IT~-- 1 

·, . J ) Tr~nsdutor de .'] .. 1. I '- • r (1/i)i"essào I ! f m l.A;;ldi= _J:-=-_1! 
L~~'\ Pressão 

es tatico 'Total 

a) A montante c no inter ior 

do ob st ác u lo 

h) A jusa nte do oh s t5 c ul o 

Fig. 4. Conjuntos de medi ç ão de pressao d i fe renc ial. 

3.3 . Te nsões de ciza lh amento 

As t ensões cizalhant es são calculadas a tr avés d a equa ­

ç a o de Newton d a v is cosidade, Eq. (2 ) : 

I Z! 

onde f' (xi) é o valor da derivada numérica da vel oc i dade lo 

ca l, seg und o Carna han e t a l [7] . 
Algt.~ns per fi s de velocidade e tensão c i za lhante para 

as diversas secç ões s ão apr e sent ad os nas Figur as S e 6. 

4. Discuss ã o dos Resu l tados 

A análise dos r es ul tados é e f et ua da a partir da c onsi ­

dera ç ão do es coamento c omo s endo lam i nar, plenamente de sen­

volv i do nas secçoes conside r adas e o flu i do New toniano. 

Linsingen [6] t es t ou e c omprovou as hipót eses aci ma e s 

tabelecidas , ga rantindo com isto a va lidade da aná li s e . 
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l (drnas/cm2 l 

44,0 

40,0 

33.,37 

Ê 
E 

õ 
c...v,v 

11 ,125 

o ,o 

26,0 20,0 
I Sec.2 

o, o l\i25 20,0 

Sec. l 

i,)(( mm ) 

44,0' r , , }'t' , '<f? , "f lê,U 

40p 

0,01 

11125 

~-
2 -R•o= ~ 4 

5- R•o= 16 1 

0,0 ~p 50,0 
U( cm/s l 

Sec 3 

0,0 20,0 
~, (mm) 

Fig . S. Ten s õe s cizalhantes para a s se cções 1 , 2, e 3 cor r es ­

pondente s ao s per fi s de velocid ad e espe c ific ado s . 

4 4,~ 

40,0 

- 33"~75 
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I I : I U(cm/s) 
Sec -3 Sec --4 Sec.- 5 Sec -s 
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~x( mm ) 

Fig. 6. Desen volvimento dos perfis de velocidade e tensão de 

ciza lh ame nt o a j usante do obst~culo para Re 0 = 200 , 

com delimitação da li nha de i nversão de velocidade . 

4. 1 . Compri me n to de s eparação 

Com re lação a os c ompr imentos de sepa r ação, observa - se 

que a fa i xa de Re 0 poss i vel de s er medida pelo m~todo empre­

ga do mos t ra - s e re la tivamente baixa, admitindo val o res entre 

Re 0 = 20 e Re 0 = 200 . 
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O limite máximo de Re 0 = 200, deve-se ao fato de que 

acima deste valor ou da faixa de valores próximos, a linha 
de corrente de controle apresenta uma certa instabilidade com 

relação à uniformidade da-concentração de corante, o que di­

ficulta consideravelmente as medições. Por outro lado, a a­
proximação desta linha de corrente da parede do tubo, ocorre 

em ângulo muito reduzido, o que aumenta drasticamente a fai­

xa de reencontro e consequentemente o erro na avaliação do 
valor médio. 

Observa-se que os comprimentos de separação (ix/D),plQ 

tados em gráfico bilogarítmico conforme mostra a Fig. 7, se­

guem a lei de potência, dada pela Eq. (3). 

0,0383 Re 0°· 9 para 20 < Ren < 200 (3) 

Embora a utilidade desta relação seja indiscutível no 

que se refere ao conhecimento da evolução dos comprimentos 

de separação, não se pode, a priori, garantir sua validade 

para Ren fora da faixa considerada, pois muito pouco se co­

nhece a respeito do desenvolvimento desses comprimentos. 

5,0 

4,0 

3P 

zp r----t 
o 
' ~ 
1,0 

0,8 

0,6 

0,5 

0,4 

1--

0,3 
lO 

I 
I 

/ 
/ 

20 

_,( -
/ 

f -
~ 

f--· v - 1--

J 
/ 

/ 
/ 

F- -c-
l 

t,/D= 0,0383Re~·· 

2 -2 
30 40 60 80 10 2xl0 

Re0 =4Q/TTD\l 

Fig. 7. Curva de variação dos comprimentos de separa­

ção em função do número de Reynolds. 
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4. 2 . Perfis de ~ocidade 

Oa an~ l ise dos perfis de velocidade ~ e n tra da e saida 

da obstru ção, ~ estab elecida a seguinte função de variação 

da veloci dade m5xima na li nha de centro para cada secç ão, em 

função do nGmero de Reynolds e da dist~ncia entre as secções. 
como mo s tr a a Eq. (4): 

onde : 

Umáx 
Um 

3,08 {[(x/D*) + l]0,17 6} Ren-0,176 

Um = velocidade m~dia experimental do escoamen t o 

!l* 

inter ior da ohs truç~o = Re 0• • v/D* 

di~metro caractcrfsti co da obstrução ll/2 

( 4) 

no 

x = dis t~nci a entre as se cções, com orig em na sec ção 

2 e valor 0/4 na sec ç~o 3 . 

A fig . 8 ilustra a correlaç~o dos dados para a faixa 

de nGmeros de Rey no ld s va riando entre 20 c SOO . 

20 40 80 100 
Re 0/ [( x/ O"l + 1] 

200 

Fi g . 8. Var i ação da veloc i dade máxima cm funç~o de 

Rcll c do p:nâmctro ele aprox imaçiío [Cx/ll*) + 1]. 

4. 3 . Tensão de ci za lhamento -----
Analisando - se os valores da t ensão de cizal hame nt o ma -

xima obt i dos par a toda s as secções co nsideradas, observa - se 
que na secção 2 (na entrada do ohsticu l o) , ocorre, como esp~ 

rado , um pico de tensão que diminui at6 o r estabele ciment o 

do escoamento plenamente desenvolvid o ap6 s o pont o de re en ­

contro da linha de separuçio do escoamento . 

A Fig. 9, ilu s tra a for ma de va ria ç ão da tensão má x im a 
a t ~ a secção 6 para Rell 200 . 

A suposição de que a tensão de c i zulhamento cre sce hru~ 

camente na reg ião imedjatame nte ant erior i sec ção 2, e indi-

-------==-~~-<=.·· . . ··~- ·---
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cada pela linha tracejada, na Fig. 9, baseia-se no fato de 

que nesta região ocorre uma va~iação muito acentuada nas ca­

racterísticas do escoamento devido à presença do ressalto. O 

m~todo de medição empregado não permite a obtenção de dados 

nesta região do escoamento. 

IDO 

NE 

'~ 
~ 

o 80 
~ 
s 
~ 

o 
,i'60 

40 

20 

o 
Sec 1 SecA Sec5 Sec6 

fig. 9. Evolução da tensão máxima ao longo do 

escoamento para Rell = 200. 

S. Conclusões 

O procedimento experimental adotado mostrou-se bastan­

te satisfatório com relação ao levantamento de dados para a 

faixa de nGmeros de Reynolds variando de 20 a SOO. 

Para uma faixa mais ampla, será necessária a adoção de 

outros m~todos de medição de velocidade, como por exemplo, o 

anemõmctro laser lloppler. 

O conhecimento das tcnsacs máximas na entrada do obstá 

culo tem uma importância muita grande para o conhecimentodas 

características do desprendimento de partículas de estcnoses 

em determinadas regiões do escoamento sangUÍneo,considerados 

os devidos afastamentos geom~tricos em relação aos sistemas 

reais. 

O conhecimento das caracteristicas da região de recir­

culação pode levar à determinação dos mecanismos de formação 

dessas estenoses em locais especÍficos do sistema circulató­

rio, como por exemplo, cm bifurcações, onde o desvio de flu• 

xo promove a formação de rçJ;ião de separação e recirculação 
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nas zonas de baixa pressão . 
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SUMÁRIO 

Atrav~s do M~todo das Singularidades analisou-se o e~ 

ccamento em grades de m~quinas de fluxo axiais. Sio feitas 

comparaçoes com trabalhos analfticos e experimentais con­

cluindo-se que hi uma hoa aproximação com os resultados ex 

nerimentais. 

SU~1ARY 

llsing the Singularity Method the flow past 

of axial machines is analysed. 

cascades 

Comparisons with analytical and experimental work are made, 

concluding that there is a good agreement with the exper! 

mental results. 
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des. Nas equações (1) e (2) R e I representam as 

de interferência da grade sendo dadas por: 

R 

com:. 

M 

cosi3 

cosB senhM + senB sen N 2cosB 

coshM - cosN 

senB senhM - cosS senN 
coshM - cos N 

N lTÀ(coscp - cos 0) 
senS 

1 

M 

funções 

(5) 

(6) 

( 7) 

~~ 

Figura 1: Grade 

Considerando-se as distribuições de singularidades r eprese~ 

tandas por séries de Fourier segundo 141: 

y(cp) = 2 A 1 + cos~ + 4 r A n sen ncp (8) 
Woo o sencp n=l 

.9....Cti=c [2 Bo 1 + coscp + 4 I Bnsenncp] (9) "e 
Woo sencp n=l 

e substituindo nas equações (1) 

u 
w sx 
Woo 

I 
n=o 

(hn An 

e (2) pode-se colocar que: 

Ce gn Bn) (lO) 
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w 
v = 21. I (gn An ... c h Bn), e n Woo n=o 

(11) 

ond e Ce r epres ent o um coef iciente que define a espessura ma 

xima do per f il, gn e hn r epresentam integ r aç6es na variivel 

~ . independentemente da famÍlia de perfís considerada, as 

quais são de terminadas pela substituição antes mencionada 

r 6f . 
Com a consideração de pequenos ângulos de a taque, a condi ­

ç ão de tangência da velocidade resultante na l i nha de esqu~ 

leto do perfil ê expressa por: 

f~(0) 
sena - v (12) 

1 - u 

A descri ç ão de uma família de pe rfís genérica pode s er fei 

ta na forma das distribui ç6es da linha de esquel e to e da e~ 

pessur a se gundo, respectivamente, as s eguintes 

i 1, 4 [ : 

C ~ (C o ... 2 L cm co s m(0 ) ) 
m=l 

dx Zwoo 

e xpre s soes 

( 13) 

(1 4) 

onde q(O )/woo é da do pe la equaç ao (9) anter i or e c 2 repre­

senta um coe ficiente que rel aciona uma det e r mi nada linha de 

esqueleto de um perfi l com uma linha tomad a como ba se. 

Combinando as equaç6es (10), (11), (12) e (1 3) determina - se 

um s istema de equaç6es alg~bricas lineares, fixados um cer 

to número de pontos nos quais se verifica a condição dada 

por (12). Pa ra verificar e st a condição independentemente da 

fixação destes pontos , multiplica-se todos os termos do ci 

tado sistema de equaç6es por cos k0/n e integra-se no inter 

valo de O a n, tornando os coefic i entes do sis t ema iguais 

a va l ores numérico s. Tal p r oc edimen t o permite ainda um trun 
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camento do sistema de equações, estabelecendo-se um numero 

reduzido de equações. 

A forma deste sistema pode ser colocada como 161: 

L ank An 
n=o 

ó k sena - ó k C C, + C I b k B o m m ,. en=o n n 
(15) 

onde ómk representa o delta de Kroenecker, 

ank = gnk - CR. [co hnk + 
00 l I Cm(hnlm -k l + hnim+k l ) J (16) 

m=l 

- bnk = hnk + CR. [co gnk + 
00 l 

m~l Cm(gn lm-kl + gn lm+k l ) J (17) 

e onde os coeficientes numéricos gnk e hnk são determinados 

por integrações nas variáveis O e ~ 161, Bn são os coefic! 

entes da série repres entada por ( 14) e An são as incognitas 

a serem determinadas. Definindo-se: 

An A sena + na 
C R. 

A -+A 
c e 

nc 2n ne 2n 
(18) 

o sistema de equações representado por (15) pode ser desmem 

brado como: 

00 

I a A = o 
n=o nk na ok 

(1 9) 

00 

I a A = -nk nc 2n ómk cm ( 2 o) 
n=o 

00 oc 

I a A = 2n L b k B (21) 
n=o nk ne n=o n n 

A solução destes sistemas permite determinar a distribuição 

de velocidade e os coeficientes aerodinâmicos da grade. 

3. Solução das equações 

Para se determinar a solução dos sistemas de equaçoes repr~ 

~-~-· .. 
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sentados por (19) , (20) e (21) é necessário conhecer-se os 

coeficientes numéricos gnk e hnk" No presente caso,conforme 
já comentado, t ais coeficientes sio gerais, sendo válidos 

independentemente da família de perfís considerada. Ao con 

trário disto, Mellor 121 analisou o problema em questão de 

terminando coeficientes válidos somente para a famíli a de 

perfís NACA (a =l ) da série 65. Observou que, devido a depe~ 

dênc ia das funções R e I com o argumento (cos~ - cos0) ou 

(x - ~) , poderia efe tuar as integrações duplas que determi-

nam os coefi c i entes ao lon go das linh as (x - ~) constante 

e somente na r eg ião O~ x - ~ 1, visto que R e s ão antis 

simétricas com relação a linha (x Ç) = O. Assim, quando 

os integrandos são verificados como antissimétricos ,conclui­

se que os coeficientes correspondente s s ão nulos, o que é 

express o pela condiç ão de n+k impar com n ~ l. Entretanto o 

procedimento de integração num semi-plano. que apar ent eme n­

te econom iz a tempo de proces s amento, não at in ge os objeti ­

vos, uma vez ~ue as e xpressões dos coeficientes. de v ido a 

mudança de coordenadas, ap r e s entam in de terminações para 

0 =0 e C=n, torn ando necessário um exces si vo refinamento da 

malha para se obte r os re s ultados com uma certa aproximação. 

Tendo em vist a es tes inc onv e nientes, neste trabalho ef etuou­

se as int egrações em toda a região O < $ , 0 < n obte ndo-se 

resulta dos finais mais precisos com um tempo de procc ss amen 

to da ordem de seis vezes menor 1 6\. 
Finalmente, para a solu ção do sistema rlc cquaçoes. de\·e -se 

determina r os coefic iente s Cm c Bn, r e l a tivos,respectivame~ 

t e i curvatu ra e a espessura de cada fam Ília de perfis. 

Deve ser salientado que, como os coeficientes gnk c hnk sao 

rapidamente convergentes para zero e muito pequenos já para 

n ou k maior es do que cinc o hasta considerar um sist ema de 

5 equações para se ohter uma boa aproximaç ão da solução :6 i . 

4. Resul tados 

Considerando a expressao da distribuição de singu laridades 

dada pela equação (8), o coeficiente de sust entação da gr~ 

de é determin ado por: 
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c = 2 Jl y (x) dx = 2n A
0 

+ 2n Al s woo 
( 2 2) 

o 

De fi ni ndo- s e : 

Aa = Aoa + Al a ( 2 3) 

A = A + A c oc lc 
(2 4) 

A = A + A e oe l e 
(25) 

pode - s e co l ocar , ob se r va da a equ ação (18) ' que: 

c = 2n Aa sena + Ac C~ + Ae Ce s 
(2 6) 

A tabe l a 1 apre sent a os result ados obt i dos no p r esente t r ~ 

ba lho pa r a o ca s o dos per fi s NACA (a =l ) da s ér ie 65 para 

f i ns de comparação pri ncipa l ment e c om os r e sul t ad os de 

Me llo r 121 e Her r ig 13 1. 

s ~ 
À A A c A s c À A A~ A 

a e ~ a 1.. e i 

0,5 0,8350 0,9122 o 0,50 0,8506 0,9214 - 0,0191 i 

o 1,0 0,5839 0,7521 o 1, 0 0,6035 0,7676 - 0,0359 
00 1, 5 0 ,4169 o ,6177 o 15° 1 ,5 0, 4318 0,6328 - 0 ,0358 

0,5 0 ,8350 0,9122 - 0,0771 0 ,5 o' 834 5 0,9095 - 0,0963 

1,0 1, 0 0,5839 0,7521 -o, 0504 1 ,0 0,5770 0,7438 - 0,0845 

1 ,5 0, 4169 o' 61 77 - 0,0329 1,0 1,5 0,4068 0 ,6061 - 0,0658 

0,5 0, 8988 0,9486 - 0,0372 0,5 0,9817 0,9928 -0 ,0516 

o 1,0 0,6698 0 ,8176 - 0,0788 o 1,0 0 ,8128 0,9166 -0, 1400 

30 1,5 0,4824 0,6826 - 0,0809 4 5° 1 ,5 0,5930 0,7847 - 0 ,1521 

0,5 0,86 70 0,9260 -o , 1171 0, 5 0,9364 0,962 2 -0 ' 1379 

1, 0 1, 0 0, 6114 0,7680 - 0, 1251 1 ,0 1 ,0 0 , 7053 0,8338 - 0,1825 

1, 5 0, 4268 0,6257 - 0, 1039 1 , 5 0,4869 0,6845 - 0,1585 
- ~----- - - -

Ta be l a 1 : Coef i cientes da equação (26), 
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A comparação 16! com os resultados de Polasek 141. segundo 

esse autor analíticos, só pode ser feita em termos dos re 

sultados publicados para os coeficientes gnk e hnk' obser­
vando-se uma boa concordância dentro de uma fai xa de desvio 

da ordem de~ 0,001, a menos dos coeficientes h 22 e h33 p~ 

ra os qu ais se ver ifi co u haver sido cometido enganos porpa! 

t e de Pol as ek 14!. 
A comparaçã o !61 com os resultado s de Me llor \2 1 mostrou uma 

r azoáve l concordâ nci a entre os coefic ientes gnk porém gra~ 

de s discrepânci as no cas o dos coe f iciente s hnk e Bk (definl 

do por esse autor). Re c alcul a ndo- se estes coeficientes se 

gundo as mesmas equa ções usadas por ~1ellor 12 \ determinou­

s e re sult ad os que conc ordam co m os do presente trabalho com 

aprox ima ção da ordem de 2 a 4 ~ . distinguindo-se os e ngano s 

com et ido s pelo ci tado autor. 

Fi na l ment e , f o r am comparado s 16 1 resultados para o coefici­

ent e de su tent aç ão com os va lores exp erimentai s apres ent a 

do s por I-l e n·ig e t. al s . ]3\ ob serva ndo-s e que, pa ra uma fa l 

xa de pequenos â ngul os de ataque, a t é 7", há uma boa concor 

dância, com um desvio da ord em de 10%. 

Es t a mesma comparaçao fe it a por Mellor \ 2 \ para um det ermi 

nado caso , mostrou uma diferença entre os valores do coef i 

ciente de s ustentação da ordem de 30% , referentes i Cs= l,lO 

ca lcu lado por Me llor \2\ e Cs 0,85 apresentado por 

I-le r rig et. als. \31. 
Recalcul ando -se es te cas o com os re s ult ados do pres ent e tr~ 

balho determ inou -se o va lor Cs = 0 , 93 , o qu e corresponde ~ 

um de svio da ordem de 10% r e l a tivame nte aos valores experi 

mentais. 

S. Conclusões 

As correções do s resultados do mét odo potencial anal i 

sado por Mellor 121 e es tabelecidas no presente trabalho 

conduzem à uma ra zoáv e l aprox imaç ão com os resultado s expe 

rimentai s de Herrig e t. als. 131. permitindo ava liar as ca 

r acte rísticas aerodin âmi ca s de um a g rade , fix ada a geometri 

a. Através do conhecimento da distribui ç ão de velocidades 
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pode-se finalmente relacionar as perdas de grade com a geo-

metria objetivando-se uma escolha dos parâmetros 

cos que conduzem às características aerodinâmicas 

das, conforme discutido por exemplo por Baljé [71. 
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SUMÁRIO 

O movimento de um fluido num a tub ulação é comumentc m~ 

delado usand o- se a s equa ções da continu idade c do movimento 

cm uma dimens ão. Estuda- se aqui a formaçã o e propagação de 

choques usando - se o mét odo da escolha alea tória. O efei to de 

variações de temperatura c a de diferentes mecanismo s de se­

paração são comparados para o caso de tubulações com gase s. 

SUMMARY 

The motion of a fluid in a pipe is commonly modeled 

utiliz in g thc onc spacc dimcnsio n cons e rvation law s of mas s 

and momentum. Wc s tud y thc deve l o pment of s hock s and s pike s 

utiliz in g thc uniform sampling method. The effects of 

t emperature variati ons and frict ion are compared for gas 

pipes. 
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The purpose of this work is to model the transient 

flow of fluids through pipelines. We study only the subsonic 

region, where the flow velocity v of the fluid is les s 

than its sound speed c. 

Flow of fluids through pipelines certainly is one of 

the most common engineering problem. It is not necessary to 

discuss i ts importance h e re. We want to study the behavior of 

shock waves in pipelines. The appearence of shock waves is anon-

linear phenomenon. They can appear suddenly in the flow or can 

be easily generated by the closing of a valve. The effect of 

these waves is well known in engineering: they endanger the 

pipeline and its components, especially thc pumps. 

One of the feature of shock waves is their decay . We 

simulate severa l dissipation mech anisms to see their effect on 

the decay. 

The numerical method used is basically the uniform sampling 

method [1,2,3]. This isespeciallyadequateto ca tchandfollow 

shock waves as one can see from the graphs we pres en t. 

We study several different cne-dimensional models: 

isothermal and non-isothermal flow wi th and wi thout mechanical 

dissipation. Gravity effects are neglected by considering 

the pipe to be h o ri zon ta 1. All ou r mo de ls fi t in the framework o f 

the three equations below written in conservation form: 

pt + ( pv)x = o 

(pv)t + (pv 2 
+ p) X = Fl 

et + ((e+ pv)v)x = F2 

(1) 

(2) 

( 3) 

Equations (1), (2), (3) are the conservation of mass, momentum 

and total energy, respectively. The fields p,v,p,e are the mass 

--- -.-·-
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density, flow velocity, pressure and total energy density, 

respectively, the term F1 may take several forros, to be 

discussed !ater, depending_on the model we use. The sarne may 

happen with F2 We assume that the pressure p is a given 

function of e and p, i.e., p ; p(e,p). 

The equations (1) - (2) describe the flow of a real fluid 

far away from pipe walls, i f F1 ; O ln this case shocks 

propagate with no decay due to rnechanical dissipation. One 

way to introduce internal dissipation is taking (l)-(2) with 

f\; (2J-l+À)vxx, where i and À are the shear and cornpression 

viscosities, respectively. 

The influence of the boundary, given by the condition 

v; O at the wall, is lost in the one-dirnensional rnodel. 

It rnay be reintroduced by averaging the flow velocity in a 

cross section whose normal is in the direction of the flow. 

The boundary effect is then accounted in the rnomentum 

equation by assurning that the shear stress is the sarne as if 

the ve locity were steady. This 1eads to the term 

[4,5,61, where D is the diarneter of the pipe and 

f ;_i___ilil_ 
1 20 

f is the 

well known Moody friction factor. Note that, formally, the 

Moody terrn replaces (J-l+2 À)vxx . Both terrns take care of 

internal friction arnong the fluid particles on1y the 1atter 

takes into account the walls of the pipe. ln thc isotherrna1 

rnodels we studied, we take cquations (1)-(2) with F1 bcing 

-~ c ither zero, (2]-J+I.)vxx' 20 or their surn. 

In the non-isothermal rnodel we takc equations (1), 

(2) , (3) with as before. The terrn F 2 describing heat 

conduction through the wall is made proportional to the 

difference between the temperature of the fluid and theexter 
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nal temperature. 

All models were studied in the strip O _:: x _:: L, t _::O. 

As boundary conditions we specify the pressure or the fluxat 

each end of the pip~ as a function of t The initial 

condi t ion a t time zero was taken to be a s teady state so lut ion. 

We give only a brief discription of the numerical 

method. For more details, see [ 7, 3) . 

The time axis is discretized. Suppose that we know the 

approximate solution at time level tn· To advance the appro-

ximate solution from time tn to time tn + Llt weuseoperator 

splitting. Taking the solution (p(tn), v(tn) , e(tn)) as C1uchy 

data we march by Llt through the hype rbolic conservation 

system given by (l), (2), ( 3) with the right hand side taken 

equal to zero (hyperbolic step). We obtain (p, v, e).Thisis 

then used as Cauchy data to march again by Llt through the 

system obtained from (1)-( 2) -(3) by takin g the spatial 

derivatives in the left hand side equal to zero (parabolic 

step). This gives the approximate solution at level tn + Llt, 

i.e., ( p (tn + Llt), v(tn + llt) , e(tn + Ll t)). 

ln the hyperbolic st ep we use ei ther the uniform 

sampling method or the Lax-Wendroff scheme with or without 

an artificial viscosity term. The parabolic step, which can 

be split in several parts, depending on a suitable 

decomposition of the right hand side, typically yields a 

system of ordinary differential equations to be solved. This 

is done by any first arder scheme. 

Now we comment about the special numerical case we 

present in this work. We simulate the flow of an ideal gas 

at fixed temperature in a pipe with diameter of 20 cm and 

---- ---
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1ength 800 m. We assume that at time zero there is a steady 

state motion with the pressure of the gas entering at the 

1eft being 105 N/m 2 (approximatly 1 atmosphere), densi ty 

3 equal to 1 kg/m and speed 10 m/sec. To simp1ify our 

compu tation with friction we took a constant Moddy factor 

e qual to O. 01 Typical mesh sizes employed were 20m. The 

pressure was increased by 10 5 N/m 2 linearly at both ends 

of the pipe in O .1 sec and then kept fixed. 

The results obtained with zero friction for the 

i sothermal case a re displayed in figure 1. Figures 2 and 3 

shows the effect produced by the Moody term and the viscosity 

term respectively for the isothermal case. The results 

obtained for the non isothermal case are shown in figure A. 

ln all figuresdisplayed the uniform sampling method wa s 

used with 40 mesh points, as function of position. The 

scales are indicate d by the number on the left. The time 

step number and the physical time are indicated at the 

upper right corne r of the figure. 

We see from the figures that both in the isothermal 

case and non- iso thermal case with zero heat conductiv i ty 

shocks are created and propaga te without decay if dissípation 

i s no t taken into account (F1 F2 =O). The effec t of 

th e Moody term is to attenua te the amplitude of the shocks 

in time. When the viscosity term is present we know from 

theory that the so lution is smooth, i.e., shocks do not 

appear. However, from the practical point of view, the 

difference between this case and the one wi thout dissipation 

is a mild smooting of the edges of the shocks. 

Compari.ng similar isothermal and non-isothermal 



~ ... 

346 

cases for small values of p and v, we see that for 

large times (after roughly 5 seconds) there is practically 

no difference between the solutions given by these two 

models. 

Concerning the numerical method, we note that the 

uniform sampling method is well suited when discontinuites 

are the main feature of the problem. The method give s a 

sharp resolution of the size of the shock whenever it is 

present though its position is obtained with a tipical 

error of one mesh block. 

We want to comment on the work we have in progress. 

We are interested in other forms of dissipation terms more 

adapted to model laminar flow through pipes. This is 

necessary because whil e the Moody term is good for 

turbulent regime it is poor for laminar flow [8). The 

influence of temperature variations in being studied more 

throughly. Other forms of heat losses are being considered. 

Finally, important applic a tions, in gases and liquids, are 

being studied. The water hammer problem is one of them. 
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SUMÁR I O 

O coef ic i en t e de a tr i to e as distribuições da pressão 

est5tica, nas direções axia l e tran sver s al , da parede do du­

to hexagonal contendo um feixe de sete harras c om espaçadores 

he li co idai s , foram obt ido s experimentalmente, utili zando - se 

um circuito aberto de ar . Os n~mero s de Reynolds si tuam- se 

entr e 10 3 e Sxl 0 4 . Os c oeficientes de a trito são comparados 

com corre l açõe s existentes. As d is tribuiçõe s da pressão e st~ 

tica demon s tram que a mesma não é h idros t5tica em uma se c ção 

r e ta do escoame nto. 

SUMMARY 

The fr iction factor and the s ta t ic pressure di stributions, 

in the axial and transver s al directions, in the wall of the 

hexagonal duct, enclosing a scvcn wirc-wrapped rod bundle, 

were expcrimcnta lly mea s ured, using an air opcned loop. The 

Reynolds numbcrs are in the range UJ 3 - Sx 10 4 • The friction 

factors a r e c ompared to cxisting correlations. The statíc 

pressure distributions show that th e stati c pressure is not 

hydrostatic in the cross section of the flow. 
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1. Introdução 

Diversas concepções de reatares nucleares do tipo LMFBR 

utilizam, como elementos combustíveis, feixes de barras, do­

tados de espaçadores helicoidais, de arranjo triangular, co~ 

tidos em dutos hexagonais fechados, com o fluido refrigeran­

te escoando entre as barras. Desta forma, nos Últimos anos, 

o desempenho termohidráulico desta geometria tornou-se bas­

tante importante. Diversos fatores geométricos e operacionais 

afetam este desempenho, tais como: 

p 
TI 

H 
TI 

onde D = diâmetro das barras; 

N R e 

P = distância entre os centros das barras; 

H = passo da hélice do espaçador; 
N =número de barras em um e lemento combustível; 

Re = número de Reynolds do escoamento. 

O conhecimento do coeficiente de atrito é necessário p~ 

ra a previsão da queda de pressão no elemento combustível e 

da potência de bombeamento. Diversos estudos exper i mentais 

tem sido realizados para a sua obtenção, entre os quais pod~ 

mos mencionar os trabalhos de Bishop e outros (apresentado na 

referência [1]), Rehme [2], Chiu e outros [3J, e Arwikar e 

Fenech [4]. Estes dados serviram de base para a dedução de 

diversas correlações empíricas (vide, por exemplo, referên­

cias [s], [2], [3], [4]). Entretanto, estes trabalhos não 

são conclusivos quanto à influência dos fatores mencionados, 

produzindo resultados razoáveis apenas em faixas restritas 

de valores dos mesmos, tornando necessária a coleta de um v~ 

lume maior de dados experimentais, em faixas diferentes de 

valores de P/D, H/D, N e Re. 

A presença da helicoidal provoca um aumento na taxa de 

troca de calor e intensa mistura entre os subcanais adjacen­

tes, devido ao forte escoamento transversal induzido. As di~ 

tribuições da pressão estática nas barras e na parede do du­

to hexagonal servem como base para o estudo do escoamento 

transversal e para comparação com previsões obtidas com pro­

gramas computacionais de projeto. Lafay e co- a utores [6] me­

diram a pressão estática na parede de um duto de uma secção 
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de teste de 19 barras, enquanto que Arwikar e Fenech [4] e 

Fernandez . e Carajilescov [7] obtiveram distribuições de pre~ 

são estática ao longo da circunferência das barras. Tais tra 

balhos são pioneiros nesta área e os resultados obtidos nao 

são suficientes para a avaliação da influência dos diversos 

parâmetros geométricos envolvidos. 

O presente trabalho consiste na obtenção de dados exp~ 

rimentais do coeficiente de atrito e da distribuição da pre~ 

são está tic a na parede do duto hexagona l de um feixe de sete 

barras com helicoidais, co m o numero de Reynolds, Re, conti­

do na fa ixa en tre lxl0 4 e Sxl0 4 , com os parâmetro s geométri-
p H 

cos D = 1, 20 e TI= 15. 

2. Aparato Experimental 

O aparato experimental consiste em um circuito aberto 

de ar, conforme apresentado na Fig. 1. A vazão de ar é obti­

da através de um tubo de Pitot localizado no tubo de alimen­

tação da câmara plena. A temperatura do ar, na entrada desta 

carnara , tamb ém é medida du rant e a experiência. 

A secç ão transversal da secção de testes, assim corno o 

esquema de urna barra, podem ser vistos na Fig .2. 

Para a medida do coeficiente de atrito, for am inst a la­

das 14 tornadas de pressão, na direção axial do duto hexago ­

nal. A localização destas tornadas é feita de forma que todas 

se encon tr em na mesma posição relatica a he licoida l. Desta 

maneira, pode-se garantir que a leitura feita r efle te ape nas 

a perda de carga axi al, el imin ando-s e as diferenças de pres­

são exis tent es em uma mesma secção tra nsversa l do escoamento. 

A locali zação de s t as tornadas pode ser observada na Fig. 1. 

A distribui ção da pressão estática foi obtida na posi­

çao L/D = 40, a partir da entr ada, com as tomadas de pres são 

es táti ca localizadas conforme mostra a Pi g . 2. 

A simulação da variação da po sição axial é feita at ra­

ves da rotação das barras, alterando-se, assim a posição da 

helicoidal relativa às tornadas de pre ss ão. 

Detalhes adicionais do aparato experimental podem ser 

obtidos na referênc ia [8] . 
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3. Resultados 

A d~stribuição axial de pressão, paraRe= 4,8Sxl0 4 , é 

apresentada na Fig. 3. O espalhamento dos pontos experimen­

tais deve-se ao fato de medidas terem sido efetuadas para di 

ferentes posições relativas da hélice com respeito às toma­

das de pressão. Esta figura ilustra a necessidade de uma co­

locação criteriosa destas tomadas, uma vez que a pressão, a­

lém de não ser uniforme na secção, varia com a posição da h~ 

lice. Os valores do coeficiente de atrito, f, foram obtidos 

pela expressão 

f (l) 

com o gradiente axial de pressão, (óp/óx),obtido utilizando 

o melhor ajuste dos pontos experimentais mostrados na Fig.3. 

Valores de f são apresentados na Fig. 4, comparados com val~ 

res dados por diversas correlações empíricas. Observa-se que 

as correlações não representam bem os valores experimentais, 

demonstrando a necessidade de desenvolvimentos adicionais 

nesta direção. 

~ 
E 
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200 

500 1000 1500 2000 

X(mm) 

Fig. 3. Distribuição axial de pressao 



360 

6 

5 

o 4 

3 

o 

o 
o o 

8 """-'=-~:::::..:::.~.:::.:::...---..:. __ 
o o o o cP o ®~'-"-..-:o-:.::::-
0 uo 

2 

0 PRESENTE TRABALHO 

BLASIUS 

SANGSTER 

10
-21------ NOVENDSTERf'l I 

4 ••o<~ I I I I • I I 
104 R0 105 

Fig. 4. Coeficiente de atrito em função 

do número de Reynolds 

Distribuições da pressão estática na parede do duto, 

para diversos valores de Re e diferentes posições da helico i 

dal, encontram-se na Fig. S, adimensionalizada na fo rma 

p* E.....:___ll_ 

(~] 
(2) 

onde p é a pressão média na secção r e t a considerada. Observa 

-se que, através da adimensionalização proposta, as curvas 

tendem a ser independentes do núme ro de Reynolds. A influên­

c ia da posição da helico ida l com respeito à fa ce onde est ão 

as tomadas de press ão é c laramen te observada . Podemos , des ta 

forma, concluir qu e a pressão es táti ca, em uma secção r e ta 

do escoamento, não é hidrostática. As observações feitas es­

tão, qua litat i vamente de acordo com as medidas de Lafay [6] , 

embora as experiências tenham sido feitas em secções de tes­

te com parâmetros geométricos diferentes. 

A Fig. 6 mostra que , ao longo de uma direção axi a l, a 

pressão varia, ciclicamente, sobre a d is tância de um compri­

mento de hélice H. Não levar em consideração esta variação 

pode provocar a obtenção imprecisa do coefi c i ente de atrito 

para este tipo de geometria. 

_....;,;_.iiiiii;;==s~· ·, .. '~--
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SUMARIO 

Um modêlo de simulação do comportamento termodinâmico 

de um compressor alternativo de simples estágio é descrito. 

O ciclo do compr essor é dividido em pequenos intervalos de te!!! 

po e um método numérico é utilizado na solução do sistema de 

equações diferenciais parciais que descrevem o balanço de 

energia no volume de controle composto pelo cilindro. O e­

feito da troca de calor entre o gas e as paredes do cilindro 

é considerado. O fluxo instantâneo de massa é calculado em 

função da posição da válvula de sucção ou descarga, que, por 

sua vez, depende das características dinâmicas do sistema 

válvula-mola. 

SUMMARY 

A model is described for simulating the thermodynamic 

behaviour of a refrigeration multi-cylinder single stage 

reciprocating compressor. The compressor cycle is divided 

into small time-steps and a digital computer is used in the 

solution of partial differential equations which describe 

the energy balance in the cylinder control volume. Allowance 

is made for the effect of heat transfer to cylinder walls. 

Instantaneous mass flow rates are calculated in accordance 

with valve lift, which in turn, depends on valve dynamic eh! 

racteristics. Results are compareci with experimental data. 
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1. Introduction 

The reciprocating type of compressor has been the 
subject of extensive development and is now capable of 
achieving a high standard of mechanical performance, in 

sizes ranging from a few Watts to severa! Mekawatts of input 
power. Apart from many applications in process and manufac­
turing industries, reciprocating compressors have been used 

extensively for refrigeration and air conditioning. Heat 
pumping is a variation of refrigeration which is now receiv­
ing greatly increased attention because of its potential for 

energy saving, especially where heat is required at moderate 

temperature. It differs from refrigeration mainly in that 
interest is centered on the delivery of heat, rather than in 

the extraction of heat so as to sustain sub-atmospheric 
temperatures. A feature of heat pumping is that the temp­
erature difference between the heat source and sink is like­

ly to be more variable than in refrigeration. This results 
in a wider range of inlet and delivery pressures from the 

compressor. The heat flow rate ar 'load' also varies 
widely. Variable speed of operation of the compressor is 
one method by which the changing operating conditions can be 

accommodated. 
For these reasons, it is desirable to develop an ana­

lytical method of predicting the performance of any given 
compressor under different conditions of operation. Much 
research has already been undertaken, particularly on com­
pressors working with gases approximating to the 'ideal 

gas' equation of state, pv=RT. Wambsganss and Cohen [1} 

pioneered in the analysis of spring loaded reed valves. 

Benson and Ucer [2] analysed the interaction between valve 
motion and pressure waves in the delivery and inlet ducts. 

Hamilton and Schwerzler (3] have modelled a commercial com­
pressor, taking into account wave action, valve dynamics 

and real gas equations. A good leve! of accuracy was 
achieved though, as with all wave action calculations, 

data is required on the geometry of the inlet and outlet 
ducts, in addition to data on the compressor itself. 

The present investigation aims to provide a relatively 

simple modelling of a compressor intended for refrigeration 

---=---· ... 
,;JI 
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or heat pumping. Pressure fluctuations in the inlet and 

delivery ~ucts are ignored, so that pressures externa! to 

the compressor are considered to be steady throughout the 

cycle. The interaction between cylinders É then zero, so 

that the analysis can readily be applied to single or multi­

pie cylinder single stage compressors. Real gas properties 

are taken into account by polynomial approximations to the 

equation of state of any working fluid. The dynamics of 

valve opening and closing are considered, and allowance is 

made for heat transfer from the cylinder. 

This simulation of the compressor is intended to be 

combined with analytical models of the evaporator, condenser 

and expansion valve, so providiug a representation of the 

complete refrigerating or heat pumping system. 

2. Analytical Model 

The principal equations which have been used in the 

compressor simulation are presented in this section, though 

shortage of space prevents a complete analysis. 

Fig 1 is a diagram of a single cylinder of the com­

pressor. The valves are operated by pressure difference 

between the cylinder and the inlet or outlet duct. The 

s cquence of events within the cylinder is; with suction and 

delivery valves closed, gas trappcd in thc clearance volume 

expand s . The suction valve then opens, and gas flows into 

the cylinder. On the comprcssion stroke, both valves are 

closed, until cylinder pressure lifts the delivery valve. 

Gas is then di s placed into the dclivery duct until the 

delivery valve closes and the cycle is repeated. 

The specific internal energy u of a mass m of gas in 

the cylinder is affected by the addition of mass dm through 

the inlet valve at specific enthalpy hi, heat addition dQ 

through the cylinder walls and work dane by the gas on the 

piston, dW. The energy balance is 

m du = hi dm + dQ - dW (l) 

Quantities in equation (1) may change sign at different 
dm parts of the cycle, for example ãf becomes negative during 

discharge. ln terms of enthalpy h, (1) is: 

(h-hi) ~ + m ~ - V ~ - ~ = O (2) 
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where V is the cy1inder volume at time t. 

A Kinematic equation relates V, t and crank geometry: 

V = ~ {x+R(l-cos wt) + L [1- b- (~ sin wt) 
21} (3) 

where D is cylinder diameter, x is the effective length of 
the clearance volume, R is crank length, L is connecting rod 

length and w is shaft speed. 

The 'teal gas" equation of state was assumed to take 

the forrn of an equation relating enthalpy h, temperature T 

and pressure p; 
i=3 2 . 

h = E. O (A . + A. 1T + A. 2T )p 1 

l= 10 l l 
(4) 

It may be noted that equation (4) rnay also be applied 

to the ideal gas if all co efficients are zero except A00 , A01 
and A02. 

The f1ow of gas through the va1 ves is highl y cornp1ex, 

being three-dirnensional, compressib1e, time dependent and 

frictiona1. It is treated a s cne-dimensional flow through a 

variable area r estriction in the present analysis. For isen­

tropic flow through an orifi c e of are a Ae from an i nlet state 
1 to a down-strearn state 2 , the mass flow rate is 

{ [(~ )2/y p )(y+l)fyl}l 
Pt = Ae P1 (~:l)RT 1 \P~ - ( p~ J ( 5) 

The gas "constant" R and specific heat ratio y may be evalua­

ted at the upstream state 1. The f1ow passage through an 

op en, or partly open reed valve takes the form of a circular 

orifice, followed by radial flow betwe en the reed and valve 

plate. The greatest restriction usually occurs in the radial 

flow region. For cornpres s ibl e flow, the discharge coefficient 

cd approximates to 

[

TT Pz ] cd = 0.703 + 0.138 sin 7 (1 - 1.515 pl) (ó) 

At full valve lift, the effective flow area is equa l to the 

actual area Amax multiplied by Cd. At partial valve lift, 
experiments by· Woollatt (4] and Warnbsganss (1] show that the 

effective area of typical reed valves increases non-linearly 

as they open. Fig 2 shows the data provided by thes e inves­

tigators, together with the ernpirica1 curve fit used i n the 
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present analysis which gives the effective area Ae at valve 
lift y as 

(7. _y_) 
Ymax 

(7) 

Equations (5), (6) and (7) enable the instantaneous 

mas s flow rate through a valve to be estimated at any lift y, 

when pressure differences are known. Lift and pressure 

dif f erence a r e related by the dynamics of valve motion. The 

va lve may be considered as being act ed on by four forces. 

The s e are the aerodynamic force caused by pressure differ­

ence , the spring force, a viscous damping force, and finally 

th e gravitational force. Newton's laws of motion applied to 

the val ve giv ~ an 

::!_r + 
mv dt2 

equation for the 

kv ~L + k y = -ut s 

valve lift y 

( 8) 

The mass mv of thu valve include s a fraction of the spring 

mass. kv i s th e viscous damping t e rm, ks is the spring 
stiffness and F i s the s pr ing for ce when thu valve i s c lo sed . s 
llp is the pre s sur e difference ac ting on the projcctcd area 

A o f th e r eed , and th e coe fficient k , typically 0 .8, p p 
ac count s for th c varia t ion of ll p a c ros s the surface of the 

r ec d. The s i gn of the gravitational t e rm, mvg, dcpends on 

the d i r ection in which the valve opcns. 

The rat e of heat transfer ~ from thc cylinder wall at 

temperature Tw t o the gas in the cylindcr a t t emp e r a ture T 

i s g iven by 

dQ = h A (T -T) dt c w 
( 9 ) 

Ac is the arca of the cylindcr hcad and the fraction of the 

cylindcr wal! not covercd by thc piston. h is th e corr es­

ponding value of the heat transfer coe f f ici ent, va r y ing at 

different pa rts of thc st ro kc and calculat ed by thc method 

of Adair c t al [s]. The cylinder wall t cmpera ture Tw was 

regarded as constant throughout the cycle. For air cooled 

cy l i nders, the val ue of Tw was selected to give a heat flow, 

between the cylinder and the surroundings, equal to the in­

t egrated heat flow between the gas and the cylinder wall 

during the c omplete cycle. The externa! area of the cylinder 

must, of c ourse, allow for fin arca and effectiveness, and 
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the external heat transfer coefficient must be appropriate 

to the t ype of cooling, eg forced or natural convection. 

3. Method of Solution 

The equations presented in Section 2 form a set of 

coupled non-linear ordinary differential equations. By in­

tegration with respect to time, a complete analysis of the 

sequence of events occuring in the compressor may be obtain­

ed . Input data to the computation includes all relevant di­

mensions of the compres sor, sha ft speed, r e frigerant equation 

of state coefficients, ambient temperature and heat transfer 

coefficient to the surroundings. The state of the refriger­

ant in the inlet manifold must be specified cornpletely, but 

for the delivery manifold, only pressure need be prescribed. 

The state of the refrige rant within the cy linder i s not 

known initially at any point in th e cycle. 

The cycle is divided into small time steps - or c r ank 

angle values. The solution proc edure adopted was to re­

arrange the governing equations a s expressions for the rate 

of change of cylinder pressure p, temperature T and heat 

transferred Q. These three rat e equations were solved by a 

fourth order Runge Kutta method t o determine the increment 

in p, T and Q over each time s tep. The problem now becomes 

one of boundary values. 

Starting with th e piston at top dead centre , provisional 

starting values are needed for p, T and the cylinder wall 

temper a ture Tw. At the end of the cycle, final values of 

p, T and Q are obtained. The hea t transfer from the gas to 

the cylinder wall must agree with that from the wall to the 

surroundings; if it does not, Tw is adjusted for a furth e r 

cycle of calculation. End values of p and T may be used as 

starting values for the next cycl e, or a lternative ly the a d­

justment may be modified by a damping f actor. The cycle of 

calculations is repeated until the computation converges, 

so that final values of all variables at the end of the 

cycle are consistent with starting value s at the beginning 

of the cycle. 

Checks are also necessary to ensure that the time step 

is short enough. This is achieved by reducing the time step 

and ensuring that the sarne results are obtained. Typically, 

· ----- ---~"·-~-
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the necessary time increment corresponded to between 0.2° 

and 0.5° of crank movement, depending on shaft speed. 

4. Resul ts 

The simulation method has been applied to severa! 

compressors for which detailed geometrical data are known, 

but which have not been subjected to special tcsts to deter­

mine valve discharge coefficient, effcctive arca as a func­

tion of valve lift, or cylinde r heat transfer rates. The s e 

quantities were de termined by th e empirical methods outlined 

in Sec t i on 2. Much of the a vailable published data refer s 

to air compressors, and the method ha s been applied to 

th e s e , a s well as refrigeration compressors, to estirnatc 

both ove r a ll pcrformance tr end s and more de tailcd fluid pro­

perties within th e cylinder. 

Fig 3 s hows thc variation of rne a sured cy linder pressure 

with crank angle f or thc simd e c1 linder air compre ssor des­

cribed by Benson [2]. Al so sh o.,-n i s the estimated c ylinder 

pressure. The crank angl e a t wh i ch the valve s open and 

close is predicted sa t i sfactoril y , a lthough thc frcqu enc y 

of the pressure fluc tua tion i s inacc urate, possibl y due to 

incorrec t sirnulation of thc viscous damping of the valve 

rnotion. The t ime step cho sen fo r thc cyc 1e ca1culation rnust 

be short compared with the period of onc pre ss ure fluctuatio~ 

Fig 4 s ho\\s a pr ediction of the perforrnance of the sa rne 

compres s o r operating over a wid e speed range, wi th Refrig e r­

ant 12 a s the working f1uid. Th e s imul a tion confirms th e 

expected trend s of decreasing volurnetri c efficiency with in­

cr ea sing s peed, giv i ng a non-linear increa s e of mass flow 

rate. Pressure drop ac r oss the valves also increase s , so 

th a t \\ith an inlet pre ssur e of 5 ba r, the minirnum cy linder 

pres sur e durin g the suction stroke decreases frorn 4.7 ba r at 

200 rpm to on1 y 2.2 bar at 2 , 200 rpm. The design speed i s 

900 rprn. At the delive r y pre ss ure of 10 ba r, pcak cy1inder 

pr essur e ris es from 10.4 bar to 14.9 bar over the sarne 

speed range. The cornbined effect of these irreversibilities 

causes the de1ivery temperature to increase from 68.9°C to 

the very high va1ue of 93.9°C. The in1et gas ternperatur e 

for these cornputations was 35°C, repr e senting a superheat of 

alrnost zooc. 
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Fig 5 shows experimental results for the delivery tem­

perature of a twin cylinder refrigeration compressor, oper­

ated over a range of speeds, inlet pressures and delivery 
pressures. Predicted delivery temperatures for the sarne 

running conditions are also shown. The general trend is for 

predicted delivery temperatures to be too low, particularly 

at the higher temperature levels. The probable explanation 

is that the computed results ignore mechanical power losses 

due to bearing friction etc which, by implication, are 

assumed to be transfereed as heat directly from the crank 

case to the surroundings. There is clearly scope for im­

proving the computation by allowing for a fraction of the 

mechanical losses to be transferred to the refrigerant. 

S. Conclusions 

An analytical simulation of the performance of a re­

ciprocating compressor is presented. When dimensional de­

tails of the compressor are provided, the method enables 

the overall and internal performanc e to be estimated. When 

compared with test data, the method gives a good qualitative 

estimate of performance trends, though improvements are 

needed to account for mechanical losses and a more accurate 

estimate of valve motion is desirabl e . 
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This work describes the design and construction of a new rotating 

carbustion engine prototype. The different ccmp:ment parts of the engine 

are shown and described. The assemble and operation of the prototype is 

shown step by step. The new alternating mechanism of the rotating piston 

will be published for first time. 
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1. Introduction 

Many rotary inteiTial CC!Ilbustion engines layouts have been desig­

ned since the middle of nineteen century until ours days. The develop­

rrents can be =rpared to the alteiTiating linear pistçms engine. 

Reference {1) describes a surrrnary of different types of engines 

designs in arder to use Otto cycle as rotating operation. Also it has 

been investigated the possibility to use the Diesel (2) and Stirling 

(3) cycles, the last one has exteiTial cambustion cycle. 

The rotary engines using the Otto cycle Wankel' s engine has been 

well developed. Sare advantages of Wankel engine are: 50% of the full 

size of corrent piston engine for equal power out put (4), lawer number 

of parts (633 v.s. 1029) according to (5), low level of vibration and 

N02 pollution. Althcugh there are still sc:m= problerns to be solved as: 

CXnling system (6), lubrication (4), carpression looses (7), exessive 

emission of co
2 

and hydrocarbons (4) given a lower cambustion efficien­

cy. Due to friction the nechanical efficiency is bringing down. 

Another engine m:xlel which has been investigated is the Tschu­

dy's engine (Trangott Tschudy, Swiss designer 1927). This engine uses 

toroidal pistons and cy linder rroving theen as scissors. 

The construction difficulties founded by Tschudy were solved by 

Euged Kauertz (8), changing the piston shapes to a radial piston dri­

ven into a cylinder. 

The construction of Kauertz engine is easiest than Wankel engine 

and rnay have the sarne advantages and/or disadvantages. 

Mr. Luis Zambrano has been developed a rota tive engine prototype 

with a similar design of a Kauertz engine (by a =ious coincidence) 

but with different alterning nechanism. This engine is shown and des­

cribed in this paper. Sare ~rovements to the prototype should be in­

troduced at the School of M=chanical Engineer at M=rida. 

2. Design Justification 

Justification for the adoption of this engine type will be appre­

ciated fram the following brief surrrnary of established advantages: 

a) Fuel Consurnption. The especific fuel consurnption is considera~ 

bly lower than that of the co=esponding alternating engine. Even with 

equal fuel cost per gallon the fuel cost per horseppawer, is often fran 
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20 to 30 roer cent less (8). This saving is still greater is countries 

where cheaper fuels, including alternative grades are available. 

b) 'Ibrque. The rotative e!XJine has better torque characteristics 

than the equivalent alternating engine, the torque being nore uniform 

over a wider orange of ·engine speed. For autcnobiles this means a much 

better top gear roerformance. 

c) Reliability. Rotary engines, dueto low number of ccmponents 

parts and s.irnplify mechanism are nore reliable . F\rrther rrore, if the 

rotary engine would be equiped with injector the absence of igniton 

and carburation equipnent which, in autcnobiles, account for no less 

than 25 roer cent of breakdown causes, are still rrore reliable. 

d) Maintenance. The injection purnp and injector of precision fit 

camp:ments are much :rrore reliable than the ignition and carburettor 

systans of the petrol engine, so that maintenance attentions is redu­

ced. Injention pumps, once calibrated and adjusted, will operate for 

periods as long as 5.000 hours with::mt servicing, while injectors re­

quire no nore than sparking plugs . 

e) Mixture Distribution. Because of the ac=ately :rretered fuel 

charges to the cylinder the mixture distri.bution is better than that 

of the carburator so that engine running is !TOre uniform and output 

higher on this account. 

3. Descrition of the engine prototype 

An isanetric drawing of cylindrical canbustion chamber, rotary pis ­

t ons and the alterning mechanism is schawn on Fig. 1. 

a) Cylindrical canbustion chamber, Fig. 1, N" 2, is cons tructed 

of one cast iron 250 mn internal diameter, 100 mn width hollow cylinder . 

It has two closed sides; one side contains the supporting rolling bea­

ring for the output shaft and the order side , Fig. 1, N" 2, has the su­

pport for the hollow shaft bearing and planetary. 

b) Rotary pistons, Fig. 1, N° 1, 3, there are two sets of pistons 

that has a closely fitting one into the other as shawn on Fig. 1. One 

set is f:ixed to the power shaft ant the other f:ixed to the hollow con­

centric shaft. Both pistons are designed to rotate with different spe€rls. 

The pistons are constructed of alurniniun castings, rather than steel, to 
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avoid rusting and other rorrosion problans and to produce a light pie­

ces. 

Due to the close fitting \Jetween each set of rotary pistons, they 

has been design in two different assanble parts as slxJwn on Figure (3). 

In order to avoid canpression lasses, the pistons has been provided of 

radial and tangential grooves to locate wearing springs. 

c) Alterning na:::hanism is an essentially a five link na:::hanism 

shown in Figure 1 (W 6, 7, 8, 9) . This na:::hanism is constructed with 

two discs, an excentric and its follower, which is an expanding pai­

ring elarents. One disc in fixed to the PJWer shaft and rotates conti­

nuosly. The other disc is fixed to the hollow shsft and rotate diffe­

rent speed than the disc fixed at PJWer shaft. A planetary gearing sys­

tan is used to drive the excentric link. 

4. The fuel injection system 

The complete system consists of a fuel supply tank, and deliver it 

to the fuel injection pump shown on Figure 2, No 5 which, in tum; deli­

vers ac=ately rreasured small arrounts of fuel at high pressure to the 

engine. The fue l is supplied to a suitable type of fuel injection nozz­

le or fuel "Sprayer", munted on the cambustion chamber unit. Apart 

fram these principal components, special fuel celeaning filters are pla­

ced in series with the canponents a t suitable locations to extract any 

dirt particules before the fuel reaches the injection pump and, in sare 

instances , the injection nozzles. 

For this prototype was selected a fuel injection systEI!I used by 

General M::ltors Corporation that EI!Iploy a cc:rnbination fuel injection pump 

and injection nozzle such that the fuel fram a low fuel pump delivers 

low pressure fuel to the cambined unit. There, the high pressure pump 

elanent delivers a rretered c harge o f fuel to the injection nozzle. Fi­

gure 2 illustrates the principle of this systEIII and shows the rrethJd 

of operating the injection pump unit fran the carnshaft (W7) through a 

lower rocker (N° 6), push-rod (N" 4) and over head rocker ann (N° 3). 

The prototype is equiped with a ignition systEIII in order to be use pe­

trol. At the end of the cranshaft there is a contact-breaker (N° 10) 

to supplies the sparks in the cylinder which ignite the air petrol 

mixture. The ccrnplete coil ignition systEI!I includes the battery, the 

ignition swich, high-tension coil, the contact~breaker and the sparking 
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plug on the cyl:i.nder. 

5. Construction of the prototype 

Conventional rrachine tools can be used for rrachining the different 

parts of the engine prototype. The assamblage of the 'power piston and 

reciprocating nrust be a precision fitting. Due to technological diffi­

culty of get the precision piston set fram one piece, the piston set 

is oontructed in there pieces. Figures 4 and 5 ilustrates one camponet 

part of the piston power set and the piston attachanent. Both canp:ment 

parts can be rrachining to close tolerances. Then they can be put toge­

ther to get one piece. 

other camponent parts of the prototype are easily oonstructed and 

put together. There are sane standard parts which can be buying is the 

rrarket. 

6. üperation of the prototype 

The fuel explo sion into the cornbustion chamber is the pr:iroe rrover, 

this effect is transmited to the reciprocating mechanism through the 

pJWer shaft. The reciprocating mechanism is rroved at different speed. 

The speed ratio between reciprocating mechanism and power shaft is 2 :1 

which is the ratio of planetary gearing. Figure 7 shows the four-cycle 

for one r otation of the piston. 

Figure 7 N° 1 shows the ignition of campressed fuel, at this s ta­

ge the two pistons will be separated by the fuel expansion. At the sarne 

t:iroe the other opposi te side into the cy linder, the piston faces are se­

parating and stanting the admission cycle. When, the admission cycle 

has been a::npleted, the CCJlllression stage starts arrl oontinues until 

the ignition time will start again. Whe> explosive forces are separa­

ting the pistons, the links (OC:) arrl (OA) (Figure 8) will be either 

joint together or they will separte 180 degrees forward. When the link 

(BA) is pulling or pushing, the planetary gearing will rotate, given an 

additional tum to the cranshaft. 

7. Cinanatic Diagram 

A cinematic diagram is shown on Figure (8), the link (OA) is the 

distance between the power shaft arrl the center of the crank link, the 

link (OC:) is the distance between the center of the hollow shaft and 

......... -~-~·-=====~~~~,--------
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Expansion Admission 

2 

E xhaust Compression 

Fig 7 Four- cycle Rotary Engine 

OC-Power Piston 
BC -Eccent r i c Li nk 
AS -Connec ti ng R od 
OA-Aiternating Pi ston 

Fig 8 Cinematic Diagram 

3 

4 
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oonnecting rod (AB) • The eccentricity is represented by the link (CB) . 

Five positions of the reciprocating xrechanisn are slnwn on Figure 8, at 

position (1) the eccentric link has rotated 90 degrees and the link 

(OB) has IOOVed 60 degrees. At this position the angle between links 

(OA) and (OC) is ab::>ut 43 degrees. The link (OC) continues its rrovenent 

and the angle between links (OA) and (OC) will increase and later on 

this angle will decrease. Fran position (6) to (11) the cycle is repea­

ted again. For one canplete rotation of link (OA) the piston will be 

opened and closed twice getting the four-cycle operation. 

8. Conclusions 

This rotary engine, at least on theory, is less canplicated than 

Wankel engine because it has not an eccentric internal mechanism which 

are difficult to be cooled and lubricated. The seal problens presented 

on this engine are easier to be solved than the problems presented on 

Wankel engine. There are too much to be done in this field but sane day 

the rotary engine will be a successfully answer energy-saving. 
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ESTUD IO SO BRE LA IN FLU ENCIA DE LA ALTURA EN LOS 
MOTO RES DE COMBUSTION INTERNA 

Abel a r do G. Lud efia Luque 

Cat e drático 
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RESUMEN 

En e l presente trabaj o se e xpone una rne t odol ogí a pa r a 

de t ermi na r l a va riac iõn de lo s pa r ámet r os de pote nci a y eco­

norní a de cornbus tible de los motores de cornbusti õn interna 

terrest r e s en f unci én de la altur a sobre e l nivel de 1 ma r 

e n que actúa n. Se M~st rnn a sí rn is mo,al gunos r es ul ta dos e xpe ri 

rnen ta l es obt en id os c n un banco de ens ay os est aci onaria cons­

truido e spec ia l me nt e pa r a este fi n y su cornparaci õn con los 

res ult ados de es tudi os simil a r es e fectu ados por otros i nves ­

ti ga dores . 

SUMMAR Y 

l n th is paper i t is shown out a rne thod t o de termine 

the powe r and f uel e con ornv pa r arneter s variati on in int e rnal 

cornbust i on e ngine s as ;1 func cion of alt i tude ove r the sea le­

ve l whe r e th ey mak e their pe r f ornance . At th e sarnc ti rne i t is 

shown s orne e xpe riment a l result s obtaine d in a s t ationary te~ 

tin g ben ch sp ecia ll y structure d and the corresp ondin g mat ch­

ing with r es uit s of a na logous s tudie s Í$s ue d by other authors. 
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1. Introducción 

Los estudios y experimentos realizados en el Perú y 

en el extranjero nos perrniten,desde ya,tornar medidas para CQ 

rregir la negativa influencia de la menor densidad del aire 

en la altura en el cornportarniento de los motores. Así,por e­

jernplo,se ha cornprobado fehacienternente que es totalmente i~ 

necesario hacer funcionar los motores a gasolina en la altu­

ra con los rnisrnos requerirnientos de octanaje con que lo ha­

cen en la costa.Según datos estimativos de los científicos V. 

Majaldiani[6], H. Bigley, B. Keller y T. Wusz[J].por cada 

mil metros de altura se requiere aproximadamente 12 ... 16 uni 

dades menos de octanaje. Esto significa que,para un rango de 

relaciones de cornpresión desde 7 hasta 9,5 (que cornprende a 

la rnayoría de los motores a gasolina),practicarnente a partir 

de los 2000 metros sobre el nivel del mar (s.n.rn.) los moto­

res estarían en condiciones de utilizar gasolinas del mas b~ 

jo octanaje producible (destilación prirnaria),corno el de 66 

octanas por ejernplo,y,obviarnente,de rnucho menor costo. 

Pero la altura tarnbién influye en el mas rápido des -

gaste de las piezas fundarnentales del motor. Esto se debe al 

ernpeorarniento de las funciones que efectúan los sistemas de 

lubricación y refrigeración. 

Los trabajos de investigación• realizados en este cam­

po [6],[7],han mostrado que el aceite de los rnotores,especi­

alrnente los de encendido por chispa,pierde rápidarnente sus 

cualidades lubricantes en la altura por efecto de la rnayor 

contarninación que le producen las rnezclas aire-cornbustible 

enriquecidas tarnbién por efecto de la altura,así corno por 

una disrninución rápida de su viscocidad.Esto significa una 

rnayor frecuencia en los cambias de aceite (rnayor costo de 

rnantenirniento) y un rnayor desgaste relativo de las superfici 

es en fricción (menor vida útil y rnayor costo por reparación). 

Así rnisrno,durante las subidas prolongadas de los vehículos 

por las pendientes de la cordillera el motor sufre por reca­

lentarniento,y durante los descensos prolongados,por el con -

trario,de sobreenfriarniento. Estos significativos cambias de 

temperatura en las paredes de los cilindros,pistones y cula­

tas principalrnente,origina considerables tensiones té~micas 

-.- - ~~-"'···-~~~ 
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Tabla 1. Propiedades del a ire atmosférico a diferentes 

alturas s.n.m. en territorio peruano 

H Presión atm. Temperatura Peso 
Lugar 

km kg/on2 nm Hg o c OK espec. 

Aeropuerto Intern!!_ 
cional Callao 0,013 1,0310 758,64 18,81 291, 81 1,206 

Tacna 0,45 8 0,9500 698,94 17, 20 290,20 1 '118 
Ricardo Palma (Lima) 1,040 0,9147 673,00 18,00 291,00 1,073 

Matucana (Huarochirí) 2,020 0,8087 595,00 15,24 288,24 0,958 

Arequipa 2,332 0,7300 537,08 13,60 286,68 0,869 

San Mateo 3,020 o, 7122 524,00 15,56 288,56 0, 843 

Huancayo 3,350 0,7000 515,00 12 ,00 285,00 0,839 

Casapalca 4,010 0,6266 461,00 8,50 281,50 0,760 

Cerro de Pasco 4,333 0,6133 451,24 4,10 277' 10 0,756 

Peruana 

I.N .A, 
T' °K 

280 

..... 
' 

...._ 

' "-. 

1 '1 2 7() 

' "-. 

' "-. 1 • o 
' ' ' ' 

0,() 260 

' ' o' 8 
' 

o 2 3 4 s 
Altura s.n,m. (km) 

Fig. 1. Va r iación de la temperatura y del peso específico del 

aire en función de la altura. 
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que también dan lugar a una menor durabilidad de las piezas. 

La mayoría de los trabajos de investigación efectuados 

en el extranjero[2] [ 7) han permitido obtener sendas expre-
' siones matemáticas que vinculan los parâmetros de potencia y 

economía del motor en función de la altura. ,Sin embargo,estas 

ecuaciones toman en cuenta la variación de las propiedades 

del aire según los dates proporcionados por la International 

Normal Atmosphere (I.N.A.),que son válidas para los países~ 

uropeos y América del Norte pero no exactamente para 

los demás paises,como el Perú por ejemplo. 

2 . Análisis teórico 

todos 

Las diferencias observadas en la variación del peso e~ 

pecífico y de la temperatura atmosférica en diferentes luga­

res del Perú,tal como se ilustra e n la fig. N°1 y e n l a tabla 

N° 1,con respecto a los datos de la I.N.A. son notorias. Es to 

consiguientemente significa ya una corrección de las mencio­

nadas expresiones matemáticas para poder ser aplicadas co -­

rrectamente en los países andinos.Estas y otras consideraciQ 

nes,especialmente la variación de la composición de la mez -

ela con la altura,han servido para deducir una expresión anª 

lítica para el caso de la variación de la potencia de un mo­

tor de encendido por chispa e n la al tura[3 ] : 

:e = (1-0.047 H) [ Jp! p
0 

e o 

y para un motor Diesel(4 ] 

0.65(~ -l)(Jfo- .rR)J.(l) 
Imo lf VPo 

N e 

N 
(1+0.091 H0 · 826 )( 1.11- 0.11~) p~ - o 

P
0 

T 
(2) 

e o 

donde H- altura s.n.m.,en km; p,T- presión y temperatura a~ 

mosférica a una altitud dada; Õ - peso específico del aire a 

la misma altitud. El subíndice cero representa a los mismos 

parâmetros pero considerados a nível del mar. 

Análogamente,las ecuaciones para la determinación de 

la variación del consumo e specífico de combustible (ge) tan-

. -- -.- · -~-' ·---
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to para el motor a gasolina como para el Diesel se muestran 

las ecuaciones (3) y (4): 

1 I [ 1 -O . 6 5 ( 11~ mo- 1 ) (~o {[ - 1 ) J , 
o 

(3) 

Ne = (1+0.091 H0,826)(1,11-o,11 !o) PPo,roro (4) 
=Neo u Vr 

Los resultados de la variación de la potencia y econ~ 

mía de combustible en función de la a ltura s.n.m. en que se 

en cuentra el motor se ilustran en la fig.2 y en las tablas 2 

y 3 . 

Tab l a 2 . Variación de l a potencia y economía 

de los motores Diesel en f unción de 

l a altura (en Perú) 

H (km) 

p/po 0,887 

TITO o ,977 
flf

0 
0,890 

r:i./0(0 0, 897 

Ne/Neo 0,955 

ge/geo I, 04 7 

f.ig.2. Variación 

de la potencia y econo­

mía del motor de encen­

dido por chispa en fun­

ción de la altura 

0,785 

0,993 

o, 791 

o, 778 

0,888 

1, 126 

3 4 5 

0,692 0,603 0,533 

0,982 0,962 9,934 

o, 705 0, 632 o, 5 70 

0,698 0,620 0,552 

0,816 0,746 0,680 

1, 225 1, 340 1 , 4 71 

~ 
Neo 

1,0 

9e 

9eo 
I,S 

Altura s.n.m.(km) 
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J ., Tanque estabilizador aire de adm_isión 
2, Vllvula de globo 
3, Manómetro diferencial 
4. Medidor de flujo de aire 
5, Carburador 
b, Válvula compuerta 
7. Vacuómetro 
8. Tanque estabilizador gases de escape 

9. Eye ctor 
10. Bomba centrífuga 
11, Tanque de agua 
12, Motor de comb, int. 
13, Freno dinamómetrico 
14, Micromanómetro 

Fig.3. Esquema general del banco experimental para simular condiciones de altura 

-------·---~ ·-~-·····-·· 

w 
(X) 
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Tab l a 3 . Va riación de los parâmetros de po t encia 

y e conomia de combus tib l e de l os moto r es a gaso -

l in a a diferente s a lturas de l a cord illera andina 

H p 2 2. T 't f; t;, N g/ geo 04/ O( o (o K) (kg /m 3) e (km) (k g / cm ) Po ~o 

o 1 '033 1 ,000 291 '8 1 '2 25 1 '000 1 '000 1 '000 1, 00 

0,5 o' 9 72 0,94 2 29 1 ' 4 1 '1 ~ 4 0,94 2 0 , 938 1 'o 34 0 , 9 7 

1 'o o' 91 7 0,887 291 'o 1 , 090 0, 890 0 , 879 1 'o 71 0 , 94 

1 '5 0, 864 0,83 5 290, 6 1 'c 29 0,840 0,82 3 1 ' 111 0,9 2 

2' o o' 811 0,785 289,8 0 , 96 9 0,7 91 0 ,7 68 1 ' 1 54 o' 89 

2 ' 5 0,76 3 o' 7 3 7 288,5 0,9 15 0,7 47 o' 71 s 1 ' 20 1 0, 86 

3 ,0 o' 715 0 , 69 2 286,5 0 , 864 0,70 5 0,664 1 ' 25 2 0,84 

3,5 o' 6 71 0,649 28 3,7 0 , 818 0, 668 0 ,61 6 1 . 30 7 0 , 82 

4,0 0, 628 0,6 08 280,8 o' 774 0,6 32 0,570 1,368 0,80 

4 '5 0, 58 9 o' 5 70 277' o 0 , 736 o' 601 0 ,5 27 1 '433 0, 78 

5,0 0,550 o' 533 272 ,5 0,698 0,570 0,485 1 '50 7 0 , 76 

Fi g .4 . Fo t ografia de l banco de p r uebas pa ra s i mul aci ón 

de l as condiciones de a ltura en e l Laborato r io de Mãq uinas 

Térmi ca s de la Univers i da d Nac io nal de lngen ieri a 
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3. Resultados experimentales 

La s ecuacioncs y los resultados t eó ri camente concebi­

dos en esta primera etapa de la investigación tení an que ser 

comprobados experimentalmente. Con este fín se construyó en 

el Laboratorio de M5q uinas T6rmicas de la Universidad Nacio­

nal de In ge n1cría en Lima,un banco de prucbas especial para 

simular las condiciones que existcn a diferen tes alturas s. 

n.m. y cn las que deberãn funcionar los motores a gasolina y 

Di ese l experimentales. 

En la fig.3 se muestr a esquemãticamente la estructura 

del banco de simulación.Asi misrno, en l a fig.4 puede observa~ 

se una fotog rafia de las insta laciones del banco mencionado. 

En l as pruebas efectua das con el motor Diesel rnonocil i 

ndrico de cuatro tiempos marca Petters PII1W, se obtuvieron l os 

re s ultados que se muestran en la fig.5. En este grãfico puede 

observarse la sirnilit ud entre la curva obt eni da experimental­

mente con los teó ricarnente calculados,tanto mediante el cãlc~ 

lo t6rmico (curva 2) corno por la s fórmulas deducidas por T.Wu 

[ 7](curva 4) y por e l sus c r i to (curva 3). 

Lo s resultados han sido obteni dos para el caso cuando 

e l coeficiente de exccso de a i re (ex) varia permanentemente 

con respecto a la variación de l a al tura. [s necesario men­

cionar que la caída de pot e ncia y economia de los motores 

en la altura se debe no so l ame nt e a una disminución de l a 

cantidad de sustancia de trabajo por efecto de l enrarecimi­

ento del ai re,sino que ademãs ,vinculado a es te factor,varian 

sustancialmente otros índices que contribuyen tambi én al d~ 

smej orarnie nto de la combustión y por ende,al decrecimiento 

de la potencia y economia de los motores. En tre estes factQ 

res se encuentran la vari ación de l a composición de la rnez­

cla,el avance de l a chispa o de la i nyección (según co rre s­

ponda el tipo de motor),la penetración del chorro de combu~ 

tible duran te la inye cción a la câma ra de combustión y el 

grado de pulveri zación,a s i como el tipo de combustible em -

pleado,entre otro s . 
La cornposición de l a rnezcla ~varia hasta en 24 ... 45% 

a 5000 metros s.n.rn.,tal corno se muestra en las tablas 2y3. 

En los motores de enccnd!do por chispa,esta vari ación in-

--·~-- .. 
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fluye sobre los parâmetros de potencia directamente proporei 

anal a un.a magnitud igual a KO( =(1-0.047H),siendo H la alti 

tud en kilómetros s.n.m. Para el caso de su economía de com­

bustible,ésta varía inversamente proporcional a la menciona­

da magnitud. 

Para los motores Diesel teóricamente se ha deducido un 

factor similar,que es igual a K~=1+0.091 H0 • 826 ,con el efe~ 
to análogo sobre la potencia y economía mas arriba menciona­

do.Sin embargo,para los motores Diesel hay que tener en cue~ 

ta adicionalmente que un descenso del coeficiente de exceso 

de aire por debajo de 1,2 (20%) significaría la formación de 

grandes cantidades de humo en los gases de escape,así como 

sarro o carbonilla en la câmara y simultâneamente la mas rá­

pida caida de la potencia y economía del motor. Los resulta­

dos experimentales realizados en el banco de pruebas[3](ver 

fig. b) nos muestran que para el caso que se tratara de man­

tener el coeficiente~= 1,5 constante al que tenía en condi 

ciones atmosféricas normales,la potencia decrece en un 30% a 

5000 metros s.n.m. con respecto a la potencia del motor sin 

regulación de o< . Por otro lado,se observa también que el 

consumo específico al freno de combustible disminuye en 21%, 

lo que indudablemente representa una notable ventaja. 
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Fig.5 Variación de la potencia efectiva de un motor 

Diesel en función de la altura 

Curva 1- Resultados experimcntales; Curva 2- Sq,>Ún cl cálculo térmico[4]; 
Curva 3- Según fónnula dei autor(4 ];Curva 4- Según fórmula de T .Wu [7] 
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Fig.6. Variaci6n de la potencia y del consumo específico de 

combustible de un motor Diesel para diferentes valores del coeficiente de 

exceso de aire (gráfico a) e influecia del avance de la inyección en la 

potencia efectiva para diferentes alturas (gráfico b) 

Con el objeto de evitar un descenso considerable de pote~ 

cia pero,al mismo tiempo,conseguir un funcionamiento sin hurnos 

del motor ni forrnación de carbonilla en la cárnara de cornbustión 

con el máximo de economia de cornbustible,se ha considerado a­

doptar~= 1,2 ,valor que la rnayoría de investigadores consi­

dera corno el mínimo tolerable. Esta corrección significaria a 

5000 metros una reducción de potencia en 15%,pero el consumo 

específico también bajaría en 23% ,valoes mas aceptables. 

Significativa importancia merece también el estudio de 

la influencia del avance de la inyecci6n en la variación de 

potencia para una determinada altura en la que funciona el rnQ 

tor. En la fig. 6-b se muestra dicho grãfico,en el que se pu~ 

de observar un ligero aumento de la potencia (5 ... 6%) para al 

turas superiores a los 3000 metros s.n.m.,cuando se incrementa 
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el avance de la inyecc1on dede 28°hasta 32°antes del punto 

muerto superior (APMS). Este se explica por la mayor duraci­

ón que requiere la mezcla para autoinflamarse a medida que 

disminuye la cantidad de aire introducida (enriquecimiento 

de la mezcla) con la altura. Un avance mayor de la inyección 

desmejora la combustión,ya que el combustible pulverizado se 

introduce en un medio donde la presión y la temperatura so -

bre todo,se han reducido aún mas y,por lo tanto,la profundi­

dad de la penetración del chorro de combus tible es mayor,con 

la cons iguiente dificultad de su autoinflamación. 

4. Conclusiones 

En base a las notarias diferencia s entre los dates prQ 

porcionados por I.N.A. y los que existen en la cordillera de 

los Andes,se hanmodificado las fórmulas que permiten determi 

nar con mayor precisi6n las potencias y consumos de combusti 

ble para cualquier altura sobre el nivel del mar. 

Se ha logrado medir experimentalmente la var iación de 

potencia efectiva y de consumo específico de combustible en 

func i6n de la a ltura e n un banco de pruebas especial. Se ha 

determinado que la potenci a de los motores E.CH. disminuyc 

aproximadamente cn 101 por cada 1000 metros de alti tud, y cl 

cons umo especifico de combustible aumenta en el mismo porco~ 
taje. La me zcla se enriquece en S ... 6 ~ . 

En los motores Diesel es r ecomendable haccrlos funcio­

nar con un coeficiente de exceso de airc no menor de 1,2, lo 

que evi taria un descenso muy rãpido de la potencia, pe ro e l 

consumo de combustiblc se reduciría en 4 ... 5% por cada 1000 

m. de altura. 

La influencia de l avance de la inyección cs peco ncta-

ble. Un avance adicional de 3 . .. 4 grados produc e un ligero 

incremento de l a potenci a (S .. . 6%) para a lturas s uperiores 

a los 3000 metros s.n.m. 
Conocido s cualitativa y cuan titativament e los parãmc -

tros de mayor inc idcnci a cn la potencia y en la e co nomi a de 

l os motores se abre la nosibilidad de regularlo s (comnensa -

ción parcia l ) en una nrimera ctana y de hallar los e l ementos 

de cornnensación total mediante l a sohrcalirnentac ió n . 
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StM!.RIO 

Um oovo rrétocb para cálculos de perda de carga (óp) e transferên­

cia de calor (hc) cb fluicb de carcaça de trocacbres de calor de carcaça 

e tubos a:xn chicanas segrrentais é apresentado. O rrétocb é baseado na &r 

lução das equações de cxmservação de massa e quantidade de llVvill'ento em 

um trecho entre duas chi canas. As distribuições de pressão e velocidades 

calculadas fornecem respectivanen.te óp e hc. Os parânetros llp e hc sao 

correlacionados para uma dada geanetria cem a vazão = massa (m) e as 

propriedades do fluido. Valores calculaoos e experi.nEntais de calor tro 

cado apresentaram boa concordância para um trocador ensaiado 

st.MoiARY 

A new I!Ethod to calculate pressure drop (flp) arxl. shell-side heat 

transfer coefficient (hc) in a shell-arxl.-tube heat exchanger with 

segrrental baffles is presented. 'llie I!Ethod is based on the solution of 

the equations of conservation of mass and rrarenturn bet:o..een two baffles 

'lhe calculated distributions of pressure arxl. velocities g iven 

respectively, óp arrl h c. 'llie valtEs of llp arxl. h c are correlated for a 

given geanetry with the shell side fluid properties arrl flCM' rate. 'lhe 

calculated arrl experilrental results agree very ....ell for a U-Tube heat 

exchanger • 
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1. Introdução 

Una das maiores dificuldades no projeto e nos cálculos de desenr 

penho dos trocadores de calor de carcaça e tubos can chicanas é a aval~ 

ção precisa do roeficiente de transferência de calor (h) e da perda de 

carga (Llp) do fluido de carcaça. Essa dificuldade é decorrente da enorne 

CXI!plexidade da distribuição de fluxo no trocador. O escoanento nesses 

trocadores depende não só da gearetria cb feixe de tuba;e das chicanas 

mas tarrbém das folgas entre feixe de tubos e carcaça, entre tubos e fu­

ros das dti.canas e entre chicanas e carcaça . 

Três tipos de rrétodos têm sido utilizados para o cálculo elos roef}:_ 

cientes de transferência de calor e da perda de carga nesses trocadores: 

rrétodos integrais; rrétodos analíticos e rrétodos de análise ele =rrentes . 

Nos rrétodos integrais as =rrelações =nsideram o trocador = un 

todo e não levam em =nta o efeito de diferentes espaçarrentos e folgas 

internas 111 . Já os rrétodos analí ti=s são baseados em =rrelações que 

utilizam fatores de =rreção para se =nsid&ar o efeito das diferentes 

=rrentes de fluxo 121 . Esses fatores de =rreção são obtidos pelo ajus­

te de dados experilrentais de algunas unidades ele trocadores can as =r­

relações. Finallrente, o rrétodo de análise de =rrentes que foi introduz}:_ 

do por Tinker 131 em 1951 e posterionrente aperfeiçoado por Slx:>rt 141 
Palen e Taborek ISI e outros. o rrétodo de Palen e Taborek, mais aperfei -

çoado que os demais, reduz o COI!q:>lexo escoanento cb fluido de carcaça a 

un rede de =rrentes can resistências hidráulicas associadas a cada una. 

A solução dessa rede fornece o fluxo através da abertura da chicana, o 

fluxo perpendicular ao feixe de tubos e as principais =rrentes através 

das folgas juntamente can a queda de pressão em um trectx> entre chi canas. 

O roeficiente de transferência de calor é calculado utilizando-se una rré 

dia =rrigida entre núrreros de Reynolds na região de fluxo cruzado e na 

abertura da chicana. As resistências e as =rreções utilizadas foram ob­

tidas pela minimização de erros do rrétodo can dados experilrentais de 64 

trocadores. Este r:nétodo, apesar de apresentar rrelhores resultados que os 

demais, forneceu previsões dentro de :!: 20% no cálculo dos roeficientes h 

e cerca de :!: 30% nos cálculos de Llp para os trocacbres simulados pelos 

autores . 

Em 1975, Konuk 161 utilizou o rrétodo de análise de subcanais, de­

senvolvido para análise temo-hidráulica do núcleo de reat.ores nucleares, 

e dividiu o espaço entre duas chicanas de um trocador em volUIOOS de =!! 
trole para os quais foram derivadas e resolvidas as equações de =nser-
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vação de massa e de quantidade de IIOViJtento para se cbter as distribui­

ções isoténnicas de pressão e velocidades do fluido de carcaça. O JrOdelo 

r-or ele desenvolvido reproduziu can alta precisão distribuições experi­

rrentais de fluxo e pressões 17 r. Posteriornente, o nndelo foi aperfei~ 
oo e o:xrrplerrentaoo para a avaliação de coeficientes de transferência de 

calor ~, utilizando-se a distribuição de velocidades e tarrtJém foram 

incluídas as equações de energia, escritas para volunes de CXl!lt.role ao 

longo de to00 o trocador, penni tindo a obtenção das distribuições de ta.!! 
peraturas dos fluidos de carcaça e tubos j8,9j. Este nndelo, não =ten­
do nenh1.lltB correção ou parânctro otimizaà>, pennitiu previsões de troca 

de calor dentro de i: 5% de desvio em relaçã:l a valores experirrentais ~ 
r:oníveis de 1.nn resfriador água/hélio oo Circuito Experirrental de Hélio 

do I PEN. Infe lizrrente, a utilização do I!Ddelo para cálculos de trocado­

res can mais de cinco (5) chicanas acarreta em demasiaà> tenpJ de~ 

tação. Por isso, neste trabalho, propa!DS tmt outro IIÉtoOO que consiste 

em se calcular um coeficiente de transferência de calor nÉdio em um tre­

cho entre duas chicanas (hc), obtido pela nÉdia ponderada entre coefici­

entes locais e corresr-ondentes área de troca de calor. Dispondo-se en­

tão de hc, pode se r utilizado qualquer IIÉtoOO para a solU<ão do troca-­

cbr, corro r-or ex~ lo, a equação de troca de calor : 

Q = U A LITml (1) 

Assim, o IIÉtodo evita a solU<ão das equações de energia para os vo 

lumes de controle utilizacbs para a obtenção das distribuições de veloc!_ 

dades mas, mantém a precisão fornecida pelo IIÉtoOO de análise de subca­

nais. Note-se que e liminando as equações de energia, h e LI têm que ser 
c p 

calculacbs para a teillJeratura nÉdia cb fluidO de carcaça. Nos casos po-

rém em que as propriedades do fluido e as ~raturas ao longo cb ~ 

cbr variam acentuadarrente e, nos cálculos de de~ aonde a gecrre-­

tria é dada mas variam as condições de operação, isto é, vazões e ~ 

raturas, é dese jável a disr-onibilidade de correlações para h c e Llp, ao 

invés de se resolver muitas vezes as equações de conservação de massa e 

de quantidade de IIOViJtento, o que ans\IIIiria nui.to te!lp) de c=p1tação • 

1\ssim, tentanos correlacionar h e LI a:rn a vazão e a:rn a ~ratura do c p 
fluido para 1.lltB dada qearetria, afim de viabilizar a utilização do IIÉto-

cb. o objetivo deste trabalho é então a exposição do IIÉtoOO idealizam e 

a derronstração da validade de correlações obtidas a:rn sua utilização . 
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2. Método de cálculo cbs ooeficientes e Correlacionanento 

Especificada a gearetria do trocador e as =ndições de operação 

(me ~aturas), são resolvidas as equações trid:i.roensionals de =ns~ 

vação de massa e de quantidade de JlOITi.rrento para es=arrento isotérmi= 

em um trecho entre duas chicanas. Catv resultado tem-se as distribuições 

de pressão e velocidades (duas <XIll[XJJEntes laterais e uma axial) nas =!:_ 

dições de es=arrento =nsideradas. A distribuição de pressão fornece a 

perda de carga no trecho (L'lpc). Can a distribuição de velocidades são 

calculacbs ooeficientes de transferência de calor, em cada um dos volu­

nes de =ntrole do m::xlelo (hi). &ls volurres que =ntém uma chicana, são 

calculacbs ooeficientes que =nsideram o fluxo anular entre os tubos e 

os furos da chicana e o fluxo através da abertura. &ls outros volunes , 

os ooeficientes hi são calculacbs o::m:> a média p::mderada entre ooeficie!:_ 

tes para fluxo paralelo e para fluxo cruzado aos tubos (&}uação 2) • Deta 

lhes sobre esses cálculos são dados em IBI • 
a hi o hi 

cr + (90 - a) p 

90° 
h i (2) 

onde o índice .:!:_refere-se ao volurre de =ntrole =nsiderado, a é o angu­

lo formado entre o vetor de velocidade resultante no volurre e a dire­

ção axial cb trocador, hcr é o ooeficiente de transferência de calor pa­

ra fluxo cruzacb e hp para fluxo paralelo, ambos calculacbs utilizan­

cb-se =rrelações apropriadas disp:míveis na literatura . 

Feitos esses cálculos e, uma vez que os ooeficientes hi variam a­

centuadanente de ponto a ponto no espaço entre as duas chicanas, é ava -

liacb um ooeficiente médio (hc), calculado = a média ponderada entre 

os ooeficientes locais e as =rrespondentes áreas de troca de calor : 

hc = (E hi Ai)~c (3) 

onde Ac é a área de transferência de calor total no trecho entre as duas 

chicanas, Ai a área de troca de calor do volurre .:!:_ e h i os =rresponden­

tes ooeficientes de transferência de calor • 

Para o =rrelacionanento, podeltos lenbrar os rrétoclos integrais !te!! 

cionacbs na introdução. Poderios afirmar que sua imprecisão está no fato 

de ser praticamente inp:>sslvel a definição de uma d:i.roensão característi­

ca que possa ser utilizada no =rrelacionanento da perda de carga e 



3g9 

transferência de calor de uma forma geral, ou seja, indeperdente das ca­

racterísticas de projeto do trocador tais cxm> ~tos e folgas in­

ternas. Notanos porém que an tred1os entre chicanas, tanto o coeficiente 

rrédio h da Equação (3) quanto a Í:erda de carga (llp ) podem ser perfeita 
c c -

rrente correlacionudos oom a vazão em massa (rn) e as propriedades físicas 

do fluido no trecho considerado. Assim, o rrodelo de análise de subcanais 

descri to nas referências !3, 9! pcx:le ser utilizado para se obter oorrela­

ções individuais de perda de carga e transferência de calor para cada u­

nidade de trocador que interesse, oonsideranà:r-se todas suas caracterís­

ticas gearétricas inclusive as diferentes folgas internas.o procediJlento 

oonsiste na obtenção dos valores ·de h e llp para as condições de escoa-c c 
rrento de interesse, os resultados são correlaciar.:!dos na forma das Equa-

ções (4) e (5), obtidas por um ajuste de míninvs quadrados • 

14) 

onde p é a densidade do fluido, \1 n. vi=idade, !< a condutivid:!de tém 

ca, Pr o núrrero de Prandt para as coOOições isotérmicas oonsiu,o,m<las .; C 

e n as constantes de corrclacior~~•to . 

3. Utilizacão das correlacêies 

Disrondo-se da correlação da fi:!uação !5), a solucão térmica de = 
c1"ldc tr=ador pode ser obtida utilizando-se a equ;w;ão ~ troca de cnlor 

(Equação l) ou outro nétcxlo ili< literatura. A utilizac;-~1o dessa f'<!'J'''?•ÍO <>O 

de evidenterrente apresentar tons resultados desde <f.Je a =ndicâs ci<? iJ 

constante seja ;ma bou aproximação. t.io caso pclrém em que as propneàades 

do fluido vc.de.rn muim ao longo do trocador, essa ~ão pcx:le conduzir 

a resultacbs muito ir.1prc=isos, c.-:-OCr.J. al~:x:!S tc:s!Es !.~!.c-3-ram ·~rR~ :Jen 

tro da faixa de :!: lO % [lO!, o que já indica tn gr2r.dc cisrx-t::iício de> al­

ta precisão das corre l:lçôes obtidas pelo nétodo de ar.'ilise ele suiY.::rcJJ.S. 

Para esses casos é preferível a utilização de métodos numéricos :rue ner­

mitam a solução pas so-a.-pa.sso cb tl.ucador, cun a reavaiiaçiio dos <ne!ic~ 

(;nte~ hc ['<"lra cada ir.té!rvalo ent.re chicanas. lln l1'étocb nunÉrico que f=IC 

ser cunsiderado, oonsist:e ba.sicu.r.-ente na sollr"jio Cas ef.lL!Ç~s c!t-:: c:-:,_;-·.Ji.-.1 
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de estado estacionário, escritas para cada intervalo entre duas chicanas, 

considerando-se semente variaçoo axial de temperatura. Considerações so­

bre esse mét.cxb soo feitas pelos autores · ern outro trabalho apresentado 

neste congresso 110 I . 
Quanto à perda de carga do fluido de carcaça, podem ser feitas du­

as considerações: a) tratando-se o trocador cxxro um t.cxb, a &juaçoo (4) 

pode fornecer a perda de carga por chicana, avaliada na temperatura mé­

dia do fluido de carcaça, obtendo-se assim a perda de carga total (t.pt) 

cxxro a sanatória entre as perdas de todas as chicanas e as perdas nas 

secções de entrada (t.pe) e saída (t.ps) do trocador 

üpt : t.pe + (N-l) t.pc + t.ps (6 ) 

onde N é o núrrero de chicanas do trocador e t.pe e t.ps as perdas .nas 

secções de entrada e saída respectivanente, considerando os efeitos de 

encurvamento, expansão e contratação da corrente de fluido. Note-se que 

existindo um núrrero elevado de chicanas, a perda de carga total pode ser 

aproximada na. forna da Fquaçào (7) • 

t.pt = (N+l) t.pc (7) 

b) oo caso de se utilizar um rrêtodo nur.én.co corrn rcencionado anterior 

rcente, a perda de carga e;n cada r.re::l:o E'J1tre dlic.:mas rx:>de ser obtida co 

!lD uma função da temperatura e a Equação (6) p:xie ser reescrita CDTD: 

'''t = ~'Pe + 

N-l 
í: 

i~l 
(ôt>,} i 

orue i refere-se ao intervalo ent.re chicanas 

4. Resultados 

+ \ c. 
,; 

(8) 

O resfriador de hélic :rencicnado :lil jntroducão deste artigo, aorue 

o hélio circularuo oo lado cios tubos é resfriado por água oo lado de CêtE 

caça, constituido de três (3) ch:!.canas de placas segnentadas e llQVerlta e 

ci.nal (<;5) tllilos em "U", fo.i. simulaào segundo o mét.cxb descrito. ~tade 

de sua secção transversal foi dividida em 16 sUbcanais IBI. Foi conside­

rado u:t trecho entre duas chicanas dividido em 5 rúveis axiais (Figura 

1). Urna t!pica distribuiçio de veloc::.dades para uma relação (ID/1J) igual· 

a 4030 é nnstrada na Fiqura 2 . 
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Figura l - i<estriador de Hélio - l'bdelo 

0.1 

escolo m/s 

Fi~ura 2 - ~i~tribuição de vclvci~des - rn;~ = 4030 m. 
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Para se obter as ro=elações do roeficiente de transferência de ~ 

lar rréilio por chicana (Fquação 5) e da perda de carga por chicana (Fqua­

ção 4), válidas para a gearetria considerada, foram sinruladas operações 

na faixa de fui~ entre 2000 m e 5500 m que é a faixa de utilização des­

se trocador. Os resultados são rrostrados na Figura 3 . 

~ ~-- -~--- r---~--~--~-l-- -lllpp 
k PV llp -p m ·o.m I I .;,2 

O 
'- - = 8860(rr l I ' " 

' m2 , 1 1 1 ...., 
(m1

) ---- i2200 
soo 1 tmql 

I 
I 
I 

-12100 

600 I I I >/I ',1. I I I I 
I 

-~ 2000 

I I I <..;>' I 
' ' I h . C. €633 1 

--,13 = 2.413(1!') I 
kPr , '\ '-1 

400 I I 1900 
2000 :>ooo 4000 !h (m) 

11.. 
Figura 3 - CorrelaçÕes de transferência de ca­

lor e perda de carga ror chicana 

Nota-se na Fi<J1::r:l 3 c: perfcHo rorrelacionarrento dos p.::>ntos calcu­

lados, justificando a escolha de rn/u rorro parâmetro de c:orrelacio~ 

to. Nota-se também que pode ser utilizado um núrrero n2nor de pontos p:rra 

serem obtidas as ro=elações, o que torna o rrét:odo extr'2ll1alrente economi-

ro. 

A seguir soo ~ados dados exper:ilrentais de calor trocado rom 

valores calculados utiliza~no-se a rorre lação de hc da Figura 3. Foi u~ 

lizaoo o !!Étodo daoo pela I::quação 1. são também ~adas valores obti­

cbs utilizando-se o método integral descri to por D:mohue 111 (Figura 4) . 

Nota-se nessa figura que os resultados obtidos rom o método propo~ 

to apresentaram um desvio da faixa de : 5% em relação aos dados experi­

rrentais ~to que os desvios no caso do método integral atingiram até 

-17%. Os valores de calor trocado (Q) foram calculados utilizando-se a 

Fquaçâo 1 porque as hip5teses de U e Cp constantes, válidas para essa ~ 

quação, são boas aproximações nas ronàições de o[.lCraçao dessa trocador . 

---···· --·- · •· ;,;;;::;;::=:::!:=="''-..... ·-----·· 
j 
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Figura 4 - Comparações entre valores de calor 

trocado experiirentais e calculad:>s. 

5. Conclusões 

Apresentou-se um método para cálculos de perda de carga e transfe­

rência de calor do fluido de carcaça de trocadores de calor de carcaça e 

t ubos = C:licanas. A perda de carga (ôpc) é obtida pela distribuição de 

r rcssões entre duas chicanas. O coeficiente de transferência de calor 

(hc ) é calculado através de uma média ponderada entre ooeficientes lo-­

cais obtidos a partir da distribuição de velocidades entre as chicanas . 

A..s distribuiçÕes de pressão e velocidades sãü obtidas pela solução das 

equações de conservação de rrassa e quantidade de rrovi.nPnto f o n nn l '!(11s u­

Ulizando--~;e o nétodo de an5.lise de su!.x::anais 

Denonstrou-se que llpc e hc co1-relacionam-se perfeitam•.nte: = a vil 

zao em massa (IÍl) e as propriedades físicas cb fluicb . 

Os resultados de ttuca de calor obtidos cun a utilização do rrétodo 

proposto apresentaram toa concordância = os valores experillentais 

Caro o método apresentado é baseado em un nodelo geral, que na::J 

utiliza nenhun parârretro otiJnizado e nenhum fator de correç:ão, 

esperar previsões de nesma ordem de precisão na simulação de outros tro­

cadores o que tornará o nétxxb extn"'l'êlrrente valioso, principallrente 

por permitir a análise de escoamento do fluicb & carcaça, o que não é 

p::>ssível por nenhum outro nétodo • 
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SUMJíRIO 

Tr ad i c ion a lme nte , no dime nsion amento de fornos, é supo~ 
ta con hec ida a sua temperatura interna [1]. Já o trabalho a­

p r esen ta um modelo para o cál c ulo do reves timent o de um forno 

: 1 partir da s co ndi ções da combu s tão, isto !!, ne nhuma hipóte­

se é fe it a sobre a men c i onada tempera tura. No mode lo são leva 

da s cm conta as lntera ções t é rmica s entre as diversas s upcrfi 

cics internas do forno, a ca rga , e o s gase s . S utiliz ado o 

computado r pa ra se obter o dimensionamento dos r ef rat ários c 

isolantes, o fluxo térmi co, c a temp eratura da face interna 

do forno. De um conjun to de pas siveis combinaçõe s de r e vesti­

me nt os é se l ec i onada a que a present a custo mfnimo. 

SlJMMARY 

i'J ·aJitiona.ll y, rhc int e rn a l wall t empera tu re i ssuppos­

c d ~llllwn in furna cc's dcs ign (1]. ln thi s paper i s sh own a 

pro ceJ ure to cal c ulatc t hc fu r nacc wa ll llning, s tarting with 
informa ti ons about combu s ti on, that i s, no hypothesis i s madc 
ahout thc ubovc men ci one d t e mperature . ln t his procedure ar e 

_.;tudi c d th e thermal in tcr act i ons be t wee n internal walls fur­
nacc , the loadin g, and t hc ga s from comhust ion. Thc computer 
is cmp loy cd to des ign: t hc thlckncss of r e[ racto ries and in­

sulnt in g materiai s; thc hc at flow. and the lnt crna l wall t e m 

perat ure. l' rom th c sct of fea"ible linings, the program se­
lectst hc one that prescnts a ml nimum cost. 
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l . Tntrodução 

Atualmente, num mercado competitivo c numa ~poca de e~ 

cas s ez de cembus tfvel, deve - se ap roveitar no mixi mo a ener ­

gia dlsp on ivel, gnran tidn a opera ç ão adeq uada do sistema e 

com o mínimo di ~p6ndio possfvel em insta l açõe s e equipame n -

':os. 

O m6todo apr2s enta do permi te o dime ns ioname nt o do re -

·:·~s!imcnto dC' f 'J Tn•Js ;1 · . . ombustúo, q ue: 

atend:: ·,·;s •: :.; ·•d i v'es tc·ccnolÓgic as, i sto é, o mate r ial empr.'::_ 

gadc J ever5 s upo rtar ns condiç ões de trab alho; 

- tenha 2 mfnimo cust e Jo revesLimenr u ref r atirio c isolante, 

mantendo o menor poss ível as perdas ca l oríficas. 

2 . Hip6teses Adotndas 

O procedime nto leva em conta as intcraçóes térmicas e~ 

tre as d i versas l·llces .internas do fornu, ~~ carga, c os g~:tscs. 

c consi -der a tan to o cust o do rc ve s tintcnto cCCJJil c• o do combus t í 

vel . O método pode ser usado p:1r:1 :·r:\' <::.;tj;n~n1' os de muitas c~ 

mada s (na forma atual de progr<.una :•tê •.cill<.:c c:•m<.l'las. número 

q ue pode s er fa cilmente amp liado [.:]). 

O método envol ve equações nZío _, i dL:Il<.~ ~, '..: uj~1. soluç3o c 

facilitada pe lo uso do computador. 

Fo r am <.Jc!ot a das as seguinte~' hip6rc.-; e ~.: 

l. Os gases no i n terior do fon•o ~.a c :l l..\ 0 1 um i liUSO~~. 

-. Os comb ustivcis quei mados sao l Íq .ti do s . 

3 . Cons i dera - se a opacidade do d iiíxi,!o de carb on o e do vap or 

d'igua no int erior do f orno . 

4 . A quan tidade de ar a se r 0m prcgada na combustão garante :J 

queima comolcta do combust;ve l. 

S. Os gastos de cor rentes dos ct i!; to·; c0la t i vos aos r efrati ri os 

e isolant.·.·~ <' . ao combustfvel siío co nsiderados \'ariivels 

com a solução adotada . 

Os de m:Jis gastos, c omo os ~c imp l anta ção , operaç ão, mani­

pulação da ca r ga. man~tl;cnc)o, reparo c depre ciação podem 

ser considerados invar i antes, e por isso não são anal i sa­

dos n a escolha da so lução . 

6. Cons ide ra - se a variação com a t emperat ura da co ndutibil i­

da de t ~rmica dos refrat5rios e isolantes. 

~--.~·· · -·-
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7. As paredes internas do forno sao consideradas re- radiantes. 

8. As emissividades do dióxido de carbono e do vapor d'água 

va riam com a temperatura. As emissividades da carga, do 

refratãrio e dos isolantes são consideradas constantes. 

9. Não se consi dera a penetração de ar frio no interior do 

forno, por frestas ou abertura de portas. 

10. A temperatura dos produtos de combustão na zona de aque­

cimento € a temperatura teórica de combustão corrigida 

por um fator de eficiência. 

11. A ca rga está disposta simetricamente no interior do fomo. 

1 2 . O forno opera em regime estacionário. 

13. O f luxo calorífico perdido para o ambiente € obtido c on­

side rando-s e a tro ca por radiação e convecção entre a 

face externa do forno e o meio. 

3 . Dete rminação da Temperatura da Face Interna 

Tradicionalmente, considera-se conhecida a temperatura 

da face interna do fo rn o [1],[2],[4],[5]. Neste m€todo, esta 

tempe ra tura re s ulta do balanço e nerg€tico no int e rior do for 

no, consi derados os gases da combustão, a presença da carga 

c a natureza rc-radiantc das fa ce s internas do forno. 

Usando a notação : 

p . 
I 

t:. 
I 

gs; 
E 

g 

w. 
l 

1\. F .. 
J 1 .I 

(área do e lemento i)(fator de form a 

da face i para a face j)(m-) 

rcfletância da face i 

e missivid a de da face i 

potência cm.issi\·a ,la fac: e (w·att / m-) 

" A. t: o (;Írea da f:1 cc i) (rmi ss ividade do gás) (m") 
I g 

potência cmissiva do gás (watt/mL) 

energia radiante cmissiva da superficic cinzenta 
. 2 
1. (h·a t t /m .l , 

a interaç ão dev ida a radiação pode ser expressa como: 
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-- Al 
~ ~ ··· 11'1 

Ale:lEl -s s -- ----- gS E 
1 1 pl pl 1 g 

A .\, e: 2E~ ~ 

~ 53.:" . - _l. ~·· · w2 _ __ L __ ~ - gS2E I 
2 2 P2 P2 g 

~ -szs3 
A3 

w3 
A3 3E3 -+ s::-s-:-- = ----- gS E 3 .) p3 p3 3 g 

ou A • W = B 

O índice i serve tanto para as faces do forno como pa­

ra o da carga. 

Conhecidas as matrizes A e B de (1) , calcula-se a ma -

triz w .. 
Como as paredes são re-radiantes tem-se segundo [3]que: 

li' i E. 
l 

onde a= 5,67 . 10 - S watt/m2 K4 . 

aT 4 
i 

(2) 

A equação (2) permite determinar a temperatura Ti da 

face interna i . 

4 . O Programa do Computador 

A Figura 1 apresenta as principais etapas do procedi­

mento computaciona1: 

1 . Inicialmente indicam-se os códigos dos materiais a serem 

empregados no revestimento, as dimensões do forno, e as 

condições de combustão . 

2 . A sub-rotina ENERG calcula a energia liberada na combus ­

tão considerando-se a combustão completa. A sub-rotina 

TACOM calcula a temperatura teórica de combustão. 

3. A sub-rotina RADIA permite a determinação da temperatura 

das faces internas do forno . 

(1) 
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FIG. I FLUXOGRAMA 
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4. Verifica-se.seo material especificado como revestimento 

interno s uport a a tempe r a tura previs ta par a aquel a fa ce . 

Se nã o sup orta , é impresso um relatório, c o programa é 
e ncerrado . Se supo rta, o procedimento prossegue calcu -

lando-se a espessura inicial de reves time nt o, supond o 

que se ut ili zar5 o primei ro material espe c ificado como 

Gnico constituinte. Ca lcu la-se o c usto necess5rio para 

es te reves timento. 

5 . Verifi ca-se se ex istem outras assoc iações Je revest ime n­

tos propos tos. Se não exis tem é im pres sa a solução , que 

por ser Gnica, é a de mínimo custo, c o processo é e nc e! 

r:1do. Se existem o utra s associações , pro ssegue - se consi ­

derando - se o elemen to mais int erno e o imeui at amente se­

guint e (do in terio r par a o ext er i o r). ~esta sit uaçiio, C!l. 

tre a s eve ntuais comhin ações po ss íveis, esco lh e - se as 

que são tccnológicamentc admissíveis . l'~tra cad'-1 so luçã o 

a dmis sive l C'-ll cula -se o c usto. 

(J . Pro cede - se assim sucessivame nt e, até que se tenh <l exGm i­

- nGdo todos os po ss í ve i s pares de revestime nt os espec i fi­

c ados. 

7 . 1\ próxima et apa é conside r'-lr os ternos de materi~1is, re­

petindo-se, para e l es, o proc e dime nt o de sc rito para os 

pares; e a ssim sucessivamente. 

8. Es colh e - se ent ão, dent re tod'-ls as soluções admi ssíve is, 

aq uel a que corres ponda ao míni mo cus t o. I mp rime - se o r e­

latório e o processo é encerrado . 

Como se vê, pro cede - se por exa ust~!o. 

i\ li stagem Jo programa, escrito c m FORTRAN I V- C, hem 

co mo as s ub-roti nas mencionadas e outros deta lhe s podem ser 

vist os em [ 2]. 

S . Exe mplo s c Resultados 

lm [2] foram apresen tado s c ~n~ lisa dos cinco cas os r e ­

solvidos com auxili o da metodologia proposta. i\ tftulo de i ­

lustração aprese n tam - se a seg uir dois exemplos adicionais. 
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~ Exemp~ 

Dados - Forno paralcl e pipédíco (llmx3 , 50mx5, 75m); tempo op~ 

racional 58.080h; ar ambiente a 293 K c com veloc i ­

dade de Zm/s; emissividade s: carga 0,9; face i n ter­

na do forno 0, 5 ; fac e e x tern a do for n o 0,7 5 ; combus 

tão: Óleo llTE; 10~ excesso de ar; 80'~ efic i ência; 

ar admitido a 333 K; temperat ura de aque c ime n t o da 

c arga 111 8 K; temperatura m5xima da face ex t e rna do 

forno 37 3 K; pressão no interior do forno 107800 Pa; 

revestimentos: rcfra t 5r i o c ódigo (Cr$142,30/clc -

menta), r c fratiirio isolante código C) (Cr$29, 70 / e l e­

mento) . forn ece m- se as con dutibi l idades t~rmicas do 

reve stimento . [2 ] . 

Res ultado (n a face mais aquecida) 

c od i go Jo materi a l 

temper . face i nte n1<1 

t emper . face externa 

cspcss.revestímento 

0['"' n9 
7 

llR S 

) 9 72 

( ) o . :n 

~ 

nz 
340 

o' 22 
fluxo térmico perdido (total) 

custo total do revestimento 

19 75 1S,8W 

Cr$ 5. 092 . 46 5,00 

~-~ Exc mp 1 o 

!lado s - Forno c ilíndric o (li ~ 1m; n ~ lm); tempo oper:Jciona l 

de :J(J4(l0h; temp e ratu r a f inal da carga 1273 K; combu~ 

tível: Ól eo IITE , lO ", ex cesso de a r , 811j, de cficiên 

cia na combustão; reves timentos: r cf r:Jtârio código 

(Cr$ l ~l,OO/elcmentol, rcfratiirio isolant e código 8 

(Cr$:\3 , 80/e l c mcnto), isol;Jnte código lS - (> (Cr $520. 00/ 

e l emento). 1\s demais in f o rmaçõe s siío idênti ca s iis do 

p r imeiro e xemplo . 

Rc s u .lt a do (na face mais ;HjUecida) 

]'"' l ateral 

r s-r.-1 tdigo Jo m'"""l l 8 

mper. face 1ntern<1 ( I ~ r\ 2 I O 7 1 52~ 

mper.f<Jce extern<J ( 10 71 S23 ~s.1 

p c ss . revest1me n to ( 0,22 O, LI I ()' lO 
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,\ reso lução dos cin co exe mplos constantes de [z] foi 

de: l/0 5,6 segundos 

cru 26,2 segundos 

;\ resolução úe dois exe mplos adicion:1is const;Intcs dcs 

te tr aba lho foi de: 

1/0 3,4 segundos 

cru 1~ .7 segundo s 

(l . Con e lu sõcs 

A an::Ílise dos exemplos constantes cm [2] , bem como as 

duas i lustrações deste trabalho permitem conclu ir que :1 mct~ 

dolog in proposta atinge o objctivo desejado, isto 6, o dcsc n 

volvime nto de um modelo de c::ilculo por con~utador do reves ti 

me nta de um forno, a partir do c::i lculo da tempera tura tc6ri ­

ca de combustão. 

As discrcp?mcias dos rc s ul t:Júos do exempl o n g 1 de [z ] , 
no qu e se refere a t cmpcratur:Js c espessuras de mat er iai s c':ll 

prega dos , e nt re f o rno s reai s c o c alculado niio siio sig nifi c~ 

ti va s . 

Além disso a disponi b ilidad e do programa de comp ut ado r 

com tempos de uti 1 i zaçiio p e qu e n os pcrmi te a rc:1l i zaçiio de 

muitas simulações para resol ve r casos pr5ticos a c us t os r e la 

tivamentc baixos. 

'\ate -se ainda que no s exemplos resolvidos, a di rcrc nça 

de t empe raturas ohtida s , e ntr e a carga c a d::~ fa ce int er na 

do for no , estão na faixa c m qu e se encon tram os v:.Jl o r cs c mr_l 

ri ca me nt e ve rificados , i s to é , e ntre 30 c 70 K. 

Rl:ITRf::.iC:l/\S 

[1) Szajnbok, M. 1; lla r acat. ll.l:. "C:Ílculo do Flux o l 6 rmico 

··--.-· 

Através de Paredes de l:ornos" - V Cülll: ~1 . Vo I .IJ (I ~J 7 ~Jj, 

pp. 33 1- 34 0. 

~~,···---
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SUMARIO 

São deriva das e resolvida s numeri camente as eq uaçoes dife ren c iais 

desc r e vendo a transferência de ca lor nos trocadores de calor de carcaça 

e de tubos . O método de ~Tm~ é comparado com o método proposto em casos 

onde o ca lo r es pecífico Cp e o coe fici e nt e de trans fer ê ncia de ca lo r 

g lobal U variam com a tempe ratura. O e rro do método de t\Tm9, no cál culo 

do comprimento do trocador de calor não ultrapassa + 10% nos casos con-

s iderados . Contudo, o m~todo num~ rico, sendo mai s preciso e, ao mes mo 

tempo, de uti I ização fac i I .ceconôm ica , é recomendado no projeto de tro­

cador de calor de carcaça e tubos . 

SUMMARY 

Differential equati ons descr ibing the heat tranfer in she l I - and ­

t ube hea t excha nger s are de rive d and solved numeri cally . The method o f 

6T9,m i s compare d wit h the propose d met hod in cases whe re the speci fie 

hea t at cons tan t pre ssure, Cp and the overal I hea t transfer coef fi c i­

en t , U, vary with temperature. The errar of the method of 6T9,m for the 

computation of the exchanger l e ngth is less than + 10%. Hov1ever, the 

numerical method, being more accurate and at the s arne time eas y to use 

and economical, is recommended for the desi gn of she ll .. and-tube heat 

exchangers. 
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1. 1 ntrodução 

No cálculo de trocadores de calor de carcaça e tubos, é prática co 

mum utilizar a equação 

q = FUA 11 T m9, 

onde q é o calor trocado, F um fator de correção, U o coeficiente de 

tranferência de calor global, A a área de transferência de calor,el'1Tm9, 

a média logarítmica das diferenças de temperatura entre os fluidos de 

carcaça e de tubos . Eq. (1) baseia-se nas hipÕteses de U e calores es­

pecificas Cp constantes. U e Cp podem variar com a temperatura ao longo 

do trocador de calor, e não se sabe o erro introduzido no cálculo de q 

devido a essas variações. O cálculo correto de q, quando U e Cp variam, 

pode ser feito através da solução de equações diferenciais que descre­

vem a transferência de calor no trocador de calor. Neste trabalho são 

derivadas e resolvidas numericamente tais equações diferenciais para 

trocadores de calor com um passo de carcaça e um passo de tubos operan­

do em correntes paralelos, correntes contrárias, e para trocadores de 

calor com tubos em U. Oleo de algodão foi escolhido como fluido no lado 

da carcaça e no lado dos tubos devido às variaçoes significativas de 

viscosidade v e do Cp com a temperatura. Os resultados são comparados 

com os da eq. (1) para avaliar a precisão da eq. (1) quando U 

são variáveis. 

2. Equacionamento 

e Cp 

Para derivação das equações diferenciais mencionadas, são conside­

rados três casos. 

a) Correntes paralelas - passo único 

As equações de conservação de energia são derivadas admitindo-se 

uma temperatura média na seção transversal do trocador de calor, para 

ambos os fluidos, ou seja, somente variação axial das temperaturas. Ta~ 

bám não é considerada condução axial. Neste caso, tem-se as equações a 

seguir: 

dh 
__ t_ = ~ (T - T ) (2) 

dx m c t 
t 

dh 
__ c_ = ~ (T - T ) (3) 

dx m t c 
c 

onde os Índices t e c referem-se respectivamente aos fluidos de tubos e 

carcaça, h é entalpia específica, x a direção axial, U o coeficiente de 

""--.-·-- j 
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troca de calor global, função da temperatura, A a area de transferên­

cia de calor por unidade de comprimento, m vazao em massa, constante, e 

T a temperatura na posição x. 

Para e liminar as derivadas da entalpia, esc reve-se : 

_<!11_ = ( _1!1__) 
dx ôT p 

dT --+ 
dx 

(~) dp 
ap r "(f;- (5) 

onde (~) ê a def in ição do calor es pecífico Cp e, o segundo termo do 
ôT p 

lado direito pode ser desprezado ; p é a pre s são. 

Assim, as equações (2) e (3) podem se r reescr itas : 

dTt UA (T - T t) (l)( mt Cpt c 
(5) 

dT UA c (T - T ) (l)( m Cp t c c c 
(6) 

onde Cpt e Cpc sao funções da temperatura. 

b) Corre ntes contrãrias - passo Ünico 

Analogamente ao procedimento anterior sao obtidas as equaçoes de 

conservação de ene rgia. Considerando-se a vazao do fluido dos tubos na 

direção x, sua equação é a mesma da eq. (5). Para o fluido de 

tem-se: 

dT c 
(l)( 

c) Tubos em U - passo Ünico 

UA 
(T c - T t) 

carcaça 

(7) 

O esquema de um trocador de calor de tubos em U é mostrado na Fig~ 

ra 1. 

mt 

=i 

TtJ 
me 

Te ... 
.. Tt2 

X 

Figura 1 - Esquema de um trocador de calor de tubos em U 
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Para esse trocador, tem-se as seguintes equaçoes: 

dTtl 
= 

u
1
A 

(T c - T tI) (8) _d_x_ 
2m t Cptl 

dT A ~~(Ttl -Te) + U2(Tt2- Te~ c (9) ---crx- = 2mc Cpc 

dTt 2 U2A 
(Tt2- \) (I O) _d_x_ = 

2mt Cp t2 

Na Figura I e nas equações ac ima, os índices I e 2 referem- s e ao 

fluido dos tubos respectivamente nas direçõe s x e (- x). 

3. Solução numérica da s eguaçoes 

As eq uações de energia apresentadas s ão resolvidas para problemas 

de projeto onde a área de transferência de calor por unidade de compri­

mento A, é conhec ida . Neste caso, o problema consiste em calcular o 

comprimento L do trocador e pode ser resolvido nume ricamente como um 

problema de valores iniciai s , utili zando mé todos conhecidos como Eul e r, 

Runge-Kutta, etc. 

No caso de trocador de cal o r com co rrentes paralelas, a solução n~ 

mérica começa com os valores de ent rada de Tt e Tc' e pross egue passo a 

passo na direção x, calculando-se Tt eTc, até chegar à temperatura de 

saída especificada, no projeto, se ja do tubo ou da carcaça. O valor de 

x nes te ponto fornece L. 

No caso de t rocador de calor com cor ren tes contrárias, usa- s e como 

valores iniciai s o valor de entrada de Tt e o valor de 

pecificado no projeto. A solução passo a pas so con t imJa 

valor de entrada de Te' e novame nt e L é dado por x neste 

s aída de T 
c 

até chega r 
ponto. 

es -

ao 

Para calcular L de um t rocador de calor de tubos em U, uti I iza- se 

como valores iniciai s os valores de entrada de Ttl e de Te ' e o valor 

de saída de Tt 2 especificado no projeto. Como Ttl e Tt 2 tem que ter o 

mesmo valor no fim do trocador de calor, a so lução prossegue passo a 

passo até Ttl = Tt 2 ' e neste ponto, tem- s e L= x. 

A solução numérica das equações dife renciais não apresenta nenhu ma 

difi culdade e pode ser obtida utilizando uma calculadora programável , 

como TI 58, TI 59, ou HP 4lC, não necess itando uso de um compu ta dor . 

-=-
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4. Resu I ta dos 

A eq. (I) e o método numérico apresentado foram ut i I i zados para 

calcular o comprimento L para os .três tipos de trocador de calor modela 

dos (correntes paralelas, correntes contrárias e tubos em U), resolven­

do três problemas de projeto para cada tipo . Os casos estudados são da­

dos na Tabela 1 . 

Oleo de algodão, escolhido como fluido dos tubos e da carcaça, tem 

as seguintes propriedades: 

u = 0-02937 e - O-Ol 356 T Btu/hr ft °F (T em 0 F) 

Cp= 
T 

0 · 4125 + ~ Btu/lb °F 

k = 0-0808 Btu/hr ft DF 

onde u e a vi scosidade dinâmica, e k a condutividade térmica . 

O coeficiente de transferência de calor h é calculado ut il izando: 

h= 0.023 ~ Re 0 · 8 Prn (I I) 
H 

onde OH e o diâmetro hidráulico, Re o numero de Reynold s e Pro numero 

de Prandtl. O expoente n é 0.4 para fluido aquecendo, e 0.3 para flui 

do resfriando . Eq .( lO) é apropriada para escoamento em tubos, mas foi 

também utilizada para calcular o h do fluido da carcaça. O cálculo apr~ 

priado de h para o fluido da carcaça é discutido em {1}. 

Para calcular o termo 6Tm
1 

que aparece na eq.(l), é necessário co 

nhecer a temperatura de saída nâo especifi cada no projeto. No caso de 

trocador de correntes paralelas, admitindo que as temperaturas de entra 

da (T te para fluido dos tubos e Tce para fluido da carcaça) e a temp~ 

ratura da saída dos tubos (\s) são dadas, a temperatura de saída (Tcs) 

do fluido da carcaça é calculada da segui nte maneira: 

q m Cpt (\s - \e) t 
( 12) 

i+l 
T T - __g__ 

cs c e -i 
me Cpc 

( 13) 

1 te + T 
Cpt Cpt ( ts 

2 
(14) 

T + T i 
-i 

Cpc ( c e cs 
Cpc 2 

( 15) 



Tabela l -Os resultados 

En tr ada (
0

F) I Saída (0 F) l Vazão (lb/s) I L (ft) j Devia ção Variaçã~ 
T t T T T I mt m em L, % de U, % 

1 c t 1 c . -----"---,, _ _ __::_c_+- ----+ 
Caso 

Paralelo - l 70 255 

Paralelo - 2 70 300 

300 

124.38 

250,94 

249 . 03 

172.56 
172' 53 

284 . 41 
284.41 

268 . 94 
268.93 

35 

lo 

lO 

20 

IDO 

50 

84 
81. 13 

58 
62 .86 

76 
82.59 

- 3.42 54 

+ 8.38 84 

+ 8.67 72 Paralelo--~~~--
----+----+----+------+-----+-· -·---+-----+------4 

Contrário - l 

Contrário - 2 

Contrário - 3 

70 255.26 

70 1 299.55 
----r 

70 

T 
t 1 

300 

T 
c 

125 . 18 
125. 18 

250.47 
250.46 

251' 18 
251. 18 

Tt2 

171 '5 

284 

268.5 

T 
c 

35 20 

lo IDO 

lO 50 

74 
72.76 

54 
57. 15 

64 
67.03 

r------t------~-----~---~-----+------~-----+------+ 

Tubos em U-1 70 255 125 

Tubos em U-2 70 300 250 

Tubos em U-3 70 300 250 

17 1.51 
17 1. 51 

284.52 
284.50 

268.78 
268.74 

35 

lo 

lo 

20 

100 

50 

67.4 
65 .85 

35.01 
37.28 

45 '86 
48 .6 7 

- l '68 48 

+ 5.83 86 

+ 4.73 82 

- 2.30 16 

+ 6 . 52 80 

+ 6' 14 70 

.<: 
"-' 
o 
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onde Cpt e Cpc sao os calores específicos médios. As iterações indica­

das na eq. ( 13) converge"' rapidamente para o valor desejado de Tcs' 

Nos casos de trocadores de cor ren tes contrárias e de tubos em U, o 

mesmo método é uti I izado para calcular a temperatura nao conh ec ida. O 

fator F é determinado uti I izando gráficos {2} 

Para solução numérica das equaçoes diferenciais, o método de 

Runge-Kutta _ de -~a ordem. cqm um intervalo de integração de I ft foi uti 

lizado. O erro numérico no cálculo de L é estimado inferior a O.! %. 

Os resultados são mostrados na Tabela ! . Nas co luna s de t emperatu­

ra de saÍda e de comprimento L, o valor acima se refere ao método nu­

mé rico e o valor abaixo a eq. (I). 

As temperaturas de saída calculadas pelas eq uaçoes (12) a (15) e 

pelo método numérico são praticamente iguais, como é de se es perar poi s 

CP é uma função l inea r da temperatura. 

A variação percentual deU en tre a entrada e a safda, relativa a U 

médio , é dada na última colun~. Observa-se que os desvios no cálculo de 

L pe la eq. ( I) aumentam a medida que aumenta a variação percentual de U, 

o ma ior desvio em relação ã so lução numérica sendo de+ 8.6%. 

5. Conclusões 

O mé todo de /1\ & , baseado nas 

nece bens resultados em casos onde 

com· a teutperatura, o maior er r o no 

hipó teses de C eU constantes, for­
p 

CP eU tem variação significa t ivas 

cálc ulo do comprimento sendo infe -

rior a + 10%. Contudo, em outros casos, o erro deste mé t odo pode ria ser 

ma i o r. 

O método numérico pe rmtte o cálcul o correto de transferência de ca 

lor nos trocadores, e como é de faci I uti lizaçao e baixo custo de comp~ 

tação, pode ria substituir o método de I'> Tm .Q. no projeto de trocadores de 

ca lor de ca rcaça e tubos. 
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SUM.(RIO 

Centrais-nucleares PWR utilizam, geralmente, geradores 

de vapor do tipo tubos "U" invertido, com recirculação interna 

natural. No presente trabalho desenvolve-se um modelo de si­

mulação t ermohidrâulica, para regime permanente, de tais ge­

radores de vapor. Divide-se o escoamento secundário em duas 

partes individualmente homogêneas, com troca de calor e mas­

sa entre as mesmas. A pressão do secundário é determinada em 

função do título do vapor que alimenta a turbina. Aplicações 

são feitas ao gerador de vapor da usina Angra Il,operando em 

condiçõ e s nominal e com tubos parcialmente obstruidos. 

SUMMARY 

Generally, "U" tube steam generators with natural 

internal recirculation are used in PWR power stations. ln 

the present work, a thermalhydraulic model is developed for 

simulation of such components, in steady state. The flow of 

the secondary cycle fluid is divided in two parts individually 

homogeneous, allowing for heat and mass exchange between them. 

The secondary pressure is determined by defining the moisture 

of the vapor that feeds the turbine. This model is applied to 

the Angra II steam generator, operating in nominal conditions 

and with tubing partially plugged. 
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1. Introdução 

O gerador de vapor é o componente que faz o acoplamen­

to térmico entre os ciclos primário e secundário de uma usi­

na nuclear do tipo PWR (Pressurized Water Reactor), tendo, 

desta forma, ativa participação no comportamento dinâmico da 

usina. Assim sendo, a importância do desenvolvimento de mo­

delos para simulação do comportamento termohidráulico destes 

componentes é óbvia. 

A prefer~ncia dos fabricante s de usinas PWR , forneced~ 

res do Brasil, recaiu em geradores de vapor do tipo tubos cm 

"U" invertido, conforme esquematizado na Fig. 1. 

ENTRADA 
DA ÁGUA DE 
ALIMENTAÇÃO -­

[m1 ,h1 t ,P 1i] 

VASO DE PRESSÃO 
DO GERADOR DE -
VAPOR 

t SAlDA DO VAPOR [ m5 , hso , Poo • •so ] 

f,..v;.....,w.•.ww.-.w;,w.i SECADORES 

SEPARADORES 
DE VAPOR 

_____ CÂMARA PLENA 

_ CARCAÇA INTERNA 

.FEIXE DE 
-'/ TUBOS EM "u" 

I • 111 "º"I -- SUPORTE PRINCIPAL DA 
TUBULAÇÃO EM "u" 

[ ] 
ENTRADA DO 'l~'' SAÍDA DO [ ) 

mp 'hpl ,Pp; PRIMÁRIO / ' -. PRIMÁRIO mp 'hpo 'Ppo 

Fig. 1. Gerador de vapor do tipo tubos em "ll" inve rtido 

Neste gerador de vapor, o fluido primário entra atra ­

vés de um bocal locali zado na base, atravessa uma câmara pl~ 

na, penetrando, em seguida, na tubulação em "U". Es ta tubul_<:~c 

ção é feita de Inconel. Após percorrer a tubulação, o fl uido 

atravessa outra câmara plena e deixa o gerador de vapor por 

um bocal simétrico ao de en trada. O lado de subida dos tubos 

em "U" é. chamado de perna quente c o de descida, perna fria. 

Quanto ao lado do ciclo secundário, a água de aliment_<:~c 

çâo entra no gerador de vapor através de um bocal locali zado 

----.- ·-
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ligeiramente acima do topo dos tubos, misturando-se com a a­

gua de recirculação, proveniente dos separadores de vapor e 

secadores. Esta água escoa para baixo através da região anu­

lar formada pelo vaso de pressão e a carcaça interna. Atra­

vés de uma abertura inferior da carcaça, o fluido secundário 

penetra na região dos tubos, escoando, então, para cima, A 

temperatura de ebulição desta água é atingida e uma mi~tura­

bifásica deixa a seção interna, passando, posteriormente por 

separadores de vapor do tipo ;,ciclones" e secadores de vapor. 

A fase lÍquida recircula e o vapor é conduzido para as tur­

binas , com umidade abaixo de valores máximos admissíveis. 

Diversos trabalhos são encontrados na literatura com 

respeito à simulação de geradores de vapor. Tais trabalhos 

variam em grau de complexidade, de acordo com os objetivos a 

que se propõem. Hargrove [1] apenas analisa o processo térmi_ 

co, sem entrar em considerações hidráulicas. Mur.rell [2] e 

Cudlin [3] desenvolveram modelos para geradores de vapor com 

tubos retos, enquanto que Land e Steitler [4] e Christensen 

[5] modelaram geradores de vapor do tipo tubos em "U" inver­

tido , com recirculação interna, assumindo, no entanto, escoa 

mento do s ecundário, através do feixe de tubos, como sendo 

completamente homogeneizado. Esta hipótese não é realística, 

uma vez que as condições de troca de c·alor entre o fluido se 

cundário e as pernas quente e fria da tubulação em "U" são 

muito dife rentes, assim como as condições de queda de pres­

são. Não há razao para se esperar completa homogeneização do 

secundário. 

Levantamento realizado por Willians e Green [6] aponta 

diversos problemas constatados em geradores de vapor em ope­

ração, tais como vibração dos tubos em·~··, corrosão, erosão 

e queima da parte externa dos tubos. De forma a manter a usi 

na em operação, é necessário a eliminação dos tubos que apr~ 

sentaram falhas do processo de troca de calor através da obs 

trução dos mesmos. 

Baseado nas considerações acima, o presente trabalho 

apresenta um modelo de simulação de geradores de vapor do ti_ 

po tubos em "U" invertido, com recirculação natural, operan­

do em regime permanente, permitindo a existência de escoamen 

to transversal entre as regiões das pernas quente e fria, do 
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lado secundário. O modelo é aplicado ao gerador de vapor da 

usina Angra II, considerando-se frações variáveis de obstru­

ção da tubulação em "U". 

2. ~bdelo de Simulação 

Os principais aspectos do modelo de simulação são: a) 

o escoamento do secundário é ~ividido em duas partes, indivl 

dualmente homogêneas, escoando paralelamente, sendo uma ass~ 

ciada à perna quente e outra, à perna fria; b) é permitida 

a existência de escoamento transversal ("cross-flow") entre 

estas duas partes, impondo-se que, em uma determinada seção 

transversal ao escoamento principal, a pressão seja a mesma 

nas duas partes; c) a umidade do vapor que alimenta a turbi 

na é prefixada, sendo a pressão da água de alimentação deter 

minada por esta imposição; d) a razão de recirculação inter 

na da água é determinada pela aplicação da equação da canse~ 

vação da quantidade de movimento ao canal de recirculação; 

e) as diversas regiões dos escoamentos primário e secundário 

são divididas em volumes de controle, aplicando-se aos mesmos 

as leis de conservação de massa, quantidade de movimento e 

energia. Este modelo pode ser visualizado através da Fig. 2. 

O equacionamento do secundário é feito considerando-se 

pares simétricos de volumes de controle, conforme o esquema: 

Qq ... mqt 
Qf ... 

onde: m = vazao em massa 

h = entalpia específica 

Q = taxa de transferência de calor 

P = pressão 

Os índices "q" e "f" referem-se a perna quente e perna 

fria, respectivamente, e os Índices "i" e "o" referem-se a 

entrada e saída dos volumes de controle. 

----==~------~- ·' li 
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VAPOR PARA A TURBINA 

SAÍDA DO 
PRIMÁRIO 

SEPARAOORES DE VAPOR 

DA ÁGUA 
DE AUMENTAÇÃO 

CAR CAÇA 
INTERNA 

PAREDE DA 
TUBULAÇÃO EM "u" 

__;.L-~~-------

SE CÃO 
ANULAR 

~-~­
~--- I 

/ 
SEÇÁO 
INTERNA 

--:;:-~---

FLUXO DE CALOR 
::~ ·----

PERNA QUENTE 

Fi g. 2 . Modelo físico pa r a simulação do gerador de vapor 
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A cons e rvação de massa impõe: 

mqo = m q i - mqf (l) 

mfo = mfi + mqf ( 2 ) 

O balan ço térmico, nos volumes de control e , forn ece : 

hqo 
m . h.+Q -lm ql ~]1 q 2 qf 

1 . 
mqo + 2 mqf 

h 
.91_ ( 3) para mqf>-.0 ; 

. . 1 . [ 
mqi hqi + Qq - 2 m9f_hf i + hfol 

para mqf<O (4) hqo 
mqo 

A pressão, na s a ída dos volumes de controle, é de t e rml 

nada pela equação da conservação da quantidade de movimento, 

obtendo-se: 

m . V . - m V*- m V - .!_ K A V - y p g A fiz 
pqo 

p . + 91 91 qf qo 90 2 9 q 
51 

(5) 
A 

onde: A 
t:, z 

area transv ersal ao e scoamento prin c ipal; 

altura do volume de controle; 

V = velocidade do escoamento (a barra indica va lores 

médios) ; 

K = f a tor de pe rda de carga, inc luindo a trito e aci­

dente s locali zados. 

O valor de V* é determinado pel a direção do escoamento 

transversal: 

y 

v• o {:: 

para mq f ~ O 

para mqf < O 

O parâmetro y é um indicador da direção do escoamento: 

{ 
1 , escoamento para cima 

-1 escoamento para baixo 

(seção interna) 

(s eção anular) 

Equações análogas são obtidas par a o volume de contro­

le da perna fria, assim como para o e scoamento do fluido prl 

·----,..._ .. ~-
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mário, embora, neste caso, as equações sejam simplificadas 

pela inexistência de escoamento transversal. 

O título do escoamento bifásico, na saída do volume de 

controle, é dado por 

X qo 
~ 

mqo 

(6) 

onde (m ) e a vazao em massa de vapor. Com esta definição, 
v qo 

obtém-se 

hqo - hi 

hg - hi 
(7) 

sendo hi e hg as entalpias de lÍquido e vapor saturados, de­

terminadas à pressão P
90

, respectivamente. 

A fração de vazios é dada por [7] : 

[ ] 

-1 
1 - X v 

= 1 + X qo • v i S 
qo g 

(8) 

onde vi e v são os volumes específicos do líquido c do va-
g ~ -

por satura do s a prcssao Pqo e Sé a razão de escorregamento, 

determinada em função da pressão [8]. 
o valor da vazão, mqf' do e scoamento transversal é ob­

tida ite rativamente, impondo-se 

p pfo qo (9) 

f-azendo-se 

{\[' p 
qi 

p - [riiqJn q qo (lO) 

obtém-se 
1 

r{\ "qv 
mqf -

2 .n9 i 
( 11) 

Es ta cxpressao é usada para o refinamento de A 

const ante n foi determinada experimentalmente, tendo seu va­

lor compreendido entre 2 e 3. 

A taxa de transferência de calor, 6 , entre dois volu­
q 

mes de controle adjacentes, é dete rm inada através da diferen 
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ça logarítmica média de temperatura e do coeficiente global 

de troca de ca l or . No cá l culo deste coefic i ente global, é 1~ 

vado em consid e ração o regime de troca de calor, sendo admi­

tido s quatro mecanismos: convecção for çada, ebuliç ão subres­

friada, ebulição em massa, e vaporização por convecção forç~ 

da. As correlações adotadas podem ser enc ontradas na r efe rên 

cia [9] . 

O nível d'água do gerador de vapor é definido como se~ 

do a altura na qual a fração de vazios do secundár i o ati ng e 

90%, con form e proced imento de La nd e Ste itlcr [4] . 

onde 

A razão de rec irculação, Rr' é dada por 

m 
r 

R 
r 

mr 

ms 

[ ]
} 

A - 2- P -P +Z 3 
cr Kcr Pr [ so s i] cr Pr g 

(12) 

( 13) 

com os índices r e cr r e ferem- se à água de r ecirculação e ao 

canal de rec i r culação, respect ivamente. 

Ba sea<:Io neste modelo, foi desenvol vido o prog rama GEV AP 

( linguagem Fortran) descrito detalhadamente na referência [9]. 

3 . Resultados 

Aplicações foram fe it as para os geradores de vapor pr~ 

jetados pela KWU, da Cen tral Nuc l ear Almirante Alvaro Alber­

to, Unidade II , em construção cm Angr a dos Reis, Bra sil, cu­

jos dado s principais são apresentados nas Tab elas 1 e 2 . 

Tabela 1. Dados Geométricos do Gerador de Vapor 

Altura total da tubulação em "U", f t 34,203 

Núme r o total de tubos da tubulação em "U" 4086 

Diâmetro i nterno dos tubos, ft 0,0643 

Diâmetro ex terno do s tubos, ft 0,0 722 

Diâmetro interno da curvatura em "U", ft 0,689 

Diâmetro externo da curvatura em "U", ft 9 , 795 

Diâmetro i nterno da carcaça int erna , ft 10, 335 

Diâmetro ex terno da carcaça interna, ft 10 ,466 

Diâmetro do vaso de contenção, ft 11, 37 5 

-~ . . :..··~·---
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Tabela 2 . Condições dos Fluidos Primário e Secundário 

PARÂMETRO PRIM!\RI O SECUNDÁRIO 

Va zão em ma s s a ( t b/ s) 10 365 ,5 11 36, 2 

Pressã o na entrada (p si a) 227 3 , 6 9 81,7 

Ent a lp i a na entraua ( Btu/ t b) 6 40 , 0 4 0 2, 0 

Temp e r a tura na entrada (OF) 61 9, 0 424,4 

Tí tu l o na saída ( %) - 99,1 
I 

Tes tes pre l i mina res mostra r am qu e uma div isão Ja altu­

ra e , 1 0 volumes de cont ro l e produ z :resu ltados s a t isfatór ios, 

sendo, por tan to, adotada es t a d i vi s ão. 

A Tabel a 3 apre sent a uma comparação dos r es u l tado s oh ­

tidos com os dados forn ec idos pe l a KWlJ, pa ra cond iç ões nomi­

na i s de o pe r ação . 

Tab ela 3 . Re s u ltados Obti dos c Compar ação com Dados <la KWU 

KWU Pre sent e Difere nça 
Tra balho Pe rcen t ua l 

Queda de prcssao tota l (psia) 3 3,35 24,4 2 -26,8 % 

Entalpia na saída do ger ador de 553 , 9 0 55 3,92 0,0 0~ vapor (Btu/ lbm) 

Temperatura na saída do gerador 555,98 555, 09 0 ,02~ de vapor (DF) 

Pressão da água de alimentação 
~1 81, 65 9 76.19 -0 ' 56', (psia) 

Queda Ja prcssao tota l (psia) -13,1 5 2 '4ó +11 8% 

Entalpia da mis tura que a li menta 
1 187,34 1187, 12 -O , OH a turb ina (Btu/ l bm) 

Temperatura da mistura que alimcn- 54 4 ,10 54 1. 53 -0 , 4 7'!. ta a t urbina (DF) 

Taxa tot al de calor trans feri da 8923 05,0 892 049, 9 -0,0 3% ao secundári o (Bt u/ s) 

Razão de rec irculação - 7 , 9 0 -
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As diferenças observadas nas quedas de pressão foram 

causadas devido à necessidade de estimar-se os fatores depe~ 

da de carga localizada, não for neci dos pelo fabricante. 

· Considerando-se um título de 99,1%, prefixado, do va­

por que alimenta a turbina, observou-se que a taxa total de 

troca de calor entre primário e secundário permanece u inalt~ 

rada, para bloqueios parciai s da tubulação variáveis, provo­

cando, no entanto, grandes r ed uções na pres são do vapor que 

alimenta a turbina, assim como maio r queda de pre ssão no pri 

mário, uma vez que ocorre uma ace l eração no escoamento, devi 

do à menor área de esco amento disponível. Estes efeitos po­

dem ser observados na Fig. 3. 

o . ... 
o ... 
(/) 
(/) 

"' a:: 
Q. 

ENTRADA DO PRIMÁRIO 

I 8 8 0' I 

SAÍDA DO 

o lO 20 30 

FRAÇÃO OE TUBOS OBSTRUÍDOS(%) 

Fig. 3. Efe ito da obstrução dos tubos nas pressões do sistema 

As quedas de pressão do secundário decorre u da necessl 

dade de aumentar-se a dife r e nça de temperatura entre os flui 

--...,...... ~~-~- ,..,..·-·-



--~· ·.~-~ ..... -------=--:-_--:-----

433 

dos primário e secundário, uma vez que a area de troca de ca 

lor sofreu uma redução e a taxa total de troca de calor deve 

permanecer constante. As distribuições de temperatura do pr! 

mário e do secundário, para os casos de operação nominal e 

com 40' de tubos obstruidos, são moitradas na Fig. 4. 

620 

600 

580 

T 
(o F) 

560 

540 

520 

PRIMÁRIO 

_40% 

0,00 

Fig . 4. 

SECUNDÁRIO 

0,25 0,50 z 1 z 1 0,75 1,00 

Di stribuição de t emp eratura do s 

flui dos primário e secundário 

Observa - se apenas pequenas variações, ao longo do es­

coamento , nas condições do primário, mantendo- se , no entanto , 

a mesma condição de saida. Quanto ao secundário , as varia­

ções são ba s tante acentuadas , observando-se uma diminuição 

da temperatura c om o aumento da fraç ão de obstrução, ocorre~ 

do assim, um a umento da diferença min i ma de temp e r at ura en­

tre os flui dos primário e secundário, 6Tm, denominado de 

"pinch-point". 
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A Fig. 5 apresenta a variação da vazão de fluido se cu!! 

dário pelo lado da perna quente, ao longo da altura do G.V., 

para diferentes valores da fração de obstrução. Observa-se 

que um aumento da taxa de obstrução tende a diminuir esta va 

zao . 

1,00 .----.------,...--~----,-r----,-----..-----.-----, 

z 
Zt 

o.~o 0,52 0,54 o,56 .n o,5e 
_q_ 

0,60 0,62 

ms 

Fig. S. Distribuição da vazão do secundário 

pelo lado da perna quente 
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Slt-1ÁRIO 

Nest e tra balho o pressuri zador é tra tado como um s i s tema termod i­

nâmico cons tituído de três regiões, homogêneas, de fronteiras móvei s e 

suhmet idas à mesma pressão. Nas condi ções norma is de operação, as duas 

r egi ões infer iores siio ocupadas por água (li'quida), com o vapor ocupan­

do a rcgi iío superior. Siío ana li sados os proces sos de condensação normal 

e induz ida, dev ido ao aspergidor , de ebuli ção c de troca de calor na in 

t er face vCJpor-iígua. !\ região I i'qui da do ftmdo do pressuri zador r ecebe 

tun tratamento s impl ifi c;lllo de forma a r e t er a rap ide z c s impl ic idCJde 

computaci onal dos modelos que consideram duas regi0cs . 

S~1!\RY 

ln thi s work the pressuri ze r i s trcatcd a s a thrcc-homogcncous 

rcgion thermodynarnic sys tem , with movahle houndaries, all regi ons 

cons idc r cd under the s;unc pressurc. ln Norma l oper;1t ion, t he two botton 

reg ions a r e occupied hy wa ter ( 1 i quid ) , and steam occupi cs thc top 

r eg ion. Nonnal and spray induced condcnsation processes, cvaporati.on 

and hcat trans fer ac r oss the stcam-wCJter interf;Ke are ana lyscd. Thc 

liquid rcgion at t he ve ry hotton of the prcssuri zer is trcCJted in CJ 

simpl yfied manner in arder to r cta in thc computac iona l advantages of 

thc two-rcgi on modcls. 
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t. Introdução 

Em reatores PWR. o pressurizador é o responsável por manter a pre~ 

sao constante em operação normal e limitar as variações da mesma durante 

:rans1tórios operaciona1s. 

A simulação do pressurizador envolve a consideração de vários fen~ 

menos físicos e a modelagem Je vários controles e acessórios, o que tor­

na o modelo final razoavelmente complexo. 

Neste trabalho visou-se obter bons resultados, sem complicar muito 

o modelo para evitar tempos e custos de computação exagerados. Procurou­

-se tambêm usar um mínimo de coeficientes empíricos. 

Após um estudo dos principais modelos anteriores, referências [?] , 
[)]. [4] . [SJ , [6], [ 7] e levantamento de suas diferenças, procu­

rou-si" fazer uma avaliação dos méritos relativos entre elas, de forma a 

se escolher as melhores opções para o presente trabalho. Des ta forma, a.!:_ 

guns processos termodinâmicos e de transferência de calor apresentados 

não foram considerados na elaboração final do código, por não implicarem 

em melhorias nos resultados dos testes analisados. 

2. O Pressurizador e Seus Controles 

Trata-se de um vaso de pressão de forma cilíndrica com a base e o 

topo esféricos. Contém água e vapor nas proporções 60~ - 40~ em equilí­

brio termodinâmico, quando em funcionamento normal (figura 1) e contêm 

ainda os seguintes acessórios principais: 

Região I 

Região II 

Região III 

e 3 - Válvulas de a l ívio e de 
Segurança 

2 - Aspergidor 

- Aquecedores 

- Perna qu e nt e 

Fig. 1 - Diagrama esouemâtico do pressurizador 

---·-·::;;;;_--;;_·..:_.:-:::=~~S"""-- ~- ... ,_. ___ _ 
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Aspergidor: Normalmente conectado com a perna fria do primário, bo~ 

rifa gotículas de água sub-resfriada para condensar vapor no caso de au­

mento de pressão. 

Válvulas de Alívio e de Segurança: Liberam vapor caso a pressão u! 

trapasse certos limites. O limite de pressão para abertura das válvulas 

de segurança é superior ao das válvulas de alívio. 

Aquecedores Elétricos de Imersão: Os aquecedores são acionados em 

caso de queda de pressão. Uma parte deles funciona de forma proporcional 

c a outra tem atuação do tipo ligado-desligado. 

Linha de Surto: Na calota inferior há uma conexão de pressurizador 

com a perna quente do circuito primário. A água escoa para dentro ou pa­

ra fora do vaso (surto positivo ou negativo), caso esteja ocorrendo uma 

expansão ou contração do volume do refrigerante primário. 

3. A Modelagem do Pressurizador 

Suposições Teóricas: O modelo não impõe nenhuma restrição a priori 

quanto aos processos segundo os quais vapor e água irão evoluir durante 

a simulação. 

A Zona de Vapor c a Zona Principal de ~gua podem apresentar as se 

guintes combinações de estados termodinâmicos: 

(i) Vapor superaquecido c líquido comprimido 

(ii) Vapor superaquecido e líquido duas fases 

(ii i) Vapor duas fases e líquido comprimido 

(i v) Vapor duas fases e líquido duas fases. 

Para a Zona de Acumulação basta considerar líquido comprimido, pois 

como a finalidade desta região é representar uma estratificação da tem~ 

ratura da parte líquida, ela deixa de exist ir quando sua temperatura se 

i&~ala à da zona principal de água. 

A massa de água borrifada pelo aspergidor tem inicialmente a enta!_ 

pia da perna fria, adquirindo a cntalpia de saturação para o lÍquido na 

pressão do pressurizador ao atingir a interface vapor-água. 

O vapor é liberado peJas válvulas de alívio c de segurança com a 

entalpia da região gasosa. 

O fluxo de massa condensado pelo aspergidor tem inic ialmente a en­

talpia do vapor, c, ao final do processo, tem a entalpia do líquido sat~ 

rado, na interface vapor-água, para a pressão do sistema. 

O fluxo de massa evaporada tem, inicialmente, a cntalpia do líqui­

do saturado na Zona Principal de Ãgua c assume a entalpia de saturação 

do vapor ao atingir a região gasosa. 
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Na condensação normal, a massa de vapor se condensando tem inicial 

mente,a entalpia da região de vapor e, após o processo, a entalpia do lí 

quido saturado. 

Foi considerado desprezível o fenômeno de condensação de vapor nas 

paredes do pressurizador. 

Dos processos de transferência de calor, apenas o calor trocado p~ 

la região de vapor com a interface vapor-água foi considerado como con­

tribuição importante. 

A vazão de surto é suposta conhecida ao longo do tempo de simula­

ção do transitório. Para surto positivo, a entalpia do mesmo é considera 

da conhecida e igual à entalpia da perna quente. Para surtos negativos, 

a entalpia associada a este é função das entalpias da Zona Principal de 

Água e da Zona de Acumulação. 

Foi considerada uniforme a pressão dentro do pressurizador, por s~ 

rem desprezíveis as variações de pressão em pontos diversos no seu inte­

rior. 

Equações do Modelo 

Aquecedores: O funcionamento dos aquecedores é determinado pela se 

guinte equação diferencial de primeira ordem [3]: 

d = Q - q Taq ot qaq aq aq (1) 

onde Q é a potência elêtrica dos aquecedores, T ê o tempo de atraso aq aq 
e qaq é o calor transferido para a Zona Principal de água. 

Para os aquecedores do tipo "on-off", Q é uma função degrau: Pa­aq 
ra os aquecedores proporcionais, Qaq varia linearmente segundo a fórmu-

la [8]: 

Qaq { ~p - pligl f 
p :5_ 
p > 

Plig 
Plig 

(2) 

onde p é a pressão do sistema, plig é a pressão de acionamento e f é o 

fator de ganho dos aquecedores proporcionais. 

A equação [2] é usada até o ponto em que o valor de Qaq atinge a 

potência máxima. O modelo inclui também a possibilidade de um banco de 

aquecedores atuando por temperatura, para atender à característica de al 

gt.unas centrais PWR. 

Aspergidor: O aspergidor possui uma determinada vazão e, uma vez 

-----...:-:.:::·==~~· - .·, ·----~ 
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ligado, tem o fluxo variando linearmente de acordo com a pressão no sis­

tema e seus parâmetros de funcionamento (pressão de ligamento, pressão 

de desligamento e pressão em que o fluxo é máximo [7]}. 
Válvulas de Alívio e de Se~rança: O procedimento usado para simu­

lar as válvulas de alívio e de segurança é -análogo ao utilizado para o 

aspergido r [7] . 
Condensação Induzida pelo Aspergidor: A taxa de condensação induz~ 

da pelo aspergidor é calculada através de um balanço de entalpias, assu­

mindo-se que no percursode<jueda elas realizem todo o seu rot encial como 

núcleos de condensação, atingindo a temperatura de saturação [4] antes 

de chegar na interface lÍquido-vapor: 
hf hsp (3) 

mcs ~sp hr - hf 

onde hf é a cntalpia de saturação do líquido, hsp é a entalpia da 

borrifada, h1 é a entalpia da Região I, ~sp é a vazão do aspergidor 

m é a vazão de massa sendo condensada. cs 

agua 

c 

Ebulição: Para o fenômeno ~l ebulição, foi utilizada a seguinte e­

quação de primeira ordem [3] : 

sendo: 

1 c . . ) 
T mb- mev ' 

b 
c 4) 

(5) 

onde mb seria a vazão transportada pelas bolhas em regime estacionário 

[4], rnev é a vazão efetivamente transportada, considerando-se um tempo 

de atraso Tb [3], Ar é a área da seção transversal do pressurizador, v 1 T 
é o volume específico da Zona Principal de Água, a e a fração de vazio e 

ub é a velocidade de subida de bolhas. 

Condensação Normal : Para condensação normal o procedimento foi ana 

logo ao da ebulição [3] : 

i._rn 
dt co 

(6) 
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rn c 
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Ar (1-a), -uc VI 
(7) 

onde me seria a vazão de massa condensada na Zona Principal de Água em 

regime estacionário [4], me é a vazão efetivamente transportada para a 

Região Liquida apÓs o tempo de atraso Te [3], v I é o volume específico 

da Região de \apor e uc é a velocidade de queda de condensado. 

Calor Trocado através da Interface: A equação de transferência de 

calor utilizada é [3]: 

qivll uiv~ Ar (TI- Tsat)' (8) 

onde uiv~ é o coeficiente de transferência de calor da Região de \apor 

para a interface, TI é a temperatura do sistema na Região de \áporeTsat 

é a temperatura de saturação para a pressão do sistema. 

Parcela de Surto Entrando na Zona de Acumulação: Qual-

quer mo de lo que considere 2 regiões líquidas no pressurizador, 

tem a necessidade de formular algumas hipóteses quanto às parcelas da v~ 

zão de surto que se misturam a urna e outra região. No modelo de \feissner, 

[6], foi suposto que a razão entre essas parcelas é urna constante, que 

deve ser simplificada em cada caso. Na realidade, essa proporção não se 

mantém constante ao longo de um transitório, e no presente modelo isto 

foi levado em conta, supondo-se que a fração do surto que vai para a Zo­

na de Acumulação é urna função da vazão de surto (Ihsu). 

Nesta função, um polinõmio cúbico, procurou-se representar o se­

guinte comportamento: (i) para pequenas vazões de surto não ,há pratica­

mente estratificação da parte lÍquida e portanto a fração do surto que 

vai para a Zona de Acumulação é muito pequena, (ii) à medida que a vazão 

aumenta, esta fração também aumenta até atingir um valor máximo, quando 

toda a água estaria entrando na Zona de Acumulação. 

Análise Termodinâmica das Três Regiões: Além das equações de conser 

vação de massa e energia, que serão aplicadas a cada região, tem-se que 

usar também a condição de que o volume total do pressurizador não varia, 

ou seja, 

d VI dVII dVIII 
<It+~·---ar--~0 (9) 
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Aplicando-se as equações de conservação de massa e energia às Re­

giões I, II e III pode-se escrever: 

Região I, (Zona de 'lllpor) 

d \fI 
~ = fuev fuco fucs - fure (lO) 

(11) 

Região II, (Zona Principal de Água) 

(12) 

onde F 1 é a f ração que determina a partição da vazão do surto, (1-E:/ 1 )msu 

é a parcela do surto se misturando com a Região II e t; 2r- 1 ,Tmsu,T e a 

quantidade de água, que apÓs um certo período de acwnulação na Região 

III, mistura-se à Região II. 

di I 
-:r.:-trr = J:fuehe I r 1- sl:.-Iilshs I ... !v P+t + . uc c 'TIJTI 1aq'1lv~ 

Região III, (Zona de Acunubção): /1 Zona de Acun1ulação sera 

sentada com as simplificações que a ela foram atribuídas, de modo 

suas equações pudessem ser resolvidas desacopladas das outras. 

(1 3) 

apre ­

que 

O subscrito T refere-se ao valor do surto alguns :r_ seg\mdos ~mtes 

do instante t considerado. 

t;
1 

e t:2 são meros coeficientes de controle para evitar que a mas sa 

computada para a Zona de Acumulação assuma valores negativos. 

(15) 
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As parcelas lfleheJi- ~mshs li, que aparecem nas equações das 3 re-

giões , representam a taxa líquida de transporte de entalpia para cada 

região. 

Maiores informaçiíes sobre a resolução das equações de conservação 

de massa e energia da Zona de Acumulação desacoplada das demais regiões 

podem ser encontradas na r e ferência [ 1]. 
Com as equações que foram apresentadas, pode -se obter tuna ex11res­

são para a variação temporal da pressão par3 c3da combin3ção de estados 

t e rmodinâmicos possíveis no pressurizador, a liando-se às equações de ma~ 

sa e energi3 de cada urna das regiões mais algumas peculiares a cada um 

dos quatro estados. 

Condição (i): Consider:mdo a pressão c a entalpia como as variá-

veis de referência, pode-se expressar a der i vada temporal do voltune esp~ 

cífico, de cada região, da seguinte forma: 

v. 
J 

av . av . P 
(ahl.J h + Co.l_ll 

j p ) p lj 
(16) 

onde j = I , II para as Regiões I e II respectivamente. De maneira análo­

ga, a taxa de vari3ção do volume total de cada região podese rexpressa: 

v. 
J Mjv/M/_i· j = I, II 

Para h., a seguinte equ3ção nos será útil: 
J 

h. 
J 

__!. (i I. 
~lj ) M}jJ. 

(1 7) 

(18) 

Com o uso d3s equaçõe s (9) e (16) a (18), a expressão da variação 

da pressão no t empo para a condição (i) é: 

P=-

• • • <h·1 • 
MI v t~1rr\" II +MIIIVII I+(anr) pCt;lnehe I c~n\hs I Cqivt -Mrhr) 

a v I l a v I a v II 1 av II 
(ãlC) _jVJ+MJ(aF)h + (~) JVII+MTI(aP)h 

I p- I TI Y TI 

avii . 
( ) Em h 1 - Em h 1 + + -M h ) ·ãnJI p lc e e II s s s II q3q qiv.l!, II II 

av1. 1 , av1 avii 1 avrr 
CãliJJ 1,1' r+Mr Cwlhr +Cahrr1 pJvrl +Mrr Cap-Jhrr 

(19) 
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Condição (ii): As condições para o vapor superaquecido permanecem 

as mesmas da condição (i). Para a Região II, a duas fases , existem as se 

guintes equações adicionais: 

(20) 

(21) 

onde Y represen ta a propriedade que se está considerando. No caso do vo­

lume Y ~ 11 e y ~ h. 

Note- se que, neste caso, as propri edades específicas dependem ape­

nas de uma variável de estado, portanto pode- se escrever: 

(22) 

Y f ~ Y f(P) (23) 

Com as equaçocs ac ima , pode-se ohter uma expressão para t axas de 

variação da entalpia c volume totais da Região II, ou se ja : 

. dh dhf. 
M h +M h +M ~+M ~ llg g Tlf f TTg up· IIf op• 

clv • • clvf 
M v +M - g_ P+M v +M . - p 

Jlg g TTgup TTf f ITf tÍp 

Comparando-se as equações (13) c (25) clecorrc, 

(24) 

(25) 

(Zó) 

Rcarranjando as equações (9) com (16) a (18) , ( 25) c (26), chega-se 

à equação da variação tempora l da pressão na condição (ii) : 
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+(v -v )(Em h I -fm h I +q + q. -M h) 
11 g f e e e II S s s II aq 1v~ II f 
i 1 dh dh (2?) 
+ (vg -vf) ( JVII - MIIg~- MIIf ~) 

Condição (iii): As condições para o lÍquido comprimido continuam 

as mesmas da condição (i). Para a Região I a duas fases, são válidas as 

equações (22) e (23) e existem as seguintes equações auicionais análogas 

às equações (20), (21), (24) e (25) da Região II na condição (ii): 

MI ~ Mig + Mlf (28) 

YI ~ Mig Yg + Mif yf (29) 

dv . dv f' 
VI~ Mig vg+Mrg-$P + Mifvf+Mifopp (30) 

dh . . dhf 
HI ~ Mig hg +Mig ~ P+Mlfhf + M1 C(lp P (31) 

Igualando-se as equações (11) e (3!), fica dctcrminaua a taxa de 

variação de massa do lÍquido existente na Região I: 

dh dhf 1 . . 
M1h +(MI --.kd Mif-d - -Jv1)P-Em h 1 1+ Em_h 1 1 M ~ g g p p . c e e s s s 

If h - hf g 
(32) 

Combinando-se (9) com (16) a (lR), (30) e (32) após wna arrumaçao 

dos termos, obtém-se a SC!;,'lÜntc expressão para a variação de pressão em 

relação ao tempo, para a condição (iii): 

[
. . . avrr . :1 

P ~ (hg-hf) MI v g +Mil v rr+MIIIviii+(~l P (~rl1ehe Ir r-~mshs lrr+qaq-Mrfrtj-

- [ dv g dv f av II 1 a v II J f 
(hg - hf) Mig dp + Mif Tp + (~) PJVII + MII (~)hii -

11
-(vg -vf) (M1hg- ~ehclr+ ~msh5 1 1 J 
r llh ~ 1 · 
-(vg -vf) (Mig ~ + Mif dp - J VI) 

----....;=~!!1!!5iii--.h---··-

(33) 
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Condição (iv): Para a Região I a duas fases e a Região II a duas 

fases, as derivadas em relação ao tempo dos volumes I e II já estão def! 

nidas respectivamente nas condições (iii) e (ii). O desenvolvimento da 
equação (9) aplicada ao caso, fornece a variação temporal da pressão na 

condição (i v): 

P=-

- M h +L!h h -IJ!t h +q ) n II g e e eiii s s s!II aq 
/f l dlt dhf I 
- jV I +Mllg ~Ilf dp~ jV II ) 

(34) 

4. Resultados e Conclusões 

Foram feitos diversos testes de simulação para o pressurizador de 

Angra I e o da Usina Atômica de Shippingport, obtendo-se em todos eles 

resultados satisfatórios, com discrepâncias sempre menores que 5% em re­

lação aos resultados fornecidos pelo fabricante (no caso de Angra I) e 

experimental (no caso de Shippingport). 

Para ilustrar este trabalho, foi escolhida a simulação do comport!!_ 

menta do pressurizador, durante um acidente de perda total de circulação 

forçada no circuito primário, da Central de Angra I. Os dados de vazão 

de surto, função excitadora do modelo, foram obtidos na referência [YJ. 

Esta referênc ia apresenta resultados de simulação de vários transitórios 

em Angra I, usando o código "AlMJO", desenvolvido no GRS-Garching(RFA). 

A comparação dos resultados do presente trabalho com os da referência 

[9] cresce de importância, porque o programa "AL\UO" incorpora o modelo 

do pressurizador desenvolvido por Meissner [6], um dos mais completos c 

sofisticados que encontramos na literatura disponível. 

Observando-se as curvas de pressão obtidas com os dois modelos, v~ 

rifica-se que ambas têm basicamente o mesmo comportamento. O ponto de ~ 

ximo ocorre exatamente no mesmo instante, t = 3,90 seg., e os valores 

obtidos no pico diferem de 0, 37% apenas. 
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Em ambos os modelos a pressão, apÓs um período de ascençiio devido 

a um surto positivo, atinge o máx imo quando este inverte o seu sentido. 

No período inicial de queda de pressão ambas as curvas apresentam a mes­

ma inclinação até o instante t = 5,30 seg., quando é atingida a condição 

de saturação para a Zona Principal de Água e a vaporização do lÍquido c~ 

meça a atenuar a queda de pressão. A partir desse ponto as duas curvas dl: 

ferem um pouco no seu formato, até os 8,0 segundos quando voltam a apre­

sentar a mesma inclinação. 

De qualquer forma , durante todo o intervalo de simulação, a maior 

discrepância observada na pressão calculada pelos dois modelos fo i de 

2,6H. 

O presente modelo vem sendo aprimorado a fim de ser integrado a um 

projeto mais amplo para simulação do comportamento de todos os componen­

tes do circuito primário durante transientes operac ionais, em colabora­

ção IEN/CNEN , o que será objeto de um próximo trabalho. 
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