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INVESTIGACAO EXPERIMENTAL DE.MANCALS

ESFERICOS RANHURADOS

Dante L. ZORATTO, pesquisador
Programa de Engenharia Mecanica
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1. Introdugao

Varios tipos de mancais hidrodinamicos tem sido pes-
quisados no sentido de reduzir-se o consumo de potencia e
proporcionar sistemas mais estaveis.

0 mancal esferico ranhurado foi proposto pela primei
ra vez por E.A. Muijderman [{jem 1964 e a partir desta data,
extensivamente desenvolvido no PHILIPS INSTITUTE, por J.
Bootsma [2] , J.P. Reinhoudt [3] e outros. Além de baixo con
sumo e boa estabilidade os autores defendem a caracteristi-
ca de alta vida do mancal em operagao continua. O presente
trabalho objetiva desenvolver métodos de obtengdo e teste
de mancais ranhurados, tendo sido produzido um protdtipo
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de mancal com ranhuras executadas em fresadora controlada
numéricamente e um banco para teste de operagio a rotagoes
e carregamentos variaveis.

1. Descrigcao do mancal

0 mancal é constituido por uma semi-esfera de raio R
associada ao elemento girante que atua em uma cavidade de
raio R + AR. (Fig.1l.1).

Fig.1.1. Mancal esférico ranhurado

Um dos dois elementos & ranhurado de forma a provo-
car um efeito de bombeamento do fluido lubrificante e a for
magdao de um filme entre as duas partes. O mancal testado no
presente trabalho tem as ranhuras praticadas sobre a parte
girante, com inclinagao tal que, a rotagao no sentido hora-
rio determine o bombeamento de fora para dentro.

A capacidade de suporte € predominantemente axial e
segundo [1] ‘[Z] € dada por:

= 4 1
Pz = 4mnWR — gl

onde: n = viscosidade do fluido
W = rotagdo da parte movel
R = raio da semi-esfera
Hr = distancia entre as duas partes (= AR para o caso
de operagdo concentrica).
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g,= £ (a, v, Hy)

onde: a = inclinagdo da ranhura

. 5 largura da parte n ranhurada.

largura da parte ranhurada

T
Bo
profundidade da ranhura

proe
]

— ¥

Fig.1.2 - Parametros fisicos do mancal

B, B,

A rigidez axial € dada por:

ﬂnWR4 ——
Hr

811

(=%
| =
[ (=]

I
3| LA

onde: e, = excentricidade axial (=0 para funcionamento
concéntrico; = AR quando as duas partes se to-
cam inferiormente).

311 = f(t:l., Y ”D}

A poténcia dissipada € dada por:

1 g
f :
T

onde g, f(a, v, Iio}'

A combinagao desejada de Py P, , e ¢ & obtida pe

ae3
la variagao dos parametros (a ,y , Ho).

0 mancal apresenta uma certa capacidade de suporte
radial que € fung3o linear da excentricidade radial (cr=n
para funcionamento concéntrico; =AR na maxima excentricida-
de permissivel sem haver contato entre as duas partes).
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2. Execugao do mancal

2.1. Parametros fisicos
Utilizou-se os seguintes valores para 0s parametros
fisicos do mancal:
R=9,5 mm
a = 60°
Hy =.200 mm
AR = S50
As ranhuras em numero de 6, foram executadas com
fresa de topo com terminagao esféerica sendo circular o per-
fil resultante,
0 lubrificante utilizado foi, graxa semifluida
(EPRO-00) da Shell.

2.2- Parte movel

A parte movel do mancal (semi-esfera ranhurada) foi
obtida a partir de esfera de ago recozida de ¢=19 mm, que
apresenta diferengas da ordem de 5; no diametro. A usina-
gem necessaria para ﬁermitir a fixacao do elemento na pinga
do motor foi feita como indica a figura 2.1.

parte usinada

Fig. 2.1 - Usinagem da parte movel

A pega resultante uma vez fixa na ping¢a do motor a-
presentou uma excentricidade de aprox. 40a , no diametro.

As ranhuras foram usinadas em fresadora controlada
numéricamente por um sistema da ICON COPORATION [3] . Este
sistema, permite movimentar a mesa da fresadora nos senti-
dos xx e yy e a arvore da mesma no sentido zz com des
locamentos discretos a partir de informagoes lidas em fita
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de papel. A perfuragao da fita € feita através de progrima
de computador, seguindo-se a curva representativa da ranhu-
ra que se deseja praticar.

No caso, as ranhuras seguem uma espiral esférica que
corta os meridianos com um mesmo angulo (3= 30°), indicada
na fig. 2.2.

A profundidade média das ranhuras & de,208 mm, com
uma variagao de 30% (+).

X~A-COS
Y=A-SEN b-SEN®O,
Z=A-SEN{-COS B

z ©=-TAN B+LOG TAN(/2)

Fig. 2.2 - Curva representativa das ranhuras

Esta variagdo € devida aos seguintes fatores: a) A
usinagem € feita com deslocamentos discretos e retilineos;
b) 0 angulo de incidéncia da fresa sobre a pega & variavel
determinando flexdo da fresa na parte final da ranhura; c)

A existencia de folga nos eixos de comando.

2.3. Execucgdo da cavidade

A cavidade onde atua a semi-esfera foi obtida por
conformagao de uma peca de chumbo, com a esfera que deu o-
rigem a parte movel. A diferenca de raio necessaria a for-

magao do filme de lubrificante € obtida por remogdo de mate
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rial da cavidade durante as primeiras horas de funcionamen-
to do mancal.

As proprias ranhuras praticadas na semi-esfera con-
tribuem para este trabalho que & feito a baixa rotagao.

3. Banco de teste

Para teste do mancal foi concebido o banco ilustrado
na fig. 3.1.

3.1 - Banco de teste do mancal
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A parte movel do mancal (semi-esfera ranhurada)(A),
€ fixa por meio de uma pinga em um motor pneumatico de alta
rotacao (B).

A carcaga do motor & solidamente centrada em um ci-
lindro (C) que esta livre de se mover verticalmente em uma
bucha (D). Entre o cilindro e a bucha existe uma pelicula
de ar formada por injegdao radial a pressao de 5-7 kg/cmz.
0 prolongamento do motor € utilizado como receptor de pesos
que permitem a variagao da carga axial sobre o mancal.

A bucha (D) esta fixa em uma placa (E) apoiada em
colunas de altura variavel pela adigdo ou subtragdo de espa
gadores de dimensdes padronizadas (F) fixas na mesa(G).

A parte estacionaria do mancal (H) esta fixa a duas
placas retificadas e separadas por esferas de ago que permi
tem deslocamento radial com minimo atrito;este dispositivo
permite a centragem automatica do mancal.

A rotacao do motor & variavel através da valvula re-
guladora de pressao (I), e & medida utilizando-se o sistema
da fig. 3.2.

| A

Fig.3.2 - Medida de rotacgao

A luz emitida em (L) € refletida no eixo do motor e
recebida pelo foto-diodo (FD). Recobrindo o eixo parcialmen
te por uma superficie refletora obtém-se uma tensido de sai-
da pulsada (E) em que cada pulso corresponde a uma rotagdo
do eixo.

0 teste de funcionamento do mancal € feito medindo-se
a existencia ou ndo de contato entre as partes movel e es-
tacionaria.

Utilizou-se para esta medida o dispositivo indicado
na fig. 3.3 onde o contato com o eixo € feito com uma mo-
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la plana.

Fig.3.3- Teste de contato e medida de desl. axial

Qualquer contato permanente existente entre as duas
partes do mancal, € indicado pela deflexao total no amperi-
metro. A deflexdo parcial fornece uma indicagao do percentu
al de tempo em que existe contato entre as duas partes.

0 deslocamento axial da parte movel do mancal em re-
lagao a parte estacionaria & medido como mostra a fig.3.3.

0 brago de alavanca € mantido em contato com a superficie
plana da parte movel do mancal, por meio de uma mola plana
(M). O deslocamento é medido na outra extremidade da alavanca.

4. Procedimento experimental

4.1 Ajuste da cavidade

0 ajuste da cavidade do mancal foi feito por remogao
de material durante operagao a baixa rotagao, medindo-se pe
riodicamente a penetragao da esfera na cavidade, utilizando
se para isto, o dispositivo de medida de deslocamento axial
Fig.3.3.

Este procedimento foi acompanhado por verificagao do
nivel de contato entre as duas partes, pelo aquecimento pro
duzido e pela variagao de coloragao da graxa, originalmente
clara.

Ao final desta fase a penetracao atingiu 60, , nao se
podendo garantir que a remogao de material tenha sido unifor
me ao longo da cavidade, uma vez gue nao foi medida; o man-
cal nao apresentou contato quandc sperado abaixo de 3000RPM:
‘cima deste limiar apresentou um percentual de tempo de con
tato crescente e vibragdo de amplitude também crescente.

4.2 Estudo do deslocamento radial das partes movel e
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estacionaria.

A hipotese formulada para a existencia de contato a-
cima de um certo limiar fol a de que, existindo excentrici-
dade na parte movel do mancal, este funcionaria sem contato
se a parte estacionaria acompanhasse o movimento excéntrico-
Esta hipotese foi testada medindo-se o deslocamento das du-
as partes conforme mostrado na Fig. 4.1.

Fig.4.1 - Medida de deslocamento radial das partes movel e
estacionaria.

As laminas que estdo associadas as partes movel e es
tacionaria do mancal, se deslocam entre um feixe luminoso
(L) e um foto-diodo (FD), obtendo-se desta forma uma tensio
de salida (E)representativa dos deslocamentos que se deseja
medir (Fig. 4.2).

1 L FD
10v |
! R E
b &

Fig. 4.2 -Transdutor de medida de deslocamento

yy

Os deslocamentos das duas partes se mantém em fase
até 3000 RPM notando-se a partir dai um defasamento crescen
te o que pode explicar a existeéncia de contato acima desta
rotacao.
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4.3 - Medida do deslocamento axial em fungao da ro-
tagdo e da carga axial.

Utilizando pesos padrdes, variou-se a carga axial so
bre o mancal e mediu-se o deslocamento axial em fungao da
rotagdo sendo os resultados apresentados no grafico da

Fig.4.3, onde a posigdo de repouso do mancal corresponde a
deslocamento zero.

=4
15015
-
r A
-1
. kgt
10 : A
135
.2
so1 2.5
3
as

600 1200 1800 2400 3000 rpm

Fig. 4.3 - Deslocamento axial em fungao da rotacgao

No inicio da experiéncia verifica-se que, a uma da-
da rotagdo e com uma carga axial constante, a elevagao da
parte movel do mancal decresce com o tempo, até atingir um
valor estavel, o que se verifica, apos decorridos aproxima-
damente 60 minutos. Isto € explicavel pela variagdo de vis
cosidade da graxa com a temperatura que, por sua vez,é Cres
cente até ser atingido o equilibrio entre a geragido de ca-
lor no mancal e a convecgdo ao meio.

Por este motivo, foram realizadas séries isoladas de
medidas para cada valor de carga axial, iniciando-as somen-
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te apdés atingido a estabilidade referida.

5. Conclusdes

Os resultados obtidos ate 3000 RPM, sdo compativeis
com o modelo tedrico apresentado por Bootsma [2] podendo-se
identificar por exemplo linearidade da capacidade axial com
a rotagao (para um mesmo deslocamento axial) e o crescimen-
to da capacidade de carga com a diminuigdo do deslocamento
axial (diminuigao de HR) para uma mesma rotagao (Fig.4.3).
Podemos concluir que os métodos utilizados na obtengao do
mancal sdo viaveis para operagao, até 3000 RPM.

0 funcionamento apropriado do mancal acima deste va-
lor esta ligado a estudos mais detalhados do seu sistema di

namico.
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INVESTIGAGAO EXPERIMENTAL DE MANCAILS

ESFERICOS RANHURADOS

Sumario

Foram desenvolvidos métodos de _obtengao e teste de
mancais esféricos ranhurados. Um prototipo de mancal em que
as ranhuras foram obtidas em fresadora controlada numérica-
mente, foi testado, medindo-se a exlstencxa ou ndo de conta
to entre as partes movel e estacionaria do mancal e o des 1o
camento axial em fungao da carga aplicada e da rotagao.

EXPERIMENTAL STUDIES ON SPHERICAL

GROOVED BEARINGS

Summary

Method for the constructing and testing of spherical
spiral-grooved bearings have been developed. A prototype
bearing, whose grooves were obtained by anumerical control
machine, has been tested with a view to verifying whether
contact occurred between the bearingrotor and stator. The
axial displacement has been measured as a function of
applied load and rotational speed.
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ESTUDO DA CONEXAO ENTRE UM EIXO DE PLASTICO RE-

FORCADO E UMA FLANGE METALICA PARA TRANSMISSAO

DE MOMENTO DE TORCHO

Paulo Koji NAKAMURA

Augusto Ruy de OLIVEIRA PINTO

Departamento de Engenharia Mecanica
Faculdade de Engenharia de Campinas
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP)
Campinas, SP -~ Brasil

1. Introducao

As propriedades extraordinarias dos polimeros reforga
dos com fibras de vidro, tem motivado seu crescente emprego
em gquase todos os ramos da atividade humana. Estes mate-
riais apresentam alta resisténcia meca@nica, baixo peso espe
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cifico, resisténcia a agentes quimicos além da possibilida-
de de conformagao em pegas de geometria complexa, tornando-
os preferiveis em muitos casos aos materiais tradicionais.

Demonstrou-se [1] a viabilidade da construgdo de ei-
x0s de transmissdo em poliester reforgado com fibra de vi-
dro. Porém, para que estes eixos preencham os reqguisitos
necessirios para utilizagdo pratica, tornou-se indispensa-
vel um estudo sobre a maneira de conecta-lo com outros ele-
mentos de miguinas (motores, redutores, etc). Escolheu-se
para a fungao o sistema de flanges metadlicas colocadas em
suas extremidades. Os primeiros estudos mostraram que a re
gido de conexao plastica metal € critica sob o ponto de vis
ta de concentracGes de tensao. Dentre varios formatos ima-
ginados, um deles resultou globalmente mais vantajoso enca-
rando-se aspectos tais como: facilidade de construgao, sim-
plicidade de forma e menor grau de concentracao de tensdes.

O objetivo do presente trabalho consiste na otimiza -
gao das proporgoes geométricas deste formato particular
através de andlise experimental de tensbes por fotoelastici
dade visando, primordialmente, reducdo no indice de concen-
tragaoc de tensdes.

2. Problema Estudado e Procedimento de Estudo

O corpo de prova basico e o sistema de conexdo escolhi
do aparecem na Fig. 1. Em 1 tem-se o corpo cilindrico em
poliester (resina Polylite 8000 - Resana) reforcado com fi-
bras de vidro; em 2 aparece uma das flanges executada en
ago ABNT 1045. As regices de conexao sao indicadas pelos
nimeros 3 e 4; o reforgo principal, 5, com disposigao em ma
lha helicoidal a 45° & complementado nos extremos pelo re-
forgo secundario 6, ambos em fibra tipo "yarn" da OWENS-COR
NING FIBERGLASS.

A conexao comporta-se com um classico perfil ranhura
do, com ranhuras de perfil circular, cujos parametros apare
cem na Fig. 2. Diametros D e dj, externo e interno respec-
tivamente mantidos constantes em todos os corpos de prova,
vem como a parede resistente (e - h). O raio r da ranhura
é a dimensao variavel, sendo a relagao r/D o parametro ca-
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Figura 1 - Corpo de Prova

Figura 2 - Parametros caracteriIsticos da conexao

racterIstico em fungdo do qual estudou-se o Indice de con-
centracdo de tensoes, gue ocorre no material plastico.

0 momento torgor Mp aplicado a flange, Fig. 3, se con
verte em pressoes entre a ranhura metalicas e uma das faces
do ressalto plastico e cuja distribuigao ao longo do arco
a'b € desconhecida. Tendo a ranhura comprimento suficiente
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mente longo, as pressdes podem ser consideradas uniformes
no sentido de suas geratrizes. O ressalto atua como uma vi
ga engastada segundo a secgao de engaste aa'.

A inviabilidade da determinagdo por via analitica das
tensdes e deformagSes no material plastico obrigou o empre-
go de uma técnica de analise experimental, sendo a por foto
elasticidade a que melhor se ajustava as condigdes.

Os ensaios de ruptura mostraram .que o ressalto cisa =~
lhava segundo a secgao de engaste aa' fato explicavel devi-
do aos seguintes fatores: baixa resisténcia devido a inexis
téncia de reforgo, tensdes normais de flexdo despreziveis
em face das de cisalhamento em virtude da altura h ser sem-
pre inferior ao arco aa'/2. [2]

/C,.,—Jnfmto
it

Figura 3 - Esforgos atuantes na regiao do ressalto

3. Modelo Fotoelastico
Como o corpo de poliester é moldado diretamente sobre

a flange metdlica inexistem folgas entre ranhura-ressalto as
seqgurando que os efeitos do torque se distribuem uniformemen
te entre os n ressaltos. Desta maneira o estudo de apenas
um par de ranhura ressalto permite a extensao das conclusodes
ao conjunto. Demoradas pesquisas conduziram ao modelo foto-
elistico bidimensional ideal, Fig. 4, que reproduzia em es-
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cala ampliada apenas um ressalto. Este & o plano usinado a
partir de placas com 1/4 pol. de espessura, sendo © mate-
rial fotoeldstico resina epoxy PSM-1 da Photolastic.Inc. Fo
ram executados 8 modelos diferentes em que se efetuava um
tratamento térmico especial em estufa programada para elimi

nagdo das tensées residuais de usinagem.

270mm

270mm

Figura 4 - Modelo Fotoelastico Bidimensional

A Fig. 5 ilustra o dispositivo de fixag¢do do modelo e

1

S

L [ Tod—]
(-

0opOb
|

Hh
L
]

<

Figura 5 - Dispositivo de fixagdo e aplicagao de car
gas no modelo fotoelastico
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aplicagdo de cargas que vai instalado no polariscépio e cu-
jos componentes sdo: 1. Base do conjunto. 2. Modelo foto-
eldstico. 3 e 4. Chapas de posicionamento e fixacao do mode
lo. 5. Alavanca d qual saoc aplicadas cargas aferidas trans
mitindo torque ao eixo 6 que por sua vez transmite-o 3 peca
7, de ago, que simula uma ranhura da flange. & e 9 mancal
e seu suporte.

4. Experimentacao

De conformidade com os ensaios de ruptura realizados
previamente, conclui-se ser a secgao em arco de circulo aa’

Fig. 6, a mais critica sob o ponto de vista de resisténcia.

Figura 6 - Secgdo critica do ressalto aa'

Desta forma, o estudo fotoelastico foi orientado no sentido
de investigar as tensoes all atuantes, levantando o diagrama
de sua distribuicdo e detectando os pontos de concentragao .
Com o fito de sistematizar a pesquisa, foram definidos nos
varios perfis estudados ponto bem definidos: 1,2,3,etc. 1',
2',3", etc. Como se suspeitava serem os extremos a e a',re
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gides de concentracao situaram-se nas suas proximidades pon
tos menos espacgados. Todos os pontos foram referidos pelo
dngulo o formado entre o raio que por eles passava e a bis
setriz Y de 53', um dos eixos do referencial principal x,y,
z, com origem em 0.

5. Tensdo de cisalhamento em um ponto da secgao aa'

Considere-se um ponto genérico P de aa', fig. 6, Asso-
cie-se a P um sistema de referéncia triortogonal x,y,z, sen
do x coincidente com a tangente por P e z normal aoc plano
do perfil. As tensGes atuantes nos planos passando por P e
normais a x, y, z definem o estado de tensao neste ponto[2].
Sendo oxyx & tensdo normal na diregao x e aplicada no plano
ortogonal ao eixo X e oyy e ogzz a demais tensOes normais,es
tabeleceu-se a hipotese, comprovada experimentalmente "a
posteriore", que:

o g
Opy = 0 XX -0 —YX- 0 em pontos ao longo
3z Ck4

de z (1)

Isto permite restringir o estudo ao estado bidimensipc
nal de tensdes, segundo os elementos de superficie, coinci-
dente com o plano do modelo e sobre o gqual atuam as tensgoe:
indicadas na Fig. 7. Conhecidas as tensdes em dois planos
ortogonais passando pelo ponto P, por exemplo, Os planos
normais a x e y, se pode determinar as tensGes em quaisquer

i oyy
TX
—‘I- oa ! l y
a% oxx
P -——r x
T
s oyx

Figura 7
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outros planos que contenham P, conhecidas as diregoes dos

mesmos em relagdo a x e y. [2]. Condigdo expressa pela e-

guagao:
a T
XX YX
o = mIF e ) 2
xy Cyy P
onde no primeiro membro consta a matriz das incognitas a

determinar, sendo:
[Tajp o tensor das tensoes conhecidas em P e

[v] a matriz dos cossenos diretores dos dngulos for
mados pelcs planos em consideracgao.

No caso particular em estudo

g1 0

T, = L

onde o, € o, sdo as tensGes principais em P determinaveis pe

{3)

la analise fotoeldstica e portanto conhecidas, atuantes nos
planos definidos pelas direcoes 1 e 2. A solucao final da
equacac fornece a tensao de cisalhamento atuante em P segun

~—
do aa':

LT (o7 - 03)/2 sen 2(8 - «a) (4)

com o« angulo de referéncia entre y e Y e 6 angulo formado en
tre a diregao 1 da tensdo principal o, e o referencial prin

cipal Y.

6. Técnica de ensaios

0 angulo o pode ser determinada graficamente com sufi
ciente precisao. A determinagidc de 9 e da diferenga oj-o0;
se faz pela técnica fotoeldstica de medida empregando o po-
larizador e a expressac [4]:
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gy = 095 = N fo/h (5)

sendo N o nimero de ordem de franja passando por P, fo o co
eficiente dtico de tensdo, caracteristica prdpria do mate -
rial fotoelédstico, previamente, conhecida e h a espessura do
modelo.

Para locagao dos pontos de medida executava-se um de-
senho do modelo em papel transparente, idéntico a figura
6, tragando-se por cada um dois eixos paralelos ao referen-
cial xy, LUste papel era colado sobre o modelo de forma a
ndo interferir com o sinal fotoeldstico. Quando a um deter
minado ponto P ndo correspondia uma das posigGes de ordens
inteiras de franjas i, aplicou-se o método de compensacao
de Tardy para determinagao das franjas fracionarias corres-
pondentes. Verificou-se ser dificil captar a olho nu o ins-
tante em que as franjas isbclinas ou isocromdticas coinci =
diam com os pontos em estudo. O problema foi contornado
construindo um dispositivo fotoresistivo que se focalizava
sobre o ponto de medida. O sinal emitido por este instru -
mento indicava o instante preciso da coincidéncia.

0 equipamento bdsico empregado foi o fotoelasticimetro
de transmissao da Photoelastic Inc. série 261, com todos os
acessdrios: fonte luminosa, telemicroscépio e camera foto =

grafica.

7. Avaliacdo do Indice de concentracGes de tensdo nos

perfis
A Teoria da Elasticidade [2] conceitua o coeficiente

estatico de forma a) como o pardametro de avaliagao quantita
tiva do Indice de concentracac de tensdes (que ocorre em uma
pega por efeito de um entalhe - furos, rasgos, etc. - ou a
uma particularidade de forma - variacao de didmetros, mudan
¢a de diregdo de uma secgdo, etc. Este & definido como a
relacdo entre o valor maximo, Spmax. alcangando pela  tenso
real na regido entalhada e o valor nominal, Sp, calculadc a
través da teoria da elasticidade. Os fatores de influéncia
sobre o valor de Ay sao somente: tipo de entalhe, suas pro-

porgoes geométricas e a modalidade de solicitacgao.
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Foram ensaiados 5 diferentes ressaltos obedecendo ao
exposto no capitulo 2 e cujas relagoes r/D foram de 0,0625 -
0,10 - 0,15 - 0,20 e 0,25. Para cada um deles procedeu-se a
uma série de carregamentos, variando o momento torgor aplica
do e verificando-se os pontos de concentragao de tensdoc ao
longo de aa'.e computando os valores alcancados pela tensdo
de cisalhamento maxima txy.

A tensdo de cisalhamento 1, foi calculada pela expres-
sao (6), fig. 8 e ay pela (7Y

= —— (6)
aa'.h.D/2
o = Txy max/Tn (7

Figura B - Tensao de cisalhamento nominal

0 coeficiente de entalhe estdtico, no caso em estudo,
serd fungdo do sistema: material do ressalto - material da
ranhura e da relagao r/D para o tipo de esforgo para o qual
foi previsto: momento de torgdo. Desde que todos os mode -

los foram feitos dos mesmos materiais, portanto, a, depende

k
ra unicamente da variavel r/D.

8. Resultados

Na foto da figura 9 pode ser apreciado o espectro de
franjas isocromiticas do modelo com relagao r/D = 0,20. O
momento aplicado & ranhura metilica - zona escura da foto -
tem sentido antihordrio.

A regido de concentragdo de tensdes situa-se no entor
no do ponto a da secgdo aa', fato que se repetiu nos demais
perfis.



Figura 9 - Franjas isocromaticas no modelo com relacgao
r/D = 0,20

A figura 10, apresenta o diagrama polar dos valores de
U
( f /i
/1

escala
fcm=5kg /em2

Figura 10 - Diagrama polar txy, relagao r/D = 0,25
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Txy determinados para trés diferentes carregamentos: carre-
gamento A com My = 220 kg.cm; carregamento B, Mg = 320 kg.
cm; carregamento C, My = 420 kg.cm. Nos perfis com r/D in-
ferior a 0,20 e nos carregamentos B e C a regiao entorno de
a', o outro extremo do arco, apresentava também um pegueno
indice de concentragao de tensdes.

O resultado final do trabalho estd consubstanciado no
grafico @, em fungao de r/D, figura 1l. Como elementos au-
xiliares de andlise foram langados também os valores de 1,

)
Tyxy max € do comprimento do arco aa'.

9. Conclusao

Tinha-se a impressao nos primeiros ensaios que ap fos
se crescente com o decrescimo de r/D. Verificou-se, no en-
tanto, um comportamento particular para a, que alcancga um
maximo para o valor 0,175 de r/D decrescendo para valores
inferiores, contrariando as expectativas. O fendmeno pode
ser explicado devido as deformagdes importantes que ocorrem
na resina nos modelos com r/D = 0,0625 e 0,15, causadas pe-
lo baixo médulo de elasticidade deste material aliado a um
alto indice de fluéncia e também a decrescente rigidez dos
perfis. Estas deformagdes vém concorrer para uma redistri-
buigdo mais uniforme das tensdes reduzindo consideravelmen-
te seu grau de concentragdo. A observagdo dos diferentes
gradientes das curvas de tyy max © de tp ilustra também o
exposto. Este fato certamente nao aconteceria com um mate-
rial de alto mbédulo de elasticidade como o ago por exemplo,
cuja facilidade de escoamento e acomodagbes localizadas e
muitas vezes inferior ao de um polimero.

Chegou-se d conclusdo também, que o conceito de coefi
ciente de entalhe estdtico nao & totalmente adequado para
situagdes do tipo da estudada. Embora a), permita avaliagGes
qualitativas, ele no entanto, depende gquantitativamente do
carregamento.

De qualquer forma, o grafico de o permite a escolha
da relacdo adequada de r/D para aplicagao pratica. No caso
de perfis com relagdo superior a 0,175 tem se uma possibili
dade vantajosa. O volume da ranhura aumentando com r torna
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vidvel a inclusdo de fibras de reforgo nesta reqgido, melho-
rando consideravelmente o comportamento resistente desta re
gido critica.

Finalmente este estudo criou condig¢bes para que se
procedessem modificagGes nos perfis visando melhoria de sua
eficiéncia [5]. Assim procedeu-se a um rasgo com pequenco
raio, no ressalto, exatamente nos pontos a e a', arestas do
perfil, conseguindo-se redugdes de 50% no valor de @y .
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NAKAMURA, P.K., e OLIVEIRA PINTQ, A.R.

ESTUDO DA COWEXAO ENTRE UM EIXO DE PLASTICO REFORCADO E UMA

FLANGE METALICA PARA TRANSMISSAO DE MOMENTO DE TORCAO

Sumario

Em trabalho anterior de um dos autores, foi demonstra
da a viabilidade da construgdo de eixos para transmissdo de
poténcia, construidos em poliester reforgado com fibras de
vidro. O emprego deste material apresenta grandes vanta -
gens em aplicagoes que requeiram: alta resisténcia mecani-
ca a55001ada a baixo peso e também inércia em face a agen-
tes oulmlcos agressivos. O presente estudo & uma sequenCLa
do primeiro, em que se aborda o problema de conexdo entre o
eixo de plastico reforcado e as flanges irdo em suas extre-
midades, sendo estas, necessirias para unido com outros ele
mentos de mﬁquinas Na reglao de conexdo ocorrerdo inevita
veis concentraqoes de tensoes que se procurou mlnlmizar,pes
quisando varios formatos através da andlise experimental de
tensoes por fotoelasticidade.

STUDY OF A CONNECTION BETWEEN A REINFORCED PLASTIC SHAFT

AND A METALLIC FLANGE FOR THE TRANSMISSION OF TORQUE

Summary

It was demonstrated, in a former work of the authors,
the feasibility of the construction of shats for power
transmission, built of polyester reinforced with glass fibers
The utilization of this material presents freat advantages
in applications that require: high mechanical strength asso
ciated with low weight, as well as good resistance to acti-
ve chemical agents. The present study is a continuation of
the first one, where we dealt with the problem of the con-
nection between the reinforced plastic shaft and the flange
in its extremity, the flanges being necessary for the join-
ning of the shaft with other macnhime elements. In the con
necting region there will occur stress concentrations that
we are trying to minimize investigating many shapes with
the aid of experimental stress analysis by means of photoe-
lasticity.
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1. Introdugao
Devido a importancia ja consagrada do amortecimento

disponivel nas juntas de estrutura de maquinas ferramentas
[1] [2], varias pesquisas foram public apresentando
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tentativas de quantificar a energia dissipada em uma junta

quando submetida a esforgo vibratdrio. Os métodos entao a
presentados careciam de precisdo, pois nao se podia determi
nar satisfatoriamente a distribuigdo de pressao normal nas
superficies de contato da junta, fator de primordial no cﬁl
culo da dissipagao de energia.

Com o desenvolvimento da técnica de elementos finitos
foi possivel criar métodos eficazes para determinagdo da de
formagao das pegas formadoras da junta.sem qualquer restri
cao de forma [3] [6]. Com este recurso pode-se determinar
as forgas normais atuantes em pontos discretos do contato e
também simular a rigidez do contado pelo método da mola, [3]
[4] [5], atraves de barras de comprimento nulo com rigidez,
determinada (Kx‘ Ky v Kz]' fig. 1 b, em trés diregoes. Foi
construido entao um modelo de junta e efetuada uma verifica
¢ao experimental da acuidade do método de calculo da ener
gia dissipada apresentado nas referéncias [4] [5].

2. Modelos Matematicos

Tendo a forma definida do modelo da junta a ser testa
do, fez-se uma divisao de elementos finitos quadrinodais em
uma quarta parte do modelo, devido aos dois eixos de sime
tria conforme mostra a figura 1 a.

Com a aplicacao das forgas normal e tangencial,foi cal
culada a distribuigao da pressdo normal pelo método da mola
a fim de ajustar os valores da rigidez das molas simulado
ras do contato, fig. 1b. Com isto pode-se calcular o deslo-
camento tangencial relativo das superficies da junta atra
vés de pares de pontos em contato e facilmente com o coefi
ciente de atrito f, experimentalmente medido e igual a 0,27,
determina-se a quantidade de energia dissipada pela formu
la:

=
"
ne1s
)

a; Pn. ksi

i=1 . (1)

onde a; € a area de influéncia de cada par de nés i, Pn; é
a pressao normal no ponto i, Asi € o deslocamento tangenci
al relativo de 2 nos adjacentes da junta e n & o nimero de
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pontos de contato.

FN Ls lFN
240 ik
e 200 -] 3
— I 1
-— —— —
FT T 7 )
220 MOLA
SIMULADORA DO
| CONTATO
(b)
FN (a) FN
Fig.l - (a) Modelo da junta e divisao em elementos finitos

(b) Mola simuladora do contato com comprimento nulo

Os testes foram feitos para juntas secas com diversos
valores de forga normal e tangencial. Para cada condigdo de
carregamento, o método da mola exigia 4 ou 5 iteragbes para
fornecer os valores da rigidez das molas simuladoras do con
tato. Ajustados estes valores o programa de computador{6] €
rodado mais uma vez e entdo obtidos os valores de pn; e Asi
(i=1,n).

No modelo foram instalados na tira central transduto
res de forga e deslocamento e suas saidas elétricas, depois
de tratadas, tragaram em um registrador X-Y os lagos de his
terese para cada ciclo de carga tangencial. Conforme a fig.
la, a tira central foi tracionada e seu alongamento implica
em escorregamento relativo entre as superficies usinadas
dos blocos formadores da junta.

3. Comparacao entre resultados teoricos e experimen

tais

Foram efetuadas duas séries de testes e foi constatado
um aumento do coeficiente de atrito devido a formagido de
jungoes nas asperezas das superficies de contato, sob eleva
das pressoes normais. Este fato implica em valores reais da
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energia dissipada, menores do que os esperados, pois a
ta se tornou tangencialmente mais rigida. Foi feita

jun
mais
uma série de testes desta feita aplicando uma fina pelicula
de lubrificante a base de bissulfato de Molibideneo. A quan
tidade de lubrificante aplicada foi considerada minima
cessaria para evitar a formagdo de juncdes e nio

ne
alterar
significantemente as caracterIisticas de rigidez e amorteci-
mento da junta seca. -

A tabela abaixo mostra os valores medidos e calculados
do deslocamento relativo e energia dissipada para alguns pa
res de carga das 2 séries de testes.

Pressdo | Forga Tan | Lnergia Dissipada [Kgf ui]
Normal gencial Sem lubri Com —lul;r_?___'fa_lELTl'ado
l\'gf/cmz:l Kef] ficagdo ficagao
T 100 123,7 50,5 144,53
15 200 . 560,2 204 .5 804 Y
300 1288 .0 370.5 15001
20 200 141,2 411,0 836.8 |
300 o184 771.4 1575.8 |
au 300 12207 328,U 1739,9
350 890,1 1003,0 31275
[ Pressao | Forga Tan| Deslocamento Relativo [um] |
Normal gencial _EEH_IJE;E Com lubri Calculado
Ll(gf/cm{‘ [kef] ficagao | ficagdo
100 4,74 5,00 2,97
15 200 8,45 10,03 9,22
300 14,30 lo,80 15,50 |
T 200 5,46 10,05 8,92
300 4.60 16.45 15.23
a0 300 4,90 12,05 10,75
350 7,50 14 85 12,88
I N R e e S M T Mt e LA ~ T

Nota-se que os resultados foram sempre maiores do
0s experimentais sendo que a lubrificagdo diminuiu estas di

que
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ferengas para os valdres do deslocamento relativo, e as au

mentou no tocante a energia dissipada. Estas discrepancias
foram atribuidas ao pequeno conhecimento dos fatores que a
fetam o valor do coeficiente de atrito, inclusive sua varia
¢do durante o ciclo de carregamento tangencial.

Para cada par de cargas foram feitos varios ciclos de carga
e os lagos de histerese gradativamente se reduziam indican
do um progressivo crescimentn do coeficiente de atrito du
rante os ciclos.

Foi verificado também que os testes ndo apresentavam
boa repetibilidade. Este fato foi atribuido a dificuldade
em se obter acabamento superficial de mesmas caracteristi
cas para todos os testes e a variagdo na pré-carga de tra
gdo aplicada na tira central do modelo antes de cada série
de teste.

4. Conclusdes

Grande parcela das diferencas entre os resultados, foi
atribuida a variagdao do coeficiente de atrito. Para verifi-
car a acuidade do método de calculo, construiu-se pelo com
putador|6]curvas da energia dissipada e do deslocamento re
lativo em fungao do coeficiente de atrito. Para tal, esco
lheu-se dois pares de carregamento (pressao normal x forga
tangencial) fig. Za e 2b:

a) 40 Kgf/cm? x 350 Kgf

b) 20 Kgf/cm® x 250 Kgf

No caso (a) foi medida uma dissipagao de energia de
890,1 Kgf um, pelo grafico este valor corresponde a f =
= (,380. Com este coeficiente de atrito na fig. 2b, tem- se

A .
si
(7,50 ym). Para o caso (b) o deslocamento relativo calcula

6,80 um, 9,33% menor do que o deslocamento medido

do foi 4,5% maior que o medido.

Estas pequenas diferengas sugerem que o método de cél
culo usado neste trabalho € de bea acuidade. Estas compara-
gOes evidenciam também a necessidade de um maior conhecimen

to do coeficiente de atrito.



1182

[kgf.uml
! Asi
[uml
pn=40kgfm?
15004 154 pn=40kglm?
10004 101
20kgt/cm?
5001 pn=20 kgtiom? 5
O Ol 0203 04 0O5f O QI 02 O3 Q4 05 f

Fig. 2 - Variagdo: a) da energia dissipada e b) do
camento tangencial relativo em fungao do coeficiente

[3]

atrito.
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DISSIPACAO DE ENERGIA EM JUNTAS: RESULTADOS

TEORICOS E EXPERIMENTAIS

Sumario

Este artigo apresenta uma comparagao entre os resulta
dos tedricos e experimentais da dissipagao de energia em um
modelo de junta de maquina ferramenta.

As distribuigbes de pressao a deformagao nas superfici
es sob contato e a 51mulagao da rigidez de contato foram
conseguidos pelo método dos elementos finitos.

As diferengas nos resultados sio analisados e as possi
veis causas comentadas.

ENERGY DISSIPATION IN JOINTS: THEORETICAL AND

EXPERIMENTAL RESULTS

Summary

This article presents a comparison between the theo
retical and experimental results of energy dissipation in
a model of machine tool joint.

The deformation and pressure distribuitions in surfa
ces under contact and the simulation of contact stiffness,
was performed by an computacional program of finite ele
ments method. -

The differences in results are analysed and the pos
sibles causes are commented.
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1. Introduction *

When normally loaded surfaces are subjected to tangen
tial loads which are less that that required to cause gross
sliding, then micro displacements can be observed. These mi
cro displacements are important from the aspects of the
stiffness of the connection, damping and fretting characte-
ristics. The deflection characteristics of surfaces which
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are loaded only normally; normally and then with shear or
tangential loading: and finally where the normal and tangen
tial loadings are applied simultaneously are shown in Figs.
la, 1b and lc. These measurements have been carried out by

Lt e
sl Pnea0 Kkt 7
Pn=90
~ 4l
% $
2 E Friction pressura i015)
? 3t et
3 £ P20
a 2]
1
oG o5 7o 05 T % 004 008 0z OB 620 024 028 0% 036 Oum
a) Normal contact deformations of CI ground/CI b} Measured shear daformations for different
hond scroped surfoces. e Measured. interfoce pressures at the pair of surfocas
+ hn = 0.26 (Pn)@48 ClI ground /C| hond scroped

B

Ps Hgfiomi

oL
020 024 028 Gum

¢) Sheor deformations of cast ron surfoces (hand
scroped /ground). S simutoneous loading. NS
not simulioneous ooding . Maxdmum normal
pressure 90 Kgf/cm? for all tests

Fig. 1

the author [1] on surfaces having typical machined fini-
shes, i.e. ground, scraped, etc. However, fundamental stu-
dies carried out by Courtney-Pratt and Eisener [2] for the
case of tangential loading showed remarkably similar cha-
racteristics. The observations of Courtney-Pratt and

Eisener were explained in terms of the elastic and plastic
deformation and seems to be a very acceptable explanation
of such characteristics. However, the purpose of this paper
is to show that for the case of machined surfaces in con-
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tact, a very simple surface model subjected only to deforma
tions in the elastic regime can explain the observed charac
teristics.,

2. The surface model

Several authors have proposed models for the purpose
of explaining the pressure-deflection characteristics for
surfaces which are loaded normally. These models exhibit
qualitative agreement over certain ranges of pressures and
surface finishes [3, 4, 5] but none of these authors attemp
ted to extend the analysis to include the tangentially load
ed case. If the surface model is authentic then it should
be applicable when the surfaces are loaded under both nor-
mal and thangential conditions.

The surface model chosen as the basis for this analy-
sis is simple in that the contact of the asperities of the
surfaces are represented by a number of prismatic rods of
equal stiffness. The height distribution is such that the
number of these contacting rods increases linearly with the
approach of the two surfaces. Fig. 2a shows schematically
the proposed model and for clarity one surface is shown pla
ne and the contacting surface with the distribution of the
prismatic rods. Since the height distribution of the rods

A
A{--’—l s,
N
Fon _*
(o) {b)
Surfoces Shown in the Initiol Contact Posihon

: AnCAq

o H

S ‘|
FITTTT N ke

b )\n }Jﬁi.
Ksi
(d} Voriation n Number of Active Spring
Elements with the Tongentiol Drsplocement
& of Surfoces

Fig. 2
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is assumed to be linear then at a distance Z below the ini-
tial contact position the possible number of contacts N per
unit area increases linearly with Z as shown in Fig. 2b.

If the normal and shear stiffness of each of the indi

vidual rods is Kni and KSi respectively, then
Kiw © EAi/hi (1]
K.z = GA.l/hi (2)

where E and G are the moduli of Elasticity and Rigidity res
pectively. All rods are assumed to have the same stiffness
and therefore Ai/hi must be constant for each rod.

3. Analysis of model

5.1. Normal loading

If a load L is applied normally to the surfaces such
that they approach each other by a displacement 7 = An.then
the normal stiffness at this point will be proportional to
the number of rods in contact. Thus,

K, = dL/dA =K . N, =K.A Ci (3)
Hence
L= |K ;CA A a\ =K. A C :«.flfz (1)
ot ¥ =i JTETT pi-s (5)
n da ni n

where Pn is the normal pressure, Aa the apparent area of
contact and N, the total number of contacting points.
Published data by Levina [6, 7], Dolbey [4] and

Ostrovskii [8] have shown that for a range of surface fi-
& the normal deflec-

tion characteristics are elastic and proportional to Pg's.

nishes and pressures of up to 50 kgf/cm

It would appear, therefore, that the model under considera-
tion predicts the general form of the normal loading charac
teristics as shown in Fig. la.
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3.2, Tangential loading at constant normal pressure

Consider the condition where a normal load L has been
applied to the surface of nominal area A,, resulting in a
normal approach of the surfaces kn. The normal load Li car-
ried by an individual asperity will be related to the appro
ach ln of the surfaces and the height distribution Z of the
asperity below the initial contact position.

For an asperity at an initial depth Zi’ Fig. 2c, the
load carried will be:

- 7)) (6)

If a tangential force F is now applied then an indivi
dual asperity in contact will behave as a 1linear elastic
spring until the tangential force acting on the asperity is
equal to the limiting friction force for that individual as
perity. The limiting friction force for asperities at a
depth Zi below the original contact will be given by

FLj =y Li = 1 Kni{An - Zi] (7)

where u is the coefficient of static friction.

The corresponding limiting tangcntiél deflection for
an individual asperity after which it will not behave as a
spring is

Spy = FLifKsy = Dk O - 200/Kg = (K i/K A0 (8)

where A . is the normal deflection of the asperity.
The tangential deflection of the surface, after which
all asperities will not behave as springs is given by

4, = Kni lnszi (9)

From thesec considerations, the number of active tan-
gential springs in contact is N' = C ﬁa An for § = 0 and
N' = 0 for § = éL. As it is shown in Fig. 2d, N' varies 1li-
nearly with 6 as follows

o i t & 1
N c Aa “ln (Ksi 5/u Kni]J (10)
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The tangential stiffness for loading will depend upon the

number of asperities which have not reached their limiting

deflection &
Hence

Li
Ky = dF/dé = K, N' (11)

Thus
F = Ksi N' dé§ (12)

Substituting the value of N' from equation (10)

2
F=A K, ,CA &-A (x51 C 6/2u K_;) (13)

and is valid over the range
§=0toéd = u Kni,’KSI)

The maximum value of the tangential force Fmax will

be
.= (Ca, 22y K ,/2) =ul (14)

The shape of the tangential loading characteristics
as given by equation (13) contains a linear and parabolic
component as shown in Fig. 3a with the maximum force given
by equation (14).

Lood:gg
/’ Ksi C Ag »p 6 ,.._' direction

1 I 47/ /<

Loudlnq Co ndrnon

5 61 b mosdng
KiC Ay 6 __J H
2p Km B @ ®
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3.3. Tangential unloading at constant normal pressure

Consider the condition where the surfaces have been
initially loaded tangentially with a resulting deflection
§. At this point there will be asperities which have rea-
ched their limiting tangential deflection and others which
are still acting as linear springs. This condition is shown
schematically in Fig. 3b. Rod 2 is representative of aspe-
rityes which have reached their limiting deflection condi-
tion GLi as given by equation (8), and rod 1 represents all
asperities which have not exceeded their limiting deflec-
tion.

When the applied tangential force is reduced such
that the deflection § commences to decrease, then the rela-
tive direction of the motion will have reversed for all as-
perities which have exceeded their limiting deflection. Con
sequently, these asperities will now resist the reduction
of § as linear active springs, together with all the aspe-
rities which remained active during loading. As the unload-
ing process continues with the consequent reduction in 3§,
some asperities will exceed their limiting deflection 813
but for the case of unloading this will be at the reverse
side of the initial normal position as shown in Figure 3c.
It is important to note, therefore, that from the point of
unloading the rods which exceeded their limiting deflection
615 for loading will now continue to behave as linear
springs for a reduction in § equal to 26Li.

From an initial tangentially loaded position, the un-
loading can be considered by applying a tangential force in
the reverse direction and observing the deflection in the
direction of this applied force. This is analogous to the
loading condition except that 5Li for unloading is twice
that for loading. Thus equation (8) becomes

6'. = 2uK

Li ni

w =Ry Kes (15)

and the corresponding equation (13)

t o T 2 2
F K..CA_ X_3& (KS; C A, 8'%/8u K ) (16)
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where &' is the reduction in the initial loaded deflection
6, and F' is the reduction in the initially applied force F.
The variation in the form of the initial loading, un-
loading and then reloading as predicted by the model is
shown in Figure 4a. The reloading curve d'M shown in Fig.4da
follows the general loading case but using equation (16).
There will be apparent hysteresis between the curves Md'M

which represents the dissipation in energy at the interface.

,/" € Ag 87
4 ] 3
/I/ 1 2K Kya
. 4 Unioading
P . it ol P conmtart)
1 /" 5 K Simultonacus
£ / i iid loading and unkoading Raloading
+ SRR S Initiol loading s (Fp constant}
P F
e 1
e 1
p i [
1 bl Shear Force deflection Charoctenistics
£ ' During Simutfoneous Loading. Unloading
% g -—¢ ond Relooding of Constont Pressure.
{a) ==a

Fig. 4

3.4. Simultaneous normal and tangential loading

Consider the condition where the surfaces are initial
ly in contact with zero normal load and then a normal load

L and shear force F are applied simultaneously in the ratio
Fow e L (17)

where a is less than p, otherwise sliding would occur.

When the normal load changes by dL then there will be
a corresponding change dAn in the normal approach of the
surfaces. The change in the tangential stiffness correspon-
ding to dr will be

sz = B Aa Ksi dln (18)

Thus
K

n
(1
=
-~
=

s 4 "s1i'n (19)

Substituting for An from equation (4) and making
K, = dF/dé§ gives
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dF/dé = K,; YT C A, F/K & (20)

Thus

2 2
SLC My BUKy 8 (21)

Because o is less than u the surfaces do not slip and
consequently the characteristics for simultaneous unloading
will be identical to the case of loading. This result, the-
refore, infers that no energy will be dissipated at the in-
terface during a cycle of simultaneous loading and unload-
ing.

3.5. Unloading at constant normal pressure after si-

multaneous loading

The conditions at the interface after simultaneous
loading will differ from those after loading at constant
pressure in the respect that none of the asperities will
have slipped and, therefore, the deflection of an indivi-
dual asperity will not have reached its limiting tangential
deflection. When unloading begins all the .rods will initial
ly act as springs as in the case of unloading at constant
normal pressure. However, the tangential deflection over
which they will behave as springs when unloading will be
less than 26, .. Before this range can be established how-
ever, it is necessary to determine the deflection of an in-
dividual asperity during simultaneous loading. The relation
ship between the normal deflection and the shear force F
can be obtained from equations (4) and (17). Thus

: 2
Fo=) KA Ca/2 (22)

The corresponding value of the shear deflection when
the surfaces have approached normally by Z is given by equa
tions (21} and (22). Thus

§ = A K_. afK_. (23)

If the surfaces are initially loaded such that the
normal approach is A then the corresponding tangential de-
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flection of individual asperities which contact at a distan
ce Z below the initial point of contact is given by

6, = K, alr - Z.)/K; (24)

Upon tangential unloading from a tangential force le-
vel corresponding to a normal approach A then the asperi-
ties at a distance 2i will behave as a linear spring until

the tangential unlcading deflection éxceeds di + GLi where
85 is given by equation (24) and 6Li by equation (8).
Thus
8y ¥ 8y = Ay = Z4)(a Kni/Ksi T Kni/Ksi) (25)

The unloading can now be considered to be analogous to un-
loading at constant normal pressure except that equation
(25) now replaces equation (13). Thus,

N' =cA[x -8 K, /(a+ WK ,] (26)
F' = K.. CA_ A 8" - [K c A s'%/2k (e + W] (27)
si 7 7a "n e 41 a ni ’

If equation (27) is compared with equation (16), then
it can be concluded, that the unloading after simultaneous
loading will in general be less stiff than the correspond=-
ing condition after non-simultaneous loading.

Finally, if when F' of equation (27) reaches zero, re
loading is commenced at the same constant normal pressure
then the rods will have an elastic range equivalent to 28,4
such that equation (16), but wsing the loading notation, is
applicable. Thus,

_ 2 2
F=KiCA A & -K_, CA, 8/4u K 4 (28)

The mean re-loading deflectiom as given by equation (28)

will be less than the previous unloading deflection given
by equation (27) and consequently the tangential position

of the surfaces will not be restored to their former loaded
positions. This is shown in Figure 4b.
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4. Conclusions

The analysis of the proposed surface model shows ex-
cellent qualitative agreement with the experimental observa
tions. The difficulty with all models of this type, is how-
ever, in quantifying certain terms in the equations. In
this report the data given in Fig. 1 can be used to assess
the accuracy of the assumptions used for the surface model.
Consider in the first instante when the surfaces are loaded
in the normal direction. From equation (5} it can be seen
that the normal stiffness K is a function of the normal
pressure Pn raised to the 0.5 power. This exponent results
from the assumption that the effective distribution of the
asperity heights is linear and this result correlates well
with empirical data for this exponent for a range of machi-
ned surface [3]. The influence of the type of machined sur-
face is seen in the multiplying coefficient of the normal
pressure Pn. Thus, from equation (5) for unit area of con-
tact, the empirically obtained multiplying coefficient is
8.4 and 4.5 respectively for the ground/scraped and ground/
ground surfaces. This assumes that An is ‘in um and Pn in
Kgf Cm-z

In the case of tangential loading as given by equa-
tion (13), this suggests that Ps/ﬁ against the tangential
deflection & should give a linear relationship where the in
tercept at § = 0 gives the corresponding tangential or
shear stiffness . The data given in Fig. 1b for ground and
hand scraped surfaces is re-plotted in Fig. 5a. Similar da-
ta from reference [1] for ground/ground cast iron surfaces
is shown in Fig. 5b.

The slope of the data shown in Figs. 5a and 5b repre-

4 term of equation (13). If

sents the coefficient of the §
the assumption used in the analysis that the limiting fric-
tion coefficient is the same as that which is observed when
gross sliding occurs then the slope of Ps/5 should be inde-
pendent of 6. In Fig. 5 the slope of the curves change with
6§ such that there is an apparent increase in u with increa-

se in the shear deflection 4.
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The simple elastic surface model analysed can be used
ro explain the observed normal and tangential deflection
characteristics when machined surfaces are loaded in con-
tact.

The surface roughness greatly influences the deforma-
tion characteristics and this effect can he interpreted in
terms of the distribution and stiffness of the equivalent
prismatic rods.

A limited quantitative assessment of the model revea-
led that minor changes and modifications to the assumptions
are necessary to give more precise results. A wider range
of experimental fata is required in order to determine the
practical limitations of this model.
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AN ELASTIC MECHANISM FOR THE MICRO-SLIDING

CHARACTERISTICS BETWEEN CONTACTING MACHINED SURFACES

Summary

In order to explain the deflection characteristics
when two contacting machined surfaces are subjected to nor
mal and shear forces, a simple surface model is proposed.
This model assumes that contact is in.the elastic regime
and it is analysed for various loading sequences of the
normal and applied shear forces. The results show excellent
qualitative agreement with the experimentally observed cha-
racteristics. An attempt to compare the results on a quanti
tative basis is also made.

UM _MODELO ELASTICO PARA AS CARACTERISTICAS DE

MICRO-ESCORREGAMENTO DE SUPERFICIES USINADAS EM CONTATO

Sumario

Para explicar as caracteristicas de deformagdes, quan
do duas superficies usinadas sdo submetidas a forgas nor-
mais e tangenciais, foi proposto um modelo simples. Este mo
delo_assume um _regime elastico no contato e e analisado pa-
ra varias sequencias de carregamentos normais e tangenciais.
Os resultados apresentam boa correlagaoc qualitativa com os
dados experimentais. O trabalho tambem apresenta uma compa-
ragao quantitativa entre os resultados teoricos e experimen
tais.
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1. Introduction

U.S.A.

The dynamic response of journal bearings can play a

major role in rotor design.

A simple and general method to

determine the response of a journal bearing to dynamic

excitations is to use the impedance vector representation.

The impedance vectors provide a dynamic nonlinear definition

of the bearing reaction force components in terms of the

rotor motion, and are therefore directly applicable to rotor
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dynamics analysis. Furthermore, the stiffness and damping
coefficients for small perturbations from eguilibrium
conditions can be determined directly from the impedance
vectors. The inverse problem of mobility vector represen-
tation, defines the velocity vector of a journal bearing
as a function of its load and position vectors. The
mobility method provides suitable representation in the
cases where the load applied tc the bearing is a known
function of time and is dominant when compared to the rotor
inertia, such as in the bearings of reciprocating engines.
In many other cases of rotating machinery, the stiffness and
inertia of the rotor cannot be neglected and the impedance
representation provides the logical choice.

While numerous publications can be found on the mo-
bility method [1], very few references deal with impedance
vector representation. Although neither Sternlicht [2] nor
Warner [3] used the impedance vectors in their analyses,
they both calculated fluid film forces due to small dis-
turbances from equiiibrium conditions. 1In both cases, the
stiffness and damping characteristics were also determined
in the direction of the line of centers and perpendicular
to it. The two authors differed in the methods of their
solution of Reynold's equation for the film pressure dis-
tribution. Sternlicht [2] used a finite difference method
to obtain the pressure distribution numerically for arbi-
trary squeeze film velocities, while Warner's series solu-
tion [3] is based on the principal of separation of vari-
ables. 1In their most recent paper, which was published
during the preparation of this text, Childs, Moes and Leeu-
wen [4], calculated cavitating finite length bearing
impedances from a combination of short and long bearing
solutions. They have used this solution to provide analy-
tical expressions for the stiffness and damping coeffi-
cients in the vertical and horizontal directions. The
versatility of the impedance vector formulation was demon-
strated in the same reference by numerical examples of
rotor dynamic simulation and stability analysis. The work
in reference [4] is inherently limited to incompressible
fluid film. It will be shown however that the impedance
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vectors as well as the stiffness and damping coefficients
can be greatly influenced by compressibility, particularly
at high excitation frequencies.

In the present analysis, numerical solution of the
Reynolds eguations are used to determine the impedance
vectors, and the stiffness and damping coefficients at
different excitation frequencies for compressible fluid.
The analysis is very general, in that it can be applied
either to hydrodynamic or hydrostatic journal bearings to
determine their response to dynamic excitations in any

arbitrary direction.

2. Analysis
The performance characteristics of the journal bearing,

shown schematically in Fig. 1, are determined by the pres-
sure distribution in the fluid film. This in turn is
governed by the unsteady equations of conservation of mass
and momentum, which when combined under the usual assump-
tions of thin film result in Reynolds equation:

1

3 3 & 3 35 _ 3(ph) 3 (ph)
5 W(Dh 3%)+ E(ph 3%] = fufl —m=——= 4+ 12y =5t (1)

a8

o

where R is the bearing radius, and & is the rotor speed.

¥ v

Fig. 1. Bearing Schematic



1202
The pressure distribution p(8,z,t) in the fluid film
is taken to satisfy the following boundary conditions:

pl6,z,t) = p(o+27,z,t) (2a)
plo,0,t) = P, {(2b)

Equation (2a) represents the periodicity condition, while
equation (2b) specifies the pressure at the bearing edges.
In the case of compressible fluid, the density is dependent
upon the pressure of the fluid. The-density variation with
the pressure can be expressed by the following relation:

o | =t

p= g +

& (p - po) (3)

where g is the bulk modulus of the fluid, and Pq and P, are
the pressure and density reference values.

In the following sections, the eguations governing the
change in film pressure force due to small disturbances
from given steady state operating conditions will be derived.
This will then be used to determine the impedance vectors

and the corresponding stiffness and damping coefficients.

Steady State Conditions:

Under steady state operating conditions, the last term
on the right hand side of equation (1) will be equal to
zero and the pressure distribution p*[e,z) is governed by
the equation:

13 *p*3 EE:]+ 3_(,*n*3 EE:] -6 S(Q*h*)

= A 30 ' 3z P 3z ) - OV T (4)
where the film thickness, h*(ei, can be expressed in terms
of the eccentricity ratio, ¢*, and the radial clearance, 5
as follows:

B cll + E*COSB) (5)
where 8 is measured from the line of centers (Fig. 1).
Equations (3) and (4) are solved for the steady state pres-
sure distribution, p*, under the boundary conditions given
by equations (2a) and (2b) using the finite element method
[5, 6]. The attitude angle, @, can then be determined for

the given eccentricity ratio, from the following relation:



1203
i L 2n
p sing dedz]/[ [ | p coss dedz]} (6)
0 z=0 6=0

L5t

zZ=

a = tan

O

Il “=—ha

8

where the sign notation used is as shown in Fig. 1.

Dynamic Conditions:

Let the pressure change be p' and the density change be
p', due to an arbitrary displacement of the journal center
from the steady state conditons, and the corresponding
change in fluid film thickness distribution be h', i.e.,

* ] * 1 * ]
P=pP +p ., e =p *tp h=h +h (7}
Substituting equation (7) into eguation (1), neglecting
higher order terms, and using equation (4), we obtain the

following equation

L _a_,_ * *3 3 L * *3 a X _]:_. L L} *3
(0 h = 550+ 3z(e b 7= 37+ 22 38 [ h

* *

e 5 T x %9 1
+ 3 h?n) B+ 16 n" 4 3" ) 2By
a

= gun 75

* 0 1% 3 * 0 L
(p h #p h )} + 12u 3T (p h +p h } (8)

The corresponding changes in the vertical and horizon-
tal components of the pressure forces can be expressed as:

; L 27 : L 27
F. =R [ [ pcos(e+a)dedz; F_=R [ [ p sin(e+a)dsdz
X Zay e b S s

z=0 8=0 z=0 8=0 (9)

The Impedance Vector and Bearing Coefficients:

Any general disturbance can be expressed as a combina-
tion of vertical and horizontal displacements x. and y'.
The corresponding change in the fluid film thickness hr is
given by:

1] 1 ]
h = x cos(é+a) + y sin(6+a) {10)
L]
A vertical excitation x , is used to determine the two

components of the impedance vector E and E and the rele-
X yX

%
vant stiffness and damping coefficients Kxx, ny' Cxx and
ny. The other components of the impedance vector, Exy and
E and the coefficients K K = and C are deter-
yy' xy' Tyy' Txy

mined from a horizontal excitation, y'. The derivation for
the first four coefficients as well as the frequency
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response will be given for the vertical excitation case.
Similar derivation can be used in the case of horizontal
excitation.
Let y =0 and  x = x et (11)
The corresponding change in the film pressure distribution
will be p'. In this case, equation (8) reduces to the

following form:

Ll L]
L 8, * *3p 3 , **¥p 1 3 %3
3 -a—gip h 36 )+ E(D h e )+ 3 3% {[p h
R R
* *
' . : LI * * 1
+ 3 h"%x Cos(8+u)]%%—} + %Etlo h 3+3p h %% cos(a+a)]%§—}
5 x v L * ap' ) *
= 6uf EE[D x cos(B+a)+p h 1+ 12u[h —— + iwp %X cos{e+a)]

it
(12)

Equation (12) is solved numerically, using the finitec dif-

ference method for different wvalues of excitation fre-

quencies w, to give the corresponding pressure change dis-
]

tribution p due to vertical disturbances. The resulting

solution can be written in the following form:
] 1
p (8,z,t)/x (t) = (gl + & 92) (13)

where 91 and g, are the argument of the complex solution.
The impedance vector Ex due to vertical excitation can be

expressed in terms of its two components as follows:

E. = E_u +E_1u (14)
X %k T YX Y

where ﬁx and Gy are the unit wvectors in the vertical and
horizontal directions respectively.
The corresponding components of the impedance vector

Ex' are given by:

B ™ F;{/xl , ny = F;/x' (15)
The changes in the vertical and horizontal components of
the fluid film force, F; and FI can be determined by
evaluating numerically the integrals on the right hand
side of eguation (9).

The impedance vector components, which are also complex
numbers, can be written in polar form involving their

amplitudes and phase angles, or alternatively in their
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complex form to give the stiffness and damping coefficients
ieesy

-i¢ -i¢
_ XX _ yx
Exx . Axx e " ny - nyx € (16)
or
Exx = = Kxx - iw Cxx ' ny = - ny = 1w ny (17)

Equations (16) and (17) are used to compute these coeffi-
cients presented in Figs. 2 through 8.

3. Results and Discussion

The results of the present analysis are presented as
plots of the amplitude and phase angle of the impedance
vectors versus the frequency of excitation. The impedance
vector's amplitude and the bearing stiffness and damping
coefficients were nondimensionalized with respect to
radial clearance c, the total bearing load W, and the
bearing rotational speed I where applicable, as shown in
Figs. 2 through 8.
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The wvariation in the amplitude and phase angle of the
impedance vector components due to vertical and horizontal
excitations are shown in Figs. 2 and 3, and the correspond-
ing stiffness and damping coefficients in Figs. 4 and 5.

It can be seen from these figures that the dynamic behavior
of the journal bearing changes considerably with the exci-
tation frequency. The effect of fluid compressibility is
pronounced at higher wvalues of excitation frequencies. The
effect of the fluid compressibility on the bearing stiff-
ness and damping coefficients is particularly important,
since the incompressible solution does not show any varia-
tion in these coefficients with w. The values of the dif-
ferent stiffness and damping coefficients at very small
excitation frequencies were compared with those in refer-
ences (4] and [7] and found in agreement.

The computations were carried out for both vertical
and horizontal excitations to determine the influence of
the eccentricity ratio a*, the rotor speed @, and the
length to diameter ratio of the bearing L/D on the impe-
dance vectors. The effect -of the eccentricity ratio on
the amplitude and phase angle of the impedance vector
component Exx is shown in Fig. 6. Increasing the eccentri-
city was found to increase the dimensionless amplitude at
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low frequencies but to decrease it at high frequencies.
Wider range of linear amplitude-frequency relation cn the
logarithmic plot was observed at lower ¢* values for which
the phase angle - has a flat maximum. While the effect
of rotor speed on the impedance vector's amplitude is ne-
gligible at low w, the increased rotor speeds result in
lower amplitudes at all higher excitation frequencies as
shown in Fig. 7. The effect of the rotor speed on the
phase angles is limited to the intermediate frequencies
where lower phase angles are associated with the higher
rotor speeds. For the same values of rotor speed and
eccentricities, the lower values of length to diameter
ratios were found to result in higher amplitudes and lar-
ger phase angles as can be seen from Fig. 8. Other impe-
dance vector components were found to be well behaved with
w, however, space does not permit the presentation of all

the results.
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mql_ W = H00 rpm
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Vector Components.
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HUSSEIN, M.F. and HAMED, A.A.

ON THE DYNAMIC BEHAVIOR OF

COMPRESSIBLE JOURNAL BEARINGS

Summary

A simple, general method to determine the response of
hydrodynamic or hydrostatic journal bearings to dynamic
excitation is presented. A finite element solution of the
Reynolds equation is used as an initial steady state
estimate of the pressure field. Small perturbation of the
0il film thickness from the initial equilibrium condition,
and consequently of the fluid density and pressure are
employed to linearize the two dimensional unsteady equa-
tions of motion of the flow field. A wave front solution
of the resulting set of complex equations yields the bear-
ing impedance vector, for the vibration frequency range.

The bearing dynamic stiffness and damping coefficients are
directly computed at any frequency. The effect of eccentri-
city ratio, bearing geometry and rotational speed on its
dynamic characteristics is investigated.

COMPORTAMENTO DINAMICO DOS MANCAIS RADIAIS

DE LUBRIFICANTE COMPRESSIVO

Sumario

Um metodo simples e geral para determlnar a resposta
dos mancais radiais, hidrodinamicos ou hidrostaticos a
excitacao dinamica e apresentado. A solucao da equacao de
Reynolds atraves da tecnica dos elementos’ finitos e usada
como uma estimativa inicial do valor do campo de pressao
do regime permanente. Uma perturbagao pequena na espessura
do filme lubrificante a partir da condicao inicial de _
equilibrio, e por conseguinte, na densidade e na_pressao
do fluido, e empregada para linearizar as egquacoes de
movimento do escoamento no regime bidimensional e
transiente, O resultante sistema de equacoes em variaveis
complexas e resolvido a fim de obter o vefor impedancia
do mancal, na faixa da frequenc;a de v1braga0. Os coefi-
cientes de rigidez e de amortecimento do mancal sao directa-
mente calculados para quelquer frequéncia. O0s efeitos de
varlagoes da razao de excentricidade, da geometrla do mancal
e da sua velocidade de revolucao nas caracteristicas dina-
micas do mancal sao investigados.
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1. Introdugdo

0 projeto de mancais de motores de combustao interna baseia-se
no contrele de alguns parametros especificos de operagdo, tais camo: e
quilibrio térmico, espessuras minimas do filme de &leo entre o eixo e
mancal e ainda picos de pressdo hidrodinamica gerada no filme de 6leo.

Neste trabalho apresentamos uma compilagdo de valores  tedricos
destes parametros para motores Diesel em regime de operagao, obtidas a
partir de um método computacional de andlise orbital do colo de eixo
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dentro de um mancal [1] , objetiva-se desta forma, correlacionar estes

valores tebricos com os limites de fadiga verificados experimentalmen-
te para varios materiais utilizados em mancais.

2. Resultados e discussao

Partindo-se de dados técnicos de um motor, calcula-se as forgas
que atuam em cada um dos mancais. Associando-se estes parametros ao
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Fig. 1 - Comportamento tipico da Temperatura, Espessura Minima
do Filme de Oleo e Pico de Pressao de um mancal de biela.
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sistema de lubrificag@o e geametria dos mancais, podemos determinar al
guns elementos que descrevem o comportamento dos eixos, tais como: tem
peratura de equilibrio. viscosidade do Oleo, perdas de poténcia, espes
suras do filme de oleo e pressao hidrodinamica em fung3o das folgas de
montagem.

Comportamento tipico de temperatura de equilibrio, espessura mi
nima e picos de pressdo em fungdo da folga de montagem [2] , podem ser
vistos na figura 1.

Valores de espessuras minimas e picos de pressdo hidrodinamica
do filme para uma série de motores Diesel estacionarios e veiculares,
podem ser vistos nas figuras 2 a 5.
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[ 1
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Pico de Pressao (KPSI)

Fig. 2 - Picos de Pressao Hidrodinamica - DIESEL VEICULAR
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Pode-se notar que a maioria dos motores apresentam picos de pres
sdo entre 10000 e 40000 PSI para os mancais centrais. No caso dos man-
cais de biela, os picos de pressao situam-se na faixa de 10000 a 70000
PSI. As espessuras minimas do filme de Gleo encontram-se na faixa de
50 a 200 micro-polegadas.

Associando-se os valores das pressoes hidrodinamicas e espessu
ras de filmes minimos aos valores de capacidade de carga dos materiais
de mancais (Tabela I), determinados experimentalmente, poder-se-ia ori
entar um novo projeto a assimilar o comportamento de um motor conheci
do e seguro.
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Fig. 3 - Picos de Pressdo llidrodinamica - Diesel Estacionario
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E necessario para tanto modificar a geametria, particulamente a

folga de montagem de acordo com a figura 1, de tal forma a cbter valo-
res de picos de pressdo e espessuras minimas do filme de 6leo dentro
do intervalo de valores usuais para motores em Operagao.

Caso estas modificagoes geamétricas ndo sejam suficientes para
assegurar uma aproximagao dos parametros aos valores do intervalo segu

ro, seria necessario considerar a aplicagdo de um material com maior
capacidade de carga.

304
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Fig. 4 - Espessura Minima do Filme de (leo-Diesel Veiculares
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3. Conclusdo

Sdo apresentadcs valores de pressao hidrodinamica maxima e espes
suras minimas de filme de 6leo em mancais para uma selegdao representa-
tiva de motores Diesel em operagdo. Estes parametros s@o considerados
camo os critérios basicos de operagdo de mancais.

Os valores levantados refletem condigbes reais de operagdo. E su
gerido o uso destes valores como orientagdo no projeto de novos man
cais de motores Diesel.
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LEVANTAMENTO DE CONDIGOES DE LUBRIFICAGCAO HIDRODINAMICA

EM MOTORES DIESEL MODERNOS

Sumario

A partir da classificagdo de Motores Diesel, quantc as condigoes
de lubrificagdo hidrodinamica, este artigo apresenta um critério para
avaliar as condigOes adequadas de operagao para as bronzinas em esta-
gio inicial de projeto.

E utilizado um método computacional para analisar as forgas nas
bronzinas de biela e centrais, temperaturas de _operagao, pressoes hi-
drodinamicas e espessuras minimas de filme de 6leo.

A SURVEY OF HYDRODYNAMIC LUBRICATION

CONDITIONS IN DIESEL ENGINES

Summary

This paper presents a compilation of minimum 0il film thicknesses
and peak oil film pressures calculated for actually running Diesel
engines. Criteria to estimate good operating conditions during the in-
itial stage of bearing design were obtained from these data.

Theoretical values of loads, bearing-back temperatures, oil film
thicknesses, 0il film pressures and other parameters have been ob-
tained using a journal orbit analysis technique.
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1. Introduction.

Mechanical wear is caused by disintegration of interacting machine
components as the result of over-stressing of the material in the im-
mediate vicinity of the surface. Environmental conditions may result
in a combination of chemical attack with mechanical over-stressing and
the subject is intimately related with that of corrosion. The combined
effects of wear and corrosion account for a very large proportion of
the degradation of mechanical equipment generally and are the main
agencies for limiting the life of capital goods. The manner in which
force is applied to interacting surfaces, the environment and the nature
of the relative movement varies widely between different machines as
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does the material of construction. The subject of wear is therefore a

complex one embracing many disciplines. Unambiguous relationships
between the magnitude of wear and applied factors can only be obtained
as the result of careful analyses of the system because, as will be
shown, wear may take many forms depending on applied conditions and
nature of materials involved.

2. Early Theories.
Rennie 1] explained friction by the normal motion necessary

for the irregularities of the interacting surfaces to pass from one
interlocking position to another. Hence wear was attributed to the
bending and fracture of these irregularities.

A number of investigators have attempted to invoke the atomic
or molecular structure of matter as directly determining the friction
and wear phenomena. Thus Sir Alfred Ewing 12| considered that, when
one surface was caused to slide relative to another, the polar forces
interacted across the interface to produce a quasi-electric turning
of the molecules and that, when a certain very limited range of move-
ment had been exceeded, energy was dissipated by breaking of bonds and
the establishment of new bonds with oscillation of particles.

Tomlinson |3] , taking advantage of recently enunciated ideas of wave
mechanics, was able to expand this view. l)eryagian has also put for-
ward a molecular theory of static friction and has developed an electro-
static theory of adhesion of non-metallic bodies.

The possibility that friction might be related to the shear
strength of the material was first considered by Holm et al|5[ who
also introduced the concept of atomic wear in relation to carbon
contacts. There is no evidence however of atomic wear occurring in
machines.

3. The Adhesion Theory.
Although adhesion undoubtedly occurs between metals and can
contribute to surface damage, the concept of friction and wear which
is widely accepted and which assigns primary importance to adhesion

between metals contains certain logical inconsistencies. The argu-
ments for and against the adhesion theory have been well presented by
Rabinowitzlﬁl . It will be recalled that the adhesion theory of
friction arose from the early work of Bowden and Tabor“l, who attri-
buted the force of friction to two principal mechanisms which they
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denoted at "ploughing' and "junction growth'. Basically the adhesion
theory holds that the true area of contact is proportional to the load
forcing the surfaces together divided by a quantity based on the
mechanical strength and known as the mean yield pressure of the asperi-
ties p . It is assumed that the metals weld together over the area of
contact and that the tangential force required to cause relative
motion is equal to the shearing strength of the material multiplied by
the true area of contact. Thus the coefficient of friction u is

given by:
A = Wl‘m (1)a
F = §-4A (1)b
= F o _ shear strength of junctions
MW T S/pm ~ yield pressure of softer metals (e

Because S and pp for any given metal may be expected to be related, u
would not differ much between different metals and friction coeffic-
ient should not vary with load (Amonton's Law).

This theory represented a considerable advance on its predec-
essors because it focused attention on the microscopic as opposed to
the molecular scale of interaction. However flow stress usually
assumes a value of about three times the yield stress in compression
(due to support of the asperities by surmmding material) and shear
stress is about one-half of the direct stress so that S/ =1/g or
0.17. Experimental valuesof friction between clean dry Retals lie
between 0.6 and 1.2.

The explanation of the discrepancy arises from the assumptions
regarding flow stress. The factor of 3 relating flow stress to com-
pressive yield stress assumes that behaviour of the asperities during
- the frictional process is identical with that which occurs when the
interacting bodies are forced together by normal forces and indeed
with the action of the indentor of a hardness test. When the force
has a tangential component this no longer applies and Tabor 18]
describes how the junction grows under the action of tangential force
until the area is about three times that predicted by ''flow stress"
thus reintroducing realistic prediction.

It is the writer's view that it is not necessary to invoke the
concent of "adhesion" or "welding" to explain friction and wear pro-
cesses in general although there is abundant evidence of its occur-
rence in particular cases. All that is required is to pre-suppose
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that some mechanism which will enable tangential force to be transmit-
ted between the interacting bodies. It is well-known that failure in

a simple compression test is by shear at 45° to the direction of
principal stress. For shear to take place along the interfacial plane
the plane of the principal stress must be inclined at an angle of 45°
thereto. Where R is the resultant of the applied normal and tangential
forces, W = Rsin 45% and F = R cos 45° but cos 45° = sin 45° therefore

_ F _ tangential force - - i
u W normal force 1 Eq. (2)

This simple picture of course requires modification in any
practical case but, because it embodies an absolute minimum of assump-
tions about the rubbing system and the properties of the interacting
materials, produces the most convenient starting point for the evolut-
ion of wear theory.

4. Interbody Forces.

When clean metal surfaces are brought into contact a strong
chemical bond is lormed between the two surfaces. When the surfaces
approach closely without actually touching they are attracted by van
der Waal's forces. The transition has been studied by Ferrante and
Smithigl and shown to occur at a separation of l/5 nm.

Direct measurement of the adhesive forces between solid bodies
is difficult because asperities and particles are large in comparison
with the value of the separation of the bodies which gives rise to
significant forces. This difficulty was overcome by Johnson, Kendall

and Roberts'lo1

by the use of rubber and gelatine surfaces which
possessed modulil of elasticity which were sufficiently low for the
force required to flatten an asperity to be less than the surface
attractive forces. An experimental value for the surface energy of
gelatine on perspex was 0.105Jm™2 showing that under very light loads
the magnitude of the surface active forces could be comparable to the
forces pressing such forces together. These forces were small however
in comparison with those which have to be taken into account in
practice. Kohno and 1@0do|11| have brought styli with tips of small
radius made of tungsten or fused quartz into contact with optically
flat sgeel surfaces. A micro-balance was used to apply loads as light
as 10

be proportional to the tip radius. These forces were sometimes two to

N and the forces required to separate the contact were found to



1227
three orders of magnitude higher than those applied initially in forc-

ing the surfaces together.
Buckleyllzl has measured the force to rupture junctions made

within a vacuum system evaporated to 1071

Torr. Crystals of copper,
gold, silver, nickel, platinum, lead, tantalum, aluminium and cobalt
were cleaned by argon ion bombardment before being forced against a
clean iron (011) surface by a force of 20 dynes. When iron was pressed
against iron, a force greater than the 400 dynes was required to separ-
ate these surfaces. In the case of the other metals this force varied
from 50 to 250 dynes. Thus in every case the strength of the junction
was greater than the amount of force used to promote it. Even in the
case of lead (which is insoluble in iron} the Auger analysis indicated
transfer of lead to the iron surface. Thus the adhesive bonds of lead
to iron were stronger than the cohesive bonds within the lead. In
general it was found that the cohesively weaker metals adhered and
transferred to the cohesively stronger.

Guidance regarding relative importance of adhesion and plastic
flow is provided by the work of Andarelli, Maugis and Courtel 131 who
observed the occurrence of dislocations by means of transmission
electron-microscopy. Glass fibres were slid against aluminium specimens
10'5m thick and normal and tangential forces were determined from the
shape assumed by the loaded fibre. Further tests by Maugis, Desolos-
Andarelli, Heutel and (Iourte]lml were carried out also within an
electron-microscope. Here the stylus was a cold-rolled tungsten wire
with a hemispherical tip of radius 2.5 IO-Gmetres. The load ranged
from 1 to 100 pN and the force required to break the elastic contact
was 1 to 2 uN as compared with values of 1.2 to 2.4 calculated on the
basis of an interfacial energy of 100 to 200 mJ/mz. This indicates that
van der Waal's forces between metals shielded by absorbed gases were
responsible for the adhesion. Load had to exceed a critical value
before the stylus suddenly .penetrated the surface. Measurements of
friction were consistent with this, nearly zero values being recorded at
low loads, i.e. as long as deformation remained elastic.

These results emphasise that plastic deformation rather than the
action of forces of adhesion was the important agency affecting frict-
ion and wear. An estimate of the praportion of the energy expended in
friction which was stored within the material and that dissipated in

frictional heat based on comparison of the dislocation density based
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on tensile tests showed that 99% of the frictional energy was dissi-

pated as heat.

Although the basic mechanism of adhesive wear is the transfer of
materials from one surface to another, actual wear only cccurs when
particles are formed. Sasada, T. & Kando, H.“5| studied the composit-
ion and distribution of particle size. They found a log-normal distri-
bution ranging over 2} orders of magnitude. The measurements of par-
ticle volume covered the range from 10_Ul cubic millimetres to 10-3
cubic millimetres. When an atmosphere of nitrogen was substituted for
air under laboratory conditions, the mean size of the particles was in-
creased over 100-fold indicating the powerful effect of oxygen in pre-
venting surface adhesion and subsequent particle growth. These particles
tend to be transferred repeatedly [rom one surface to another (Sasada,
Norose & Shimura“ﬁl),so that their final composition embodies material
from both surfaces. Because the successive entrapment of particles on
one surface or another must be a matter of chance, the wide distribut-
ion of particle size reported is to be expected.

5. Severe and Mild Wear - The Delamination Theory.

Certain weuar tests reveal transitions which are so marked as

to give rvisc to the desipnutions ol twe forms of wear. These are
7]

referred toc by lirst
[18]

as. "severe' and 'mild' wear respectiveiy and

by Kragelskii as "internal' and 'superlicial' friction. Luncasterjml
expressed the view that the transition “rom mild to <evere wear was the
result of & coipetition between two oppos ing dynanuc processes; one
being the rate of formation of fresh metal surluces as the result of the
wearing process and the other the rate of forsmcion of surface film by
reaction with the surreunding atmosphere. o normal atmospheres the
oxide film is rapidly renewed. However, when conditions are such that
this is not the case, surfaces in contact will tend to seize with ex-
tremely high Friction and consequent surface dumage. The formation of
the oxide prevents or roduces the seizing action as long as the Ffilm
remains bonded to the surface. Usually a hard oxide film will provide a
basis on which the oppesing surfece will =iide. Alternatively a soft
oxide may be effective in prevent ae se..wre by limiting overall con-
timvous wear to the mild mode. Theve 0 sae evidence that continuous
»tion may be uscful when high teapcro: o s encountered

. . . ; } . 118]
An alternative view has been put forward by hrugclskli’lq'. when
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the interface between the rubbing surface is weak, sliding will take
place thereon with relatively little damage but when the bond between
the surfaces (whether produced by penetration of asperities or by ad-
hesion) is stronger than the underlying layers, failure will occur
within the bulk of the material causing considerable roughening and
superficial damage.

Koba and Cooklzol
against steel and demonstrated by scamning clectron probe-micrographs

studied the wear of leaded bronze running

that the metal [lowed freely at the surface smoothing out hills and
valleys. Some metal transfer was observed but this did not appear to
{2l sna Jabanmir, Sb
observed plate-like particles of wear debris which
they attributed to the growth of sub-surface cracks.

be an essential part of the wear process. Suh
7|

L

and Abrahamson

Suh and his co-workers have investigated a number of wearing
systems and have put forward what they designate as the 'Delamination
Theory of Wear' which can be summarised as follows:

1) When two sliding surfaces come into contact asperities on the softer
surface arc deformed by repeated loading so gencrating a relatively
smooth surface.  Eventually asperity-to-asperity contact is re-
placed by asperity-plane contacts. Therefore each point along the
softer surface experiences cyclic loading as the asperities of the
harder surface plough through it.

2) The surface traction exerted by the harder asperities on the softer
surface induces plastic shear deformation which accumulates with
cepeated foading.

31 e the subsurfpce deformat ion continues, cracks sre nucleated

low the =urface. Crack nuciecation vy nest to the surface is
dabited by the traxial compressive stross oxisting just below

The concact regon.

4} turther joading causcs the cracks to propasute naratiel to the

arface. I
5) When these cracks finally intevcept the surfoco long thin wear

sheets 'delaminate’ giving rise to plate-like particles.

flithough the juesence of the volds must be construed as a weakeis-
ing of the survface their naiv sigificance is as indtlating agencies fur
cracks. bExperipents! observat lon indicates that the mumber of sub-
surface voids is [uc larger than the number of cracks and it is the

rate of crack propagation which determines the mode of failure.
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The preponderence of plate-like particles all under conditions
of lubricated mild wear provide very powerful evidence that a mechan-
ism such as that involved in the delamination theory of wear operates
in these cases.

" A particularly comprehensive test programme was carried out by
'l‘suyalz3 using a variety of test arrangements and ambient conditions.
Plastic working of the substrate of materials in contact led to
'micronised crystals' and cracks originated in the vicinity of the
boundary between micronised crystals and these near the surface which
had been simply distorted. The cracks tended to develop in the
direction of material flow until a particle was released.

The effect of operating parameters such as speed and temperature
of operation, as well as such factors as hardness of the interacting
materials may be predicted on the basis of the adhesion theory of wear
as of the delamination theory of wear. A great deal of evidence is
accumulating which indicates that the delamination theory corresponds
more closely with practical conditions and provides a sounder basis
for design decisions.

6. Conclusions

Abrasive wear is attributable primarily to local overstress of
the surface material but the main agency of surface deterioration
appears to be fatigue which can operate at different levels very near
to the surface as determined by the size of asperities so as to give
rise to delamination wear or, in the case of counterformal contact,
at the depth of the maximum Hertzian stress, so as to give rise to
pitting. Thermal effects may lead directly to softening or melting of
the surface but more generally they may transform the mechanical
properties of the material by changes in micro-structure.
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BARWELL, F.T.

THE SCOPE AND LIMITATIONS OF THE ADHESION

THEORY OF WEAR AS APPLIED TO ENGINEERING PRACTICE

Summary

The various agencies which cause mechanical wear are
discussed and the 'adhesion theory' is contrasted with the
‘delamination theory'. The evidence for the direct adhesion
of metals is reviewed and it is shown that a measure of
plastic enters into most frictional processes. The
disintegration of the interacting surfaces by fatigue as
the direct result of repeated plastic deformation is
regarded as being of predominant importance in determining
the rate of wear.

OBJETIVO E LIMITACOES DA TEORIA DO DESGASTE

POR ADESAO SOB O PONTO DE VISTA DA PRATICA DE ENGENHARIA

Sumario

Os varios agentes que causam desgaste mecanico sao
discutidos e a teoria da adesdo & contrastada com a teoria
da delaminagdo. A evidéncia para a adesdo direta é revista
e se mostra que uma medida de deformagao plastica aparece
na maioria dos processos de atrito. A desintegracao por fa-
diga das _superficies interagentes, como resultado direto de
deformagao plastica repetida € considerada como de importan
cia predominante na determinacao da taxa de desgaste.
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TRIBOLOGICAL PROBLEMS ON RAILWAYS WITH PARTICULAR REFERENCE

TO ADHESION BETWEEN WHEEL AND RAIL.

BARWELL, F.T., Professor & Head of Department
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1. Introduction.

Railways have always depended on Tribology, for example the trials
by Trevithick in 1804 demonstrated that the friction between relatively
smooth surfaces can adequately provide force for the vital functions of
driving and braking.

Much pioneer work was concerned with the development of plain
bearings and the science of hydrodynamic lubrication was based on the
explanation by Osborne Reynolds|1| of the results obtained by Beauchamp
Tower when investigating the bearings used on London's Metropolitan

Railwayl21 .
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A good deal of development of lubrication practice was concerned

with the moving parts of steam locomotives but the power plant of
modern locomotives relies on similar practices as are employed on stat-
ionary and marine plant. However two tribological systems remain
wnich are specific to railways, namely the interface between wheel and
rail and, in the case of electric railways, that concerned with

current collection.

2. Current Collection.

The material used in the strips which rub against the contact
wire varies between different administrations. Factors which have to
be balanced are the electrical conductivity as a function of the
applied force which, in certain circumstances can be sufficiently low
to cause overheating, the wear resistance of the strip itself and its
tendency to wear the contact wire. Under British conditions a graphite
based material into which metal has been forced under pressure when
molten has provided the best results.

It is frequently necessary to electrically isolate certain areas
of the power system from others, whilst still providing a continuous
mechanical path for the pantograph. This function was traditionally
provided by section insulators in which the main contact wire was
interrupted and attached to brackets connected by a porcelain insulator
mounted eccentrically to the contact wire, so as to be clear of the
path of the pantograph. Mechanical skids were provided to guide the
pantograph head past the obstruction. This represented a massive and
clumsy discontinuity in the overhead system and could only be negoti-
ated at slow speeds. It was therefore desirable to devise an insulator
which could be inserted into the contact wire itself, providing electri-
cal insulation but an adequate mechanical path for the pantograph.

Fig. 1 shows the heavy design embodying porcelain insulators in
the background in comparison with an improved design which appears in
the foreground.

The solution was found by using glass fibre reinforced rod
secured by compression inte bronze end fittings attached to the contact
wire. This was surrounded by collars made of the same ceramic material
as is used to manufacture automobile sparking plugs. P.t.f.e. washers
were situated between each of the ceramic collars and the intermediate
space between the collars and the bonded glass fibre rod was filled
with silicone rubber. The selection of the ceramic collars solved the
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tribological problem associated with the passage of pantograph strip
and the resulting light and compact design enabled section insulators
to be inserted much more cheaply into the line because it was no longer
necessary to provide additional structuresto support them.

Fig. 1 Comparison of Section Insulators based on Porcelain
with Improved Design using PTFE and Glass Fibres.

3. . Interaction Between Wheel and Rail.
3.1 Hertzian Stress.

Tyres are rolled from high quality steel having a tensile strength
of 8.2 x 108 N/mz. They are usually about 76mm in thickness and are
shrunk on to forged-steel wheel centres. The diameter of the wheel is
normally slightly over a metre. Rails have a tensile strength of 7.1 x
10°%N/m’ and a minimm elongation of 10%. The head of the rail is fin-

- ished as a segment of a cylinder of radius 0.3m. The contact can be

approximated to two crossed cylinders of 0.5 and O.3m radius respect-
ively. Given a journial load of ten tons, this gives rise to a Hertzian
ellipse 11 x 14.6mm and a maximum compressive stress of 1.2 x 10g N/mz.
Since the indentation hardness of a metal is approximately three times
the yield strength in compression, it will be seen that the material of
the rail is stressed very highly in relation to its strength and in
practice a good deal of work hardening must take place both in the sur-
face of the rail and of the tyre. Fig.2 shows a taper-section of a

tyre taken from a train of London Underground which shows micro hard-
ness impressions. Whereas the bulk hardness of the metal was 260,
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that in the vicinity of the surface was 798.

Fig.2 Micro-Hardness of Railway Tyre.

The tread of the tyre is inclined to the axis at an angle of 1
in 20 so that in fact the contact is between a cone and a cylinder
and not between two cylinders as usually assumed. A correction has
been calculated (3) and shown to represent an error of about 4%.

3.2 Contact Resonance.

Calculation of the mutual approach of wheel and rail under load
shows this to be non-linear, deflection being proportional to the
2/3rds. power of the normal load applied. If the mass of the wheel-
set and other directly coupled masses such as axle boxes is denoted by
M then the systen can resonate as determined by Eq. (1) as follows:

H‘)‘r + ky = 0 where k is the stiffness
For small variations the system can be considered as being linear so
that the frequency of vibration is given by

/K/M rad/sec or 2% K/M Hertz (1)

Johnson and Gra)rIM have shown that surfaces may suffer damage
known as 'corrugation' resulting from such vibrations. The random
characteristic of the surface profile can excite oscillations at
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preferred frequencies!sl. Although every axle is capable of vibrat-
ing, rail corrugation is not a frequent occurrence. Some evidence
exists that the composition of the steel is important|6[ and moreover,
Eq. (1) does not take damping into account. It is possible that

under normal circumstances the degree of damping provided by journal
bearings, sleepers and ballast may be sufficient to attenuate contact
vibrations.

The Hertzian stress system involves maximum compressive stress
on the surface at the centre of the contact zone. Compressive stress
falls off rapidly with distance from the surface. This is not the case
with shearing stress which increases to a maximum at some point with-
in the bulk of the contacting material and in the case considered
reaches the value of 3.7 x 1()8 N/rn2 at a distance of 3.2mm below the
surface.

The onset of plastic yielding will be determined by the von
Mises-Hencky criterion but the maximum shear stress criterion is more
convenient and gives practically the same answer. Thus the elastic

limit is reached when p, = 1.7p, where Ry equals yield stress in

compressionl?l. The maximum shgar stress changes sign within the
contact so that, from the fatigue point of view, the loading cycle
may be compared with a direct stress test in which the cycle consists
of compressive and tensile tests symmetrically above and below zero
stress. There is therefore a strong tendency for cracks to form
within the surface layers so that fatipue failure leads to the format-
ion of pits in the tyre and rail surfaces.

3.3 Creep.

The above stress system relates that of a stationary locomotive.
When traction or braking take place, additional stresses are occasion-
ed by the shearing action at the surface of the two elements. If
the case of traction is considered, the rail material will tend to be
sheared in a backward direction and that of the wheel in a forward
direction. Because of the inevitable elastic deformation associated
with the stresses, the rotational speed of the wheel based on its
unstrained dimension will be slightly faster than the values corre-
sponding to the progress of the vehicle along the track. The amount
of apparent sliding known as 'creep' is naturally dependent upon the
tractive effort. Carterig[ produced an expression on the assumption
that the bodies in contact, when worn, could be represented by a
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cylinder running on a plane. His result can be stated as follows:

€= w/8/RR(L - 0%) x (-4 1 - F/E ) @

Where £ = creep, R = effective radius, u = limiting coefficient of
friction (assumed constant), P = load per unit breadth, E = Young's
modulus, o = Poisson's ration, F = tangential force per unit width,
Fmax = limiting value of tangential force.

Fig. 3a which represents the form taken by the last term in
Carter's expression for creep can however be accepted as a qualita-
tive description of what happens when torque is applied to a loco-
motive wheel until it begins to slide.

There has been a considerable amount of research into the con-
ditions between the tyre and the wheel in recent years and in
particular the Office of Research and Experiments of the Internat-
ional Union of Railways has carried out a major programme of in-
vestigations using a former Great Western Railway gas turbine
locomotive, No. 18000 originally built in Switzerland and returned
there for conversion into a test vehicle. The locomotive was
arranged so that a single test axle could be driven by a high powered
traction motor usually used in France to drive two axles. The sig-
nificant feature of the results was to confirm what had been found
by previous workers, notably that the values of the creep obtained
on the track tend to be higher than those predicted by Carter's
theory in its original form or as refined by subsequent workers.
Fig.3b shows some experimental results for limiting adhesion against
creep. The solid line represents Carter's prediction. Measurements
of the absolute speed of relative sliding appear to be more consist-
ent than percentage creep and tend to lie in the region of one km/h
irrespective of the train speed. Assuming a coefficient of adhesion
of 0.4, this indicates that 10kW of energy is continuously applied
to the Hertzian Contact. This heat may be necessary to remove lub-

cating contaminant from the rail surface.‘gl

oy
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Creep: wheel load 105 kN (10.5 tonf)

The most effective way of utilizing to the maximum adhesion
between wheel and rail is to design locomotives to have good inherent
characteristics. Various anti-slip controls can enable a locomotive
to operate more nearly at the peak of friction than would otherwise be
the case. An interesting -observation during the trials carried out by
the O.R.E. between Pontarlier and Frasne was that when locomotive
driving wheels were just on the point of slipping, a ringing noise was
heard. During trials on a transductor-controlled locomotive this
ringing noise could be heard for considerable periods of time before
reduction in tractive effort, due to slipping, occurred.
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Clean though the bright strips on tyre and rail surfaces may
appear, detailed examination shows that even the bright band on a rail
is far from clean and far from smooth. The surface has been shown to
be covered by finely ground particles of iron oxide, silica and other
contaminants, which must be taken into account in order to explain the
wide variation in coefficient of friction which occurs under different
weather conditionsllog.

If it is accepted that loss of adhesion is attributable to for-
eign matter between wheel and rail, the obvious solution would be
either the removal of the adventitious matter or its conversion to an
imnocuous form. Two main lines of attack have been followed, one
being chemical and the other electrical. Chemical changes are essenti-
ally rate processes and the speed of reaction depends on such factors
as temperature and concentration. Electrical methods are inherently
more powerful than chemical methods because large amounts of energy
can be applied rapidly. Certain objections to sparking may be over-
come by the plasma process in which the arc itself is struck intern-
ally within the apparatus but the resulting ionized gas is caused to
impinge on the rail or tyre. Satisfactory as low speed trials have
been, it still remains to be shown that sufficiently rapid action can
be achieved to provide adequate enhancement of adhesion at high speeds.

Chemical processes carried out at ambient temperature cannot
be expected to operate rapidly. However, there may be critical areas
where low adhesion conditions are frequent, due to industrial contami-
nation or unfavourable microclimate and where the periodic application
of chemicals which can be carried along the rails by the passage of
successive trains may raise the general value of adhesion to a satis-
factory 1evellll1. Fig.4 shows apparatus mounted onto a rail whereby
the flanges of passing vehicles operate a system of pump and accumu-
lator to supply a quantity of fluid to the treads of the wheels for
subsequent transfer to the rail heads.
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Fig. 4 Rail Mounted Applicator for Rail
Conditioning Fluids.
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BARWELL, F.T.

TRIBOLOGICAL PROBLEMS ON RAILWAYS WITH PARTICULAR

REFERENCE TO ADHESION BETWEEN WHEEL AND RAIL

Summary

The following subjects are dealt with:
Nature of the Hertzian contact when subjected to shearing
forces; creep, laboratory studies under controlled
conditions - effect of oxygen, water and organic contami-

nants; full

locomotives;

locomotives

scale measurements using specially equipped
long term measurements on track; design of
and their controls to make maximum use of

available adhesion; methods for increasing the value of

adhesion.

PROBLEMAS DE TRIBOLOGIA EM ESTRADAS DE FERRO COM PARTICULAR

REFERENCIA X ADESAO ENTRE RODA E TRILHO

Neste
natureza do
salhamento;
das, efeito

Sumario

artigo sdao apresentados os seguintes topicos:

contato Hertziano quando sujeito a forgas de ci
relaxagao, experimentos sob condigoes controla~-
do oxigénio, dgua e contaminantes organicos; me

didas em locomotivas especialmente equipadas; projeto de 1o

comotivas e

seus controles visando a maxima utilizagao da

adesdo disponivel; métodos para aumentar o valor da adesao.
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1. INTRODUCTION
The cost of preventive maintenance, which involves stopping and
stripping down of machines at periodic intervals, having become prohib-

itive, means have been developed to determine the condition of plant
while it is in operation11’ " & 3'. Only when there is indication of
damage or malfunctioning due to excessive wear will the plant be
stopped for inspection or unscheduled maintenance. It is clear that
whereas fatal conseguences can ensue from a failure to shut down a
plant there are also serious consequences arising from unnecessary
shut-down of plant. It follows therefore that it is essential to ob-
tain a high level of confidence, not only in the reliability of the

monitoring equipment, but also in the subsequent analysis and inter-
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pretation of the data it produces.

An aspect of prediction monitoring which currently has reached
an interesting stage in its development is contaminant analysis. Wear
and corrosion debris are transported by coolants and lubricating oil.
Careful examination and quantitative assessment of the volume or num-
ber of particles collected in a sampling process can provide early
indication of imminent failure. The techniques used are spectrometric
0il analysis procedures, (SOAP), magnetic plug inspection and micro-
scopic examination, X-ray fluorescence, thin layer chromatography and

blotter spot tests ]4’5f.

|6|. The purpose of this

A more recent development is ferrography
paper is to describe how this technique is being used in the analysis
of debris produced in highly loaded contacts such as rolling element
bearings, gears and cams.

Because most manifestations of wear consist of the disintegrat-
ion of surface material to form particles these represcnt the recorded
history of the wear process. Particles present in oil systems range
in size from 20nm to several pm. Most of the smaller particles form
stable colloids and others are absorbed from the atmosphere rather
than resulting from a wear process. It has bheen estimated that a

typical sample would contain 1012

particles per cubic centimetre.
Particles of 20nm diameter or above can be observed in an optical
microscope.

One method of preparing particles for examination consists of
pumping a sample of oil at a slow, steady rate (} cc per minute)
between the poles of a magnet designed to have an extremely high grad-
ient near the poles. The fluid runs down an inclined microscope-slide
which has been treated so that the oil is confined to a centrally sit-
uated strip and so that the particles will adhere to the slide's sur-
face on removal of the oil. The slide is mounted so that its axis is
aligned with the gap between the pole pieces of the magnet. Because
the disturbance of the slide from the pole forces is slightly less at
the top than at the exit end, the magnetic field gradient increases
as the particles pass downwards. The net effect of the viscous and
magnetic forces acting on particles is to sort them by size, the
larger particles being deposited first, whereas the smaller particles
are carried some way along the slide before being deposited. The oil
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sample is diluted by a special solvent to increase the mobility of
particles and the volume which is usually pumped through the system is
approximately 5cc. A washing and a fixing process is used to remove
the surplus oil and hold the particles in position. The total deposit
weighs about 10ug and the time of preparation is less than 30 minutes.
At this stage the slide becomes a permanent record of the condition of
the lubricant and is known as a 'Ferrogram'. The small particles tend-
ed to be single domains and are therefore permanent magnets whereas the
the larger particles are multi-domained. The entry deposit therefore
embraces the large particles <5um and the oxides of iron (magnetite
and haematite) are deposited lower down.

In addition to information about the number and size of particles
a great wealth of information is available from microscopic observat-
ion of the nature and shape of the particles. An arrangement of an
optical microscope which employs coloured transmitted and reflected
light simultaneously is used to distinguish metallic particles from
those composed of oxide or polymeric material. The latter are depos-
ited because of transfer of metal in which small quantities of mag-
netic substance are dispersed throughout the particle. For routine
testing or automatic monitoring of lubricated systems another form of
apparatus is employed wherein the solution containing the particles is
passed through a tube so that the particle density can be monitored
optically.

2. PARTICLE CHARACTERISTICS.
The shape of particles can be shown to relate to the circum-

stances surrounding their generation and shape changes have been shown
to relate to the rumning-in process’' ’

Mild wear is characterised by the formation of plate-like part-
icles as would be expected from the delamination theory of wear' g|.
This is a form of surface fatigue in which the continued plastic work-
ing of the material causes cracks to be nucleated immediately below
the surface and to propagate parallel to the surface. Hertzian contact
however causes the maximum shearing stress to occur well within the
surface so that fatigue action gives rise to pitting failure. Great
interest therefore attaches to the formation of spherical particles
of the type shown in Fig.l which appear to be associated with the

incidence of pitting-type failure of rolling e]ements'lOI. If present
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findings can be substaniated, the appearance of such particles will
form a valuable early warning of the imminence of fatigue failure.

FliG.: L.
SPHERICAL PARTICLES FORMED DURING FATIGUE IN
ROLLING ELEMENT BEARING.

The coiled particles of Fig.2 provide evidence of cutting-type
wear. They are often present when plant is being commissioned and can
sometimes originate from the manufacturing process.

If running-in proceeds satisfactorily cutting wear particles will
cease to be formed. Their appearance late in the life of a machine are
an indication that conditions have deteriorated and serious wear is
occurring.

Tests have been carried out in the authors' laboratory on steel
discs, in which one of the discs was held stationary and the other
rotated over a range of peripheral speed 0.25 to 4 w/s. Performance
data was obtained for traction, temperature, film thickness and film
'quality', (contact resistance), when the surfaces were lubricated
with high viscosity index mineral oil. Full details of the results are
published aa‘lset-ehere|11| but some of the more significant conclusions
are summarised in Table 1.



FIG. 2

CUTTING WEAR PARTICLES FORMED DURING RUNNING-IN PERIOD OF OPERATION

FORM OF WEAR DEBRIS FROM DISC MACHINE TESTS UNDER

TABLE 1

DIFFERENT CONDITIONS

Discs: 300mm dia. 9.4mm wide.

LOAD SPEED M/S 1.9 3.2

(N) 0.6 1.27 1.9 3.2

445 Mainly rubbing | Rubbing wear Rubbing wear Cutting wear
wear platelets. | platelets with | platelets. particles

a few cutting and oxide.
and spheres.

890 Rubbing wear Larger size Rubbing wear Rubbing wear
platelets few platelets + platelets + but more
spherical spherical cutting wear oxide.
particles. particles. & some oxide.

1780 Rubbing wear Large plate- Rubbing wear Mainly rub-
and cutting lets also + oxide and bing wear
particles. oxide. few spherical | platelets and

wear particles.| oxides.
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A quantitative assessment of the number and distribution of part-
icles was achieved by using a Quantimet 720 image analysing unit, Fig.
3. By relating wear behaviour to the performance characteristics a
clearly defined pattern of behaviour was established

FIG. 3

QUANTIMET IMAGE DERIVED FROM FERROGRAPH

3. IDENTIFICATION OF MATERIAL ON FERROGRAM.
Whilst a great deal can be learned about the condition of a
machine from the size distribution and the shape of particles, it is

also possible to identify the source of a particle from within a
machine by means of its chemical composition.

In some cases the temper colours resulting from heating can be
used to distinguish between particles of different origin'lz]. Ferro-
graph slides were heated for 90 seconds at increments of temperatures
and it was shewn to be possible to divide metals and alloys into four
groups characterised by 52100 steel, cast-iron, nickel and Austinitic
stainless steel respectively. Table II.



1253

TABLE 1I

EFFECT OF HEATING PARTICLES.

COLOUR
Material Test 1 Test 2 Test 3 Test 4
330°C. 400° € 480° € 540° C
AISL 52100 Blue Light grey Unchanged
33% carbon Straw to | Deep bronze
cast irom. Bronze. | and some Unchanéed
mottled
blueing.
Type "A' No No Bronze with All particles
nickel. change. change. significant blue or
blueing on blue-grey.
nost
particles.
AW1 304 No No Straw to Most particles
Stainless change. change. Bronze with still straw to
Steel. slight blue- bronze. Some
ing on some particles
particles. showed mottled
blueing.
6. CONCLUSIONS.
The presence of wear debris, uniquely defined by the wear
mechanism, may be easily and quickly evaluated by Ferrography. This

new technique is therefore a power diagnostic tool for machine health

monitoring.

Numerous exanmples have already been recorded of success-

ful machinery monitoring of Diesel engines, aero-engines and hydraulic
systems by Ferrographic techniques.
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BARWELL, F.T., JONES, M.H. and ROYLANCE, B.J.

THE STUDY OF PARTICLES AS AN AIND TO MONITORING THE

CONDITION OF MACHINE SYSTEMS

Summary

Economic pressure has made machine healt monitoring
an essential feature of maintainence programmes. A new
diagnostic tool is described which analyses the wear
particles suspended in a lubricant. Examination of the
wear debris for composition and morphology enables a
reliable assessment to be made of machinery health
conditions.

ESTUDO DE PARTICULAS COMO UM MEIO AUXILIAR

PARA A SUPERVISAO DAS CONDICOES DE FUNCIONAMENTO

DE SISTEMAS DE MAQUINAS

Sumario

Pressdes economicas tem tornado a superv1sao das con-
digdes de operagdo das maquinas uma caracteristica essenci-
al para os programas de manutengao. Descreve-se uma nova
ferramenta para diagndstico a qual analisa as particulas de
desgaste em suspensao num_lubrificante. O exame da composi-
gao e morfologia das partlculas resultantes do desgaste per
mite uma avaliagao confiavel das condigdes de operagao do
maguinario.
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1. Introdugao

A viabilidade técnica de se empregar o alcool como  combustivel
nos motores de combustdo interna € aceita ha muito tempo - jd em 1925
foram relatadas experiéncias praticas neste sentido em uma conferéncia
realizada na Escola Politécnica do Rio de Janeiro [1] .

A viabilidade economica, por outro lado, vinha favorecendo a
queima de derivados do petroleo, de prego relativamente baixc e com po
der calorifico mais elevado. Recentemente, no entanto, a alta do petrd

leo fez com que o alcool etilico fosse encarado no Brasil como uma fon
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te alternativa de energia de grande potencial e uma sé€rie de medidas e

estudos vem sendo realizadas neste campo.

Ista & uma contribuigdo para um melhor conhecimento dos efeitos
colaterais do uso do alcool - com uma elevagao simultanea da taxa de
compressdo de forma a otimizar o consumo especifico de combustivel -
sobre certos componentes dos motores. Neste trabalho foram investiga
das em particular as solicitagoes nas bronzinas e nos pistoes decorren
tes do emprego do dlcool como combustivel em motores projetados para o
uso de pgasolina.

2. Investigagoes
Foi considerado um motor a gasolina para o qual foi medido, em

banco de provas, uma poténcia de 46 CV a 4000 rpm, uma pressdo maxima

de combustao de 50 kg/c:.rn2 e uma temperatura na vela de 900°C. Este mo-

tor sofreu entdo uma elevagao da taxa de compressao de £ = 7,2:1 para

£ = 12:1 e, com alcool etilico como combustivel, constatou-se uma ele-

vagio da poténcia e da pressdo maxima para 56 CV a 4000 rym e 80 kg/am?
respectivamente, enquanto que a temperatura permanecia praticamen

te inalterada. '

Para o exame comparativo, realizado na rotagao de poteéncia nomi-
nal, foram considerados os mesmos mancais para as duas versoes gasoli-
na e alcool e foi utilizado um método computacional para andlise das

GP‘P. 0 método aplicado determi-
na para valores dados de carga, velocidade, caracteristicas do lubrifi

condigoes de carga e lubrificagao [2.3,4_;

cante e geometria eixo-mancal os parametros importantes para avaliar o
bom funcionamento do mancal: espessura do filme de Oleo, pressbes hi
drodinamicas, velocidades tangenciais e radiais do eixo e a temperatu-
ra atingida. O dimensionamento do mancal deve garantir um equilibrio
mecanico (entre carga aplicada e pressao hidrodinamica gerada ao se es
tabelecer un filme de Oleo entre as superficies cam movimento relati -
vo) e um equilibrio témmico (entre atrito gerado e calor retirado) den
tro de uma faixa de funcionamento seguro.

A necessidade de uma maior taxa de compressdo implica, na prati-
ca, em uma forma geométrica diferente do pistdo. Uma simples elevagdo
da altura de compressao do pistao, no entanto, nao era aconselhavel,
visto que amostras assim modificadas haviam falhado (fig. 1).
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FIG. 1 - FALHA EM PISTAO ADAPTADO PARA ALCOOL

Desta forma foi projetado um novo pistdo que, além de possibilitar a
taxa de compressdo almejada, devia possuir maior resisténcia estrutu
ral, melhor dissipagao de calor e apresentar um nivel de solicitagdes
proximo ao nivel constatado no pist@io da versdo gasolina.

Na investigag@o destes esforcos atuantes foi utilizado o método
computacional de Elementos Finitos [5] para um modelo com simetria a
xial. Com auxilio deste método € possivel calcular para valores dados
de pressoes e temperaturas no contorno, coeficientes de transmissdo de
calor e propriedades fisico-mecanicas do material, as deformagoes devi
do a cargas mecanicas e térmicas e as tensoes assim induzidas. Também
a distribuig@o de temperaturas pode ser avaliada.

3. Resultados

A resultante dos esforgos dinamicos, composta por forgas devido
a pressao do gas e forgas devido a inércia das massas em movimento do
sistema biela-manivela, esta plotada em diagramas polares nas figuras
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2 e 3 para os mancais de biela, gasolina e alcool respectivamente. E
notado que o aumento da taxa de compressao se traduz em uma elevagdo
da carga unitaria maxima de 215 para 399 kg/cnl2 e que o pico de carga
atua somente durante aproximadamente 40° a partir do ponto morto supe
rior no ciclo de combustdo. No restante do ciclo as cargas para as ver
soes gasolina e alcool s3o praticamente iguais e as pequenas diferen-
gas sao consequencia da variagao da massa do pistao, decorrente da al-
teragao da taxa de compressao.

A capacidade de carga do material, utilizado nestes mancais, va-
le 422 I&g/c.lﬂZ e € assim superior aos esforcos existentes na versao al-
cool; a temperatura atingida de 157°C esta abaixo do valor limite de
1779

As figuras 4 e 5 representam os diagramas das orbitas do eixo,
devido a variagdo da carga em intensidade e diregdo, e indicam as espes
suras do filme de Gleo durante o ciclo. A posigdo que o eixo adota den
tro da folga do mancal foi determinada para a rotagdo de poténcia nomi
nal e para um valor médio de folga de montagem. A comparagao entre as
versoes gasolina e alcool mostra que apenas nos instantes proximos a
combustdo ocorreu uma variagdo na espessura do filme de oleo e que a
pressdo hidrodinamica aumenta de 980 para 1600 kg/cmz, alcangando des
ta forma o limite admitido para este material.

g

DIAGRAMA POLAR - CARGAS
D€ BIELA-TAXA 7.2 :

i

40 ;4000 rpem.
MDA 215 Ky
7 Ky

£

FIGURA N° 2
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MANCAL DF BIFLA-TAXA 12:7
ROTACAD - 4000 rpm

{"«‘ DIAGRAMA POLAR - CARGAS

FIGURA N° 3
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l, ROTACED 4000 rpm
FOLBA | Q087 em

Avaa o024

Constata-se, ainda, um maior periodo de permanencia do eixo durante a
combustdo (até 180°%) em determinada regido do mancal e velocidades ra-
diais elevadas no inicio da combust@o. A minima espessura do filme de
oleo vale, para ambas as versdes, 0,0017 mm.

Para os mancais centrais foram levantados os mesmos diagramas e
nas figuras 6 e 7 sao mostradas as cargas do mancal central 1, gasoli-
na ¢ alcool. Ocorreu um acréscimo de 123 para 221 kg/tm2 e assim a ca-
pacidade de carga do material deste mancal, 197 kg/cmz. € superada um
pouco. A temperatura calculada em 143°C esta abaixo do valor tolerado
de 205°C.

A orbita do eixo - figuras 8 e 9 - € bastante semelhante para as
duas versdes e houve um aumento da pressao hidrodinamica de S80 para
1330 kg/cm’, valor acima da capacidade do material que & de 790 kg/am?.

Ndo hd velocidades radiais elevadas neste mancal e a minima espes
sura do filme de oleo & de 0,0029 mm.
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DAGRAMA POLAR— CARGAS
| MANCAL CENTRAL 1_TAXA 721

carsd Mlrest 123 Kglem?

ESCALA:  ——
227Ky

| ROTACAD . 4000 rpm
|

FIGURA N° 6

DIAGRAMA POLAR — CARGAS

q Al CENTRAL 1—TAxA 121
| ROTACAD 4000 rom
CARGA XA+ 221 Mgferd
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|
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Para a investigagao das solicitagdes termomecanicas dos pistoes
foi admitido uma temperatura média de combustdo de 700°C e fixados os
valores de temperatura e coeficientes de transmissao no contormno. Os
diagramas 9 e 10 evidenciam que a distribuicao de temperaturas para as
duas versoes € praticamente igual e a pequena diferenga acusada € fun-
¢ao principalmente do aumento do coeficiente de transmissdo na cabega
do pistao com o aumento da pressao e, em segundo plano, decorrente da
forma geométrica diferente.

A figura 12 mostra as deformagGes calculadas para o pistao da
versao gasolina e a figura 13 indica as curvas correspondentes da ver
sao alcool; os valores absolutos das deformagdes diferem muito pouco e
como maximo foi registrado 0,20 mm.

As figuras 14 e 15 trazem as tensoes tangenciais calculadas para
a versdo gasolina e alcool, respectivamente. A maxima tensdo induzida
para a versao original & de 533 kg/c:m2 enquanto que para o alcool foi
calculado um valor de 633 kg/cm2 - o valor das maximas tensGes, portan
to, esta bastante proximo.

TEMPERATUPA DO 645 = FOOPC
__""’-"!‘-_
ME
210
LSOTERMAS - TAYA 72:1
IGURA N° 1
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FEMPERATURA DO 643 = 700°C
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SOLICITACHD  TERMG-MECANICA :
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SOLICITACAD  TERMO-MECANICA |
PRESSAD DE EXPLOSAD = 80 Kgfem®
TEMPERATURA DO 845 = 7O0°C

ESCALA M_K;JM'
] 71
© TENSBES DE CoMPRESSAD !
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N
DIAGRAMA DE TENSOES TANGENCIAS
A 121 EIGURA N° 15

4. Conclusoes

Foram calculados os esforgos atuantes nos mancais e nos pistoes
de um motor a gasolina adaptado para alcool.

A elevacdo da taxa de compressao se traduz em cargas mais altas
para os componentes diretamente envolvidos. Particularmente no mancal
central visto, a elevada carga unitaria e pressao hidrodinamica podem
eventualmente dar origem a um processo de falha prematura por fadiga.
No caso dos pistoes foi mostrado que era insuficiente elevar simples
mente a altura de compressdo e, com um novo pistao projetado para car-
gas mais altas, foi possivel obter niveis de solicitagdes similares
aos encontrados na versao gasolina.

A adaptagao de um motor a gasolina para o uso do alcool etilico
requer, portanto, um exame dos esforgos atuantes em certos componentes
para garantia de um funcionamento seguro.
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AVALIAGAO DAS SOLICITAQOLS EM UM MOTOR A ALCOOL

Sumario

Na adaptagdo de motorcs a gasolina para o uso do alcool como com
bustivel € desejada uma clevagdo de taxa de conqwr(.ssao Foram investi-
gados os esforgos atuantes nos mancais e nos pistoes decorrentes desta
alteragao 0Os métodos computacionais utilizados permitem avaliar os pa

rametros importantes para o funcionamento seguro destes componentes.

EVALUATION OF TIE LOADS OF AN ENGINE USING

ALCOHOL AS AN ALTERNATIVE FUEL

Summary
) At the adaptation of engines to the use of alcohol as an alterna
tive fuel a raise in the compression ratio is desirable. The loads

acting on the bearings and on the pistons due to that change were in
vestigated. The computational methods applied enable the prediction of
those parameters important for a reliable perfommance.
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1. Introdugao

As potencialidades e limitagoes do aproveitamento da
energia edlica tem recebido, recentemente, muita atencgao,
e como resultado farta informacao, a este respeito, pode
ser encontrada na literatura especializada. Hirata e Man
sour [1] apresentam um apanhado geral a este respeito .
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Da mesma maneira pode-se encontrar viarios trabalhes
que dizem respeito ao desempenho de moinhos de vento (ro-
tores) sob determinada condigao. No entanto, sao bastan-
te escassas as informacoes sobre a influéncia da varia-
cao dos varios parametros aerodinamicos, na performance
dos rotores. Sendo evidente a grande importancia destes
dados, nao s6 na escolha das formas e dimensdes dos roto-
Tes, como também no seu dimensionamente estrutural, os au
tores desenvolveram um modelo simplificado, para rotores
do tipo Darrieus. O modelo desenvolvido assume que as
pds possam ser simuladas por asas de razao de aspecto al-
tas e que o escoamento numa pa nao sofre influéncia das

demais pas.

2. Desenvolvimento do Modelo Matematico

Considere-se inicialmente a Fig. (1) que mostra es-
quematicamente um rotor do tipo Darrieus de tres pas.

Se se supuser que as pas do rotor possam ser simula
das por asas de razao de as
pecto altas e que o escoamen
to numa pa nao € modificado
pela presenca das demais pas
entao, pode-se elaborar um
modelo simples baseado no
escoamento bidimensional
ao redor de um elemento de
pa.

Para a determinacio do
campo de velocidade e das
cargas aerodinamicas atuan -
tes num elemento de pa, con-
sidere-se inicialmente o pla
no meridiano. A Fig. (2) mos
tra a velocidade relativa do

ar com respeito a um elemen-
to de uma pa em diferentes po
Fig.1l: Rotor Darrieus sigbes, o que € caracteriza-




1273 ;
1]
do pelo angulo 8 O raio do rotor, no plano meridiano € re
presentado por R e sua velocidade angular poruw

circunferencia de
rate &

Fig. 2: Seccao no plano meridiano

Se a velocidade do vento € indicada por V e a velocidade do
ar, relativa a pa, por v , entdao o diagrama de velocidade
da Figura (2a) fornece as relagoes:

1z
v = V[i +52+ 28 cos 8 ] (1)

Sin a=

sin 6 P )
|-1+52+ 26 cos 9]

onde § representa a razdo de velocidades definida por §=RY/V,
0 angulo de ataque o varia com a posigdo da pa e € conside-
rado positivo para 0<g8<m e negativo para m<6<27n. Um sim-
ples processo de maximizagao mostra, a partir da expregsﬁo

(2), que o angulo de ataque maximo é obtido quando e=8* da-

do por
* - -
6 = cos 2 (—l-)
3
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0 que € ilustrado na Figura (2b). O angulo de ataque maxi-

mo € dado por

_o.o=1 1
&max = s51n 5—

As expressoes (1) e (2) mostram ainda que % deve ser
maior que a unidade, o que explica a dificuldade encontra-
da para colocar este tipo de rotor em movimento.

A seguir considere-se um elemento de pa fora do pla
no meridiano. Com o intuito de se simplificar a analise as

pds sado aproximadas, no plano vertical, por arcos circula-
res de raio R como mostra a Figura (3a). O elemento de pa.

A0
maeridianc

Fig.3 : Elemento de pa

considerado, nesta figura, € limitado por dois planos para
lelos ao plano meridiano. A velocidade relativa do ar com

relagao ao elemento de pa, Vos €O angulo de ataque o, que
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aparecem no plano (1) podem ser estimados utilizando-se as
relagdes (1) e (2) apds modificar convenientemente § .
Obtem-se as relacdes:

12
v, = V[1 +6%cos? ¥+ 25cos ¥ cos6] (3)
sin o= sin 9 Ui
[1462cos? ¥+25 cos ¥cose] (4)

A figura (3b) sugere que ¥ deve ser decomposta ca
venientemente em duas componentes: uma ao longo da corda
da pa e que € indicada por v* e a outra componente no pla
no longitudinal. A componente v* € a responsavel pela pro
dugac de trabalho Gtil e € denominada de '"velocidade rela-
tiva efetiva". Analogamente o angulo Oy € denominado de
"

angulo de ataque efetivo'". As expressdes para v* e a*
sao obtidas como:

12
* = 2 +5i2 2
v v, [cos?a, na  cos ¥) (5)
sin a* = tan a, cos ¥ (6)

Uma analise da expressao (6) mostra que o angulo de

ataque efetivo deve ser sempre menor que o em qualquer

ponto da pa, fora do plano meridiano. e
Da Teoria de Asa pode-se inferir que, sobre um ele -
mento de pa, atua um dos deis sistemas de forgas mostradas
na Figura (4), onde dFL indica a forga de sustentacgao (de
acordo com a lei de Kutta e Yukowsky) e dFD indica o arras
te. Em ambos os casos, a componente Util da forga dF, na

diregao do movimento €
dF = dF; |sin o*|- dFjcos o* (7)

2
Cva

onde dFL= . R.B. ad¥
2
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C OV'Z
df,= -2

D R.B. dv¥

2

Nas expressbes acima B indica o comprimento do elemento
(largura local da pa) e CD e CL os coeficientes de arras-
te e sustentacao, respectivamente do elemento.

DIREGAO DO : DIRECAD
MOVIMENTO DO MOVIMENTO
dF

L dFD

tcentro pE 1 centro oe
ROTAGCAQ ROTAGCAO

a b

Fig. 4: Forca atuante num elemento de pa

Para se estimar as potencialidades do modelo desenvol
vido utilizou-se os coeficientes de sustentagao e arraste
para uma placa plana. Assumi-se entdo as relagdes [2!

Ci = 2n|sin o*| para O0<[o*[<12°? (8)
=0 para la*|>12°
e
Cp= 0.075C, para 0<|a*|<12° (9)

=1.2 |sin o*| para | a*|>12°
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0 torque médio T, produzido por pd é obtido pela re
lagao

de R cos ¥dF (10)

o) .
[
onde ¥, € tomado arbitrariamente como 80° para omitir a
contribuigao desprezivel das partes superiores e inferio-
res das pas.
As relagoes (3) a (7) sao introduzidas em (10) e ob-
tém-se:

Zn ¥
o
2412
TB= =L e de EajsinecoswI—Cn[c056+6cosWﬂx
4
o] "‘Fn
-[Vtcose+6cosw)2+ sin28c052WJ .cos¥dy. (11)

que € a forma utilizada nos calculos numéricos.

Para o cdlculo do torque médio e poténcia gerada pe-
los rotores foi utilizada uma quadratura de Chebychev com
onze pontos.

3. Resultados.
Os resultados numéricos obtidos em um dos estudos rea
lizados, utilizando o modelo desenvolvido, sao apresentados

a seguir. Para este estudo foram assumidos os seguintes da
dos -

N? de pas do TOtOT ...evevernnnnes 2

Raid do Totow wsvssiweeveveis cawes 2425 m
Largura da pa ...... Sy e S pawn Q1S m
Velocidade do vento ......evvvennn 15.00 km/h
Razdo de veloc. maxima ........... 6.00

Deénsidade @0 BT .evsemeemornrsvnsnm G.lZOOKg.secZ/m4
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A Tabela 1 fornece resultados tipicos de duas confi-
*

guragoes, definidas pelo 5nguloan. Para este exemplo 0
torque médio foi de 2.752 Kgm e a poténcia média foi de
0.4076 HP.

CONFTGURACAO 1 |CONFIGURACAO 2
8 12 pX 22 Pk 12 pg 22 pK
¥ 4.70% 184, 707 302.29°| 482.29¢
a* a* a* a*
~ 1555 0.47 T 5.95 12.26
- 66.91 0.55 1.36 6.55 10.33
- 52.55 0.61 1.08 7.01 9.37
- 33.52 0.65 0.98 7.25 8.96
- 11.52 0.67 0.94 7.36 8.81
- 11.52 0.67. 0.94 7.36 8.81
- 33.52 0.65 0.98 7.25 8.96
~ §2:55 0.61 1.08 7.01 9.37
- 66.91 0.55 1.36 6.55 10.33
- 75.33 0.47 2.27 5.95 12.26
?ORQUEPORPK -0.2471 | -0.1520 1.949 2.460
TORQUE TOTAL -0.3991 | 4.409

Tabela 1 : Resultados tipicos

Os graficos apresentados na Figura (5) resume os re-
sultados obtidos para o exemplo em questao
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- 9
- 8 a® PaRA ¥zisd
-
- b
—5
- 4
'3
ToRQUE PAY
- 2

/ 20 50 20 L0 __leo

Fig.5: Torque e angulo de ataque

4. Conclusoes

Os resultados preliminares obtidos com a utilizagao do
modelo desenvolvido sao bastante encorajadores e estaono mo-
mento sendo objetos de comparagac com dados experimentais ob
tidos com modelos reduzidos.

E importante salientar que o modelo matemitico permite
estimar o desempenho das mais variadas configuragoes resul-
tantes da variacao dos parametros geométricos aerodinamicos.
Entre estas configuragoes aparece como bastante promissora a
quela que permite uma otimizagdo do angulo de ataque efetivo
para qualquer posigao da pa.

Bibliografia
[1] Hirata,M.H. e Mansour,W.M., "Potentials and

Limitations of Wind Energy". Parte da publicagao
"Energia'", COPPE/UFRJ 1977.

[2] Glavert, "Airfoil and Airscrew Theory'.Cambridge
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HIRATA M.H., e MANSOUR W.M.

ROTORES DARRIEUS

Sumario

Foi desenvolvido um modelo matematico para o estudo
dinamico de rotores Darrieus de diferentes configuracgoes.
0 modelo leva em consideragdo o angulo de ataque que €
fungao da geometria e da velocidade relativa do cento. O
modelo foi testado com um exemplo simples.

ON DARRIEUS ROTORS

Summary

A mathematical model is developed in this paper to
predict the dynamic performance of Darrieus rotors of
different configurations. The model takes account of
the angle of attack with respect to the geometry of the
blade and the relative wind velocity. The model was
tested and a sample example is reported.
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1. Introdugaoe

0 projeto de maquinas extrusoras, utilizadas no proces-
so de fabricagao de produtos ceramicos e comumente denomina -
das MAROMBAS, tem sido realizado em bases empiricas, pratica-
mente sem nenhum conhecimento dos fatores envolvidos. A par-
tir de modelos tradicionais que mostraram alguma eficiencia e
durabilidade, constroem-se atualmente extrusoras de varios ta
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manhos, geralmente com alguns de seus componentes superJ::1
mensionados e outros subdimensionados, acarretando, respec
tivamente, maior custo aquisitivo e maiores despesas de ma
nutengao.

A finalidade deste trabalho & contribuir na otimizagao do
projeto destas maquinas, atraveés do fornecimento de uma téc
nica experimental e do procedimento analitico a ser adota-
do em sua analise e dimensionamento.

Pretende, ainda, contribuir no dimensionamento de maquinas
que apresentem problemas mecanicos semelhantes, isto e, ma
quinas onde se torna problematica a obten¢do de dados de
projeto sem uma analise experimental.

2. Descricao da magquina

A finalidade de uma MAROMBA €& a produgao, principal-
mente, de tijolos furados, tijolos macicos e lajotas de va
rios tipos e tamanhos. Basicamente uma MAROMBA € constitui
da pelos seguintes componentes (figura 2.1):

Dinomémaetre I
Memanto_de torglo

o

M, Ldy

cecmemm e =1 Forga normael
tro 1L
Momento de tergle

Figura 2.1 - Esquema da Maromba
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1- Motor elétrico 6- Calcadores-alimentadores
2- Acoplamento 7- Bujao

3- Polia motora 8- Eixo principal

4- Volante 9- Caracol

5- Redutor de engrenagens 10- Matriz do caracol

0s momentos torgores nos eixos da maquina (figura 2.1) sao
dados pelas seguintes expressoes:

My = momento no eixo de acionamento (1)
MII1 = HI. £1. nye o Npe Npg (2)
Byriw = Mpppe Spv Mg« Byyy (3)
Mitrz ~ Y118 * Mra1s (4)
Myg = Myr1a- T4 Mg My (5)
onde:

iy, Tz, T4 = relagoes de transmissdo,
Nys Nps Ng = rendimentos das transmissoes,

Mys Nygs Nypps My = rendimentos dos mancais.

A divisdo do momento torgor M;;;,, para acionar dois dife-
rentes Orgaos da madquina, leva a uma indeterminagdo na ava
liagao dos momentos MIIIS e MIII4‘ responsaveis pelo acio-
namento dos eixos dos calcadores—-alimentadores e do eixo
prinecipal, respectivamente. Substituindo-se o valor Mir1a ®
obtido a partir das equagoes (2), (3) e (4), na equagao

(5), resulta:
= M 1 (6)

Tg4-ng Ny

G 1+ %90 tp- My- M- Npe Npge npppHy,.

Nota-se nesta equagao que o momento MIIIS pode ser determi
nado, uma vez que sejam conhecidos:
1) 0s valores reais (experimentais) dos momentos M,
(no eixo do motor de acionamento) e My g (no eixo prin
cipal da maquina).
2) 0s valores dos parametros 7 (relacoes de transmis
sao) e n (rendimentos mecanicos). Estas grandezas fo
ram avaliadas de acordo com os tipos de engrenagens,
mancais e correia.
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3. Construcao e aferigdo dos dinamometros
No presente trabalho foram desenvolvidos tres DINAMD
METROS, especialmente projetados e construidos com as se-
guintes funcbes especificas (figura 2.1):

DINAMOMETRO 1 : medida do momento torgor M, no eixo do
motor de acionamento. Este dinamometro per
mite a previsao da potencia necessaria ao
motor de acionamento da maquina.

DINAMOMETRO 11 : medida do momento tofgor My
cipal. Este dinamometro permite levantar

4> Mo eixo prin

a indeterminagao na avaliagao dos momen -
tos torcores no eixo III, bem como a oti-
mizagao do eixo principal da maquina.
DINAMOMETRO 111 : medida da forga axial P, no eixo princi -
pal da maquina. Este dinamometro permite
a escolha racional do rolamento do eixo
principal.
3.1 Dinamometro 1
FE constituido por um eixe oco que se deforma sob a
acao do momento torgor aplicado pelo motor de acionamento
(figura 3.1).

Escova

Figura 3.1 - Dinamometro I

Empregaram-se extensometros el@tricos convenientemente co -
Tocados a 45% e ligados em circuito de ponte de Wheatstone
completa |1 e 2|. Para a sua aferigcao, foi construido um

dispositivo que permitiu a aplicagao de momentos torgores
conhecidos. Utilizando-se o procedimento estatistico de
Fieller, foram obtidas as seguintes expressoes que dao o
momento torgor M; e seu erro aM; (com 95% de confianga) em



1285

funcao da tensao de saida da ponte, AV, N S -

My = 27209,5 + 11509,9 (AVI - 2,43) Ncm (7)
aMp = 410,43. 0,766 + (ﬂyl - 2,43)2 Nem (8)
227,063

3.2 Dinamometro 11
Na construgao deste dinamometro aproveitou-se o pro-
prio eixo principal da maquina (figura 3.2)

g
NN

_—

i |

V
Figura 3.2 - Dinamometro I

Foram utilizados dois circuitos de extensometros elétricos

ligados em pontes de Wheatstone simples, que possibilita -

ram o fornecimento das tensoes de saida QVAII e E?BII' ?

e

momento torgor My 4 atuante no eixo principal da maquina
dado pela equagao | 2 |:

= 3 = '
My, v, d3. F . (M’MI e..fB“) (9)
16.V. k. (1+p)

onde:

diametro do eixo na regiao de medida,

=
]

modulo de elasticidade do material,
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]
"

tensdo de alimentacdo da ponte,

coeficiente de sensibilidade dos extensometros,
uw = coeficiente de Poisson.

3.3 Dinamometro 111

Este dinamometro foi construido atraves de uma modi-
ficagao do bujaoc da maquina, que & a peca responsavel pela
absorgao do esforgo axial no eixo principal (figura 3.3).

—————

| T

!
¥

b

v

VY p sl

LV

Regido de medida
Figura 3.3 - Dinamometro III

Utilizaram-se também extensometros elétricos de medida e
através de afericgao e procedimento estatistico | 3 |,foram
obtidas as seguintes expressoes que dao a forga axial e
seu erro para 95% de confiancga:

P =2,10% + 1,111.105% (EVIII 148Y) N (10)
AP = 3,46. 0,785 + {QVIII 1.81)2 . N (11)
61,600
4. Ensaios

A maromba foi construida pela Mecanieca Bonfanti 5/A.
Leme - 5.P., os dinamometros executados e aferidos pelo
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Centro de Tecnologia da UNICAMP e oS ensaios foram reali-
zados na Ceramica Santa Inés - Vinhedo - 5.P. A figura
4.1 apresenta a disposigcao dos equipamentos utilizados nos

ensaios.
e mm e mm e ——mm— g
x 1
i 1
' 1
1 |r ‘
' — g | ™ /]
: :..____‘ BOZESON
1 |
1
1}
; |
Dissmidmetrs } :
Momantes de tergie :
|
1
o]
M i
1
1
| Se— | E
Memonts s torgle
4
= 7
—] o o

Figura 4.1 - Disposigao dos equipamentos
utilizados nos ensaios.

1- Ponte amplificadora - Din. I

2 e 3- Pontes amplificadoras - Din, II

4- Ponte amplificadora - Din. III

5- Registrador

6- Estroboscopio
Foram efetuados 28 ensaios, sendo que em cada um deles de
terminaram-se 20 momentos torgores no eixo de acionamen-
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to, 20 momentos torgores no eixo principal e 20 forgas a-
xiais, totalizando 560 valores de cada uma dessas grande-
zas. Com base nestes resultados e através das equagoes for
necidas no Ttem 2, determinaram-se as solicitagoes em ca-
da componente mecanico da maquina. Foi determinada, tam-
bém, a rotacao do eixo do motor de acionamento por meio
de um estroboscopio.

5. Analise dos resultados
A andlise dos resultados foi realizada com o auxi -

1io da computacdao e utilizando-se um procedimento estatfg
tico, onde se procurou estabelecer a interdependencia das
grandezas envolvidas | 4 e 5 |. A partir dos resultados
experimentais construiram-se graficos que permitiram o di
mensionamento racional dos componentes mecanicos da maqui
na (figuras 5.1 e 5.2)

fz-ll ]
-gx._-' s _4_.._._._._____.%,.__—|
gs Wt
= ~
© 7 L
._______74___.. P S S
% w5 2 2,8 3 33 T as
M0 (N em)
[
% s L
o ]
=
4 ///
35 e 7‘
. /
2TA
gl ool el b o
i I 2 2,8 3 15 4 45

My 10% (M em)
Figura 5.1 - Graficos fornecendo as variagoes dos
momentos torgores qu e MIII& com o0

maomegnto torgor MI.
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.g 40
z Vs
r -
2
Lad
B Y
P /|
20| A
10 {/
-'/
'i 1,8 & 25 3 35 4 48
I'.Io‘lﬂ em)
; “
<23
a 2 =
i ]
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. L~
" ’/;’
" 4
g // _
T
i 4
Y 48 3 28 3 18 4 4,8
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Figura 5.2 - Graficos fornecendo as variacoes do
momento torgor Mirrs @ da forga a-
xial P com o momento torgor MI no
eixo de acionamento.

0s ensaios foram realizados com a maquina operando nas mais
diversas condigoes de carregamento, a fim de reproduzir o
funcionamento real na sua vida util. A figura 5.3 apresen-
ta os momentos torgores fornecidos pelo motor nos respecti
vos tempos de atuagao, durante todo o ensaio.
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Figura 5.3 - Diagrama de carga do motor

A partir destes resultados, determinou-se o diagrama de car
ga do motor em fungdo da frequéncia de utilizagdo.

6. Conclusoes

Tendo em vista a variagho da carga durante o traba -
lho da maquina, pode-se atraveés de metodos experimentais ,
levantar o diagrama de carga do motor e tambem com o auxi-
lio da computacao e de um procedimento estatistico, esta-
belecer as relagoes entre as cargas nos diversos componen-
tes mecanicos (grdficos das figuras 5.1 e 5.2). Com base
no diagrama de carga do motor e nos graficos desenvolvidos,
determinou-se o diagrama de distribuigdo de carga, para ca
da componente mecanico. Desta forma, pode-se proceder a o-
timizagdo da maquina por meio do dimensionamento racional
de seus elementos. Dimensionamento baseado nao somente no
valor instantaneo da carga como também no seu tempo de atua

s
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cao | 6, 7 e B |. Constatou-se que, enquanto alguns ele -

mentos estavam superdimensionados, outros apresentavam-se

deficientes, ndo so do ponto de vista dimensional como tam

bem da especificagao do material e seu tratamento térmico.

Tais alteragoes foram efetuadas pela firma interessada.Es

te trabalho permitira, ainda, com o auxilio dos graficos

e o procedimento analitico desenvolvidos, dimensionar ou-

tras marombas semelhantes a estudada, porem de capacida -

des diferentes, uma vez que se determinem os diagramas de

carga de seus motores.
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1. Introduction

The main scope of.- the problem is to optimize machining
parameters namely speed, feed and depth of cut by Geometric
Programming. The optimization of machining parameters star-
ted with the contribution of Taylor. Subsequently enormous
work both on the 'criteria 'and on the 'techniques' has
been carried out. The attempts are numerocus and well known.
They include conventional method, adaptive search techniqu-
es, gradient search methods, centre of gravity method, i
Lagrangian method and Barrier function method. Only a few
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references closely connected with this work are quoted here.
The conventional method of optimization has been explained
in references @,2,3,%]. Detalls of other techniques can be
found in [6,7,8,9].

2., Formulation of general cost function

In this analysis the objective is defined as minimiza-
tion of cost of production. A simple case of plain turnning
is considered. For a plain turning the total cost per unit

may be written as:

C = Set-up cost(Cs) + Machining cost[Cm) + Tool chan-
ging cost and grinding cost(Cg) + Tool depreciation
cost(Cd)

C = ts.c1 + tm.cl + tg.c2 + Cd

(1-n)/n_.(n,-n) /n.dnz/n

7 DN _Lc m DN _Le,V
B o1 2
= tg.cy + + 1/n
s 1000 V.f 1000 cp
‘(1-n)/n _fin.-n}/n .n./n
Cp MDLN_V JEL a2zt (1)

R.1000 ci/“

Where C=total cost/unit; Cs=set—up cost/unit; Cm=machining
cost/unit; Cg=tool changing and grinding cost{unit;Cd=tool
depreciation cost/unit; ts=5et—up time in minutes; tg=gri—

nding time; t =machining time; c,=machining cost/unit time;

1

c2=grinding cost/unit time; C_.=tool life in minutes; D=dia-

L
meter of work in mm; d= depth of cut in mm; Nc=number of
passes; L=length of work in mm; V=cutting speed in meters/

minute; f=feed in mm/revolution; nl,n =exponents in tool

life equation. ?
In the conventional method the variables were chosen
from the values available on the machines. In most of the
recent technigues the cost function is treated as contain-
ing continuous variables. This permits the use of different
mathematical treatments. The operating conditions are chosen
most appropriate to the optimum values thus obtained. The
cost function (Egn.l) can be mathematically written as:

K1 A2
X .y

Z = a+ b/x.y + c. PO (2)
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wWhere the first term gives set-up cost, the second term
gives machining cost and the third term combines tool cha-
nging and grinding and tool depreciation. x and y represent
independent variables namely speed and feed. It was always
found that the multiple pass was uneconomical so the depth
of cut was assumed as a fixed value.

Z=total cost in new eguation; a= set-up cost; b=lumped
constant in machining cost term; x=cutting speed; y=feed;
c=lumped constant term in the combined cost of grinding and
depreciation;c(l andc{2= exponents.

By substituting suitable values used by Ramaswami(l,2)
the cost function (equation 2) can be written as

g = 9,12 4 Z36,0057%.40 % 185%0 2 a0 0 gt L em
Similarly the wvalues adopted by Hati and Rao(5) give the
cost function as

Z = 14 + 9441/x.y + 12.69x10‘8.x4.y0'75 ....... (4)

The abowve two functions are used subsequently for evalua-
tion. From the objective functions it can be seen that they
are essentially nonlinear. Suitable constraints can be
imposed to include the effects of temperature, force,surfa-
ce finish, vibration etc. There are varieties of strategies
for such optimum seeking problems. Adaptive search techni-
ques, gradient projection methods and centre of gravity -
method are some of the techniques.

3. Geometric Programming

Of late considerable interest is evinced in Geometric
Programming. In 1961 Zener [i@] observed that a sum of
component costs sometimes may be minimzed almost by insp-
ection when each cost depends on products of design varia -
bles, each raised to arbitrary but known powers.Duffin[ﬁﬂ
and Duffin and Petersen [;%] extended Zener's work and
Passy and Wilde [ii] further generalised the method to
include negative coefficents and reversed inequalities. The
modified cost equations 3 and 4 are solved by this techniqg-

ue as constrained as well as unconstrained problems.
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4. I Cas2: Unconstrained problem:

A posynomial containing N variables and a total of T
terms may be writton as

As in the classical method, one s

b}

ts the partial derivati-

ves to zerc.

T .
-1 R b T P (6
D %y X% tK tTJ=1 R e e .
t=1
K=l .... H
Instead of solving these nonlinear equations directly for

the optimal values xE Zener and Duffin made a substitution
of variables based on duality theorem. Define the optimal
weights: N
W o
i (xn)dm
w, = — ey A Leaiens (7)
2

c

These weights must sum to unity

T
T w = 1
t=1 °
* *
In addition (assuming Z and all of the Xy are non zero)we
get
é{ atKwt =0 ; k=1 ... N
These weights are linear and do not depend on cost coef-
ficent Ct' Since the weights must sum to infinty,
* T
W
Z =1 (Ct/wt) B onmmawmeae 0 e (8)
t=1
It means that the minmal cost can be found still without

the knowledge of optimal values of decision variables. The
cost function (Eqn. 3) is rewritten here:
Z =9.12 + 236.025/x.y + 135.05x107 /- x°-7,4-7
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For simple demonstration of the theorem, y is assumed as 1
and the constant term is neglected. The terms in the cost
function are reduced to two. So the optimum weight linear
equationas are:

w1 + Wy = 1
“wq o+ 6.7w2=0
Solving the two wl=0.8702 PoW, T 0.1298
Optimum F(x) = 0.8702 / 0.1298
236.025 135.05
= T amn & 7.7
0.8702 0.1298%10° "
= 32.33

To solve for x: 32,33X0.8702 = 236.025/x

x 8.29 Meters/minute.

y = 1 mm (assumed)
Actual cost = 41.45 Paise/unit

Proceeding in the same way but treating it as a function of
two variables, the unconstrained optimum values obtained -
were : x = 8.45M/min. y = 1.05 mm/rev.

Cost = 41.17 Paise/unit,

(Paise is Indian monetary system. lRupee=100 paise

1 US$§ = Approx. Rs. 9)

These values are well comparable with the results obtained
under the centre of gravity method [%,1ﬂ

5. Case II: Constrained problem with two variables:

Define the generalised posynomial:
Zm(x) as

T
. o8 atn
Zm = t% mt Cl'n.t

xnm m=0,1,2.. M ........ (9)

pele

where 0;t
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It is a signum function and the coefficents C are all

mt
positive. The priniciapl problem is to minimize Z = A sub-
ject to the constraints.
<
= = & s m=1 ... ; n.= .
Zm (I& { 1} ; m=1 M and xn.>0 n 1 N

For the associated problem consider a set of T variabl-

es w satisfyng a normality condition

Tot'Yot = T = F 1) rervenrnnsns (10)
t=1 )

and N orthogonality conditions

M T
Omt amtnwmt ol L e (11)
n=0 t=1

From the above relationships and other conditions,opti-

mum value is given. by

» " Cmt*mt G’

[s] i Cmtwmo

2° = |17 T o (12)
n=0 t=1 mt

The corresponding values of the primal variables x are

found from the following relations:

N
B b = a g0
Cot TT x,0n Wi 2 T e (13)
n=1 o "
t =1.. PO
N
amtn w ./ w 1 t=1 T
.., =T = = "mt’ Ymo| 7 M o..... (14)
mt n -
Bl m=l ,. M

Following the generailised case the cost function equa-
tion 4 is written after omitting the constant term

o oadAL . u TOEORIDRI WS NSE (15)

X.¥
<

y 0.75 This is a constraint imposed on feed y:
After converting the constraint into standard form as explai

ned above
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<
y/0.75 = 4+ 1 the following equations are formed.

W + w =0 =% 1 =W

ol o2 ol L ez T 9

W + 0.75w02 + Wi T 0. Solving these equations
O=+1; w,=0.8;w.,=0.2;w =1 (assumed)
ol o2 00
w..=0.65 W, = G,1.(w11 - w = 1(0.65-0) = 0,65

11 AT 12

The optimal value is given by equation 12.

1
0.8 0.2 0.65
70 1 9441X1 X 12.69X1 % 1X0.65

+
0.8 108X0.2 0.75X0.65

]

ZO

125.58
y can be determined as follows

y/0.75 = wll/ wlO =1 ;3 y=0.75

To find x the first term in the function is used

9441 _ o
e mwg Oz

From the above: x = 125.08 Meters/minute; feed y=0.75
mm/rev. The actual minimum cost is determined by adding the
constant term to the optimum already obtained z°. The ommis
sion of constant term will not affect optimum parameters .
The actual minimum cost = 139.58 paise/unit. For the same
problem unconstrained optimum were x=112.5, y=1.0142;
cost=117.4. This was not possible in the above case as y
was limited to 0.75. The same problem was solved by Hati
and Rao Ei] imposing certain restrictions and by adopting
SUMT algorithm. They arrived at the following values:
x=140.97M/min. Ff=y= 0.4967 mm/rev. Z=178.4 paise/unit:

Now as a check the feed was limited to 0.4967. Optimum 2°
was found to be 164.15; x was calculated to be 144.74; actu
al optimum cost by adding the constant term was found to be
178.15 ; y= 0.4967. These values were obtained by adopting

the above procedure. They are very nearly the same values
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obtained by Hati and Rao. In this case the difference is
negigible and the difference may be due to limitations impo
sed by Hati and Rao for stopping 'search'.

8. Conclusions

Geometric Programming yields exact values. In one case
Geometric programming yielded x=V=8.45M/min; y=£f=1.05 mm/
rev. Cost=41.17 paise/unit. For the same case the Centre of
gravity meyhod gave x=V=8.25M/min, y=f=1.07mm/rev. Cost=40."
38 paise/unit. Similarly in another case Geometric Program-
ming gave; x=V=144.74 M/min. f=y=0.4967 mm/rev. Cost=178.15
paise/unit. For this case the 'SUMT' algorithm yielded
x=V=140.97M/min; y=£f=0,4967 mm/rev. Cost=178.4 paise/unit..
Search techniques can vield very accurate results by adop-
ting suitable steps, gradient and number of iterations.
However it is a question of trade off between time and risk
The examples point-up the power of geometric programming.
No other algorithm could solve such a nonlinear problem as
this so easily. Geometric Programming has great potential
in engineering design and system analysis. It is a technig-
ue which can be applied to a variety of practical situatio-
ns.
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Ramaswami, R.

GEOMETRIC PROGRAMMING - AN EFFICIENT AND FAST

ALGORITHM FOR OPTIMIZING MACHINING PARAMETERS

Summary

In this study one of the recent-techniquES known as
Geometric Programming has been attempted for optimizing ma-
chining parameters. This technique does not require the
use of computer to search the optimum values. The algorithm
is fast and it yields exact values. Constrained and uncons-
trained problems are solved by this technique. The results
are compared with the findings obtained under SUMT algorit-
hn and Centre of Gravity method. They are in good agreement.
The examples show the power of Geometric Programming to
solve nonlinear functions very easily.It has a great poten-

tial for application in engineering practical problems.

PROGRAMACAO GEOMETRICA - UM EFICIENTE E RAPIDO

ALGORITMO PARA OTIMIZACAO DE PARAMETROS DE USINAGEM

Sumario

Neste estudo, uma das recentes técnicas conhecidas co-
mo Programagao Geométrica foi tentada na otimizagado de para
metros de usinagem. Esta técnica nao requer o uso do compu-
tador na pesquisa dos valores Otimos. O algoritmo € rapido-
e resulta em valores exatos. Problemas com e sem restrigoes
sdo resolvidos por este método. Os resultados saoc compara -
dos com os obtidos com o algoritmo "SUMT" e o método do Cen
tro de Gravidade. Eles concordam bastante bem. 0Os exemplos-
mostram o poder da Programacao Geométrica em resolver fun -
¢bes nao lineares muito facilmente. HA nele um grande poten
cial para aplicagdo em problemas praticos de engenharia.
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1. Introdugac

A aplicagac da teoria de controle otimo em problemas de engenha-
ria nuclear € recente.

A pesquisa da massa critica minima &, provavelmente, o primeiro

problema de otimizagdo encontrado na teoria de reatores, e varios estu
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dos tém sido feito para a cbtencdo de suas solugdes [1,2] . Alguns tra
balhos, tambem recentes, visam o estudo das oscilagoes do ¥encnio, que
alteram o comportamento de um reator [3] .

Muito importante, € a obtengdo de solugdes para problemas nos
quais o Indice de perfomance € a potencia. Esta depende sempre da dis-
tribuicdo da concentragio de combustivel no reator.

0 objetivo deste trabalho € calcular a distribuicdo espacial oti
ma de combustivel que maximiza a poténcia sujeita a vinculos de desi-
gualdade na densidade de potencia e na concentragao permissivel de com

bustivel.

2. Formulacao do Problema

Para geometria plana, modelo de multigrupoc e teoria de difusdo, a
equagdo diferencial basica de segunda ordem, que descreve o comportamen
to de neutrons num reator em estado estacionario e dada pcr[ L;] :

a q
——— D — - il r )] [l S ( 2 B
~ [ () = ¢g(x}:| I: S0+ Rg(x] 0500 + 500 =

g2 12 yee0 s
onde
$(x) = fluxo de neutrens
Dg(x) = coeficiente de difusac do grupo g

g-1 G )
Sg(x) = hE:i Z(h+g) &y (x) + KEE (v Zf)‘n dih(x) = terme de fonte devi-

do a espalhamento e fissac

Xg = fragdo de neutrons de fissao que nascem noc grupo g

v 2 nimero médio de neutrens emitidos por fissao.

0s sinbolos 7 e I referem-se as secgoes de choque ndcn::scSpica e
macroscopica respectivamente. Os indices a, f, R indicam absorgao, fis-
530 e remogao; E(}"ﬁg) & a matriz de tmnsfen%nci.a do g;f‘uoomh para o gru
po g. Sabe-se que Ef(x) - N(x)crf, onde N(x) e 2 concentragac do combus-
tivel.

No sistema acima, o espalhamento de neutrons de grupos de ener—

gla mais baixa para grupos de energia mais alta fol considerado nulo.

s
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A corrente 1iquida de neutrons & dada por:

J (%)
g
0

valente
ordem:

d
dx

g~ Dg(x) t,bg(x)

sistema (1), de equagCes diferenciais de segunda orderm, & equi-
ao seguinte sistema de duas equagoes diferenciais de prirmeira

¢ (x) = J (%) E=12,00048
& D(x) B

g (2

gy = 5,00 - [ Ty ™ + ER’g(xJ] 8,00 g=1.2,...,6

No sistema acima, o fluxo ¢ (x) e a corrente liquida J (x), para

cada grupo, sao as variaveis de estado que caracterizam o estado neu-

tronico

do sistema. Ha portanto 2G variaveis de estado que podem ser

indicadas por

Yj(x)

Yj(x)

= ¢g(x) quando j = 2g -1 g 5 1:2,:5458)

22 g = 1,240waB)

s Jg(x) quando j

Neste trabalho considerou-se dois grupos de energia de neutrons.

Convencionou-se g = 1 para o grupo rapido e g = 2 para o grupo termico.

As seguintes simplificagoes podem ser feitas:

as fissbes sG ocorrem no grupo térmico, g = 2

todos os neutrons nascem no grmmo rapido, g = 1, e portanto
Xy = 1 e Xp ¥

neutrons sG podem ser espalhados do grupo g = 1 para o grupo
g=2

secgoes de choque de remogdo dependem somente do moderador

coeficientes de difusdo sdo considerados constantes

seccao de choque de absorgao do grupo g = 1 pode ser desbreza-
da

secgao de choque de absorgao do grupo g = 2 pode ser escrita na

forma: . F "
Ea(x) = Z:a‘ + Nl(x)c:a , onde os Indices M e T referem

se a moderador e combustivel respectivamente.
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Com essas consideragSes, o sistema de equagtes diferenciais (1)
pode ser escrito:

Y. () = - 1 Yo Oy
1 e
1
Y,z()() = - ERYI(X) + Vo M(x) YE(X) (3)
Y00 = - Ly 0
Tk
2
Y0 = 5Y. 60 -2+ NG oF ] Y.t
y TURTL a a 3

As condigdes de contorno para este problema sao:

Y]_(a) = Ya(a) = 0; o fluxo se anula na fronteira do reator

(4)
0; o fluxo e simetrico em relagao ao centro

i}

¥,(0) = ¥, (0)
do reator
A poténcia é dada por

a
p=3f qb0 ok vattslad (5)
0

e qlx) = Ko g N(x) Ya(x) watts/ma, onde

q(x) = densidade de poténcia
K = fator de conversac, fiss?ao/cmaseg em v.-Ja*:‘ts/cr.l3

A distribuicdo de combustivel N(x) & a variavel de controle. Es-
ta no intervalo fechado 0 € x € a, esta sujeita aos seguintes vinculos
de desipualdade:

- As variaveis de estado Yj(x) devem satisfazer (3)

- A densidade de poténcia q(x) & menor ou igual aoc seu valor ma-

ximo permissivel Quax? C1¥gsM) = q00) - Q _ <o(6)
- A distribuig3o de combustivel N(x) & menor ou igual ao seu va-

"oy . - i -
lor maximo permissivel NW,CQ(N) = N(x) N oy € o (7

3. Condigoes para a Otimizacao

0 Principio de Maximo de Pontryagin [5] fornece as condigdes ne-
cessarias para se cbter a otimizagdo. A Hamiltoniana para este proble-
ma & dada por: 26 =

H (XY,N,A) = 'Z_ A, (EN.%) + fo(Y,N,x)+2ujcj (8)
izl =1
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onde f, sao as equagoes (3) e £ e a fungdo integrando da equagao (5).
S30 necessarias as seguintes condigdes:

a8l o3 o W, H =0 (9)
3. Y. N
1 i
a
[— HOOdx + 7 Ay (0 in(x)] =0 (10)
1 L5

H [x, 700, NGO, A;(x):] ¢H [x, Yi6o b, A‘;‘(xa] 1)

o asteristico se refere a solugdo Gtima.
0s multiplicadores by sao tais que

uj=ﬂsecj<[] a2)

u].#ﬂseC]-:D

A solugio Gtima estd compreendida por duas fronteiras de acordo

com:
= £ xg
CII. 0 para 0 € x x -
C,=0parax; £ xga
ou
C?=Gpara0$x5x1 -
Cl=0paraxlsxsa.
ou ainda
¢ <0
(15)
C2<0

Mostra-se, usando o critério de Robbins [6] , que a zona singu-
lar dada por (15) ndo existe. A sequéencia otima das duas trajetorias e
dada por (13), uma vez que Y,(a) =0 e Ya(a) = 0 requereria um valor in
finito para N(x), em x = a, para satisfazer (14), o que nac € permitido
num reator. Fisicamente, entao, determina-se que ha uma zona de densida
de de poténcia constante seguida por uma zona de distribuigao uniforme
de combustivel.

Tomando-se a Hamiltoniana para as duas zonas e usando-Se a equa-

¢ao de controle gg = 0, temse:

Para 0 £x € % U}..
Ty &
U]_(X) = o A“C(x}
f

v

Azc(x) = X (16)
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Q
MO0 = L= S Qan
chYEC(K)
Para Xy £ x<a
1y () = v3e(x)[cz Mo () = VoA, (%) = Kof] (18)

N (x) =N (13)
e max

sendo que os indices c e e referem-se as zonas central e externa res-
pectivamente. .
A condigio de criticalidade do reator é dada pela continuidade

W i = i = N
de N(x) na interface x %y, Ou seja, Nc(xl) !\e(xl}.

4, Solugac do Prohlema
Determinada a distribuicdo de combustivel N(x), que € fungao de

YBQ(X)’ as variaveis de estado para cada uma das duas zonas do reator
podem ser escritas na forma:

?amosqul

x - 1
ch(x) = = Yzc(x)

A
¥, (x) = ——n - LY. (x)
2c K Qma.x R 1lc (20
; o el
Y3C(X) 5 Yuc(x)

D

2 0 GF
7,000 = 5¥, (0 -Ih ¥, o - X2

o R lc a 3c
Kog
Para %y £xga

& _ 1
Yle(x) = = Yze(X)

2l
Y?}e(X) = vo, !-JmYae(x) - ERYle(x) "
p ) 1 1)
Y3E(x) = - --D—"—— YHE(X)

2
: } R F
Yue(X) 2 ERYle(x) [Ea + Nmax ca]Yae(x)

As solugdes analiticas desses sistemas sao:

Para szsxl
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ch(x) = Blcosh (Wlx) + A.l
Y, (x) = = A By senh (W.x)
2c A'z 1 1 (22
Y3C(X) = AaBl cosh (wlx) = AuB?oosh (w?x) + A5
_ (W, x) + B senh (W, x)
Yucfx) = AEBl senh 1 2 2

Parax.l.SXSa

Yle(x) g B3 sen [Na(frx) ] + Busenh wu(a—x)]

Y?e(X) 5 I**LlB3 cos [wa(a-x)] * MQBu cosh I:wq(a-x)]
(23)

Y, (x) = MB, sen [’3(a—x)] + M8, senh I:Nu(a—x}]

"

Yue(x) MEB3 cos 'w"a(a—x):l + Hﬁlal‘l cosh I:w“(a—x)]

As variaveis de estado sao continuas em x = x,. AS constantes B, ,
82 . 83 e Bu sao constantes a serem determinadas, enquanto que as demais
sac conhecidas e resultam de agrupamentos das secgoes de choque e cons-
tantes do reator.

5. Condigao de Criticalidade
A Hamiltoniana H e os multiplicadores A devem ser continuos ao

longo da trajetoria otima. Conclui-se, portanto, que para ser assegura-
da a continuidade de H, a distribuigao de combustivel N(x) deve ser con
tThua em x = x> ou seja, € necessario que N Og) = N ()  (28)

A equagao (24) € a condigdo de criticalidade do reator.

mmmmﬁqmaw (17), (19) e (24) obtem-se

N _ = — (25)
K0e Tael%y)

Através de um processo iterativo que combine as equagbes dos sis
temas (22), (23) e a equagao (25) sao determinados os valores das cons-
tantes B,, Bz’_'BS’ B, e a posigao da interface Xy -

As equagbes adjuntas sao dadas por:
ii= _ M (26)

-3‘.{']._
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Determina-se entdo, dois sistemas de equagoes diferenciais, um
para a regido central e outro para a regiao externa, Aic(x) e ?\ie(x).
A condig@o de transversalidade (10) fornece as seguintes condigoes de

centorno:
AlC(fJ) = lac([}) = kze(a) = hue(a) =0 @n

As solugdes analiticas das equagdes adjuntas ndo sao incluidas
neste trabalho, porque € desnecessaria a sua obtengdo para se encon-
trar a solugac do problema proposto.

Una vez determinada Y (x) , dado pela expressao (22.3), fica
perfeitamente determinada a poter‘c:la do reator. Um dado muito importan-
te que se pode obter conhecendo-se a distribuicdc de combustivel, € a

massa critica. Esta e dada por:
a

M= '.?j N(x)dx (28)
[e]
0 valor que se obtem & a massa critica minima para as condigoes

impostas

6. Aplicacio Numérica e Conclusdes

Para ilustrar a técnica discutida, considerou-se um reator térmi_
co moderado a Agua leve de meia espessura igual a 30em. Como valores
maximos permissiveis para densidade de poténcia e concentragac de com-
bustivel foram fixados respectivamente, G = 60 watts/am® e N e
L,LLg x 10%° at/em’. h

0 Principio de Maximo de Pontryagin permitiu o caleulo da distri
tribuigio otima de combustivel, sujeita aos vinculos impostos. Tal dis
tribuigao otima é mostrada na figura abaixo:

[

w

Lod
T

Ni{x){at/cm®)x 10"
-

1{?—--—--—

' A A i L =__
0 5 0 15 20 25 30 x(cm)

DISTRIBUICAD GTIMA DO coMBUSTIVEL
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Outros resultados sao: %, = 17,94cm, Yltﬂ) = 0,9334074 x lﬂlun/cmizseg,
¥,(0) = 0,1329602 x 1015 /anseg, P = 2,547 Ka/om® e M = 0,86 g/on’.
Embora a solugdo analitica tenha sido obtida usou-se um método nu
merico para comparagac de resultados. Isso porque, para um nurero maior
de grupos de energia a cbtenga da solugao analitica e impraticivel. 0
método numerico mostrou ser bastante satisfatdrio como pode ser visto
pelos resultados: x; = 18 Dﬂc:n', Y (0) = 0,9334085 x 10 n/cm seg,
A (D) = 0,1329612 x 10 n/m seg, P = 2,947 Kw/cm eM=0,90 g/c'm
0 método numerico escolhido foi o Metodo da Perturbagao [ ] . Um

programa FORTRAN foi elaborade para obtencao dos resultados.
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MAXIMIZACAO DA POTENCIA TE UM REATOR

Sumario

A dlstnbulgao otima da mnoentragao de con-busnvel que maximiza
a retirada de potencia de un reator e determinada por vinculos de desi
gualdade no limite supemor da densmade de poténcia e no limite supe=
rior da concentragdo de combustivel permitida.

0 reator e descrito pelo modelo da teoria da difusac em dois gru
pos de energia de neutrons e geometria plana.

Usando-se o Principio de Maximo de Pontryagin, a sequéncia otima
das zonas de controle e encontrada a priori. Mostra-se que o reator con
siste de uma zona central com densidade de Dotenc.la constante seguida

por uma zona com concentragao wniforme de combustivel.

MAXTMUM POWER RATING OF A REACTOR

Surmary

Optimal fuel concentration distribution, which maximizes the po-
wer rating of a reactor assembly is determined for the inequality cons
traints on the upper limit of a power density and the upper limit of
the allowable fuel concentration.

The reactor is described by two groups diffusion model in slab
geometry.

Making use of Pon‘tryagsn s Maximum Pr':l.nchle the optimal sequen
ce of control zones is found a priori. Tt is shown that the reactor
consists of a central constant power density zone followed by a zone
with uniform fuel concentration.
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1. Introdugao
A busca de estruturas cada vez mais leves e econdmicas

levanta, por outro lado, a necessidade de uma preocupago ca
da vez maior com a estabilidade da estrutura, jd que a per-
da de peso geralmente € acompanhada por uma perda de rigi -
dez. Basicamente, hd dois tipos de flambagem bem distintos.
0 primeiro, envolve a perda de estabilidade de um membro iso
lado da estrutura. Esta € a chamada flambagem local. O se -
gundo tipo, considera a perda de estabilidade da estrutura
como um todo e € chamada de estabilidade global.

A estabilidade local tem sido tratada em varios traba-
lhos e sua inclusao € relativamente simples mediante a defi
nigao da tensao admissivel em compressao de cada membro in
cluindo este efeito. Ja a estabilidade global nao mereceu uma
exploracdo tdo intensa e hd relativamente poucos trabalhos de
otimizagao em que este efeito, que pode vir a ser limitante,
& considerado.

Dentre os trabalhos de otimizagdo estrutural com efei-
tos de flambagem citamos o trabalho pioneiro de Keller |[1],
Tadjbakhsh e Keller [2] e no campo da aplicagdo numérica as
referéncias [3,4,5].

0 presente trabalho, visa a aplicagao de um método ba-
seado no critério de otimalidade na minimizagdo do peso de
treligcas sujeitas a flambagem global. O método de otimiza -
¢do a ser utilizado neste trabalho estd baseado no algorit-
mo desenvolvido por Segenreich, Zouain, Herskovits e Mc -
Intosh [6,7,8,9].

2. Formulagao do Problema da Flambagem Global

Quando o chamado "método dor deslocamentos' ou "método
da rigidez" € aplicado na resolugdo de um problema de anili
se estatica de uma estrutura, sabe-se que em Gltima analise
a solugdo do problema constitui-se na solugdo do seguinte sis
tema linear de equagdes [9]

[k]{x} = {F} (2.1)

onde [K] & a matriz de rigidez da estrutura, x € o vetor de
deslocamentos generalizados e {F} &€ o vetor de forgas gene-
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ralizadas associadas ao carregamento.

No caso mais geral, quando efeitos de ordem superior
sao desprezados nas deformagoes, a matriz!k]é constante. Se
estes efeitos forem incluidos, a matriz [K] passa a depen -
der das proprias deformagdes resultando numa analise ndo 1i
near,

Pode-se mostrar que nuna primeira aproximagao que pro-
cure levar em consideracgao tais efeitos, a matriz K pode ser
escrita como [11]

[k} = [Kg] + [Kg] (2.2)

onde [KE] € a matriz constante, baseada apenas em efeitos de
primeira ordem, e [KG]‘ chamada de matriz geométrica, depen
de linearmente das forgas internas calculadas com base na
solugao do problema

[KE]{X} = {F} (2.3)
A matriz de rigidez [K] & obtida somando as matrizes de

rigidez individuais dos elementos que compdem a estrutura.
Assim, para uma estrutura com m elementos

(K] = (2.4)

onde

[kE] - € a matriz elastica do i-ésimo elemento

[kG] - € a matriz geométrica do i-&simo elemento
1

Para estruturas entreligadas, a matriz geométrica, em
coordenadas locais, assume a forma

[k

Wl

Gl (2.5)

= o R = T
]

oo o O
(=]
[l =
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onde P & a forga axial no membro, £ € o comprimento do mem
bro. Note que para estruturas hiperestaticas, a matriz [kG]
depende das dreas das segles transversais pois estas in -
fluenciam o valor de P.

Um fato importante a ser notado & que se o vetor de
carregamento {F} for multiplicado por um fator A, as for -
¢as internas também serdo multiplicadas por i, o que final
mente resultara numa nova matriz geométrica

[kgl = Akl (2.6)

Tomando um carregamento {F }de referéncia, a solugao
do problema estatico para qualquer carregamento A{F}, re -
duz-se na solugao do sistema

[[KE]+A[KGI}{x} = A{F} (2.7)

onde [KG] é construida tomando por base os esforgos inter-
nos obtidos a partir da solu¢do do problema

[KE]{X} = (F} (2.8)

Observando o sistema (2.7), nota-se que se X for auto
valor do problema

[KE]{X} = -x[KG}{x} 12.9)

entao o sistema € singular, e o carregamento A{F} & defini
do como o carregamento critico.

Por conveniéncia, reescrevemos o sistema (2.9) na for
ma

- [xgl{x} = A' [Kg]{x} (2.10)

onde

o A
At =3

Na pratica, estaremos interessado no menor valor em
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modulo de X ou o maior valor de X', pois este corresponde ao
carregamento critico de menor intensidade.

3. Formulagao do Problema de Otimizagdo e sua Solugao

Iterativa
De modo geral, os problemas de otimizagdo estrutural po
dem ser genericamente formulados como [7,10]:

Minimizar u(A) (3.1)

de tal forma que

gjié) <0 (j=1.2,...2) (3.2)
onde
H(A) - e uma fungdo objetivo
A - € o vetor das variaveis de projeto
gj[é} - & a j-ésima funcgdo restrigdo a ser satisfeita

No presente trabalho y representarda o peso da estrutu-
ra e as restrigoes gj compreenderao as tensoes admissiveis
nos elementos e a condigdo de carga critica deflambagem glo-
bal.

A principal dificuldade na obtengao do projeto  otimo
reside no fato das restrigoes serem nao lineares e de  nao
existir, em geral, uma fOrmula analitica para sua avaliacao
devendo ser calculadas numericamente para cada novo vetor A

Un método iterativo desenvolvido anteriormente pelos au
tores [7,8.9|serd empregado como ferramenta para a otimiza-
gdo a ser empreendida. O método, que baseia-se no critério de
otimalidade, €& formulado a partir da formula de reprojeto

v

- % Ay ag.
A;’*l = [u‘h(a“-l) r —4 ]A. (3.3)
j=1 PY 3A; .
1 v
onde
vo_ du
P; = &,
1 v

) & = i . =
o1 - & um parametro variavel com a iteracgao
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A; - sao multiplicadores de Kuhn-Tucker

5 ¥ W - 2 % -
0Os multiplicadores A, sao obtidos em cada iteragao re-
solvendo o sistema linear

3
kzls}’k,\; - s;’ (G=1.2,..+2) (3.4)
onde
m 3g. ag AY
Y B O i N
Bap = 20lgn) Igg) —g = % 538
= 1y 1 vy %
m 3g.
BY = -1 (D) A
] i=1 944 i
v
& -0 KA
kj )
il k=j

® & um parametro.

Mostra-se [7,8,9] que desta forma obtem-se sucessivos
projetos de peso decrescente que tendem a satisfazer as % con
digoes de restrigao.

0 tratamento das restrigoes do tipo tensao admissivel,
é fato ja bastante divulgado e aqui ndo sera repetido. Con-
sideremos, pois, a restrigao de flambagem global.

Recordando a eq. (2.9), foi visto que dado um carrega-
mento aplicado {F}, ele sera critico se o menor autovalor de
(2.9) for igual a unidade. Em termos de (2.10), {F} € maior
do que o carregamento critico se

“')max z &

Assim,

gflamb = [Al)max-l s 4 (3.5)

E usual introduzir-se um fator de seguranga FS defini-
do como maior que a unidade. Isto nos conduz a restrigao de
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flambagem na forma a ser tratada no presente trabalho

Brlamb = Fo-(A')gai1 (363

4.1. Derivadas da Restrigdo de Flambagem

A otimizagdo da estrutura pelo método descrito em
[7,8,9,10] requer o coémputo da derivada 38¢1amb’ 244
Calculemos esta derivada reescrevendo (3.6). Assim,

agflamh= aMl)ma.x
dA . 5 dA.
i i

(4.1)

Por outro lado, tem-se da eq. (2.10)

-[kgIxY = (), (KXY (4.2)

onde {x} & o autovetor associado a )

Derivando ambos os lados de (4.2)

a(A")
= _____EEE[KE]{}}+

sl JiET-Ix J62%)
aAi G G 3Ai Eﬁi

+U“)max ai (K ]{x}+[l )mdx[KF]{ ax} (4.3)

ou

a(Ar’
( }max[KE]*

Tooan ax "
CIxgl-00) L KeD } ( K,

3 , 3 _
* EKI[KC]+(A ) max EE;[KEI){x} (4.4)

Pré-multiplicando (4.4) por {x}T e tendo em conta a si
metria de [KE] e [KG], observa-se que o lado esquerdo de
(4.4) se anula em virtude de (4.2). Consequentemente, a ex-
pressao da derivada da restrigao de flambagem em relagdo as
varidveis de projeto &:
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3[K.) a[K. |
O o R . E'
=X { ok, M max IR,

a(}")max _ i

P e =
A {x} [RE] {x1

(4.5)

Note que {x} deve ser o autovetor correspondente a (k')max.
As derivadas de [KG} podem ser encontradas a partir das

derivadas das tensoes calculadas em [10]. Por exemplo, para

treligas, segundo (2.4) e (2.5) &:

m

b

[ks] =

*

A.o.[k.]. 4.6)

i 5% ; (
*

onde o; ¢ a tensdo na barra j. A matriz {kG]j e amatriz geo

métrica da barra j quando existe esforgo unitdrio na mesma,

que so depende das coordenadas dos nés da barra j. Em conse

quencia:
3 [K.] ®_; m 30 .
) . N
= 0. k.| .+ I A, ——lLk 1. (4.7)
any Lo j=1J OA; G

As matrizes [k;]_ sao geradas no infcio do processo de
otimizagao e conservaéas durante o mesmo a efeito de recal-
cular a matriz geométrica e suas derivadas mediante (4.6) e
(4.7).

Aqui foi suposto que todas as dareas variam independen-
temente. Quando as areas estao vinculadas a (4.7) deve ser
modificada. O primeiro termo do membro & direita se trans -
forma num somatorio sobre todos os elementos vinculados a
uma mesma variavel de projeto.

As derivadas da matriz de rigidez sao frequentemente
constantes [10].

5. Exemplos de Aplicacgio

A estrutura da figura 1 foi projetada utilizando o sis
tema automdtico de sintese de estruturas Gtimas descrito nas
referéncias [7,10] ao qual se incluiu a capacidade de con -
trolar o comportamento dos sucessivos projetos quanto a flam
bagem global, de acordo com a funcgao restricao definidaem 3
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0 carregamento ao qual esta submetido a estrutura é:

{Fx)2 = -1000.%b e (Fx)l = -5000.1%b

onde (F ) ¢ uma forga sobre o nd i na diregdo x.
i

As constantes do material considerado sao:
E = 30. x 10%psi e p = 0.283¢b/in?

SO €& considerada uma restricao de flambagem global,coxr
respondente a carga critica e com um coeficiente de seguran
¢a FS = 10.

As 10 variaveis de projeto utilizadas sdo as areas de
segdo transversal das barras e seu valor inicial & 1.in®* pa
ra todas, correspondendo a um peso inicial de 419.6Lb.

Trés casos foram considerados:

a) A Unica restrigdo € a flambagem global.

b) S3o restritos a flambagem global e todas as tensoes
sao conservadas menores que 90000.psi.

c) £ acrescentada 3s restricoes do caso (b) a limita -
cdo dos deslocamentos dos nds 1 e 2 pelo valor 3.5in.

Os resultados se encontram na Tabela 1.
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9
Elgmeg:os 4 & %
1 1.166 1.038 1.162
2 0.498 0.690 1.151
3 1.102 1.105 2.00
4 0.590 1.054 2.00
S 1.166 0.262 0.397
6 0.198 0.204 0.292
7 0.301 0.341 0.349
8 0.367 0.351 0.348
9 0.625 0.580 0.369
10 0.559 0.491 0.362
Peso
Final 228.28b |246.5 325.4
N? de _
Iteracgons 8 7 9

Tabela 1 - Configurag¢Oes Finais

Na configurag@o obtida para o caso (a) a carga real &
10,04% da critica, sendo que para o valor utilizado para FS
€ considerado aceitavel quando a carga € 10.00% da critica.
A redugdo de peso no caso (a) & 45%.

Para a configuragdo final do caso (b) a restrigao de
flambagem global estd também em torno do miaximo aceitavel
(9.950% da critica), assim como a tensio nos elementos 3 e
4. A redugdo de peso € 42%.

No caso (c) sao ativas as restrigbes de flambagem glo
bal e o deslocamento do ndé 2 na diregdo Xx.

Nos exemplos se observam mudangas nos modos de flamba
gem correspondentes a menor carga critica. E possivel que
no otimo existam dois modos diferentes associados a menor
carga critica; isto € poucc provavel quando existem outros
tipos de restrigHo, no entanto, podia ser interessante na
flambagem global, considerar como restrigOes as duas meno-
res cargas criticas.
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6. Conclusoes

0 método proposto permite o projeto automatico de es-

truturas,

incluindo a imposigao de estabilidade global das

mesmas, simultaneamente, em outras restrigoes ja desenvol-

vidas. Este método mostrou ser efetivo nos exemplos trata-

dos em termos de custo computacional.

(1]

(2]

(3]

(4]

[s]

(6]

(7]
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OTIMIZAGAO ESTRUTURAL EM PRESENCA

DE _FLAMBAGEM GLOBAL

Sumario

Apresenta-se um metodo de projeto de estruturas otimas
nas quais se Lond1c10na a estabilidade global, mediante a 1i
mitagao da carga critica de flambagem. Se descrevem 0s méto
dos utilizados para o calculo da dita carga critica e suas
derivadas com respeito as variaveis de projeto. As estrutu-
ras sdo projetadas para minimo peso, por um sistema de sin-
tese estrutural que utiliza um algoritmo iterativo do tipo
"Critério de otimilidade". Para isto, inclui-se também res-
trigoes sobre os deslocamentos nodais e tensdes nos elemen-
tos. Alguns exemplos de aplicagao em trelicas sao mostradas.

STRUCTURAL OPTIMIZATION INCLUDING

GLOBAL BUCKLING

Summarx

This paper presents a design approach for optimum
structures in which global stability is conditioned by
limiting critical buckling loads. The strategyof calculating
the critical loads and their derivatives is described. An
"Optimality Criteria" algorithm is applied to minimum-
weight-design, admiting constraints on nodal displacements
and element stresses also. Some examples are treated,
involving a pin-jointed truss.
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1. Introdugao

Consideravel esforgo tem sido despendido na procura de
solugbes para estruturas que respeitem determinadas restri-
gOes geométricas e de resisténcia, satisfazendo simultanea-
mente variados critérios de otimizagdo. No campo  particu-
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lar de projeto com restrigOes ou critérios dinamicos tem-se
tentado a abordagem sob o aspecto da resposta dinamica, no-
tadamente do ponto de vista de se melhorar os niveis de fre
quéncias de vibracdo [1] . Estes enfoques tem sido trata -
dos de duas maneiras. De um lado, através de modelos dis-
cretizados, principalmente em estruturas muito complexas |,
procura-se um conjunto discreto de variaveis de projeto que
extremiza uma fungdo objetivo. De outro lado, colocam - se
formulagdes em que se buscam fungGes continuas com a mes -
ma intengdo, num processo conhecido como de modelos conti -
nuos .

Este trabalho se coloca sob o prisma da formulagao
por modelos continuos. FE tratado o caso de uma viga em ba-
lango para a qual a area e o raio de giracao sdo, de for -
ma indireta, as varidveis de projeto usadas para otimizar u
ma fungao objetivo que envolve a distribuigao de massa e a
frequeéncia fundamental. O problema referente @ melhor dis-
tribuigdo de massa para se obter a maxima frequéncia natu -
ral do 1¢ modo, para uma viga, foi também desenvolvido por
Niordson [21 . 0 caso tratado foi o de uma viga biapoia -
da em que, mantendo-se o volume inicial, impoe-se a condi -
¢do de variagao do momento de inércia com relagdo i area na
forma I(x)=cA2(x}, onde ¢ € uma constante que depende da geo
metria. O tratamento numérico, em [2] , & feito por método
variacional baseado num quociente de Rayleigh. Este traba-
lho foi estendido por Brach [3], para o caso de variacdo 1i
near do momento de inércia com a area e considerando outras
condigoes de contorno. Posteriormente, Karihaloo e Niord -
son [4] trataram o caso de viga em balango pelo mesmo méto-
do, para o caso de relacado momento de inércia-area na forma
I(x)chn{x). n=1,2,3. Nestes trés trabalhos se nota que a
imposigao da relag@o momento de inércia-drea se, por um la-
do, permite simplificagao consideravel por reduzir o proble
ma a uma Gnica variavel de controle, por outro Tepresenta
séria limitagdo aos objetivos pretendidos. Kamat [B] estu-
dou para os trabalhos citados, através de modelo discretiza
do por Elementos Finitos, o efeito da inércia de rotagd@o e
do cisalhamento no caso da distribuigdo O6tima da massa, su-
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pondo ainda valida a relagdo I(x)=cAn(x). n=1,2,3. Sua con
clusao foi a de que estes efeitos aumentam em cerca de 8%
em relacdo a viga de secgdo constante de mesmo volume,o que
leva a supor que tais efeitos podem, com certos cuidados ,
ser negligenciados para se chegar a um modelo mais simples.
Finalmente, McCart et al, [6] , desenvolveram método de gra
diente, que € uma modificagao do proposto por Bryson e Den-
ham, [7] , para solugdo de problemas de Controle Otimo, com
vistas a aplicagdo a problemas estruturais. O algoritmo foi
aplicado a solugao de um portico plano, supondo valida a re-
lagao I(x}=cA2{x). em que se pretendia minimo peso para uma
frequéncia fundamental especificada.

Pode ser notado em todos os casos citados uma tendén-
cia 3 simplificagdo do modelo matematico. Pretende-se nes-
te trabalho formular e modelo da viga de uma maneira mais ge
ral colocando duas variaveis de controle, as fungdes area e
raio de giragdo, e definindo a frequéncia como variavel de
estado. Isto leva a colocagao do modelo diretamente sob a
forma de um problema de Controle Otimo. Com esta colocagio,
o problema € entdo tratado numericamente por um algoritmodo
tipo gradiente de primeira ordem, baseado no algoritmo de
Bryson e Denham,[7] , onde o ajuste das condigdes iniciais
€ também usado como fator de otimizagao.

Os resultados obtidos permitem afirmar que resultados
como os de Karihaloo e Niordson [4] para a frequéncia funda
mental da viga em balango podem ser alcangados mesmo com con
sideravel redugdao da massa. Uma vez obtida a solugdo atra-
vés desse procedimento, uma viga destinada a condigdes reais
de uso pode ser projetada por algum método de ajuste ds fun
¢Oes otimas desenvolvidas, permitindo, dessa forma, maior
flexibilidade quanto a opgbes de uso em projetos.

2. Equacionamento do Problema

Considera-se o caso de uma viga em balanco que realiza
pequenas vibragoes transversais (flexao) e admite-se que a
; - g5tz . : .
viga € constituida por material homogeneo e isotropico. No
caso mais geral, o movimento da viga € descrito por um siste
ma de duas equagoes diferenciais a derivadas parciais em re



1330

lagdo ao tempo e & coordenada definida ao longo do eixo. Su
pondo que ndo existam cargas externas, que a solugao possa
ser separada em espaco e tempo e que as dimensoes das sec -
gO0es transversais sao pequenas, comparadas ao comprimento
(o que permite desprezar efeitos de inércia de rotagdo e de
formagao por cisalhamento), recai-se, entao, na conhecida
Equagdo de Euler para vibragoes livres de uma viga

2 2
i—z [El(x) i-giél] - BRI Y = (2.1)
X X

onde x € a coordenada ao longo do eixo; y(x) € o deslocamen-
to ao longo de x; E é o modulo de elasticidade do material ;
I(x) € o momento de inércia de area da secgdo transversal;m(x)
a distribuigao linear de massa ao longo de Xx; w, constante,

(o2

o autovalor que descreve as frequencias naturais.

M

Para o caso de uma viga em balanco, as condigoes de
contorno associadas 3 equagdo diferencial de quarta ordem
(2.1) sao

y(0) =0 (2.2.a)
d =0
a% x=0 (2 2.0
EI(x) d’y| =0

dx §= L (2:3:a)
d d =0
ax [EI[K) &% L= L (2.3.b)

sendo x=0 e x=% correspondentes as extremidades engasta -
da e livre, respectivamente.

0 que se pretende, obedecidas a equagdo diferencial
(2.1) e as condigdes de contorno (2.2) e (2.3), € obter a
distribuigao de massa que, para um determinado comprimento,
leve a viga de menor massa e maior frequéncia fundamental.
Para isso, pode-se atuar apenas sobre duas das variaveis en
volvidas na equagao (2.1), a saber, a massa distribuida ao
longo do comprimento, m(x), e o momento de inércia associa-
do 3 area, I(x).
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3. Otimizagao : Condicbes Necessarias

Admitindo que a viga seja constituida de um Unico ma-
terial, a massa por unidade de comprimento m(x) e momento
de inércia de area, I(x), sao ligadas & area A(x) pelas re-
lagoes

m(x}) = pA(x) (3.1)
1(x) = r2(x) A(x) (3.2),

onde rzfx} indica o quadrado do raio de giragdo da secgao
transversal.

Desta forma, os parametros a serem controlados sdo a
area A(x) e o quadrado do raio de giragdo rz[x}. No entan-
to, ao se considerar (2.1) na forma de um sistema de equa -
¢Oes de primeira ordem, para o estabelecimento das condigodes
necessirias a otimizagdo, tem-se o aparecimento das deriva-
das, com relagao a coordenada independente x, das variaveis
area e raio de girag@o tanto nas equagoes como nas condi -
¢Oes de contorno (2.3). Para evitar tal problema tomam -se
como variaveis de controle as derivadas segundas de A(x) e
r(x).

Define-se, entdo, a area e o quadrado do raio de gira
gdo, bem como suas derivadas primeiras, como variaveis dees

tado e suas derivadas segundas, como variaveis de controle:

ys(x) = A(x) {24
Ye(x) = 1i(x) (3.4)
ys () = y,(x) = £ (3.5)
Ye(X) = yg(x) = £ (3.6)
yo(x) = uy(x) = f, 5.5
Ye(x) = uy(x) = fg (3.8)

onde (') representa derivada em relagio a coordenada X.

Pretende-se também usar a frequéncia natural como pa-
rametro a ser ajustado dentro do processo de otimizacdo. A
frequéncia passa a ser variavel de estado definida pelas re
lagoes
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yg = 0 = f (3'9}

Transformando agora a equagao de Euler em equagdes di
ferenciais de la. ordem, tem-se

y () =y

710 = y(x) = £ . (3.10)

Y2(x) = y5(x) = £, (3.11)

y3(x) = y,(x) = fg (3.12)

Y4 (x) = ;%;E [ B ylyeyy - 20rayerysygdy,Ryyet2y vy *
uyglys | = £y (3.13)

A fungdo objetivo escolhida, a ser minimizada, € uma
combinagdo da distribuigdo de massa e da frequéncia natural,
expressa por

(3.14)

£y
1
~
b=
~
u
+
~ =
&' dun
(=¥
5

onde K¢ & um peso, estimado de forma a tornar compativel as
duas parcelas do integrando.

Outras restricoes devem ser ainda adicionadas ao pro -
blema. Assim, para se garantir a existéncia apenas do modo
fundamental de vibragdo, define-se

Cily.x) = -y,(x) <0 (3.15)

(3.15), se respeitada, representa a inexisténcia de nos
na configuragdo do modo.

A segunda e terceira condigbes estdo relacionadas tanto
com a positividade das fungoes massa e raio de giragdo, como
com a resisténcia da viga, traduzindo-se matematicamente por:

Cz[y,x] = C - ys[x) <0 (3.16)
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Cy(y,x) =D - yc(x) <0 (3.17)

onde C e D sdao constantes positivas.
Finalmente, a quarta restrigd3o se refere a menor fre-
quéncia natural aceitdvel para o primeiro modo, descrita por:

C4(Y,X] o wU o Yg < 0 (3.18)

Uma Gltima observagdo deve ser feita com relagdo ds con
digbes de contorno. As relagdes (2.3) dependem das fungdes
ys(x) e yé(x] que, por sua vez, estdo restritas, através de
(3.16) e (3.17), a assumirem valores estritamente positivos.
Entdo, as condig¢des (2.3), escritas na forma de variaveis
de estado, podem ser colocadas da seguinte maneira

d‘l(xf’yf) = Y3J =0 [3019)

Valxgry) =7y |

Para as condigoes de contorno (2.2), escritas na for-
ma de variaveis de estadu, tem-se

w(x.y)=y]=0 (3.20)
3(Xg:Yp |

¢4(x0’y0) = Yz{ _=

x=0

Para se obter solugdo Tnica, condigGes de contorno ndo

homogeneas devem ser adicionadas. Especificam-se duas condi

cOes a serem obedecidas : a deflexdo Yy, no extremo livre da
viga e o valor da fungido Yz Do extremo engastado.

ws{xf-Yf] = ¥ (3.21)

v a
G[XU'YU} ~ ¥
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onde ¢; e e, sdao constantes, também arbitradas, que deter-
minam a magnitude das oscilacoes da viga.

Fica assim determinado totalmente o problema : mini
mizar a fungdo objetivo (3.14), sujeita aos vinculos dinami
cos (3.5) a (3.13), as condigdes de contorno (3.19) a (3.21)
e aos vinculos de desigualdade (3.15) a (3.18).

As condigdes necessarias para que a solugdo seja oti-
ma podem ser expressas em termos da Hamiltoniana, que, no
caso da existéncia de 4 vinculos de desigualdade e 9 vincu-
los dinamicos, € da forma

01w
=
ot
+
1 F

H = 10f+

i
i k "k (3.22)

p T g
onde f € a fungdo do integrando da fungdo objetivo; o0s A sido
multiplicadores de Lagrange e os p sdo também multiplicado-
res de Lagrange, porém com a restrigdo

Wy T 0 se - Ck <0 ; % # 0 seC i " 0 (3.23)

0 chamado Principio de Maximo de Pontryaguin estabe -
lece que a fungdo objetivo € minima quando a Hamiltoniana
€ maxima em relagdo as variaveis de controle. Isto implica
que devem ser satisfeitas as condigdes

3] 2 j = 1,2 (3.24)
As equagdes (3.23) sido as equagoes de controle asso -
ciadas ao problema. Outras condigdes necessarias sdo as
chamadas equagdes adjuntas ou de Euler-Lagrange
N, == S i =1,..,9 (3.25)
3y
i
Ao mesmo tempo devem ser verificados os vinculos de
desigualdade

Cly.x) =0 : k= 1,a.q,4 (3.26)
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Uma nova fungao deve ser estabelecida para se definir
as relagbes de contorno. Esta funcdo € escrita como

6
G = E v, (3.27)

onde os v sdo também multiplicadores de Lagrange.
Com essa definigao , as condigoes de transversalidade,
necessdrias nos contornos, s3o expressas por

% ¥ Blgee, =0 (3.28)
%g; - [H]x=xf =2 (3.29)
V(;Gx_o) - [] - =8 i=1,...,9 (3.30)
Ta‘y“:_%i‘;} + 4] o 0 i=1,....,9 (3.31)

4. Tratamento Numérico

Para solugdo do problema proposto, usou-se um método
de gradiente de primeira ordem. Este método de busca dire-
ta é baseado naquele desenvolvido por Bryson e Denham, [7],
e ampliado para se poder obter as condigGes iniciais ndo de
finidas. Isto se faz necessario devido ao fato da frequén-
cia natural ser tratada como uma varidvel de estado n3o es-
pecificada.

0 tratamento direto dos vinculos de desigualdade atra
ves de métodos de gradiente € extremamente complicado quan-
do estdo envolvidos varios vinculos. Em vista disso, optou-
se pelo tratamento desses vinculos através de fungdes de pe-
nalidade, conforme o procedimento de Sage, [8] . Para isso,
as restrigoes Ci[y,x) <0, expressas por (3.15) a (3.18),sao
convertidas em uma Unica restrigdo de igualdade, através da
definigdo de uma nova variavel de estado Y1p tal que :

- 4
yio = (I lc om1? kiep = £y (4.1)
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onde

£ Te. @] =] @ s¢ G (x.y) 20 (4.2)
[ 1 y ] [ Ki se Cl[x'y) > 0

com Ki >0, para i=1,2,3,4 e le[O) = 0.

Note-se que ylg(x} representa uma medida direta da pe-
netragao do vinculo na fronteira. A condigao a ser entdo
exigida é que, idealmente, le(xf)=0. Como esta Ultima con-
digdo ndo pode ser exigida, € colocada como uma fungao de pe
nalidade na fungdo objetivo, transformando esta Gltima em

j=p x)]®+J=rp b TE 8 T Togl =
p [Vln £ J p[ylﬂ f J 0 [pys
KS
"‘—z— dx (4.3)
Y9

5. Resultados.

0 modelo proposto nos itens anteriores foi processado
em computador sob diversas condigoes, chegando-se a resulta
dos bastante satisfatdrios. Admite-se em todas as condigoes
uma viga de ago com comprimento conhecido e fixo.

A estimativa inicial € sempre feita tomando-se uma vi
ga de secgdo transversal constante. Esta imposigdo tem du-
as intengbdes : a primeira € se poder estabelecer uma me -
lhor comparacdo da viga otimizada com a original e a segun-
da se deve a necessidades numéricas de ndo violagdo dos vin
culos de desigualdade na primeira iteragao. O algoritmo €
razoavelmente ripido, convergindo em cerca de 25 iteracdes
para cada uma das condig¢Oes impostas. A fim de ilustrar o
método, descreve-se a seguir dois dos casos analisados. Em
ambos, o comprimento arbitrado € de 1,2m e as propriedades
do material -ago- mnecessarias para simulacdo sdo o modulo de
elasticidade E=2,1x1010kgf/m2 e a densidade volumétrica =
7800kgf/m>.

No primeiro caso, as restrigOes referentes a drea e ao
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raio de giragdo, C e D nas equagdes (3.16) e (3.17), sdo ad
mitidas muito pequenas de tal maneira que estes vinculos de
desigualdade trabalham apenas no sentido de evitar que as
fungdes acima se tornem negativas. Os resultados obtidos
podem ser comparados com os da viga de secgao transversal
constante, inicial, através dos dados da Tabela I abaixo.

No segundo caso, restrigoes mais fortes sao colocadas
sobre as fungoes de drea e raio de giragdo. Assim, procura-
se a viga que tenha area maior que um valor C=0,004m2 e raio
de giragdo menor que D = D,25m2, em qualquer secgdo transver
sal. Esta condig@o para o raio de giragao significa inver-
ter a desigualdade expressa anteriormente em (3.17), trans -
formando-a em

Cs(y,x) = yﬁ(x) -D<0 (5.1)

Resultados para este caso estao na Tabela II abaixo.Os
dois casos acima foram otimizados para valores de frequencia
fundamental de 3000 rd/s.

Nota-se, nos resultados tabelados, que, para os dois
casos, a frequencia natural do primeiro modo cresce cerca
de 330% em relagdo a frequencia da viga de secgiao constante
usada para iniciar o processamento, enquanto a massa & redu
zida em cerca de 83% para o primeiro caso, sem restrigoes ,
e em cerca de 77% para o segundo caso,com restrigdes maio -
res.

Deve-se observar também que a restrigdo de raio de gi
ragao menor que D=0,25m2 ndo € totalmente obedecida na simu
lagao do 2% caso. O fato de permanecer numa faixa proxima
a fronteira, dentro da regido proibida, & inerente d funcgio
de penalizagdo.

Diversos outros casos foram também simulados, com ou-
tras restrigoes e outras condigoes iniciais, sendo que os
resultados obtidos foram julgados satisfatorios [9] .

6. Conclusoes
Para o método descrito neste trabalho parece oportuno
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Conds. contorno especificadas:e1=0,ﬂlm; 52=O,0244m_l
Peso da Viga de Sec. Const., Inicial: P=2246,4 kgf
Frequencia Fund. da Viga de Sec. Const., Inicial
w_ = 692,0 rd/s
n
1
Valor da Fungao Objetivo p/ Viga de Sec. Const.Inic.:
J=671,44
19 CASO 2° CASO
2 2 2 2 2
xm | A, @) | e, @) | xm | A,.eh | rfe,e)
0,00 | 0,0765 0,1483 0,00 0,1055 0,1408
0,24 | 0,0620 0,1640 0,24 0,0852 0,1584
0,48 | 0,0475 0,2006 0,48 0,0649 0,1860
0,72 | 0,0329 0,2575 0,72 0,0446 0,2217
0,96 | 0,0184 0,3292 0,96 | 0,0243 0,2654
1,20 | 0,0039 0,4066 1,20 | 0,0040 0,3137

Frequencia Fundamental

w_ = 3012,5 rd/s
ny

Frequéncia Fundamental

w = 3007,0 rd/s
£

Peso da Viga Otimizada
P=376,3 kgf

Peso da Viga Otimizada
PE512,5 kgf

Valor Final da Fgao.Objet
J=151,39

Valor Final da Fgao.Objet.
J=168,78

TABELA I - Viga otimizada
p/ w=3000 rd/s,sem restr.

TABELA II - Viga otimizada

p/ w=3000 rd/s,com restr.
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destacar os aspectos a seguir. Em primeiro lugar,a formulagdo

por Controle Otimo permite uma abordagem mais direta e geral
se comparada com a de outras publicagbes na area [2 4], embo
ra a programacgao, em si, seja bastante trabalhosa. Outro as
pecto € a facilidade de se modificar os vinculos de desigual
dade permitindo que se imponham restrigoes para diversas ne-
cessidades de projeto. Deve ser também levado em conta que,
se necessario, € possivel definir outras condigdes de contor
no sem grande dificuldade, como, por exemplo, especificar a
drea na extremidade engastada. Também o fato de ndo se im -
por a geometria final da viga permite obter, através de ajus
tes posteriores, a forma conveniente que mais se aproxime da
viga otimizada.

Finalmente, uma observagao referente aos algoritmos de
gradiente. McCart et al, [6], colocam restrigdes a esses mé
todos na forma desenvolvida por Bryson e Denham,[7], por a -
charem que as modificagOes, necessarias para transformar o
problema estrutural de contorno num problema de valores ini-
ciais, e que as estimativas iniciais ruins sdo sérias amea-
gas a estabilidade do método, podendo, portanto, causar di-
vergéncias no tratamento numérico e retardar a convergéncia.
No método tratado neste trabalho, a convergencia nos vincu-
los terminais mostrou ser problema de solugao relativamente
simples se se dispuser de algum mecanismo de controle do pas
so a cada iterag@o. Quanto a convergéncia, ndo se confirmou
sua lentiddo o que pode ser atestado pelo numero razoavelmen
te pequeno de iteragdes necessirio para os casos apresenta -
dos.
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OTIMIZACAO DA FREQUENCIA FUNDAMENTAL E DA

DISTRIBUICAO DE MASSA EM UMA VIGA EM BALANCO.

Sumario

Este trabalho apresenta um procedimento de otimizagdo
para uma viga em balanco que realiza vibragOes transversais.
Define-se uma fungdo objetivo mista que envolve a frequenc1a
fundamental e a dlstrlbulgao de massa ao longo da viga. A mi
nimizagao desta fungao € vinculada a obediéncia da Equagao
de Euler para a viga e a condigoes de contorno adequadas.
Para tanto, as variaveis de controle utilizadas sao as fun-
¢oes area e raio de giragdo da secgdo transversal, resultan-
do num problema de Controle Otimo. Este problema, por sua
vez, € tratado numéricamente de modo a se obter, segundo o
cirtério adotado, a distribuigao _de massa que, para um dado_
comprimento e vinculos de resisténcia estabelecidos, leve a
viga de menor massa e maior frequéncia fundamental. Resulta-
dos obtidos sao entao comparados a resultados anteriares
existentes na literatura.

FIRST MODE FREQUENCY AND MASS DISTRIBUTION

OPTIMIZATION FOR A CANTILEVER BEAM

Summary

This work presents a optimization procedure to treat
the problem of a cantilever beam, subjected to transverse
vibrations. A performance index which includes the first
mode frequency and the mass distribution, is defined. The
minimization of this index is subjected to Euler's equation
for the beam and to adequate boundary conditions. The opti-
mal control problem is then formulated such as to give the
minimum weight and the maximum frequency for a cantilever
beam of fixed lenght and subjected to given strenght cons-
traints. The problem is numerically solved and the results
compared to other existing results in the literature.
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1. Introdugio

O presente trabalho apresenta um novo procedimento pa
ra otimizagdo estrutural recentemente desenvolvido [1] . Es-
se método se baseia em técnicas de controles [2, 3, 4].e de
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anilise de elementos finitos [5], através da diferenciagao

de elementos finitos fisicos e matematicos. Ele se destina
a resolver uma classe de problemas de otimizacdo em que os
elementos estruturais sao constituidos por um nimero de pe-
dagos desses elementos (aqui denominados elementos finitos
fisicos) que tem contornos e tipos de variagao de espessura
pré-especificados pelo projetista. Por isso, a formulagao
proposta € geral no que se refere a tipos, tamanhos e dis-
tribuigao da espessura de tais elementogs finitos fisicos, a
1ém de permitir o uso do método de elementos finitos facil-
mente. Para exemplificar seu emprego, € apresentado um exem
plo de minimizacao da massa de uma viga sanduiche engastada
em vibracdo livre sob a condig¢do de que tenha uma dada fre-
quencia fundamental. O método & apresentado para elementos
uni-dimensionais, embora tenha sido originalmente para ele-
mentos estruturais planos.

2. Elemento finito fisico

Considere um fendmeno que possa ser descrito por uma
equagao diferencial linear Lw = 0 em um dominio D contido
no espago, R], dos numeros reais, juntamente com condigoes
de contorno apropriadas nos extremos 3aD. Os coeficientes do
operador L dependem de um conjunto de funcgoes ui[x), G N7
..., m, x € D e de parametros constantes. As fungOes u; po
dem ser consideradas como controles do fenomeno e pertencem
a um conjunto pre-especificado U schbre D. Para exemplifica-
gao, suponha que exista apenas uma variavel de controle res
trita a forma u = p(x, ¢), onde d € algum conjunto de para-
metros reais a serem determinados.

A equacao original pode ser reescrita na forma de n e
quagoes de la. ordem

Z " £(x, z, u)

onde z e f sdo fungGes vetoriais pertencentes a um espago n
dimensional, reais e continuas em D; u €& mensuravel em D.As
variaveis zisﬁo denominadas de variaveis de estado e sdo su
postas a pertencer ao espago de Sobolev wl.

Particione-se, a seguir, o dominio D em dominios D.,
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i=1, ..., N, de modo que: Difﬁ Dj = ¢ parai # 3,
N
D= U D.
i=1 1

e que U seja um conjunto de fungOes seccionalmente conti-
nuas em D, continuas em todo D; alem de terem a estrutura
matematica especificada pelo projetista. Seja aDii+1 0 con-
torno entre os dominios Di e Di+1' Assim, associa-se a cada
elemento finito fisico, isto €, a cada pedaco de elemento
estrutural, um subdominio Di'

Por conveniéncia, seja pi(x. rij) = p(x, d) para XEDj
ep; = 0 para x g Di' Denominando por © o numero total de
j
T3 que tenha o menor 6. Convem observar que P; nao necessi
ta ter a mesma estrutura matematica para todos os elementos.

parametros para um dado "i", seleciona-se um conjunto

Definigao: Elemento Finito Fisico e a parte de um elemento

estrutural associada a um sub-dominio Di'

3. Método de otimizacao

Inicialmente, define-se o indice de desempenho, Jo’ e
a fungao, J, a ser minimizada como
N

J=J + & i3« (=2 J 2yl = pi]}dx

o S
i=1 Di

onde A e y sao fungoes multiplicadoras de Lagrange. As fun-
coes A sao denominadas ¥ari5veis de co-estado e também su-
postas a pertencerem a W_. 0 operador "." indica produto in
terno no seguinte sentido:

P>
P
]
"o
-
-,

Definindo-se o Hamiltoniano por

H(x, z, A, u, v, d) =2 . £+ y{u+p)

e realizando integracao por partes, pode-se reescrever J co
mo sendeo:

N xj+l xi*+l
J=J_ + I {x.z| + (A -z + H)dx}

1 X3 Xi !
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Para que J seja minimo € necessario que a primeira va
riagao de J seja nula para toda e qualquer possivel escolha
de variagoes admissiveis de u, A, z e d. Pode-se satisfazer

este requisito através das condigoes necessarias de Pontrya

gin.
i- J = 0; ii- J =0 iii- J =0
s 2Y .u
iv-J 4., =0 ¥ par (i,]j) definido ; . v- J = 0.
* 1J !E
As condigbes "i'" e "ii" indicam que as restrigoes de-
vem ser satisfeitas enquanto que as "iii" e "iv" conduzem

as condigoes de otimo de u e d;;. Finalmente, "v" conduz a
um sistema de equagoes Hamilton-Jacobi e suas respectivas
condigoes de contorno:

i -
. Dj i+1 i,i+1

0 conjunto de equagoes que expressam as condigoes de
otimo, obtidas de "iii", "iv" e "v'", devem ser resolvidas
simultaneamente com a dada equacgao diferencial.

Esse sistema de equagoes diferenciais e integrais nao
lineares podem ser resolvidas por qualquer método matemati-
co. Um destes € o método de elementos finitos que aqui sera
usado.

4, Aplicacao do Método de Elementos Finitos

0 método de elementos finitos [5] faz uso da partigao
do dominio juntamente com fungdes de interpolagio apropria
das. Assim, o dominio D € subdividido em sub-dominios 2y,
i=1,..., M tais que

R. =D e Qi(\ Rj = ¢ para i1 # j

Seja anii+1 o contorno entre os elementos ﬁi e ﬂi*l

Sobre cada elemento & definido um conjunto de pontos nodais
e de fungdes interpoladoras.
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Definigao: Elemento finito matematico € a parte de um ele-
mento estrutural associada a um subdominio ;.

Obviamente, tais elementos finitos matematicos devem
ser definidos consistentemente com os elementos finitos fi-
sicos ja definidos. A seguir, transforma-se a equagao dife-
rencial e as condigbes necessarias dadas para a forma de e-
quagbes algébricas. A primeira pode ser transformada  por
qualquer um dos métodos convencionais e as equagdes Tresul-
tantes sdo lineares nos parametros da varidvel dependente,
mas, COmMo oS parametros dij sdo também incognitas, tais e-
quagodes sao nao-lineares no presente contexto.As condigdes
necessarias sio transformadas na forma requerida pela subs-
tituigdo da variavel dependente e, em alguns casos, da va-
riavel de controle pelas suas expansoes seccionalmente poli
nomiais seguidas das integracgodes indicadas. Essas equagoes
sdo quadraticas na variavel dependente e podem incluir pari
metros da variavel de controle.

A solugao do sistema de equagdes algébricas ndo linea
res consistira sempre de dois conjuntos de parametros. Um
deles define a variavel de controle 6tima, u ., e o outro es
pecifica as varidveis de estado que evoluem sob o controle

u_.
0

5. Exemplo
Como exemplo de utilizagao do método proposto, € apre

sentado a seguir o problema da minimizagao da massa de uma
viga sanduiche posicionada no intervalo [0, L], engastada
em x = 0 e em vibragao livre, sendo dadas a frequencia fun-
damental e a massa do nicleo.

Um elemento finito fisico "i" & definido como sendo
um pedago da viga sanduiche com largura unitdria, comprimen
to c,, espessura do nicleo A. e posicionado no intervalo

]xi. xi+lj' As duas folhas estruturais iguais tem a espessu
ATRY 2. 2 _ 2 LR
ra t = Ai + [Bi Ai)[x xi)/ci. onde Ai e Bi sao, respec

tivamente, 4 espessura de cada folha deste elemento em x; e

X A viga serd entdo constituida de N elementos finitos

i+l
fisicos unidos de tal modo que haja continuidade de desloca

mentos lineares e angulares, esfor¢o cortante e momento fle
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tor.
A equagdo do movimento sera

_ 2
(E I w,xx),xx = [pc Ac + Zpst(x))ﬁ w X € {xi.x

i+l)
i=1,...,N
onde: E, Pgr I(x) sdao o modulo de elasticidade, densidade,
segundo momento de drea das folhas; Py ® A, sao a densidade
e a espessura do nucleo e 0 € a frequencia fundamental. As

condigoes de contorno sao

w(0) = w  (0) =Q(L) = M(L) =0

Neste problema se define como varidvel de controle a
espessura, t(x), das folhas estruturais e como variaveis de
estado os deslocamentos linear e angular, momento fletor e
esforgo cortante associados ao modo fundamental. Entao te-
mos as equagoes

Z] = W
z],x = g
ZZ,X = 23/E I
3 x T %
2y 5 = (0o Al * 20 t)n’ zi x €D,
i=1,. WN

e as condigoes de contorno
21(0) = z2,(0) = 33[L} = zd(L) =0
Definindo o indice de desempenho como sendo a massa

estrutural e o Hamiltoniano por

H= t+ X o £*ylt - [Ai + (Bg - Af)(x - xi]/ci]},

obtem-se a funcional J a ser otimizada como sendo

+1 xi+l
* g]dx}
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Seguindo o procedimento proposto, determina-se as e-
quagoes de Hamilton-Jacobi

ll,x = -(pc ALt 20 t)q Aq
lz.x 2 -Al
xS,x = -Az/E I
i4.x =-ks X c Di‘ i=1:5..:.,N

que podem ser reduzidas a

« (p. A+ 2a. t)a® a

X & - s 4

4,xx).xx

Conclui-se também que as variaveis de co-estado Ai sao con-
tinuas em D e que

A (L) = A (L) = Ag(0) = 2,(0) =0

Portanto Aa ez satisfazem a mesma equagao diferencial e
com as mesmas condigoes de contorno, Logo, a unicidade de
solucoes dessa classe de problemas requer que }4 = C Zq-

Levando isso em consideracao, conclui-se que as condi
¢oes necessdrias restantes requerem que a espessura, t, e

os parametros de controle, Ai e Bi‘ sejam tais que

. B 2 .2
1+ C[-E AZ zl.xx/z + 200 21] + y(x) =0

-A‘[xi+lytx)[1 - (x - x;)/c.]dx = 0

i %i i i
xi+1

-BiJ y(x) [(x - xi)/ci]dx =0

Hz

Estes requisitos indicam que os elementos com A, e B, nao
nulos e nao necessariamente iguais devem ter as seguintes
propriedades:

a- devem ter a mesma energia Lagrangeana média, como pode
ser observado pela satisfagao simultanea dos dois alti-
mos requisitos ja que-(y(x) - 1) € a distribuigdo de e-
nergia Lagrangeana;
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b - o baricentro da distribuigdo da densidade de energia La
grangeana deve se localizar na secgao media de cada ele
mento.
Caso Ai e Bi sejam necessariamente iguais, somente a
propriedade '"a" ocorre.

Supondo que

para algum "i" e que todos os elementos finitos matematicos
"j" tem o mesmo comprimento ”cj", podemos escrever as condi
¢Ges necessarias como sendo

q 4T s ;
Ai{lfc + _Z F(J) ((1 = e p)Cj)[E Ag OEEJ)- 49592 GE(J))

1=p
Cp a2 g0 gy o WO -0
a : _
Bi{lfc - jip W[J}[[j T p)Cj(E Ai O§[J} a 405 QZ Dgtj]) i
+ (E Az lgtj) - 4o 0l 1@(j)}]!(j}} « i
i = 1,.40,4N
onde

y " x.+1 2
J@(l] & I i a eT[[x o xi]/ci]de

s s X;+1 ;
Jill) o | AT . j
§ [ g,xx f,xx[(x xi)/ci] dx
.
i
a - vetor das fungoes de interpolagao
@[J)- deslocamentos lineares e angulares nodais.
Como exemplo numérico, considere-se a seguinte viga:

Comprimento 100 cm

Espessura do nucleo 10 cm

Densidade: nicleo 0,0104 kg/::m3
folhas 0,0078 kg/cm3

Frequencia 434 Hz

Médulo de Elasticidade 2,06.10% N/cm?
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A redugao da massa total da estrutura, em percentagem
em relagdo a viga uniforme de mesma frequéncia, é indicada
na Tahela 1. Esses resultados indicam que elementos com dis
tribuigdo de espessura linear acarretam redugao da massa es
trutural sensivelmente melhor que as uniformes, e, além dis
so, tais redugbes sao muito proximas das obtidas por Weiss-
haar [6] através de otimizagdo continua. As solugdes para
elementos finitos fisicos uniformes comparam qualitativamen
te com os resultados encontrados por Venkayya (7] e os 1i-
neares com os resultados de Sippel e Warner [83. Convém lem
brar que a economia da massa estrutural depende da frequen-
cia adotada.

Elementos finitos fisicos

Numero Tipo

usado Uniforme Linear
1 0,00 6,67
2 4,78 7,74
5 6,58 7,95
4 F22 8,02
6 7,68 8,05
8 7.84 8,05

Tabela 1.

6. Conclusoes

Em sintese, o método utiliza-se de duas expressoes
seccionalmente polinomiais independentes, uma para a varia-
vel de controle e outra para a varidvel dependente, gerando
assim os elementos finitos fisicos e matematicos, respecti-
vamente. A diferenga basica entre tais expansdes, € que a
primeira define a geometria (espessura) dos elementos fisi-
cos, enquanto que a segunda aproxima a solugao da equagao
diferencial dada.

As vantagens do método proposto, em relagdo aos  de-
mais, que usam condigOes necessarias para a ocorrencia de
um 6timo, se baseiam na generalidade com que a distribuigio
de espessura dentro de cada elementos finito fisico pode
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ser especificada, dos contornos arbitrdrios desses elemen-
tos, bem como do método numérico utilizado para resolver a
equacgao do movimento juntamente com as condigoes necessa-
rias. Os resultados obtidos através dessa formulagao sao
bastante significativos e comparam-se muito bem com os re-
sultados obtidos por outros métodos.
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OTIMIZAGRO DE ESTRUTURAS ATRAVES DE TECNICAS

DA TEQRIA DE CONTROLES E ANALISE DE ELEMENTOS FINITOS

Sumario

0 presente artigo sugere uma formulagao baseada em
tecnicas da teoria de controles e anallse de elementos fini
tos para a obtengiao das condigoes necessarlas para projeto
otimo de estruturas. As condigGes necesqarlas sdo obtidas a
través dos conceitos de elementos finitos fisicos e matemi-
ticos. Como ilustracaoc, o método & usado para otimizar uma

viga engastada em vibragao livre.

OPTIMAL DESIGN OF STRUCTURES BY CONTROL THEORY AND

FINITE ELEMENT ANALYSIS TECHNIQUES

Summar

A formulation based on control theory and finite ele-
ment analysis techniques is suggested for obtaining opti-
mality conditions for optimal design of practical structu-
res. The necessary conditions for optimality are derived
using the concepts of physical and mathematical finite ele-
ments. By way of illustration, the method is used for opti-
mization of a vibrating cantilever beam.
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Introduction

With the increasing demand for more exacting performance greater
emphasis is being placed on the nonlinear aspects of control systems.

Nonlinear systems employing the maximum available driving force
at all times (''Bang-bang'") have been analysed in many publications. A
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switching function is used to decide the instant at which switching of
the motive force should occur., It has been shown that 'bang-bang'
systems are capable of producing a fast response, but in their
simplest form are difficult to stabilise for all type of input.

Flugge-Lotz, in 1953 [1], studied the motion of mechanical
systems employing elements of 'bang-bang' control. This was done by
varying the coefficients of the differential equation describing the
system before the nonlinear elements are added. This variation of
the coefficients was done in a discontinuous way. The differential
equations describing motions controlled in such a manner are nonlinear,
although they are linear between switching points.

Flugge-Lotz [2,3] showed that a second order non-linear system,
in which the coefficients of the differential equation describing the
system were varied discontinuously in a specific manner, performed
better than a linear system having a natural frequency 15 times
greater. This method of discontinuous variation of parameters was
later extended to higher order systems [4] and also applied to an
electrohydraulic servomechanism [5] showing a superior performance
to its linear counterpart (having the same differential equation
excluding the nonlinear elements).

The basis of comparison used in references [3] [4] [5] to
evaluate the performance of the nonlinear system is open to criticism
on the grounds that the performance of the nonlinear system was
compared with just one linear system, and that not the best. A

fairer basis for comparison is therefore developed.

The discontinuous Control Strategy

No real system can satisfy the ideal requirement
= 1
6,(t) 8,(t) (1)

for all values of time t. The purpose of most servomechanisms is to
effect the reproduction of some control signal with power gain, and

it is never physically realisable to have power gain without time
delay effects [6]. Thus real feedback systems will in gemeral display
some error between input and output, A more realistic criterion of

near —ideal performance is that
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8,(t) = 0, (t)
8,(6) = B, ()
C PN ¢
5, M) = o, M) ©)
with n> 1

In practice fixed parameter systems cannot approach this condi-
tion except in a steady state; but clearly if a system could vary its
parameters in a controlled fashion, it should be possible to change
the system response at various times to approach this condition [2].

Consider the general fixed parameter linear system

n m
[anD * oaaes # alD + ao) B, = (me : PR +b0J ei (3)

For different sets of parameters Ay cevs Ag, bm’
response to various inputs is completely different. In particular, it

Eadg bo, the output

should be possible to shape the system dynamic equation in such a way
that the output acceleration is greater or less than the input
acceleration, as desired. Such a system could control with a very
small error if the changes in system response were made at suitable
points. The second order system which was suggested by Flugge-Lotz
and Wunch [2] had an equation of the form

(aZD2 +a

D+ au) Bo = Bi (4)

1
with

ag = a5 - a02sgn{9°.a} - aossgn{ﬁo.ﬁ)
a =a;; - alzsgn{ao.a} - alssgn(ﬁo.a} (5)

which was intended to satisfy equation (2). The parameters terms aq

in the right hand side of equation (5) were constants so that the

parameters a. and a. could take on a number of discrete values. An

0 1
analogue study of the system [3] confirmed that certain combination

of parameters produced a system satisfying
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0,(t) = 0, (t)

8,(t) = 0,(t) (6)

for a range of inputs. The principle of the system was basically
varying the output acceleration discontinuously so that it was
alternately larger or smaller than the input acceleration. Large
errors occurred when this alternating pattern could not be maintained.
The principle of the discontinuous control strategy is fully discussed
in reference [7].

Criterion of Comparison

In order to evaluate the improvements in the performance of a
control system that are gained when applying the discontinuous control
strategy, a criterion of comparison has to be set to compare the
performance of the discontinuous controlled system with its linear
counterpart.

For a fair comparison, the same amount of information used with
the discontinuous control strategy must be used with the linear system.
In the discontinuous system, correcting signals proportional to the
output and to the output velocity are used. For the linear counter-
part these signals can be used to produce a compensating signal if it
results in improving the performance of the systems. The use of
velocity feedback as a means of improving the performance of control
systems is a well known technique, but the optimum amount of velocity
feedback to be used is not well defined.

The term "optimum" signifies the problem of setting the adjust-
able parameters of a control system so that the control action re-
sulting after applying an input will produce the best possible response.
The word 'best' has several connotations regarding rise time and over-
shoot for step inputs, peak magnification and bandwidth for sinusoidal
inputs and steady state error for ramp inputs. Although these quan-
tities are interdependent, their interrelationships are not always
easy to determine and such abbreviated descriptions of one response do
not adequately define the others, Thus no such optimum adjustment will
be universally applicable because it will be based upon the criterion

used to define optimum control action, which depends upon the special
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requirement of each system,

Various performance criteria have been suggested which take
account of the complete response to a step function input. In many
instances, however, other criteria are of equal importance. The
frequency bandwidth will determine the system's ability to cope with
randomly varying inputs and the steady state following error with a
ramp function input can be critical,

For the servo-system under investigation the adjustable para-
meters are the forward path gain and the output velocity feedback co-
efficient. Transient response criteria are applied to the system to-
gether with a bandwidth criterion, which takes an account of the steady
state error as well as the frequency response [8]. These criteria
applied to the system together with certain practical constraints lead
to the defination of the best possible adjusted system [8].

System Description

The experimental system consisted of a size 18 D.C., motor driven
by a transistor power amplifier. A laboratory type electromechanical
servomechanism was chosen for convenience, but the electrical and
mechanical time constants were modified to give more realistic figures
for larger power systems and thereby extend the relevance of the
investigations.

The closed loop transfer function of the system is given by

@

K
v

K, + (0.46+K/K )s + 2.84x107%s2 + 1.86x10™%s3 7N

0
8

1

where K, is the voltage gain in the forward path of the loop and Kl is
the output velocity feedback coefficient.

Certain practical constraints are considered when applying per-
formance criteria to the system. Practical limit to the voltage gain
was considered and a limit to the ratio of the steady state following
error to input velocity of 0.025 sec was used, Application of various
performance criteria together with the practical constraints defines

the best possible system as having the following gains (8)
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K = 40

13.5 % 1077 sec (8)

-
1

A system adjusted to the above values has a maximum bandwidth
based on a -9db limit. Bandwidth is defined as the frequency range
over which the closed loop amplitude ratio is not less than a defined
value providing that the peak magnification dees not exceed an equal
corresponding value.

The Thyristor Controlled system is similar to the conventional
linearly controlled system except that the amplifier is replaced by
the thyristor controller, A reversible drive single-phase full-wave
controlled rectifier circuit is used. Full details of the rectifier
circuit and the thyristor firing logic are given in reference [7].

A specially built electronic block was devised for use as the
basic discontinuous control switching circuit. This circuit is
shown in Fig.l and incorporates OR and AND diode logic, Schmitt
triggers and six diode gates. Suitably amplified electrical signals

X(t) and Y(t) fed to the circuit result in an output signal Z(t)

Z(t) = B X(t) Sgn (X.Y.)

Full details of the circuits used are given in reference [7].

rig1  Building block circuils
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The equation representing the discontinuous control system is

given by

4" 2 e

1.s§x10 eo & Z-SEXIO B % 1_;0.46+K1Kv] GO+BO

o
v v K
v

= Bi *oag, sgn(eoe) +a g sgn(eo.e} Go

+ oa, sgn[00.0] + a;; sgn {BD.S} 8 9)

Experimental Procedure

The system was set up having the optimum values of the forward
path gain and output velocity feedback coefficient. The variable
parameters {acz, dgzs 3qy and a13} were set to zero and low frequency
harmonic input was applied. The parameter terms were then adjusted
sequentially until a minimum size error was obtained. It was found
that a large number of different combinations of parameter values
produced nearly the same minimum error. This has been observed also
by other authors who carried out previous investigations [4];[5].

A step input was applied and the system response monitored. It was
found that when the variable parameter values were chosen for best
harmonic response a poor transient response was obtained, and that

this was frequently the case when

Bpzi = Hgn
and

i

12 (10)
The transient response could be improved if the above conditions
were not satisfied, or if at least one of them was not satisfied.

As a compromise, the parameter values were chosen to satisfy one
condition of equation (10), thus giving a good harmonic as well

as transient response.

Performance Criteria Measurement

Three transient response criteria, the integral of square
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error (ISE); the integral of time squared error (ITSE) and the int-
egral of time absolute value of error (ITAE), are used to assess the
performance of the basic system (i.e. without discontinuouscontrol)
and to compare it with that of the discontinuous controlled system.

The bandwidth criterion was measured for the harmonic response of

both systems.

Experimental Results and Discussion

Figure 2 shows the closed loop harmonic }esponse curve for the
conventional electromechanical system without and with discontinous
control. The discontinous control system shows that the phase lag is
considerably reduced and the amplitude ratio is closer to unity for
frequencies below 5 Hz, The basic thyristor controlled electromechanical
system showsa similar but not identical performance to that of the
conventional electromechanical system as a result of the finite time

delay introduced by the thyristor controller.
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2 2 S frequency
= g1 B gl 2 T L ETEN P 910 12 L ISIBW B (Ha)
g °7 . et ‘
£ ol 8 _2—’“\\‘
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£ g system
o B0 = -B
2 S
£ 204 -0
(=9
2404 =12
-!_ﬂ‘_
_15.
-\Ia.
-204
_.2‘2.
244

792 Closed leop frequency. response for. the. electrocmechaniczl! servomecharnism ,

Figures 3 and 4 shows the results obtained when applying a triangular

signal to the three systems. Twice the steady state error is
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shown as a function of the frequency of the input signal.

As shown

in the figures, the steady state error is greatly reduced using

discontinuous control.
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A typical step response for a system without and with discon-

tinuous control is shown in Figure 5.

Figure 6 shows a summary of

the improvements in the three step response criteria that can be
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For the discontinuous control systems it was generally found
that the output velocity feedback coefficient could be varied consi-
derably without upsetting the system. In constrast the basic system
performance varied considerably with the output velocity coefficient.

This demonstrates a further advantage of discontinuous control.

Conclusion

Results have been obtained which enable the advantages of dis-
continuous control to be assessed for both types of system,

The improvements obtained in bandwidth and three transient re-
sponse criteria are clearly shown in Figure 6, What is not shown in
the figure is the dramatic improvement that can be obtained in the
steady state following error with a ramp function input. It would not
be proper to attempt to demonstrate this in a similar way because,
unlike the linear system, the discontinuous control system no longer
gives a steady state error which is directly proportional to ramp
velocity. Another important result obtained with discontinuous
control is that the output velocity feedback coefficient can be
varied considerably without upsetting the system.

Investigations of the system response with discontinuous control
showed that if the variable parameters are chosen for excellent har-
monic response a poor transient response results and a different set
of the variable parameters has to be used for the best step response.
It is possible to find the most suitable set of parameters for each
type of input applied. To obtain the maximum benefit from the dis-
continuous control strategy, input prediction could be used to
decide which set of parameters is to be employed. Thus an adaptive,
discontinuous control strategy could be developed.

Perhaps the most obvious application of discontinuous control
would be in situations, such as machine tool drives, where it is
difficult to achieve the required performance from conventional
electromechanical servosystems and yet the much higher performance
associated with hydraulic systems is not necessary. The use of the
discontinuous strategy in such cases will enable the performance
'gap' to be bridged with the less expensive and more easily

serviceable electromechanical system,
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LAMBERT, T.H. e ELIAS, N.R.

THE APPLICATION OF A DISCONTINUOUS CONTROL

STRATEGY TO AN ELECTROMECHANICAL SERVOMECHANISM

Resume

Cet article décrit 1'application d'un system de contrBle
discontinu a un servomfcanisme €lectromécanique. On compare les
caractfristiques d'un systeme de ce type a celles d'un systdme a
contrdle linfaire utilisant le méme nombre de paramdtres d'information.
On montre que des ameliorations notables des carécteristiques de
fonctionnement obtenues sont possibles tant en regime transitoire
qu'en régime continue et qu'un Rysteme de controle discontinu peut
2tre utilise pour franchlr la barriére séparant les performances
des syst®mes de contrBle €lectromécqniques et hydrauliques.

Summa ry

The application of a discontinuous control strategy to an
electromechanical servomechanism is described. The performance of
such a system is compared with that which can be obtained from a
linearly controlled system using the same amount of parameter informatio
It is shown that significant improvements can be obtained in both
transient and steady state performance criteria, and that a discontinuou
control strategy may be used to bridge the performance gap between
electromechanical and hydrualic control systems.
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1. Introducgdo

0 uso de valvulas hidrdulicas em sistemas de controle,
requer o conhecimento das curvas pressdo-vazdo para as mes
mas.

A Figura 1 mostra uma vista esquematica de uma valvu-
la de quatro vias, tipo carretel, controlando uma carga ge
nérica e alimentada por uma fonte de pressdo constante.

P,
Alimentagdo i

——— Retdrno

R
8
3

FIG. 1 - Vista Esquematica de Vdlvula Hidraulica

Uma relacdo envolvendo a perda de pressao na carga
(Pm), a vaziao através da mesma [Qm). o deslocamento do car
retel (x), e as demais quantidades assumidas conhecidas,ca
racteriza uma valvula completamente. A equagao (1) repre-
senta uma relacgdo desse tipo.

= (1)
f(va Qm» X) 0

Essas realizag¢des sao de um modo geral ndo lineares e uma

linearizacdo leva as quantidades[1]:

Sensibilidade de pressio K = —" (2)
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an
anho de vazido Ko S = (3)
& q 3x Pm- const.
= 2 E
e coeficiente vazao-pressao g = - sgﬂi (4)
c

™ X= const .

As quantidades K , K e K_ sdo denominados coeficientes di
ferenciais da valvula hidraulica e variam com o ponto de
operacao. Uma vez que o ponte de funcionamento mais impor-
tante € a origem das curvas pressdo-vazdo, isto €,

P = x = 0, a analise dos coeficientes diferenciais se

n "
ra feita em torno desse ponto.

As caracteristicas dindmicas de sistemas hidraulicos
controlados por servo-valvulas depende muito dos coeficien
tes diferenciais. O ganho de vazao esta diretamente ligado
ao ganho da malha aberta, enquanto que o coeficiente de va
zdo-pressdo esta relacionado a razdo de amortecimento do
sistema de controle. O valor da sensibilidade de pressao,
por sua vez, € uma medida da habilidade de combinagdes val
vula-motor de posicionar precisamente cargas com grande inér
cia e atrito elevado, e esse valor depende muito da preci=-
sio de ajuste da servo-valvula. Quanto maior o valor de Kp
melhor a qualidade da valvula.

Durante a fabricag@o de servo-valvulas, a folga ra-
dial § € mantida, usualmente, a menor possivel e os cantos
dos estrangulamentos os mais vivos possiveis. No caso ideal
de § = 0 er =0, o valor miximo da sensibilidade de pres-
sao € obtido quando a = b e ¢ = e (Fig. 1). Neste caso, o
valor teorico de K_ € infinito [2]. Na pratica € possivel
obter-se valores de K_ da ordem de 10%kgf/cm?® para  pres-
soes de 200 kgf/cm?, em valvulas novas e fabricadas cuida-
dosamente para terem cantos vivos. No entanto, o desgaste
das arestas dos estrangulamentos provoca um decréscimo da
sensibilidade de pressao, o que pode prejudicar o desempe
nho do sistema [3]. Ndo & dificil de se notar que a condi-
cdo a=b e c=e (Fig. 1) ndo leva, de modo geral, & maxima
sensibilidade de pressao quando & e r sido diferentes de ze
ro. Neste estudo, analisa-se os coeficientes diferenciais
para servo-vilvulas de quatro vias, levando-se em conta o
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arredondamento das arestas e a folga radial entre o carre
tel e sua sede, e determina-se a condigao de recobrimento
6timo para mdxima sensibilidade de pressao.

2. Calculo dos coeficientes diferenciais para servo-

valvulas
Considere-se o esquema da Figura 1 e sejam:

A = Area de passagem dos estrangulamentos
A = Abertura dos estrangulamentos A =-—%—
a, b, ¢, e = Dimensoes mostradas na Figura 1
C_ = Coeficiente de vazdo para os orificios C = Qe
q 9 AT
K. = Coeficiente de vazao-pressao
Kp = Sensibilidade de pressio
Kq = Ganho de vazao
P = Pressao
Q = Vazao
Re = Numero de Reynolds do escoamento Re = —%—%—%
r = Raio das arestas dos estrangulamentos
w = Comprimento circunferencial das portas
6 = Folga radial entre o carretel e sua sede
v = Viscosidade cinemdtica do fluido
= Densidade do fluide
x = Deslocamento do carretel, tomado como zero para o car
retel posicionado simetricamente na sua sede
X ™ "Under-lap" inicial
Indices

A, Al, AZ - Relativo ao lado A da carga
B, Bl, B2 - Relativo ao lado B da carga

m - Relativo a carga (motor)
S - Relativo & alimentacao
0 - Relativo & origem das curvas pressao-vazio.

A analise dos coeficientes diferenciais apresentada
neste estudo baseia-se nas seguintes hipdteses:
i) 0 fluido € incompressivel e viscoso
ii) A pressdo de alimentagdo € mantida constante
iii) A geometria da valvula & a mostrada na Figura 1, onde
o desgaste das arestas & levado em conta pelo raic r
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e a quantidade de "under-lap" {XOJ € a mesma para to-
das as portas
iv) O sistema estad em regime permanente.
A discussdo da validade destas hipdteses & apresenta-
da em [4]. Neste caso,o "under-lap" inicial é:
Xy = (a-b)/2 = (e-c)/2 (5)
Aplicando a equagdo da continuidade as duas camaras da
valvula, usando as condicoes de simetria e lembrandoas hi

poteses (i) e (iv) obtém-se:

2-P, (6)
Qp = Q=9 = CqA'AA'/ e
ETF; (7
Q) = Q% = CqB.AB."
Q, = Q- Q (8)
P = P
sTat Py (9)
P =Pp -P
m A B (10)
onde os coeficientes de vazao sao dados por:
%X A 2+P
= (-2 _ r A, A 11
Coa = f5— 2 50 /=) (11}
Xo*X r AB 2.PB (
- L aley ok 12)
Ca™ 7 213 575

0 conjunto das equagoes (6) a (12) caracteriza a ope-
ragdo de uma servo-valvula com cantos arredondados. Estas
equagoes sao utilizadas para determinar os coeficientes di
ferenciais para a valvula em torno da origem das curvas va
zdo-pressdo. Neste caso, ap0s varias transformagdes algé -

bricas e algumas derivagdes [4] chega-se a:

. 2'Ps_ 1 3(a/8) . 1 acq ] (13)
po [ /6 3alx/6) Cq a(xlﬁ)IRe‘ P
Bew A c
K o= — 2y . —
® e @ ¢ Cmar—9 (14)
s p Pt S |
C B8R
1 Vel o
P = = ac C (15)
R m T e (ﬂ).[ — 1 23(a/6) 2 A H—
qo0 P & C sy W/ Cq a(xié)'neacmstl_ Eg_:ac )
Cq BRE
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onde o indice o representa a origem das curvas pressado-va-
zdo, w € o perimetro de passagem das portas das valvulas,
A € a abertura de passagem com o carretel centrado na sua
sede, e Cq € o coeficiente de vazao para qualquer dos es-
trangulamentos individuais em torno da origem.

As equagdes (13) a (15) permitem, respectivamente, o
calculo da sensibilidade de pressao, coeficiente de vazao-
pressdo e ganho de vazdo desde que se conhegam: a variagdo
de Cq com (x/&) a Reynolds constante; variacao de Cq com ©O
nimero de Reynolds para abertura fixa; além da geometria
da valvula, o valor do coeficiente de vazdo, a pressao de
alimentacido e a massa especifica do fluido.

A abertura de passagem para a geometria mostrada na Fi
gura 1 pode ser escrita como:

i X = ara +x+21>0 e
A o Zrid 2% 2.r P b e { >
g- /(‘6—'1'%4'3—) + (1 +,6_) - 5 o [16)

% =1 para Xt X +2r <o
de onde calcula-se os termos correspondentes das equagoes.
Os termos envolvendo o coeficiente de vazdo foram cal
culados por um dos autores [4], que obteve solugoes,tanto para o
escoamento ideal, quanto para o viscoso através dos estran
gulamentos com cantos arredondados. O escoamento do fluido

Fluido perfeito
_____ Cg=Constante
———— Rg—=0

o
Xo/d
FIG.2 - Sensibilidade de Pressdo para Servo-Valvulas com

Arestas Arredondadas
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perfeito foi resolvido por meio de transformagoes confor -
mes, enquanto que para o escoamento viscoso obteve-se uma

solucdo numérica usando-se diferencas finitas.
-

Fluido perfeito

," -——-C,=Cmsranfc
5 2 1 o, I 2z 3 4 3
Xo/d
FIG. 3 - Ganho de Vazao para Valvulas Hidraulicas
3
X
4
/ /8 =0
,/ awmmfudopwmmp/
coincidentes com curvas
e Cq constente
-3 2 -1 o 1 2 3 4 5

Xo/d

FIG. 4 - Coeficiente Vazio-Pressdo para Valvulas Hidrauli

cas
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As Figuras 2 a 4 mostram a variacao dos coeficientes
diferenciais da vdlvula, (calculados conforme as equagées
(13) a (15)), com a quantidade de "under-lap" para diferen
tes valores de arredondamento das arestas. Vale a pena no
tar a variagao da sensibilidade de pressao com o raio das
arestas, o que ilustra uma possivel deterioragdo do desem
penho da valvula com o tempo de utilizagdo. Além disso,de
ve-se notar que valvulas com um ligeiro recobrimento tem
seu desempenho menos afetado pelo desgaste das arestas.

3. "Over" ou "Under-lap" otimo para maxima sensibili

dade de pressdo

Pode-se notar na Figura 2 que a sensibilidade de pres
sdo, para um dado raio de arredondamento, passa por um va
lor maximo para uma certa quantidade de recobrimento. Do
ponto de vista da fabricagdo de servo-valvulas, essa con-
digdo de recobrimento leva i maxima sensibilidade de pres
sao, desde que se conhega esse raio. 0 arredondamento das
arestas em valvulas novas depende de uma série de fatores
relacionados a fabricagdo e deve ser determinado experi-
mentalmente. O desgaste das arestas, apds um certo tempo
de uso, depende da aplicacdo especifica, podendo  também
ser determinado experimentalmente. Um dos autores [4], de

terminou o arredondamento das arestas em varias valvulas

f

FIG. 5 - Recobrimento Otimo para Miaxima Sensibilidade de
Pressao em Servo-Valvulas, com Arestas Arredon-
dadas
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2 3 4 5

<

[

FIG. 6 - Maxima Sensibilidade de Pressao para Servo-Valvu
las de Quatro Vias Tipo Carretel

novas e usadas, por meio de impressoes obtidas em folhas
de. chumbo [5], e os valores de r variaram desde 3umemval
vulas novas até 30um em valvulas de copiadores hidrauli -
cos com varios anos de uso. As Figuras 5 e 6 mostram, res
pectivamente, a quantidade 6tima de recobrimento e o va-
lor maximo da sensibilidade de pressdo em torno da origem,
como fungdo do raio normalizado das arestas, para varias
condigoes de escoamento. As curvas de ambas as figuras fo
ram obtidas graficamente a partir das curvas de sensibili
dade de pressao.

4. Conclusoes
A analise dos coeficientes diferenciais para valvu -
las hidraulicas permite as seguintes conclusoes:

a) Servo-valvulas do tipo carretel com um ligeiro grau de
recobrimento siao menos sujeitas a redugdo da sensibili
dade de pressao, causada pelo desgaste das arestas, do
que valvulas com recobrimento zero ou negativo.

b) Quando se considera o uso de servo-valvulas por um pe-
riodo suficientemente longo, pode-se afirmar que: val-
vulas com arestas ligeiramente arredondadas, e um reco



c)
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brimento adequado, podem apresentar, a longo prazo, sen
sibilidade de pressdo maior que valvulas que inicialmen
te possuiam cantos vivos.

0s resultados da andlise dos coeficientes diferenciais,
combinados com o conhecimento da razao de desgaste das
arestas em aplicacgoes particulares, pode levar ao desen
volvimento de valvulas hidraulicas com desempenho melho
rado, e que sao muito menos afetados pelo desgaste das

arestas.
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NIGRO, F.E.B., STRONG, A.B., ALPAY, S.A.
OTIMO "OVER-LAP" PARA MAXIMA SENSIBILIDADE DE

PRESSAOQ EM SERVO-VALVULAS HIDRAULICAS DO TIPO CARRETEL

Sumario

Os coeficientes diferenciais para valvulas hidrauli -
cas a saber, sensibilidade de pressao, ganho de vazao e
coeficiente de vazao-pressdo, sao analisados para servo-
valvulas de quatro vias, levando em conta o arredondamento
das arestas dos estrangulamentos e a folga radial entre o
carretel e sua sede. Bascando-se nos resultados dessa ana-
lise, mostra-se que a mixima sensibilidade de prcssac nao
€ obtida por vdlvulas de centro critico, mas sim por valvu
las com uma quantidade otima de recobrimento.

OPTIMUM OVER-LAP FOR MAXIMUM PRESSURE SENSITIVITY

IN HYDRAULIC SPOOL VALVES

The valve differential coefficients, namely, pressure
sensitivity, flow-pressure coefficient and flow gain, are
analysed around the null operating condition of four-way
spool valves, taking into account the possible edge-rounding
and the radial clearance between spool and sleeve. Based
on the results of this analysis it is shown that maximum
pressure sensitivity is usually not attainable by zero-
lapped valves but by valves with an optimum amount of over-
lap.
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) 15 IntrodugEO

0 controle por modulagao em largura de pulso, particularmente
quando grandes poténcias estao envolvidas tem sido muito utilizado da-
da a sua grande eficiencia e redugao de efeitos de nao-linearidades
[3,4,5,6].

Neste trabalho propoe-se uma solugao para controle de servomeca-
nismo eletrohidraulico utilizando modulagao em largura de pulso com a-
mostragem natural e realimentsggo de estado; faz-se a analise do sistg

ma proposto com o objetivo principal de estudar sua estabilidade e mos
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tra-se, deste ponto de vista, a superioridade da soluq;o proposta quan
do comparada com a solugao usando realimentagao de saida [1].
Para a analise deste sistema pulsado nao linear utiliza-se o mé-
todo das transformagoes pontuais [2] e se obtem como modelo uma equa-

¢ao de estado recorrente nac linear e implicita.

2. Controle por Realimentacao de Estado

O sistema de controle de posigao eletrohidr@ulico com modulagao
em largura de pulso, amostragem natural e realimentagao de estado pode
ser representado pelo diagrama da Fig. 1.

Sinal de Comutacao
v

r(t)
—
m{E,V, %, X Controla-
dor =
m
b Comutador
Alimentagao
Lo e Servovalvula
P Eletrohidraulica
Dreno -
%2
| ==
= ‘1\1‘\ ] o
i ] "

Pistao atuador

Processo

Fig. | - Sistema de Controle.

Supomos que o processo contituido por uma servovalvula, atuador

e carga tem o seguinte modelo simplificado normalizado:

5 2
y(t) + ay(t) = ) u(t)
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onde u & o sinal de entrada no processo, y € a posigao da carga e A &
um parametro constante por hipotese.

Tomando como variaveis de estado:

x1 (t) = y(t)
Ax2(t) = y(t)

obtémse a equagao de estado

X(t) = AX(t) + bu(t) (1)
onde

0 A 0] xl(t)'
A= b= l e X(t)= é o vetor de estado de processo.

o -, 1A xz(t)‘

0 sinal de comutagao & um dente de serra de periodo unitario cons

tante
v(t) = a(l-2t) , n<t<n+l , n = 0,1,2,...
0 sinal de controle m e dado por
m(t,v,r,X) = v(t) + r(t) - KT X(t)
onde r(t) € o sinal de entrada de referencia de posigao e K & um vetor
de constantes K-[K; " Kz}T de realimentagao de estado.

0 sinal de entrada no processo e

1 para m>0
u(t) = f(m) =

-1 para m<0
u(e) = £(m) = £[v(t) + r(t) - KT x(v)] (2)

De (1) e (2) temse a equagao diferencial nao linear para o sis-

tema



1382
X = AK(t) + bE[v(t) + r(t) - KT x(t)]

A matriz de transigao e a equagao de tramnsigao de estado do pro-

cesso sao respectivamente

1 l-exp(-Ait)
¢(t) =

0 exp(-it)

X(t) = ¢(e-ty) X(tp) + jzo #(t-z) bu(z) dz

onde x(tD) € o vetor de estado do processoc no instante inicial tO'
Para o tempo normalizado t€[n,n + 1] e 8,12 largura normaliza

da do n-esimo pulso positivo, tal que
u(t) = 1 se tEin,n + an)
u(t) = =1 se t&{n + Bn o n ®1)

determinamos, atraves de uma transformagao pontual, a recorrencia asso
ciada ao processo; para o sistema de controle com realimentagao de es-
tado e mdulagao em largura de pulso, usando a condil;so de que a comu-
tacao ocorre em t = n + an , quando m =0 , e os fatos de )} ser fini-
to e de X(t) ser continuo na regiao de cmutngrm, obteémse a seguinte

equagao recorrente nao linear implicita de estado:

Xp4p = ¢ X +H(@) (3.a)

t .o ~K[e(e) X +cC(s)] + a(l-20) =0 (3.b)
n

onde

1 1-exp(-2 )
$(1) =

P exp(-1 ) (3.¢)
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i) = [1 =2+ 228 - exp(-A) - 2 exp[—]\(l-ﬁnj-'

-1 - exp(-2) + 2 exp[-;(l-en)] 3 (3.4)
[o
& -
lﬂ =y (3.e)
1 l—ex‘p(—lﬁn)
¢(en) -
LG exp(—isn) (3.1)
A8 = 1+ exp(=28)
. ; ]
(1-exp(-18 ) (3.8)
0sb s 8’ (3.h)
com r“*_E,n - r(n*ﬁn)

3. Ponto de Equilibrio

Para determinar um ponto de equilibrio basta impor a condigao de

ponto duplo a recorrencia (3):
1

X, [xp ) xp] L T

com isto obtém-se
(1- e]x = H)
Como [I - 8(1}] & singular, conclue-se que para a solugao de e-

quilibrio o sinal u(t) sera uma onda quadrada de amplitude uniforme,

com a largura de pulso normalizada em regime permanente dada por:

Es
N[

identicamente ao resultado obtido em |1|, para o caso de realimenta-
¢ao de saida.

Restringindo a analise para o caso de entrada de referencia cons
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tante, obtemse para o ponto duplo o vetor:

A K. l‘}
|(" 2 2o rgD e
x -

P A
[—tgh( % )
4, Estabilidade Local
De (3) tem—se que
8. = g(xn)

para pequenas perturbacoes

X =X - X

n n P
em torno da condigao de equilibrio (Xp 5 GPJ ter-se-a
B = S(XP) + < ?S(KP) L

Pela Linearizagao de H{Bn) obtem-se

H(B ) = HE) + hs

n 2 n
e entao tem-se o modelo linearizado
Gxn+1 - ¢(l}6xn * hﬁn
que pode ser escrito como
axn+1 = ¢(1)6x“ + h<vg(xp) . axn >
donde tem-se a equagao recorrente de estado explicita

6Xn+l " Arﬁ}{n

(4)
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onde a matriz quadrada Ar = [aijl , i,j = 1,2 tem como elementos

23K A
811‘1"";—]“ (1 - exp(-3]

aj; = 1 = exp(-1) + %i [1-exp(~ %}] iKl[l - exp(- %J] + Kpexp(- %51 %

az; = Eﬁﬁl exp (- %) s
azy = exp(-1) + 2 exp(- ) {m[t - exp(- D]+ Ky exp(- %}}

onde

A
M = -2a - K, tgh(%) i M_Z%_
1+ exp(-3)

Para que o ponto de equilibrio seja localmente estavel, todas as

raizes da equagao caracteristica de (4) :

det[A - uI] =2 4+ Py + P, =0

onde
Pl = —trA
Py = detA

devem ficar mo interior do circulo unitario do plano y centrado em sua

origem. As fronteiras da regiao de estabilidade sao dadas por:

P2 =1
P2 - ""Pl =1
P, = Py

e por um procedimento similar ao utilizado em [1], obtem-se a frontei-
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ra de estabilidade no plano (ﬁl,l):

- A

= 2 MK, exp(- 7)
Ky = 1+-= =

A[egn@) - cn@ | 1% Gl

tgh(%a
(5)

onde K « 5 e K, »E2, ng Fig.2 plota-se (5) para diferentes valo-
1 " a 2 a
res de Ez.

100

Fig.2 - Fronteiras de Estabilidade
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5. Conclusao
Neste trabalho analisamos o controle por modulaggo em largura de
pulsos com amostragem natural e realimentagso de estado de um servome-
canismo eletrohidraulico e concluimos analiticamente que do ponto de
vista de estabilidade local do ponto de equilibrio, a utilizagao de re
alimentagdo de estado leva a uma solugao melhor do que a solugdo utili

zando realimentagao de saida e controlador proporcional |1

Contudo deve ser ressaltado que dada a ordem do sistema, solugao
equivalente a proposta poderia ser obtida pela utilizagao de realimen-
tagao de saida e controlador proporcional mais derivativo.

Sugere-se a compsraggo dos desempenhos dos sistemas citados em

termos dos seus erros.,
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BOTTURA, C.P., BURIAN JR., Y. e PALHARES, A.G.B.

CONTROLE POR REALIMENTACAO DE ESTADO E MODULACAO EM LARGURA

DE PULSO DE SERVOMECANISMO ELETROHIDRAULICO

Sumario

Neste trabalho analisa-se um servomecamismo eletrohidriulico uti
lizando realimentacao de estado e modulagao em largura de pulso com a-
mostragem natural pelo emprego do metodo das transformagSes pontuais .
Obtemse uma equagao de estado recorrente nao linear e implicita, bem

como estuda-se a estabilidade local.

STATE FEEDBACK AND PULSEWIDTH MODULATED CONTROL OF

ELETROHIDRAULIC SERVOMECHANISM

Summary

In this work an electrohydraulic servomechanism using state feed
back and pulsewidth modulation with natural sampling is analysed via
the method of point transformation. A nonlinear implicit recurrent sta

te equation is obtained, as well as local stability is studied.
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1. Introdugdo
0O trabalho analisa o comportamento de um navio em ma-
nobras em linha reta com alteragao de velocidade em tempo
minimo. Como variaveis de controle sdo consideradas a inje-
gao de combustivel e a razdo passo sobre diametro do hélice
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Utiliza-se um modelo matemdtico do navio com iteragao cas-

co-motor-hélice [1,2] e as conclusées obtidas fundamentam-
se na teoria de controle otimo [3] e consideragdes do de-
sempenho real do navio. O modelo desenvolvido € aplicado a
um navio SD-14 com o motor diesel e hélice de passo varia-
vel [1]. Os resultados apresentados neste trabalho sdo os
correspondentes a fase de analise do comportamento dinami-
co do navio para o tipo de manobra descrito e tém como ob
jetivo definir procedimentos futuros de sintese com vista
ao estabelecimento de controles automaticos para o navio.

2. Modelo Matematico do Navio

0 modelo matematico do navio & aquele desenvolvido
na referéncia [1,2] . E um modelo generalizado no sentido
que o conhecimento das principais caracteristicas do navio
define seu comportamento dinamico, atraves de procedimento
que nao depende do tipo de navio considerado. Assim, para
o movimento do navio em linha reta tem-se

nmv=T( - 1) - Ry (2.1)

In=0Q -Q (2.2)

m o H

onde T € a forga de empuxc desenvolvida pelo propulsor; T
o coeficiente de correcac da forga propulsora; Rp a forga
de resisténcia a propulsdo, resultante de todas as forgas
que se opdem ao movimento do casco; Qm o conjugado motor ;
Qo conjugado resistente absorvido pelo propulsor; me I
a massa e o momento de inércia totais do sistema; n a rota
gao do eixo propulsor e v a velocidade do navio.

Os valores de T e QH relacionam-se com a rotagdo e a
velocidade através das seguintes relagdes [1,2],

2 4

T = KT pn”~ D (2.3)

205

Qy = KQpn D (2.4)

onde p € a densidade da agua; D o diametro do hélice; K. e

T
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KQ sio obtidos das curvas caracteristicas do propulsor co-

mo fun¢do da razdo passo-diametro (P/D) e do coeficiente
de avango, J(J = v(l-w)/(nD), onde w € o coeficiente de es
teira).

0 valor da resisténcia @ propulsao, Ry, é fungao da
velocidade, v. Esta dependencia € levantada, por exemplo,
por ensaio em tanque de provas, obtendo-se os valores de
R, para diferentes velocidades e provendo-se ao ajuste de
uma curva de modo a se ter RT = RT[VJ.

0 conjugado motor no eixo de saida, Qm' € fungao da
quantidade de combustivel injetada em cada ciclo, Wp, e da
rotagao, n. Com a informagao do tipo de motor e de resulta
dos de ensaios pode-se levantar Q. = Qm(wp, n).

Os valores de m e I sao tomados levando em conta os
efeitos de massa hidrodinamica. A massa &€ tomada como 110%
do deslocamento do navio e para o calculo do momento de i-
nércia adiciona-se 25% do momento de inércia do propulsor,
incluindo-se também o efeito da razdo passo sobre diametro
(127

0 modelo previamente discutido foi aplicado a um na-
vio do tipo SD-14, com moter M.A.N. de 8400 BHB a 140 RPM,
no qual foi instalado um hélice de passo controldvel de 4
pas com raziao de drea expandida 0,70. Apds se ajustar por
polindémios aqueles valores em (2.1) e (2.2) fornecidos na
forma de tabelas e curvas, resultou um modelo analitico, a
proximado, para o movimento do navio em questao, na forma

(1]
v =f,(v, n, B/D) (2.5)

n = £(v, n, P/D) + g(W (2.6)

F}
ou, na forma de um problema de controle, tomando-se

Xy TV, X, =m0, u = WF' u, = P/D ,

Xy = fl(xl‘ X5, u2) {27
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X, = fz[xl. Xy, ug, uz) (2.8)

3. Problema de Controle Otimo

Para o objetivo de manobra em linha reta com altera-
¢do de velocidade em tempo minimo, © controle otimo do na-
vio resulta como solugdo do problema colocado a seguir.

Minimizar: IP = t. (3:1)

Sujeito a) vinculos dinamicos

X

17 £1(x10%5.0))
{(3.2)
g™ Lalmq X uyaby)
Uim £ Y1 £ Y1y Uzm £ Uz £ UM Gitas)
Xom < X5 £ Xoy (3.4)
b) vinculos de contorno
t, » 0, x;00) = vy = 0y x;(0) -~ ng =0 (3.5)
xl[tf) - ve =0 (3.6)

Atingida a velocidade Ve em tempo minimo te, deve-se
regular os controles de modo a manter o movimento em situa
gao de regime correspondente & velocidade Ve

A intengdo da colocagio do problema de controle oti-
mo nio € a de se estabelecer um procedimento de sintese
mas sim de se dispor de um elemento a mais de analise. Is-
to porque para as aplicagdes em tempo real o tratamento do
problema acima se mostra invidvel dada a inexisténcia de
solugoes analiticas e dada a dependéncia, numa solugdo nu-
mérica, das particulares condigdes de contorno.

4. Analise do Modelo
A primeira conclusdo que resulta da anidlise do proble
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ma de controle para manobra em linha reta em tempo minimo
€ que existem duas fases distintas. Na primeira, correspon
dente as equagoes (3.1) a (3.6), atinge-se a velocidade fi
nal desejada, v.. Nesta fase, dada a impossibilidade de

m

vincular os controles nos contornos, a velocidade final
atingida com aceleragao nio nula. Dal a necessidade de, nu
ma segunda fase, regular os controles de modo a atingir
situagao de regime.

No caso em que a razdo passo sobre diametro (P/D=u2}
€ pré-fixada (u2=u2) o problema se reduz ao controle da in
jegdo de combustivel (u; = Wp). Neste caso a Hamiltoniana
correspondente ao problema das equagoes (3.1) a (3.6) € de
finida como a seguir.

Ho= a6 (xy, %5, ﬁz) + Azfz(xl,xz,ul,ﬁz) (4.1)

E condigdo necessaria a otimizagdo que [3] a Hamilto
niana seja maximizada em relagao ao controle e fora da
fronteira tem-se

M _ ' (4.2)

No entanto, do fato de fz[xl. Xy, Up, ﬂz) ter a forma par-
ticular dada na equagao (2.6), resulta que

Ay 3 -y (4.3)
aul

sendo g = g(ul}. a equagao (4.3) define completamente a lei
de controle para a primeira fase e respeitado o vinculo de
desigualdade em uy (eq. (3.3)) resulta Uy T Upye Atingida
a velocidade final Ve, @ regulagem da condugao de regime ,
na segunda fase, &€ dada pela solugdo do sistema de equa-
goes (2.7) e (2.8), tomando-se as aceleragdes nulas. A e-
quagao (2.7) fornece a rotagao de regime e (2.8) o combus-
tivel de regime.

No caso em que tanto o passo sobre diametro e o com-
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bustivel s3o tomados como controles, tem-se que
H = Alfl(xl, X,, uE} + Azfz(xl,xz.ul,uz] (4.4)

e, além da equagao (4.2), € necessario que, fora da frontei

Td,

=0 (4.5)

Pelas mesmas consideragoes que no caso de passo fixo,
percebe-se que (4.3) define a lei de controle para o combus
tivel, na primeira fase. Tem-se novamente, como procedimen-
to Otimo, a injegdo maxima de combustivel,

A impossibilidade de solugdo analitica ndo permite ex
trair de (4.5) qual a lei otima para u,. No entanto sua ané
lise, combinada com a do modelo dinamico das equagdes (2.1)
a (2.4), permite o estabelecimento de um procedimento bas-
tante razoavel para a determinagac de u, na fase de acelera
¢do. Notando que

af 3
L I U SR S (4.6)
du 1 au 2 au
2 2 2
onde f(xl,xz.uz) = - QH/I (eq. (2.2)) € a contribuigio do

conjugado resistente; fl[xl,xz,uz} = (T(1-t) - RT)/m (eq.
(2.1)), sendo que apenas o empuxo T depende de u,. Vé-se ,
portanto, que a situagdo ideal seria maximizar sgparadamen-
te f e £;. No entanto, isto ndo € possivel, pois tanto T co
mo Qu sdo crescentes com u, [1]. Notando porém que o forne-
cimento de energia ao sistema estd maximizado, pois up = Wp
¢ maximo, o critério que deve prevalecer € o de minimizacgdo
das resisténcias passivas, isto €, a minimizagao de QH/I.

A anilise feita leva a seguinte lei de controle para
o passo com vista a manobra em tempo minimo, na fase de ace
leragdo: (i) inicie com u, minimo (uy = uy, ) até que se a-
tinja rotagdo maxima (x2 = XZM); ﬁii) atingida a rotacao mé
xima escolha u, tal que o conjugado liquido se anule, isto
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-

e, QL = Qm - QH = 0, mantendo este procedimento ate te em
que xz(tf) = Ve

Atingida a velocidade final, as condigoes de regime
podem ser reguladas pela solugao do seguinte problema:

Minimizar: QH(vf. X5, ”2) - Xy (4.7)
Ll
Sujeito T(vg, X5, up).(1 - 1) - Rplve) =0
(4.8)

Obtidos os valores correspondentes a solugao do proble
ma acima, x3 e uj, o valor de u, resulta de

Qplug. x5) = Quve. x3, uj).

5. Resultados

0 modelo matemiatico corresponde ias equagdes (2.7) e
(2.8) foi simulado num computador digital para o navio com
as caracteristicas especificados na secgdo 2 e segundo os
procedimentos da secgao 4. Para ilustrar o comportamento do
sistema na fase de aceleragdo,na Tabela 1 mostram-se os va-
lores obtidos para o caso em que: x,(0) = 0,5 m/s,
xz(D) 0,2637 r.p.s.; xl(tf) = 8,0 m/s; 0,4 < u, < 1.6 3
0,026 < < 0,174 kg/ciclo; 0,2637 < X, £ 2,4 r.p.s.

Y1

A anialise dos resultados da Tabela 1 mostra a clara
vantagem de se dispor da possibilidade de controlar, além
do combustivel, também o passo do hélice.

Nesta fase da pesquisa nao se dispoe ainda, no caso
de passo controlavel, dos resultados para a fase de regula-
gem da condigao de regimé, pela aplicagao do procedimento
otimo apresentada na secgao anterior. No entanto no caso de
passo fixo, todas as simulagOes realizadas, para varios va-
lores de v, mostraram que: (i) o tempo necessario para a
regulagem da rotagido de regime € sempre muito pequeno (da
ordem de 10% de ty para vg = 5,5 m/s); (ii) o valor da velo
cidade durante a regulagem nao chega a exceder o valor de
ve de uma porcentagem significativa em relagdo a preciséo
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Passo Fixo {ﬁz=0,8) Passo Variavel

Tempo Veloc. Rot. Tempo Veloc. Rot. Passo

(s) (m/s) (r.p.s.) (s) (m/s) (r.p.s.)

0,00 0,500 10,2637 0,00 0,500 0,2637 0,40

3,00 0,513 1,763 0,60 0,502 1,741 0,40

6,00 0,611 1,991 0,90 0,507 2,281 0,40
18,00 1,014 2,011 1,20 0,513 2,400 0,40
66,00 1,986 2,064 14,10 1,001 2,400 0,66
135,00 4,016 2,193 41,10 1,977 2,400 0,68
174,00 5,007 2,265 104,10 3,994 2,400 0,72
219,00 5,978 2,339 141,60 5,003 2,400 0,75
262,00 6,703 2,400 227,10 6,710 2,400 0,80 |
282,00 6,992 2,400 248,10 7,004 2,400 0,81
501,00 8,001 2,400 375,60 8,005 2,400 0,84

TABELA 1: Evolugao da Manobra na Fase Aceleragéo(u14L1?4).

de observagao existente (menos de 0,5% no caso de ve = 5.5
m/s).

6. Conclusdes

A analise do modelo matematico do navio especificado
na secgao 2, resultou, no caso de passo fixo, em procedimen
to otimo para a manobra de mudanga de velocidade em linha
reta. No caso de passo variavel, para a mesma manobra, esta
analise permitiu o estabelecimento de um procedimento empi-
rico de resultados bastante satisfatorios, como mostrado na
secgao 5.
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RIOS NETO, A., MAIZZA NETO, 0. e MORO, J.

ANALISE DE MANOBRA DE NAVIO EM LINHA RETA

Sumario

0 trabalho analisa o comportamento de um navio em ma-
nobras em linha reta com alteragao de velocidade em tempo
minimo. Como variaveis de controle sdo consideradas a inje-
cgdo de combustivel e a razdao passo sobre diametro do hélice.
Utiliza-se um modelo matemdtico do navio com interagdo cas-
co-motor-hélice e as conclusdes obtidas fundamentam-se na
teoria de controle 6timo e consideragoes do desempenho real
do navio.

MINIMUM TIME STRAIGHT LINE SHIP MANEUVER ANALYSIS

Summary

This paper is concerned with the minimum time problem
for ship velocity change in straight line maneuvers. In
this study the propulsion system is composed by a slow
speed diesel engine and a controllable pitch propeller. The
propeller pitch and the fuel rate are the control variables.
The conclusions are based on optimum control theory and on
considerations about actual system performance.
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1. INTRODUCAO

O emprego de técnicas de identificagdo de sistemas
para determinagdo das caracteristicas de manobrabilidade
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do navio tem sido recentemente objeto de diversas pesquisas
(1, ----- 7]. Em particular, o filtro estendido de Kalman
foi utilizado com resultados satisfatdrios [1,2,3] . O aco
plamento de um estimador de ruido dinamico ao filtro de Kal
man foi usado pelos autores com bons resultados [6,7,8].

Este trabalho apresenta um resumo da pesquisa efetuada
sobre identificagao da manobrabilidade do navio. Os aspec-
tos basicos de aplicagdo do procedimento sao analisados, is
to €, escolha da técnica de identificagao, selegdo do mode-
lo matematico e definigao de um esquemé para identificagao
do modelo.

A pesquisa foi efetuada com base na simulagao de mano-
bras do navio através de computador digital. A qualidade
da técnica & avaliada pela precisdo com que, pelo processa-
mento das observagoes, o método identifica os valores dos
parametros.

2, DEFINICAO DO PROBLEMA DE IDENTIFICACAO DA MANOBRA-
BILIDADE DO NAVIO

A determinacao das caracteristicas de manobrabilidade
do navio por meio da teoria de identificagdo de sistemas e
xige que se tomem algumas decisdes. Em primeiro lugar é ne
cessario escolher o modelo matemdtico para  representagao
do movimento do navio. Em segundo lugar, € preciso definir
o método de identificagdo a ser empregado. Depois, & neces
sario definir um esquema para aplicagdo da técnica. Como o
modelo matematico apresenta um grande nimero de coeficien-
tes, e como a eficiéncia da técnica se reduz na medida que
se aumenta o numero de parametros, € conveniente decompor
o sistema em subsistemas desacoplados. Neste caso, podem
ser selecionadas as excitagdes que mais influéncia tém so-
bre cada particular subsistema.

A pesquisa realizada pelos autores procurou determi -
nar as condigoes que resultassem em uma melhor identifica-
cao da manobrabilidade do navio. Assim foram investigados
diferentes modelos, diferentes técnicas de identificacio e
diferentes esquemas de implementagao da técnica.
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0 ponto de partida da pesquisa € aquele exposto por
Brinati [1]. O modelo matematico adotado € o proposto por
Abkowitz [9]; a técnica emprepada € o filtro estendido de
Kalman; o problema de identificacdo € dividido em duas par
tes: primeiro sao determinados os coeficientes do modelo
linear e em uma segunda etapa sdo identificados os pardme-
tros nao lineares.

Com a experiéncia adquirida ao longo da pesquisa uma
série de modificagoes foram adotadas. O Quadro 1 ilustra
a evolucdo obtida durante a investigagao. Pode-se perceber
que foram introduzidas alteragdes nos trés itens basicos
do problema de identificagdo: modelo, procedimento e es-
quema. Nas secgdes seguintes cada um destes aspectos € a-
bordado em seus detalhes.

QUADRO 1
i INTICIO MODIFICAGAO FINAL
DA PESQUISA T
MODELO <
ADOTADO CLASSICO COMPACTO A COMPACTO
PROCEDIMENTO FILTRO FILTRO ESTENDIDO FILTRO + ESTIMADOR
UTILIZADO ESTENDIDO [E KALMAN + DE RUTDO (dependen
DE KALMAN ESTIMADOR ADAPTA do do estudo de ob
TIVO DE RUIDO- serv. restrigao a
matriz Q).
2 ETAPAS 3 ETAPAS 4 ETAPAS
ESQUEMA DE |- coefic.linea- | - coefic.lineares - coefic.lineares
IDENTTFICAGAO res de v e T de v e T de vert )
- outros coefi- | - coefic. nao li- - coefic. nao li-
cientes. neares de v e 1 neares de v e 1
- coeficientes de - coefic.em Au
» - outros coefic.

3. MODELO MATEMATICO

0 modelo matematico empregado inicialmente no estudo
de identificagdo corresponde a formulagao classica propos-
ta por Abkowitz [8]. Este modelo cldssico € resultado do
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desenvolvimento das estruturas de corpo rigido e hidrodina
mica para o movimento do navio [1]. Os parametros do mode
lo correspondem ds derivadas hidrodindmicas [9] ou combina
goes destes termos com propriedades fisicas do navio.

£ apresentada a seguir a versdo linear do modelo clis
sico que foil objeto inicial do estudo de identificacao.

. A(l1) . fzt(v,r,ﬁ) - A(5) . fEE(V'r‘GJ

A(4) . A(11) - A(5) . A(10)

: A(4) f5, (v,r,8) - AQ10) f, (v,r.s) (1
ro= 2)
A(4) . A(11) - A(5) . A(1D)

fo05 A(9) + A(6)vy + A(T)r + A(8) 35 (3)
£5,= A(15) + A(12)v + A(13)r + A(14) 8 (4)
onde: v & a velocidade do navio na diregao transversal;
€ a velocidade angular em torno do eixo vertical;

8§ & o angulo de deflexio do leme;

v e T indicam as derivadas em relagao ao tempo de
v e r, respectivamente.

os coeficientes das equagdes A(i) sao derivadas hi-
drodinamicas.

A identificacdo do modelo linear classico exige a de-
terminagdo de 12 coeficientes. Os resultados do estudo con
duzido com este modelo mostraram que certos parametros eram
de dificil identificacdo. A explicagdo para este fato foi
atribuida inicialmente 3 magnitude relativamente pequena de
alguns coeficientes do modelo. Uma investigagao mais pro-
funda, no entanto, mostrou que a razdo fundamental da difi
culdade de identificac¢do & a nao observabilidade do modelo
[8].

A analise dos resultados obtides com a investigagio
do modelo classico conduziu a formulag¢do de um novo modelo
para representagao do movimento do navio. Este modelo pos-
sui a mesma estrutura do modelo cldssico mas tem um ndmero
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menor de parametros, razao pela qual é denominado como com-
pacto. [Isto implica em melhor caracteristica de observabi
lidade.

£ apresentada abaixo a versdo linear do modelo compac
to.

<.
1

B(1l)v + B(2)r + B(3)s + B(4) (5)

e
[}

B(S)v + B(6)r + B(7)s + B(8) (6)

A investigagao conduzida com o modelo linear compacto
mostrou que este modelo possui boa identificabilidade. To-
dos os coeficientes podem ser estimados com suficiente pre
cisao dentro de condigoes apropriadas (veja seccao 5). Em
consequéncia, para identificagdo da parte nao linear da di

namica do navio so6 se recorre a formulagao compacta.

4, TECNICA DE IDENTIFICACAQ

0 método inicialmente aplicado foi o filtro estendido
de Kalman. Este método havia sido empregado com resultados
razodveis em trabalhos anteriores [1,2,3,]. A formulagidodo
problema e as equagdes de aplicagao do filtro sao apresen-
tadas abaixo.

Considere-se o sistema nao linear, definide pela equa
¢ao de estado e pela fungao de observacoes (7) e (8) res-
pectivamente.

X = £{x(t), t) + G(1) w(t): t 2t (7

Y = hlx(tk), tx) + vy (8)

onde: f e h sdo vetores de funcdes reais diferenciaveis em
todos os seus argumentos; x(tg), w(t), v, sao varia-
veis aleatorias nao correlacionadas, com distribuigdo
Gaussiana.

x(t ) - N(x(t)), P(t))); w(t) - N(O, Q(t) )3 v - N(O,R(K))



1404

X €& o estimador do vetor de estado x e P & a matriz de co-
variancia do erro de estimagdo.
A solugao do problema de estimacao, definido por (7) e
(8), dada pela aplicacao do filtro estendido de Kalman, con-
siste das seguintes equacgdes:

T
Rty /t) = K(t /) + th*l £(X(t/t,), 1) dt (9)
k

P(t1/t) = e 1ot PO/t 015000 Q) (0)

a . " T
SCMVATVEE CHRVISR R ICR, PAIRE CTCRYZ WD) N6

PUten/tha) = |1 - K(tyyy) H(tk+l}jp(tk+1,’tk] (12)

K{tk+l)=P(tk+l/tK)nT{tk+l)[H(tk+1)P[tk+1/tK)Hr(tk+ﬂ+R(k+1ﬁ‘1
(13)

As matrizes # e H usadas nas equagoes acima sao as ma
trizes de transigao e de observagdo, respectivamente, para
0 sistema linearizado. A matriz K representa o ganho do fil
tro.

E conveniente esclarecer que x é o vetor de estado do
modelo fornecido ao filtro incluindo, portanto,as variaveis
de estado do sistema (v,r) mais os coeficientes que se dese
ja identificar.

Uma primeira modificagdo no procedimento de identifi-
1

4

cagdo ja havia sido introduzida pelso autores [6,7 .Consis
te na utilizagao conjunta do filtro estendido de Kalman com
um estimador adaptativo de ruido dinamico. O emprego do es
timador de ruido, conforme explicado naquelas referéncias ,
tem como objetivo dar mais consisténcia ao procedimento de
identificagao. Sabe-se que, em determinadas aplicacgdes, a
adigao de ruido dinamico (ficticio) procura especificamente
evitar o problema de divergéncia do filtro [10], que ocorre
quando a matriz de covariancia do erro de estimagdo torna-
se muito pequena.

Em determinados casos, no entanto, existe realmente uma
excitagdo estocdstica sobre o sistema.Nestas condigoes, pre
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cisa-se estimar as propriedades deste ruido ja que o desem
penho do filtro depende de uma especificagio razoavel do
ruido. Pode-se afirmar [10,1] que se a informagdo sobre a
estatistica do ruido for perfeita obtém-se o melhor desem-
penho do filtro. Se o ruido (matriz de covaridncia) usado
pelo filtro for maior que o real o desempenho do filtro po
de ser pobre (oscilagao na estimagao do estado), mas nao
ocorre divergéncia. Se o ruido fornecido ao filtro for me-
nor que o real ocorre a divergéncia (o estado estimado é
diferente do estado real).

Assim, € conveniente o emprego de um algoritmo que per
mita estimar consistentemente o ruido dinamico, ja que em
casos praticos nem sempre se dispde de uma informagdo per
feita sobre a estatistica do ruido. 0 método empregado nes
ta pesquisa baseia-se em algoritmo proposto por Jazwinski
[10] e produziu resultados satisfatorios[6,7] no estudo com
o modelo cldssico. Por essa razao o estimador de ruido foi
incorporado ao procedimento de identificagdo. 0 calculo do
ruido baseia-se na consisténcia entre os residuos previs -
tos e sua estatistica.

0 ruido previsto € definido por:
r(k+1/k) =y, - E{yl“l/‘fk} (14)

em que E € o operador expectancia, e Yy ={yj,j=1.2-—~-k}
0 valor de Q na equagdo (10) que produz o mais prova-
vel residuo satisfaz a condigdo [10]:

v2 (kel/k) = Blel(ke/K)} ; Kk = 1,2, =—=——= n (15)

A equacao (15) permite calcular a matriz de covarian-
cia do ruido dinamico Q. Este algoritmo foi formulado para
sistemas lineares e para o caso em que ha uma sd variavel
de observagao. Para sistemas nao lineares e para casos em
que ha mais de uma variavel de observagio o método consti-
tui uma aproximagao do mesmo nivel de precisdo do  filtro
estendido de Kalman. Para emprego do algoritmo nesta pes-
quisa foi elaborado um esquema de recorréncia [8].
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Uma outra modifica¢ao foil introduzida no procedimento
como consequéncia da investigagao realizada com o modelo
compacto. Chegou-se, desta forma, a formulagao de um fil--
tro adaptativo especialmente ajustado ac problema em estu-
do. A alteracao proposta bem como sua razao sao descritas
a seguir.

Verificou-se, no estudo com o modelo compacto linear,
que alguns coeficientes (B(4) e B(8)) eram de dificil iden
tificagdo. Este resultado se mostrou shrpreendemente uma
vez que um estudo de observabilidade indicou que o modelo
& completamente observavel. Uma anialise cuidadosa do pro -
blema levou a conclusdo que a dificuldade de identificagio
dos coeficientes se devia a certas caracteristicas do pro-
cedimento. Com efeito, alguns termos da matriz de covarian
cia de ruido dinamico, calculada pelo método de estimagio
apresentavam valores muito grandes. Para contornar esta di
ficuldade resolveu-se estabelecer uma restrigao aos valo-
res da matriz de covariancia do ruide dinamico. Adotou -se
um critério que a informagdo perdida durante a propagagao
do filtro, equagde (10), pela adigdo de ruido dinamico,fos
se no maximo igual a informa¢do obtida com o processamento
da observagao anterior, equacgdo (12).

A aplicacgao desta restrigdo aos resultados fornecidos
pelo estimador de ruido teve o efeito esperado. Os resulta
dos de identificacdo obtidos com o nove métode no estudo
com o modelo compacto linear sdo muito bons. Em decorrén--
cia este filtro adaptativo passou a ser o procedimento ba-
sico de estimag¢do. E evidente, no entanto, que o emprego
deste procedimento deve se basear em estudo de observabili
dade realizado com o modelo. Para estudo de observabilida-
de usa-se o conceito de matriz de informagéo,ﬁ‘(.), defini
da [10] por:

#7160 nT () RV DB, K) (16)
1

®(x,1) =

I e~y

i
0 sistema linearizado correspondente a (7) e (8)& com

pletamente observavel se e somente se, @[k.ﬂ) for definida
positiva para algum k> 0. Se o sistema ndo € completamente
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observavel ndo & possivel estimar todos os estados (parime
tros) do modelo.

5. ESQUEMA DE IDENTIFICACAO

Em principio, a aplicagdo da técnica de identificagdo
permite a determinagao de todos os coeficientes do modelo.
Entretanto, se o namero de varidveis observadas é pequeno,
€ de se esperar uma considerdvel dificuldade ao se tentar
identificar (estimar)} todos os coeficientes de uma s6 vez.
Algumas simplificagoes que nao prejudiquem a qualidade da
solugao, devem ser feitas para reduzir a complexidade do
problema.

A primeira simplificagao adotada foi a de trabalhar i
nicialmente com um modelo linear definido pelas equagoes
(1) a (4) - formulagdo classica - ou equagdes (5) a (6) -
modelo compacto. Em realidade o modelo matematico (compac
to) que representa o movimento do navio & dado pelas seguin
tes equagoes:

c o
]

C(1)au + C(2) (aw)2 + ¢(3) (au)3 + ca) v% + c(5)r’
+ C(6)8% + C(7) rv + C(8)6v (17)
Vo= C(9) v+ (10) T+ C(11)s + C(12)6° + C(13) rvZ +
+ C(14) 6vZ + C(15) (18)
r = C(16) v + C(17) r + C(18)6 + C(19)6> + C(20) rv’ +

+ C(21) &v?

+ C(22) (19)
onde: u & a velocidade do navio na diregao longitudinal;
Au = u - u, em que uj € o valor nominal de u.

0 emprego do modelo linear equagoes (5) e (6) se ba-
seia no fato de que para pequenas deflexces do leme (peque
no valor de §) a manobra executada pelo navio pode ser re-
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presentada apenas pelos termos lineares das equagoes (7) a
(9). Neste caso, ha um desacoplamento entre as equagdes em
VY e t e a equagao em U. Assim, em um primeiro estagio sao
identificados os coeficientes lineares das equagdes(18)e(19),
ou seja os parametros de (5) e (6). A utilizacao de manobras
em zigue-zague, com valor maximo de & igual a 49, produz uma
boa identificagdo dos coeficientes. Este resultado, além de
constituir uma prova de eficiéncia do método de identifica-
Gao, caracteriza a validade do modelo linear para esta fai-
xa de angulo do leme.

De acordo com a formulagao inicial, apos a identifica-
¢ao dos coeficientes do modelo linear, utilizar-se-ia o mo
delo completo - equagoes (17) e (19) - para estimagdo dos de
mais coeficientes. A investigacdo com este modelo mostrou
uma grande dificuldade de identificacao dos parametros face
ao numero de observagoes feitas. Verificou-se, adicionalmen
te, que as manobras que permitiam uma boa estimagao de de-
terminados parametros nao eram as mais adequadas para iden-
tificagdo de outros parametros.

Em vista destes resultados, efetuou-se uma modificagao
no esquema de identificagdo. Considerando que as equagodes
(18) e (19) idependem de u resolveu-se estimar, em um se-
gundo estagio, os coeficientes nao lineares dessas equagoes.
0 uso de manobras em zigue-zague, que produzam uma variagao
simétrica de v e r em relagao ao zero, garante uma boa iden
tificagdo dos referidos parametros [8].

A Gltima etapa prevista consistia na identificacdo dos
coeficientes da equagdo (7) trabalhando com o modelo comple
to. Os resultados obtidos ndo foram satisfatdrios, motivo
pelo qual se adotou uma simplificagao. Foram admitidos cons-
tantes os coeficientes C(1), C(2) e C(3). Esta hipotese ba-
seia-se no fato que esses coeficientes podem ser determina-
dos através de um ensaio de aceleragao em linha reta. Exis-
te ainda outro meio [8] para determinar esses parametros.

Com a simplificagdo adotada, verificou-se que & possi-
vel obter uma identificagdo satisfatoria dos demais coefi--
cientes da equaca@o (17). Convém mencionar, entretantoc, que
a qualidade de identificacdo destes parametros nao € tdo boa
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como a que se verifica para os demais coeficientes do mode-
lo completo.

6. CONCLUSOES

0 exame de cada um dos aspectos referentes a aplicagao
de técnicas de identificagdo permitiu que se chegasse a im-
portantes conclusdes. O emprego do modelo compacto assegura
uma melhor identificagao das caracteristicas de manobrabili
dade do navio. O uso do filtro estendido de Kalman com es-
timador de ruido, apoiado em estudo de observabilidade,cons
titui uma técnica eficiente de identificagao. A subdivisao
do problema de estimagdo dos parametros, através do trata--
mento de subsistemas desacoplados, produz resultados bastan
te satisfatorios.

Todas as conclusdes resultaram da simulacdo de manobras
do navio através do computador. Isto &, o método de identi-
ficagdo processa observacoes geradas de acordo com certas
hipoteses. A implementagio do procedimento em sua parte ex
perimental requer a especificagdo de instrumentos que permi
tam efetuar a medida das varidveis desejadas. Se a instru--
mentagao selecionada possibilitar a geracao de observagoes,
em conformidade com as hipdteses usadas no estudo de simula
¢do, entdo, os resultados serdo da mesma qualidade.
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BRINATI, H.L., e RIOS NETO, A.
EMPREGO DE FILTRO ADAPTATIVO PARA
IDENTIFICACAO DOS COEFICIENTES DO MOVIMENTO DO NAVIO

Sumario

0 trabalho trata de investigagao sobre o emprego de
técnicas de estimagao otima para determ1nagao dos coefi -
cientes do movimento do navio. Os principais aspectos do
problema de identificagdo sao discutidos. Constata - se
que a escolha de um modelo matematico apropriado tem in-
fluéncia direta sobre a qualidade de identificagdo. Mos-
tra-se que o emprego de um filtro adaptativo, ajustado a
cada caso especifico, produz resultados bastante satisfa-
torlos Verifica-se que para se obter uma boa identifica
cao dos_ parametros € conveniente fracionar o sistema no
maior nimero possivel de subsistemas desacoplados.

APPLICATION OF AN ADAPTIVE FILTER

FOR SHIP MANEUVERABILITY IDENTIFICATION

Summary

This paper shows the results of an investigation with
the use of system identification techniques to determine
the ship maneuvering characteristics., The main aspects of
the identification problem are discussed. It is shown that
the choice of an appropriate mathematical model has a sig-
nificant effect on the identification quality. It is found
out that the use of an adaptive filter, specially tailored
for each specific problem, works fairly well. It is also
found out that in order to get a good parameter identifica-
tion it is convenient to break down the system into the
greatest possible number of uncoupled subsystems.
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1. Introdugao
Neste trabalho retomamos alguns resultados de uma pes

quisa sobre controle de velocidade de turbina hidrdulica -
que desenvolvemos, com os detalhes aqui omitidos sendo en-
contrdveis em |1|, tendo como objetivo a aplicagao de méto-
dos desenvolvidos mais recentemente.

Dado que para uma certa vazdo, a velocidade da turbi-
na hélice € fungdo da posigao das aletas diretrizes e da
carga aplicada, faz-se o controle de velocidade pela mani-
pulagdo e controle da posigao angular das aletas diretrizes,
com a variagdo da carga tratada como perturbacgao.

Inicialmente identifica=se a dindmica da turbina héli
ce obtendo-se a partir dos resultados experimentais as fun-

goes de transferencia de comando e de perturbagiao para o
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problema considerado, empregando-se para tanto um computa-
dor analdgico. Em seguida escolhe-se a configuragao para o
sistema de controle e projeta-se para um ponto de operagdo
adequado.

Em uma segunda fase os polos do sistema s3o alocados
para que se tenha um desempenho determinado, primeiramente
com a utilizagdo de realimentacio de saida e posteriormente
com o emprego de realimentagio de estado.

Finalmente, projeta-se um controlador Stimo para este
processo pelo emprego da teoria do regulador linear quadra-

tico para o posicionamento dos polos do sistema.

2, Identificacao da Dindmica da Turbina

Para obter a fungio de transferéncia de comando entre
a entrada de deslocamento das aletas diretrizes da turbina
e a velocidade de rotagdo do seu eixo aplicou-se um degrau
de velocidade para a turbina em uma condigdo de operagao de
referencia em torno de 1200 RPM; para obtengao da fungdo de
transferencia de perturbagio um degrau de torque de carga
foi aplicado no eixo da turbina.

De posse das curvas de resposta obteve-se o modélo ma
temiatico da turbina atraveés do seguinte procedimento: par-
tindo-se de um modelo hipotetico de primeira ordem, sofis-
ticd-lo pelo aumento da ordem ate determinar o modelo cor-
reto com a ordem correta para o referido processo atraves
de iteracbes sobre uma simulagido analogica. Detalhes sobre
o método empregado bem como os resultados experimentais sao
dados em |1].

Como a resposta a perturbagao satisfez a um modelo de
primeira ordem, se obteve para a sensibilidade estatica K

1
e para a constante de tempo 1T o0s seguintes valores:

AN
Ky = (-S-T)O = 426 RPM/Kgf.m , 1, = 0,5 seg.

1

Uma vez conhecida a fungiao de transferencia de pertur
bagdo tentou-se, dado o tipo da resposta, um modelo 1linear
de segunda ordem super amortecido para a transferencia de

comando, incluindo o conhecimento obtido acima e utilizando
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uma simulagdo analdgica que reproduzisse a resposta experi-
mental pela adaptagac da outra constante de tempo. Este mo
delo mostrou-se inadequado e entdo tentou-se um modelo 1i-
near de terceira ordem; por tentativas feitas com a adapta-
cao dos parametros da simulagdo analogica se obteve um mode
lo linear para a turbina hélice; este & dado na Fig. 1, on-
de uy € o sinal de controle, T,Kgf.m, & a perturbagdo de
torque da carga e N, ,RPM, & a perturbagdo de velocidade.

Na Fig. 2 sao apresentadas a ourva experimental e os resul-

tados de duas tentativas sobre a simulagdao analdgica.

T
u {_ - 3::0 — + i -_&N;;# - ﬁ_] N

(0,05 »+1)(0,1s+1) 0,5 »sl

e e e

Fig. 1 - Modelo da Turbina
I 1 J 1|

300 =
N(RPM) o
200 :
I
100 - ,;... -

mékfaﬁ

0 1 2 3 & 5 tiseg)
Fig. 2 - Identificagdo de parametros

0

3. Controle Automatico de Velocidade

Para controlar a velocidade projeta-se um sistema on=-
de a medigdo de velocidade e a detegdo de erro sao feitas a
través de um regulador de Watt, que por sua vez posiciona
o carretel do distribuidor de uma vdlvula de tres vias; es-
ta age como um controlador que em resposta ao erro de des-
locamento gerado pelo regulador de Watt envia um sinal de
pressdao a um pistdo atuador de dupla agdo que age como ele-



1416

mento final de controle dando como saida um sinal de deslo-
camento u que posiciona as aletas diretrizes da turbina
hélice. Na fig. 3 apresenta-se um diagrama de blocos desta
solugdo cujos detalhes encontram-se em | 1|, e cuja nota-
gd3o & a seguinte

R w_ o+ x AP u
e (=]

Fig. 3 - Controlador de Velocidade

R e a referéncia, W é a referencia de velocidade,
Gl e Gu sd3o constantes e x & o erro de velocidade, em RPM,
medido pelo regulador de Watt, G2 e a funcdo de transferen-
cia do distribuidor da valvula, que & um sistema de segunda
ordem, AP & a variagdo de pressdo em psi, na saida do
distribuidor da vdlvula, G; €& a fung3o de transferéncia
do pistao atuador de dupla agdoc, que € um sistema de tercei
ra ordem com um polo na origem, u € a variagao na posigao
das aletas, N & a perturbagac na velocidade do eixo da -
turbina.

E interessante pesquisar alternativas para a solugado
deste problema classico. Uma solugdo cogitdvel, ainda usan-
do realimentagao de saida, poderia, por exemplo, empregar um
tacdmetro, um ampliador operacional, um ampliador de poten-
cia e uma servovalvula eletrohidraulica em lugar do regula-
dor de Watt; uma outra solugao poderia usar realimentagao
do estado visando um controle por alocagao de polos, oOtimo
ou nao.

Impondo que, os polos de G, e G; fora da origem do -
plano complexo s estejam no semiplano esquerdo e bastante
distantes do eixo imaginadrio do referido plano, podemos re-
presentar a solugdo de controle de velocidade da turbina pe
lo diagrama de blocos da Fig. H.

—
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R 83,3 3,40 - 426 N

+ |- 8 (0,05s+1)(0,1s+1) |* 0,58¢1

Fig. 4 - Sistema de Controle

Empregando,o lugar das raizes e o diagrama de Bode obtem-se
para o sistema com realimentagdo unitdria de saida da Fig.
4, que sendo de tipo 1 respondera a um degrau na velocidade
com um erro de regime nulo, a solugdo seguinte |1]| :
fator de amortecimento ¢ = 0,4,

polos dominantes = =0,6 + j 1,5,

pico no tempo nermalizado MPt = 1,3,

margem de fase MF = HSO,

tempo de estabilizagao ty = 4,7 seg,

faixa de passagem (032,24 rad/seg)

K = 2,23 x 107°,

funcio de transferencia de comando para a malha fechada

2,7

0,025s" + 0,0575 s° + 0,655 + s + 2,7

Fc(s) =

=

fungdo de transferéncia de perturbagdo para a malha fechada:

426s5(0,05s+1) (0,1s+1)

0,025s" + 0,05755° + 0,655 + 5 + 2,7

F (s) =
D

o=

que servira de referencia para as solugbes a serem obtidas

a seguir,

4, Alocacdo de Polos por Realimentacao de Saida

Mantendo-se o projeto empregando realimentagdo de =
salda faz-se uma sintese para a solugdo do problema de re-
gulacdo de velocidade da turbina usando um método de aloca-
¢do de polos.
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X
. 20 10 1 2 1
- K _ prct e S —
u1 5420 s+10 ] 842
K

Fig. 5 - Sistema Completo

Nao levando em conta a perturbagdo T, depois do integrador,
pode-se escrever apenas para a parte de comando (entre u e
x;), @ equagdo de estado: X = A.X + Buy; , onde

-2 2 0 © 0
= 0 0 1 0 _ 0 _ 4
Ag = 0 0-10 10| > B o X Ixpaxpxgax,l ,
-20K 0 0 -20 20K

e pela manipulagdo do constante escalar K pode-se alocar
cs polos do sistema de malha fechada. Desprezando as cons-
tantes de tempo menores, associadas aos polos s=-10 e s=-1,
obtem-se um modelo reduzido de segunda ordem, que represen
ta de forma razoavel e bastante simples a dinamica do sis-

tema de controle:

xy -2 2 o T
¥ lg ol = ¥ IK| uy s X o= xgsxl

Para K = 1,5 obtem-se os resultados da Tab. 1, onde Y re

presenta o conjunto de autovalores obtido em cada solugao.

Tabela 1 - Realimentacao de Sajda

Completo Reduzido
-2 2 0 0 0
1l o o 1 o 0 F=z @
Ar =l o o0-10 10|° B | of | 2¢ ‘[—1,5 u] ,
30 0 0 -20 30

¥=(-19,03;-10,69;-0,74+j1,51}, | B =|1°5|
?

t_ = 6seg, M 1,2 Y = {=1 + j/ﬁ}
e Py =
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5. Realimentacdo de Estado

Como a turbina admite um modelo linearizado em torno
da condigao de operagdo que pode ser escrito como

X = AX+Bu , X(o) = Xo ook 3 %Xk § o= Xqs (1)

onde n = 4 para o sistema completo e n = 2 para o sistema
reduzido, e onde ¢ é a saida, considerando a lei de con-

trole com realimentacdo de estado

u(t) = R + K X (2)
onde K & um vetor constante, lxn, ter-se-i para o sistema
de malha fechada

X = AfK + BR , ¢ = Xy s onde Af = A + BK.

Como o processo € controlavel, pode-se posicionar arbitra-
riamente os polos do sistema de malha fechada através da es
colha de K.

Na Tab. 2 sdo apresentados alguns resultados para os
sistemas completo e reduzido, onde V & o conjunto de au-
tovalores desejados para cada solugao.

Tabela 2 - Realimentacdo de Estado

Completo Reduzido
o -2 2 0 0 0
R A B T S| I I = T
=5 “lo o0-10 10| *° 7|0 o of 1,5
=< 0 0 0 -20 30
vV = {-20; -10; -0,75 +j1,5)} v={-0,75 + j 1,5}
K = |-0,92 -0,02 0,02 0,02] K=|-1,27 0,33|
-2 2 0 0
i ] D 0 1 0 P 2
L £l 0 0 -10 10 £ 1-1,91 0,50
9 27,45 -0,67 0,62 -19,50
9]
& |v {-20; -10; -0,6 + j1,5} v={-0,6 + j1,5
8 Iy =|-1,01 0,14 0,04 0,08] K=|-1,40 0,53]
-
-z -2 2 0 ]
Azl O 0 1 0 % ol =2 2
f 0 0 -10 10 f|-2,11 0,80
-30,31 4,21 1,18 -19,20
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6. Regulador Linear Quadritico

Impondo-se para o sistema (1) a obtengdo de um desem-
penho 6timo descrito pela minimizagdo da fungdo objetivo:

T

3 5 (xT QX + ul Su) dt (3)

onde Q e R sao matrizes diagonais Q positiva semide
finida e S positiva definida, e supondo controlabilidade

e observabilidade completas para o processo, obtem-se | 2 |
a lei de controle escalar 6timo: u = FX, onde r=-5~1pTp 4
sendo P, nxn, a solugdo positiva definida simetrica

da equacgao de Riccati :

ATP+PA—PBS'1BTP+Q=0

Na tab. 3 sdo apresentadas algumas solugdes para S = 1 e pa
ra diferentes matrizes de ponderacao Q, onde W represen
ta o conjunto de autovalores obtido em cada solugao.

0 modelo reduzido permite conclusGes aproximadas e ime
diatas sobre os desempenhos que sao obtidos em cada caso.

Tabela 3 - Linear Quadratico

Completo Reduzido
-2 2 0 0
1o 0 1 0 _|-2 2
- 0’10 Ol A% o o0 -10 10 Af'!—o,us -o,uJ
o 79, -0,70 =8,79 =0,86 -20,40
W ={-203-103-1,94;-0,49} W={-1,943;-0,u49)
-2 2 0 0
1 o] A 0 0 1 0 -— 2 I
| % £f1o0 0 -10 -10 £5]-0,34 -1,
o -5,13 -24,87 -2,36 21,15
0 o
W={-203 -10,01; -1,57+30,73}| W={-1,58+30,71)
<2 2 0 0
3 0 | o 0 10 _|=2 2
e=| % A%l o 0 -10 10 Af'|-o,an 1,79
°o° -12,25 -39,71 - 3,68 -21,76
0
W ={-20; -10,02;-1,87+31,30} | W={-2,40+§1,93}




1421

7. Coneclusdo

Neste trabalho objetivou-se utilizar alguns metodos
classicos e modernos para sintese de um sistema de controle
de turbina hidraulica tipo hélice que foi identificada com
o emprego de um método iterativo sobre um computador analo-
gico. As diferentes solugdes produziram resultados intencio
nalmente semelhantes. F discutivel a necessidade e a vanta-
gem da maioria das técnicas de sintese linear utilizadas,
mas & inegavel seu interesse acadéemico e diditico.

Um ponto interessante a ressaltar e que mesmo para um
processo de terceira ordem, que levou a um sistema de con-
trole de quarta ordem, apos serem desprezados, atraves do
projeto, alguns polos do controlador, o modelo reduzido de
segunda ordem mostrou=e qualitativa e quantitativamente a-
ceitdvel, deixando clarc que a solugdo empirica, sem meto-
dos mais sofisticados de analise levaria a solugbes muito -

simples e aceitaveis.
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BOTTURA, C.P.
CONTROLE OTIMO DE TURBINA HIDRAULICA

Sumario

Neste trabalho, pelo emprego de diferentes metodos : a-
locacao de polos por realimentagao de salda, alocagao de po
los por realimentagdo de estado, controle otimo linear qua=
dratico com realimentagdo de estado, explorou-se o projeto
de um sistema de controle de um tipo particular de_ turbina
hidrdulica _previamente identificada. Pela comparagao com um
projeto classico e pelo uso de um modelo de ordem reduzida,
algumas conclusdes sao obtidas.

OPTIMAL CONTROL OF HYDRAULIC TURBINE

Summary

In this work, the design of a speed control system
for a particular type of hydraulie turbine, previously 1den
tified, is explored with the utilization of different me=
thods: output feedback pole assignement, state feedback pole
assignement, linear quadratic optimal state feedback con=
trol. Through the comparison with a classical type of design
and with the use of a reduced order model, some conclusions
are obtained.
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1. Introduction

An important problem in the control of linear multivaraible sys-
tems is that of designing an observer for a given set of linear state
functionals. Luenberger [1] found that, for an ﬂth~0rder system with m
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outputs, an observer of order n-m can asymptotically estimate (observe)
the system's states. The n-m poles of this observer may arbitrarily be
placed as long as they do not coincide with any poles of the original
given system, Later Luenberger [2] proves that a single linear func-
tional of the system's states can always be estimated with an observer
of dimension v-1, where v is the observability index of the system [3].
The design is such that the observer outputs asymptotically approach a
linear transformation of the states of the system.

Pearson and Ding [4] approached the problem using a cascade com-
pensator of integrators at the input to the nben-lnop system. Chen [5],
and Quintana and Devries [6] designed compensators by solving sets of
Tinear algebraic equations obtained from the coefficients of the trans-
fer functions of the system.

Wolovich [7], [8] used frequency domain methods to design an
observer of order (Y-1)r and arbitrary dynamics, where r is the number
of inputs to the system. In 1972 Fortmann and Williamson [9] essential-
1y solved the problem of designing a minimal-order observer for single-
output systems using a state-space approach. This was followed in 1973
by a minimization algarithm by Wang and Davison which uses transfer
functions [10].

In 1973 and 1974 Roman at. al [11], [12] presented technigues that
led to the design of a minimal-order observer. Their techniques use
realization theory. Murdoch [13] designed a succession of observers,
one for each linear function, in which each observer is driven by all
the preceding observers as well as the system's inputs and outputs.

This paper presents an easy method to design observers of the
Luenberger and minimal-order types, for single-output and multi-output
systems. Where possible, proofs have been omitted and appropriate ref-
erences indicated in order to simplify the paper presentation. Several
observers are designed for the high-gain excitation control of a synch-
ronous machine connected to an infinite bus through double transmission
lines; single- and double-output systems are considered in the il1lus-
trative examples. Performance tests have been simulated for the various
observers and two dynamic speed controllers of fixed structure [14].

2. Statement of the Problem

Consider a linearized time-invariant system of the following form:
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1

x(t)
y(t)

A x(t) +B u(t) ; x(0) = X5

(M
C x(t)

where x, ¥ and u are vectors of order n, m and r, representing the sys-
tem's state, measureable outputs and control signals, respectively. Let
a feedback control strategy for (1) be specified in the form

u(t) = K x(t) + u(t) (2)

where ue(t) represents an external disturbance input. K x(t) denotes
a control strategy obtained as a result of solving a linear regulator
problem [3], selecting a particular pole placement for the closed- loop
system [6], designing for a decoupled system, or other procedures.

Assume without loss of generality that the system (1) is controll-
able and observable [3], rank [B] = r, and rank [C] = m. Also, let K
have rank F <r. ;

Since the state x(t) of the system (1) is not directly available
to implement the control strategy (2), it is desired to design an
observer for K x(t) of the following form:

z(t)
w(t)

Fz(t) + G y(t) + Hu(t) ; 2(0) = 2,

(3)
D y(t) + E z(t)

where z is a p-dimensional observer state vector, and w is an r-vector
representing an approximation to K x(t). The resulting closed-loop sys-
tem is shown in Fig. 1; its poles are the eigenvalues of (A + BK) and
those of F [1], [3].

The observer output w(t) of Eq. (3) is said to estimate K x(t) if
the following condition holds:

j
tim S [w(t) - kx(t)]=0; §=0,1,2, ... (4)
tow dtd

independently of u, X, and zZ,
If w estimates K x, then one can suspect that z estimates a linear
combination of the states x, say T x. In fact, z is an estimate of T x

if the following conditions hold [3]:
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ue + B+iJ, X, c y_
> +
A
H=TB|
+ z ; A
E i3 - G |
Fi +
F
D

Fig. 1 System and observer structures

Condition I: H=TB {(5)

Condition II: TA - FT = GC (6)
Condition III: ET + DC = K (7)
Condition IV: A1l eigenvalues of F must have negative

real parts.

The problem is to find a minimal observer-state dimension p, and
matrices T, F, G, H, D and E such that Conditions I to IV are sat-
isfied. Actually the observer conditions reduce to II through IV since
once T is found, Condition I is readily satisfied. If p = n - m, the
design procedure is straightforward [1], [3], [14]; the resulting
observer is known as Luenberger's observer. In this case the observer
poles can be placed anywhere in the left-hand side of the s-plane, and
there is no restriction that the observer and system must have no poles
in common.

3. Observer Design
The major aim is to design an observer with the smallest possible
order, i.e. p <n - m.
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The design technique presented for minimal-order observers are
based on the dual phase-variable canonical representation [3], [15] of
the multi-variable system of Eqs. (1), i.e. A and C have the form

A = diag {A], AB’ R Am] ; C = diag [C1. Cps v Cm] (8)

where, for i =1, 2, ..., m,

and the Y;'s are the observability indeces of the system [3].

If some eigenvalues of A are in complex conjugate pairs, it turns
out that A cannot be represented as in (8) for m > 2; in this case,
some non-zero off-diagonal matrices exist. A suit;ble modification of
the design procedure presented below is described in Appendix I to deal
with such cases; another procedure is reported in [9].

The characteristic polynomial of A can be denoted as

a(s) = q;(s) g,(s) ... q.(s) (9)
where ¥ .|
. B i .
qi(s) =s  ta;s + e a*i s =V Povwsy M

Without any loss in generality, as F is unknown, assume that

F = diag [6;s 855 ---» sp] (10)

th

where & s i=1,2, ..., p, is the i~ eigenvalue of F.

Denoting the ith row of T and G as ti and 95» respectively, the
observer Condition Il may be written as
t; = -g; C [5,1 - a1, =0, 2, wiuy ps (1)

Assume that 9; takes the value

91 = '[q]{‘si)t q2{6.i), seuy quﬁi)] “2}
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Substituting Eq. (12) into (11), it is found that the general form of
T is [14]

T = [5(8;) S(s,) ... s(sp}]t spxn (13)
where, for i =1, 2, ..., P,
. 2 Nl 2 vl Yl
5(51.) = 8 85 «-.8y 1 85 -0 8y e 8y J:1xn

The observer Condition III may now be written as

[D E]L =K (14)
where L is defined as

L=T[ Ct T ]t : (ptm) x n (15)

For a Luenberger observer, p = n - m. As in this case the observer
poles §; are arbitrarily chosen, T can readily be obtained from Eq.(13)
and matrices D and E computed from Eq. (14).

For the sake of simplicity in the development, only the design of
minimal-order observers for single-output systems ( m=1) is presented
in this section; the extension to the multi-output case (m >2) may be
found in [14].

Let the characteristic polynomial of the observer matrix F be

p-1 T

¢(s) = P+ @ s qsta (16)

“p p
Since every square matrix satisfies its own characteristic equation
(Cayley-Hamilton theorem [3]), post-multiplying Eq. (14) by the matrix

Qp defined below yields

KQ =0 (17)

=0

i, = ,» and Qn_] H

and forp=1,2, ..., n-2,
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a 0 0 _]
up-l up 0
o a, o
Q = i 1.0 %p-l :n x (n-p-1) (18)
p 0 i
p-2
0 ap~3
i} 1
0 0 0

It can easily be shown that Eq. (17) is equivalent to
' a =~ B (19)
where
a= [o.,a wpptr 1° 4 9% (20)
ps p_'ls DO | zs 'I -

_ 1 1 1 2 2 r 4t
B = [Kpys Kpups ooos Knys Kipgs wees Ko go oees Koy

(n-p=1)r x 1 (21)
and %
Kl I(.| K.l 7
1 2 p
1 1 1
K K3 Ko7
K % ]
Kg-p-l KH-D Kg'z
2
K] K2 Kp
= 2 2 2 .
T = K5 K3 Kp+1 : (n-p-1)r x p (22)
2 2 T2
Kn-p-1 Kn-p Kn—2
¥ r r
Kn-p-l Kn-p i I(n-Z
- i

The design of an observer of minimal-order, therefore, reduces to
finding a solution to the linear algebraic Eq. (17) for the vector a
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under the constraint that p must be the smallest possible order and the
resulting eigenvalues of F have negative real parts.

A simple procedure for determining a minimal-order observer is
to try successively increasing values of p until a solution to Eq. (17)
is found with real {s(F)} < 0. It is enough to start the procedure with
p=rf-1, where r = rank [K] , [14].

4. Illustrative Examples

A synchronous machine connected to an infinite bus may be described
by the following linear model in dual phase-variable representation [14]

x=Ax+Bu ; y = §:x (23)
= t % _ :
where x = [x], Xps X3» xq] and u=aV = -K x. Matrices A, B, C and

K are given in Appendix Il. Matrix K is such that the eigenvalues of
(A +BK) are

+ . _ + .,

1]‘2 = -30.47 - j35.56 ; R3’4 = -6.31 - j3.47

Observer designs for two distinct output matrices are considered
next.

(1) Single-output case, y = [xq]. It is easy to verify that Eq.
(19) has no solution for p = 0 and p = 1. For p = 2, Eq. (19) yields

a
[0.030 -0.710] a' = [18.46] (24)
2

which has multiple solutions for g and ag. Obtaining @y from Eq. (24)
and substituting for it in the equation characteristic of a second-order
observer yields

o(s) = (s + 539.61) + ay (s + 20.65) = 0 (25)

from which it is obtained that the eigenvalues of F are over a well
defined root-locus for ay > 0. Table 1 presents the observer eigenvalues
and matrices F, G, H, D and E for several designs.

(2) Double-output case, y = [x]. x4]t. It can be verified that the
corresponding Eq. (19) has no solution for p = 0. For p = 1, it gives
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0
[-0.334, -0.00169, 0.34887, 0.09103] =0 (26)

1

0

from which the observer pole is

. _ 0.034887 _ _ ) 5
8™ =0y = 5, 00765 - ~20-086 (27)

Table 2 presents the results of the design of this first-order observer.

TABLE 1 Second-Order Observer for Single-Output System

| EIGENVALUES

OBSERVER SCF) " & i % .

— -47.88 | -47.89 0 | ~41.04]35.49| 5 .| 14 75 13033
-56.11 0 -56.11| -77.81{41.59

= -51.72¢ | ~51.72  .514/~109.86/76.34| . .| o .0 103,45
§0.514 | =-.514 -51.72| -4.43{ 0.76

S -51.50+ | -51.5  3.77(-106.19/76.34) 5 .| 3 41 _14.00
33.77 -3.77 -51.5 | -32.26] 5.58|

TABLE 2 First-Order Observer for Uouble-Output System

| E1GENVALUES "
ORBEETER ™ s ey F G H D D
0BS-4 | -20.67 -20.67| .644 9.257| -31.041| -.332 1.631| -1.688

5. Conclusion

A simple procedure for the design of minimal-order observers has
been presented, and applied to a single-synchronous-machine power sys-
tem. Single and double output systems has been considered for the ob-
server designs. The results of simulations of small- and large-
disturbance tests indicate that the minimal-order (first- and second-
order in the examples considered) observers perform quite satisfactor-
ily and, in general, better than first- and second-order speed stabil-
izers,

Computationally, the design of minimal-order observers is much
less time-consuming as compared to dynamic stabilizers of fixed struc-
ture. Also, the observer structures are not more complex than the
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dynamic stabilizers considered so far in the technical literature.
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Appendix 1

Canonical Representation for m > 2

Given a multi-output system (m > 2), it is not always possible to
find a transformation matrix, say W, which transforms matrices A and C
into the desired dual phase-variable canonical form of Eqs. (8).

Consider the following multi-input, multi-output system:
u
u=Kx (1-1)
It is possible to find a transformation matrix W [3], [5], such that
x(t) = W X(t) and

"

A x+BuAAx+Bu+ A* X
y=Cx 3 u=Kx (1-2)

where
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[0 A, .. Ay
. Ay 0 e Ay
A b
Am1 Am2 = Amm
A= [0 0 e XD da 3 =1, 2, e m
< it

B=W'8 ; K=KW )
and matrices A and C have the structure of Eqs. (8), and X denotes a
non-zero column vector, It is important to note that the observer
for system (I-1) is the same as that of system (I-2).

Assume A* = 0 in Eqs. (I-2), and denote the observer for the re-
sulting system as

2=Fz+Gy+Hu;w=Dy+F©Ez (1-3)

Assume now that A” # 0. In order to keep the balance in the observer
- *

Condition II of Eq. (6) when A is changed to A= A + A, matrix G

must be replaced by

G=6+TA ¢ (cc)! (1-4)
Appendix 11

Dual Phase-Variable Representation [14]
Single-output case:

0 0 0 -3200.0 0.00
a-|1 0 0 -16340| . o |-74115.2
0 1 0 -53.0 0.00
0 0 1 -21.25 0.00

c=[0 0 0 1]; K= [3E-5, -71E-5, -0.0185, 0.3751]

Double-output case:

[20.296 0 0 -49.344 -1.56-4
p- 69356 0 0 -1a78.af . o | -4.59E-3
0 1 0 -527.75 1502
0 0 1 -20.95 0.
7 0 0 0
¢ o o o 1:1 . K = [-0.334, -1.688E-3, 0.0349, 0.9104]
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MINIMAL-ORDER OBSERVERS FOR LINEAR

FEEDBACK CONTROL SYSTEMS

Summarz

Over the last few years there has been an increasing
interest on the design of minimal-order observers for a gi-
ven set of linear state functionals.

This paper, to start with, reviews the necessary con-
ditions for the existence of a general observer, and then
presents a method for the design reduced-order observers
(order p = n-m, where n is system's order and m is number
of autputs). Next, a method is presented for the design of
minimal-order observers (order p < n-m) for single output
systems.

An illustrative example is also presented. It is ba-
sed on the design of reduced- and minimal-order observers
for a synchronous machine with single output, and double
outputs.

0BSERVADORES DE ORDEM MINIMA PARA

SISTEMAS DE CONTROLE REALIMENTADOS LINEARES

Sumario

Durante os ultimos anos surgiu um crescente interesse
no projeto de observadores de ordem minima para um dado con
junto de funcionais lineares de estado.

Neste trabalho sao revistas inicialmente as condigoes
necessarias para a existencia de um observador geral, e de-
pois apresenta um metodo para o projeto de observadores de
ordem reduzida (ordem p = n-m, onde n e a ordem do sistema
em&é o numero de saidas). Em seguida, apresenta-se um meto
do para o projeto de observadores de_ordem minima (ordem
p £ n-m) para_sistemas com uma SO saida.

Tambem & apresentado um exemplo ilustrativo, baseado
no projeto de observadores de ordem reduzida e minima para
uma maquina sincrona com safda unica e duas saidas.
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1. Introduction.

In contrast to the unrestrained movement of the motor car and
deroplane, railways represent guided transport in its traditional
form and the growing congestion on the roads has caused a number of
countries, notably Japan, to reconsider the role of the railways as
passenger carriers between and within cities. One possible competi-
tive advantage which a railway has over a road is the potentiality
for higher speeds and Table I shows the state of development of
so-called high speed trains in Britain, Japan and Russia.
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Table 1

PARTICULARS OF HIGH SPEED TRAINS

Speed (Km/hr) | Length (m)l Power, (H.P.)
Shinkansen, Electric A.C.
Japan. 210 400 16,000
High Speed Train,
U.X. 200 184 Diesel 4,500
Advanced Passenger | 200 up to 250 252 Electric A.C.
Train UK. later. §,000
High Speed D.C. 200 364 Electric D.C.
Electric Train. 13,800
U.S.5.R.

The Shinkansen service has operated for 12 years with an enviable
safety record. The death rate per million passenger kilometres was
zero as compared with 166 for aircraft and 611 for automobiles. As
regards energy the Shinkansen's consumption was 100 kilo calories per
passenger kilometre compared with 780 for aircraft, 700 for automobiles
and 120 for buses.

Exciting as the developments on the railway are, their impact on
the total transport pattern is likely to be limited and the main
growth of traffic is likely to continue to be by road and air. However
there is a severe limitation of the capacity of a route provided by a
given investment and it can be shown that disciplined movement under
the control of signals, together with the coupling of vehicles into
trains enable much greater capacity and higher speeds to be obtained
than when vehicles are controlled individually by drivers, each of
whom may adopt his own following and guiding strategy“!.

In densely populated areas, for example the north-east corridor
of the United States between Boston and Washington, congestion of road
and air facilities has already become serious although the full capac-
ity of the railway is not exploited and substantially greater numbers
of inter-city passengers could be carried. It is therefore proposedlZl
during the next 20 years to invest about $1500,000,000 in providing
exclusive track, eliminating level crossings and introducing improved
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trains. The state of the art would not be greatly extended and speeds
of about 120mph are considered to be adequate.

Whilst it can be accepted that guided transport provides capac-
ity more cheaply than motorways on a route basis, justification for
its use must depend on its ability to attract sufficient traffic to
warrant investment in the track. All other things being equal in-
creased demand follows reduced journey time as was indicated in the
study of Evans|3| . There appears to be no physical reason why the
speed of a conventional railway based on steel wheels and steel rails
should not be extended, even to double the present values of 200km per
hour. Whilst electric railways provide high quality, high capacity
service, expensive construction (if not in tumnels then in screened
alignments) with costly attention to amenity preservation is neces-
sary to comply with the environmental standards now insisted on. The
only cheap alternative available to most cities is the bus which is
noisy, causes pollution and when operated on the public highway has a
very limited capacity. An objection to steel wheels running on steel
rails is noisc‘“; particularly in urban situations. This led to the
consideration of the pneumatic tyre which has been used with great
success on the Paris underground railway and in Montreal. This suffers
from two disadvantages however; friction losses are increased which
leads to difficulties regarding the heat dissipation in tunnels and
the negotiation of curvesis accompanied by objectionable noise. Whilst
most large cities are provided with underground railways, these are
very expensive to construct and a novel mode is required which is
intermediate between the railway and the private car so as to enable
a closer network of routes to be provided more cheaply.

The last decade has been characterised by extensive studies in
many countries, notably by the United States Department of Transport-
ation which has spent large sums in support of research and develop-
ment in transport including‘ the Transportation Test Centre at Pueblo,
Colorado. Table 2 shows the results of tests which have been carried
out there, together with the results of a Tracked Hovercraft tested at
Erith, near Cambridge, England.
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TABLE 2

Speed (km/hr) Means of Suspension Length of Tracks (km)

projected/on test. and guidance. Projected/Actual
LIMRV 402/410 Wheel on rail. 9'6/9.6
TLRV 482/151 Air cushion 35/8
PTACV 241/164 Air cushion ‘ 9'6/9.6
RTV 31 482/1?2 Air cushion 11/1'9

Noteworthy results were obtained with the LIMRV which uses conven-
tional wheels on rails. A speed of 410 km/hr was achieved in a compara-
tively short length of track, acceleration being assisted by jet. 'The
ride was very smothls|. The track for the Tracked Levitation Research
Vehicle (LVRV) was not provided with power supply and reaction rail dur-
ing the main test series. Nevertheless a speed of 151 km/hr was attained
by using the reaction of the exhaust of the gas-turbines which supplied
power to the air-cushions. The ride was very good even in the presence
of artificial track irregularities. The PTAVC, which was intended for
use as an airport link and was the only vehicle to be finished in a
form suitable for passengers, operated at 164 km/hr on air cushions
and was assessed as being extremely comfortable.

As regards the British contribution, represented by the Tracked
Hovercraft (RTV 31), the required length of track was never provided.
Nevertheless it was shown to be possible to accelerate and brake
within the distance of 1.9km to and from a speed of 107 mph using the
linear motor alone.

In addition to inter-city developments, much thought has been
given to urban systems. Fig. 1 shows an installation in Morgantown
of personalised rapid transit wherein comparatively small vehicles are
routed by computed according to demand.
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FIG. 1

PERSONAL RAPID TRANSIT EXPERIMENT AT MORGANTOWN.

A requirement for systems, operating at close headway is 'static
switching' or 'route selection' whereby a following vehicle can select
a different route from a leading vehicle without time being occupied
in switching points on the track and proving them correct before a
vehicle can proceed. Fig. 2 shows the sensor fitted to one of the
Morgantown vehicles whereby the vehicle can steer itself either to the
right or to the left. The direction to be followed is selected by
biasing the sensing system in the required direction by an external
inductive link.

FIG. 2
STEERING SENSING DEVICE - MORGANTOWN.
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The depressed economic situation has led to a loss of impetus on
the development of novel systems. Nevertheless a difficult choice has
to be made in many countries as to whether to persevere with the devel-
opment of conventional technology or to engage in research and develop-
ment of systems which may be more attractive from the economic and
environmental viewpoints.

2. COMFORT FACTORS.

For any given speed the configuration of the route must be deter-
mined by the reaction of passengers to accelerating forces. Civil
Engincers|6| usually consider that the centrifugal forces of passen-
gers can be balanced by canting the track and that passengers can
tolerate a limited amount of 'cant deficiency'. Thus in British pract-
ice a cant of 6" was provided (which with a standard gauge is equiva-
lent to 6° tilt) and a further 31" is permissible making a total tilt
of about 9°. The provision of a track complying  with these limits
but which would be suitable for a speed of 100m/s (224mph) would
necessitate a minimm curvature of 6,020 metres which would be expen-
'sive in difficult terrain. By allowing the vehicle to tilt, passenger
comfort can be secured on sharper curves. Thus British Rail's APT
(Table 1) can tilt through 9% which is in equilibrium on a curvature
of 4090m at 100 m/s. This however represents a greatly increased cant
deficiency as measured by the reaction of the vehicle on the track.
Thus whilst easing the position for the passengers the tilting bodies
do nothing to enable the track to withstand the lateral forces arising
from cant deficiency. This therefore becomes a limiting factor and a
system of construction which is capable of withstanding indefinite
lateral force would of course have advantages.

Another important consideration from the comfort point of view is
the rate of change of acceleration. Loach and Maycocklﬁl recommend a
figure of .372 m,/s3 and the Office of High Speed Transportation gives
a limiting figure for rate of change for sustained acceleration
(lateral jerk) of about 3 m/ss. Another way of looking at this problem
is to consider the rate of rotation of the equivalent gravitational
vector. Loach and Maycock's figure would appear to be equivalent to a
rate of rotation of .38 radians per second.

Regarding rate of chanpe of acceleration in the direction of
motion, a traditionally accepted limit derived from tramcar practice
is 1.37 m/s°. This is known as ROCOC.
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As far as linear acceleration is concerned the figures for Morgan-
town are U.blm/sz service braking rate and 2.94 mfs2 emergency braking
rate which is probably the highest value appropriate to a guided
system. Of course much higher rates of braking are experienced in road
vehicles.

Probably the most difficult thing to determine however is the
quality of ride which would be tolerable. Over the years many tests
have been carried out to determine human reaction to vibration over
all or part of the relevant frequency range. However the published
results reveal what can only be described as remarkable inconsistency.
Accordingly a series of investigations was set up in the author's depart-
ment in co-operation with British Rail and supported by the Science
Research Council in order to ascertain what would be a reasonable basis
for design of a novel system. Investigations were carried out on oper-
ational vehicles as well as within the laboratoryl?i. As far as the
tests in the field were concerned these were based on a questionnaire
but at the same time compact vibration recording equipment was devised
so as to provide an objective measure of vibration to which the pass-
enger was being subjected whilst replying to the questionnaire. &ix
piezo resistive devices were used to provide signals for vertical,
lateral and fore and aft directions. These were mounted on the floor
of the vehicle in several positions to give a reasonable indication of
the overall vehicle movements. A recording was obtained by multiplexing
6 channels of acceleration information onto a battery tape recorder
via a specially built encoding package. (Fig.3).

Considerable semantic difficulty was experienced in providing
passengers with expressions whereby they could describe the vibration
situation| |. There is no word in the knglish language relating to
vibration which is analagous to 'loudness' for noise or 'brightness'
for lighting. After a period of laboratory studies it was finally de-
cided to use the line-rating method as shown in the Fig.4.

smooihon :Ja ? 10lrw:nugh

FIG.4
METHOD OF LINE RATING.
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FIG. 3

COMPACT MULTI CHANNEL RECORD FOR VIBRATION STUDIES

A diagram was printed in the questionnaire which consisted of a
line 10cm long. At each end descriptions were given relative to the
phenomenon being studied and the subject was required to make a mark on
the line to indicate the severity of what he was experiencing at the
time. Attempts were made to quantify the end points by such descript-
ions as 'smooth' being equated as a complete rest and 'rough' corre-
sponding to travelling in an old automobile on an unmade road.

In order to validate the techniques used for obtaining ratings in
the field surveys, the laboratory experiments were carried out within

the Lmiversitylsl .

A series of tests was made in which human beings
were subjected to vertical vibrations over the frequency range of 1-70
hz and over a range of vibration amplitudes corresponding roughly to
those recorded in public service vehicles. One important finding was
that in contrast to the situation with noise, the response to variat-
ion in amplitude of vibration was practically linearlgl. Thus is the
expression
b o= K"
n approximates to unity over the frequency range O to 10Hz

where ¢ = objective magnitude

¥ = subjective magnitude

1)
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k = a constant

As was expected tolerance to various amplitudes of vibration varied
with frequency and it was possible to plot curves of equal comfort
whereby the amplitude necessary for providing a given seisation was

plotted against its frequency. Typical results are given in Fig_.&|10—11|
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FIG. 6

EQUAL COMFORT ZONES - SUBJECTS STANDING.
(Figs.in brackets represent average response in line rating)

3. POSSIBLE ACCURACY OF TRACK CONSTRUCTION.
In the U.S.A. the new Federal Track Standards call for six classes

of quality of the permanent way. The best, class six, which is con-
sidered suitable for a speeél of 110 mile/hr (49-17m/s), calls for an
alignment of 0.5in (0.013) on a 62ft (19m) line. The most favourable
interpretation of this would be a sinusoidal wave form 0.018m in
amplitude with a pitch of 38m. At the present day operating speed
frequency would be 1.3Hz and r.m.s. acceleration 0.848 m/s” and the
rate of increase would be as the square of the speed. Assuming that

a desirable value would be O. Zm/sz the vehicle suspension would have
to attenuate track input by a factor of 4.1. At three times this speed
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a factor of 36 would be required. Thus air and magnetic suspensions
which might reduce the input to the suspension system by allowing the
thickness of the air gap to vary so as to compensate for track irregu-
larity would have an advantage.

As far as unconventional systems are concerned, Fellawsllzl
reports that 23m long reinforced concrete beams cast in steel moulds
were straight within + 0.003m vertically and 0.005m horizontally.
Again therefore the advantage appears to be with the unconventional
system.

The assumption of sinusoidal motion to describe track disturbance
as well as to assess passenger reaction to vibration can only repre-
sent an approximation to the truth. An actual track will have irregu-
larities randomly distributed along its length and the application of

stochastic process theory is necessaryil3i. Similarly laboratory tests
are now planned in which the stimulus will also represent realistic

track variations.

4. CONCLUSIONS.

In spite of a cut-back in research and development, sufficient
experimental evidence has already been accumulated to demonstrate the
feasibility of both high-speed inter-city guided transport systems and
urban intermediate systems. The linear motor has been shown to be
effective and non-contact systems as represented by air cushions have
been shown to be feasible. It is contended that from the point of view
of the limiting parameters which govern passenger comfort, advanced
systems can be constructed more satisfactorily than conventional rail-
ways.
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THE GOVERNING PARAMETERS AND ENGINEERING ALTERNATIVES

FOR GUIDED TRANSPORT

Summary

Congestion of roads and airports is leading to revived
interest in guided transport systems such as railways
because they can provide the maximum capacity for a given
investiment. Recent developments in U.S5.A. and Britain
indicate that route configurations is a limiting factor. In
particular the provision of a sufficiently comfortable ride
constitutes a critical requirement. Experiments are descri-
bed to determine passangers reaction to ride stimuli, both
in the laboratory and in the field. It is concluded that
speeds of up to 100 m/s are feasible employng technology
the feasibility of which has already been tested on the
full scale.

PARAMETROS DIRETORES E ALTERNATIVAS DE

ENGENHARIA PARA TRANSPORTE GUIADO

Sumario

0 congestionamento de estradas e aeroportos tem reavi
vado o interesse em sistemas de transporte guiado, tais co-
mo estradas de ferro, porque proporcionam a maxima capacida
de para um dado investimento. Recentes desenvolvimentos nos
Estados Unidos da Amerlca e na Gran-Bretanha tem indicado
que o tragado das rotas & um fator limitante. Em particular
o proporcionamento de transporte 5uf1c1entemente conforta-
vel constitui-se num requisito critico. Sdo descritos expe-
rimentos em laboratdorio e no campo, para determinar as rea-
¢oes dos passageiros a estlmulos durante o transporte. Con-
clui-se que velocidades de até 100 m/s sao viaveis empregan
do tecnologia cuja exequibilidade ja foi testada em escala
natural.
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1. Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar la obtencién
de un nuevo elemento finito curvo, que hace posible el ana
lisis de cascaras con simetria de revolucion. En el proble

.22, que

-+

ma "continuo' haremos uso del modelo de Fliigge
se reduce a la minimizacidn de un funcional cuadratico [3,1.

Diversos tipos de elementos curvos han sido propues
tos y usados en cdscaras de revolucién [6,7]. Estos elemen

tos al representar la geometria de la cidscara requieren in
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formacién sobre las primeras y segundas derivadas de la fun
cion que define la superficie media (vease [7, cap. 12] ,
Ce1).

Como fue indicado por Ciarlet |:5] la introduccidn de
esta continuidad no es esencial, siendo importante dentro
de cada elemento una aproximacion uniforme de la geometria
de la cascara.

Por ultimo algunos resultados numéricos obtenidos con
el elemento propuesto son presentados y comparados com los
obtenidos por otros autores.

2. Geometria de la superficie media

Sea Q un abierto del espacio euclideano puntual bidi
i 2 - kg
mensional E°, de contorno T. Una cascara C, queda definida
a través de:

X = X(§) = X, (&) + It
donde :
X, : ©+ E  define la superficie media S de C,
n es el vector unitario normal a So en KU(E)
|

¢l «h/2 . h =h(E) espesor de C,
E=(E', N eli=ayr

En lo que sigue supondremos S regular, es decir:

8§°

X = — a=1,2
SoLo 5e®
son linealmente independientes para todo punto £ ¢ Q.
En el caso de cascaras de revolucion (Fig. 1), la re

presentacion de S, toma en general la forma siguiente:

v ewle) ke & %]
z=2(8) €e [E,.8,]
X =1 cos Bel + rsenf e, +ze,
= 4 = =
donde 6 es el angulo de e, cone,, {ei} son ejes ortogo
z & S 17

nales unitarios. =
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Luego:
i o - = 1 2
B2 [BE] % [D20] o £ 5£ o £ =4
' 1 5 ¥ L
Designando con z = dz/d§, r = dr/dE y s=(r 2ez 2}2

tendremos que los coeficientes de la Primera y Segunda For
ma Fundamental de la superficie media S  seran:

g, ©

I‘1;|, = ‘IZ.E:B

L =

22
FIGURA 1
OBSERVACION. Las coordenadas curvilineas en SO{E,G), son
lineas principales de curvatura.

Los radios de curvatura (principales) estan dados
por:

i=’_‘i:[r”‘7'—rrz”}/sa —]'-‘—="-2i=-2‘lfr5

R‘J g1 ’ Rz €22

Un elemento de area dS  de S  esta dado a su vez por

ds = /g dg de

donde:

2
g = dEt(gag) =By By By,



1452
3. Modelo variacional de la teoria de Fliigge en cas-
caras de revolucion
Como fue presentado en [3,4] el problema de determi
nar el campo de desplazamiento de la cdscara C, sometida a

la accion de cargas, dentro de la teoria de Fliigge, se redu
ce a determinar los desplazamientos de su superficie media
8,.

Designemos con u, i=1,2,3, los desplazamientos de un
punto de Su respecto a la terna intrinseca unitaria y desig

u du
nemos com u, ﬁi = {% Tﬂf al giro de la normal n alrededor
del eje intrinselo b = L ZIHEG zH' En lo que sigue 1la

’

maremos con u a:

u=(u,u,u,u)
- 1 2 3 4

Supongamos, por simplicidad, que en S actlia una fuer

za f de componentes f , f f, segin la terna intrinseca

20X ¥
unitaria.

Desarrollando u y f en serie de Fourier:

A 4 a a

u==2 (q u +q -u

= fewm "B B n -n

f=1 (@ F + @1
n<om

donde los indices 4 y a indican componentes simétricas y an
tisimétricas, y donde:

93 = (cn6, -snf, cnB, cnb), gﬁ = (sn6, cnB, snb, snd)
jﬁ = (cn®, -sné, cne,0) . gi = (snf, cné, sne,0)
£ _ £ £ £ £ £ _ £ £ £ o
0 - {uln. Uins Yo u“n} » fn (f]n. fzn‘ fan‘O) £=s ,a

donde: ¢cn® = cos nB , snB = sen ne.

Si suponemos a su vez que el material de 1la cascara
es Hookeano ortotropico, el Principio de Minima Energia Po
tencial Total, teniendo en cuenta las expresiones anterio
res, conduce al siguiente problema variacional [3,4]:
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Determinar uy tal que minimice el funcional:
£, —
L kn [g {(Bngn} -E(Bngn] - En-fn]srdz
0
donde k_ ~es una constante real, B un operador matricial di

R E

ferencial y E matriz con propiedades elasticas [kn, Bn

estan definidos en [3,4]).

Los superindices 4 o a han sido eliminados, entendien
dose que u y Tn corresponden al armonico simétrico o anti
simétrico segun corresponda.

En lo que sigue introduciremos la siguiente notacién:

£
a (v vy =k JF‘ (Bu )+ E(B v )rsdg =
0

&
= ky J YA (B)UL U, dE
£

0

Designemos con HI(I) al espacio de funciones reales w
definidas en I, tales que la funcién y sus primeras deriva
das sean cuadrado integrables (en el sentido de Lebesgue) y
tales que w(f, ) =Wy w(§ ) = w, donde W y w son valores
prescriptos. Dados u ,v eV = [H'(1)] de 1a inspeccién de
Bn ¥y E no resulta dificil mostrar que:

a (u ,v.) es una forma bilineal, simétrica y conti
nua en V.

anign.gn) es una forma cuadratica positiva defini
da en V.

De lo anterior se concluye que la solucion del proble
ma variacional existe y es unica.

4. Aproximaciones a través del Método de Elementos Fi-

nitos.

Dos tipos de aproximaciones fueron introducidas al re
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solver con el Método de Elementos Finitos el problema va

riacional propuesto. Estas son:

i) Aproximaciones en la geometria de la superficie. La apli

cacion XO sera aproximada a nivel de cada elemento fini

to por:
T =L ¢. r. " Z =k &. z
i<3 i i i<3 i1
donde
N _ 1 2 oy s
By = o E(E-1). ¢, = 5 E(E+1), ¢, = 1-£, Ee [-1,1)

[rN,zN] coordenadas de los nudos del elemento (Fig. 2).

z

o——0——=0

e-_-:l. q-o_ q.-.1.

2
(T‘ez1ze)

&r ¥
FIGURA 2

Los cocficientes AI][E} son, de esta manera, aproximados
d e
por AIJ(E)‘ verificando-se

lim {AIJ(E)-A?J(£}| + 0 uniformemente en el elemento
d-+0

y donde d es la mayor distancia entre puntos de elemento.

ii) Aproximaciones al campo de desplazamientos. A nivel de
cada elemento el campo uy serd aproximado por otro uy da
do per:

= <1 i -1
u = I u u =k
in d’1 mn * 2n ¢1 2N
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o =1 Si =y 1 1
u =% (¢ u + P, = u = u, )
in 153 01 in 11 Rl in 11 L3
L i : :
2 - 1 =3 1 ~1
=% [ - =¥, T 0 =¥ +
5] 1<3 e s 135E Rt n s 01, “3n
1 I «3
TS wll,E & »n]

donde:

1 - - s
s, R indican los valores de s y R, en el nudo i-
esimo del elemento.

byt ik

by, = B0 ae3E) gy, = FE(1-0)7 (1+E)
v,, = B (1+6)" (1-3¢) V= - FETA+E)T (1-5)
v,, = (1-gH)* v, = £(-£7)

NOTA. Con el campo de desplazamientos adoptados el vector

u, referido a la terna global e e,. e es

T’ 0
continuo independientemente de las discontinuidades
introducidas en la aproximacion de la geometria de la

superficie Su‘ es decir unEV

5. Aplicaciones Numéricas

En esta seccion presentamos resultados numéricos obte
nidos empleando el elemento propuesto y los comparamos con
"Soluciones exactas' dadas por otros autores.

Ejemplo 1. Toro sometido a presién interna p (Fig. 3), de
caracteristicas:
a=1.5 , b=
v = 0.5

h = 0.005 , p=0.00005 , E =1.
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En Tabla 1 se comparan los resultados obtenidos con
una particion de 30 elementos (Fig. 3) con los obtenidos
por Kalnins [12] a través de técnicas de integracion direc
ta de las ecuaciones diferenciales de equilibrio.

Angulo ¢ 1 909{ 126° 162 180 | 198 | 234 | 270

1 ' .
v, . 103 Kalnins ]1.601'1.650 1.832(1.99012.254 3.16813.997
b Pte.Elemento(1.597|1.6471.854(1.912{2.255|3.167|4.006
Eil.lns Kalnins ].298;1.42? 2.159 (4.815(4.162(1.269 [0.100
ijE Pte.Elementol1.2961.426(2.165(4.804 [4.179]1.27210.100

Ejemplo 2. Cdscara cilindrica circular empotrada, estudiada
por Kraus [2] para h/p = 20 y distintas relaciones L/R,don
de L es la longitud de la cascara. La Fig. 4 presenta las
soluciones obtenidas con el elemento propuesto empleando
teoria de Love para .el caso de un incremento de temperatura

TU y una presion radial constante p.

12 Y T = T T
|

o PTE ELEM.F
, —H. KRAUS
|
" N 2Z/L
4 EF ZEER
FIGURA 4
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RAUL A. FEIJOO, y EDGARDO TAROCO

FORMULACION DE UN ELEMENTO FINITO CURVO PARA LA SOLUCION

DE PROBLEMAS EN LA TEORIA DE CASCARAS DE REVOLUCION

Resumen

En este trabajo se presenta la obtencion de un nuevo
elemente finito curvo, que hace posible el andlisis de cas
caras con simetria de revolucion. El funLlonal anergia aso
ciado al modelo de Fliigge, la aprox1man10n de la geometrla
de la superficie media de la cascara y la obtencion del es
pacio de aprcx1mac1on son analizadas. Por dltimo, algunos
resultados numéricos son presentados a fin de mostrar la
eficiencia del elemento.

A CURVED FINITE ELEMENT FORMULATION FOR

SHELLS OF REVOLUTION

Summary
The formulation of a new curved finite element for
the analysis of shells of revolution is presented. The

energy functional, related to Flligge's theory, the approxi
mation of the middle surface of the shell and the defini
tion of the approximation space are discussed. Finally so
me numerical results are presented in order to evaluate the
behavior of the new element.
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1. Introdugdo

0 uso do método dos elementos finitos em analise elas
to-pldstica foi amplamente investigado na Ultima década, em
seguida aos trabalhos pioneiros de Margal e King |1| e de
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Yamada et al |2]. Os primeiros trabalhos iniciais nesse sen
tido |5|, se preocupavam maiormente com problemas de calcu-
lo estrutural e se limitavam a descrever o inicio da defor-
magdo em regime pldstico. Contudo, as potencialidades do mé
todo logo se tornaram aparentes, e a extensao dos algorit-
mos a problemas envolvendo maior magnitude de deformagao e,
portanto, a analise de processos de conformagdo seguiu-se
rapidamente. De inicio foram estudados processos simples de
deformagao, como endentamento, recalque e extrusio. Essas
aplicagoes iniciais eram geralmente baseadas em uma formula
gao restrita a deformagdes infinitesimais, embora por vezes
envolvessem a corregao progressiva da geometria do continuo.

Logo se observou que uma abordagem mais rigorosa, en-
volvendo um embasamento de Mecanica dos Continuos, era es-
sencial a extensao do método ao dominio das deformagdes fi-
nitas. Esta tem sido a linha de ataque seguida desde 1970.
Uma ampla e completa resenha critica das publicagoes do pri
meiro lustro dessa década foi apresentada por McMeeking e
Rice |3]. '

Hibbitt, Margal e Rice |4| propuseram uma formulagao
a partir do principio do trabalho virtual para grandes de-
formagoes. Seu esquema emprega um referencial lagrangeano
(fixo) e os termos de rigidez obtidos resultam da composi-
gao de quatro componentes elementares. Uma breve resenha de
trabalhos que usam esse esquema foi jd apresentada por um

dos autores |5
Kitagawa, Seguchi e Tomita |6| analisaram o problema
da deformagao finita usando um sistema convectivo de coorde
nadas, residente no continuoc; nestas circunstancias, mos-
tram eles, um dos termos de rigidez que aparece em [4]| dei-
xa de existir, mas aparece outro termo adicional. A formula
¢ao obtida & implementada num exemplo plano simples |7].
Osias |8| desenvolveu uma formulagao euleriana  mais
simples, que lhe permitiu a andlise de certo nimero de pro-
blemas elasto-plasticos elementares, como a andlise da es-
tricgdo em espécimes chatos submetidos a tragao. A lei cons
titutiva adotada, no entanto, conduz a uma rigidez nao simé
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trica. McMeeking e Rice |3| seguiram senda similar, usando
as mesmas equagoes de equilibrio, mas obtendo a lei consti-
tutiva a partir de um potencial quadratico homogéneo; a Ti-
gidez resultante € simétrica. Também eles analisaram a es-
tricgao de barras chatas 3 tragiao, comparando seus resulta-
dos com os de Osias. A melhor concordancia dos resultados
de Osias com os que se obtém da analise rigido-pldstica &
explicada em funcao do alongamento e conseqllente perda de a
cuidade da malha de elementos finitos. Seu trabalho apresen
ta, ainda, uma formulagao geral, de que tanto a descricgao
lagrangeana como a euleriana podem ser obtidas; essa formu-
lagdo € usada para a analise critica de uma série de traba-
lhos anteriores.

0 presente trabalho congtitui uma nova implementagao
da formulagdo lagrangeana de Hibbitt et al |4

, em versao
modificada e restrita a elementos simplex, associada a uma
forma alternativa do método da tensao inicial de Zienkie-
wicz [9

. As restrigGes impostas por Hibbitt persistem; exi
ge-se que o material a deformar seja isotrOpico e isento de
efeito Bauschinger, que as deformagGes elasticas sejam pe-
quenas e que a deformagdo seja isotérmica. A aplicagao, ate
o momento, foi feita a laminagdo periférica de discos, pro-
cesso analisado pelos autores em outro local [10], juntamen
te com a comparacao dos resultados obtidos com a  presente
formulagao com resultados experimentais e outros, deriva-
dos de uma formulacio por técnicas convencionais de analise
limite ("upper bound").

2. Convencoes e Notagao

Sao usadas exclusivamente coordenadas cartesianas or-
togonais. Sub-indices denotam diregdes coordenadas, e super
indices denotam nds da malha de elementos finitos. E usada
a convengao generalizada de soma proposta por Wissmann|11],
assim expressa: uma operagdo conterda a soma sobre todos os
possiveis valores de um indice, sempre que esse indice nao
aparecer em ambos os membros de uma equacgao.

As somas sobre os nos se extendem sobre todos os nds
da malha, entendendo-se, porém, que os parametros Trelevan-
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tes serdo tomados como nulos sempre que um no nao pertencer
ao elemento momentaneamente considerado.

Quantidades associadas a pontos nodais sao encimadas
por uma barra. Coordenadas iniciais s3ao dadas em maidscu-
las, coordenadas instantaneas em minlsculas. As respectivas
derivadas s@o representadas por virgulas e por barras obli-
quas.

Os superindices "o, "e" e "p" identificam, respecti
vamente, variaveis relacionadas a geometria original (nao
deformada) do continuo e variiveis referidas aos estados e-
lastico e plastico. Obviamente ndo dao margem a processos
de soma.

0 prefixo A denota um incremento de uma variavel. 0
simbolo - denota valores provisorios das variaveis.

A Krea das fronteiras de um elemento
Ciij‘Dijk£ Tensores constitutivos euleriano e lagrangeano
Tensor de deformagao de Green

ij

eij Tensor de deformagao de Cauchy

F, Componente das forgas de massas por unidade de
volume

G Modulo de torgao

H' Inclinagao da curva tensao equivalente - defor-
magdo plastica

J Jacobiano da transformagao das coordenadas ins-
tantaneas as originais, para um elemento da ma-
lha

Fﬁﬁ Componentes da matriz de rigidez elementar

°E£§ Matriz rigidez incremental elementar

lfﬁﬂ Matriz rigidez elementar dos deslocamentos ini-
ciais

2E£ﬁ Matriz rigidez elementar das tensoes iniciais

NJ Fungao de forma para um no

ny Componentes de um vetor direcional unitario

Fﬁ Componentes das forgas nodais equivalentes

ﬁﬁﬂ Matriz rigidez elementar das cargas iniciais

R Parametro da expressao de Cijk&
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Tensor de tensoes de Kirchhoff

iy Sij Tensor de tensoes euleriano (Cauchy) e sua com-

ponente desviadora

s Tensdao equivalente

T, Componentes de forgas distribuidas por wunidade
de superficie

u;, Ei Componentes geral e nodal de deslocamento

v Volume de um elemento

X0 oxy Componentes coordenadas originais e instanta-

neas, respectivamente

8AS. .,8As.. Tensoes diferenciais no metodo da tensao ini-

cial
6ij Delta de Kronecker
&?E. aﬁﬁ Forgas incrementais equivalente e efetiva
v Modulo de Poisson
ﬂsTj Tensoes incrementais de Truesdell

3. Formulagao Lagrangeana

Equacdo de Equilibrio - Hibbitt et al 14] partem de u

ma abordagem classica do mctodo dos elementos finitos, ex-
pressa na forma de uma hipotese de deslocamentos

u; = N o (1)

e da relagdo basica

A expressao lagrangeana da equagao da velocidade vir-
tual *

0 . o 0 . o _ s o
JAD Ti ay dA™ + 'VD Fi ay dv- = [Vo Sij Eij dav™,

considerando a Eq. (1) e a expressdao das deformacoes de
Green,

1
By =5 [ua,g * 5.0 * v %l

Se Teescreve para



%{[VosijIN%J Sik * Nii Syx + O NTy e N NTHTT AV

e a arbitrariedade do campo de velocidades requer a igualda
a

de das expressoes contidas nos dois colchetes. O colchete
esquerda denota a componente de forga equivalente, assim

1 £ s m £ £ m =m o
: ]VOSij[N’J ik * Ni S5t (N[5 N5+ NTiN ) u]av

que se expressa, em forma incremental, como

5L _ 1 £ £ m £ £ . m \—m 0
APy : Jvoasij[w Bix * N 385t (NN 5+ N7 N ]av

1 m g 4 £ m —m o
+ ~ JVO sij(N'-1 Ny N N ang dv (2)

Os incrementos. do tensor de Kirchhoff se relacionam
com seus correspondentes eulerianos pela equagao |4, 5]
AS:: = T Xy Xy B3 (3)
ij i/k “j/e kL
onde
L - _
Asij = asij Sik auj/k S5k ﬂui/k + 543 ﬂuk/k (4)
€ uma definigdo objetiva de tensdo incremental proposta por

Truesdell |5, 12].

Lei Constitutiva - E introduzida uma equagdo constitu

tiva da forma

8835 = Dijxe 2Exe L5

onde DijkE se supde ser fungdo do estado atual do continuo.
Esse termo possui pelo menos dois niveis de simetria,

Dijke = Djixe = Pijex

Ambos os tensores de segunda ordem que comparecem na equa-
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¢do (5) sao objetivos e essa €, pois, uma equagao constitu-
tiva adequada a analise de deformagdes finitas. Infelizmen-
te o comportamento dos materiais & normalmente expressoc em
termos de tensdes e deformacoes verdadeiras. E conhecida a
equagao constitutiva usada em analise infinitesimal, quando
se usam as equagoes de Prandtl-Reuss e o critério de escoa-
mento de von Mises,

ﬂsij = Cijk£ aeij (6)
onde
(0 = 25[___2__5__ § . 1(5_ §., + 6., §..) - fiiﬂihﬁl
ijke 1 - 2y 1) kt 2 ik "jL i€ "jk R
conm
R:g 52{] +i—)
3 G
e =
Heo= 95
deP

Sob as condigoes restritivas impostas por Hibbitt [4|
os termos de Cijkﬂ podem ser supostos dependentes do estado
instantaneo de tensoes, apenas, mesmo quando se considera-
rem deformagdes totais finitas. Mas eles devem relacionar
definigoes objetivas de tensoes e deformagdes incrementais.

0 tensor deformacgao incremental

pei. =1 [au, .+ au, ]
ij 2 o 05 j.i
constitui uma definigao objetiva de deformagdao. A literatu-
ra exibe grande variedade de definicoes objetivas de ten-
soes incrementais (ou taxas de tensdo) |5, 17|, mas exceto
o circunstanciado estudo de Prager |13|, ndo existem conclu
soes firmes quanto a aplicabilidade de cada uma delas.
Prager sugere que a definigdo de Jaumann deveria ser aplicd
vel a problemas elastoplasticos, mas outros argumentam que
a escolha da definigdo adequada € uma questdao em grande par

te de gosto ou conveniencia |14, 15|. Contrariando o proce
dimento de Hibbitt et al, os autores introduzem aqui, como

primeiro membro da Eq. (6), a definigao de Truesdell (Equa-
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gao (4)).
Sendo

ﬂekf = Xi/k Xj/ﬁ &Eij.
e considerando as equacdes (3), (5) e (6) obtém-se finalmen
te

Dijkf. = Xi/m xj/n xk/p Xﬂ/q Cmnpq (7)
0 que assegura ao tensor constitutivo o nivel de simetria a
dicional
Dijke = Dkeij
que nao existe quando & usada outra definigdo objetiva de
tensao incremental. A formulagao infinitesimal pode ser re-

cuperada, acima, como caso limite, o que também ndo ocorre
para outras definigoes objetivas.

Equacoes de Rigidez - Usando agora as Eqs. (7). (5) e

(3), a definigdo de deformagdo de Green e a hipOtese de des
locamentos na Eq. (2), e considerando os niveis de simetria
do tensor Diij‘ chega-se a

£ _ +fm ,—m
APy = ko dup, (8)

em que os termos elementares de rigidez sao dados pela soma

m _ g¢ém £m 2rdm
Ekn - Fkn * IEkn * %

kn’
em que
TR = J NE D, . NP, av®
n vo .1 iknj ,j
€ o termo de rigidez incremental, formalmente similar ao

que ocorre na analise infinitesimal;

ipim _ £ m f
Ekn = Jvo N“. N'. N
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e o termo de rigidez devido aos deslocamentos iniciais; e

2pdm _ £ m o
kkn VO Sij Gkn N.i N’j dv

€ o termo de rigidez devido as tensdOes iniciais. A simetria
m
ol e
e evidente.

Rigidez devida ao carregamento inicial - Hibbitt et

al |4| identificam um quarto termo de rigidez, devido ao
carregamento inicial, mas lembram que esse termo nao goza,
geralmente, da propriedade de simetria enunciada ao final
da sub-segdo anterior. Além do mais, ele s0 & diretamente
expressavel em algumas poucas situagdes particulares. Eles
expressam

s _ ﬁt Em =m
AP = AP « QT AT, (9)

em que &Ei mede as variagdes nas forgas aplicadas e ﬁﬁﬂ € o
termo de rigidez devido ao carregamento pré-existente.

Parece-nos preferivel trabalhar com a Eq. (8) ao in-
vés da alternativa seguida em [4], baseada na Eq. (9), cor-
rigindo "a posteriori' as forgas incrementais para ﬂ?i. a-
traves de um procedimento iterativo descrito a seguir.

0 sistema de forgas externas aplicadas € inicialmente
decomposto em suas componentes nodais. Para uma carga com-
pressiva que atue diretamente sobre um no tem-se

wh

- L
T, dA = Py = |P7|n,

A

sendo n, as componentes de um vetor unitario direcional. Em
forma incremental

ﬁﬁﬁ = a|ﬁ£] ny + |ﬁ£]ank (10a)
donde
an = 4|P¢n, (10b)
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Gﬁﬁ auy = {ﬁslank (10c)

sdo claramente identificados como os dois termos que inter-
vém na Eq. (9). E evidente, também, que se a diregdo das
forgas nao se alterar, ndo havera rigidez devida ao carrega
mento inicial a considerar, como antecipado na Ref. |9]. Em
geral, porém, nio € esse o caso. A Eq. (9) se reescreve,
pois,

- = ol - E| ’

APy = APy 2% Any

com £ i wi
An, = EIE : *f;;r - E}j (104)

|P™ + AP™| 1P~
e, supondo inicialmente ﬂﬁi = ﬁﬁi. € possivel obter uma es-
timativa para Any ., com a qual se melhora a estimativa de

Aﬁk, e com que se reestima Any, e assim por diante. A con-
vergéncia tem sido rapida |5|, demandando cerca de trés ci-
clos iterativos para. um nivel satisfatério de precisao.

Método da tensao inicial - Esse método foi introduzi-

do por Zienkiewicz et al |9| para manter os estados calcula
dos de tensao dentro de limites razoaveis da curva prescri-
ta tensao-deformagao. Nessa proposigao original os autores
efetuam toda a analise elasto-pldstica trabalhando com uma
matriz de rigidez constante (elastica).

Numa formulagao para deformacoes finitas, entretanto,
mesmo o termo puramente elastico do tensor constitutivo de-
ve ser corrigido face as alteragdes de geometria do conti-
nuo, e assim também a matriz de rigidez precisa ser periodi
camente atualizada. A vantagem computacional de trabalhar
com uma matriz de rigidez constante €, assim, perdida,e tor
na-se conveniente, entdo, nas sucessivas recomputagoes, cal
cular a matriz de rigidez elasto-plastica. Essa alternativa
deve assegurar convergéncia mais rapida ao algoritmo da'ten
sao inicial", que fica modificado na forma descrita abaixo,
(fig. 1):

1. Preparar tensor constitutivo inicial (eladstico) e
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H matriz de rigidez geral.

) S : . 5o 2. Para dados incremen
L ¥~ o Situacdo inicial =
L\ET | .T A Tensaes proviscrias tos de cargas, resolver a

Ky [ =3 "1V Tensoes corrigidas Eq. (8) para os deslocamen-

=1 OSituacdo final : 2 i
ko HfL21 1 tos incrementais; calcular
| Dey incrementos de  deformagao
de Green, ﬂEij‘ incrementos
de deformagao de Cauchy,
H aeij e deformagao plastica
incremental equivalente.

Fig.1l - Método da tensao —p si. be,.

. . = > & he = :_J—.L

inicial modificado. S(1 + H'/3G)

3. Se um elemento ainda continua no estado elastico,
calcular incrementos provisorios de tensdo Asij e ﬂgij usan
do o tensor constitutivo produzido ao inicio do incremento
de carga. Caso contrario, calcular ﬂsij e aglj posteriormen

te. Expressar
S = H' deP
4. Calcular tensoes provisorias
ij = Siy * 88y

.. = §.. * AS.
Sij ij ale
5. Calcular a tensdo equivalente 5§ e a ordenada espe-
rada k da curva prescrita tensdo-deformacao.
6. Se § < 0,995 k o elemento sera tratado como eldsti
co no proximo incremento; caso contrario:

6a. Calcular a inclinagdo provisoria

B = (k - 5)/0eP

e 0s tensores constitutives provisorios Eijkf e 5ijk£'

6b. Calcular os incrementos corrigidos de tensao ﬂsij
e AS,. usando os parametros provisorios recem obtidos.

6c. Calcular tensoes diferenciais a serem suportadas
por forgas de massa,
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G&Sij = asij asij
E 1 T
e dasij - ﬂsij ﬂsij

6d. Atualizar e armazenar as deformacgoes de Green e
as novas componentes de tensao

Sij Sij e GﬂSij

e Sij = Sij - Gﬁsij

6e. Se se tratar do primeiro cicle corretivo, atuali-
zar as forgas nodais.

7. Computar as forgas nodais que equilibram as ten-
soes diferenciais

m
&, + N".
ik 3]

Ei)dV“

8. Verificar o erro de § face a k. Se acima de um li-
mite prescrito (por exemplo, 0,5%), repetir o procedimento
a partir da etapa 2. Do contrarie substituir todas as ten-
soes de escoamento, tensdes equivalentes, inclinagbes e ten
soes constitutivas pelos valores provisorios, recalcular a
matriz de rigidez geral e remover as forgas residuais recem
calculadas do sistema de forgas. Se os critérios de termina
¢ao nao forem satisfeitos, repetir o procedimento a partir
da etapa 2.

4. Aplicacgao

A aplicagdo, até o momento, da formulagdo aqui apre-
sentada foi feita exclusivamente ao processo de conformagao
denominado laminagdo periferica de discos |5, 10, 16, 17|
0 processo especifico em analise introduz as condigdes de
fronteira a serem impostas ao problema.

A descrigao desse processo de conformagao € apresenta
da em maior detalhe em outro trabalho |[10|. Em resumo, po-
rém, o mesmo consiste na produgao de flanges em um disco de
chapa pela compressao da periferia do disco girante por um
rolete, numa instalagao especificamente desenvolvida pelos
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autores |5|. A deformacao pode ser feita a quente ou a frio
de acordo com a conveniencia.

A analise por elementos finitos fica restrita, por ra
zoes de simetria, a metade da espessura do disco (Fig. 2),e
para economia da malha, a um setor originalmente limitado
por duas superficies planas que contém o eixo do disco, e
duas superficies cilindricas.
Area de contato Esse setor & dividido

Zona de deformogdo num numero arbitrario de

£, Poash sub-setores menores. A ma-
X2, xo lha € prescrita para um blo
co basico, e o codigo desen
volvido gera os nos e ele-
mentos e calcula os respec-
tivos parametros geometri-
cos para tantos blocos basi
cos, ou sub-setores, que se

Fig.2- Set ara h 7 -
g CIBE pria s.dalldde tenham prescrito para a ana

Gloments: EAnTEIR lise do problema.Para maior
flexibilidade, o bloco basico (Fig. 3) apresenta um parame-
tro livre (o angulo central Eo] que pode ser especificado
em termos de maior conveniencia. Seus limites de variagao ,
entretanto, sao bastante estreitos, afim de que seja evita-
da a geragao de elementos patoldgicos.
Além da obvia condigdo de simetria com relagdo a es-
pessura (ausencia de deslocamentos axiais no plano médio do
~Fronteira reol
\ Fronteira idealizada
\‘I 4
\ I

Fig.3 - Subdivisdo do bloco basico.



1472

disco) havia necessidade de prescrever condigbes de frontei
ra nas tres interfaces remanescentes da malha com o restan-
te do corpo de prova. Essas condigdes se revelaram o ponto
fraco da formulagdo. Solugdes aparentemente rigorosas, ba-
seadas na teoria de contato de Hertz, exigiram que essa
fronteira estivesse suficientemente removida da zona de de-
formagao plastica, mas a manutengdo do cddigo computacional
em limites exequiveis exigia a mﬁxima_restrigﬁo da malha,
violando esse requisito, e produzindo resultados anomalos.

A solugdo eventualmente adotada foi de compromisso. A
superficie cilindrica limite foi, suposta rigida, enquanto
que para as duas superficies planas foi adotada uma condi
¢do menos drastica, admitindo exclusivamente componentes de
deslocamento para fora do plano original. Essas restrigoes
encontravam boa justificativa no trabalho experimental |10}
mas essa e a unica razao, a par da simplicidade de sua for-
mulagao, para seu emprego.

Uma condigdo adicional introduzida dizia respeito a
distribuicdo da forga incremental aplicada entre os ndés mo-
mentaneamente situados na zona de contato com o rolete de
compressaoc. Partia-se aqui de uma distribuigdo  aritmética
arbitrariamente prescrita, e se efetuava uma redistribuigido
de carga no decorrer do proprio processo resolutivo da Eq.
(8), de modo a satisfazer a condigdao imposta pela geometria
do rolete (cilindricidade da superficie de contato).

A solugdo da Eq. (8) se fazia pelo método de sobre-re
laxagoOes sucessivas, associado a um algoritmo desenvolvido
por Carré |18] para otimizar o fator de sobre-relaxacgio.

5. Comentarios

A formulagao lagrangeana aqui apresentada difere da
proposta por Hibbit et al |4| em dois aspectos essenciais:
os procedimentos iterativos que evitam o calculo dos termos
de rigidez devidos ao carregamento inicial e que introduzem
a versao modificada do método da tensdo inicial. Essa ulti-
ma possibilidade ja fora aventada por Nayak [19], mas, ao
que consta aos autores. jamais foli implementada anteriormen
te.
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0 coédigo desenvolvido, EPFELDA, comportou-se satisfa-
toriamente no que diz respeito a obediéncia a curva prescri
ta tensao-deformagao, conforme exemplificado em um caso par
ticular na Fig. 4, mas deixou a desejar no que diz respeito
a predigdao do modo de deformagdo produzido, via de regra
subestimando grosseiramente a expansao lateral produzida,pa
ra um dado nivel de penetragido radial do rolete de compres
sao (Fig. 5). Também a forga requerida foi superestimada,co
mo se vera em outro local |10|. Some-se a isso problemas de
perda de convergencia apés certo numero de incrementos de
carga (variavel em fung¢do da velocidade de carregamento), o
que obrigava a adog¢do de incrementos de carga extremamente
reduzidos, contrariando os objetivos que levaram ao desen-

volvimento do codigo.

O Etemento A

o Elemento B Perfil experimental

A Elemento C \-._\ P{_edipaopor elementos finitos

Nim original
% A

™

§ (MN/m?)
M

Curva tensdo - de-
‘formacdo prescrita
para o material

T —

r
3

i 2 3 4 5

&P (x10)
Fig.4 - Curva tensao equiva-
lente-deformagao equivalente

Penetracdo radial : 0,43 mm
(Para maior visualizocdo, 0os componen-
tes ndo radiais de deformacdo estdo

ampliadas de um fator 10)

Fig.5 - Modo de deformagao
na laminagao periférica.

6. Conclusdes

As dificuldades encontradas pelo uso da formulagao a-
qui proposta podem ser explicadas por duas razoes basicas:o
uso de uma malha demasiadamente compacta e a aplicag¢do ini-
cial a um problema demasiado complexo em sua natureza tridi
mensional e nas condigoes de fronteira que requeria. Teria
sido melhor aplicd-lo inicialmente a um problema bidimensio
nal menos ambicioso, com a vantagem de uma formulagao sim-
plificada e a possibilidade de se ter condigodes de frontei-

ra perfeitamente definidas e de implementacao mais simples.
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Parece, também, que as vantagens aparentes da formulagao la
grangeana (referencia sistemdtica a geometria original) sao
mais do que contrabalangadas pelas dificuldades posterio-
res |3].

Um dos autores (A. Blass) se preocupa, no momento, em
realizar a aplicagao simplificada mencionada acima,analisan
do o processo de compressdo de espécimes entre placas pla-
nas.
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BLASS, A., e LENGYEL, B.

LAMINAGAO PERIFERICA DE DISCOS

I - ABORDAGEM TECORICA POR ELEMENTOS FINITOS

Sumario

A analise de processos de conformagdo por via de ex-
tensbes do método dos elementos finitos a _problemas de gran
des deformagdes e comportamento elasto- plastico do material
tem sido intensamente pesquisada nos Ultimos anos. 0 presen
te trabalho constitui uma dessas abordagens usando uma for-
mulagao em base lagrangeana. A formulagao € inicialmente
proposta em termos gerals. e posterlormente partlcularlzada
a um processo especifico de conformagdo: a laminacaoc perifé
rica de discos.

Foi desenvolvido um codigo computacional utilizando
lementos '"'simplex'" tridimensionais. Seu desempenho,contudo
ainda deixa a desejar, conforme se analisa no trabalho,
luz de alguns resultados.

2
2
a

EDGE ROLLING OF DISCS

I - FINITE ELEMENT APPROACH

Summary

The analysis of metalworking processes by the exten-
sion of the finite element method to large strains and
elastic-plastic material behaviour has been widely investi-
gated in recent years. This paper presents one of these
approaches, using a Lagrangean formulation. It is initially
proposed in general terms, and later restricted to a
specific metalworking process: the edge rolling of discs.

A computational code was developed using tridimensio-
nal simplex elements. However, its performance is not yet
fully satisfactory, as explained in this work, on the ba-
sis of some results.
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1. Introducao

Numerosos trabalhos existem sobre analise elastoplastica usando e-
lementos finitos [I], [2]. [3]. Este fato resulta do reconhecimento de
que este método € o Unico procedimento prético para a analise inelastica
de estruturas reais.

Neste trabalho usa-se um processo de analise similar ao desenvolvi
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do na ref. [l].

Na segdo 2 introduzem-se as expressdes elastoplasticas  fundamen-
tais, para o caso geral e para estado plano de tensoes, no caso de crite
rio de plasticidade de von Mises e endurecimento isotropico.

Na segao 3 descreve-se o algoritmo de calculo, introduzindo umpro
cedimento para a determinacdo da carga critica que parecer ser mais efi-
ciente que o descrito em [l} e [31.

Na secao 4 analisam-se varios exemplos de interesse pratico, com-

parando as solugoes com outros resultados tedricos e experimentais.

2. Relagbes constitutivas basicas

0 trabalho realizado baseia-se no uso da matriz constitutiva elas

toplastica |2!:

;
0 EE‘ 35 D
T .
H' + D —
g -3

onde D é a matriz constitutiva elastica, g o tensor de tensGes,F=f(U}- a
representa a superficie de escoamento e H' a inclinagao da curva tensao-
-deformagao plastica para um ensaio uniaxial.

Para o critério de von Mises com endurecimento isotropico e estado

plano de tensdes, temos (I, 3]

i i
(] 1
§2 H |
A | i i Simétrica
T-vZ =S¢ ' :
i h
----------------- .ll_-_-------._-—a...-_.._-.:,._--.—_‘--__._..-‘.___
5.8 : 52 :
- E 12 1 E _ 2 i
Dep ™ A ol O A 5 (2.2)
1 1
] ]
................. Jenrensrnmsssihss s san s
! i 2
i B . b B
S I S |zfl+ui
5 i 5 ! 5
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onde
S] = T:%7 {o'x + vo'y) (2.3)
S2 =R (vo'x + a'y) (2.4)
E.
Tl - (2.5)
SII = 51 o'x + 52 o'y + 2 53 1'%y (2.6)
5. & Xp 0 %8 (2.7)
573 FaM' * S :

sendo E o modulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson, e

1 ~ . " " "
a' = g = 3 | tr ¢ o tensor de tensces desviadoras. | € a matriz iden-

tidade.

No caso de descarga, a matriz D reduz-se a matriz elastica D.

Eq. (2.2) é a relagao constitutiva basica para nossa analise. Esta
analise € essencialmente nao linear, dado que Eep muda com o estado de
tensao a. Porém, para um pequeno incremento de cargas, er pode ser
i

calculada com base nas tensoes no infcio do incremento, e a (2.2) pode

ser considerada como uma relagao linearizada para esse incremento.

3. Aplicagdo da teoria ao computador. Obtencao de um programa de e-

lementos finitos para estado plano de tensoes,

Utilizando a teoria exposta anteriormente, podemos realizar um pro
grama de analise plastica de problemas de estado plano. Damos abaixo a
seqliéncia geral, de procedimentos, que foi seguida:
a) Arbitrar um vetor de carga (P)com componentes aplicadas nos nds e nas
diregoes desejadas. Este vetor deve ter valores numéricos arbitrarios. A
proporcac numérica adotada entre as diversas componentes € mantida  até
o fim do calculo. Para este carregamento resolvemos o problema de forma
elastica, obtendo deslocamentos e tensoes elasticas, bem como as  ten-

a)’

b) Chamamos a tensac limite de proporcionalidade, no ensaio ~ de tragao

soes equivalentes correspondentes. Seja Eﬁax o maximo dos f

simples do material, de o . Tomamos a relagao £, ™ Uplamax e multipli-
camos por esta relagao os vetores de deslocamentos, tensces e cargas. Te
mos assim plastificado o primeiro elemento: aquele onde tinhamos a maxi-
ma tensao equivalente. Chamamos o vetor de carga resultante desta opera-

gao de Ee'



c) A seguir calcula-se a matriz Pep (2.2) para os elementos ja plastifi-
cados e, a partir dai, uma nova matriz de rigidez plastica Ep para cada
um dos elementos plastificados. Esta operagao repetir-se-d no inicio de
cada ciclo usando as tensoes que foram encontradas no ciclo anterior,

d) 0 proximo passo é modificar a matriz de rigidez global 5. Para tal re
tira-se a contribuicao, correspondente a etapa anterior, de cada elemen-
to que ja estava plastificado ou que se plastificou durante a mesma. Fi-
nalmente, acrescentamos a nova contribuigao de cada um dos elementos plas
tificados (calculada em ''¢'') & matriz K. Com .isto obtemos a matriz de
rigidez plastica a ser resolvida no proximo ciclo.

e) Escolhemos um incremento de carga AP adequado. Este sera sempre dado
por uma certa fragao de Ee’ por exemplo AE =0,1 fe'

f) Resolvemos agora a matriz de rigidez global E modificada (obtida em
''d'') submetida ao vetor de cargas AP obtido em ''e''., 0 resultado & um ve-
tor de deslocamentos hu, deformagoes e e tensoes Ao. No processo de so-
lugdo determina-se o menor valor da diagonal principal da matriz trian-
gularizada. Este valor € comparado ao minimo valor da diagonal da ma-
triz triangularizada do passo anterior. Este valor tende a anular-se a
medida que os elementos vao sendo plastificados. Se o minimo da presente
etapa nao for menor do que o minimo da etapa anterior, a carga critica

foi atingida na etapa anterior e interrompe-se o processo.
i
" Este

g) Devemos em seguida calcular para cada elemento um valor de ''r
valor € o valor pelo qual devemos multiplicar AP para termos a carga ne
cessaria para plastificar o elemento em questdo. O valor de 'r''' & obti-
do impondo a condigao de ter-se o estado de tensoes sobre a  superficie

de escoamento. Assim temos para o elemento i

. & f £ -
£ JE_iH_E%___,EﬂE (3.1)
onde:
A= (ﬁcxi)2+(ﬂcvi)z-ﬂaxiaoyi+3(A1xyi)2 (3.2)
B = ngiaaxi+20yihayi-oxiﬂuyi-cyiﬂcxi+61xyiarxyi (3.3)
€ = (ox")24(0y') 2-ax' oy 43 (rxy ) 2-02p (3.4)

1 .
r'' que chamaremos de Fin® 0 incremento

h) Encontrar o minimo valor de
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de carga Min

tamos ao item

AE € o necessario para levar o elemento ao escoamento.Vol-
""¢'' e repetimos o processo.
Em cada etapa os elementos que estiverem com f(a}acima de 0,9 up
ja sdo considerados plastificados. Foram feitos varios testes conside-
rando precisoes maiores como 0,95 cp e 0,995 <, e os resultados a que
chegamos em todos os casos foram semelhantes, Como o indice 0,9 o nos
da a vantagem de um tempo computacional muito menor, este foi adotado.
Por Gltimo uma nota a respeito da paralisagdo do programa(item f).
Pode ocorrer que a carga critica na verdade tenha ocorrido naoc na etapa
anterior aquela em que foi verificado o aemento no minimo valor da diago
nal (DADOMIN), mas sim duas etapas antes., Isto se deve ao fato de termos
atingido o minimo valor a esquerda do minimo duas etapas antes. Este, en
tretanto, € maior do que o primeiro minimo 3 direita do minimo, como po-

demos ver no esquema abaixo:

DADOMIN
A

min 4

n2 de
# possos

- Variagao de DADOMIN

Fig.

k. Exemplos de aplicagao

0s exemplos foram resolvidos usando elementos triangulares com va-
riagao linear de deslocamentos [4].

4.1, Estudo de um Onico elemento - Resulta interessante analisar

o comportamento de um tridngulo isolado, no espago de tensdes principais
oy = 0, Fig. 2.a. Se o tridngulo € externamente isostdtico (Fig. 2.b) o
estado de tensoes € uniaxial,e quando a tensao principal a, = Up (ponto

A} chega-se ao estado limite. 0 programa no segundo passo determina a e-
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xisténcia de matriz de rigidez singular.

A situagdo € bem diferente para o triangulo com dois apoios fixos
(Fig. 2.c). Neste caso, o estado de tensdes (eldsticas) € biaxial (para
v #0) e existe a possibilidade de uma redistribuicao de tensdes. Na Fig
2.a temos indicado, junto com o critério de escoamento de von Mises para
o caso biaxial, a variagao das tensoes entre os passos | e 23. Vemos que
em cada incremento o valor das tensoges o) e g, se modificou levemente,
sendo que ambas aumentam enquanto nos movemos sobre a curva, Para o pas-
so 23, chegamos a verdadelra carga de ruptura, correspondente ao ponto B,
Note-se que, enquanto a posigao do ponto | depende do valor de v, as ten
soes limites sao independentes deste valor.

Na Fig. 2.d indicam, em fung3o do nimero do passo, o valor da car-
ga P, das deformagoes £ e o valor minimo da diagonal principal de K. o0

minimo desta Gltima curva determina a carga de ruptura (Cf, 3),

JLG"

@

®
g,

~

0p= 3000 kg/cm?
E= 2.1000.000 kg/cm®

4 €, P, DADOMIN V= 0,3
(esc. convencionais )
£
P
"
ADOMIN
— (esc. log.)
i 5 10 15 20 " ETAPAS

Fig. 2 - Analise de um elemento simples

—
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4,2, An3lise de uma viga em balanco - Este € um exemplo usado co-

mumente para verificar solugoes elastoplasticas (Ver por exemplo [2]}.56
gundo a teoria simplificada [5] que considera flexao pura (estado wuni-
axial), os momentos e cargas correspondentes aoc escoamento e ruptura sao,

para as caracteristicas indicadas na Fig. 3:
M. = 4500 kgfm; Hp = 6750 kgfm; Pe = 500 kgf; PP = 750 kgf

Dos resultados do exemplo anterior, pode-se prever a influéncia do
estado de tensoes biaxial e das condigoes de sustentagao.

Duas situagdes tipicas sao apresentadas na Fig. 3, onde se indicam
algumas etapas da plastificagao. E interessante notar que um mecanismo
do tipo indicado na Fig. 3.b, ja tinha sido previsto por Onat [6],0 qual

propds a partir dal uma corregdo para o valor da carga limite,

P=495  P:=568 P=688 P=739 "
= -+

Espessura = | r

: E= 2.100.000 kg/cm® T
1S S

Q%= 3.000 kg/em I

w
I S

+ L=9 — e

P=475 P=570 P=705 P=T78| p

N
X = ] o

Fig. 3 - Andlise de uma viga em balango



1486

4.3, Viga simplesmente apoiada - Também foi analisado o caso de

uma vuga simplesmente apoiada. Para este caso temos, segundo a teoria

técnica:

Pe = 1000 kgf; P = 1500 kgf

Na andlise numérica, entretanto, nota-se a influéncia da carga con
centrada na sua zona de aplicagao. 0 elemento situado abaixo da carga
chega ao escoamento com Pf = 995,6 kg, enquanto que o elemento simétrico
interior s6 chega ao escoamento para Pf = 1087,2 kq.

A distribuigdo das dreas plastificadas estd indicada na Fig.4, sen
do a carga maxima P = 1604 kg. A diferenca, da ordem de 7%, é coerente
com resultados experimentais. Por exemplo em |7|, para numerosos ensaios
de vigas com carga puntual, ja foram obtidas cargas 5 a 8% maiores do

que as previstas pela andlise técnica.

P=497 P=634

7 N\=
CTonons e <

T¢= 3.000 kg/em?

Fig. 4 - Viga simplesmenta apoiada

b.4. Placa com entalhe V - Este exemplo, Fig. 5, foi tomado do tra

balho |2|. 0 valor da carga de fluéncia inicial € de 225 kg em |2| e de
310 kg em nosso caso. A diferenca € seguramente devida ao maior tamanho
de nossos elementos. As cargas de ruptura sac de 702 kg em nosso caso e
de 715 kg para |2|. 0 resultado deve ainda ser corrigido, devido as ten-
soes terem sido calculadas no baricentro dos elementos, isto &, numa sec
gao como a A-A em Fig. 5, com area um pouco maior do que a critica. Le-
vando isto em consideragdo, nossa carga fica ainda reduzida para 660 kg.

0 limite superior da carga pldstica para este problema €,de acordo
com Hill |8], p = 1,15 x 600 = 693 kg.

Para conferir estes resultados foram feitos testes com especimens
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de chapa, com e sem entalhe, como se indicam na Fig. 6. A relacdo en-
tre a carga de ruptura das placas com e sem entalhe foi experimentalmen-

te:

1.350
T700 = 1.125

enquanto que a analise numérica prediz:

660 _ 110
goo -
; 20 7
. mm e = —>
! /‘ L ‘.":
| 7 >
/-/ Espessuro = | mm
20mm /_,' E= 2100000 kg/em? | i
| / V:0,3
| |—ﬂ/ Th= 3000 kg/cm’ s
1 Pg= 310 kg
i P=TOI
- I -~ 0" = Fb: 70! hq s
N (I = 372xg
P: 553 kg =%
E P=615 kg .
P=677 kg
==
E p-690 kg :
Loy
; TS PNEIE | Ry - STESITIO
YN} "

-+

. TOomm ——

Fig. 5 - Placa com entalhe

Deve ser levado em consideragdo que o material do teste nao € elas
toplastico perfeito e que as condigdes de aplicagdo da carga nao sdo exa

tamente iquais em ambos os casos,

5. Conclusoes

1) 0 método € bastante exato. No exemplo 1, podemos ver que,depois
de numerosos incrementos, as tensdes permanecem sobre a superficie de
escoamento com diferenga menor de 1%,

2) 0 método introduzido para a determinagao da carga limite € efi-
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ciente. Porém, € conveniente analisar os resultados para tensoes e de-
formagdes correspondentes a um par de etapas anteriores a Gltima.

3) As solucoes classicas da viga em balango e simplesmente apoia-

das nao levam em consideracac condigoes de contorno e estado biaxial, e
portanto, nao sao testes adequados de precisao. Os resultados obtidos
neste trabalho conferem com outros resultados tedricos e experimentais.
P, Kg
A

placo com entolhe

placa sem entalhe

1000 - p

lo* 100mm

———
°

P ‘L "
0
., +
4oowee L
At
O,lmm 0,5mm B

Fig. 6 - Resultados do teste

4) Para uma placa com entalhe realizaram-se testes, obtendo-se uma

razoavel confirmagao dos dados numéricos.
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ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTADO PLANO

DE TENSDES UTILIZANDO ELEMENTOS FINITOS

Sumario

Neste trabalho descrevemos a implementacao de um programa de ele-
mentos finitos para a resolugdo de problemas elastoplasticos de estado
plano de tensces. Analisam-se varios exemplos cujas solugoes saoc compara
das com outros resultados tecricos e experimentais. -

ANAL1SIS ELASTOPLASTICO EN ESTADO PLANO

DE TENSIONES UTILIZANDO ELEMENTOS FINITOS

Sumario

En este trabajo se describe la implementacidn de um programa de e-
lementos finitos para la resolucion de problemas elastoplasticos de esta
do plano de tensiones. Se analizam varios ejemplos cuyas resoluciones
son comparadas con otros resultados teoricos y experimentales.
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1. Introducgao
O problema da percolagdo de agua através de meios po-

rosos tem side estudado ha bastante tempo, ([1], [2]). En-
tretanto a maneira pela qual se tem buscado solugoes carece
de justificativa matematica rigorosa.

Recentemente com o desenvolvimento da teoria de ine-
quacdes variacionais, apresenta-se uma nova perspectiva de
abordar o problema sob forma mais consistente do ponto de
vista matematico.

Mostra-se neste trabalho, que o problema da percola-
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cdo com fronteira livre pode ser formulado como uma inequa
gao variacional, definida sobre um dominio conhecido, enfa
tizando as facilidades de resolucdo numérica, quando se uti
liza esta Gltima formulagido.

2. Apresentacao do Problema

Considere um macigo, por conveniéncia de forma retan
gular, constituido de um material poroso com caracteristi
cas ideais, isto € homogéneo, isdtropo, com porosidade uni

forme, que separa dois reservatorios com niveis de agua
constantes mas diferentes, sobre um fundo impermeavel (ver
figura 1).
YA
=% A D
= -.‘-‘-“"h.
7T o
’ Y=60(x) "~
~
~
b
b Y
Ya NC
ﬂ+=ﬂ.-.(l° C T
f?i
r
Yt
Yo c
0 By |

YA AN A Y A AV ANV V7SV 7

jgrr—— & T ———

FIGURA 1 - PROBLEMA DE PERCOLACAO COM FRONTEIRA LIVRE

Na regiao onde ocorre a percolagdo, denotada @, na fi
gura 1, admite-se que o escoamento obedece a lei de Darcy

veE=K ¥ u em (1)

- +

e que € estaciondrio e incompressivel

div v = 0 em R (2)

+
em que
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u(x , y) - representa a altura piezométrica referida ao
plano horizontal.

k - constante de permeabilidade, doravante assu-
mida com valor unitario.

v(x, y) - vetor velocidade

Propoe-se entao resolver o seguinte problema:

Problema P1 - Conhecido os parametros a , Yo © Ye

de maneira que

(3)

determinar a funcao ¢(x) «com as seguintes propriedades:
(1) ¢(x) € definida e regular no intervalo [0 , a).
(i1) ¢(0) =y, e o(a) 2y, .
e para
Q,={(x,y)| 0 <cx<a,0<y=<d(x)} (4)

existe uma fungao wu(x,y) definida e regular no fecho Q
de @ satisfazendo as seguintes condigoes:

bu=0 em @ (5)
u=y, en [0A] (6)

w=y em [cCc'] UTACT (7
u = yo em {BC] (8)
au

24 -0 em {oB] (9)
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3u .9 em AC (10)

Do ponto de vista da resolugdo numérica convém que o
problema (P1l) seja posto na sua forma fraca. Assim tem-se:

Problema P1' - Determinar ¢(x) , 2, e u(x,y) tal

que:

(i) - ¢(x) & uma funcdo continua e estritamente decrescen-
te no intervalo [0 , a] ,

(1) - 9(0) =y, 5 ¢(a) = yo

(iii) - veH () N ¢°(R) ., e satisfaz as condigdes (6) - (9),

(iv) - Se v € H' (2,) , com v =0 na vizinhanga de
[oA] U [BD]
f (Vu- 9v) dxdy = 0. (11)
2

+

Observacao 1 - Entende-se por Hm(Q) as classes de
equivalencia de fungoes wu(x,y) tais que u(x,y) e suas
derivadas atée a ordem 'm" , para 'm'" inteiro e positivo,
sao quadrado integrdveis no sentido de Lebesgue em 9 . Se
m =0, escreve-se HO(R) = L%(Q) .

H™(Q) & um espaco de Hilbert separdvel, com produto

escalar
(u, v)_ = fDau p%v dx
- la] <m J,
Aqui a = {al ; az) , a; natural , e lal = &) * oy

C:{ﬂ} € o espago vetorial das fungOes reais, com su-
porte compacto em £ possuindo derivadas parciais conti-
nuas de todas as ordens.

Com HE(QJ , representa-se o fecho de C:{Q] em H™(®).
Os elementos de HE(Q] , se anulam na fronteira T de Q.

3. Formulagdo Via Inequagao Variacional

0O problema (P1') tal como foi proposto & ndo-linear



1495

e apresenta o sério inconveniente de que o dominio Q, e
uma das incdgnitas.

Essa dificuldade pode ser contornada facilmente, se
o problema for colocado como uma inequagao variacional,por
meio de uma transformacdo de variaveis introduzida por
Baiocchi [3], de sorte que as trés incognitas iniciais fi-
cam reduzidas a uma Gnica, definida sobre um dominio conhe
cido.

Seja u(x,y) uma extensao da fungdo u(x,y) a to
do & definida assim:

u(x, y) em §+
u(x , y) = (12)
b4
e w(x , y) wuma fungao definida por:
YA
wix, y) =f [G(x,s) - s] ds (13)

¥

Das condigoes (6) - (10) deduz-se que w(x,y) = g(x,y)
no contorno I de &£ , com

g(x . y) =3 (yy - y)? en [0A] (14)
g(x . y) =3 (yg - Y)? en [BC] (15)
Yi ¥a * ¥o s
gix , ¥yl = —2‘5 = {J—QE—Q)x em [OB] (16)

g( x , ¥y) = 0 nas restantes partes de T .

Por outro lado ¢ facil verificar que w(x , y) tal
como foi definido em (13), tem as seguintes propriedades:

]
=
o]
=
L=}
1
-
1
=

(1) wix , y) b 2 (17)
(i1) w(x , y) >0 em @ (18)

(ii1) w(x , y) € H (@) (19)
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(iv) fyw- vy dxdy + [ ¢ dxdy = 0 ; VwcHé[Q} (20)
Q Q

+

Observagao 2 - A transformagao de Baiocchi tal como
foi apresentada em (11) - (13), aplica-se apenas ao caso de
um meio poroso constituido de material homogéneo e macigo
com segao transversal retangular. Para outros casos sugere
se consultar [3] e [4].

Se K € o conjunto convexo fechado definido como

K= {v|vE Hé () s v=g em I, v >0 quase sempreem 2}

(21)

demonstra-se (3], {4] que o problema (P1'), definido ante-
riormente, pode ser reformulado em termos da variavel
w(x,y) € K, como uma inequagao variacional [4]. Tem-se en

tao
Problema PZ - Determinar w(x,y) € K , tal que
ffw-y(v—w)dxdy—/(v-w}z[)
7] Q

¥v K (22)

ou
a(w, v-w)=-2(v-w >0

VveK (23)

onde

a(.,.) - & uma forma bilinear sobre H!'(Q) x H'(Q) ¢
£( + ) - & um funcional linear continuo sobre H'(Q) ,
definidos de maneira obvia atraves de (22) e (23).

Teorema 1 - A inequagao variacional (23) possui uma
solugdo unica w(x,y) € K . Ainda mais, obtida a solugao
w(x,y) , determina-se @,, ¢(x) e u(x,y) atraves de

g2, = {x. V[ x.9) €9 ;5 wix,¥) » 0} (24)

p(x) =sup {t] (x,t) e 2,3 ;0<xc<a (25)
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$(0) = 2im ¢(x) ; ¢(a) = &im ¢(x) (26)
x » 0% X -+ a”

u(x,y) = restrigao a @, da fungdo

IW
Y <3y (z7)
Para uma demonstragio veja [4] , [5].

0O teorema 1 garante a existéncia e unicidade da solu-
¢ao da inequagdo variacional associada ao problema da perco
logdo, e mais ainda estabelece a maneira de obter as incog
nitas iniciais 2, , ¢(x) e u(x,y) a partir da solugado
w(x , y) da inequagao variacional (23).

Convém lembrar que essa técnica, nido & restrita a0
problema em questdo, mas aplicavel a uma classe ampla de
problemas com fronteira livre.

Usando o fato da forma bilinear em (23) ser simétri-
ca, mostra-se que determinar a solugdo w(x,y) da inequa
gdo (23) corresponde a resolver o seguinte problema de mini

mizagdao [6].

Problema P3 - Determinar w(x,y) € K , tal que

J(w) < J(v) ¥ veEK (28)

sendo
Jv) = a{v, v) - 28 (v) . (29)
A seguir descreve-se a aproximagdo pelo método dos

elementos finitos do problema (P3)

4. Aproximacao com Elementos Finitos Lineares

A formulacdo seguida & aquela apresentada por Oden e
Reddy [7] , e consiste em adotar uma triangulagdc uniforme
Ty em @, sobre a qual define-se um espagohif’ de aproxi
magoes, com as seguintes propriedades:

(i) &Zc HY(Q)

onde 4 € um parametro escolhido, de maneira que, se £
tende para zero, a dimensao de.ji?(aj tende para infinito.
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em que«gé? € o espago dos polinomios de grau menor ou igual
a um, sobre 2{ .

0 convexo Kér aproximagdo de K & definido por:
Ky = {g{| vy C“jé?; vy = gy sobre Ty,
e 7 A 0 qg.s. em 1{} (30)

denotando-se:
fy - um tipico triangulo de Ty .

[y - os pontos de Ty pertencentes a intersegdo de
t{ com T .

gy - valores da fungdo g(x,y) restritos a ry -

Tal como foi definido

Ky C 8/C HY®

(111

um convexo fechado mas nao necessariamente contido em K.

Escreve-se entao o problema aproximado assim:

Problema P3' - Determinar wy € Ky tal que

%{(qéj < {{[ﬁ{] V v/ € Ky (31)
onde
G = aly, vy - 200y) (32)

S. Algoritmo de Resolugdo do Problema P3'

0 problema (P3') & resolvido por um algoritmo bastan-
te conhecido em programagdo nao-linear atribuido a Uzawa[8]
e constitui uma generalizagdo do conhecido método da relaxa
cdo para solugao de sistemas de equagdes algébricas.

Algoritmo
(1) - Ecolhe-se um vetor inicial w

(o)

pertencente a

l(’{.
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(2) - Calcula-se a componente wk(n+l) da enésima
iteragao a partir do valor obtido na iteracdo anterior wﬁ
assim:

1
+)
(n+1) _ (nog
Wy Max {0 , Wy } (33)
em que,
1 1
(n+3) k-1 (n+x)
W Y . w(n) - P T a(d,,9.) w; z
k k a(e,,%,) i1 k**57 Y3
. (n) (n)
+ I a(@k. $.) w: - l[wk 3 (34)
j=k el

(3) - Repita a etapa (2) até a obter a convergeéncia
para a tolerancia desejada.

No algoritmo descrito p & um parametro 1°mitado
(0 < p < 2) e escolhido atraves de testes numéricos de mo-
do a permitir a convergencia com o menor numero possivel de
iteragoes . ¢k{x. y) , ¢.(x,y) - Fungoes de {{ restri-
tas a cada elemento (elementos da base local) .

6. Resultados Numéricos

Para ilustrar o método aqui descrito escolheu-se um
exemplo com as seguintes caracteristicas:

(i) - Parametros geométricos adimensionais

Yo = 3-22 5 y. = 0.84 ; a = 1.62

(ii) - Discretizacao - Elementos finitos triangulares 1li-
neares com malha de (2 x 20 x 30)

(iii) - Parametro de relaxagdo p = 1.7 (escolhido)

(iv) - Teste para interromper as iteragoes

N
(n+1) _ _(n) -5
L Wi Wi e

k=1
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Na figura 2 tem-se o grafico da funcgao ¢h(x) , aproximagao de
b (x)

7
- NOmero de iteragoes = 104

- Tempo de execugao em preci-
sao simples no B-6700=8.96s
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FIGURA 2 - FRONTEIRA LIVRE COM MALHA DE (2 x 20 x 30)

7. Comentarios Finais

Em diversos testes realizados pelo autor com outros
exemplos além daquele aqui apresentado, (veja também (5] .
[9]) observou-se que o método descrito apresenta as seguin-
tes caracteristicas

(1) Para que se obtenha a fronteira livre bem defini-
da requer-se uma malha bastante refinada (4 pequeno), o
que nao acontece com outros métodos.

(2) A posigao do ponto C' na figura 1, fica automa-
ticamente definida, uma vez conhecida a funcido w(x, y) g
Convem dizer que os métodos usuais tém na determinacdo cor-
reta do ponto C' uma das suas dificuldades (veja por exem
plo [10]) .

(3) Ao contrario do procedimento usado nos métodos




usuais, o
resolugao
iteracao.

(4)
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algoritmo descrito no paragrafo 5 nao requer a
de um sistema algébrico linear de equacdes a cada

A convergencia do método descrito € assegurada, o

que nac acontece com outros métodos convencionalmente utili

zados.
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GESTEIRA, C.S.

0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA

RESOLUCAO DA INEQUACAO VARIACIONAL

ASSOCTADA A0 PROBLEMA DA FILTRACAOQ

Sumario

O Problema da percolacgao de dgua através de um meio
poroso homogeneo e isdtropo, & formulado como uma inequacgdo
variacional, com vantagens sobre a apresentacao original do
problema.

Utiliza-se a tecnlca de elementos finitos para a reso
lugao numerlca da inequagao variacional obtida, e mostra-se
um exemplo tipico

SOLUTION OF THE VARIATIONAL INEQUATION

ASSOCIATED WITH THE SEEPAGE PROBLEM BY

FINITE ELEMENT METHOD

Summary

The Seepage flow through a homogeneous, isotropic po-
rous media is presented in terms of a variational inequation,
showing significant advantages compared with the original
problem.

The finite element technique is then used to solve the
variational inequation just obtained, and a typical example
is presented.
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1. Introdugao
O problema de valor inicial da forma:

Fu™ o), @Dy, ..., u(),t) =0, 0<t<T (l.a)

ul® gy = u k) kK =0,1,2,..., n-1 (1.b)

k
onde F & da forma linear em g(k)[t] e L_J(k)(t)=dg(t]/dtk uma

fungdo vetorial da variavel t, pode ser reduzido a forma ca

nonica:
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9(1‘1*?) o (n*P)
(n+p-1) (n+p-1)
E(lt' u = B(t) { ¢ +g(t),0<t<T  (2.a)
. u

E(k+p)(0} y gék+P) k=-p, -p+l,...,n+p-1 (2.b)

onde p € um inteiro maior ou igual a zero, B(t) € um opera-
dor linear e g(t) um vetor independente. A solugdo numérica

de (2.a) com as condigoes iniciais (2.b) pode ser posta sob
a forma:

1:}(nq:n) 1;l[fl*P)

(n+p-1) o (n*p-1)
- = C(t,ot) ¢ = + g, (t) (3)
u m+1 L m

onde o vetor afetado do subindice m significa a solugao do
problema para t = mAt e o vetor m+l significa a solugao pa-
ra t + At = (m+l) t. O operador g(:,az) € um operador de
aproximagdo para a solugao numérica. O vetor independente
gz(t) pode estar avaliado para t ou t + At (&=m ou L=m+1l)de
pendendo do esquema adotado. Partindo das condig¢des inicias
(2.b) com m=0, pode-se obter a solugdo em t = mit apds m
aplicagbes sucessivas da equagao (3). Neste processo,para a
determinagao do operador C(t,At), utiliza-se a equacao dife
rencial (1.a) ou (2.a) para estabelecer a interdependédncia

+ +p-
entre os vetores u H p}‘ u(n P 1},..., u, em t ou t + At.

Quando nesta operagao & necessaria a solugdo de um sistema
de equagoes algébricas lineares temos um esquema implicito,
caso contrario o método & explicito.

Varios metodos de integrac¢do desenvolvidos por diver -
sos autores sao da forma apresentada [1], [2], [3], [4]. A
obtengdo do operador C(t,At) & o ponto fundamental que da a
cada método a sua caracteristica propria. Apesar de se ter
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discutido extensivamente na literatura o desempenho numeri-
co de varios métodos, pouco se tem falado sobre a convergén
cia. Faremos a seguir um breve comentario sobre a convergéen
cia e proporemos uma sistematica para a geracao de C.

2. Consistencia, Estabilidade e Convergencia

Admitiremos de inicio que o problema (2a-b) tenha solu
cao regular. Um teorema devido a Lax e Richtmeyer Bﬂ afir-
ma que a solugao numérica de (2a-b) posto sob a forma (3)
converge so e s0 seooperador C(t,At) & estavel. Na demons -
tragdo requer-se que g{t.ét) seja consistente.

0 operador C(t,At) sera consistente se satisfizer as

condigoes:

a) lim C(t,at) =1 (4)
At+0 ” -

I sendo a matriz identidade.

C(t,At)-1I

b) lim (*—7=—=) = B(t) L E&T (5)

0 operador C sera estdvel se, dado o intervalo 0<At<rt,
a sequéencia C, {9}2,.... {g]m ¢ uniformemente limitada para
0<mAT<T. A estabilidade ¢ garantida se os autovalores de C,
{A,,A;,...4.} tem mddulos limitados, i.e., ||A.l| <k.. Se Aj
for independente de At entdo ||A.]| < 1 pois de outra forma
lim ||A)] ™+ = . Quando isto acon{ece. isto € A, sdo indepen
Hggtesjde At e tem modulo menor que 1 diz-se que o operador
C & incondicionalmente estavel. Em dinamica de sistemas elas
ticos € pratica comum a busca de operadores incondicional -
mente estaveis associados ao problema de vibragdes livres
sem amortecimento e com matrizes de massa e rigidez constan
tes. Nao € claro entretanto se esta condigdo seja sempre de
sejavel como sera discutido mais tarde.

Caso o operador C(t,4t) seja consistente e estdvel ]
teorema de Lax e Richtmeyer garante a convergencia da solu-

¢ao numérica para t = T quando m>=, At+0 e mAt>T. Isto &:



u{n+p) {ﬂ+p]
(n+p-1) (n+p 1)
lim ? = ? (6)
m+e= . -
At=0 | ° y
l u m i t=T

3. Geragdo de uma Familia de Operadores C

Uma familia de operadores de aproximagdo C pode ser ge
rada a partir do esquema proposto abaixo. Seja a sequéncia
de Taylor:

L
g(k)(t+at)=g(k)[t]+ﬂt9[k*lj(t}+...+rk Q%T g(k+£)(t*)
(7)

onde Ty € uma constante apropriada e t < t* < t+At. Com a
convengao u(k]' (k)(t) e u(k]=u(k)[t+at) podemos escrever:

[n+p;’ = u(n+p)+r At u[n+p+1)(tt]

Y+ -m n+p
B 2
_i2+p ). {n+p Dat E£“+p)+rn+p-l Q%T B[n+p+1)(t*)
.................... ...............l " (8)
(k) _ (k (k+1) AP (nepe1)
m+i-u J+ E up +...+rk %H;ﬁ:T?ETT_ u P (™)

n+p+l

. (1) (at) (n+p+1) .4
9[{|+l-9m+ t Em “‘...“’1‘0 (n+p+1 ' 1k (t )

Podemos agora seguir pelo menos dois caminhos.

A. Métodos explicitos. Neste caso tomamos t*=t e deter
minamos o valor de g{n+p+l){t] com o auxilio da equagao di-
ferencial (l.a). Assim os segundos membros do sistema (8)
conterao os vetores g£n+p), _éﬂ+p Y »++.u, © o operador
g(t,at} fica imediatamente determinado, recaindo-se num es-
quema da forma indicada em (3).

B. Métodos implicitos. Nesta alternativa tomamos
t*=t+At e determina-se o valor de E(n*p+l}(t+At) da equagao
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diferencial (l.a). O sistema (8) contera entao tcrmoalﬁf R
_éf;p l},....9m+1 nas parcelas a direita do sinal de igual-

dade. Rearranjando o sistema (8) ficamos com:

L (n+p) L (n+p)

(n+p-1) L(nep-1) |
=B 3= T Bl (9)

.

cxs 1D

(5=
B

0 operador de aproximdgéo serda entdo § Bl—E € 0 novo
vetor independente B 3m+1 Um outro método para se obter um
esquema implicito, cons;ste em eliminar primeiro u{n p+1%t*}

usando a primeira equagao de (8) chegando-se a:

hézip 1) _ [n+p-l)+At lil"En+pl+5

(K)o, (K), pp o (K*1) a)™ Pk (nep)_ (nr
Un+1=Ym At Up Ve Ay %ﬁipli—ﬁj‘( el Y &5
(10.a)

iy (n+pJ_Eén+p))

n+p-1 2' U1

D T I S R S A S B A S S SR

n+p R g
U™y +At 9#1)+.. + LQEL___,[u{“+P)_Hén P))

onde S = rk/rn+p.

A equacao diferencial (1.a) avaliada em t+aAt, fornece
mais uma relagao da forma:

. (n+p) [n+p l}
1:‘p{L-]m+1

v Une

slpyq +£)=0 (10.b)

Combinando (10.a) com {10.b) obtem-se o sistema:

f 3 ]
G OI o (VD)
u(n+p-1) ; L(*p-1) |
bl s “8: 97 f e (11)
- jm+1l 2 }m

P - - i =1
O operador de aproximacgao sera entao Ao A1=C e o ve -



1510

tor independente 5;1£m+1‘

Apresentamos entao dois esquemas para obtencao de métg

dos implicitos e um esquema para a obtengao de método expli

cito. A escolha de p dependerd da ordem de aproximagao dese

jada para a mais alta derivada que aparece em (l.a). Se qui

sermos uma aproximagao linear para g[n} tomamos p = 0. Os

parametros T e sy sdo determinados de forma que o operador
C satisfaga as condigGes de consisténcia e estabilidade.

Os métodos implicitos ndc apresentam vantagens em prin
cipio, com relagdo aos métodos explicitos, desde que exigem
uma operacao de inversdo matricial a cada passo. Entretanto
se eles apresentarem melhor converéncia podem ser de melhor
qualidade embora exijam maior tempo de computagao. Esta &
a superioridade normalmente atribuida a métodos derivados do
segundo esquema implicito, como o método de Newmark [8],que
€ incondicionalmente estavel. Alguns autores analisaram as
caracteristicas de estabilidade de varios métodos implici -
tos [4], [6], [7]. Entretanto ndo parece ter havido preocu-
pagdo com a andalise de consisténcia. Em [8] analisou-se a
consistencia de alguns métodos implicitos e mostrou-se que
os métodos de Newmark e Wilsom por exemplo ndo sdo consis -
tentes, embora sejam incondicionalmente estdveis. Isto sig-
nifica que o teorema de Lax e Richtmeyer nao pode ser invo-
cado para garantir a convergeéncia. De fato veremos adiante
que o método de Newmark pode apresentar problemas de conver
gencia.

4. Aplicagao

Apresentaremos a seguir um exemplo simples mas signifi
cativo para esclarecer a sistematica indicada acima, Seja a
equagao diferencial:

£ + 2Ewx + w?x = h(t) t >0 (12.a)

x(0) = x, x(0) = x (12.b)

0 sistema (10) com p = 0 dara:

m+l i'(rn + T,ATX(L*)




1511
X =x +atx +r, A %em
m+1 m m 172 (13)
. KeE at? -
a + oS *
xm+l xm i xm+ 2 xm+ro g% (t*)

Seguindo a técnica do esquema explicito, i.e., substi-
tuindo-se em (13) X(t*) avaliado em t, ¥(t*)=ih. e obtido

de (12.a) vem:

i] 1-28wr?at -r,w?At 0% )
. - At ¢ DEZ . At ¢
x& =|(1-28wr, z~]at l-1w =5 014 xp+ T 7r2 ﬂthm
At.at? 2 At2 At
me+1 (1-28wr ) )=~ (l-re? =)ot 1 lx [ro g
(14)
Pode-se mostrar que o operador B é da forma:
] -2Ew -w?
B = 1 0 0 (15)
0 1

A condigdo de consisténcia exige entio que r,=1. 0s au

tovalores de C serao:
Ay =k e A y ™ Py g€

onde
Ta 1/2
Pa=p,=[1-2&n+n®(1- —)] onde n=wht

1/2
= (4n2—2gn3r1-n“r§/4-4n2gz} /
6,=-6,= tan

2-2En-n2r,/2

Com r,=2 para £=0, ndo haverd amortecimento numérico en
volvido no processo de aproximagdo. A condigdo para que a
solugdo seja oscilatdria exige que:

An¥ < 4End & m¥ = REY g g

donde

0 <n < 2(1-£) ou At < (1-E)T/7
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sendo T=27/w. Quando £>1, amortecimento critico ou supercri
tico, teremos movimento ndo oscilatdrio o que coincide com
a solugdo exata. O erro no periodo €:

AT _ 1 Y
T 0, ]
Depois da aplicagao do operador C m vezes teremos:

m/2

pM=p™= (1-260at)™ 2=1-cuntn+ - E2u?Atm(m-2)-...

com At = t/m vem:
m__m ; 1 m(m-2
plepMal-gut + o g2u?e? MM=Z)
. mz
e no limite quando m —+ o:

m

m 1 HE -Ewt
pz=03=l-5wt + T E2p?t?- 3T £3it¥+ L. .=e Ew

isto &€ quando m + =, At -+ 0 o modulo da solugao tende para
a envoltoria da solugdo exata. As figuras 1 e 2 mostram os
resultados obtidos com o processo descrito acima.

0Os operadores de aproximagao obtidos para o mesmo pro-

blema com £=0, utilizando-se os esquemas implicitos sdo:

a) usando a primeira técnica:

e 2
1+ 5 N°-rn T, 0
e [ : ¢
1+ —z-r'] ; "
r n' At r r n? r T
. DR e QR - Y O T R
6 w2 2 6 w 2 r A
. (16)
b) usando a segunda técnica:
2 s -
it nmd_To
L w 2(2 7§)

- [
1 e I e T | 1
e it g 5[1'7*“ (5 5o~ 7 51)

2 2.l %o
-t -nw NG - g)
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0 operador (16) sera consistente se r,=1, e o operador
(17) nao & consistente quaisquer que sejam os valores de S,
e s, .

No caso do operador (16) se r,=1 e r,=2 teremos o méto
do incondicionalmente estavel, porém com forte amortecimen-
to numérico caso At ndo seja suficientemente pequeno. Neste
caso HA‘I2|]= 1/(1+w®At?®). Para o operador (17) se s _=3/2
e s,=1, recaimos no método de Newmark e o operador sera in-
condicionalmente estavel e A, ]| = [[x,{l= I|lA,l|l = 1 qualquer
que seja At. Aparentemente este operador € portanto superior
aos anteriores, e sem duvida tem sido utilizado extensivamen
te. Ndo sendo porém consistente a convergéncia da solugdc nu
mérica necessita de demonstragdo particular, ndo sendo pos-

sivel se recorrer ao teorema de Lax. Se tomamos o problema:

[11]
X fe) = =
%X ;? x =20 txt, @ tO = 1 (18.a)
x(ty) = xg e x(t)) = x (18.b)

0 operador (17) nao sofre alteragdao a nao ser nos valo
res de n = woﬁt/t2 e w = uoftz. 0s modulos dos autovalores,
permanecem unitdrios, havendo alteracdo apenas na fase 8.

- . - . -, .1
que passa a ser fungao de t. As amplitudes maximas e mini -
mas da solugdo numérica fica portanto inalterada na solugdo
numérica. A solugdo exata de (18.a) € entretanto da forma:

1.t
)} &nt])

(19)

1/2
x(t) = tlfz[A cos[{wo— %} 2nt]+B sen[[uo-

| =

0 que mostra a variagao do médulo da amplitude extrema. 0
método de Newmark ndo converge portanto para a solucgio do
problema. No caso dos operadores (16) e (17) teremos para o
mesmo problema satisfeitas as condigoes de consistencia ees
tabilidade desde que r,. T, e r, sejam escolhidos convenien
Eii?nte. A convergencia € entdo garantida pelo teorema de

5. Conclusoes

% ¥ & A -
Os metodos explicitos sao condicionalmente estiveis mas
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satisfazem as condi¢bes de comsisténcia, o que garante a con
vergéncia. Por outro lado eles nao necessitam de solucdo de
um sistema de equacbes algébricas a cada passo, o que & con
veniente do ponto de vista de tempo de computacdo especial-
mente para sistemas com grande nimero de equagdes. Os es -
quemas implicitos condicionalmente estaveis, em principio

ndo tem vantagens com relagdo aos explicitos. Alguns esque-
mas implicitos podem ser incomdicionalmente estaveis,mas ndo
sendo consistentes a convergémcia naoc pode ser garantida em
geral. Grande nimero de autores reclamam a superioridade de
métodos incondicionalmente estaveis, sobre os demais porque
nos problemas de dinamica de sistemas eldsticos, estes méto
dos nao sdo sensiveis a excitsgOes com componentes importan
tes nas faixas de alta frequémcia. [sto &, as componentes de
alta frequéncia nao se perdem na solugao do problema qual-
quer que seja o passo de integragao At adotado. Esta afirma
¢3o nao & clara pois embora estas componentes de fato nio se
percam, isto na@o significa que elas sejam integradas corre-
tamente. 0 erro na fase da solugdo numérica € muito  maior
para os métodos implicitos (Fig. 3) e € possivel que a defa
sagem entre a excitagao e a solugdo numérica un seja impor-
tante, introduzindo erros considerdveis. Nestas condigdes &
necessario estabelecer um limite superior para o passo de in
tegragao At, o que apresenta a mesma dificuldade do que a
escolha de At para os métodos condicionalmente estaveis. En
tretanto a maior dificuldade dos métodos implicitos ndo con
sistentes € a duvida sobre a convergéncia da solugdao  para

casos mais gerais, como foi imdicado na segdo anterior.

-

QPERADOR U4

——

o oH _ b o8
F16.3 VARIACAC NO PERIODO
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BEVILACQUA, L.
GERACAO DE UMA FAMILIA DE OPERADORES

INCREMENTAIS DE INTEGRACAO NUMERICA

Sumario

Neste trabalho desenvolve-se uma sistemdtica para ob-
tengdo de operadores de aproximagao incremental para inte-
gragao passo a passo de equagdes diferenciais ordindrias.
Mostra-se como obter operadores explicitos e implicitos.
As condigoes de consistencia e estabilidade exigidas para
a convergéncia segundo o teorema de Lax e Richtmeyer sao
apresentadas de modo suscinto e simplificado. Aplica-se a
teoria na instituigdo de operadores de aproximagao para um
sistema massa-mola-amortecedor. Comenta-se das vantagens e
desvantagens dos varios esquemas, mostrando-se que operado
res ndo consistentes podem ter a convergéncia prejudicada.

GENERATION OF A FAMILY OF INCREMENTAL OPERATORS

FOR NUMERICAL INTEGRATION

summary

In this paper it is shown a straight forward technique
to derive approximation operators for numerical integration
of ordinary differential equations using the step by step
approach. Implicit and explicit operators are derived. The
consistence and stability conditions required for convergence
according to Lax-Richtmeyer theorem are presented in a
concise way. The theory is applied to derive approximation
operators for a single degree of freedom system with viscous
damping. Some comments on the advantagens and disadvantages
of the different operators are presented, and it is shown
that non-consistent operators can eventually lead to non-
convergent results.
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1. Introdugdo

De acordo com os conceitos da teoria da confiabilida-
de, o denominado caso fundamental e sua probabilidade de fa
lha, definida como probabilidade de interferencia, fornece
uma otima ferramenta para o estude da confiabilidade, mesmo
K H

nos casos que se afastam bastante do caso fundamental,



1520

6; 9]. Desta forma, a probabilidade de interferéncia entre
duas populagbes apresenta muita aplicagdo. E desenvolvido
um processo que permite uma solugao imediata, nao iterativa
em um problema de projete, pelo uso do conceito de dois fa-
tores assintdticos e da equacdo de compatibilidade destes
fatores com o problema fisico.

2. Teoria da confiabilidade

Um sistema, ndo importando o seu tipo, deve ser proje
tado com uma capacidade propria, que o tornarid apto a aten-
der uma demanda exigida pelo seu uso em servigco. A amplitu-
de da demanda que solicita o sistema depende em geral ape-
nas da aplicagdo do sistema. A solicitagao exige uma contra
partida, que & dada pela capacidade do sistema de suportar
a demanda, ou seja, pela sua resistencia. Esta resisténcia
€ algo que esta ligado estritamente ao projeto do sistema ,
bem como @ qualidade de sua construgde, sendo portanto ine-
rente ao proprio. Para o projeto ser eficiente deve se ba-
sear em dados, referentes @ solicitacdo e a resisténcia,per
feitamente definidos. Tal no entanto & dificil de ocorrer
na pritica, uma vez que sempre existem imprecisotes e tole-
rancias, que levam a uma dispersao nos dados. Assim, em sis
temas caracterizados por grandes dispersoes, como alguns re
lacionados a engenharia, ou em sistemas que exigem grande
seguranga com alto rendimento, o melhor modo de tratar efi-
cientemente o problema & sob um enfoque probabilistico. E
necessario pois raciocinar em termos de probabilidades, se-
ja de falha como de desempenho satisfatdrio do sistema. A
confiabilidade ¢ a probabilidade de sucesso do projeto, ou
0 que €& equivalente, de que nao falhe em operagio. Este su-
cesso € obtido por uma certa margem de seguranga, uma resis
tencia suplementar, para compensar as dispersodes que 0coT-
Tem.

Como & possivel dizer que todas as variaveis em mai-
or ou menor grau, que influem na capacidade do sistema sao
aleatorias, resulta que a resistencia do sistema também o
€. Assim a resistencia fica definida pela sua fungdo densi-
dade de probabilidade (FDP), fR(r]. Por outro lado, a deman
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da solicita o sistema e esta € na maioria das aplicagoOes ir
regular e imprevisivel, dentro de certos limites, a solici-
tagao € tratada também como variavel aleatdria, sendo per-
feitamente definida pela FDP correspondente, fs[s}.

A analise da confiabilidade usualmente inicia com um
modelo simples, referido como caso fundamental [2; &y 1115
que consiste de uma populagdo de sistemas, cuja resistencia
R & caracterizada pela sua FDP, submetida a uma solicitagao
S, também aleatoria. Esta solicitagdo € considerada estati-
ca, constante no tempo, mas aleatéria no sentido de que ca-
da vez que o sistema € ativado, a solicitag@o possui um va-
lor imprevisivel. Para este caso a confiabilidade & constan
te no tempo e pode ser obtida por

C=P(R> 8S) (1)

que & a probabilidade de que a resistencia seja maior do
que a solicitacao. Analogamente a probabilidade de interfe-
réncia € fornecida como

P = PR g S) | (2)

e em funcdo das FDP, no caso da resistencia e da solicita-

gao serem estatisticamente independentes,
» = 3
I s fo(r) fo(s)dA (3)

sendo A a drea definida pelo conjunto {(r;s):r < s}.

Em alguns casos particulares, € possivel obter uma ex
pressdo analitica para PI‘ embora de um modo geral a expres
sao (3) deva ser resolvida numericamente. No caso particu-
lar em que ambas as FDP sao normais, entao Py ¢ dada por

Pr=1- ¢(z2) (4)

onde e 84
P i . (5)

[og ¢ o]
sendo up € ug as médias para a resisteéncia e a solicitacao,



1522

respectivamente e o, € ©

R g Os correspondentes desvios padrao.

3. Generalizacao no calculo de Py

0 processo usual para a resolucido de (3) € usando um
método de integracdo numérica. Para tornar possivel esta in
tegracao, os parametros de fR(r] € fS(s} devem ser especifi
cados, para que seja possivel calcular o valor da fungdo in
tegranda nos varios pontos do intervalo. De um modo geral
as distribuigdes ficam com seus parametros caracterizados
pela média e desvio padrao da populagao correspondente. As-
sim, P[ sera uma fung@o de ao menos quatro parametros, com
o que torna-se dificil fazer uma representagdo adequada dos
resultados. Como a integragao numérica exige valores especi
ficos, o resultado obtido fica valido apenas para este con-
junto de valores usados.

Para contornar estes problemas, foi idealizada uma re
presentacgao de P, em fungdo da duas variaveis, K, e K, de-
finidas como fungdes adequadas dos parametros de (1) e
fs{s], de tal modo que para valores fixos destas variaveis
a probabilidade de interferéncia nao dependa dos valores de
cada um dos parametros, com l(o e K1 constantes. A ideia e
de partindo de um espago R", de dimensio igual ao numero de
parametros envolvidos no cidlculo de P,. atraveés das varia-

veis K0 e K., denominados de fatores assintoticos, definir

1‘
um espago RZ. Este espago, de componentes {KO; Kl}, deve

ser tal que cada ponto corresponda a um unico valor de Pl'
A figura 1 ilustra a correspondencia.

0 percurso R" + Rl & o modo de calcular P,, ou seja,

I
€ obtido o valor da fungao

P; = h(X) (6)

onde X = {xi} para i =1, ne X € Sp1 € R". 0 conjunto So1
& formado pelos pontos de R" que reproduzam um especifico

ponto (K ; K;) em R". A expressao (6) € calculada pela inte
gragao de (3), que representa a fungao h, para valores espe
cificos de cada x;- 0 enfoque dado ¢ definir o espago B* 45

tal forma que
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Fig. 1 - Possibilidades para o cdlculo de uma fungao a n va
riaveis.

Py = hy(K iK;) (7)
seja univoca e também ocorra
h(X) = h, (K ;K;) _ (8)
0 espago R? & obtido de R™ fazendo

K, = h,(¥)) ek =h () (9)

com a condigdo de que o conjunto dos componentes de Y _ e Yl'
{y?}'e {y%] respectivamente, sejam diferentes, estejam con-
tidos em {xi] e nao sejam vazios. As equagoes (9) devem ser
tais que (8) se verifique incondicionalmente. Uma vez obti-
do o espago R2. a probabilidade de interferéncia & calcula-
da para pontos (K :K;) pré-determinados, com o uso de (3) ,
com os resultados apresentados em graficos de PI contra Ko

e K que é a representagio grafica da relagao (7).

1°

Como exemplo de aplicag¢do e interessante considerar o
caso em que tanto a resistencia como a solicitagao possuem
para a FDP a distribui¢ao normal. Definindo os fatores as-

sintoticos como

K, = (up = ugd/op e K; = (up - ugl/og (10)
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& possivel isolar o, e gg» Qque substituidos em (5) resulta

R

1
7z = — 5 (11)
FK—Z . X 21172
L™ 1 4

Definindo K, e Ky por (10}, PI passa a ser fungao ex-

1
clusiva dos fatores assintoticos, nao importando os valores

particulares de Hps Hgs Op € Og. desde que quando substituil

dos em (10), KD € Kl fiquem constantes. Desta forma as defi

ni¢des usadas para os fatores assintdticos sdo convenientes.
Em um caso pratico, € conhecida a priori apenas a fun

gao PI = h(X), dada por (3). Tanto as funcdes que definem

K e K,, como a fungao hz(KO;Kl) nao sao conhecidas, tornan

0 1
do o problema um tanto abstrate. O Gnico modo de resolver

quanto a definigao de RZ, é por tentativas, ou seja, as fun

goes hO e h] sdo arbitradas e apos € verificado se (8) se

verifica.
Para ser possivel a integragao numerica, cada compo-
nente de X deve ser conhecida, mas apenas dois valores es-

tao especificados, os que fixam o ponto em RZ. Como P, deve

1
depender apenas das coordenadas deste ponto, o vetor X é de

importancia secundaria, desde que X € SOI‘ Assim, algumas
componentes x, podem ser arbitradas no cdlculo de (3), des-

de que as definigoes de K, eK estejam corretas., Este fato

1

parece 16gico se for lembrado que no caso normal-normal, PI

depende apenas de z e que para KO e K] dados por (9) resul-

ta a expressao (11). Assim, P, depende apenas de K e K, ,
p € Og apenas um passo interme

sendo os valores de Moo S

US, a

diario para se chegar a Pre
Detalhando mais o exemplo considerado, o processo fi-
ca mais claro. Assumindo valores numéricos para os fatores

assintoticos, K, = 5 e K,

fR e f%, para trés situagoes, para diferentes valores da re

lagao up/ug: A média da solicitacao foi considerada unita-

3, foram obtidas as curvas de

ria e em qualquer situagaoc ocorre z = 2,572 e logo

Py = 5.107°. As curvas de fp e fg estdo na figura 2.

A figura ilustra, para KO e Kl‘ fixoes, o comportamen-

to das FDPs, conforme o valor de KR © Hg- Pela comparagao
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Fig. 2 - Distribuigdes para a resisténcia e a solicitagao.

das curvas, torna-se flagrante que aumentando o afastamento
relativo entre as médias, aumenta a dispersido de valores em
torno da média. Isto fica bem caracterizado pelos valores
do coeficiente de dispersao, definido como V = o/u, con-
forme mostrado na figura. Assim, o coeficiente de disper-
sdo da solicitagdo passa de 0,20 para 0,33 e apas 0,50. 0
que ocorre € que aumentando a distancia entre as médias, as
dispersdes, tanto da resisténcia como da solicitagdo aumen-
tam, de modo que a probabilidade de interferencia permanega
constante.

4, Equagodes de compatibilidade
Em uma situagao de projeto, a partir de Ppoe dos da-

dos referentes as distribuigdes que representam a solicita-
¢do e a resistencia, o ideal & obter uma maneira simples pa
ra sintetizar o sistema: Neste estagio, a maneira que me-
lhor se adapta como um critério de projeto, € usar um fator
de projeto, definido como

n o= up/ug (12)

Este fator fornece uma medida do afastamento relativo
entre as médias, sendo que um valor superior a unidade, re-

presenta uma margem de resistencia suplementar. Esta margem
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vail compensar, em maior ou menor grau as dispersoes que o-
correm, fornecendo assim uma chance de falha adequada, re-
presentada pelo valor de Pl' Em sistemas estruturais, este
fator de projeto € semelhante ao coeficiente de seguranga
comumente empregado, apenas que o fator de projeto € defini
do em termos precisos. 0 coeficiente de seguranga € poucas
vezes definido com exatidao, ficando um conceito vago e im-
preciso.

Retornando ao exemplo normal-normal, os fatores assin
toticos podem ser escritos, usando (12), como

K, = (n - 1)/n Vp e K, = (n - IJ/VS (13)

Por outro lado, o valor de z & obtido de K, e K;, por
(11) e assim foi possivel obter a expressdo analitica que
fornece Pro A representagao grafica desta fungdo, tomando
P, como um parametro, estd na figura 3. Pela andlise do gra
fico, nota-se que as curvas sio hipérboles, com assintotas

K0 =z e Kl = z, sendo z a correspondente a probabilidade
PI da curva. Assim, KO + =, entao Kl + Z e vice-versa, ou
seja, para L 0 entao P, depende praticamente apenas de
Kl. Este fato significa que a resisténcia passando a ser de
terministica, apenas a dispersao da solicitagdo & represen-
tativa, que é o dado fornecido por K]. A denominagao de K,
e Kl de fatores assintoticos vem justamente do fato de que
a probabilidade de interferencia & dada assintoticamente
por Ki'

Das equagoes (13) & possivel isolar o fator de pro-
jeto e representando por n, o obtido em funcao de KD e n
o obtido por Kl’

1
@ 1 iz
n,*=———— € By =1#+KV (14)

Na resolugdo de um problema pratico, € especificado
um valor para P, e sao conhecidos Vp © Vg, que podem ser es
timados usualmente a partir de amostras. O objetivo final,
: & R Vs
do problema. No grafico K x K. a solugao estara em um pon

¢ chegar ao fator de projeto que fornega P ., para V
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to particular sobre a curva de P desde que as coordenadas

I|
do ponto, substituidas em (14), fornegam n, =ny, ou seja,
0 pontao (KO;K]} deve ser compativel com o problema fisico

Fazendo entao ng o= ng, resulta

K V
0

Ky = " I (15)
Vo1 - K, Vp)
K, Ve
ek -—aVs (16)

9 V(1 + Ky VQ)

As equagoes (15) e (16) sao denominadas de equagdes
de compatibilidade para o problema da interferéncia, vali-
das quando ambas as distribuig¢des s@o normais. Quando as
FDPs empregadas forem diversas da normal, entao as equagoes
de compatibilidade podem ser obtidas de modo analogo, usan-
do as equagOes de definigao dos fatores assintoticos, con-
cernentes a combinagdo de distribuigbes usadas. Assim, as
equacoes de compatibilidade asseguram que seja respeitado o
aspecto fisico do problema.

A figura 3 apresenta também a curva de compatibilida-
de para o caso em que VR = 0,1 e VS = 0,2. O ponto de inter
secgao da curva de compatibilidade com a de P1 que & deseja
do. fornece assim as coordenadas do ponto (KO;KI) que satis
faz ao problema.

Considerando um caso onde ocorram os valores de V e

R
V, citados e sendo desejada uma probabilidade de interferen

5 Saln . :

cia de 10 7, e resolvido como segue. A partir da figura 3,
; _ -2

o ponto de intersecgio entre a curva de PI = 10 e a curva

de compatibilidade ¢ aproximadamente (3,80;2,95) e substitu

indo em (14} resulta n0 = 1,613 e n, = 1,590, com média n =

1
1.601. Comparando com a solugado exata que existe neste caso

normal-normal,

n o= b igoar e B

n o= {1+ /T =85 850/6, (17)
onde

8y = 1~ (2 \-'i)‘ (18)
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substituindo os valores, com z = 2,326, vem n = 1,595, ou

seja, uma diferenca inferior a 0,5%.

0

Ki EQUACAO DE
COMPATIBILIDALE]
10°
o
T8 4 .-—-_.____________
5 ><
"\\‘-

0 Ko 15

w

Fig. 3 - Curvas de PI’ para o caso normal-normal, juntamen-
te com a curva de compatibilidade.

5. Conclusoes

0 uso do processo no caso normal-normal & apenas ilus
trativo, pois existe uma solugdo exata. No entanto, quando
uma solugao numérica de (3) se faz necessaria, o método de-

senvolvido € de grande valia, pois permite o calculo de PI

I
€ invariante em relagio a K ¢ K;. Este estudo fol aplicado

ser extendido para quaisquer valor dos parametros, pois P

para as distribuigoes de Weibull, exponencial generalizada,
Rayleigh generalizada bem como normal, [11], que resultanm
em uma representagao sistematica e racional dos resultados.
Em um estudo mais detalhado, verificou-se uma limitagao no
método, em relag@o a distribuig@o de Weibull, possivelmente
pelo fato de possuir trés paridmetros. Este aspecto estd ain
da em aberto.

A verificagdo da invariéncia de P, com X € So1 e fei-

I
ta na pratica comparando PI calculado para diversos valores
das componentes de X que foram arbitradas. Pela comparagao
dos valores de P, € verificada entio a definigdo dos fato-

res assintoticos, se adequada ou nao.
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Finalmente, um aspecto que pode comprometer o sSucesso

do processo, € a falta de um maior nimero de dados de gran-

de parte das variaveis que influem em um projeto, no que se

refere aos parametros e mesmo ao tipo de distribuigao a u-

sar. Assim, € essencial uma pesquisa cuidadosa para levan-

tar os dados necessarios, a um nivel de confidencia adequa-

do.

(1]

(]

—
=
—
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GENERALIZAGCAO NO CALCULO DA PROBABILIDADE DE INTERFERENCIA

Sumario

Neste estudo, o principal aspecto investigado € a pro
babilidade de interferencia entre as populagoes, da solici-
tacao que age no sistema, e da resistencia deste. Atraves
de um enfoque formal € proposta uma representagao bidimen-
sional da probabilidade de interferencia. Esta representa-
¢do € feita por dois fatores, K, e K|, respectivamente o fa
tor_assintotico da distribuigdo da_resistencia e da solici-
tagao. A probabilidade de interferencia e plotada em um sis
tema de coordenadas K, x Kj, assumida a invariancia de Pr
para um ponto (Kg;Kp). E introduzido o conceito de compati-
bilidade, que permite sintetizar o sistema pelo uso de um
fator de projeto.

GENERALIZATION IN THE DETERMINATION

OF THE INTERFERENCE PROBABILITY

Summary

In this study, the fundamental aspect investigated is
the interference probability, between the populations of
the stress acting on a system, and the strength of the sys-
tem. A two dimensional representation of the probability of
interference is proposed. This representation is based on
two factors, named K, and Ky, respectively the assyntotic
factor of the strength and of the stress distribution. The
interference probability, Py, is plotted as a parameter in
a Ky x Kj plane, under a assumed invariance of Pj. The
concept of compatibility are introduced and allows to
obtain a design factor which make possible the system
sinthesis.
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1. Introdugao
0 calculo exato da confiabilidade, para um dado siste

ma, em um ambiente aleatdorio, € algo que ainda nido esta re-
solvido no caso geral. Alguns modelos simplificados foram
analisados [1; 2; 4; 8] e existem solugdes nestes casos. No
entanto, estas sdo aproximagoes, que fornecem apenas uma in
dicagdo do nivel de confiabilidade. O presente artigo visa
usar os dados da teoria da interferencia entre duas popula-
¢0es para avaliar a confiabilidade, para solicitacgoes esta-

ticas e dinamicas.
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2. Uso da teoria da interferencia

A confiabilidade & normalmente referida como uma fun-
¢do nao crescente do tempo, pois quanto maior o  periodo
transcorrido, maior a chance de falha do sistema considera-
do. Por outro lado, é relativamente simples a confiabilida-
de, ou o que € equivalente, a probabilidade de falha Pf, pa
ra o chamado caso fundamental. Este se baseia em uma popula
cao de sistemas, cuja resisténcia R possui uma dada {fungao
densidade de probabilidade, submetida a uma solicitagao es-
tatica S, também aleatoria. A aleatoriedade de S provem do
fato de que cada vez que o sistema é ativado, a solicitagao
possui um valor diverso do anterior. Este caso fundamental
e referido como teoria da interferencia, interferéncia esta
que ocorre entre as populagdes da solicitag@o e da resisten
cia. Assim, neste caso particular, de forma a evitar confu-
soes com outros modos de falha, a probabilidade de falha &
denominada de probabilidade de interferéncia, PI’

P, = P(R < S) (1)

As referencias [1; 5:; 9] fornecem métodos de obter a proba-
bilidade de interferencia para diversas fungdes densidade
de probabilidade.

0 conceito da probabilidade de interferéncia € impor-
tante pelo fato de ser facilmente calculado, e pode ser usa
do para obter uma estimativa de confiabilidade para outros
casos de solicitacao, diversos do caso fundamental. Nestes
outros modos de falha, a probabilidade de interferencia € u
ma ferramenta excelente na estimativa da confiabilidade.

No caso geral da confiabilidade ser variavel com o
tempo, esta € dada em termos da taxa de falhas, h(t), que
representa de uma populacao de sistemas, a fragao destes

que falham, por unidade de tempo. Matematicamente a taxa de
falhas € definida sendo a probabilidade condicional, de que
o sistema falhe no tempo t; t + dt, sabendo-se que nao fa-
lhou no intervalo de 0 a t. A expressao da confiabilidade é

t
C(t) = exp |- h(t) dt (2)
U .
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Quando a solicitagdo que age no sistema € discreta,ou
seja, o sistema & ativado e desativado diversas vezes duran
te a sua vida, a taxa de falhas € funcao do namero de apli-
cagSes da solicitagdo. Para este caso Preudenthal [3] forne
ce para a taxa de falhas,

h(N) = -1n (1 - Py) (3)

sendo P, a probabilidade de interferéncia, suposta constan-

te paraIas sucessivas aplicagoes. Para PI inferior a 0,05 &
valido assumir h(N) = P[. Por outro lado, Ang e Amin[1] mos
traram que (3) € na realidade um limite superior para h{N),
ou seja, usando h(N) = P, € obtido o valor maximo que pode
atingir a prohabilidade de falha do sistema. Isto se bascia
no fato, que foi demonstrado por Ang ¢ Amin, de que a taxa
de falhas € uma fungao monotonicamente decrescente do nime-

ro de aplicacOes da solicitagdo, ou seja,

h(N} < h(N - 1) (4)
para N > 1 e no caso de N = 1,
h(l) = PI (5)

Desta forma, para N aplicagdes da solicitagao, 4 con
fiabilidade pode ser estimada por

C(N) = exp [-N Pl] (6)

sendo na realidade o limite inferior. A figura 1 ilustra o
comportamento de h(N), quando ambas as distribuigoes do pro
blema sac log normal.

Um outro enfoque que permite o uso da probabilidade
de interferéncia & sugerido por Mittenbergs [6]. Neste caso
a resisténcia é considerada como uma fungio do tempo, ou se
ja, os parametros da fungio densidade de probabilidade ndo
sao constantes. Este efeito ocorre devido a possibilidade
de deterioragao da resistencia do sistema, com o passar do
tempo. Deste modo, a probabilidade de interferéncia € em si
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uma fungdao do tempo, crescente no caso. Usando a aproxima-
cdo h(N) = PI’ entao a confiabilidade pode ser calculada pa
ra pontos discretos do tempo e assim a dependéncia C(t) €
obtida.

|

1 5 10
N

Fig. 1 - Taxa de falha especifica, para solicitagdo e resis
tencia log normal. P, = 0,076 e fator de projeto n = Lysl1]

Quando a resistencia & estacionaria, o fato de que
h(N) € maximo para N = 1, significa que a probabilidade de
falha & maior quando o sistema & solicitado pela primeira
vez. Isto se baseia no fato de que as incertezas sao maxi-
mas quando da primeira solicitagao. Se o sistema resiste 2a
primeira aplicacao de carga sem dano, o mesmo Ssistema prova
velmente niao ira falhar se for aplicada uma carga menor ou
igual a esta. Apenas com alguma solicitacao superior a esta
primeira € que podera falhar. Assumindo ent@ao que h(N) = P
a expressao

I

cwy = a1 - ppN (6)

€ a estimativa conservativa (a favor da segurancga) da con-

fiabilidade. Para N P, relativamente pequeno € vialido ainda
C(N) =1 - N P, (8)

Para uma solicitag@o dinamica, um caso que pode ser
estudado com o auxilio da teoria da interferéncia € gquando
o sistema falha a primeira sobrecarga. Isto quer dizer que

o sistema deixa de cumprir a sua fung¢ao quando pela primei-
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ra vez a solicitagdo atinge um dado nivel, definido este pe
la resisténcia. Neste caso, € necessario trabalhor com a
distribuicdo dos maximos da solicitagdo e nao a distribui-
¢ao da solicitagao propriamente dita. Esta distribuigao dos
picos, se interferir com a distribuigao da resistencia, in-
dica a possibilidade de falha. A probabilidade de falha es-
ta assim relacionada com a probabilidade de interferéncia
entre a distribuigido de maximos da solicitag@o e a distri-
buig¢do da resistencia. A chance de falha por unidade de tem
po em uma solicitagao dinamica, sera P, vezes o valor médio
da frequencia da solicitac3o. Deste modo, a taxa de falhas
fica dada por

h(t) = £ (t) Py(1) (9)

sento fO(t] a frequéncia esperada. A figura 2 mostra a situ

agao das distribuicoes envolvidas no problema.

/Slmd:.s]
g
/sts)
Fig. 2 - Distribuigdes da solicitagao, maximos desta e da
resistencia.
Desta forma a confiabilidade & dada por
t
C(t) = exp - £ {t) PI(t] dt (10)

p ©

Com a solicitagao seguindo uma normal, de média u e
desvio padrao o, os maximos seguem uma distribuicdo de Ray-
leigh generalizada [9]. de parametros, X, =uwea=y + g
Se a solicitagdo for um processo estocastico estacionario ,

entdo a taxa média de falhas &
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A= £ Py (11)

Das equagoes (9) e (11), é facil verificar que a taxa
de falhas depende nao so do projeto do sistema, supondo um
caso estatico (que € usado no calculo de P;), como também
das caracteristicas dinamicas do sinal da solicitagao, aqui
representadas de um modo aproximado pela frequencia espera-
da da solicitagao. No caso particular do espectro de fre-
quéncias da solicitagao for do tipo de banda estreita, en-
tdo segundo Rice [7], a frequéncia esperada vale

3

£, = £, 11-8711/2 (12)
3. ) = B

onde f € o limite superior do espectro de frequencias e B

a largura relativa, B = fa/fb.

3. Exemplo

Sera considerada a falha devido ao escorregamento, em
uma montagem por interferencia entre o cubo e o eixo em uma
engrenagem. A falha ocorre quando pela primeira vez a soli-
citagdo ultrapassar o valor da resisténcia. A probabilidade

de falha deve ficar limitada a 10-2. para uma vida de ]03
horas de operagido. Os dados necessarios sao:
Diametro do eixo - 20 mm (ago)
Diametro externo do cubo, equivalente - 28 mm (ago)
Forga de atrito solicitante - (p = 4695,
a = T709)N
Coeficiente de atrito - (u = 0,168;
o = 0,027)

Coeficiente de dispersao da interferencia - Vy = 0,12

Largura da faixa do espectro de frequencia -8 = 0,511

Frequencia superior de corte - fb = 0,0195Hz

Para a geometria do ajuste prensado, a dependencia en
tre a pressdoc de contato e a interferencia radial U e

E 0,3297

(=P =t
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A forga de atrito resistente, para um comprimento 1-
til do ajuste de 30 mm, sera

FR = 31,073 U E/us
onde By € o coeficiente de atrito entre as superficies.

0 primeiro passo para realizar o dimensionamento & fa
zer uso da confiabilidade especificada e a partir desta, ob
ter PI‘ Para C = 0,99, usando (9) e (10), vem

0,99 = exp [-fo P1 t]
e a partir de (IZ) vem fO = 0,015 Hz, logo

-7

P. = 1,86 10

1

Uma distribuicao log normal foi considerada adequada
para caracterizar a resistencia e a solicitacao, e o crite-
rio de dimensionamento, dado pelo fator de projeto n, defi-
nido como [1; 3: 8; 9]

n = U'R/US

¢ dado neste caso especifico por

e
1+ VR

| 2 2
= —_—3 e Z Mln{] + V 1 + Vo)
! 1 %+ VS o { R)( S

com Z a abscissa da curva normal padrao para 1 - Py deseja-
da, no caso Z = 5,083. As outras variaveis sdo
Vp - coeficiente de dispersao da fungao que caracteri
za a resistéencia
Vg - coeficiente de dispersao da solicitacgao.

A resistencia da montagem é dada por F, e a solicita-

R
cao, pela forga de atrito que esta atuando, Fg. O coeficien
te de dispersao da solicitacaoc é obtido de imediato, usando

a definigao

Vg = oglug
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VS = 0,151

Quanto ao coeficiente de dispersao da resistencia de-
ve ser obtido dos valores do coeficiente de dispersao das
varidaveis que influem na resistencia, no caso U, E e ug. 0

coeficiente de dispersao para uma fungdo genérica, na forma

¢ dado com boa aproximacao por

Vy = 0,12
Vg = 0,03
0,161
us
resultanto
Vp = 0,203
e o fator de projeto vale
n = 3,611

Esta ¢ a relacgdo entre a média da resisténcia e a mé-
dia da solicitacdao. Esta Gltima € de 4695 N, logo a média
da resistencia deve ser de 16954 N. Assim, usando a expres-
sao de FR e substituindo os valores medios de E e Mg resul
ta uma interferéncia média

Hy = 15,5 um

Desta forma, as tolerancias de usinagem devem ser es-
colhidas de tal modo a proporcionar esta interferencia me-
dia, respeitando o desvio padrao de 1,86 uym, decorrencia do
valor do coeficiente de dispersdao assumido.
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4. Conclusdes

Uma estimativa da confiabilidade, quando o sistema es
ta na sua fase de projeto, € de valor, pois permite prever
o desempenho do sistema quando em operagao. Neste caso, a
teoria da interferéncia permite uma avaliag3o aproximada do
nivel de confiabilidade, fornecendo uma maneira rapida de
obter o fator de projeto necessdrio ao dimensionamento. Uma
vez definido o fator de projeto que deve ser usado, o pro-
cesso de calculo €& andlogo ao classico, apenas que com a di
ferenga que sao empregados os valores médios das varidveis
envolvidas.
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ROSA, E. da
APLICACAO DA TEORIA DA INTERFERENCIA

DE DUAS POPULACOES NA PREVISAO DA CONFIABILIDADE

Sumario

A probabilidade de interferencia representa a probabi
lidade de falha, para um sistema solicitado estaticamente .
No entanto, € possivel obter um limite inferior para a con-
fiabilidade, para solicitagdes dinamicas, ergodlcas, a par-
tir da probabilidade de interferéncia e da frequencia espe-
rada no processo da 5011c1tagao A partir da probabilidade
de interferéncia necessaria para atingir o nivel de confia-
bilidade especificado, um critério de projeto pode ser usa-
do, como a relagao entre a média da resisténcia e a _ média
da solicitag@o. E desenvolvido um exemplo de aplicagdo.

APPLICATION OF THE INTERFERENCE THEORY

IN THE PREDICTION OF THE RELIABILITY

Summary

The interference probability is the failure probabi-
lity for a statically stressed system. It is possible to
obtain a lower bound for the reliability of the system, for
a dynamic stress history, from the interference probability
and the expected frequency of the process. Based in the in-
terference probability that is necessary to obtain the spe
cified reliability level, a design criterion can be used,
as the relation between the strength mean and the stress
megn. As an illustration, an application example is develo-
ped.
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1. Introducao
A aplicagao de mesas suportsdas por guias hidrostiticas em

maquinas ferramentas tem resolvido alguns problemas importantes -
para o processamento de metais e nnnutenqio da qualidade da miqui
na. De fato, o mistema de lubrificacgio hidrostatica eliminando to
talmente o contato metal-metal apresents apenas o atrito fluido,

decorrendo disso:
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- eliminagao complets do "stick-slip";

- eliminagao completa do desgaste;

- forga de atrito bastante reduzida;

- permansncia da qualidade de operagao.

A finalidade deste projeto & a aplicacio em uma retificado-
ra cilindrica de fabricagao PELOPLAS - Sao Carlos com as seguin -
tes caracteristicas

Altura do Centro & MeS8...eeesvucssoressessel20 mm

Miximo didmetro retificdvel.icuisececsnseesss230 mm

Inclinagdo da meB@ BUPETiOr.iessascassssessas B

Velocidade da mesa (acionamento hidr.)......3000 mm/min (mix)

2, Hipoteses de Cdlculo

Para o dimensionamento das sapatas hidrostiticas foi escolhi
do o método da pressao constante.
Devido & necessidade de obtengido de elevada rigidez do con =

junto foi usado o sistems de sapatas em oposigao.

3. Critérios de cilculo

A dispomigao das sapatas foi determinada impondo-se a condi=-
¢ao de igusldade entre as flexas maximas nas extremidades e no cen
tro da mesa, sob & agio do peso proprio da mesa e da pega e das
forgas de corte. Além disso, fol verificada a condigao de tombamen
to da mesa | 1 |[.

As saptas hidrostaticas foram calculadas segundo critérios -
definidos por Rowe & O'Donoghue | 2 | e simultaneamente foram estu
dados problemas relativos a aspectos de projeto e de fabricagao ,

em termos de definig@do de tolerancia e erros de forma admiss{veis.

4. Resultados dos Calculos

De acordo com os oritérios definidos por I 2 | os resultados
encontrados para o sistema de sustentagao hidrostdtico foram os
seguintes:
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contra=-

Caracter{stica pgiggf;,l ::%:E:: f.

terais

Pressiio de alimentagao (Pa) | N/nz| 2,069 x 108 2,069:106
Capacidade de carga (W) | N | 2200 450
Folga (ho) | um | a0 80
Comprimento (B) | mm | 17 52
Largura (L) | mm| 51 35
Largura da soleira (c¢) | mm | 13 9
Rigidez (10) | %/ um | 315 20%

Vazao (qo) | n3/ s | 4110-6 4x10-6

Viscosidade do lubrif. (g) | Nu/nz | 0,0345 0,0345
Aquecimento do fluido (AT) | % | 1,5 1,5
Didmetro do oriffcio restritor (d) | mm | 0,3 0,3

Tab, 4.1 = Caracter{sticas das Bapatas
hidrostdticas

5. Conclusoes _

0 projeto apresenta um caracteristico bisico: pode ser
executado com maquinas convencionais e o8 elementos de maior pre-
cisao sao construidos e controlados facilmente dadas suas dimen =
soes, As tolerancias foram estudadas de modo a satisfazerem 2

fungao e a aconomia,
Bibliografia:

1 Schulz, W., e Ruffino, R.T., Otimizagdo da distan
cia entre apoios de uma mesa de retificadora com
mancais hidrostdticos. Reletéric enviado ao =
FINEP (1976)

2 Rowe, W.B., and 0'Donoghue, J,P., Design Progedu-
res for Hydrostatic Bearinga. The Machinery Pu-
blishing CO Ltd. London, pp. 56 (1971)
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GAMBARINI,J.R., SCHULZ, W., PURQUERIO,B.M., RUFFINO,R.T.

PROJETO DE UM PROTOTIPO DE MESA

COM GUIAS HIDROSTATICAS

Sumério

Apresentagdo do projeto de uma mesa apoisda em guias hidros-
téticas pars Retificadora Cilfndrica. S@o incluidas as hipSteses -
admitidas, os resultados e alguns desanhos.

PROTOTYPE DESIGF OF A HYDROSTATIC

SLIDEWAY TABLE

Summar

This paper presents the design procedures of hydrostatic =
slidewsys for supporting the table of a cylindrical grinding machi
ne. Opposed-pad hydrostatic bearings are used in order to attain
high stiffness
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1. Introdugio

Kilmister apresentou os resultados experimentais obti
dos com cabegote retificador equipado com mancais a gas 1 ,
concluindo que a precisdo de giro obtida conduzia a acaba-
mento superficial 33% melhor, em relagido a cabecote retifi-
cador equipado com mancais de rolamento, reduzindo o tempo
gasto em manutencao da maquina. Mantendo amesma orientacdo,
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o Laboratdrio de Maquinas Ferramentas da Escola de Engenha-

ria de Sdo Carlos propos-se a projetar e construir dois ca-
begotes retificadores (externo e interno) para serem aplica
dos em uma Retificadora Cilindrica de fabricagao PELOPLAS -
Sao Carlos, com as seguintes caracteristicas:

Cabegote de Retificacgao externa:

- Maximo diametro/comprimento retificavel:230mm/800mm

- Motor de acionamento: N = 5 CV; n = 1730rpm

- Dimensoes do rebolo: 450x130x50mm

- Rotacdo do rebolo: 1250rpm

Cabegote de Retificagao interna:

- Maximo diametro/comprimento retificavel:150mm/110mm

- Motor de acionamento: N = 1/8 CV; n = 10000rpm

- Dimensoes do rebolo: 50mm (max); 10mm (min)

- Rotagao do rebolo: 20000rpm

2. Critérios de Calculo

As expressdes qnaliticas utilizadas para os calculos
dos Mancais a Gas sao as propostas por POWELL 2 e GRAS-
SAM 3

3. Resultados dos Calculos

As tabelas 1 e 2 apresentam os resumos dos cdlculos
dos cabegotes retificadores.

Bibliografia:

1 Kilmister, G.P.F., An Externally Pressurised Air
Bearing Boring Spindle. Sth Gas Bearing Symposium

University of Southampton, England (1971).

2 Powell, J.W., Design of Aerostatic Bearings. The
Machinery Publishing Co. London (1970)

3 Grassam, N.S., e Powell, J.W., Gas Lubricated Bea
rings. Butterworths, London (1964)
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. - y Mancal Axial
2

Caracteristica | Notagao |Unidade | Mancal 1 | Mancal (back to back)

Diametro D mm 85,00 85,00 -

Compr imento L mm 106,00 106,00 =

Distancia dos
furos a extre- i
midade do man- /L 0,25 0,25
cal.
Diametro do Res d m 0,30 0,30 1,00
tritor
NO de orificios n - 8 8 8
Rigidez K N/mm 42,.000,00 |42.000,00 | 104.000,00
Potencia consu- p W 0.70 0.70 2.40

mida » » L 3
Vazio do ar Q w/s | 5,85x10 %] 5,85x107%| 1,80x10
Diametro externo 2a mm - - 150,00
Diametro interno 2b mm - - 100,00
Capacidade de W N 1.100,00 | 1.100,00| 1.860,00

carga
Folga teorica 2h mm 0,043 0,043 0,025

Tabela 1 - Resumo dos calculos do cabegote retificador externo

Mancal Axial

Caracteristica |Notagao |Unidade | Mancal 1 |Mancal 2 (back to back)
Diametro mm 60,00 60,00 -
Comprimento mm 60,00 60,00 =
Distancia dos
furos a extre-
midade do man— L/L - 0,25 0y 23 -
cal
Diametro do Res
T - d mm 0,20 0,20 1,00
N? de orificios n - 8 8 8
Rigidez K N /mm 46.000,00 | 46.000,00 38.800,00
Potencia consu-
wida P W 78,00 78,00 60,00
Vazdo do ar Q m/s | 4,30x10 7 [4,30x107% | s,13%10%
Diametro externo 2a o - - 90,00
Diametro interno 2b mm - - 70,00
Capacidade de
carga W N 500,00 500,00 170,00
Folga teorica 2hg mm 0,040 0,040 0,025

Tabela 2 -

Resumo dos calculos do cabegote retificador interno
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PURQUERIO, B.M., GAMBARINI, J.R. e RUFFINO, R. T.

PROJETO DE UM PROTOTIPO DE CABECOTE DE RETIFICADORA

EQUIPADO COM MANCAL AEROSTATICO

Sumario

Apresentagao do Projeto dos Cabecotes para Retifica-
¢ao Externa e Ret1¢1cagao Interna equipados com Mancais
Aerostaticos. Sao incluidas as hipoteses observadas ¢ os re
sultados dos calculos.

DESIGN OF CILINDRICAL GRINDING HEAD MODEL

EQUIPED WITH AEROSTATIC BEARINGS

Summary

Externally pressurised air bearings are presented in
order to equip a cylindrical grinding machine, for both ex
ternal and internal grindheads. Design procedures and results
are presented.
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Rio de Janeiro

1. Introducao

Se bem que a minimizacao do peso estrutural de treli-
¢as por meio de uma variagdo de sua geometria €& tac antiga
quanto o proprio conceito de otimizagdo estrutural [1,2],re
lativamente poucos trabalhos tem sido desenvolvidos nesta
diregdo se compararmos com a minimizagao do peso tomando

Este trabalho foi parcialmente financiado pelo Conselho Na
cional de Desenvolvimente Cientifico e Tecnoldgico (CNPq)
sob contrato n® 2222.0750/76.
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por varidveis as dreas das segdes transversais. Isto  se
deve, em parte, por ser a formulagdo do problema mais com
plexa (a funga@o peso deixa de ser linear nas variaveis de
projeto) e por outro lado, porque a redugao de peso a al-
cangar ndo & tdo drastica se comparada com a otimizagio de
geometria fixa. Entre os varios trabalhos desenvolvidos ,
destacamos Dobbs e Felton [3], Vanderplaats e Moses [4],
Pedersen [5].

A presente nota técnica, tem por objetivo a apresen-
tagdo de um método de otimizacdo geométrica aproximada,que
foi implementado em forma de programa para servir de fer-
ramenta aos projetistas de estruturas entreligadas.

2. Definicdo do Problema e das Restricoes Conside-
radas

Seja uma treliga plana ou espacial com N nds e M menm

bros. As coordenadas dos nos sao Xiv ¥Yy0 %5 (i=l 2. H)a
0 peso total da estrutura sera dado por:

‘ M
W = 3‘21 ijjszj (z.1)
onde
Aj - area transversal do j-ésimo elemento.
pj - peso especifico do j-€simo elemento.
Rj - comprimento do j-&simo elemento.

Nosso objetivo sera minimizar W tomando por base as
coordenadas dos nds [xi,yi.zi} como variaveis de projeto,
e considerando as seguintes restrigoes a serem satisfei -
tas:

a) Posigodes maximas e minimas

) X {%x.)

& < ? ' i
min = 1 — 1" max (Yl

S B € fEy)
g, = 1 = i"max

N

(x

)

i min - Yy = (yi)max

(z.)

i
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b) Simetria em relagao a planos de referencia.
Por exemplo x; = xj ou x,; = -xj, para um dado par ij.

¢) Variacdo da posigao do nd sobre uma reta pré-fixada.

Por exemplo, X; = py; * q; X; = ﬁzi + g onde p, q, P,

1
e q sao fixos.

d) Valores admissiveis para tensoes axiais nos membros.

i i,] i E
ac,adm <0 < Dt.adm (i=].,2...M]
(j=1,2...NEC)
i - - P = .
onde Uc.adm € a tensdo admissivel na compressao do i

eésimo membro e o© ¢ a tensdo admissivel na tracgao

t,adm,
doi-ésimo membro. o'*J & a tensio no i-ésimo mem-
bro para o j-ésimo estadc de carga. (NEC & o nlmero

total de estados de carga).
e) Valores admissiveis para deslocamentos nodais

|yl i
=ui| < (ui)max (i=1,2...N)
(j=1,2...NEC)

0O projeto Otimo aproximado, € obtido utilizando uma
modificagdo do método de Fletcher and Reeves para que
as restrigoes acima definidas possam ser consideradas.

Assim, seja E“ o vetor de projeto da v-ésima itera-

gao.

gv = [x”x,a,xzyzzz...xnynzn z (2.2
entiao, a iteracdo e basicamente realizada mediante

¥v+1 = J_(\,: i t Bv J §v (2.3)

onde

EW(§v] ] u§v-l

1
n
1
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2
|vw(x™) |

lowx¥ 1 |2

£ 8Y ] & uma matriz diagonal de coeficientes definidos se
gundo uma tabela de critérios [6].

Antes da realizagdo do passo indicado em (2.3), cal-
cula-se as derivadas das restrigoes que se mostram ativas
(restrigoes que estao sendo satisfeitas como igualdade).
Se, de acordo com o sinal das derivadas, algumas restri -
¢bes tenderem a ser violadas, a variacgao das coordenadas
que causam esta violacao & anulada, ou seja, as respecti-
vas componentes do vetor §U sao feitas nulas. Para uma
discussdo mais detalhada ver [6].

3. Exemplos Numéricos

Com base no metodo exposto acima, foi desenvolvio um
programa de otimizagdo geométrica denominado AUTOFORM.
As caracteristicas limites da versdao atual sdo:

- nlmero de nds < 300
- nGmero de barras < 200

- niimero de carregamentos < 3

A titulo de exemplos numéricos, s3o apresentados dois
exemplos de estruturas otimizadas utilizando AUTOFORM.

Exemplo 1

Face de um pilar de torre de transmissdo para linhas
de 500KV.

Restrigfes: Além de condigdes de simetria e de que os
nos 25, 27, 40, 41 e 50 devem ser fixos, considerou-se as
seguintes restrigdes:

o 2
Ut.adm 14,000 t/m
(
-11.000 t/m? A< A
g e 2
c,adm _ T°E % %%
2x?
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lug,| < 0,185m

A= % onde R € o raio de giragao da segao.

Wi = 3495t Wf = 3349t

Numero de iteragdes = 6

Convém observar que esta economia de material repre-
sentaria uma economia de Cr$ 4.500.000,00 ao longo de to-

da a linha. Para detalhes quanto ao carregamento referir-

se a [0]. B
4 \
N )
Q {
X )
4 K
55 X
£ 0‘ )’1
" RR
N K
S
2R
st Fal
N\
V. s
ﬂr-nir.iv "'5-&
Exemplo 2

Tesoura para cobertura de galpao industrial.
RestrigOes: Simetria e alinhamento de nos, tensdes ad

missiveis nos membros e flecha mdxima de 6,5cm nos nos cen

trais inferiores.

A tesoura foi otimizada sob a agao de 3 estados de

carga [6].



W.
:

= 795,4 ; W. = 716,4

N? de iteragdes = 3

(]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

Fimm
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OTIMIZACAQ GEOMETRICA DE ENTRELICADOS

Resumo

A presente nota técnica aborda o problema de minimiza-
¢ao de peso de treligas tomando-se como variaveis de proje-
to as coordenadas dos nés. No programa desenvolvido, fato-
res importantes como simetria da estrutura e alinhamento de

nos sao considerados. Ao final, apresenta-se dois exemplos
numéricos.

GEOMETRICAL OPTIMIZATION OF TRUSS STRUCTURES

Summary

The present technical note considers the problem of
minimizing the weight of truss structures when the design
variables are nodal coordinates. The program that was
developed to solve this problem, takes into account
practical considerations like symmetry and nodal alingment.
Two numerical examples are presented in the last section.
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1. Introdugdo

A obtengao de solugdes analiticas, mesmo que aproxi-
madas, de problemas hidrodinamicos apresenta sérias difi -
culdades impostas, em geral, pela conformacio geométrica da
regiao fluida. A presenca de um corpo que se move proximo
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a uma superficie livre induz a necessidade de se especifi-

car condigdes de contorno ndo lineares nesta superficie, o
que torna o problema mais intratavel, ainda, analiticamen-
te.

Neste trabalho estuda-se, basicamente, a viabilidade
de se utilizar a técnica dos Elementos Finitos para a ana
lise do escoamento potencial em duas dimensoes, ao redor
de um corpo, que se mova em regime permanente proximo a u
ma superficie livre, sem se proceder a linearizacido do pro
blema.

2. Formulagao e Solugao do Problema

Dentro do contexto das hipoteses da Teoria Potencial
pode-se formular problema de valor de contorno -PVCy- , em
termos da fungao de corrente, ¥(x,y) (vide figura (1)).

v2y=0 na regiao fluida (n.r.f) (1)
¥ =A sobre a superficie do folio (2)
|v¥|<M, M >0 no bordo de fuga (3
¥ = -Uh para y =n (x)+h (4)
% h; +W;]+gy = % 112+ gh para y=n(x)+h (5)
lim V¥ =-Uj (6)
X+ - 4

lim 9¥=-Uj (N
X+ @ -

¥(x,y) = ¥(x+),y) para X+-o (8)

onde A indica um comprimento de onda e A uma constante des
conhecidos, a priori.
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A solugao do PVC, € procurada utilizando-se uma téc-
nica numérica que determina, iterativamente, a posigao da
superficie livre, a priori desconhecida. Assume-se, inicial
mente, uma elevagao n[U){x] da superficie livre ¢ procura-
seuma solugdao do problema definido pelas equacoes do Pve,
com excessao da equagao (5), e que € denominado de pve,

A solugao do PVC, ¢ obtida, utilizando-se a técnica de ele
mentos finitos [1] , [2] . A solugao do PVC, y(1) fos per
mite calcular uma nova elevacao n(l}(xJ da s;perffcie li-
vre, utilizando a expressao (5). Na sequéncia do processo

iterativo calcula-se a fungao ¥[2) , solugao do PVC,, pa-

ra n(x)= q[l}(x] e assim sucessivamente, obtendo u;a se

quéncia.

calculada pela expressao

K U o1 ©y2 X ] S
L i [q,x{ Yeu b UK 1}()()}*“_;)'{1\) {x‘hmtk-l}{x”]

(")
corresponde a solugao do PVC,, conside-
rada a regiao fluida limitada pela superficie livre, cu-

onde a fungio y (K

ja elevacgao ¢ representada por n[k-l)(x]. 0 processo itera
1 - ; (k)_ (k+1) . =
tivo e interrompide quando n =n , pois temos entao
determinado a real posigao da superficie livre e satisfei-
to a condigao expressa pela equacao (5) e consequentemente
oI \-"Cl .
Para a obtengao numérica da solugao dos vdrios pro-

blemas do tipo PVC, a fungdo de corrente & escrita como
v W )= ey + azyig ) (10)

onde '¥(x,y) e *¥{(x,y) sao solucdoes dos problemas PVCy, €
P\C3B definidos na tabela (1), onde a constante A € deter-
minada wutilizando a condiguao de Kutta (3) no bordo de fu
ga. 0 valor da fungao TL especificada na fronteira r,. no
problema PVCy,. ¢ tomada da aproximacdo linearizada
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2 Egp F¥3p
VZ’W(1)=H szg(ilzo
)y 2y(1) 2 y=hen (371D ()
lq_g(]-] =y 2\}1(1]=U T
L 1
(1) __yy 2y(1) g ‘rour
1 3
1) o g 2y (1) cilindro
TABELA (1)
obtida analiticamente [2] , [3] . Este fato introduz limi-
tagbes no resultado final e € motivo de pesquisa atual dos
autores [2) , [4]

3. Apresentacao dos Resultados

Para a analise da viabilidade da técnica proposta foi
calculado um exemplo como mostra a figura (2), onde a ra-
zdo espessura/profundidade (t/h) é igual a 0.3 e o nimero

de Froude (H——] foi tomado como 0.40.
/eh

A figura (3) mostra os resultados obtidos nas varias itera-
coes, e a tabela (2) mostra alguns resultados quantitativos.
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_ B
ot
‘——-—1‘ =il
-
" 1’ FeRma 3
ERRO MAXIMO ERRO MEDIO
VALOR ABSOLUTO $ h |vALOR aBsouTo| § h
n{04 5D 0.0154 1.232] 0.00564  |0.4512
n(1a (2 0.0083 0.661| 0.00180  |0.1440
n(2)s (3 0.0046 0.368| 0.00095 |0.0765
TABELA (2)

Para maiores detalhes sobre a técnica de elementos finitos
utilizada, referéncia é feita ao trabalho [2] .
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0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS UTILIZADO NO ESTUDO

DO MOVIMENTO DE UM FOLIO DA SUPERFICIE LIVRE

Sumario

Foi utilizado o Método dos Elementos Finitos para a
analise do escoamento ao redor de um folio que se desloca
com velocidade constante perto da superficie livre. A re
giao fluida (2D) foi suposta como estendendo-se a grandes
distancias no semi-plano inferior. A condigao de contor-
no aplicada num plano vertical a ré do f6lio corresponde
a0 comportamento do escoamento na teoria linearizada.

INVESTIGATIONS OF THE FLOW AROUND A FOIL MOVING

NEAR THE FREE SURFACE

Summary

The flow around a foil moving steadily near the free
surface is studied using the Finite Element Technique.The
2D fluid region is extended to large distances. The
condition far behind the foil is in a vertical plane and
corresponding to the linearized form.
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