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BOAS -VINDAS AO
COBEM 77

Em nome da Comissao Organizadora, tenho o
prazer de estender a todos os participan-
tes do COBEM 1977 as mais calorosas mani-
festacoes de boas vindas ao nosso Congres-
so, especialmente aos colegas do exterior,
Quero agradecer em primeiro lugar a colabp
racao da Comissao Organizadora e do Conse-
lho Editorial, bem como a todos os autores
que contribuiram com a apresentagao de
seus melhores resultados de pesquisa. Que-
to ressaltar ainda, minha gratidao ao CNPq
UFSC, FEESC e CREA da 10a. Regiao que de-
ram apoio financeiro para que este Congres
so pudesse se realizar.

Agradecemos ainda a colaboragao da  UFSC
que gentilmente cedeu suas instalagdes pa-
ra a realizagao deste Congresso.

Fago votos para que todos aproveitam ao ma
ximo as apresentacOes e discussoes que se
seguirdo nas diversas sessdes técnicas.

PRESIDENTE
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WELCOME TO
COBEM 77

On behalf of the Organizing Committee, I
am pleased to extend a warm welcome to all
participants in COBEM 1977, specially to
our distinguished colleagues from abroad.
My sincere thanks go to the members of the
Organizing and Editorial Committees, as
well as to all authors for contributing
their fine research to the Congress.

I would also like to express my gratitude
~to CNPq, UFSC, FEESC and CREA which
provided the financial support for this
Congress.

I hope that you all will have a fruitful
and challenging time during the Congress.

PRESIDENT



v

ORGANIZACAO DOS
ANAIS DO
COBEM 77

Os anais do COBEM 77 estao divididos em qua
tro volumes separados, cada qual abrangendo
areas como sequem:

VOLUME A: Analise experimental de tensoes;
elasticidade-plasticidade-viscoelasticidade;
placas e cascas; vibragoes e acustica; dina
mica de sistemas.

VOLUME B: Escoamento laminar e turbulento;
condugao, convecgao e radiagao; fenomenos
de transporte.

VOLUME C: Propriedade dos materiais; confor
magao de metais; usinagem; maquinas ferra
mentas.

VOLUME D: Projeto de maquinas; otimizagao,
automagao e controle; elementos finitos; me
todos numericos.

Procurou-se, com toda a cautela, colocar os trabalhos no vo-
lume mais adequado. F inevitavel, entretanto, que o critério
de classificagao nao coincida com o de um ou outro autor.
Nesses casos, as nossas escusas., Um indice de autores foi
preparado, o que, acreditamos, facilitara a consulta. A or-
dem dos autores e co-autores & alfabetica e sao dadas infor-
magdes sobre sua afiliagao e Tocal de trabalho.

Nossas ultimas palavras sao de agradecimento a todos quanto,
confiando na importancia do COBEM 77, a ele se dedicaram com
afinco, tornando-o, com a sua colaboragao, uma notavel reali

EDITOR

zagao.
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ORGANIZATION OF THE
PROCEEDINGS OF
COBEM 77

The proceedings of the COBEM 77 are
published in four separated volumes, each
one covering subjects as follows:

VOLUME A: Experimental stress analysis;
elasticity-plasticity-viscoelasticity;
plates and shells; acoustics and vibrations;
systems dynamics.

YOLUME B: Laminar and turbulent flow;
conduction, convection and radiation;
transport phenomena.

VOLUME C: Material properties; metalforming;
machining, machine tools.

VOLUME D: Machine design; optimization,
automation and control; finite elements;
numerical methods.

Considerable effort was made to place each paper in its right
volume. It is inevitable, however, that someone else might
argue that our criteria, in classifying his work, was not
the best one. To those who might think that way our apologies.
An "authors-index" was prepared for easy reference. The

author and co-authors appear in alphabetic order. Information
are also given about author's affiliation.

We would Tike to thank all those who believed in our
enterprise and gave their help to make COBEM 77 a great
reality.

EDITOR-IN-CHIEF
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COBEM 79

A iniciativa da ABCM em realizar bienalmen-
te os congressos na area de engenharia meca
nica (COBEM) tem sido consideravelmente bem
sucedida.

0 crescimento da produgdo cientifica e tec-
nologica no pais e o crescente interesse de
monstrado por professores estrangeiros nos
Congressos da ABCM, alem da permanéncia dos
congressos bienais, a efetivagao da Revista
Brasileira de Cieéncias Mecanicas, orgao ofi
cial de publicagdo cientifica e tecnica da
Associagao, criado na Assembleia Geral de
11 de dezembro de 1975.

A existencia da revista permitiria que uma
grande parte dos trabalhos produzidos pudes
sem ser do conhecimento da comunidade da As
sociagao, durante os dois anos de intervalo
dos Congressos. Em consequencia, uma efeti-
va comunicagao cientifica e tecnologica te-
ria efeito.

A efetivacao da revista e da sistematica de
atuagdo de seu corpo editorial, sera levada
a efeito na Assembleia Geral da ABCM, que
sera realizada no dia 14 de dezembro, con-
forme consta na agenda do COBEM 77. Naque-
la oportunidade tambem sera decidido o 1lo-
cal de realizacao do COBEM 79, onde espero
estarmos todos reunidos novamente.

SECRETARIO
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COBEM 79

The initiative of the ABCM to hold each two
years its Congress has been fully justified
by the wide recognition it has received as
an outstanding scientific event.
The steady growth of scientific production
in this country, and the increasing
interest in the Congress by foreign workers
in the field of mechanical engineering,
suggests that time has come for another
step forward, the publication of the
. Brazilian Review of Mechanical Engineering
as an official vehicle of technological and
scientific information, under the
responsability of the ABCM.
The review would allow freshly produced
works to be readly published, estahlishing
in this way a continuous exchange of
information amongst those engaged in
teaching and research in the field of
mechanical engineering. It is planned to
put the publication of the Review under
dehate 1in the General Assembly on the
14th of December and it is our hope that
definitive actions will be envisaged to
make the Review a reality very soon. Also,
during the General Assembly, it will be
decided the place of the COBEM 79 where,
we hope, we will meet once again.

SECRETARY
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1. Introdugao

E fato conhecido que quando excitamos uma viga através
de impactos axiais ela também vibra flexuralmente. Este e-
feito &, provavelmente, devido a imperfeigdes geométricas,
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excentricidade no carregamento, vibragoes residuais ou a su-

1l
oS |
perposigbes destas causas.

Conhecer este fenomeno € necessario para que possamos H
projetar com mais seguranga elementos estruturais ou membros’

o s s " —_
de maquinas que estejam sujeitos a impactos axiais durante

sua vida Util. Entre os parametros que necessitam ser estu-'

dados estao os maximos deslocamentos e tensdes despertados
pelos impactos, a existéncia ou nao de ressondncias e "car- |
gas criticas", a estabilidade do sistema, os efeitos do nmate
rial e da geometria da viga, a forma e a duracde do impacto,
a influéncia das condigdes de contorno do sistema.

A literatura disponivel relacionada 3 resposta flexural
de colunas sob impactos axiais n3o € extensa:

Hoff [1] estudou a flambagem dindmica de colunas sim-
plesmente apoiadas, cujas extremidades eram comnrimidas sob
velocidade constante. Sevin [2] estendeu o trabalho de iiof
incluindo o efeito de inércia axial, o qual, na gama de velo
cidades usadas, ‘foi considerado pequeno. Lindbery [3] estu-
dou a flambagem 5ob imnacto de uma barra fina, assumindo im-
perfeiqées aleatérias na barra. Sua determinacaoc tecrica da
distribuigdo probabilistica dos comprimentos de onda da bar-
ra flambada foi comparada favoravelmente com suas experiénci
as. A estabilidade diniamica de colunas simnlesmente apoia-
das sob carpas axiais de curta duracdo, incluindo os efeitns
de inércia axial e de dissipagd3o interna, foi estudada por
Mc Ivor e Bernard [4]. Lyon e Zable [5] desenvolveram um
transdutor de forca usande imnactos cbtidos através de um
pendulo. Alguns resultados obtidos por estes autores foram
confirmados nesta pesquisa.

Considerando que praticamente nao eram disponiveis re-
sultados experimentais no estudo de vibragdes flexurais de
vipas submetidas a impactos axiais,nos propusemos a estudar
quais as miaximas tensdes e quais os miximos deslocamentes
laterais; a existéncia de cargas criticas dinamicas, no sen-
tido de instabilidades flexurais causadas por deslocamentes
laterais excessivos; e a identificar quais os parametros re-
levantes no comportamento de uma viga em balange sob impac-

tos axiais.
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2. 0 Apnarato Experimental

Na figura 1 temos um esquema do aparato experimental.

ESQUEMA DO APARATO EXPERIMENTAL

 |/[sueoRTE |
| oscabores] .strm

MICROSCOPIO|
DE
_ CAUBRACAD |

TRANSD DE '
DE SLOCAMENTO |

TELESCOPIO DE

[MTIMETRO] [GERADO R | [[FREQUENGI-
. ITA SINAIS | |

DE SLIDES DE CALCU

PROJETOR ﬂﬂiﬂUlNA

- FiG. | -

A viga em teste era presa a uma base rigida e isolada
das vibragdes do prédio, através de um engaste fixdvel 3 ba-
se por gramnos e parafuso de encosto. O martelo, suspenso
por um suporte dotado de um ajuste continuo, excitava a viga
com impactos cuja axialidade era garantida com auxilio de um
telescépio de alinhamento Hensoldt Wetzlar (ajuste dentro de
2 x 107°

A forga, a forma e duragaoc do impacto eram medidas nor

m).

um sistema composto de um osciloscopio com memdria (Tektro-
nix 5103N), um pré-amplificador (Bruel & Kiaer 2622) e um a
celerometro (B&K 4333) fixado ac martelo. Este sistema foi

calibrado em conjunto usando-se um pegueno vibrador capaz de
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manter uma amplitude de aceleragao de 17 (aceleracao da gra-
vidade).

Nas medidas das deformacoes flexurais usamos extensome-
tros (Strain gages BLH) e um indicador digital dotado de me-
moria (B&K 1526). Nas medidas das deformagoes axiais também
foram usados strain gages, ligados a um osciloscdpio com me-

moria (Tektronix Carrier Amplifier 3C66 e 564 Storage Osc

loscope). A calibragao das medidas de deformacde foi feita

.

usando-se resisténcias padrao.
Nas medidas dos deslocamentos laterais usamos transduto

res capacitivos, osciladores e conve

sores de reatancia, de
fabricagdo Disa. Para calibragdo deste equipamento usamos
um microscépio acoplade a um micrometro Carl Zeiss.

Todas as medidas efetuadas nos osciloscdpios forar foto

s. b i 05 1 aspect drea de pesquisa.
rafadas Na figura 2 temos um aspecto da ar lig % 1u

Fig.2 - Aspecto da montagem

3. Técnicas de Medigdo

Medidos o momento de inércia da segdo reta (I) e a mas-
sa por unidade de comprimento (p) das vigas, elas eram pos-
tas entre as cantoneiras de engaste e fixadas a base.

Garantida a horizontalidade do balango procediamos 3 fu
ragao da parte engastada para passagem de pinos guia.

Apés a cuidadosa colagem dos extensOmetros [6,7,8,9] me

diamos o primeino periodo natural de vibracgao (Tlf) e calcu-
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livamos o modulo de elasticidade (E) da viga pela formula:
(10]

HH2 DL.k
T§T§§§ = L - comprimento deo halanco

Irlf

£

0 alinhamento entre o pendulo e a viga mestrou-se um fa
tor critico durante a pesquisa. HNos primeiros testes o ali-
nhamento era feito visualmente, o nue para angulos pequenos
mostrou-se satisfatdério. No entantc, para anruloz maiores
(~ 1% a 2°) necessitamos usar um telescdpio de alinhamento
para obter resultados confiiveis. Uma verificacdo auxiliar
bastante Util da axialidade do impacto era o ruide da batida
entre o martelc e a viga. Com um alinhamento Lem feito o

"seco" e o martelo recuava sem oscilacoes laterals

ruido era
engquanto que com um mau alinhamento, o ruide era "espirradn”
e o recuo do martelo apresentava oscilacdes laterais. Apds
o alinhamento a distancia entre o martelo e a vipa era ajus-
tada para que tivessemos o impulsc desejado.

Para evitar erros devidos a nao simultaneidade do ins-
tante inicial das varias medidas, todos os instrumentos eram

disparados (triggered) pelo comego do sinal de aceleracgao.

4. Resultados e Discussoes

Hda Tabela 1 sao apresentadas as constantes da viga.

TABELA 1
h largura da viga 1,015 mm
b altura da wviga 29,824 mm
] massa por unidade de comprimento 0,232 kg/m
L comprimento do balango 0,2601 m_y,
I momento de inercia 2,599x10 " ,m
A drea 3,027x10 "m
Tif 19 periodo natural de vib. flexural 0,077 s 4,
E modulo de elasticidade 2,202x10" "Pa
Pcr carga critica de Euler 20,870 N
£ fator de amortecimento n,002
Ip impulso padrao 1,607 Ns
Y1a av periodo natural de vib. axial 0,21 ms

Material: ago inoxidavel AISI 316
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Na figura 3 temos a relagdoc entre as maximas deforma-
¢oes de flexdo, medidas em pe (e =

nais aplicados a viga, definidos pela razao In/Ip; onde In

impulso nominal = MV, massa X velocidade do martelo; e Ip e

o impulso padrao da viga, definido como:

3
= = i v P = - e ~ f] *
Ip = pcr X Tp T 77030 pEI Bow carra de ,Lamaiﬁigrde
i
ME
MAXIMAS DEFORMAGCES DE FLEXAO VERSUS 1n/Ip
20
100/
807 +-M=1172 Kg
ol o -M=0.204 Kg
A -M=0.571Kg
«©
2

07 D1 00 10 K0 A0 20 20 30 3 40 440 480

In/Tp
- FIG.3 -

Estas definigdes do impulso padrao e do impulso nominal vi-
sam facilitar os cadlculos das tensoes de flexdao por engenhei
ros que nao possuam o sofisticado instrumental necessario na

i ; 2 g T :
ra medir os impulsos reais aplicados a viga. 0 desvio pa-

drdc médio das medidas de defsormagdo foi 5,1% e os pontos ex
perimentais definem uma relagdo linear de equagao:

pe = 350 In/Ip (1)

As tensoes de flexao podem ser facilmente calculadas usando-
se a equagao (1) e aplicando-se lei de Hooke.

Na figura 4 temos a relagao entre as miaximas deforma-
coes de flexdo e os impulsos medidos Im/Ip. Im € o impulso
realmente aplicado d viga e obtido por integracioc numérica
das curvas de aceleragdc versus tempo. Conforme pode ser

AL/L), e o5 impulsos nomi'

I
|

R




7

constatado a relagac também & linear e tem nor equagao

ue = 187 Im/Ip (2)
me ) .
MAXIMAS DEFORMAGDES DE FLEXAO VERSUS Im/Ip
140
120
00 + *
o +-M=1.172 Kg
4 . + o -M=0204 Kg
" A-M:=0571Kg
P te
[ ?
0 o
0 200 00 s 800
Im/Ip
- FIG. 4 -

Como o coeficiente de restituicac entre a repua e o rartelo

€ aproximadamente 0,9 (chogue quase elastico) temos:

Im ~ 1,9 In =+ pe ~ 355 In/Ip (3)

Comparando (3) e (1) vemos que justifica-se plenamente a pro
posigao de usarmos o impulso nominal In para calcular as ten
stes de flexao.

Para 3 martelos usados temos, na figura 5, a relagao en
tre a duragae do impacto, T, em ms, e o dngulo de langamento
do péndulo, 0, em rd. Observamos que para angulos maiores
que 0,050 rd a duragac do impacto & praticamente constante,
enquanto que um lipeiro aumento nesta duraciac € constatado
para angulos menores. Observamos também que os martelos
mais pesados tem um contato mais longo com a viga. Estes re
sultados confirmam o trabalho de Lyon e Zable [5]. Maiores

detalhes sao discutidos por Castro [11].



Tims) 5
Lol DURAGAO DO IMPACTO VERSUS AnauLd 0o PENDULO
+-M=11T2Kg
1001 ©-M=0204Kg
o ————— A-M=0571Kg
e . .
40 '.i‘h,.t_. . - o
. ¢}
0] " 00 040 Os0 0BO 00 O A0 160 B0 X0 220 240
6,(rad)
- FIG. 5 -
Na figura 6 temos a relagdo entre as miximas forgas de
impacto, P___/P__, e 0, o aAngulo de lancamento do péndulo.
v max ocr

Conforme esperado para pequenos angulos de lancamento a rela
- - . .
gao ¢ linear [b] .

le A ”~
Per FORFAS MAXIMAS VERSUS ANGULO DO PENDULO

*

+-M=LIT2 Kg
- M=0204 Kg
A-M=057 Kg

8 8 8 8 8 B 2

M0 040 060 080 X0 120 40 KD 180 200 20 M0

Bdrad)
-FlG.6-

Na figura 7 ternos uma resposta tipica de deslocamento
versus tempo para um impulso fixo e na figura 8 uma resposta
de deslocamento versus impulso, para um tempo fixo. Confor-
me vemos hd uma grande influencia no 29 modo natural de vi-

bragdo nestas respostas e nao verificamos nenhuma instabili-
dade no sistema.
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fn medidas de deslocamento da viga nao anresentaram um

comnortamento tioc repetitdrio quanto as medidas de deforma-
cdo.

DESLOCAMENTO VERSUS TEMPO, In/Ip FIXO

In/lp = 0.44|
M:1.172 Kg
POSIGAD DA VIGA
PARA VARIOS IN-
TERVALOS APOS
0 IMPACTO.

TEMPO EM mS

- FIGT -

tm"* DESLOCAMENTO VERSUS MPULSO,T FIX0
y

DD-PICD SUPERIOR

t=13mS APOS
0 IMPACTO.
M= 1172 Kg

- FI6.8 -

5. Cenclusdes

llesta pesquisa fol feito um estudo experimental das vi-
bragoes flexurais de uma viga de segdo reta constante, em ba
lango, causadas por impactos axiais aplicados através de um
arranjo pendular. Concluimos, no intervalo pesquisado, que
a resposta da viga aos impactos é um fendmeno repetitdrio e
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os impulsos sao parametros importantes no problema. 0s im-

pulsos nominais, definidos como o produto da massa pela velo.

cidade do martelo, podem ser usados nos calculos, ndac haven-

do necessidade de medir os impulsos reais por integracao da

curva forga versus tempo.

ximas tensces de flexao e os impulsos aplicados a viga. Ha

grande influéencia do 2?2 modo natural de vibracdo nos desloca

mentos laterais da viga. Nao foi constatada a existéncia de

nenhuma carga critica dinamica no intervalo pesquisado.

(1]

L2}

(4]

(5]

(6]

(7l
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CASTRD, J.T.P. e SUNPDARARAJAN, V.

LSTUDD CLXPERIMENTAL DE VIGAS EM BALANCO

S0B IMPACTOS AXIAIS

Sumario

Este estudo € uma investigag&o exnerimental das vibra-
goes flexurais de uma viga em balango causadas por 1mpact05
axiais. Uma série de medidas foi feita usando-se uma viga
de ago inoxidavel submetida a impactos de diferentes ragnltu
des, aplicados através de um arranjo massa-péndulo. A awpll
tude dos impulsos foi variada mudando-se o neso e o an?ulo
de langamento da massa do 3endulo

Para a gama e a caracteristica dos impactos uttllzados
nesta 1nveqt1gagao concluimos que a amplitude dos impuls
aplicados e o parametro relevante da respos sta transversal da
viga. As maximas tensdes de flexao e os maximos deslocamen-
tos laterais relacionam-se linearmente com a amplitude dos
impulsos axiais aplicados. Nao foi observada nenhuma insta-
bilidade dinamica, no sentido de deslocamentos laterais ex-
cessivos, na gama de impulsos utilizados nesta pesquisa.

LEXPERIMENTAL STUDY QF CANTILEVER BEAMS

UNDER AXIAL IMPACTS

Summary

This study is an experimgntal investigation of the
dynamic response of a cantilever beam due to axial impact.
A series of response measurements was made for a
cantilevered stainless steel beam subjected to impulses of
different magnitudes. The impulses were induced by a
pendulum-impact mass arrangemdnt and their magnitudes were
varied by changing the weight and release angle of the
pendulum mass.

For the range and character of impulses utilized in
this investigation, it is conc¢luded that the magnitude of
the applied impulse is the relevant parameter for the
transverse response of the beam. Moreover, both maximum
bending stresses in the beam and its maximum lateral
displacements were found to be linearly related to the
applied axial impulses. No dynamic instabilities, in the
sense of excessive lateral displacements of the beam, was
observed for the range of impulse magnitudes selected here.
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1. Introduction

The application of fracture mechanics to engineering
problems requires a knowledge of the stress intensity
factor for the problem under consideration. The stress-
intensity factor, K, is a measure of the amplitude of the
stress field surrounding the crack tip and is a function of
the crack and specimen geometry and the loading state. The
crack is stable until the local value of K reaches a cri-
tical value, Kc' called the fracture toughness of the
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material, which is a material property that must be measured.
For most two-dimensional problems, the stress-intensity
factor may be obtained by either analytical means or numeri-
cally using the finite-element approach.

Most three~dimensional problems remain unsolved due
to the limitation of analytic techniques and computer
capacity. Several experimental studies have attempted to
determine the stress-intensity factor variation in three-
dimensional problems, notably in plates with through
cracks. All have used the frozen stress techniques of
three-dimensional photoelasticity. Fessler and Mansell [1]
studied a thick plate with an edge crack, and found no sig-
nificant stress-intensity factor variation throughout the
thickness. Smith and Smith [2] and Mullinex and Smith [3]
studied bending of cracked plates. Villarreal, et al [4]
studied cracked plates under tension. These researchers
found stress-intensity factor variations that supported the
various analytic cracked plate solution advanced by Sih [5]
and Hartranft and Sih [6]. Unfortunately, the frozen-
stress technique is always suspect when used for crack prob-
lems. With this technique, extreme care must be exercised
to prevent introduction of significant error. These pos-
sible errors are due to crack blunting, and residual
stresses from the casting and slicing of the model, and
unknown changes in Poisson's ratio. Smith [7] gives a good
current review of three-dimensional photoelasticity applied
to fracture mechanics.

Barker and Fourney [8] devised a new technigque of
analyzing three-dimensional problems which utilizes scattered
light speckle interferometry. This technique has been
applied to an ASTM compact tension specimen in a Mode I
loading and the variation of the stress intensity factor
along the crack front determined [9]. It was found that,
for this naturally grown crack, which had arrested after
propagating through a portion of the specimen, the stress
intensity factor (SIF) was constant. Although this makes
perfect sense from a physical point of view, it was in dis-
agreement with the results previously referenced and those
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of Schroedel and Smith [10] who performed a three-dimensional
photoelastic analysis of a compact tension specimen using
the frozen stress technique. The major difference in these
two studies was the curvature of the crack. The naturally
arrested crack had a slight curvature, but well within ASTM
requirement for a valid plane strain test, whereas the
crack of Schroedel and Smith [10] had been sawn and was
therefore straighter, albeit duller. The study reported
here was undertaken to determine the effect of the crack
curvature. That portion of this study using scattered
light speckle interferometry has been reported previously
[11] and will not be repeated here.

2. Description of Method
The stress field ahead of the crack tip is given by

_ _K 8 - il 36
v ™ /__5-1; cosy [1 sing 51n—2—] £ i
_ _K 8 0 .. 3087
cy /5?;‘3055[1 + sinz 31n1r] ¥ w (1)

- 0 .8 30
ny— ﬁ COSz Sll’l? CDST * s

where the local coordinates ahead of the crack tip are
shown in Fig. 1. The stress state is independent of the
material properties, hence the above solution is wvalid for
either plane stress or plane strain. The crack opening
displacement is

uy = Eééiihégg[(a—l} cos(%) + sin@ sin(%)] (2)

where o = 3-4v for plane strain

I

L L3N
o= ao for plane stress

E is Young's modulus
v is Poisson's ratio
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For three-dimensional prob- ’
lems, plane strain is assumed to
exist on the innermost planes
and plane stress on the exter-
nal surface planes; displace-
ment compatibility requires the
stress field surrounding the
crack tip to vary throughout
the thickness of the specimen.

This can be accomplished by
assuming that the SIF is a
function of the specimen thick-

Fig. 1. Local coordinate
ness. The three-dimensional system at the crack tip

SIF, K(z) is hence a function of the thickness coordinate,
z, as well as the variable previously noted. Near the crack
tip, the crack opening displacement along the crack can be

written as

UY“K(z]/F (3)

By measuring the crack opening displacement throughout the
specimen thickness, the variation K(z) may be determined.

CAMERA
MICROSCOPE

PARTIAL MIRROR

LASER

3
ki

{;i} l:——- CRACK
<

Fig. 2. Schematic diagram of setup
for crack-opening interferometry tests
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A refinement of the crack opening interferometry
method has been used to determine the crack opening dis-
placement. A schematical of the experimental arrangement
is shown in Fig. 2. Coherent light from a He-Ne laser
reflects from the upper and lower surfaces of the crack and
forms an interference pattern analogous to a Newton's ring
pattern. This is recorded photographically by means of a
standard 35 mm camera. An example of a crack opening
interference pattern is shown in Fig. 3(a). The crack open-
ing displacement of Egq. (3) should properly be written as

pym[Kp(z) + KR(z)]/E (4)

where KP[z) is the SIF due to the applied load P and KR is
the SIF due to the residual stress field in the specimen.
Although every effort has been made, it is generally im-
possible to eliminate completely the residual stress field.
Therefore, it is necessary to cancel out the effect in the
measurement process. This is accomplished by making crack
opening interferometry (COI) measurements at two different
loading states P and P' = P + AP. A double exposure is
made of the two COI fringe patterns. This results in a
Moiré pattern of the two COI fringe patterns. The pre-
dominate Moiré will be the subtractive pattern. This is
shown in Fig. 3. COI fringe patterns (a) and (b) corres-
pond to loading states P and P'. Each dark fringe
corresponds to the locus of points along which the crack
opening displacement is:

_ [ 2n=1\)
Zuy = (—2—)5 (5)

when n is an integer and A is the wavelength of light,
0.6328uM for these experiments. The corresponding rela-
tionships for the stress intensity factor are: for the
first exposure

by =[Ko(2) + Kg(@] F (6)
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Fig. 3. Moiré of crack-opening interferometry

(a) (b) (c)
COI of load P’ COI of load P' Moiré of loads
P and P'
and for the second exposure
Wy a[l{P,{z) ¥ KR(Z)} VT (7)

Since it is a linear problem and the Moiré fringes corres-
pond to the subtractive pattern, each half-tone Moiré

fringe in Fig. 3(c) is the locus of point having the dis-

placement

o " Y 7
B, = yuY [Kp{z) xp.tz)] F = Ky (2)/F (8)

Note that the SIF due to the residual stress is constant
and hence has been eliminated by this method.

3. Description of Experiment Technique and Resul ts

The ASTM compact tension specimen was used in this
study. This specimen, shown in Fig. 4, is widely used to
determine the plane strain fracture toughness of materials,

hence it is assumed to have negligible variation of the
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v 0.25 W DIAMETER
R . f
: ENVELOPE OF STARTER

/ NOTCH PLUS CRACK

Fig. 4. ASTM compact tension specimen

SIF from the plane strain value throughout its thickness.
For this study, PMMA was used which has a yield stress of
9000 psi and a fracture toughness of 1000 psi/in. This is
obviously a brittle material that exhibits a small amount of
plasticity and therefore ideal for modeling brittle fracture
mechanics. Cracks with various radii of curvature were
grown. A circle of radius R defined by the crack lengths
at the two surfaces and at the centerline was used to des-
cribe each crack. The average of these crack lengths, a,
normalized by the specimen- length, W, is the only other
parameter necessary to define the geometry. ASTM [12] re-
guires that valid specimens should have 0.45<a/W<0,55.

This was the case for most specimens tested with a/w=0.50
the most prevalent value.

The fringe order, which by Egq. (5) is proportional

to the crack opening displacement, is plotted versus its
location. As shown in Fig, 5, for a crack which has a
curvature parameter R/W of 0.90, the experimental data fits
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nicely to the form of Eg. (8). The slope of these
straight lines on the log-log plot is 0.5 and the intercept
gives the wvalue of the SIF. It will be noted from this
figure that the SIF at the surface is greater than that at
the center. Figure 6 shows similar data for a much
straighter crack. In this case, the slopes are no longer
equal and the SIF is greater in the center than at the sur-
face.

The value of the SIF was determined by using a least-
squares method to determine the best fit of the data
points. For each test, the variation in the SIF, defined
as

K_~-K
5K = C Ksux:‘:Eace (9)
C

was determined.

These data are plotted versus the crack curvature in

Fig. 7. It will be noted that for "straight" cracks, §K
30—
20—
‘: 10— 10 ™ 0
wn I 1 L |
z 0 P;“ = Crack Curvature
8 -10— B n Plane Stress-
= m— " Pane Sirain Theory
= 20—
E 20 5] “‘-3ponnls
? -30—
X ASTM REGION

Fig. 7. Effect of crack curvature
on variation of SIF
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is positive, hence the SIF at the center is greater than at
the surface. For very curved cracks, the inverse is true;
therefore if a straight crack began to propagate, it will
tend to "tunnel" until a specific curvature has been
attained, after which time it will propagate in a stable
manner.

The specific variation through the thickness of the
SIF is shown in Fig. 8. This shows the different charac-
ter of the "straight" (this implies a radius of curvature
greater than the stable wvalue) and curved cracks. of
perhaps more interest is the variation of the crack tip
stress singularity throughout the thickness as shown in
Fig. 9. For the curved crack, the value is 0.5 as pre-
dicted by Egq. (8); however for the "straight" crack, the
value is the expected value of 0.5 except for a boundary
layer region near the surface. The crack opening func-
tional exponent increases to 0.6, which in turn implies a
weaker stress singularity. Therefore, for a straight
crack not only is the SIF greater in the center but also
the strength of the singularity is greater, hence the
"tunneling" effect is even more pronounced.

4. Conclusion

In Fig. 7 the limit of curvature which ASTM allows
for a valid test is indicated. The guantity to be deter-
mined by this test is the plane strain fracture toughness.
Hence the §K should be zero. These data show that as the
test proceeds, the curvature will approach the proper reg-
ion in the absence of residual stress. Also, Fig. 8
shows that the variation of SIF from the surface to the
center will be greater than 10%. These results are
valid in the absence of residual stress. When residual
stresses exist, then from reference [9], one would expect
a uniform SIF for a natural crack.

These data also show that the stress singularity
for a straight crack, near the surface is not 0.5, but a
value somewhat less and dependent upon the curvature,

until a critical value has been reached; after this
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curvature has been attained, the singularity remains con-
stant throughout the specimen thickness. Further, when
surface deformations are used to predict the overall SIF,
variation of over *+10% may be expected depending upon crack

curvature. The final shape of stable crack propagation is

highly dependent upon the residual stress field. In prin-
ciple, it would be possible to determine the unknown resi-

dual stress field by observing the crack front curvature.
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FOURNEY, MICHAEL E.

EXPERIMENTAL DETERMINATION OF THE EFFECT

OF CRACK FRONT CURVATURE IN AN ASTM

COMPACT TENSION SPECIMEN

Summary

Experimental measurements of crack opening displace-
ment by two new optical techniques, scattered light speckle
interferometry and Moiré of crack opening interferometry,
have been used to determine the variation of the stress in-
tensity factor along the crack front. ASTM compact tension
specimens of PMMA with cracks of varying curvature were
tested. This study shows that a straight through crack in
Mode I propagation is unstable. Variations of the stress
intensity factor, and the strength of the crack tip stress
singularity will cause the crack to propagate with a speci-
fic curvature. This curvature is a function of geometry,
the material properties and the residual stress field.

DETERMINACRO EXPERIMENTAL DO EFEITO DA

CURVATURA DE FRENTE DE FISSURA EM UM

ESPECIMEM COMPACTO DE TENSAO ASTM

Sumdrio

Medidas experimentais dos deslocamentos na abertura
de uma fissura através de duas novas técnicas, interfero-
metria de luz espalhada e interferometria de abertura de
fissura de Moiré, foram usadas na determinagao da variagdo
do fator de intensidade de tensdo ao longo da frente da
fissura. Espécimens compactos de tensdao ASTM de PMMA
(Polymethyl Methacrylate) foram testados com fissuras de
curvatura variavel. Este estudo mostra que uma fissura
reta é instdvel no Modo I de propagagdo. Variagodes do
fator de intensidade de tensdo na ponta da fissura
acarretam a propagagdo da fissura com uma curvatura
especifica. Esta curvatura € fungdo da geometria, das
propriedades do material e do campo de tensao residual.
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1. Introdugiao

Viarios trabalhos tem sido desenvolvidos 3 rTespeito
das deformagoes de colunas de parede fina, com o intuito de
se determinar exatamente o comportamento destas estruturas



28

sob carga. Gorbatov § Valenta [1] apresentam um estudo ted-
rico geral baseado na teoria da membrana, que € praticamen- ;
te o ponto de partida para muitos dos trabalhos. Consideram |
que as paredes da estrutura podem se comportar como membra-
nas, desde que se considerem regicdes afastadas da zona de a
plicagdo da carga, e estabelecem formulas de equilibrio e
fluxo de tensoes.

Dreyer [2], por sua vez, apresenta uma analise tedri-

ca, através de formulas simples, das deformagoes a flexao e
torcdo para casos tipicos de carregamento em colunas de fre
sadoras mandriladoras. Realizou paralelamente ensaios préti
cos, que confirmaram com boa aproximagdao o calculo tedrico.

Kamynskaya, Levina & Reshetov [3], baseados em longo
trabalho experimental, propdem também formulas para a deter
minagao das deformacgoes para cargas de torgdo, considerando
um caso de carregamento identico ao utilizado por Dreyer. A
aproximagao em relagdo aos casos praticos, obviamente,deve-
rd ser melhor do que a obtida por Dreyer, ja que as fdormu-
las sdo adaptadas ao caso pratico, onde além da rigidez de
membrana, as paredes sao dotadas de rigidez flexional.

Mais modernamente, com ¢ desenvolvimento e facilida-
des das técnicas digitais, tem side empregado o método de
elementos finitos para a analise de colunas. Neste sendito
cabe citar o trabalho de Hinduja § Cowley [41. onde alem do
desenvolvimento do método computacional, & analisado o com
portamento da estrutura sob duas formas: considerando e des
prezando a rigidez flexional das paredes. Tomando as dimen-
soes das colunas testadas por Dreyer, eles aplicam o método
dos elementos finitos (com elementos retangulares)}, obtendo
boa aproximacao em relagao aos valores de Dreyer (sem rigi-
dez flexional) e com os resultados de Kamynskaya, Levina §&

Reshetov (considerando a rigidez flexional).

E claro que as diferentes teorias levarao a diferen-
tes resultados. O objetivo principal deste trabalho ¢ a de-
terminagdo das deformagGes por método experimental e a com-
paragdo destes valores com os valores tedricos estabeleci-
dos, para varios tipos de colunas e dois tipos de cargas:
flexao e torgao.
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Muitas indicagoes de procedimentos foram tomadas a
partir de trabalhos semelhantes [6, 7] que também utiliza-
ram métodos experimentais.

2. Calculo tedrico das deformagoes

0 cilculo teérico das deformacoes foi feito  através
dos métodos anteriormente citados.

Da mesma forma que Dreyer, partiu-se de simplifica-
goes obtendo-se os valores das deformagoes para dois casos
de carregamento, flexao e torgdo, mostrados respectivamente
nas figuras 1(a) e 1(b).

(a) (b)

Fig. 1 - Formas de carregamento utilizadas por Dreyer.

Os valores obtidos, representam as deformacbes médias na se
gao carregada.

Segundo Kamynskaya, Levina § Reshetov foram obtidos
valores de deformacao para cargas de torgao, usando O mesmo
esquema de carregamento utilizado por Dreyer (Fig. 1(a)),po
dendo as deformagdes, neste caso, ser calculadas para qual-
quer segao. Os valores determinados, como no caso anterior,
representam as deformagdes médias na secgdo.

Finalmente, utilizou-se o método dos elementos fini-
tos para o cilculo das deformagbes, através do sistema
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PROASE |5|, dividindo-se cada coluna em elementos retangula {8’
res, e simulando-se as guias através de elementos tipo vi- 4
ga. Para todos os casos de flexao, fol considerada a sime-}
tria do plano XZ, analisando-se com isto apenas meia estru-
tura. Para os casos de torgao a antissimetria em relagao a
XZ so e valida para os modelos com guias, devido a forma de
carregamento.

3. Ensaios experimentais com modelos de colunas

Foi planejada e executada uma série de testes para a
obtencdo de dados e resultados experimentais [6].

3.1 - Modelos

Foram construidos para os testes oito diferentes ti-
pos de modelos, com duas formas de segao: retangular e qua-
drada.

As formas e dimensdDes correspondem aproximadamente as
que ocorrem com frequencia em colunas de mdquinas-ferramen-
ta. 0Os modelos foram fabricados a partir de chapa de ago,
com espessura média de 2,38 mm, para a qual se determinou a
través de testes, as caracteristicas de elasticidade. Os va
lores correspondentes obtidos foram: E = 1,981?!.1{}_4 kgf/mm2
e u = 0,25, para o modulo de elasticidade longitudinal e o
coeficiente de Poisson, respectivamente.

Todos os modelos foram construidos com uma altura L =
600 mm. Possuem para as dimensoes da seg¢ao transversal, to-
madas sobre a linha média, os seguintes valores:

- modelos de secao retangular: b = 97,38 mm, h = 197,38 mm
- modelos de secao quadrada: b = 97,38 mm, h = 97,38 mm.

Para cada forma de secao, foram construides gquatro mo
delos:

a) modelo simples com solda continua (semelhante aos testa-
dos por Dreyer)

b) modelo simples com soclda segmentada (35 mm solda - 35 mm
espagamento)

c) modelo com guias com solda continua

d) modelo com guias com solda segmentada (idem b)).

Os modelos com guias foram construidos de modo a simu
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lar melhor a aplicagao de carga em uma coluna real de maqui
na-ferramenta. Possuem em uma de suas faces um par de guias
representadas por perfis tipo cantoneira de abas iguais. A
espessura média das abas destas cantoneiras € de 6,14 mm,va
lor estabelecido a partir da relagdo aproximada 2,5, que &€
utilizada entre a parede e a correspondente guias em maqui-
nas-ferramenta. A largura da aba foi fixada em 20 mm, e ob-
tida através de usinagem de perfil comercial (1'x1"x1/4").

A soldagem destes elementos para a confecgao dos mode
los foi feita com o auxilio de moldes de posicionamento, pa
ra que se pudesse obter boa precisao dimensional

Foi utilizado o processo TIG para a uniao das paredes
e das guias, e solda convencional com eletrodo revestido pa
ra soldagem dos modelos sobre as bases. Cada modelo possui
uma base de chapa 1", através da qual o mesmo pode ser para
fusado sobre a mesa de carga, simulando um engaste.

Na figura 2 pode-se ver o aspecto final do modelo pa-
ra secgao quadrada e retangular - modelo simples.

= T + i i"k ? 3.2 - Carrcgamentos

_k[I]*_ 1_[;1+. 8} Para sujeitar cada um dos
+ + + 4] Lk %) modelos ao carregamento, foram
L 300_| |+ |§+ J construidos dispositivos de ma-

neira que:

- as cargas de flexZo entrassem
na estrutura através de duas car
gas iguais de mesmo sentido, e-
quidistantes do eixo X de sime
tria da secao.

- as cargas de torgao (momentos)

entrassem na estrutura atraves

Fig. 2 - Aspecto constru de duas cargas iguais e de senti

tivo dos modelos. do contrario, equidistantes do
eixo X de simetria da secao.

- 0s pontos de contato entre o dispositive de aplicacao de

carga e a estrutura fossem, tanto quanto possivel,pontuais.

Conforme o caso, estes contatos foram feitos através de pa-

rafusos de ponta coOnica ou esferas.
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Satisfeitas estas premissas, foram obtidos os esquemas
de carregamento mostrados nas figuras 3 e 4 para cada tipo
de modelo testado em flexao ((a) e (b)) e em torgao ((c) e
d)).

A aplicacao das cargas foi conseguida através de pe-
sos aferidos, transmitindo-se a carga ao modelo atraveées de

cabos. )
P2 x PR x r“gi"' :

4y . Py | '

; ! .

y — T y = i. y - -T—m y = —'—F.n-:

1 i +1

U i
P

P2 PR
b}

(a) ( (c) Pl

Fig. 3 - Esquemas de carregamentos - segao quadrada.

2 x P2 % !-‘;- r'i-—.
(L | i Py 4 .
1 i | i
| : |
Y=t - Y= t—t1y= Ty = st |
" - oy
f i | ! :

Py P 7
P2 P/2 p p
(a) (b) le) ld)

Fig. 4 - Esquemas de carregamento - secao retangular.

No caso da flexdo foram aplicadas cargas de 10 ate 60
kgf. para todos os modelos, com intervalos de 10 kgf entre
uma carga e outra.

As cargas de torgao dependem do brago de alavanca(b")
(fig. 5) do dispositivo de aplicagao de carga. Os valores
das cargas P efetivamente aplicadas sobre os modelos, sao
mostrados na tabela 1.

A distancia entre os pontos de aplicagao de carga, so
bre o eixo y. para todos os modelos € b' = 80, ja que a
transmissao de carga pontual na aresta de unido entre duas
paredes vizinhas é impossivel na pratica.

Para a execugao dos ensaios foi construida uma estru-
tura que permitisse testar todos os modelos. Esta estrutura
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Valor de P |kgf| P = P b"/b'
Valor do | Mod. segao qua| Mod. segao re-| Mod. de segao
peso drada s/ guias| tangular sem quadrada e re-
aplicado b" = 532,50 mm| guias tangular com
|kgf| b = 739,40 mmf guias
H -—
2P1 b = 540,00 mm
10 3328 46,21 33,75
20 66,56 92,42 67,50
30 99,84 138,64 101,25
40 133,12 184,85 135,00
50 166,41 231,00 168,75

Tab. 1 - Valores das cargas de torgao.

P g
7 © o N :%’
o
J Wy 4 “,VH” e
: A
Y vy A i’ {;

Fig. 5 - Sistema de carregamento para flexao e torgao.

(1) - mesa base de carregamento, (2) - colunas da estrutura,
(3) - elementos de interligagao das colunas, (4) - modelo,
(5) - base do modelo, (6) - dispositivo de aplicagdo da car

ga, (7) - roldanas, (8) - cabo de transmissao da carga.
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foi subdividida em duas sub-estruturas independentes: a de
carregamento ¢ a de medigao.

A primeira suporta todo o sistema de aplicagdo de car
gas, inclusive o modelo. A segunda suporta apenas o sistema
de leitura. A separagao se fez para impedir que as possi-
veis deformagoes do sistema de carregamento viessem a preju
dicar as medigoes. Na figura 5 pode-se observar os sistemas
de carregamento preparados para as cargas de flexao e tor-

gao, respectivamente,

3.3 - Sistema de medigdo

Para a determinacgao das deformagoes foi utilizado um
conjunte de dez transdutores eletroindutivos (comparadores),
acoplados a um aparelho de amplificagdo e leitura e monta-
dos em suporte especial, fixado sobre a mesa de medigdo.
Mais dois transdutores auxiliares foram usados para
a determinagao dos possiveis deslocamentos relativos entre
o sistema de carga e o sistema de medigdo. 0 esquema simpli

ficado da ligacdo €& mostrado na figura 6.

IANSDUTORES [ = i ol |0O |0
. I s |0ro|oso|osoloro|oro
YODELD. 4 LSl 1o lgeojoso|oso|oso|oso
APARELHO DE AMPLIF. E LEITURA
- TESAMODUL -
SUPORTE r" ____________________
DOS | RA TOR
TRANSDUTORES | _l |
P
| iy
| .2 e 3 6
| e O @ @ &
[ 1} SELETOR
I [ [13
| CANAIS SWOADE
DE LEITURA

[eouiPAuENTO AuXiLiAR

s SR e e R e
Fig. 6 - Esquema de medigao.
Todos os valores obtidos para as deformagoes em um ci

clo de carregamento foram tomados das médias entre os valo-

res para carga e descarga. 0s ciclos de carregamento foram
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repetidos tantas vezes quantas necessarias para que a dis-
persdao da média dos valores n#o ultrapassasse o maximo erro
percentual indicado para o equipamento. O equipamento foi
previamente aferido.

4., Resultados
Devido ao grande volume, reproduzem-se aqui somente
parte dos resultados. Para isto considera-se,sobre cada mo-
delo, um ponto analogo A, isto €, um ponto em posigado rela-
tiva idéntica em relagdo a um dos vértices da segao.
Sobre todos os modelos tomou-se o ponto A (h/2, 40
mm), como mostrado na figura 7(a), a uma altura z = 580 mm,
fig. 7(b).
Os deslocamentos do
i# ponto A segundo o eixo x, em
‘LT cada um dos modelos, para os
l maximos valores de carga a-

plicados, sao encontrados na
tabela 2.
Gk 1 Cabe salientar que oS

580

resultados 1) e 2) sao valo-

[ = res médios para os desloca-

mentos das paredes paralelas

(b) a x. Ja 3) e 4) sdo os valo-

res de deslocamento do ponto
Fig. 7 - Posicdo do ponto A especifico. Os valores ted-

ricos das deformacgoes a fle-
xac, apresentam-se proximos aos  valores determina
dos, e isso para todos os.modelos. Na torgao verificaram-se
grandes diferengas em relagdo acs valores teoricos.

Dos testes de torgdo, os relativos aos modelos retan-
gulares sem guias foram os que apresentaram maiores proble-
mas de repetibilidade. Foram efetuadas algumas corregoes e
modificagbes no dispositivo de aplicagdo de carga, contudo
sem muito sucesso. Os modelos quadrados sem guias, apesar
de boa repetibilidade, ndo apresentaram linearidade da rela
¢do carga-deformagdo para os pontos medidos, exceto em ni-
veis mais baixos de carga (1 e 2%). Os demais modelos tes-
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tados a torgao (com guias) apresentaram boa consistencia

das deformagdes (antissimetria) e boa repetibilidade dos re
sultados.

Valores dos deslocamentos um (em Xx)

Modelo |1)Dreyer 2)Kamyns- |3)El. fini |4)Experimen
2| kaya |3 tos |6] tal |6]
Quc -166,09 . SAFice | el
Qos -186,40
Q
% | RoC _34.76 } 45,158 -37,08
© | ROS -38,56
559
Q1C _ _ T 272,23
Q1s -75,03
R1C B _ 16.78 -16,98
R1S 1413
Q0C  1_2036,82 342,26 | -318,65 ~158,90
QoS -133,50
o | REE -478,92 -280,20 | -442,80 s
= | ROS -4,34
e
s | «ac i} } -110.73 -248,90
| Q1S -267,05
R1C _ ) 61,35 -151,37
R1S -145,44
Codigos: Q - segdo quadrada 0 - sem guias
R - segao retangular 1 - com guias

C - cordao continuo
S - cordao segmentado

Tab. 2 - Deslocamentos do ponto A.

Para se ter uma idéia qualitativa das deformagOes a-
presenta-se, na figura 8, a geometria das secoes deforma-
das, em comparagao com o5 resultados obtidos por elementos
finitos. Estdo representadas somente as secoes deformadas
dos modelos de solda continua, ja que os resultados sdo si-

milares para os correspondentes de solda segmentada.

5. Conclusoes

Nao se poderia esperar que um teste experimental sim-
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Fig. 8 - Aspectos das secoes deformadas.

ples, fornecesse dados ambiciosos para o desenvolvimento de
novas teorias. Os resultados obtidos corroboram esta afir-
magao. Normalmente deve-se partir de um conhecimento prévio
do fendmeno, pelo menos na sua forma mais rudimentar.A cons
trugao dos modelos e estruturas adequadas a montagem do sis
tema sao 0s pontos mais importantes a serem considerados.
Possiveis erros sistemdticos deverdo ser determinados
em testes preliminares. No caso dos testes de flexdo, por e
xemplo, foram detetados deslocamentos da mesa de carga, que
foram levados em consideragdao para a corregao dos resulta-
dos. Na torgao, o valor destes deslocamentos & minimo, ndo
sendo significante leva-los em consideragio para corregao.
Dever-se-ia procurar, especialmente para testes de ca
riater quantitativo, submeter ac mesmo experimento  Vvarios
espécimes identicos, afim de obter resultados altamente con
fiaveis. O teste de um (nico espécime ndo pode ser conside-
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rado como conclusivo, uma vez que um possivel erro na sua

propria construgdo podera alterar completamente os resulta-

dos. Nesta pesquisa trabalhou-se com um espécime de cada mo
delo apenas.

Em suma, procurou-se estabelecer e esclarecer procedi

mentos e problemas que surgem em testes experimentais, ten-

tando-se das uma contribuigao ao desenvolvimento da técnica

de modelos aplicada a estruturas.

1]

[2]

(3]

(4]
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MARQUES, E.R.C. e KOZEL, J.
UM METODO DE ENSAIO DE MODELOS MECANICOS
(COLUNAS DE PAREDE FINA)
Sumirio

£ apresentado um meétodo de execugao de testes de tor
gao e flexao em estruturas tipo coluna de parede fina, para
determinagao dos valores das deformagoes sob carga.

Descreve-se a construgao dos modelos, formas de apli-
cagido de carga e o sistema de medigdo utilizado.

Comparam-se os valores determinados experimentalmente
com os valores obtidos através das teorias que tratam o fe-
nomeno e especialmente com o método de elementos finitos ,
mostrando-se as formas resultantes das segbes transversais
deformadas.

TEST METHODS IN MECHANICAL MODELS

(Thin walled columns)

Summary

A method is presented for the execution for torsion
and bending tests to determine the deformation behaviour of
thin walled columns.

The construction of models, methods of load applica-
tion, and the measuring system are described.

Comparison is made between experimentally and theore-
tically obtained results, and specially with those of the
finite element method,showing the resulting shape of defor-
med cross sections.
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1. Introdugao

Este trabalho descreve a formulagao basica do proces-
so numérico computacional e programa codificado em FORTRAN
utilizados para determinar centro de cisalhamento, constan-
te torcional, constante de empenamento e constantes para ex
pressoes da fungao empenamento, momento setorial de primei-
ra espécie e fluxo de tensdes cisalhantes devido a flexao

em secgoes fechadas ou abertas, de paredes delgadas.
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As secgOes abertas sdo modeladas por um numero arbi
trario de pontos interconectados por elementos retilineoss
e/ou circulares individualizados pela ordem de seus PUWT:
tos origem e término. Os pontos origem e término de cada e-J§
lemento sao tomados sobre a linha média da secgao transver- @
sal.

Alguns resultados obtidos foram comparados com 0 que
se encontra nas referencias [3, 5, 6].

2. Configuracio geométrica do iésimo elemento

A configuragio geométrica do iésimo elemento & esque- 1
matizada na figura 1 onde A, e B, sdao os pontos  origem e;
término, respectivamente; o centroide do elemento; M; pon-
to médio entre Ai e Bi; Di centro de curvatura do elemento;

C centroide da secgdo e S centro de cisalhamento. Os eixos

principais de inércia sio representados por np‘ gp.

Fig. 1 - elementos: (a) retilineo, (b) circular.

Os dados para o programa sdo as coordenadas de Ai e
Bi e, adicionalmente, Ri em elementos circulares. O sinal
de Ry € adotado de acordo com a rotagao em torno de D; co-

mo polo.
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3. Secgoes abertas
0 fluxo de cisalhamento [11 devido a flex3ao (sem tor-
¢do) no iésimo elemento &

Si Si
qo; = qa; *+ kti(_vi[lﬁ ; 3 dsi - InE " n dsi) -

Si Si
- Vn(In 8 n clsi - ]ng " E dsi}} (1)

o , = : + . e i
née qa; dqa‘gl YE ?anl Vn e o f;ux? de ;;sa%gamento 3a
origem A, do iesimo e emento, k = ( o nE) . Vn e 13
componentes cisalhantes resultantes e In' Ig‘ InE momentos
de inércia de drea.

Considerando a configuragao geométrica utilizada, a

equagao (1) pode ser escrita na forma

qo; = Vg(qaEj + QlEi sy * QZEi s% * Q3 sen [si/IRi1) +

+ Q4 (1 - cos (si/IR;1))) + V (aa,; + QL ; s; *

2 ;
+ Q2 ; si * Q3 sen {si/IRiJ} + Q4ni{1 - cos (5i/|Ri])))
. (2)
As constantes em (2) estdao indicadas no apendice e

sdo determinadas para cada elemento e listadas pelo computa
dor.

0 centro de cisalhamento S(x ) € determinado so

sa' Vsa
mando os momentos das forgas cisalhantes nos n elementos,em
relagao a C.

A constante torcional [2] pode ser calculada, aproxi-

madamente por

J = (b, tf)m i=1,n (3)

A constante de empenamento (warping constant), usual-
mente, & definida como [1, 3, 4]

by 2 .
r = &( " (Dt - Wsi) ty dsi i=1, n (4)



bj ]
Dt = (2[0 Wsi ty dsi)/ﬁr i=1,n {31
|
Ws. = Wa. + rs. ds. i=1l, n (6)
1 1 0 1 1

Wa, & o valor de Ws, na origem do i&simo elemento e Ar a i- |
rea da secgdo transversal. A equagao (6), em funcao da con- |
figuragao da fig. 1, pode ser escrita como

Ws; = Wa; + Wl;s. + W2, sen(si/!Ri|]+ WSi{l-cos[si/|RiF))
e ()
Wsi ¢ denominado por alguns autores [4. 5} de "funcao
empenamento', entretanto, a fungao empenamento adotada nes-
te trabalho esta indicada no apendice e € importante no cal
culo de tensoes normais El, 3].
Para seccOes constituidas de elementos retilineos que

tém um ponto em comum (fig. 2), a constante de empenamento
vale [3, 5]

= (2 t? rﬁi ds;)/12 i =1, n (8)

Fig. 2

0 calculo do fluxo de cisalhamento, na torgdo nao uni
forme, envolve o conhecimento de

s
i
Qwsi = Qwsai + JD (Di - Wsi]ti dsi (9)
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denominado "momento setorial de primeira espécie" em rela-
¢ao a origem s = o (origem do primeiro elemento)(3, 4].Nova
mente, de acordo com a configuracdc geométrica, esta equa-
¢ao pode ser escrita como segue

[ERY

+

- = Uwsa. + . 5.+ G4 -
QwsJ Q sa; Qwsl1 S5 wazl s

+ QwsEi(I - cos(si/lRi|]]+ Qw54i sen(siflRi]) (10)

cujos coeficientes(V.apéndice)sao listados pelo computador.

Para estabelecer o sentido origem-término de cada ele
mento, sabe-se que o fluxo de tensoes cisalhantes € zero
nas faces livres.Assim,a utilizacgao de (2,10) requer que se
considere faces livres como origem dos elementos que a pos-
suem e o sentido origem-término deve ser tal que cada no
(ponto de incidencia dos elementos ) possa ser designado co
mo origem de um s6 elemento (fig. 3a). Para os outros ele-

mentos a ele ligados, sera um término.

Fig. 3 - (a) orientagao dos elementos para ¢ calculo de
grandezas ligadas a qo; @ (b) ao empenamento.

A quantidade LEN aumenta a medida que s au-
menta e, somente, na extremidade livre escolhida como ori-
gem das coordenadas s, ¢ nula . Logo, a Drientaqio da fi-
gura 3a nao se aplica. Para usar a equacao (7) €
necessirio que os sentidos origem-término dos elementos se-
jam estabelecidos de tal forma que cada nd seja término de
somente um elemento. Em todos os outros elementos a ele 1li-
gados, serd uma origem (fig. 3b).
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4. Secgoes fechadas

0 fluxo de tensoes cisalhantes num elemento i de wuma |
seccao fechada (auséncia de torgdo) e

qQ; = qo, *+ Qqr

i i i (11)

onde qo; ¢ dado por (2), considerando a secgao aberta e Eri
¢ a soma algébrica dos fluxos de tensdes cisalhantes redun
dantes requeridos. Os fluxos de tensoes cisalhantes redun-

dantes Qj> Ay «vvvs Qo . S30 obtidos da relagao
’L qo ds/Gt + Q. ds/Gt - zak ds/Gt = 0 (12)
T 13 isk

onde j = 1, nct; k = 1, necy: net e o numero de cavidades

tubulares da secgao e nee; o nimero de cavidades adjacentes
a cavidade j.
Somando momentos em relacaoc a C, obtém-se as coordena

das do centro de cisalhamento na forma
X o = x__ + 2L0, q,. j =1, nct 13
: j 85 (13)

j = k; mct (14)

_onde Ej & anj W an Ve e 9 € a area encerrada pela 1i
nha meédia das paredes de cada cavidade tubular j.

As constantes torcional e de empenamento e as cons-
tantes das expressdes da fungido empenamento, momento Seto-
rial de primeira espécie e fluxo de cisalhamento devido a
flexdo [1, 3, 7], sd@o determinadas modelando a seccdo de mo

do andlogo as secgoes abertas.

5. Resultados e comparagoes

Nas figuras 4 e 5 sao mostrados alguns exemplos de
secgoes modeladas por nos e elementos de espessura constan-
te. Os resultados da figura 4 podem ser comparados com as

referencias [5, 6] e os da figura 5 com a referéencia |3].

6. Conclusoes

Utilizou-se um programa codificado em FORTRAN com a
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— il
r = T =2 o o e
oz P
o j:‘ T 4{3) 7)
i " wle (8)419)
e E:'

| 23 45 6
(a)

. 3.365"

| _[__, @ (3 3.,
R=3/16 ] ,935

1.865"
1
1

) 9)
{b} ‘ ('” B8 3}
LA
Ar X¢ Ye In Iy Ing. Xs ¥s J r
{a) |7.3799 |209491|00000 |B486 |45 97 |0 00 |153306/0.0000 [017466 |336 06
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Fig. 4 - Exemplos de secgoes abertas.
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(b) |l0O7 120000|38.10786{618422 |1036 80| 0.00 |I120000|38.229362614 30

Fig. 5 - Exemplos {e secgoes fechadas.
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formulagao apresentada e os valores obtidos para as coorde-
nadas do centro de cisalhamento, centrdide, momentos de i-
nércia, assim como constantes torcionais e de empenamento

apresentaram excelente acuidade com os valores encontrados

na literatura. O programa, sendo geral, possibilita a obten
¢do dessas constantes para qualquer tipo de secgao transver
sal de paredes delgadas, fechada ou aberta, e & de grande

valia em andlise de estruturas aeroespaciais e navais.
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Apendice

Al - Constantes da equagao (2)

1°) Em elementos retilineos
ngl = -kti(lg{yﬁi = YC) - IHE(xAi- xc))

QZEi = _kti(Ii sen $i - InF cos ¢i)/2




Ql; = -Ke (I (xp5 - Xe) = T (ypg - ¥))
ani = -Kti(ln cos ¢i - IHE sen ¢i)/2
Qsﬁi B Q4£i - Q3ni - Q4ni ~ 2

2?) Em elementos circulares
Qlpg = -Ke; (T Orpy - Ye) - Leglxpy - X))

2
= - | )
Qs{i Kti|Ri' (IE sen ¢i lr!g cos ¢i)

4

Qdp; = -Kt; Ry |R.1|(Is cos ¢; + I . sen ¢1)

Qg = Kty (1, (g5 = xed = T lypy - ¥c))

2 - .
Q3“I.1 -Kti [Rig [In cos ¢i In& sen ¢i]

Q4 ; = Kt R; |Ri|(1n sen ¢! + InE cos ¢1); ngi = ani= 0

Para determinar qa,; e qagi, sabe-se que, nas extremidades

i
livres, qa; e zero e no iesimo elementc, € a soma dos flu-
xos cisalhantes dos eclementos que precedem o iésimo ele-

mento.
A2 - Fungao empenamento
WE, = WFa, + WFlisi+wFZisen{si/|Ri[}+WF31{1-cos[si,|Ri|)]
WFa. = D, - Wa.; WF1l. = -W1.:; WF2. = -W2.:; WE3. =-W3.
1 1 1 1 1 1 1
1°) Em elemento retilineo
WIi = (xAi = xs}sen ¢i - {yAi - ys)cos ¢i; WZ_,l = hsi =0
2°) Em elementos circulares

WIi = Ri; wzi= Ri[(xDi = xs)cos ¢i + {yni - ys)sen ¢i)

1]

W3i |Ri|(-(xDi 2 XS]Sen ¢i ¥ (Yni 2 YSJCOS ¢i)
A3 - Constantes da equagao (10)

Qusl; = t (D, - Wa, - W3,); Qus2, = -W1. t./2
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. = =W2. [R.| t.: wsd. = W3, [R. T
Qusdy i [ 1| i Q i i | ;|
Para determinar Wai sabe-se que o empenamento da ]
rigem do i€simo elemento & o mesmo do término do elemento
que o precede.
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DETERMINACAQ DO CENTRO DE CISALHAMENTO, CONSTANTE

TORCIONAL E DE EMPENAMENTO EM SECCOES DE PAREDES DELGADAS

Sumario

Foi descrita a formulagaoc bdsica do processo numéri-
co computacional e programa codificadg em FORTRAN, a  fim
de determinar momentos de inércia de area, centr01de. cen-
tro de cisalhamento, constantes tercionais uniformes e nao
uniformes, constante de empenamento, constantes para ex-
pressoes da fungao empenamento, momento setorial de primei
ra espécie e fluxo de tensdes cisalhantes devido a flexao
em secgoes de paredes delgadas, abertas ou fechadas. Al-
guns resultados obtidos foram comparados com a formulagdo
existente na literatura.

DETERMINATION OF SHEAR CENTER, TORSIONAL

AND WARPING CONSTANT IN THIN WALLED SECTIONS

Summary

A basic formulation for a numerical computational
process and a FORTRAN program was developed to determinate
areas moments of inertia, centroidal coordinates, shear
center, uniform and nonuniform torsional constants,warping
constant, and constants for warping function, first secto-
rial moment, and bending shear flow in open or closed thin
walled cross sections. Some results obtained was compared
with the existing formulations in the literature.
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1. Introduction

The design of large pollution control systems includes in many
instances rectangular duct work. The design and analysis of these ducts
poses complex problems for the structural engineer. Of major interest
is information related to the safety against any kind of catastrophic
collapse of these structures.



54

At the present time, rectangular ducts are designed according to:
the elementary beam bending theory. In overall bending, the axial load
are assumed to be carried by the roof and floor, and the transverse
shears are carried by the sides or webs. The shear carrying capacity
of the web will be examined in this paper. The shear carrying capacity ]
of girder webs has been investigated by many researchers. Wagner [1] :
proposed the diagonal tension field theory and assumed that the web
carried the shear load in pure diagonal tension. The pre-buckling
shear capacity of the web was ncglected.' Modification of the original
Wagner beam theory was introduced, when it became apparent that this
theory was overly conservative for use in design. The development of
a modified Wagner beam theory followed, which is widely used in the
Aerospace Industry [2]. This theory is a semi-diagonal tension field _
theory and does not neglect the pre-buckling shear capacity of the web,{
but considers the total shear capacity to consist of the sum of the
pre-buckling shear capacity and the shear capacity due to the semi-
diagonal tension field formed after buckling. To gain a better under-
standing of this theory and to develop a design method, the NACA
developed the "NACA Method" [3], which is based on the modified Wagner
beam theory and extensive experimental data. These methods will be
outlined in a later section of the present paper.

In the general area of civil engineering structures, most of the
work on shear capacity of girder webs seems to be based on the work of
Basler [4]. Hoglund [5] has given a summary of the available theories.

Recently Selberg [6] has examined the shear capacity of girder
webs and has made comparisons of several existing theories and experi-
mental data. He demonstrates that the equations derived by Basler
contain some arbitrary assumptions, which should lead to erroneous
results. The corrected theory of Selberg is shown to give a reduced
carrying capacity of the web when compared to Basler's theory.

The purpose of this paper is as follows:

a) to point out that theories and experimental data on shear capacity
of girder webs available in the literature can, with small modifi-
cations, be applied to rectangular duct design,

b) to modify some statements and definitions made in Ref. [6],

¢) to provide a rational design and analysis approach to estimating

the shear capacity of webs in rectangular ducts and girders.
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2. Basler's Method
All methods to calculate the web shear capacity are based on the
assumption that

V =V +V (1)

i.e., the total shear capacity Vu consists of the capacity VT carried
by shear and the capacity carried by diagonal tension, Vd.

Equation (1) forms the basis of the modified Wagner beam theory
[2] and the NACA Method [3]. Basler's theory [4] uses the same notion
although the proportions of Vu assigned to V1 and Vd differ. Basler
proposes the following:

The shear capacity is taken as the load at buckling

V =1_ bt (2)

Vg =04 th S (3)
2¥1 + Eé
¥
where
'rlZEk5 t2
g, wp, o ® )
B TCE parrafy
b _ 2
Y=o, ko =5.34 + 4y (5)

The diagonal tension stress in equation (3) is found from

aJ
= - ]:l
% Uy I, TY 7 (6)
Upon substituting equations (2) to (6) into (1) one obtains
T v T T
b TS TS T -3 L SO D)
T T_bt T T —_
y ¥ y Y 241
¥2
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Equation (7) is called the "ultimate'" shear capacity of the web.

Note that these equations are written for shear panels in which

b > a [see Figure 1].

Selberg [6] has pointed out some errors contained in equation (7).

We would like to point out some additional inconsistencies. !

OQur first point of criticism concerns the definition of "ultimate"
load as given by equation (7). The definition of equation (1), which
is generally accepted, states that the -total carrying capacity consists
of the shear carrying capacity at buckling, equation (2), plus the
additional carrying capacity taken by diagonal tension, equation (3).
Clearly, the diagonal tension stress, Ud’ is related to the shear
buckling stress, Tos by the approximate uniaxial yield condition
equation (6). Therefore equation (7) is really the yield load of the
web, and is only the ultimate load for the special case of a rigid-
plastic material.

The second point in question concerns the usefulness of equatioﬁ
(7} in practical applications. Although the equation is of relatively
simple form, it can only be verified by extensive experimental evidence.
0f concern is the evaluation of the huckling stress i? and the diagonal
tension angle 4. Basler's formulation does not account for realistic

boundary conditions which will influence T and ¢.

3. Selberg's Correction

Selberg [6] has pointed out that Basler's equations contuin some
errors and has shown that the diagonal tension stress e is dependent

on the diagonal tension angle ¢. The corrected equations are

. 2 T 7 T
9 = {Gy 2" 3 - ( 3 sin24)71} = TCSlH2¢ (8)
where
1 1
tgg =/ 5 +1 -2 (2)
Y
Y
The corrected "ultimate'" load is given as
1
Vu =0y tbftgqs g tb (10}
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Substituting (8) into (10} results in

T v €. 2 2 1/2 G T
1 s 3 :
T T Bl well - G - Gsin2e) ] - 355 sinzg] + 55
y Y ¥ ¥ Yy
(11)

Note that again Vu is really the load at first yield of the web,
i.e., the "yield" load.

To account for inelastic effects, when the shear buckling stress
Te in equation (4) exceeds the elastic limit, Selberg [6] suggests

the substitution

T

= -__“_l'_
Te Ty L 6.251CE 1 (2)

for practical applications.

4. Modification of Boundary Conditions

In practical duct design it is very difficult to specify the
exact boundary conditions of the shear panels. Equation (5) is given
here for the simply supported case. The actual support conditions in
a shear panel will most likely be intermediate between simply supported
and clamped. In addition the stiffness of the vertical stiffeners and
the flanges will have some influence on the shear buckling load. The
results obtained in Ref. [3] are directly applicable to thin webs in
rectangular ducts and will be useful in connection with ultimate load
calculations. The data developed in Ref. [3] is in part based on
experiments and the following limitations are pointed out:

a) the vertical stiffener leg. thickness should be
to > 0.6t (13)
b) the vertical stiffener spacing should be in the range

0.2<T<1 (14)

ol

¢) the web thickness should be in the range
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200 < % < 1500 (15)

The critical shear buckling stress is taken as

HZE ks t 2
TC B ( ; ) € (16)
12(1-p7)

where k5 is defined by equation (5).
The coefficient C is a correction factor to account for the actual

boundary supports and is calculated from
1 a *
C=Ry+3 R -RI(F), (€C>1.0) (17)

The restraint coefficients Ra and Rb are given in Figure 2. Equation
(17) is written for panels a < b. If a > b the values of a and b should
be interchanged in equations (16) and (17) and as subscripts.

It is of practical interest to examine equation (17) briefly. A;
an example let a/bl= 1, then for the assumption of simple supports C = 1
and consequently Ra + Rb = 2. 1If one further assumes that Ra = Rb then
upon examining Figure 2, it is seen that the vertical stiffener legs
should be at least as thick as the shear panel, i.e. tg =ty = 1.3t
for single angle stiffeners. If one assumes full fixity, then C = 1.64
and R+ R = 3.28 and if R, = R, , double angles are necessary with
ts = tF = 3t. Since ducts usually cannot be stiffened on the inside
this case must be ruled out from practical considerations. We conclude
that the vertical stiffeners should consist of angles or channels with
leg thickness at least that of the sheet, in order to provide a simply

supported panel edge condition.

5. Modified Wagner Theory

In this theory [2] it is assumed that
a) the flanges have a certain amount of shear strength,
b) the web can carry some shear before it buckles,
c) the web carries additional shear in its buckled configuration in
diagonal tension.
It is seen that these assumptions make equation (1) valid for

this theory; a summary as applicable to duct design and analysis is
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given below. The shear load of the web, at the shear buckling stress,
is given by equation (2), and T is calculated from equation (16).
The diagonal tension angle ¢ is obtained from

siicg = Mo d - (18)

where d depends on the stiffeners along the edges of the shear panel,
i.e.

bt
L % wok
A +AL 1
F U
T (19)
As Aty

To account for the flexibility of the flanges and the concentration of
the diagonal tension stress near the vertical stiffeners, thus relieving
the mid-section of the panel at the flanges, the correction factor R is.

introduced. R is obtained from Figure 3 by using the parameter

f=1.25 a sing m'—:‘—"‘['—} (20)
u L
Figure 4+ shows the breakdown of the stress fields after the web has

buckled. The average shear load at first yield in the web is given by

) R sin¢ cos¢ (21)

* * *

'[u Vll T, ou TC
. . = —+ (— - —) R sin¢ cosy (22)
T Et T | T

y 'y y Y ¥

The equations of this section have the advantage of accounting for
realistic boundary conditions and in addition are based on extensive
experimental evidence. Therefore, for practical analyses of rectangu-
lar ducts, the equations are quite simple to apply.

To illustrate the influence of the boundary conditions on the

first yield load of the web, equations (18) to (20) are examined. If
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a rectangular duct is designed with large corner stiffeners, assuming
typical vertical stiffeners, then R will be large, say 0.7, and the
diagonal tension angle ¢ will be approximately 30°. 1f only small or
no corner stiffeners are provided, then R will be small, say 0.2, and
¢ will be about 45°, Using these values for R and ¢, one obtains
from equation (21) the yield load in the web;

for ducts with large corner stiffeners

) 0.3 (21a) |

v T o} T b |
o By Sl S |
T bt T ( T T B2 (21h) 2

Y Y Y -

-

These two extreme examples illustrate the importance of the boundary

conditions on the yield shear capacity of the web of a duct.

6. NACA Method

In this theory [3] equation (1) is assumed to be valid. It is
assumed that the carrying capacity in the post-buckling range is taken
in the following proportion:

The shear capacity is

Vo= -V (23)

and the diagonal tension capacity is

Vy=kV, (24)

The factor k is called the "diagonal tension factor". These equations

describe the assumed incomplete diagonal tension field or semi-tension

field. Note that when k = 0 the load is carried in pure shear and
when k = 1 the load is carried in pure diagonal tension. The breakdown !
of the stress field is shown in Figure 5. The stresses in the semi-

tension field are:
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in pure shear

T=+(1- k)rappl. (25)
and in diagonal tension

2k Tooni
n © __'“ELsinZ:p _ (26)

Assume that the pure shear carrying capacity is exhausted at the instant

of buckling, i.e. equation (25) becomes
R, 5 (L= k)ru (27)

and the additional load is taken in diagonal tension with equation (26)
becoming
Zk 1
g, Sepszuall (28)
n sin2¢

The yield condition is equation (6) in the form
o =0 - Y3t (29)

and neglects the compressive normal stress of equation (28} as shown in

Figure 5. Combining equation (27) to (29) results in the yield load

Tll TC TC
- 0.866 (1 - —= )sin2p + —< (30)
Ty TY T

If the diagonal tension angle ¢ is defined by equation (9), then Basler's
equation (7) and the equation (30) derived above give the identical
values for the yield load.

7. Influence of Transverse Pressure

In a typical duct transverse pressure, uniformly distributed over
the shear panels, is an additional load consideration which has to be
accounted for. The available tension field theories do not take trans-

verse pressure into account.



65

For simplicity assume that the transverse pressure produces in-
plane tensions in the shear panels. It is known [8] that these addi-
tional edge loads will result in higher shear buckling loads than given
by equation (16). Upon examining, for example, equation (21}, it can
be verified that if T increases, then T will increase for all ¢. It
is therefore recommended that, in ducts, the transverse pressure be
ignored when calculating the ultimate or yield shear capacity of shear

panels. This may give a conservative design.

8. Comparison with Experiments

We have compared the experimental results of Huslid [7] to the
yvield and ultimate loads predicted by the various theories. Those
experimental results were chosen because all parameters needed in the
calculations were available. A summary of the results is given in
Table 1.

TABLE 1: Shear loads V in KN

THEORIES

Modified Wagner

Basler Selberg u..1i¢ [9] Eq.(21) Eq.(22)

Experiment [9]

Girder [0 yioqq witimate E(7) EQ-01) “giep s’ ¥iewd 1t
Yield Yield

H1 110+ 132 162 116 132 109 128

H2 110+ 132 155 120 139 111 134

lluslid [9] has also proposed an approximate theory for the ulti-
mate load in a girder web. His method, however, uses some parameters
which have to be obtained through experiments.

In the above comparison, it is assumed that the web carried the
applied shear only and that the bending moment is carried by the flanges.

This is consistent with the usual assumptions of engineering beam theory.

9. Summary and Conclusions

Several theories claiming to predict the "ultimate" web shear
capacity in girder webs have been summarized. It has been pointed out
that Basler's theory does not predict the ultimate load, but is based
on a yield condition of first yield in the web and therefore predicts
the yield load. Selberg's correction to Basler's equations also con-

cern the yield load in the web. When compared to some recent experiments,
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it can be concluded from the results of Table 1, that Basler's theory
is of no use in practical duct analysis. Selberg's corrected method,
however, is in good agreement with the experiments for the yield load.

In contrast to these methods, it has been demonstrated that the
modified Wagner beam theory offers a rational approach to find the web
shear capacity in girders and rectangular ducts. In Table 1 it is
shown that this theory accurately predicts the yield load and the true
ultimate load. Good agreement between this theory and experiments is
expected because only this theory realistically accounts for the boun-
dary conditions of the web. The method of Selberg appears to be appli-
cable to yield load prediction and the method of Huslid seems to give

acceptable results for ultimate loads.
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Symbols

vertical stiffener spacing

- cross-sectional area of upper and lower flange, resp.

cross-sectional area of vertical stiffener
depth of shear web

constant defined by equation (17)

constant defined by equation (19)

elastic modulus

constant defined by equation (20)

moment of inertia about own axis of upper and lower flange, resp.
diagonal tension factor

shear buckling coefficient

restraint coefficients

constant defined in Figure 3

shear web thickness

leg thickness of vertical stiffener and flange, resp.

yield shear capacity
buckling shear capacity
diagonal tension shear capacity

ultimate shear capacity

ratio b/a

Poisson's ratio

diagonal tension angle
diagonal tension stress

yield stress in simple tension
normal stress

ultimate tensile stress
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- buckling shear stress
- yield shear stress

- applied shear stress at yield load

applied shear stress at ultimate load
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SHERBOURNE, A.N. and HAYDL, H.M.

WEB SHEAR CAPACITY IN LARGE RECTANGULAR DUCTS

Summary

Existing methods of calculating the web shear capaci-
ty in plate girders are examined and the applicability to
large rectangular duct analysis is investigated. It is
suggested, that a modified Wagner theory combined with the
method developed by the NACA offers a rational approach to
the evaluation of the web shear capacity in plate girders
and rectangular ducts. Results of this approach are compa-
red to available experimental plate girder data and show
good agreement,

CAPACIDADE DE CISALHAMENTO EM ALMAS

DE GRANDES DUTOS RETANGULARES
Sumario

MEtodos existentes para o cdalculo da capacidade de ci
salhamento de vigas fabricadas com placas sao examinados e
€ investigada sua aplicabilidade a andlise de grandes dutos
retangulares. E sugerido, que uma teoria de Wagner modifica
da e combinada com o método desenvolvido pela NACA oferece
uma abordagem racional ao calculo da capacidade de cisalha
mento da alma em vigas fabricadas e dutos retangulares. Re-
sultados desta abordagem sdao comparados a resultados experi
mentais disponiveis e mostram boa correlacao.
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1. Introduccién

A partir de 1952 en que Richter analisd la teoria de
deformaciones elasticas finitas, aplicando los conceptos
del dlgebra lineal moderna, muchos investigadores comenza
ron a estudiar el problema de grandes deformaciones de s0
lidos dentro del contexto general de la mecdnica del conti
nuo, entre ellos podemos citar Truesdell, Noll y Rivlin.
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En ella las tensiones y deformaciones son definidas
fisicamente como transformaciones lineales y los principios
badsicos como expresiones diferenciales e integrales de 1las
mismas, independientemente del sistema de coordenadas.

Si bien esta formulacidn es general y mas facil de
ser comprendida, al querer obtener resultados de problemas
propuestos, es necesario referir las transformaciones linea
les y sus operaciones a un sistema de coordenadas.

En este trabajo se estudia el problema de grandes de
formaciones en sd6lidos referido a una configuracion ini
cial, posteriormente al analisar la descripcion referencial
de la deformacion, se introducen las coordenadas curvili
neas y finalmente se determinan las componentes del tensor
de deformacion que resultan de utilidad en la obtencion de
soluciones a muchos problemas de aplicacién practica.

2. Notacidn

Las letras mayusculas E, C, F, T y S designan tenso
res (transformaciones lineales de R’ en Ra].

Las letras minasculas a, b, e, p y s designan vecto
res (elementos de R’).

asb producto escalar de vectores.
E«C producto escalar de tensores.
FT transpuesto de F.

70 . iyt

detF  determinante de F.

I tensor identidad.

a ® b producto diadico o tensorial de vectores.
Lin espacio de todos los tensores.

Sym = {E € Lin : E = E'}.

3. Deformacion

Sean B un cuerpo material y B, B., B, configuracio

nes inicial, final y de referencia de 1B respectivamente
[1]. Dichas configuraciones, subregiones del espacio eucli
deano tridimensional puntual Ea, son imagenes de aplicacio
nes biyectivas que dan la correspondencia entre puntos mate

s 3
riales de B y las posiciones que ocupan en E .
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a = Xg(X) : X 2oy (X) - x = X, (X)
Xoi B B Xyt B -+ B1 Xi B » Bi
Fig. 1

La aplicacion que permite pasar de la- configuracién
B, a Bi se define como deformacién del cuerpo material B de
B, aB..

1

x = p(X)= X %, (X) donde pt B =+ B

En lo que sigue admitiremos que las deformaciones son
aplicaciones biyectivas, que tanto ellas como sus inversas
son clase c’ y que el determinante de sus gradientes es ma-
yor que cero [ 2.

Supongamos conocidas las aplicaciones X, ,X, que nos
permiten determinar las configuraciones B,, B
cién de B, de B, a B,.

La deformacion de B de B, a B

, ¥ la deforma

3 serd

X =a(a) = X; X3'(a) donde a : B » B
Por tanto es posible definir la deformacién de B, de

B, a B, dada por:



x = q(a)
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= )
Xi)(u (a) donde ¢ = By * Bi

en funcidn de las deformaciones a y p.

x = q(a) = p a(a)

asi como también los gradientes de las deformaciones y sus

relaciones.

at),Fe B pl), F

al),F, "l B;

Fig. 2

De la Fig. Z se sigue:

dX = Va do = Fyda
dx = Vg do = deg
dx = Vp dX = F dX = F FX da
B = FE

o -+ m il
X F FxFX

Introduciendo el desplazamiento de B al pasar de B, a

Bi en las deformaciones y sus gradientes, se tiene:
x = p(X) = X + U(X)

x = q(a) = X(a) *+ U[X(a)] = X(a) + u(w)
F=Vp=14+7vU

By j1Vq = Px + ?T

Fxe =1 + quX

donde :

U,u descripciones lagrangeanas inicial y referencial
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del desplazamiento de B, a Bi' U:XeB ~U(X)e Ra;
u t_?_t.EBu +u{g)eR3.
F, FXF;l descripciones lagrangeanas inicial y refe
rencial del gradiente de la deformacion de B, a B..

i
. -1
F: XeB, »F(X)elin ; F.‘.{FX

'GfU,VuF)'(1 descripciones lagrangeanas inicial vy refe

: o e By »F F ' (0) ¢ Lin.

rencial del gradiente del desplazamiento de B a Bi'
VU : XeB, +VU(X) € Lin; Vu F;(l taeB, +qu;1(g} e Lin.

4., Trabajo Virtual

E1l trabajo de un sistema de fuerzas (b,s) en la confi
guracion Bi del cuerpo material B, correspondiente a un des
plazamiento virtual Su, esta dado por:

5w=J Su * bp dBi+J Su-s doB,
B 2B,

donde:
BBi contorno de B,
b:xeB, » b(x) e R’  fuerza de masa de B,

:geaBi + s5(x) e R® fuerza de superficie de B,1
:§EBi + p(x) eR densidad de Bi

= R =R

g:§eBi + du(x) e R® desplazamiento virtual

Admitiendo el principic de conservacion de masa y que
las leyes de Cauchy son satisfechas, se demuestra [37] que
el trabajo virtual &W en la configuracion B.1 referido a la
configuracién B, esta dado por:

W = = §.6C dB,

donde:

S= (detF) F'TF T tensor de Piola-Kirchhoff de segunda es

pecie. §: Xeby = §(§] € Sym

T tensor de tensiones de Cauchy. T :x eBi = T(x) € Sym

C = FTF tensor derecho de Cauchy-Green. C:XeB -~ C(X)eSym

&C = GFTF + FTGF

Refiriendo el trabajo virtual &W a la configuracion
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B, se obtiene una expresidén similar a la anterior:

N
aw—TJ Sy - 8C, dB_
Ba
donde:

(detFx)F;IT‘F;T tensor de Piola-Kirchhoff de segunda

especie referido a B . §& ae Bu->§n(§) e Sym

Ce = Fz Fx tensor derecha de Cauchy-Green para la deforma

cion de B, a B;- Cp:aeB +C, (a) € Sym.

Notese que de la integral en B, podemos pasar a la in

tegral en B, y reciprocamente, para ello recordemos que
Fx = FFX, por tanto:
§, = (detF) (detFy)Fy ' FT TE TRy = (detFy)Fy' § By

0 X7 X X

Introduciendo este resultado en la segunda integral vy
aplicando la definicién de tensor transpuesto:

-1 g . I T :

W = - JB §,°8C, dB, = = ) (detF

2
By

1 TR O S o
; JB S+ Fy S(F FJF ' (detFy)dB,= 3 JB §+5C dB,
1

=1 = =T T
JFy SFy - 6(FXI-XJdBD

XX

S estard dado por la ecuacidn constitutiva del material y
C dependera del gradiente del dCSpladelento de B de B a
Bi' Para obtener el escalar tr(S §C)= S+ &C habra que deter

minar las componentes de ambos tensores respecto a una ter
na escogida previamente.

5. Coordenadas Curvilineas

Sea {gi} i < 3 una base ortonormal y refiramos los
puntos o e B, a dicha base:
-
@ =oe;
A los tres planos ortogonales (Fig. 3) que pasan por

a en B, le corresponden tres superficies que pasan por X en
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B  cuyas intersecciones forman un triedro curvilineo cuyos

vectores tangentes estan dados por:

By

Fig. 3

A la base intrinseca a. en cada punto X, conocida <co
mo base covariante, se le asocia la base contravariante &
definida por las siguientes relaciones:
= delta de Kronecker)

9 ” ij . ij = i. s - a..=a.+a
' g a ?E} » a a a » 1j 2i “j

Se admitié que los X son puntos regulares o sea los
son linealmente independientes, por tanto la matriz aij
invertible:

mj j

La descripcidén lagrangeana referencial del desplaza

miento de B, de B a B, referida a la terna intrinseca de

B, , esta dada por:

donde :
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U™ oae B, + u™(a) e R componentes contravariantes de u.

Efectuando el gradiente de ambos miembros de la igual
dad anterior se tiene:

i m
= a a
Vu 'y @ fu" + u v_m

teniendo en cuenta que:

Yu® = u )j EJ 3 v%m = (a" - §|Tl,_])[ai @ eJ)
donde :
i 2
i m O T i )
J 3o’ ] 3aMaa’
el gradiente de wu(a) se reduce a:
- i m, i
Yu = o ¥ a <« a . a, e.
us [l eu@iea 0] (3 B e

donde :

(a ® gj] base a la que es referido el tensor Vu

F m m
En forma similar para u = u-a (u” componentes cova
riantes de u) se obtiene:

Vu = [u, .+ um{gi-{lm.j)] ' ® e;)

Recordando los simbolos de Cristoffel [47], dados por

mii " %m,i " % T 45.m” 2 T Tjmi
1 = I'i - - L] = -
Tm] = dm,j a a ' ap er
_ s _ s I &
rmji 2(aJ1 m im,j amj,lj Fm} T ‘mjk

las expresiones del gradiente de u se reducen a:

_ i m i ’

Vu = (u ’ + u ij) [fi & gj]
_ _ mn LA

V_I;l = (ui.j Um Fl] ) (Q @ E_')J]




79

las componentes del tensor Vu en las bases (ai ® ej) y
@ 83 ) c01nc1den con las derivadas covariantes de las
compunentes uly u; del vector u [4].

i i m
Vu) . = u = W, ¥ AR,
el = o]y = ity o
e = i m
(PWi5 = Y5 Y% 7 Y Tij

6. Tensor de Deformacidn

Las componentes de 6C y &8C, pueden ser determinadas a
partir de 6E y &E .
Definidos por:

2 2 2 2

dx~ - dX =EdX-dZ( dx - dX =F.o dg-dg

donde :

E 3 )_(EBI-*EfE] £ Sym ; Ea:L}EBU-rEU{c_x)ES)'m
por tanto:

PR (g = 1 < ; = v T s g
E = T((‘-I} = ?{F F-1) 1 E; =5 (C,-Fy Fy) (F [~ F Fy)

La descripcion referencial de E (Ea: ae B » Ea{a)ESym)
estara dada por:

= LepTeTE g2t o
Eu_Z[FXFrFX 1)

Introduciendo el desplazamiento u se obtienen las si

guientes expresiones para los tensores de deformacién E, vy

E

(s}
E, = %(FXT vu+ vul Fy * vu' vu)
B e gy B ox BoVlgnt + FoF gul wa B5N)
o 2 X X X X
Referiendo E a la base ((_:i ) gj] y F‘u a la base

(a, ® gj) se tiene:
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+ ou.l. +um| j] (ei®ej)

. u
i m

+ umli um{j) (::xi @ajJ.
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DESCRIPCION LAGRANGEANA DEL TEOREMA DE LOS TRABAJOS

VIRTUALES EN COORDENADAS CURVILINEAS

Resumen

Se estudia en este trabajo, el problema de grandes
deformaciones en solidos y se presenta la descripcion la
grangeana del Teorema de los Trabajos Virtuales. Al anali
sar la descripcion referencial de la deformacidn se introdu
cen coordenadas curvilineas. Finalmente se determinan las
componentes del tensor de deformacion.

LAGRANGIAN DESCRIPTION OF THE VIRTUAL WORK THEOREM

IN CURVILINEAR COORDINATES

Summary
This work deals with the problem of large deforma
tions in solids and presents a lagrangian description of

the Theorem of the Virtual Works. When analysing the refe
rence description of the deformation curvilinear coordina
tes are introduced. At last, the components of the strain
tensor are determined.
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1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es presentar algunos re
sultados obtenidos del analisis de un modelo variacional
que simula la penetracidn, durante la hinca, de un pilote
de fundacion.

Parte de estos resultados, presentados en Seccion 2,
se refieren al aspecto tedrico de la formulacién variacio
nal del problema. En [1,2] estos resultados son analizados
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desde un punto de vista matematico.

La obtencién de soluciones aproximadas a traves del
Metodo de Elementos Finitos (M.E.F.), es analizada en la
Seccion 3. Al11 se discute también, el algoritmo predictor-
corrector propuesto para la integracién en el tiempo. Resul
tados relativos al andlisis numérico de este algoritmo, que
incluye estimativas a priori del erro, fueron analizados en
[3,4].

Por Gltimo en la Seccidén 4, se presentan algunas expe
riencias numéricas que comprueban la validez de la formula
cidén propuesta.

2. Formulacién variacional del problema

Considérese el pilote en las configuraciones c Y
Ct cE', E! espacio euclidiano unidimensional (Fig. 1). C
serd llamada “configuracidn inicial". La configuracién C
queda definida por:

x = X+u(X,t)

dende:
X es la posicién que un punto XeC, ocupa en el ins
tante t.
u(X,t) es el campo de desplazamientos.
i
F©) |
X=0. =0, |

X ==U.(01t) F(t)

p

'= 4
Il poc) 3
" |

X=L

x= Lot l f(x,t)
k, ke

FIGURA 1
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En lo que sigue, se consideran actuando sobre el pilo
te las siguientes fuerzas

F(t) fuerza que el martinete ejerce en X=0 en el ins §
tante t.
p(X) peso propio del pilote por unidad de longitud.

—kI u(L,t) resistencia eldstica de punta del suelo.
-k, u(L,t) resistencia viscosa de punta del suelo. :
f(X.,t) fuerza de friccion que actila en el punto X enfi

el instante t. :

Debe observarse que 1la fuerza f(X,t) existe si el f'
punto X penetrd en la masa de suelo, es decir si 9
x = X+u(X,t) >L. Por otra parte, como el pilote es unjdimeg:;
sional, f es una fuerza por unidad de longitud en lugar de
ser una fuerza de superficie. Su valor estara dado por la
formulacion dindmica de la ley de Coulemb para friccion
[6], que establece que para todo t y en cualquier punto de
contacto se verifica:

si [f] < F |Fy| . luego u(X,t) =0 (1.a)

|£] = F |Fyl , luego existe A > 0 t.q. 0 = -\f (1.b)

donde F es el coeficiente de friccion suelo-pilote y Fy es
la fuerza normal por unidad de longitud ejercida por el sue 4§
lo sobre el pilote y donde u = u(X,t) es el campo de veloci .
dades.

A los efectos de este trabajo supondremos una expre
sion simple para Fys
|FN[ = Ry£(X+u-L) para todo X t.q. X+u-L > 0

donde R es el coeficiente de Rankine, y es el peso especifi
co del suelo, que supondremos homogeneo, £ es el perimetro
de la seccion transversal de la barra en X.

La ley de Coulomb (1) implica [1,2] que para todo t y
todo punto de contacto se verifica:

£(v-u) + F |Fyl (Ivl-]u])

W
L]

(2)
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donde v es el campo virtual de velocidades [7].
Se adopta una ley constitutiva para el material del
pilote de tipo viscoelastica [de memoria corta!), luego:

= au_ + bu
g X X

donde a y b supondremos constantes por simplicidad y donde

_ du
Uy = 3X -
Considérese ahora la representacion lagrangeana ini
cial (es decir relativa a C;) del Principio de las Poten

cias Virtuales [7]. Haciendo uso de este principio, de (2)
e introduciendo las notaciones:

L
) = [ w00 v, (ax (3.a)

0
J(u,v) = (yRFEZ H(X+u-L)(X+u-L), [v]) (3.b)
H(+) funcién de Heaviside

se llega a la siguiente formulacion variacional [1,2]:
Determinar u=u(X,t) tal que

u(Xx,0) =0 (4.a)
a(X,0) =0 (4.b)
(pAu,v-u) + a(Aux,vx-ﬁx) + b(Aﬁx.Vx—ﬁx] +
+[(klu+k1ﬁ}{v-ﬁ]]x=L + J(u,v) - J(u,u) >
>(p,v-u) + F(tJ(V-ﬁ)x=0 para V veH (0,L) (4.c)
y te[0,T]

donde HI(D,L) es el espacio de todas las funciones con deri

-]

vadas primeras cuadrado integrables en [0,L] y p es la den
sidad especifica del material del pilote.

Teoremas de existencia, unicidad y estabilidad de 1la
solucion del problema (4) han sido demostrados en [1,2,5].
En [1,2] se muestra también que, dado € > 0 y funciones
v.(A) , ® (1) convexas suficientemente suaves:

o.M = Al . W () = FYREHQ) A, si |A] 2 e
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y definiendo una aproximacioén JE(u,v] de J(u,v) por:

L
Jg(u,v] = Jn wE[X+u-L) Qg(v)dx
el problema (4) es equivalente a:
Determinar u_ = ue(x,t] tal que:

(pAu_,w) + a(Au_ ,w ) + b(Au_ ,w ) +

+ [(kugrk )]y + (v (X+u-1) o (4).wW) =

= (p,w) + F(t)w|y_o » para ¥V weH' [0,1] (5)
te [0,71]
donde u = uE{X,t) satisface las condiciones iniciales

(4.a)—(4.b), verificandose ademas:

u > u para e+ 0

Por Gltimo es interesante resaltar que el problema
(4) puede resolverse directamente a partir de técnicas  de
optimizacion. Para ello, véase [5,9].

3. Aproximaciones con elementos finitos. Discretiza-

cién en el tiempo.

Para obtener soluciones aproximadas del problema (5)
recurrimos al M.E.F. Para ello, se particiona el intervalo
[0,L] en E elementos. A nivel de cada uno de ellos se adop
ta la siguiente representacion local para u_:

ug = T4 00wt (6)
donde
ugi(t) es el desplazamiento del nudo i del elemento e en el
- instante t.
¢i[X) funcion de interpolacién local correspondiente al nu
do i.

Substituyendo (6) en {5), se tiene:



parda & = 1,2,..B (7)

y te (0,T]
donde:
(M)j5 = (oAD3.05) 0 (Kg), o = alAdj,n05,) *+ k,8;565;
(Ce]ij = b(Acpix,d:jx) # kzaijsjh
(£); = (p.o;) + F()8,,
JL
- e se.- i e_ e
e igdly L R L T
ij delta de Kronecker
5 5 [= 1 si el nudo j coincide con X=0 & X=L respec
jeor T3l tivamente.
= 0 caso contrario
gg vector de desplazamientos nodales del elemento e.

Designando con gE(t) al vector de desplazamientos de
todos los nudos puestos en evidencia cuando la particion
de [0,L], el ensamble adecuado de las ecuaciones (7) condu
ce al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no 1li
neales:

MO_(8) + €O (t) + KU (t) = E(t)

= BericlUe )

para te [0,T) (8)

donde la no linealidad resulta de Fg .. ., y donde ye[t) sa
tisface las condiones iniciales:

y =0 , O.(@ =0 (9

Para la integracidén en el tiempo se propone el si
guiente algoritmo predictor-corrector. Si se adopta la nota
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cion yen = Hg(tn = nAt), luego:

Predictor
U, -2U_+U_ U, -u .
MRS LS i T B AL
At 20t
Yen Yen-,
+ 8 ycn-l] = E(tn] - Efric(ggn" TE ) (10.a)
Corrector
Yent1"2en*Yen-s L
M - + ¢ ZEBLLZEDT) o ko . +(1-20)
At 246t B

u -U
—en+1 -en-1]I (10.b)

u _+8uUu = Blr ) = Feoao (U
~EN ~£N 1] -'n ~fric “-en 2At

donde (10) se entiende valido para 6¢ [0,1/2], y n > 1.
La solucién para n=1 es obtenida a partir de la infor
macion suministrada por (8)—(9), que permite escribir U

—-E1

en funcion de UE
~E0

1 1 1

U == at" U = = At [M

10017
=E1 2 ~Ep 2 E{u)“

Por ultimo puede demostrarse [3,4], que este algorit
mo predictor-corrector es convergente e incondicionalmente

estable para todo 8¢ [1/4,1/2].

4. Aplicaciones numéricas

En las aplicaciones numéricas que se presentan en es
ta seccion, se utiliza un elemento cuadratico de 3 nudos .
Las funciones de interpolacidn son:

8, (X(E)) = & E(6-1), ¢,(+) = (1-€"), ¢,(+) = + £(&+1)

donde
X = (Xb—Xa]E+Xb+Xa

> , Xe [xa,xb], ge [-1,1]
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Xa ,Xb coordenadas de los nudos extremos del elemento.

Por otra parte, se adopta para o;(x} la siguiente fun

cién:
signo (1) para [A] > e, = ﬁe
b’ (A) = -
k %% - b%qzsigno (), para |A] < e, X =u

Los ejemplos siguientes se realizaron con una parti-

cion de 5 elementos.

Ejemplo 1 - Corresponde al problema de la Fig. 2. Los resul
tados obtenidos con At = 0.1 son presentados en las Figs. 2
y 3. Para material elastico la solucidn es comparada con la
propuesta en [ 8]

uL.) Y
22 "
Fit1=1. , t30;:A=1
L=10.;a=1; b=var
o &/baco
a RiIp=1.
s &/O=01
| 0. T
- N
- - ' IB
aije,t) [ 08 /b=eo
[ | e s --‘--o=*—— —
1 B AR “re MR j
. E) 2. = i20.  i2s _ao. ; a

FIGURA 3
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Ejemplo 2 - Corresponde al problema de un pilote con las
siguientes caracteristicas (Fig. 1)

L =10 ; a =100 ; b =0.1 ; k. =0.1 ; k, =1 ;
A
A

[}
-
]

F(t) =

v
‘ 2 para t >10
l t/5 para 0 <t <10

Los desplazamientos para la seccidn X = L, obtenides
con At = 0.05, son representados en la Fig. 4. En la misma

se representa la solucion correspondiente a teoria cuasi-es

tatica.

R R D P M ;>
di,t] -j—---?écﬁj;:xr—ﬁf?f’f S s )
1 e~ T 1T 1]

P00 N I s N N
| . S B
- N N N Y

= i e
T e
10. : 20. - i 2.

FIGURA 4

Ejemplo 3 - Corresponde al problema de un pilote con carac
teristicas:

L 10 , a = 100 , b =1 ; k, =0.13 k, =1,
A=K=y=1; F=20.5;4£=0.1

En la Fig. 5 presentamos los desplazamientos corres
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pondientes a las secciones X = 0 y X = L obtenidos con At =

0.005. En la misma figura indicamos el valor de F(t).

u(x.¢)
4| Y — e |
X=0
E ) I N SR« W [N——
AN
i L N A=
z| S V. . S— Lﬂ__
Al s il I
CF@-2| FE)<O. | Ft)=2.| F(&)=O.! F(é)-zt
¢ |
1 2 3. 4
FIGURA 5
Agradecimientos. Este trabajo fue en parte financiado por
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FEIJOO, R.A., RAUPP, M.A., y MOURA, C.A. de

SOLUCIONES NUMERICAS DE UM PROBLEMA DINAMICO

VISCOELASTICO NO LINEAL

Resumen

Er este trabajo se presenta el analisis del movimien
to de un pilote durante su hinca. Debido a los efectos de
la friccion suelo-pilote se obtiene una inecuacidon variacio
nal. El1 método de Galerkin comjuntamente con el Método de
Llementos Finitos es utilizado para la discretizacidn espa
cial. Se propone también un algoritmo predictor-corrector
para la integracion de las ecuaciones diferenciales ordina
rias. Por (ltimo algunas soluciones numéricas son presenta
das.

NUMERICAL SOLUTIONS FOR A NONLINEAR

DYNAMIC PROBLEM IN VISCO-ELASTICITY

Summary

In this paper, the dynamics of a pile driven into the
ground under the action of a pile hammer is studied. Due to
the effects of friction a variational inequality is obtain-
ed. For the solution of this problem a predictor-corrector
Galerkin Finite Element approximation is formulated. Final-
ly some numerical results are presented.
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1. Introduccion

El analisis estructufal de problemas viscoelasticos sim
ples ya fue largamente tratado [1], [2], [3]., [4].

Fueron propuestos varios metodos |1| para resolver es-
te tipo de problemas, siendo el mas fecundo el de Alfrey [5].
Este método consiste en reducir el problema viscoelastico a
uno de tipo elastico mediante el uso de la transformada de
Laplace. Finalmente, se obtiene la solucién, hallandose 1la
transformada inversa de los resultados encontrados en el cam
po transformado.

Adey y Brebbia [6] adaptaron este método para aplicar-
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lo a la formulacion del método de los elementos finitos. De
bido a las caracteristicas del método de los elementos fini
tos, la transformada inversa se debe obtener en forma numé-
rica. Algunos de los métodos desarrollados con esa finali -
dad se pueden consultar en las referencias [7], [8], [9].

En el presente trabajo, se presentarad una formulacidn
del modelo mixto de elementos finitos para estado plano de
tensiones, teniendo en cuenta el comportamiento viscoeldsti
co [10].

El esquema usado para invertir la transformada de La -
place es el de la referencia [11]. que fue desarrollado pa-
ra poder considerar funciones de fluencia del tipo

N -C,t

J=A- 1§ B.e
i=1 *

Por Gltimo, se resuelven algunos ejemplos para ilus-
trar la aplicacion de la formulacion presentada.

2. Formulacion de Elementos Finitos

Las ecuaciones que rigen un problema estructural son:

a) Ecuaciones de equilibrio
+b. =0 [0 O
b) Condiciones de contorno
=P
%25%k T % (2)
cuando se prescriben fuerzas en el contorno 2, y
i

u, = u? (3)

si los desplazamientos estan prescriptos en el con-
torno Q.

c) Ecuaciones de compatibilidad

ok i
_?{ui,j uj.i) (4J
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d) Ecuaciones constitutivas

t " aciﬁfT)
By i3 il e BT dr 5
ik L kit ! 3t e
o:

Jt ( 3&12('[)
o Gsegia FE=T) dr (6)
jk o jkig P

Estas dos Gltimas integrales de Stieltjes son llamadas
hereditarias porque para calcularlas para un determinado ins
tante t, es necesario ''recordar" toda la historia anterior
de la estructura.

La nomenclatura utilizada fue la siguiente:

955 : tensor de tensiones

€33 tensor de deformaciones especificas

bi : fuerzas de volumen

u, : desplazamientos

u? desplazamientos prescriptos

anj : componentes del vector unitario normal externo
al contorno

qg : fuerzas de superficie prescriptas

iji£ operador que representa la fluencia

iji£ operador que representa la relajacién

Estos tensores son funcidn del tiempo t, transcurrido
desde el instante en que la estructura es solicitada con car
gas o con desplazamientos prescriptos.

Si a las ecuaciones anteriores les aplicamos la trans-
formacidn de Laplace y usamos el teorema de convolucion,ten
dremos:

a) Ecuaciones de equilibrio

Uij,j + bi =0 (7)
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b) Condiciones de contorno
5 = gP
®nj%k T 9k 18

u; = u,p (9

c) Ecuaciones de compatibilidad

- --l_" .
€15 = 285,55 1) Lan)

d) Ecuaciones constitutivas

€ik = Jjkirs %y (11)

%k ™ Gjkies iy (123

Estas ecuaciones son similares a las de la elasticidad
lineal, por lo tanto, se podrin aplicar los métodos ya cong
cidos para obtener la solucidn "eldstica" en el campo trans
formado.

Las barras sobre las funciones indican que se tratan de
funciones en el campo transformado Y que dependen de la va-
riable s.

Si ahora aplicamos el método de Galerkin, tendremos :

Jv[dui(cij,j+Ei]+6°jk(ij£mS Tgm k) IV =

Z e P 2
= Jﬁﬁuk(&njﬂjk qk)dﬂ (13)

Usando una formulacidn mixta para elementos de estado
plano de tensiones, tendremos las siguientes relaciones:

U= (14)
g=473° (15)
€=B1 (16)

Trabajando con notacion matricial, después de substi -
tuir en la (13) y operar, tendremos que:



-sN AT je 0
= ) — (17)
A0 T B
donde
= T
A = J By dv (18)
= x 24
=T, " T_‘
5 -JMMV (19)
v
=e _ T—p =e )
F~ = ¢ qF do + P (20)
= Q- - L
?e = cargas concentradas en los puntos noda-

les, en el campo transformado

La expresion (17) sirvio de base para implementar un
elemento mixto isoparamétrico cuadrdtico,

3. Inversion Numérica

Una vez obtenidos los desplazamientos y las tensiones
nodales en el campo transformado, es preciso hallar la so-
lucion viscoelastica por intermedio de la transformacidn in
versa. Esta transformacidn es numérica y se encuentra deta
llada en [10] y [11].

La formula de inversidn usada es:

E(t) £ s Tf('s)" (21)
s=k/t

Este expresidn podra transformarse en una igualdad si
los valores de k son convenientemente escogidos.

En las referencias citadas se obtuvieron las expresio

nes de k para funciones de fluencia del tipo

N C;t
J=A+ ) B.e
. 1
i=1

siendo que para N < 3 se obtuvo k de manera de obtener una
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transformacidn inversa exacta, y para valores de N superio-
res se propusieron férmulas aproximadas.

Para simplificar, solamemte se daran las expresiones de
k para J = A + B &%,

Cuando se trata de un problema de fluencia, k sera:

e c':1‘.
k= — t (22)
CCt-l
y
. _ ¢c(l-aA
k = TiTReEy ¢ (23)
con
AC
1 Bt

B
B ACATE e (24)
para el caso de relajacion.

k en ningln caso depende de la magnitud del modulo de
elasticidad E, ni de las tensiones actuantes, asi como de
sus unidades, y tampoco de las deformaciones impuestas a la
estructura. Solamente serd funcidon del tiempo transcurrido
y de los coeficientes de la funcidén de fluencia.

Cabe destacar, que para aplicar estas formulas, la so-
lucién obtenida con elementos finitos en el campo transfor-

mado debe ser suficientemente cercana a la exacta.

4. Ejemplos de Aplicacion

En el primer ejemplo se obtuvo a la funcidn de relaja-
cion a partir de la de fluencia.

Este ejemplo es muy simple, pero sirve para mostrar la
eficiencia del esquema de inversion numérica propuesto.

Se tomd una barra come la mostrada en la figura 1l,a la
cual se le impuso una deformacidn constante. E1l modulo  de
elasticiadd de la barra es E = 10.000kgecm™2.

La funcion de fluencia del material, que en nuestro ca

so corresponde a un combustible sdlido es:
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J =107 - 0.99 x 107%e 0023979 (55

G
10000.
y b
k. 5000.
~
a ¢
1 . —
= e e 0 : i
0-7 10-7 10~ 1. 10. t
Iigura 1

La funcion de relajacidn se puede obtener en forma exac
ta recordando que JG = 1/s%.
Operando se ohtiene que:

S C
G = 100 + 9900¢ 2-3979t

La solucion con elementos finitos coincide con la exac
ta en todos los instantes, como se puede ver en la figura 1.
Ll segundo problema resuelto fue una viga simplemente
apoyada (Fig. 2) constituida por dos materiales, uno eldsti

e teri. e B T
co y uno viscoeldstico. Esc. o=100kgkem™/am

Ey= 3[1[}.l'ri}[}|\ﬁfc|n") ) P— Sllcm A
E.= 2.000.000kgfem™* :
q = 2.1tf/m 0[] @ g
S N O N O N S | L 2
= |
_] 2 @ =~t=l
2 P! --t=100dTas
G 600cm Fecedd Lo0dias
N {
L " X +
Figura 2 i i

Se obtuve la solucion con una malla de 12 clementos,sien
do que la variacion en las tensiones en el centro de la vi-
pa despues de 100 dias, fue de aproximadamente 14%.

En la Tabla 1 se muestran los desplazamientos vertica-
les y las tensiones en el centro de la viga, notandose la re
distribucion de tensiones, y en la fig. 2 estdn indicadas

las tensiones para los tiempos o y 100.
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&

dias| cm |kgfecm™?|kgfem 2 | kgfem™2| kgfem™

0 0.148 | -60. -32. -214. 254.
10 0.150 | -60. -32. -221. 256.
50 0.157 | -58. =3, -237. 261.

100 0.160| -58. ~31. -245. 264.ﬂm
Tabla 1

5. Conclusiones

El esfuerzo computacional necesario para obtener la res
puesta de una estructura viscoeldstica para un determinado
tiempo, es practicamente el mismo que para estructuras elég
ticas.

La simplicidad del esquema de inversion numérica de la
transformada de Laplace y la analogia del algoritmo (17) pa
Ta materiales viscoeldsticos con el caso elastico, permiten
de una manera muy simple, introducir el andlisis viscoelas-
tico en programas de elementos finitos ya existentes.

La formulacion presentada tiene la ventaja de permitir
el analisis de la estructura en un determinado instante,sin
la necesidad de calculos previos en tiempos anteriores. Por
otra parte, tiene la desventaja de que no permite el anali-
sis de estructuras constitufdas por materiales con "enveje-
cimiento", como es el caso del hormigén. En este Gltimo ca-
so se debe recurrir a un analisis del tipo '"step by step".
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HALBRITTER, A.L.

SOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS VISCOELASTICOS

Resumen

Se usa la formulacion del método de los elementos fi-
nitos para analizar estructuras constituidas por materia-
les viscoelasticos. Para llegar a dicha formulacidn,se apli
ca el concepto de transformada de Laplace y también se usa
un mctodo cficiente para obtener numericamente la transfor
macion inversa. Pueden ser estudiadas estructuras consti-
tuldas por virios materiales que tengan propiedades eldsti
cas o viscoeldsticas diferentes. Se incluyen algunos ejem-
plos como aplicacion de la formulacidén presentada.

NUMERICAL SOLUTION OF VISCOELASTIC PROBLEMS

Summary

A finite element formulation is used to analyse struc-
tures composed by viscoelastic materials. That is based on
the use of the Laplace transform, and an efficient scheme
to obten the numerical inverse transform is presented.
Structures composed of many materials with different elastic
or viscoelastic properties, can be studied. Some examples
are included as an illustration of the above formulation.
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1. Introdugao
Devido a necessidade de se obter um alto grau de segu

ranga, a analise de acidentes nos reatores nucleares tem
sido ohjeto de inumeras pesquisas.
Estudos experimentais desenvolvidos nos reatores Bo
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rax I e II Dﬂ » Spert I, II e III Eﬂ sugerem a possibi-
lidade de acidente com a explosio do niicleo do reator.

Proctor [ﬂ realizou estudos experimentais em modelos
simulando acidentes em vasos de contengao de geometria ci
lindrica.

Geiger ﬂ] verificou o comportamento das  estruturas
de um reator devido a uma explosao acidental.

O presente trabalho se constitui de um modelo tedrico
para se determinar a distribuicdo das pressoes devido a
uma explosdo acidental em um reator tipo piscina.

2. Distribuicao das Pressdes

L_ R
|

Figura 1
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Em um cilindro de raio R com uma massa de agua em re-
pouso de altura L (Fig. 1) € superposta uma pertubagio u
nidimensional e nao permanente. As componentes das veloci
dades em coordenadas esféricas, pressdo e massa especifi
ca instantaneas podem ser decompostas em quantidades me-

dia e de pertubagao:
v (r.t) = Vr(r) +vi(r,t)
ve(r,t) = vy(r) + vg(r,t)
vy(r.t) = Fw[r} rvy(n,t) (2.1)

P(r,t)

Ps+sP(r,t)
p(r,t) =5 + p'(r,t)
onde P e p sao consideradas constantes.

Para o caso do fluido em repouso e pela condigao de sime
tria tem-se:

Vp(r) = Vo(r) = V(1) = 0
(2.2)

Vasz

=0

Substituindo-se (2.2) em (2.1) as equagoes da continui
dade, da quantidade de movimento, depois de linearizadas,
podem ser escritas como

|_g)
+
ol
>
n
=

(2.3)

(%)
]
L]
a
o

|

b 3t = - (2.4)

|
-

A relagac entre pressao e massa especifica € dada por:
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ar

P' _ .2 ap'
En R T (2.5

Combinando-se as relagoes (2.3), (2.4) e (2.5) temse:

azvr 2 34A
—F=c? 2 - (2.6)
3t ar
Onde C € a velocidade de propagagao da pertubagao e
1 3 2
ﬂ‘;:z— W(r \a"r).

Supondo o escoamento come irrotacional pode-se escre
ver

=%

]
v, * 37 (2.7)

Onde #(r,t) € a fungao potencial.
Substituindo (2.7) em (2.4) e (2.6) ohtém-se respecti
vamente:

.;T(m) + EE., =0 (2.8)
p
2 2
1 37 ¢ 1 3
v e Al (29

Combinando (2.8) e (2.9) tem-se

2 .2
P’ . oc’ 2
% v o2 ety =8 (210

Sabendo-se que no instante da explosao uma massa de
agua se transforma em vapor a pressao P!, ocupando um vo
lume esférico de raio a a distribuicao da pressio para r>
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a € dada por

P'(r,t) = E%%Ect-a]”(t-zég)-{ct-a)H{t—I%Qﬂ (2.11)

onde H é o operador de ileaviside [5]

3 r-a r+a - = .= —
No intervalo —= <t< — , a distribuigao da pressaoe

dada por :

P'(r,t)

L

PUEr-ct) /s (2.12)

3. Analise das tensodes e deformacoes na parede

Fazendo um balango das forgas na parede do cilindrope
la Fig. 2 tem-se [6] :

Ew
===
d ]
—

Figura 6 - Elemento infinitesimal da

parede do cilindro.
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2
d"w c dw , Eh Po'
T WE vt g (Rect) (3.1)

onde w = deformacio radial
M = massa por unidade de area

m
I

= modulo de elasticidade

A relagao (3.1) pode ser escrita numa forma mais sim
plificada, ’

2 p'
d
d—g s 2WQ -;‘.% ¢ Wy e 72 (P-ct) (3.2)
t m
Z - Eh - 1 pc
onde We = % 3 ) W e

A equagao diferencial (3.2) tem a seguinte soluciao:
Para Q > 1

w_ R _ct . 2¢ -wQt [ R . 2¢
Ex ( i * ) = ( * }
LI i | —w_g ﬁ—[e = _g‘”

2
2 1 C R 2¢c
cosh( -1 Wt) - - R %}
? 2 (;? K W
Q" - 1w
senh(/Q% - 1 h’t)] (3.3)
Para Q < 1
W R ct 2c -Wot R 2¢
= (= - =+ ) = g (— + )
2
cos(xl-QZ We) - 1 [%_Bﬁg_zcg
T Q2 W W W

sen (\/1 - q? Wt)] (3.4)
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[« R 2cC
¥ == + =) t] (3.5)
w2 oWl
onde
5 = g2
m

4. Resultados e Conclusées

1000.0

100.0

10.0

DADOS EXPERIMENTAIS — o

0.01
0.01 0.1 1.0 10.0 100.0 1000.0

P'l IO"“’ N/m2

Figura 3 - Deflexdo radial maxima
em fungao da pressiao.
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As tensoes e deformagoes calculadas analiticamente fo
ram comparadas com os resultados experimentais existentes.
As deformagdes radiais maximas,no plano meridiano que pas
sa pelo centro da explosao, calculadas para varios picos
de pressao na parede sido apresentadas na Fig. 3, e compa
radas com resultados experimentais obtidos para tanques
cilindricos utilizando-se alto explosivo kﬂ . Na Fig. 4
a relagao tensao deformacao & comparada com os resultados
experimentais.

10000.0
1000.0
100.0

10.0

TensKo x 16% N/m2

0.1

0.01
0.01 (3] 10 100 100.0 10000 10000.0

%103

Figura 4 - Relagao Tensao - Deformagao

Os resultados obtidos pela distribuigao (2.12), para
as deformagoes radiais maximas, sao apresentadas na Fig.S§
em comparagao com os calculos realizados utilizando-se a

e t/8[q .

distribuigao de pressao empirica P' = P
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Pode-se observar pela analise dos graficos que os re
sultados obtidos teoricamente apresentam concordincia com
os dados experimentais. Na Fig. 5 verifica-se que, na fai
xa entre 10° e 10% N/m?, ha divergéncia entre os calculos
efetuados para a deformagdo radial maxima pelas distribui
coes (2.12) e a empirica, semdo necessiaria uma avaliagdo
experimental nessa faixa para se estahbelecer a validade
das distribuigoes em face da inexisténcia de dados experi
mentais.

1000.0

100.0

10.0
[ 1]
Qe

» 1.0

Jix
m 2)
0.1
0.0l
0.01 0.1 .10 10.0 1000 10000

P 1073 N/m2
Figura 5 - (1) Distribuigao (2.12)

(2) Distribuigdo P' = p_ e t/®,

5. Conclusao
Para os reatores nucleares tipo piscina o pico de pres

sao na parede da piscina estd situado na faixa onde os re
sultados tedricos apresentam boa concordancia com os da-
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dos experimentais podenso-seutilizar a distribuigao (2.12)
para se obter as tensdes e deformagoes nas paredes da pis

cina.
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ACIDENTE TIPO BORAX EM UM REATOR NIICLEAR
Sumario

Utilizando as equagoes basicas da Mecanica dos Flui-
dos para descrever a propagagao de uma onda de choque num
meio fluido, com aproximagao de pertubagdo infinitesimal,
obteve-se a distriEuigEo das pressoes, utilizada para a
determinagao das tensoes e deformagoes nas paredes da pis
cina.

BORAX TYPE ACCIDENT IN A NUCLEAR REACTOR

Summary

The basic equations of Fluid Mechanics were used to
describe the propagation of a shock wave in the fluid.
Using the linear theory of pertwbation the pressure
distributions were ohtained and consequently stress and

strain were determined in the wall of the cylindrical
tank.
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1. Introdugao

Nas aplicagoes do métode dos elementos finitos a ana-
lise nao-linear, quase sempre varias restrigOes sao incorpo
radas. Em geral se limita a analise de grandes deslocamen-
tos, pois se faz uso de teorias proprias de corpos orienta-
" dos como vigas, placas, etc.

Nas analises que envolvem nao-linearidade fisica tam-
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bém comumente se introduzem relagdes constitutivas de mate-
riais de caracteristicas de pequenas deformagdes.

A andlise de deformagdes finitas pelo método dos ele-
mentos finitos foi inicialmente efetuada por Oden [1].

No presente trabalho o problema de grandes deforma-
goes de membranas de materiais hipereldsticos incompressi-
veis & enfocado com o uso de elementos isoparamétricos qua-
draticos. '

2. Relagoes Constitutivas

Um material é dito ser elastico se as tensdes em cada
instante dependem somente da deformagao local deste instan-
te e ndo da historia da deformagao.

Se o estado de tensoes pode ser determinado por deriva
cdo de uma funcgao energia de deformagcaoc E , o material €
chamado hiperelastico.

A geometria de um corpo elastico & geralmente conheci
do quando ocupa uma configuragao de referencia C, : que é
idealmente associada ao estado indeformado do material.

Por esta razao & mais conveniente usar ao invés de
uma fungao energia de deformagaoc E , um potencial eldstico

W medido por unidade de volume do corpo indeformado.
W="pE (1)

As varias propriedades e formas especiais de W para
materiais anisdtropos e isotropos sdo discutidas por Oden
[4].

Pode-se mostrar que para o grupo de materiais isotro-
pos hiperelasticos W €& uma fungdo dos invariantes princi-

pais de deformacgao:

W= W(l, I,, I) (2)
obtendo-se as tensbes por:
s - 2 oaw 2Tp oaw M3 -
ij 311 aeij 312 aeij 813 asij
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Grande parte dos materiais considerados elasticos pa
ra deformagdes finitas & capaz de atingir severas deforma-
¢Oes sem aprecidvel variagdo de volume.

Esses materiais sao conhecidos por eldsticos incom-
pressiveis e basicamente todas solugoes existentes de pro-
blemas especificos na elasticidade finita se valem de mate
riais deste tipo. Ao lado do fato que todos movimentos de
materiais incompressiveis s@o preservadores de volume, a
caracteristica mais significante desses materiais & que o
tensor de tensdes nao € completamente determinado pela de-
formagao.

Pode-se adicionar as tensdes em um material incompres
sivel deformado qualquer miltiplo dessas tensdes, como uma
pressdo hidrostatica arbitraria h , sem alterar o estado
de deformagdo do corpo. Ou melhor, a adicdo de uma pres-
sao hidrostatica em um solido eldstico incompressivel afe-
ta as tensoes mas nao as deformagoes ou no caso de mate-
rial hipereldstico, a energia de deformagao.

A condigdo de incompressibilidade fornece:

Ioo= 1 (4)

No caso de materiais hipereldsticos a equagdo (4) &
interpretada como uma equagao de restrigao.
Definindo:

o= W(ess) + AL - 1) (5)

onde ) & um multiplicador de Lagrange, a equagao (3) fi-
ca:

3l
1

3
ij

aW

- SERTO

ij Bcij

(6)

sendo que A & igual a pressdo hidrostatica h e e, sa
tisfaz (4).

Se (4) & atendida, a fungdo energia de deformagdo pa
ra solidos hiperelasticos incompressiveis isétropos & fun-
cao somente dos outros dois variantes principais:
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W = W(Ii, IZ) (7
e
a3l al al
aW 1 aW 2 3
S, , = —_— % e ——— + | — (8)
ij 511 acij 312 aeij Deij

Varias aproximagdes de W[Il, I,) para materiais es-
pecificos foram propostas.

A hipotese de incompressibilidade do material ndo acar
reta em simplificagdes no caso de aplicagoes do método dos
elementos finitos.

A funcao energia de deformagao determina a tensao em
corpos hipereldsticos incompressiveis somente a menos de uma
fungao escalar h , chamada pressdo hidrostadtica que nio per
forma trabalho quando o corpo deforma.

Para o método dos elementos finitos a pressio hidros-
tatica aparece como uma incégnita adicional nas relagoes de
rigidez e a condigao de incompressibilidade deve ser manti-
da aproximadamente em todo modelo discreto.

Desde que praticamente todas equagoes constitutivas
avaliadas para materiais altamente eldasticos (borrachas na-
turais e sintéticas, polimeros, combustiveis sd6lidos prope-
lentes) consideram o material como incompressivel, o estudo
de deformagoes finitas de corpos incompressiveis constitue
uma parte importante da elasticidade finita.

3. Estado Plano de Tensoes

A escolha de formulagao Lagrangeana para este tipo de
material € obvia ja que todas as variaveis aparecem referi-
das i configuragao indeformada. O principio dos trabalhos
virtuais & aplicado como em [11] para obtengao das equagdes
incrementais de movimento.

Na andlise de estado plano de tensdes a relagao cons-
titutiva para um material isdtropo hipereldstico incompres-
sivel pode ser expressa por:



121

S 1 C 1 C

11 22 22
fis % 2 g
Saz| = 2G| {1 -w | Cqq| Ay ||+ QB (CCp) | Gy
S12 & - G2 ] ~Lyp
(9)
onde
Sij = componentes do 2% tensor de Piola-Kirchhoff
Cij = 2 €59 * 6ij = componentes do tensor deformagao
ij = delta de Kronecker
u = C3q = deformagao normal ao plano
Cl. C2 = constantes do material definidas por Ci = g?i
i
W = Cl(Il—S) + CZ(IZ-SJ fungdo energia de deformagiao
adotada (Mooney-Rivlin)
Nesta equagdo a condigaoc de estado plano de tensdes
S35 =0 ja foi usada para eliminar a pressdo hidrostatica.

Além disso a condig@o de incompressibilidade deve ser satis

feita.
' 1 - { 2 = ”
i [ 11 22 ( 12) ] : (10)

A matriz C que relaciona os incrementos de tensoes
aos de deformagoes, definida por:

S11 |- 14
8,, | =€ €5, (11)
512 2 Eyp

€ obtida pelo gradiente de (9) isto é:

Covp, = il (12)
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A equagado (10) sera usada para eliminar a incognita
adicional u . Assim:
2 =
(C22) 11 %22 C12 Ca2
= 2 2 ia
C=46¢ »ia (C13) S13 Cpy. | #
SIMETRICA (Clz]z
- 2 -
0 -1 0 (€207 Gl -CypCp
= 2 2. U
1 0 0 + 4 CZ uef 2u {CH + CZZ) {Cu) C12C11
0 0 1 SIMETRICA (c12)2
g -3 9 ~ X
22 uZ 12
1
+ (€ +Cyp) 2 0 0 [+ T =2C, G
1
L 0- 0 0.5 Gy o =
(13)

Em outro tipo de andlise que seja nao estado plano
de tens@o, a pressdo hidrostdtica ndo pode ser eliminada e
tem que ser incluida como uma varidvel adicional. A condi-
gao de incompressibilidade fornece as equagdes suplementa-
res para o conhecimento da pressdo hidrostdtica.

4. Solucdo pelo Método dos Elementos Finitos

Argyris ([5] e [6]) comenta a série de dificuldades
que surgem em discretizagdes com elementos finitos 'simplex"
(TRIM3, TET4 e TRIAX3) quando problemas de materiais incom-
pressiveis ou aproximadamente incompressiveis sac analisa-
dos. Nas aplicagdes que se seguem valeu-se de elementos iso-
paramétricos quadraticos para discretizar o continuo.

A aproximagdo pelo método dos elementos finitos &
efetuada, e as equagdes incrementais de movimento de um sim
ples elemento sdao obtidas como desenvolvido em [12] . Os
efeitos de amortecimento foram ignorados.

Estas equagoes quando extendidas a todo o dominﬂ:dig
creto sio integradas passo a passo pelo método de Newmark
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ou no caso estatico resolvidas sucessivamente.

Em ambas as analises sao usados esquemas iterativos
tipo Newton-Raphson para garantir o equilibrio em cada inter
valo dentro de uma pré-estabelecida tolerancia.

5. Resultados e Comparagoes

5.1. Analise Estatica - Comparagdo com Resultados Ex
perimentais

0 problema da figura 1 foi analisado com o uso de 6

elementos e confrontado com a analise experimental efetuada

por Iding.
uu'j
i = 0.125" (ﬂ
spessura = 0.125 . .—}
& c = 21.605 Ib/in" Tt
f. G * 15745 1b/inf
e B
i =
LT I
A e P
! | i i T o |
i | il R
| ! T T T l
| ,' ' s i e i il i e i |
1 I PR s G
1 e =
]

L.B Integragdo 5x5
N°® maximo de iteragies =5

FIGURA 1 - DEFORMADA PARA p = 41,80 2b
ATINGIDA EM 4 INCREMENTOS

Deve-se notar que o deslocamento final do lado de aplicagao
da carga & da ordem do comprimento original da pega. A con
figuragao final foi alcangada em 4 incrementos de carga com
uma média de 5 iteracdes.

Os resultados mostraram concordancia (figura 2), e
para evidenciar a grande diferenga das tensoes Piola-Kirch-
hoff e Cauchy a distribuigao dessas grandezas em duas segoes
€ apresentada.



““\
7— —-
b Y
Plib) Y
\
'Y “er___ o
!
rd
41,804 —— _,/
- -
31.354
z38.0
——————————————— —u=
o X o 1 N R e T -
————————————————— --:
1]
_________________ -
TOEEE e e e e e S P |
= MEF Secdo B-B hhot?
€ - - Piela - Kirchhe
Experimental """‘l_,____ Cavehy

o 5 10 U lin)
FIGURA 2 - DISTRIBUI(:AO DE TENSOES (2b/in?) PARA p = 41.80 b

5.2. Andlise Estatica e Dinamica

Novamente 6 elementos foram usados na discretizagao

do problema da figura 3.
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A deformada atingida em 3 incrementos de carga & iden
tica a obtida em [12] com 30 elementos lineares.
0 deslocamento na diregdo do carregamento de alguns
pontos € mostrado na figura 4.

P {Ib)
4
19
-1 29

1504
100 4

+ NO 29

e« NO 5

50 4 & NO IS

0 2 4 & 8 10 ulin)

FIGURA 4 - CARGA-DESLOCAMENTO

Para analise dinamica o carregamento total foi consi-
derade de aplicacdo sibita e constante. O intervalo de tem
po para integracdo At = 0.0015 s ¢& aproximadamente 1/120
do periodo fundamental.

Uma comparagao com os resultados de [12], com os mes-
mos parametros (integracgao pelo método de Wilson), estd na
figura 5

Praticamente a mesma resposta & obtida com os dois mé
todos de integragido. Além disso, convém salientar que oS
resultados ndo sdo sensivelmente afetados se a atualizacao
dos efeitos nao-lineares for processada apenas a cada 5 ou
10 intervalos de integragao, apesar de se tratar de um pro-
blema fortemente nao-linear.
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6. Conclusdes

A aproximagdo do continuo por elementos isoparamétri-
cos para o estudo de materiais hiperelasticos é feita com
eficiéncia. O controle sistematico da equagdo constitutiva
nos pontos de integracado do elemento garantem uma perfeita
representagao do material em todo o dominio.

A extensao para o caso de problemas tridimensionais
consiste apenas da consideragdo do terceiro grau de liberda
de, como usual nas aplicagdes do metodo dos elementos fini-
tos a analise de membranas inflaveis.
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GRANDES DEFORMACOES DE MEMBRANAS

DE MATERIAIS HIPERELATICOS INCOMPRESSIVEIS

Sumario

0 método dos elementos finitos & aplicado a analise
de _grandes deforma;oes de membranas de materiais hiper -
elasticos incompressiveis. A derivagdao da equagdo consti-
tutiva empregada e discutida suscintamente.

Uma formulagdo Lagrangeana da mecanica do continuo &
utilizada. A discretizagado se valeu de elementos finitos
isoparamétricos quadraticos.

Alguns resultados sao apresentados e comparados com
outras solugoes.

FINITE STRAINS OF HYPERELASTIC MEMBRANES

Summary

The finite element method is applied to the analysis
of membranes of hiperelastic Incompressible materials. The
derivation of the constitutive relations is briefly com-
mented.

A Lagrangean formulation is implemented, and the dis
cretization is effected by quadratic isoparametric ele-
ments.

Some results are present and compared with others so
lutions.
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1. Introdugdo

Este trabalho apresenta a formulagao numérica para o
cidlculo das tensoes resultantes, deslocamentos e deforma
coes em cascas delgadas de revolugao com espessura e pro-
priedades eldsticas ortotropitamente variaveis ao longo do
meridiano.

E obtido das equagbes basicas da teoria classica das
cascas um conjunto de quatro equagoes diferenciais parciais
em termos dos tres deslocamentos e do momento fletor meridi
onal.

Um programa digital em FORTRAN IV & codificado para a
plicagdo a qualquer casca de revolugdo com ou sem polo [1].
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2. Equacoes fundamentaisg

0 sistema de referencia da casca e as tensdes resul-
tantes em um elemento genérico sdo mostrados na Figura 1 e
todos os parametros geométricos adimensionalizados atraves
de Eo et respectivamente comprimento e espessura de refe
réncia. Ponto e virgula sobre as variaveis indicam deriva-
das parciais nas diregoes © e s respectivamente.

“"\

Fig. 1 - Elemento da casca e tensoes resultantes.

De acordo com a teoria cldssica das cascas as equa-
goes diferenciais de equilibrio de um elemento (ds, d@) pa-
ra cascas de revolugdao, sao: [11

y . s =i
(PNg) + Ngo - PNy = p10Qg = -pPg

3 - ) Py
(pNgg) + Ng *+ N o + p10Qy = -PPg

=1 e . s
Py PNg = oy PNy + Q5 + (pQg) = op, (1)
] . .
(eMJ) + My = BMy = pQg
H - L]
(Mgp) + Mg + PMg = PQq

A relagido entre os vetores tensdes resultantes N =
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= [Ns‘ N@. Nse). M= [Ms‘ Me, Mse) e os vetores deformagoes

medias & = (ES. €g> ese), K = {ks, k@‘ kse) e

JN} e e'J ’Le

4 (2)
;M: €} D K

L

Onde c.. = c..
ij Jii
= dji sao as constantes de rigidez flexional da casca.

sao as constantes de rigidez extensional, e,

ij 3
As relacoes entre o vetor deformagao e deslocamento e

ES =u + pl w
3 =] -1- 4
€g = PP U * p TV - PP pw (3)
T LN
ES@ g u v ppVv
k 38
s w
kg = -0 26 - bl )
Koo = <28 VR F 2W0n
s0

As dezessete equacdes de (1) a (4) contem dezessete
incognitas e portanto o problema € sollvel.

Eliminando todas as incégnitas exceto u, v, w e M ,0b
tém-se um sistema de quatro equacdes diferenciais parciais,
que apds a expansdo de todas as varidaveis funcoes de © em
serie de Fourier, resulta em um sistema de quatro equagoes
diferenciais ordindrias em s para cada harmonico n. Ainda
mais, todas essas variaveis sao adimensionalizadas usando
£ , t , E_ (mddulo de elasticidade de referencia), o, (ten-

o o o
sao de referencia ). Assim resulta, com x = (u,v,uw, MS).

»: L]
PX + QX + RX = S (5)

0s elementos das matrizes P, Q, R e S sao fungoes dos
parametros geométricos que definem a casca e as constan-
tes mecanicas de rigidez do material, e se encontram tabela
das no apendice. Determinado X, as deformagdes especificas
e as demails tensoes resultantes sao calculadas por (4), (3)
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e (2).
0 conjunto de equagoes diferenciais (5) & de oitava
ordem, requerendo a prescrigdo de quatro condigoes de con-
torno em cada borda externa. Se

2%

R Dlp %
s Ngp? ; Migr Qe = Qo * = Moo (e}

s3o as tensdes resultantes efetivas nas secgoes de uma das

bordas extremas, as condigoes de contorno nesta borda podem
ser expressas por

1 s 1 1
L, R+t mv=ce,
(7)
23 Qs + m3 w = e3
4
N =
24 w + m, 15 e4

Exprimindo N_, &59’ Q,

nas seguintes condi¢des de contorno

em termos de (u, v, w, MS) resulta

3
GX + FX = E (8)

onde os elementos nao nulos de G e F estdo no apendice.

No polo, as equagdes diferenciais da casca sao singu-
lares e no caso de nao existir carga concentrada no polo,im
poe-se as seguintes condigoes de contorno a fim de obter so
lugdes finitas 54}.

n=0=>u=20; v=20; & = 0; ﬁs =0
n=1-+u+ve=20;uw-=0; u = 0; Ms =0

n=2+u=0;v=0;uw=00 =0

n=3>u=10;v=20 w=0; & =0

3. Solucdo Numérica

As equagoes diferenciais (5) com as condigdes de con-
torno (8) sao escritas em diferengas finitas, usando
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(X

+ 1 2 1
X = 11 7 X)) e Xy = 55Xy -

L he 2Xi * Xi-lj

onde h = s/aom, sendo m o nimero de intervalos pivotais. Pa
ra as bordas extremas (i = 1 e i = m+l) e estacoes interme
didrias as equagoes (5) e (6) em diferencas finitas sao

le] + AIXZ = S1

Gy ki *BX 2% =B i=2n (9)

onde

m+l Em+1

A fim de evitar a possivel singularidade de B, e B

m+1
as equagoes (9) sao modificadas fazendo

* = ~1 + = =1 -
A3 = ByCy Ay, By = BiCyBy - A

* = -1 _ * - =1
BS = B, A B - L C B A€

- =, - o =1 -
83 = B4CyS; - 51» 53 = Bua1An Sa ~ Smer

e as equagoes (9) sao substituidas por (10)

Bi XZ + AE X3 = 5%

2

Ci-lxi-l + nixi ¥ Ai Xi*l = 5i i=2,m (10)
= *
Cm-lxm-l * Bmxm Sm
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Presents Trobalho
* s« s s Timoshenko

Fig. 2 - Tensoes resultantes em cilindro e calota
esférica.
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Dados:
a= | Ri=1/h
a/h=100 k2= 1 /heene
v=0. k3= 1/hcose
E=i H=l/l|':u.
k=1 k5= k4 /cone
[
01 g
40|
20
2
[ i Ik
]
Ku W :
10 20 30 s
= 2
80
«
20 ] aeo .
20
0 4
0 Jp—T e —
-0 4 '
20] W1 7o
i » |
e 0 w [
o= M2

Fig. 3 - Deslocamentos e momento meridional em casca esfe-

rica sujeita a cargas gravitacionais.
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Pl lzcosc) ALl

1T

Dados:
P=1.0,; L1=24 a=10
a/h=200, =03, e,=e,=0.006
E/E= E/E=|

=] =0
B,z Ay 6!!05*1.: 1;=5x10
Ji2dF 6:8110,28=15,2003
k =10%EN

[«=aenk]

Fig. 4 - Deslocamento e momento meridional de um cilindro

ortotropico com suporte elastico.
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Usando as equagodes (10) X; i=2,m, sdo obtidos  usando

técnicas de eliminagao e entao Xl e Xm+1 obtidos das equa-
goes (11)
e = BT, - kX~ B
1 1 2 275 272
(11)
0 T T =
Xme1 = Ap” Sy = BpXpy = CoqXpaq)

4. Resultados

Solugoes de varios problemas de cascas sao obtidas u-
sando o presente programa e o$ resultados plotados nas Figu
ras 2 a 4. Algumas delas sdo comparadas com solugdes publi-
cadas na literatura afim de constatar a precisao da formula
¢do numérica.

Dois dos problemas tratados consistem em um cilindro
circular sujeito a varios harmonicos do momento fletor meri
dional aplicados nas bordas extremas [3]. uma calota esféri
ca de bordas fixas sujeitas a pressao externa [2]. Os resul
tados obtidos apresentam excelente concordancia e estao plo
tados na figura 2.

E analisada uma casca esférica de contorno rotulado
sujeita a cargas gravitacionails, respectivamente, paralelas
e perpendiculares ao plano contendo o eixo de rotagdo e os
'resultados sao mostrados na figura 3.

Na figura 4 sdao mostrados os resultados de um cilin-
dro circular ortotrdpico sujelto a cargas de intensidade
po(l + u cos 0) paralelas ao eixo de rotagao e aplicadas
na borda superior. A borda inferior resta em suporte elasti
co.
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Elementos nao nulos das matrizes P, Q, E r S.

= PRji¢ Pag

_ 2
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2
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. 3 2 2
= a;,0/py - 31,040 * pde(al /ppy + npdzz/p0,

-y
p

s

= -p[zn’(dy5/0) + (o370}, a5 = d,,b/0

29 ¥ %

=agpp & dygpes

5.2 2
322(0) /p - n 333/9

- ) % 2
=n(a;, - a33o/p - a,,0/p], ryg = -pQ - ds}o/pl

= a,,(p/p;)

5
- ag,pleg -

¥
= n(a,,p,0/p -

39 b 2 23 593
= ajplegp) + a“o/o1 e Vi L 3220100/0 -

2 2
n"(dgg + dglpe/egp

% - L] LE]
= -n(a;; * azzo/o + a330/ﬂ}. Toy = -npdsolo/p

L] 2 3 2 . 2
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ry, = -(ag:8) - a33(532/p - nzazz/p
T31 = a125/"1 - a,,0088/0, Tgy = n(ay,/o) - ay,0.P/0)
Tyg = 311"’/"3 - LR * 822{0155]2/0 + 2n2p(d3373)’/92 &
ZnEpdss(E}Z/p3 + nzp(deéfozf + napdo/i:r:S
Tay = p[(1 - ds}z - égs - nzds/pj
Ty " ndyple’, Ty =l
2. Elementos das matrizes G e F.

_ < e Y% 2
811 = 412510 8y 7 fy3330 8y £,d55mPp /P

%2
2 agh)Pp/ot, gy = 45Dy 845 4,

833 = ~£5(2dg5n
L]
11 = &1a10P/p + mpyfyp = nbja o/e,
- _1 _ 3
15 = 4408370 ay,0,p/p)

2
£21 = “nhyagq/e. £,, = <Liagap/e + my,

- gy K g I / 9.5 '3
fay = BEglagpraRp/”s Bgg = Wipls (il g+ glp/p” +:m

3
L]

£i4 = L5p(1 - d.)p/p onde

! 2

d d d =l

4. = A2 a, = A1 722 " 712 o (e /2 )P
s d (¢} d o "o

11 11

aij e di' sao valores adimensionalizados em relagao

aos valores ﬂo' t
(Eq. (2))-

o' Eo dos elementos das matrizes C e D,



ALVES, D.B.

ANALISE NUMERICA DE CASCAS ORTOTROPICAS DE REVOLUCAQ

Sumario

£ apresentada uma andlise numérica para a solugdo das
equagoes gerais de cascas finas ortotropicas de revolugdo
sujeitas a cargas arbitrarias. As quatro equagoes diferen-
ciais, em termos dos deslocamentos e do momento meridional,
sdo separadas por meio de sérle de Fourier na direcao meri-
dional. Um programa digital & desenvolvido para resolver as
equagoes diferengas e varios problemas de cascas sdo apre
sentados.

NUMERICAL ANALYSIS OF ORTHOTROPIC SHELLS OF REVOLUTION

Summary

A numerical analysis is presented for the solution of
the general equations of thin orthotropic shells of revolu-
tion subjected to arbitrary static loadings. A set of four
coupled differential equations, in terms of the displace-
ments and meridional moments, are separated by means of
Fourier expansions in the circunferential direction. A digi
tal program is developed to solve the diference equations
.and several shell problems are presented.
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1. Introdugdo

Anéis de reforgos de secgdes abertas e de paredes del
gadas sao frequentemente amalisados como secgbes compactas
desprezando o deslocamento diferencial normal ao plano do a
nel. A existencia de flexdo em elementos curvos de secgdo a
berta de paredes delgadas & sempre acompanhada por torgao
nao uniforme e por empenamento da seccgdo transversal, ainda
que o carregamento seja aplicado ao longo do centro de cisa
lhamento. Devido a este comportamento e o grande usoc desses
anéis, uma analise geral de cascas de revolugdo reforcadas

por estes anéis € de grande importancia. Neste trabalho sio
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apresentadas as equagodes de equilibrio e as equagoes de

transigao em termos do vetor fundamental U = (u, v, w, Ms]
de cascas de revolugdo ortotrépicas com propriedades mecani
cas e geométricas varidveis ao longo do meridiano |3].

2. Equagoes fundamentais

Nas figuras 1 e 2 encontram-se as coordenadas e siste

mas de referencias de um conjunto casca-anel-casca. Os pard
metros geometricos que definem o conjunto casca-anel sao a-i
dimensionalizados atraves do comprimento de referéencia, tej
e da espessura de referéncia,to. 0 sentido positivo das cagg
gas e tensdes resultantes sdo os indicados nestas figuras.

Os pontos Ai{na. Qa
ca-anel e todas as grandezas teferentes a eles contém o su-

i za) representam as bordas de unido cas'

perscripto "+" ou "-",
As relagdes geométricas entre o vetor deslocamento do

centro de cisalhamento, V = {un, u u ., vy}, e o vetor des-

f g Uz
locamento fe um ponto A generlco da secgao, Va = (una‘ uEa‘
Boge Tala €
Wou ™ B # £.73 Upg = Up = MN,Y
(1)
= - - Y - Y +
Ps Yza (Ds ga)uz ‘a Yg T Ma Yy ps¥aB(0),

onde ?a = ?(na. ga) € o valor da fungdo empenamento da sec-
gao transversal no ponto A. ¥(n, £) satisfaz as relagdes
2 ( !
vy = o, ”‘l’dnd-‘: - ”wdnda - j[nwnde =0 2)
B(@) & o angulo de torgao por unidade de comprimento e pode

Ser expresso por
1 -1

(v - o5 Up) (3)

B(O) = pg “

Se N = (Nn‘NE‘NZ’ Mn' ME“MZ}E 0 vetor tensoes resultante e
P = {pn. Ppr Pyo Moy M, mz} @ o vetor carga distribuida no
anel, as seis equagdes de equilibrio de um elemento, forne-

cem
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Fig. 1 - Elemento da casca e esforgos aplicados no anel.
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Fig. 2 - Localizagao do anel de reforgo.
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5 (4)
s

M -M_-n N = “p. m

0 vetor tensGes resultantes, M = (N,» M, ME’ M_ ), pode ser
expresso em termos do vetor deslocamento do centro de cisa-

lhamento, V = (un. Upy Uy, ¥), resultanto

_ -1 -1, . B F o oL -1 -1 _
Nz - EaAa[ps Pe (Ecu£+ "cun:I Py By ¥ B He T B nCY]
=3 -1 . =7 =1
E 1 pc (uE *opgn i +oug ncY)+EanEOc (v - pgu)
-2 .. W T— -1 =1..
M Ealnpc (u5+05 U, tu, n.y) Ealng°c by — 84 un]
M. = B.Lo Yoy - p2Yi) - BT oo %ct, « poln il M u cny)
E a'Ec s n a'ntc £ s 'cn £ Lo
_ e -1 -3 B
M, =G, e (v +pgu )+ ETo “(¥+ p 70 (5)

onde Aa’In‘IEl IUE. Ja‘ I'e Ea sao, respectivamente, area,
momento de inercia, constante torcional, constante de empe

namento da seccdo transversal e mddulo de elasticidade.

3. Equacgoes de transicao casca-anel

Tendo as relagoes tensoes deformagoes em termos do ve
tor deslocamento do centro de cisalhamento, (Egqs. (5)) e a
relagdo entre este e o vetor deslocamento de um ponto gene-
rico A, (Eqs. (1)), pode-se obter as equagdes de equilibrio
do anel em termos do vetor deslocamento do ponto A  ou s
A continuidade do vetor deslocamento nesse ponto fornece a
relagdo entre o vetor deslocamento da casca, V = (u, v, w),
e o vetor deslocamento nos pomtos A  ou A

_ - - + -t
L sen ¢ w~ cos ¢ , u, g v (6)
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+

(6)

+ i + + +, * 5
u = -u CcosS ¢ - w Sen ¢ , Y =-u /p1 o

ta

Portanto pode-se expressar as equacgoes de equilibrio (4) em
termos do vetor V.

Além das cargas diretamente aplicadas ao anel, ha a
contribuigao das forgas seccionais da casca definida por
(Qs, Rsa’ Ng» Ms)i. Estas forgas assim como as cargas dire-
tamente aplicadas e todas as demais variaveis dependentes
em O sdo expandidas em série de Fourier e adimensionaliza-

das através dos parametros £50 tys By (médulo de elasticida

de de referencia), obtendo-se osoharmanicos fundamentais co
mo fungdao de s. A analise entdo prossegue para o harmdnico
n, e, as equacgdes (6) substituidas em (1), fornecem as rela
¢oes entre o vetor deslocamento e S e o vetor deslocamento

da casca nos pontos A ou &:

V=Du (7)
As relagOes tensdes-deslocamento (5) sao escritas em forma
adimensional resultando em

M=BuU (8)

Agora, as equagdes de equilibrio (4) s3o transformadas por
(7) e (B) em

HUu-=1 (9)

onde os elementos nao nulos de H e L estao no apéndice.
As equagoes da casca em termos das variaveis fundamen
tais X = (u, v, w, M), sao em forma matricial {&]

[L] .9
PX + QX + RX = B (10)

onde P, Q, R s3o matrizes de ordem quatro cujos elementos
sao fungoes das propriedades geométricas e material da cas-
ca e B um vetor que contém os termos de carga.

Substituindo as equacodes (7) em (9) e expressando to-
das as variaveis da casca em termos de X, resulta,

o ¥ S e " -~ - ¥ o
AN e R el s T AT+ 8 (11)
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+24 I +34 + o+ W f -
AX +BX =C0X+0'X +8 X +DbX +F (12)

Os elementos das matrizes A*, B*, €%, B* sio os parametros
geométricos e de rigidez nos pontos A® das cascas e anel e
os elementos de F sdo os termos de carga.

Se o anel situa-se na borda extrema superior da casca
as equagoes (11) e (12) se reduzem a

@ -chHx'+ 8" -0 = F (13)
¢ similarmente se situado na borda extrema inferior
" o i3 L
(A" -C)x +«+ (B -D)X =F (14)

Os elementos nao nulos das matrizes A, B, € e D estdo no a-
pendice.

4. Resultados

Exemplos numéricos sao analisados usando o programa
para cascas ortotropicas |3| adaptado para a solugdo de cas
tas reforgadas por anéis.

0 primeiro exemplo, um ¢ilindro com as bordas extre-
mas fixas, reforgado por um anel de secgao transversal em T
€ sujeito a uma pressdo interma p (fig. 3). No segundo exem
plo, dois cilindros com nove ¢ dezenove anéis de reforgos e
bordas extremas fixas, carregados por uma pressao interna p
sdo estudados. Todos os aneéis sao idénticos e com a mesma
geometria do exemplo anterior. Solugdes obtidas usando o
programa de cascas reforcadas por anéis sdo comparadas com
solugoes obtidas pelo programa de cascas ortotropicas (figu
Ta 4).

Uma composigdo de cascas cilindrica e cOnica reforga-
da, por um anel de secgao T na jungao cilindro-cone e sujei
ta a uma forga cisalhante na borda superior extrema & anali
sada e a configuragao deslocamento radial € comparada, quan
do se considera e quando se despreza o anel (fig. 5).

Finalmente, uma combinag¢do cilindro-tronco conico re-
forgado por um anel de secgao transversal em I localizado
na zona de transigdo cilindro-tronco cdnico € sujeito as se
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.
b
s

172
_l:

Eo i
ap
&
i
AL
5t '

ho
ae

h 5 X
S A-A
PSS
a
[¢] s/}
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

a/n =100 a/t=200 chko=1 Eacz= Eo/li-v®)

Fig. 3 - Cilindro com amnel de reforgo.

QLT Q6L qrt 08! 03t
ilindro com 9aneis de reforgo
33 NS S o p G
08k ~o —— —~ ~ — £_Cilindo com 19 aneis de reforco _ _
L 20
07 k ] ‘-‘ — = — —solugdo orfofropica
T T & Solugdo como cilindro
T3 o o reforpado por aners
06 + . =S
=I: ae./h = 100
.l : afe.=1
= 05+ = - gi Es = E./1-77)
s E : v =03
ds i
.4 o |
al‘: ;D —._i___ml_
03 f 1 ———

Fig. 4 - Cilindro com virios anéis de reforgo.
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151 Cosco sam onel de reforpo

E——‘

0=10; a/h=100; hoz=h, Op =1,
Eo = Ea/91; V=03; F/ (5 N Oshea)=10

Fig. 5 - Composigao cilindro-anel-cone.

"]
T,
J N\ 4
A 5
S (P a=r
A=t |
o™ o
< I 2
= F '
h 0 o
1
a _— ‘“-"L_‘F_'_jf_ -
A-A
a/n =100 /12100  Ea= (1-v")Eo »w=0,3
PROPRIEDADES SECCIONAIS DO ANEL vep TEeo
xai/ xa* Xoz /%ag Ke/Kr Yy & F'
-0,015 ~0,03055 0,01280 -4,583 x 0™ I
+0,015 003055 | 0,91x16° |+4583x10°| "
-0,015 -0,03055 | 0,0128 —_— L5650
+0,015 -0,03055 | 09ixI10 —
s L 128 _
— -~ 0’0_ — L5138
ausencia de anel (Ee =0) 1,8062

Fig.6- Comparagao das diversas hipoteses simplificadoras.
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guintes condigdes de contorno
na’ waz

= o : & _9o
Ns = M/( 7 9, h0 cos a) ; Nse M tan a/( ; 9, ho)

Q =0 ¢ M =0

na, borda superior e fixa na borda inferior.
A rotag3o B da borda superior & comparada para diver-
sas aproximagoes usuais em anéis de reforgos (fig. 5).
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Apendice
Elementos nao nulos das matrizes H e L.

= ok BT = nhept i § o = =t
hl] - B {kﬁ[ncxa t PR k1J WPRy kl} ' h12 k4n°5 Ky

~1 _ _ B oy
o kylkyK, + kel o h n'p hyy

T
hyz = 0 kg 14

-

2 -1 -
hyy = =% _“[p(ks + k)) + ncncltﬂcKr + ppclli]

_ .3 -2 RS e .
hyg = =0nep . "Kpw hyg = n Pe Ps {ks(pc g} v "ck4Kr}

1 =k
(n K, * po_ k)

22 2 2 -
hyg = -ne “[p(ky + nky) + nn ol (n K,

" -1 N g
hyy = mep Ky hgy = Moo K.s h33 neg kyK,
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Ay 2 53 aa
Byg ™ WPg hgge By = =pky = Wpke ¢ mep "N KL R K,)

_ - |
hyp = ~hgpr hyz = kg + noo "(kK. + k)

hyq = '“29;][pk3 Y ky) H ncpglfncKr + po_'k))
onde

K, o=KL, K =K., K. =KI., K = E/Ehle,
Kg = KJ G, /B, K, =Kkr/e2, p=tZel

k1 5 KnE ncpglKn' k2 = DEI[KE p;]ncKnE)

ky = o;l(KG + nzp;IKr) i kg =1 - nzp;lic‘

kg = (1 - nz)pogzkn . k= 1- n? e

(31,£2,£3,24) = (npmn - pspg.—npmE - Dspn,pmn + pspz,—pspmz)
onde o vetor M = (pn‘ Pes Pyo Mps Mgy mz] e

+

M=M-RS +R'S

+ + +
Bl owE F
onde S (QS, hs’ NSQ‘

elementos nao nulos sao:

+ - " .
Ms) e R™ sao matrizes 5 x 4, cujos

+ + + - S - & _

1 T TTag cos ¢, Ty, = Ty = sen -, Tzg = 1

* + =1 + e | + +- + +~