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Resumo da tese submetida a Coordenagao de Pds-Graduacao do Laboratério Nacional de
Computacgao Cientifica - LNCC/MCT como parte dos requisitos necessarios para obtengao
do grau de Doutor em Ciéncias

ANALISE DE SENSIBILIDADE TOPOLOGICA EM MODELOS
CONSTITUTIVOS MULTI-ESCALAS

Sebastidan Miguel Giusti

Abril /2009

Orientadores: Antonio André Novotny, Orientador
Eduardo Alberto de Souza Neto, Co-Orientador

O presente trabalho tem como propdsito principal desenvolver a andlise de sensibilidade
topoldgica em modelos constitutivos multi-escala. Neste sentido, utilizando o Principio de
Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel e o conceito de média volumétrica, foi estabelecida
uma formulacao variacional para derivar uma elegante estrutura axiomatica de modelos
constitutivos multi-escala deste tipo, permitindo escrever as equacdes de equilibrio na
micro-escala de maneira rigorosa através de uma clara identificacao dos espacgos envolvidos.
Com essa formulagao, obteve-se uma estrutura adequada para o desenvolvimento da andlise
de sensibilidade topoldgica de modelos constitutivos multi-escala. De fato, como resultado
fundamental dessa analise, foi identificado um campo tensorial que representa a derivada
topoldgica do tensor constitutivo macroscopico quando é introduzida uma perturbacgao
singular na micro-escala. As componentes do mencionado campo tensorial dependem
apenas das solucoes dos problemas variacionais candnicos associados ao dominio original
nao perturbado. Cabe mencionar que através desse resultado, é possivel escrever de
forma explicita a expansao assintética topoldgica do operador constitutivo macroscépico,
permitindo obter rapidamente a derivada topolégica para uma vasta classe de funcionais de
forma. Em particular, neste trabalho sao tratados dois problemas classicos da modelagem
computacional: conducéao estaciondria de calor e elasticidade linear. Assim, inicialmente
¢ desenvolvida a modelagem constitutiva multi-escala de cada um dos problemas ora
mencionados. Em seguida, considerando que a micro-estrutura sofre uma perturbacgao
singular caracterizada pela nucleacao de uma inclusao circular composta de material com
propriedades fisicas distintas do meio, sao calculadas as respectivas derivadas topoldgicas.
Finalmente, sao realizados diversos experimentos numéricos mostrando algumas das di-
ferentes maneiras possiveis de utilizagao do tensor de sensibilidade topolégica no projeto
e/ou otimizacao de micro-estruturas especializadas, o que demonstra o cardter fundamen-
tal dos resultados desenvolvidos neste trabalho para a modelagem computacional.
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The purpose of the present work is to carry out a topological sensitivity analysis in constitu-
tive multi-scale models. By making use of the Hill-Mandel Principle of Macro-Homogeneity
and the concept of volume average, a variational formulation was established to derive a
clearly structured axiomatic framework for constitutive multi-scale models of the present
type, allowing the equilibrium equations at the micro-scale to be rigorously written through
the clear identification of the functional spaces involved. This formulation lead to a
structure that is particularly well-suited for the development of topological sensitivity
analyses of constitutive multi-scale models of the present type. As a fundamental result
of the topological sensitivity analyses carried out, tensorial fields were identified that
represent the topological derivative of the macroscopic constitutive tensor when a singular
perturbation is introduced at the micro-scale. The components of such tensorial fields
depend on the solution of the canonical variational problems associated to the original
unperturbed domain. It is worth emphasising that this result allows the topological
asymptotic expansion of the macroscopic constitutive operator to be written explicitly
which, in turn, makes it possible to get promptly the topological derivative for a vast class
of shape functionals. In particular, in this thesis, two classical computational modelling
problems are addressed within the proposed framework: stationary heat conduction and
linear elasticity. Multi-scale constitutive models for both problems are firstly derived.
Then, the corresponding topological derivatives are obtained by considering the micro-
structure to suffer a singular perturbation characterised by the nucleation of a circular
inclusion made of a material with physical properties different from those of the medium.
Finally, several numerical experiments are performed which show some of the different
possible manners of using the topological sensitivity tensor in the project/optimisation
of specialised micro-structures. These demonstrate the fundamental nature of the results
obtained in this work for use in the computational modelling context.
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Tabela de simbolos

Q w
o0, dw

v, ds

produto escalar.

produto tensorial.

produto tensorial de trans-
formacao.

parte simétrica do produto
tensorial.

escalares.

vetores.

tensores de segunda ordem.
tensores de terceira ordem.
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Capitulo 1

Introducao e Motivacao

Em diversos ambitos da ciéncia existe a necessidade de conhecer de uma forma
suficientemente precisa a resposta constitutiva de um corpo submetido a um determinado
estado de excitagao. Inicialmente essa questao foi adequadamente respondida através das
chamadas teorias constitutivas fenomenoldgicas, nas quais a resposta constitutiva pode ser
estimada a partir do estudo do comportamento de certas varidveis internas de interesse,
dependendo de cada problema. No entanto, com o avango da tecnologia e a maior demanda
de conhecimento sobre comportamento de materiais, vindas principalmente das industrias
metal-mecénica, quimica, eletronica, aeroespacial e civil, entre outras; essa questao inicial
passou a ser dificil ou mesmo impossivel de ser respondida utilizando apenas as teorias
fenomenoldgicas. Dessa necessidade foram desenvolvidas nas tltimas décadas as chamadas
teorias multi-escala, onde a resposta constitutiva do material é obtida a partir da andlise
em diferentes escalas de comprimento e/ou tempo. Através da abordagem multi-escala é
possivel transferir informacdo do comportamento da constituicao intrinseca do material
(micro-estrutura) do nivel atomico, se for necessério, até o nivel do corpo macro-continuo,
obtendo-se, como conseqiiéncia, estimativas muito precisas da resposta constitutiva do
material estudado. Tais avancos na compreensao do comportamento constitutivo dos
materiais permitiram ir muito além da modelagem. De fato, passou-se inclusive a utilizar
a modelagem constitutiva multi-escala no projeto da micro-estrutura de um material de
modo a obter um comportamento macroscépico desejado. Para compreender melhor o
impacto desses avancgos, como exemplo pode-se mencionar o caso dos materiais bioldgicos,
que possuem uma micro-estrutura quase impossivel de ser reproduzida artificialmente, mas
sua resposta constitutiva macroscépica, para alguns casos de interesse pratico, pode ser
bem determinada. Uma vez conhecida a resposta constitutiva macroscépica, poder-se-ia
desenhar um material sintético que reproduza, com um nivel de precisao adequado, a
mesma resposta constitutiva macroscopica do material biolégico. Uma situagao em que
este tipo de aplicagao traria beneficios imediatos é na area médica, em particular no
desenvolvimento de préteses. De fato, uns dos maiores problemas que limitam a vida ttil
das préteses para ossos é a degradagao da regidao de contato (interface) entre o material
artificial (prétese) e o biolégico (osso). Especialistas da drea acreditam que a solucao é
construir as préteses com um material artificial cuja micro-estrutura favoreca a deposicao

e retencao das células bioldgicas dos 0ssos no interior do material, permitindo (num prazo
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de tempo completamente aceitavel) a assimilagao completa da prétese pelo osso, gerando
como conseqiiéncia uma melhora substancial na qualidade de vida das pessoas que utilizam
estas proteses.

Retomando a discussao levantada anteriormente, cabe mencionar que pesquisadores
da drea da mecanica computacional tém investido muito tempo e esfor¢o no desenvolvi-
mento de diversas técnicas computacionais para sinteses de microestruturas. Importantes
contribuicoes nesse sentido foram alcancgadas nos trabalhos de Sigmund (1994) [111], Fon-
seca (1997) [39], Silva et al. (1997) [112], Kikuchi et al. (1998) [63], Silva et al. (1998)
[113], Silva et al. (1999) [114], Yin et al. (2000) [135], Hyun & Torquato (2001) [59] e
Torquato et al. (2002) [128]. As principais idéias e contribuigdes desses trabalhos podem
ser achadas no livro de Torquato (2005) [127]. Para os avancos mais recentemente podem
ser citados, por exemplo, os trabalhos de Guest & Prevost (2006) [46] e Challis et al. (2008)
[28]. A caracteristica principal desses trabalhos é a utilizagao de procedimentos de homo-
geneizacao periddica multi-escala conjuntamente com técnicas de otimizagao baseadas em
métodos relaxados, onde as mudangas na micro-estrutura sao conduzidas pela sensibilidade
do problema as variagoes de um campo de densidade ficticia.

No entanto, uma questao fundamental que permanece ainda em aberto é como de-
terminar a sensibilidade topoldgica do operador que caracteriza a resposta constitutiva
macroscopica quando uma perturbacao singular é introduzida na micro-estrutura. Neste
contexto, uma forma bastante geral de abordar o problema é utilizando o conceito de
derivada topoldgica, que representa a sensibilidade topoldgica de um dado funcional de
forma quando perturbagoes singulares (tipicamente furos) sao introduzidas no dominio
de defini¢cao do problema. A andlise de sensibilidade topoldgica foi rigorosamente intro-
duzida no final de década passada no trabalho de Sokolowski & Zochowski (1999) [116],
e tem-se mostrado como uma poderosa ferramenta na resolucao de diversos problemas
como por exemplo: otimizagao topoldgica, problemas inversos e processamento de imagens
(restauragao e segmentagao). Cabe mencionar que, desde a publicagao do artigo ora citado
até o presente trabalho, nao se encontra na literatura o calculo da derivada topoldgica no
contexto de modelos multi-escala. Sendo assim, além de ser um tema em aberto, nunca
antes reportado na literatura, a analise de sensibilidade topolégica de modelos constitu-
tivos multi-escala desenvolvida neste trabalho conduz a um resultado tedrico fundamental,
com potenciais aplicagoes sobretudo na sintese de microestruturas especializadas. Antes
de discutir os objetivos deste trabalho, a serem apresentados na Secao 1.3, uma breve re-
senha histérica destas duas grandes areas (modelagem multi-escala e derivada topoldgica)
sao apresentadas nas Secoes 1.1 e 1.2. Em ambas as secOes sao salientados os trabalhos

pioneiros e as mais recentes aplicacoes dessas areas do conhecimento.

1.1 Modelagem multi-escala

Durante os ultimos anos, a modelagem constitutiva de sélidos por meios de teo-
rias de multiplas escalas se tornou um assunto de pesquisa intensiva dentro dos grupos
de mecanica aplicada e computacional. O interesse crescente na modelagem de sélidos

levando em conta informacao de véarias escalas é orientado principalmente pela demanda
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atual por modelos constitutivos mais precisos, pois as teorias constitutivas fenomenologicas
convencionais parecem estar atingindo o limite da capacidade descritivo-preditiva. Nas
duas décadas anteriores, o uso pratico de teorias constitutivas de sélidos tem passado
gradualmente de disciplinas de engenharia tradicionais a aplica¢des mais exigentes que re-
querem a descri¢ao do comportamento constitutivo de materiais que apresentam historicos
de deformacgao complexos. Freqiientemente, a modelagem de tais fené6menos por meio de
teorias puramente macroscopicos resulta em discrepancias significativas entre a resposta
constitutiva estimada e a observada. Essa diferenca, porém, pode aumentar dramatica-
mente com a complexidade do material. Em tais casos, o desenvolvimento e uso de teorias
multi-escala parece ser uma alternativa muito promissora aos modelos fenomenoldgicos
classicos, fornecendo descri¢bes mais realisticas da resposta constitutiva. O interesse em
abordagens multi-escalas na modelagem computacional é evidente pelo niimero crescente
de artigos em periédicos especializados no tema, por exemplo, Hori & Nemat-Nasser (1999)
[57], Michel et al. (1999) [81], Nemat-Nasser (1999) [88], Miehe (2002) [82], Miehe & Koch
(2002) [83], Clayton & McDowell (2003) [29], Ibrahimbegovié¢ & Markovi¢ (2003) [60],
Kouznetsova et al. (2004) [65], Matsui et al. (2004) [78], como também as conferéncias e
simpdsios nos principais congressos e eventos cientificos mundiais, por exemplos, Owen &
Onate (2005) [98], Sadowski (2005) [105], Tvergaard (2006) [131], Eberhard (2006) [34] e
Schrefler & Perego (2008) [110].

A origem das teorias de homogeneizagdo multi-escala situa-se na década dos T70.
Desenvolvida, simultaneamente, por Sanchez-Palencia na Franca e Bakhvalov na Russia.
Ambos focaram seus trabalhos na modelagem matemaéatica de meios heterogéneos com
distribui¢ao peridédica da micro-estrutura do material. Em particular, Sanchez-Palencia
trabalhou no problema de propagacao de ondas num meio heterogéneo (Sanchez-Palencia
(1971) [107] e Sanchez-Palencia (1974) [108]). Uma revisao detalhada dos avangos da
teoria de homogeneizacao periddica durante as décadas de 70 e 80 podem ser encontrada
em diversos livros, por exemplo, Bensoussan et al. (1978) [17], Sanchez-Palencia (1980)
[109], Lions (1981) [73] e Bakhvalov & Panasenko (1989) [14]; e mais recentemente em
Markov (2000) [76] e Bohm (2004) [18].

Das diferentes metodologias existentes na literatura', no desenvolvimento deste tra-
balho serd utilizada uma modelagem constitutiva multi-escala construida a partir de for-
mulagoes variacionais e baseada nos conceitos da média volumétrica de campos micro-
estruturais sobre um elemento de volume representativo (EVR)2. Dentre os principais
trabalhos que empregaram essa metodologia, publicados em periédicos, destacam-se, en-
tre outros, Michel et al. (1999) [81], Nemat-Nasser (1999) [88], Miehe & Koch (2002) [83]
e Terada et al. (2003) [124]. No entanto, teorias multi-escalas deste tipo s@o apresentadas
frequentemente de uma maneira ad-hoc, o que dificulta a distincao entre as hipdteses
bésicas de cada modelo e as conseqiiéncias destas sobre a teoria resultante. Neste sentido,

no trabalho de de Souza Neto & Feijéo (2006) [32] foi apresentada uma completa descrigao

!Para uma descrigio detalhada das diferentes técnicas existentes, veja Béhm (2004) [18].
#No trabalho de Ostoja-Starzewski (2006) [96], apresenta-se uma discussdo detalhada acerca da validade
fisica deste tipo de representacdo para micro-estruturas de materiais.
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das bases variacionais (cinemadticas) necessarias para a construgao axiomética de modelos
multi-escala deste tipo, onde os principios béasicos utilizados, no contexto da mecanica de
sélidos, sao: (1) equilibrio do EVR; (7)) Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel
(Hill (1965) [53] e Mandel (1971) [75]); (i) média volumétrica dos tensores de deformacao
e tensdo; (iv) suposi¢do de que o espaco das flutuagdes de deslocamento cinematica-
mente admissiveis no EVR é um subespago do espaco da minima restricdo cinematica
sobre as flutuacoes de deslocamento compativeis com a hipdtese da média volumétrica
de deformacao microscépica. Considerando esta estrutura variacional, qualquer classe de
modelo constitutivo estd completamente definida pela escolha do espago dos deslocamen-
tos virtuais do EVR (incluindo as restri¢oes cineméticas assumidas para o EVR). Neste
contexto, a forma variacional do Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel de-
sempenha um papel crucial, pois permite que o sistema de cargas externas do EVR (forgas
de corpo e campos de tragoes externas) seja enxergado como meras reagoes as restrigoes
cinematicas prescritas no EVR. Com esta modelagem, classicamente deriva-se quatro mod-
elos multi-escalas, quais sejam: (a) modelo de Taylor, mais conhecido na literatura como
regra da mistura; (b) modelo de deslocamento linear no contorno do EVR; (¢) modelo
de flutuagao de deslocamento periédica no contorno do EVR; e (d) modelo da minima
restricdo cinemética. Além disso, esta técnica permite obter uma expressdo fechada do
operador constitutivo homogeneizado, através da resolucao de um sistema candnico de
equacoes variacionais no nivel microscépico. Essa representacao da resposta constitu-
tiva macroscopica geralmente é aplicadvel a problemas nos quais a resposta constitutiva
micro-estrutural é descrita por teorias baseadas em varidveis internas (fenomenoldgicas).
Permitindo que uma micro-estrutura constituida por materiais descritos a partir dessas
teorias gerem uma resposta constitutiva macroscopica dificilmente reproduzivel por teorias
convencionais baseadas na fenomenologia do material macroscépico. Além do mais, esta
metodologia também é aplicavel a problemas nos quais as varidveis internas microscépicas
evoluem no tempo, sendo necessario aproximar a evolugao temporal por algum esquema de
integracao numérica incremental, como as proposta por Miehe et al. (1999) [84] e Giusti
et al. (2009) [43], entre outros.

Cabe mencionar que esta modelagem constitutiva multi-escala foi estendida para
problemas de grandes deformagoes e grandes deslocamentos em de Souza Neto & Feijoo
(2008) [33], onde é mostrado que a média volumétrica do tensor tensdo de Cauchy sobre
a configuragao deformada do EVR é mecanicamente equivalente & média volumétrica do
primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff sobre a configuracao de referéncia, ou seja, as
médias volumétricas material ou espacial do tensor tensao resultam em modelos macroscé-
picos idénticos®. Finalmente, em Speirs et al. (2008) [121], esta técnica foi aplicada com
sucesso na modelagem constitutiva do tecido da parede arterial do sistema cardiovascular
humano. Nesse mesmo trabalho sao comparados os resultados da modelagem discutida
anteriormente com resultados prévios da modelagem computacional classica do tecido
arterial, veja Holzapfel et al. (2000) [56], Humphrey (2003) [58] e Holzapfel (2004) [55].

3Esta equivaléncia mecénica é estritamente vélida apenas para os modelos de deformacio homogénea
do EVR, deslocamento linear no contorno do EVR e flutuacao periédica de deslocamento no contorno do
EVR. Entretanto, nao é valida em geral para o modelo da minima restricao cinemética no EVR.
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1.2 Derivada topoldégica

A expansdo assintética topoldégica permite quantificar a sensibilidade de um dado
funcional de forma em relagao a uma perturbacao infinitesimal na topologia do dominio de
definigao do problema. O principal termo dessa expansao, denominado derivada topoldgica,
depende apenas da solucao do problema definido no dominio nao perturbado. Assim, a
analise de sensibilidade topoldgica, associada de maneira geral a uma perturbacgao singu-
lar introduzida em um ponto arbitrario do dominio, pode ser obtida através de funcoes
calculadas sobre o dominio original. Mais precisamente, considere uma funcao de forma

1) possuindo a regularidade necessaria de modo que admita a seguinte expansao

¥ (e) = (0)+ f (&) Dry+o(f (€)), (1.1)

onde v (0) é a fungao de forma associada ao dominio original e 1) (¢) denota a fungao de
forma associada ao dominio topologicamente perturbado, sendo £ um parametro pequeno.
Além do mais, f (¢) é uma funcao regularizadora tal que f () — 0, come — 07, e o (f (¢))

denota os termos de maior ordem que f (), tal que:

o(f ()
O (1.2)

Assim, a eq.(1.1) é denominada expansdo assintdtica topoldgica, sendo que o termo
D7 é definido como a derivada topoldgica de primeira ordem da funcao de forma 1.
Observa-se ainda que Dr1 pode ser interpretado como uma corregdo de primeira ordem
da fungao de forma 1 (0) para obter 1 (¢). Das defini¢oes anteriores e, particularmente,

da eq.(1.1) tem-se que a definigao clédssica da derivada topoldgica é dada por

Drp = hmM.

lim e (1.3)

No entanto, desde que a expansdo assintética topoldgica (1.1) satisfaga certas pro-
priedades, uma definicao alternativa da derivada topoldgica pode ser escrita da seguinte
maneira (Novotny (2003) [90])

Drtp = lim—— L (e, (1.4)
e—0 f’ (6) de
onde a derivada do funcional ¥ (¢) em relacdo ao parametro € pode ser interpretada como
a andlise de sensibilidade a mudanca de forma cldssica, para o caso particular em que a
perturbacao singular sofre uma expansao uniforme.

Historicamente, o conceito de derivada topoldgica foi rigorosamente definido pela
primeira vez em Sokolowski & Zochowski (1999) [116], considerando dominios topologica-
mente perturbados mediante a introdugao de furos com condicao de contorno de Neumann
homogénea em sua fronteira. Ainda no mesmo ano, em Sokolowski & Zochowski (1999)
[117] é apresentado o célculo da derivada topolégica para a equagao de Laplace tridimen-

sional. No ano seguinte, no trabalho de Céa et al. (2000) [26], esse conceito foi estendido
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para dominios perturbados com furos com condicao de contorno de Dirichlet prescrita em
sua fronteira. No ano seguinte foi proposta em Garreau et al. (2001) [40] uma técnica para
o cédlculo da derivada topoldgica, denominada domain truncation method. Esse método
foi entao estendido para furos de forma arbitraria no trabalho de Guillaume & Sid Idris
(2002) [47]. Mais tarde, em Novotny et al. (2003) [92] foi proposta uma definigdo al-
ternativa para a derivada topoldgica que permitiu estabelecer a relagao estrita entre os
conceitos de analise de sensibilidade topoldgica e andlise de sensibilidade & mudanca de
forma, o que resultou em um novo método de célculo da derivada topolégica denominado
topological-shape sensitivity method, cujos resultados preliminares foram apresentados um
ano antes em Novotny et al. (2002) [91]. Ainda em 2003, em Feijéo et al. (2003) [38]
foi apresentada uma andlise comparativa entre o topological-shape sensitivity method e
o domain truncation method. No trabalho de Nazarov & Sokotowski (2003) [86] foram
utilizados os métodos mached e compound na construcao das expansoes assintéticas de
funcionais de volume e superficie.

No trabalho de Lewinski & Sokotowski (2003) [72] foi estudado o problema de
variacao da energia de deformagcao devido ao surgimento de pequenas cavidades em solidos
elasticos, obtendo com a derivada topoldgica os mesmos resultados fornecidos por Maz’ya
et al. (1991) [80] e por Nemat-Nasser & Hori (1993) [89], para furo eliptico no R? e cavi-
dade esférica no #3. Ainda no mesmo ano, em Samet et al. (2003) [106] foi considerada a
equacao de Helmholtz com condicao de contorno de Dirichlet homogénea na fronteira do
furo; em Sokotowski (2003) [115] foram apresentadas novas condigoes de otimalidade para
uma classe de problemas em otimizacao de forma e topoldgica; Novotny (2003) [90] defende
a primeira tese de doutorado na &rea e, logo em seguida, Amstutz (2003) [3] defende a
segunda.

No ano seguinte em Guillaume & Sid Idris (2004) [48] a anédlise de sensibilidade
topolégica foi realizada para a equagao de Stokes considerando funcionais de forma gerais
e furos de forma arbitréaria e em Burger et al. (2004) [22] a derivada topolégica foi utilizada
para obter a inicializacdo de métodos level-sets. No trabalho de Nazarov & Sokotowski
(2004) [87] foi calculada a expans@o assintética da solucdo e do funcional energia cor-
respondente ao problema de Poisson para uma perturbacao associada a formacao de um
ligamento. Em Feijéo (2004) [37] a derivada topoldgica foi calculada para o problema de
Helmholtz em um meio infinito, sendo o resultado empregado na resolucao do problema
inverso do espalhamento.

O primeiro resultado em andlise de sensibilidade topoldgica para um caso nao-linear
foi obtido em Amstutz (2005) [4], onde a derivada topoldgica foi calculada para o pro-
blema de Navier-Stokes considerando uma condigdo de nao deslizamento no contorno de
um obstéculo de forma arbitraria. No trabalho de Amstutz et al. (2005) [8] o gradiente
topolégico foi aplicado no problema de identificagdo de trincas em um dominio bidimen-
sional, considerando a equagao de Laplace e o critério de Khon-Vogelius como fungao custo,
Khon & Vogelius (1987) [64]. Em Sokolowski & Zochowski (2005) [119] foi calculada a
derivada topoldgica para problemas de contato, e para problemas com obstaculos em
Sokotowski & Zochowski (2005) [120]. No trabalho de Hintermiiller (2005) [54] a derivada
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topolodgica foi utilizada conjuntamente com métodos level-sets no desenvolvimento de al-
goritmos eficientes de otimizagdo. Em Novotny et al. (2005) [93] o topological-shape
sensitivity method foi aplicado para o calculo da derivada topolégica no problema flexao
eldstica linear de placas de Kirchhoff. No trabalho de Masmoudi et al. (2005) [77] foi
estuda a sensibilidade topoldgica para a equacao de Maxwell tridimensional quando o
dominio é perturbado com a introducdo de um pequeno objeto dielétrico ou metélico,
sendo mostradas algumas aplicagoes no problema inverso de identificacao de propriedades
eletromagnéticas.

A questao da utilizacdo da derivada topoldgica conjuntamente com o método de
level-set é retomada no trabalho de Amstutz & Andra (2006) [7], onde foi desenvolvido
um novo algoritmo de evolugao baseado na derivada topolégica. Nos trabalhos de Guzina &
Bonnet (2006) [50] e Bonnet (2006) [20] a derivada topoldgica foi calculada no problema de
acustica respectivamente no dominio da freqiiéncia e do tempo, permitindo sua aplicacao
no problema inverso do espalhamento. A determinacao da derivada topolégica em alguns
problemas nao lineares é retomada no ano 2006 em Amstutz (2006) [6].

No ano seguinte, Larrabide (2007) [70] defende sua tese de doutorado aplicando a
derivada topoldgica no contexto de restauracao e segmentagao de imagens médicas. Ainda
nesse periodo sao publicados trés artigos na drea de processamento de imagens, Auroux
et al. (2007) [11], Belaid et al. (2008) [15] e Larrabide et al. (2008) [71]. No trabalho de
Guzina & Chikichev (2007) [51] foi apresentada uma aplicagao da derivada topoldgica em
diagnosticos médicos, sobretudo na identificacdo de cancer de mama. Em Novotny et al.
(2007) [94] foi apresentado o calculo da derivada topoldgica no problema de elasticidade
linear tridimensional, que possibilitou a otimizacao topolégica de estruturas tridimen-
sionais. Nos trabalhos Rocha de Faria (2007) [30] e Rocha de Faria et al. (2007) [31]
foi considerado mais um termo na expansao assintotica topolégica, denominado derivada
topoldgica de segunda ordem, que permitiu obter estimativas mais precisas para o valor
da funcao custo e melhores direcoes de descida em problemas de otimizagao. Finalmente,
em Giusti et al. (2008) [45] é proposto um método de otimizacao topoldgica capaz de por
e retirar material simultaneamente em cada passo do processo de otimizagao, permitindo
obter configuracoes sub-6timas com desempenho superior aquelas obtidas simplesmente

retirando material.

1.3 Objetivos

Da breve descrigao apresentada nas segoes anteriores, observa-se que a estrutura
variacional na qual a teoria multi-escala estd fundada fornece um ferramental adequado
para o uso conjunto com os conceitos da anédlise de sensibilidade topolégica (derivada
topolégica), destacando-se, em particular, a clara identificagdo dos espagos utilizados na
modelagem. Assim sendo, o objetivo principal deste trabalho é desenvolver a andlise de
sensibilidade topolégica em modelos constitutivos multi-escala, visando obter a sensibili-
dade topoldgica do operador constitutivo macroscépico quando uma perturbagao singular
¢ introduzida na micro-escala. Ressalta-se que o enfoque do mencionado estudo é essen-

cialmente tedrico, no entanto sdo realizados diversos experimentos numéricos com o
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objetivo de avaliar o potencial da formulacao e das ferramentas desenvolvidas neste tra-
balho, sobretudo no projeto de micro-estruturas especializadas.

Como produto final da anélise de sensibilidade topoldgica de modelos constitutivos
multi-escala, obter-se-4 a forma explicita da derivada topoldgica, cujo formato final é
notavelmente simples e depende apenas da solugao do sistema canonico de equacoes varia-
cionais associadas ao EVR nao perturbado. Em particular, a derivada topoldgica resulta
em um campo tensorial que representa a sensibilidade topoldgica do operador constitu-
tivo macroscépico quando uma perturbacao singular é introduzida na micro-escala. Além
do mais, serd mostrado que a derivada topolégica pode ser potencialmente utilizada em
aplicacoes de interesse pratico como, por exemplo, na sintese e projeto 6timo de micro-
estruturas para satisfazer um comportamento macroscopico especifico. No entanto, os
conceitos da andlise de sensibilidade topolégica e, em particular, da derivada topoldgica
sao bem mais amplos, pois a metodologia aqui desenvolvida pode ser aplicada a problemas
inversos e na modelagem de fenémenos fisicos que experimentam alteragoes na configuragao
do dominio da micro-escala.

Finalmente, cabe ainda mencionar que, levando em conta a detalhada andlise bib-
liografica apresentada na Secao 1.2, é possivel afirmar que a andlise de sensibilidade
topoldgica na modelagem constitutiva multi-escala é um tema que permanece em aberto

até o presente trabalho.

1.4 Apresentagao

Lembrando o mencionado nas segOes anteriores, neste trabalho é desenvolvida a
analise de sensibilidade topolégica em modelos constitutivos multi-escala visando obter a
sensibilidade topolégica do operador constitutivo macroscépico quando uma perturbagao
singular é introduzida na micro-escala. Assim sendo, a estrutura do presente trabalho é a

seguinte:

e Capitulo 2: neste capitulo é estudada a analise de sensibilidade topolégica em mod-
elos constitutivos multi-escala para o problema de conducao estacionaria linear de
calor em micro-estruturas constituidas por materiais isotrépicos. Com esse objetivo,
na Secao 2.1 é descrita detalhadamente a modelagem constitutiva multi-escala em-
pregada. Na Secao 2.2, é apresentado o cédlculo da derivada topoldgica para esta
classe de problemas. Encerrando o capitulo, na Segao 2.3 sao realizados alguns

comentarios finais acerca dos resultados apresentados nas segdes anteriores.

e Capitulo 3: nesta parte do trabalho é estudada a analise de sensibilidade topoldgica
em modelos constitutivos multi-escala para o problema de elasticidade linear em
micro-estruturas constituidas por materiais isotrépicos. Inicialmente, na Secao 3.1
é mostrada detalhadamente a modelagem constitutiva multi-escala para esta classe
de problema. Na Secao 3.2, é apresentado o cdlculo da derivada topoldgica. A
fim de encerrar o capitulo, na Secao 3.3 sdao apresentados alguns comentarios finais

pertinentes.
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e Capitulo 4: embora cada capitulo tenha suas préprias conclusoes, aqui serao apre-
sentadas as conclusoes finais de carater global sobre este trabalho. Salientando as
principais contribuicoes e colocando alguns dos temas em aberto que serao objeto

de futuros trabalhos.

Cabe mencionar que na introducao dos Capitulos 2 e 3 é apresentada em forma
detalhada a organizacao interna de cada um deles, a fim se facilitar a leitura dos menciona-
dos capitulos. Finalmente, objetivando deixar este trabalho auto-contido, sao apresentados
trés apéndices: (i) Apéndice A, reservado para mostrar as expansoes assintéticas utilizadas
na andalise desenvolvida nas Segoes 2.2 e 3.2; (ii) Apéndice B, aqui sao apresentadas de
uma maneira simples as estimativas de convergéncia utilizadas, também, nas secoes men-
cionadas anteriormente; e (iii) Apéndice C, onde sao mostradas algumas relagoes bésicas

da algebra tensorial, utilizadas ao longo de todo o trabalho.
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Capitulo 2

Conducao estacionaria de calor

A condutividade térmica macroscépica (ou efetiva) dos materiais é uma propriedade
fisica de suma importancia no projeto de componentes mecanicos, térmicos e eletronicos
para um numero vasto de aplicacoes na industria civil, aeroespacial, biomédica, nuclear e
eletronica. Em muitas circunstancias, esta propriedade condiciona o projeto do com-
ponente e qualquer melhora no desempenho s6 pode ser alcancada por meio de mu-
dancas sa- tisfatérias no comportamento da condutividade térmica dos materiais ado-
tados. Neste contexto, a habilidade para predizer com precisao a condutividade térmica
macroscopica das propriedades micro-estruturais correspondentes é essencial na analise,
projeto e otimizagdo do meio heterogéneo subjacente. A fim de estimar a condutivi-
dade térmica efetiva, diferentes métodos foram propostos e investigados, entre outros, por
Germain et al. (1983) [42], Auriault (1993) [9], Auriault & Royer (1993) [10], Ostoja-
Starzewski & Schulte (1996) [97], Yin et al. (2005) [134], Wang et al. (2006) [133] e
Jiang & Sousa (2007) [61]. Neste caso, a sensibilidade da condutividade térmica efetiva a
mudancas topologicas na microestrutura é de crucial importancia, e seu calculo é uns dos
objetivos deste trabalho.

Este capitulo propoe uma expressao analitica geral para a sensibilidade do tensor
bi-dimensional de condutividade térmica macroscépica quando mudancas topoldgicas sao
introduzidas na microestrutura. A condutividade macroscépica é estimada empregando
uma teoria constitutiva multi-escala baseada na técnica de homogeneizagao para o pro-
blema de condugao estacionaria de calor onde, seguindo as idéias apresentadas por Ger-
main et al. (1983) [42], o gradiente térmico macroscépico e o vetor de fluxo de calor em
cada ponto do macro-continuo sao definidos como a média volumétrica das contrapartes
microscépicas sobre o Elemento de Volume Representativo (EVR) do material associ-
ado com aquele ponto. Neste contexto, a condutividade térmica efetiva estimada para
uma dada microestrutura depende da escolha das restricdes impostas sob os campos de
temperatura admissiveis do EVR, e os limites inferiores e superiores estabelecidos por
Ostoja-Starzewski & Schulte (1996) [97] podem ser obtidos mediante escolhas adequadas
das restricoes térmicas a serem impostas. Dentro deste contexto de homogeneizacao,
assume-se que a classica lei de Fourier é valida na escala de referéncia da microestrutura.
Conseqiientemente, o tamanho minimo do EVR que pode ser considerado deve ser tal que

esta suposicao ainda forneca uma descricao adequada da conducao estacionaria de calor.
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A sensibilidade proposta é caracterizada através de um campo tensorial simétrico de se-
gunda ordem sobre o EVR que mede como a condutividade macroscépica muda quando
uma inclusao é introduzida na micro-escala. Além do mais, a sensibilidade topoldgica
obtida depende apenas da solucao do sistema canonico de equagoes variacionais sobre o
dominio original (ndo perturbado). A férmula analitica é derivada usando os conceitos
de expansao assintdtica topoldgica e derivada topoldgica, dentro da teoria constitutiva
multi-escala adotada. Estes conceitos matematicos permitem o calculo da sensibilidade de
um determinado funcional de forma com relacao a perturbagoes infinitesimais no dominio,
como aqueles produzidos pela insercao de furos, inclusoes ou termos fontes. O uso de
tais conceitos no contexto da mecanica dos sélidos, otimizacao topoldgica de estruturas e
problemas inversos pode ser encontrado na breve resenha histérica apresentada na Secao
1.2.

Este capitulo estd dividido essencialmente em trés partes. A Secado 2.1 descreve
detalhadamente a modelagem constitutiva multi-escala adotada na estimagao do tensor
bi-dimensional de condutividade térmica macroscopico. O desenvolvimento da anélise de
sensibilidade topolégica em materiais isotrépicos é apresentado na Secao 2.2. Aqui é obtido
o principal resultado tedrico desde capitulo — uma férmula fechada da sensibilidade da
resposta constitutiva macroscépica (condutividade térmica) para perturbagoes topoldgicas
micro-estruturais. As aplicagoes dos resultados obtidos sdo mostradas no final da Segao
2.2.3, através de alguns exemplos numéricos de interesse aos objetivos deste trabalho. A

fim de encerrar o capitulo, comentérios adicionais sdo apresentados na Secao 2.3.

2.1 Modelagem multi-escala

Nesta secao é apresentado o desenvolvimento da formulacao variacional de uma
familia de modelos constitutivos multi-escala para o problema de conducao estacionaria
de calor, seguindo a metodologia proposta por Germain et al. (1983) [42] e a teoria
apresentada, entre outros, por Suquet (1987) [123], Michel et al. (1999) [81] e Miehe et al.
(1999)[84] no contexto dos problemas da mecanica dos sélidos. Estes modelos multi-escala
sao construidos sob a hipétese de que um campo macroscopico associado a qualquer ponto
material  do dominio continuo 2 é a média volumétrica da sua contraparte microscépica
sobre a micro-célula local, chamada de EVR, veja Fig.2.1. Para uma descricao adequada
do modelo multi-escala é necessario que o comprimento caracteristico do EVR, [, seja
muito menor que o comprimento caracteristico da macro-escala, . Geralmente, o dominio
do EVR, representado por €, C RN, é constituido por uma parte denominada matriz,
denotada como ', e outra denominada inclusdo!, denotada como QL, veja Fig. 2.1.
Baseado no anterior, tem-se as seguintes defini¢bes para os dominios de andlise:

Q=QruQ,; o) =09, U0, (2.1)

'No caso que o EVR possua vazios (€2,,) a andlise é totalmente andloga ao apresentado nesta secao.
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onde QL denota o fecho do conjunto QL Por simplicidade, somente serao consideradas

micro-células nas quais as inclusoes nao interceptam o contorno do EVR, ou seja
09, N, = 0. (2.2)

Com a caracterizagao geométrica do dominio do EVR apresentada anteriormente,

tem-se que as normais unitdrias a cada contorno 9" e 9§, podem ser definidas como

n:= n‘aﬂzﬂ e n’a@;’j: —n. (2.3)

micro-escala

Q. =QruQ,

macro-escala

<</

I

Figura 2.1: macro-escala continua com a micro-escala local

2.1.1 Homogeneizagao e campos de temperatura microscépicos

Segundo dito no inicio da secao, o estudo dos modelos constitutivos multi-escala
do ponto de vista de sua formulagao variacional inicia assumindo que o gradiente da
temperatura Vu num ponto  da macro-escala continua é a média volumétrica do gradiente
térmico da micro-escala, Vu,, sobre o EVR associado ao ponto . Assim sendo, tem-se

que
Vu(e) = - [ Vi )av (2.4)

onde u,, (y) é o campo de temperatura na micro-escala associada a cada ponto y do EVR.
O processo definido pela eq.(2.4), que toma um campo definido sobre o EVR, neste caso
Vu, (y), e o mapeia numa quantidade definida na macro-escala, neste caso Vu(x), é

conhecido como homogeneizacao.

Decomposicao aditiva da temperatura microscépica. Sem perda de generalidade,

qualquer campo de temperatura microscépico u, pode ser decomposto numa soma

uy, (y) = u(x) +a(y) + i, (y), (2.5)
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de um campo de temperatura constante dada pela temperatura macroscépica u () no
ponto x associado com o EVR, um campo associado ao gradiente de temperatura ho-
mogéneo

i(y) = Vu(z) -y (2.6)

que varia linearmente em y e um campo de flutuacées de temperatura G, (y). Baseado
na decomposigao aditiva mostrada na eq.(2.5), o gradiente da temperatura microscépica
pode ser escrito como:

Vu, (y) = Vu (@) + Vi, (y) (2.7)

onde se tem uma parte homogénea (constante em y) coincidente com o gradiente de
temperatura macroscépica, e um gradiente da flutuagdo microscépica da temperatura,
que geralmente varia com y. Cabe mencionar que, baseado na definicio do operador

gradiente, a aplicagao Vu, (y) é da seguinte forma

Vi () = 5 (0). (2.5)

Utilizando o teorema da divergéncia, a homogeneizacao do gradiente de temperatura mi-

croscopico mostrado na eq.(2.4) pode ser escrita alternativamente como

1
Vu = / w,ndS Vy e 0Q,. (2.9)
Vi Joq,
Empregando o processo de homogeneizagao definido ao inicio da secdo, tem-se que a

temperatura macroscépica associada ao ponto material x satisfaz

1

ulw) = g /Q w () V. (2.10)

Introduzindo a decomposicao eq.(2.5) na expressao anterior, o campo de flutuagoes de

temperatura microscopicas deve satisfazer
/ ty, (y)dV = —/ Vu(x) - ydV. (2.11)
Q, Q.

Observacao 1. Sem perda de generalidade, pode-se posicionar a origem do sistema de
coordenadas no centrdide do EVR (centro geométrico). Assim, a restricao sobre o campo

de flutuagoes de temperatura t,, eq.(2.11), fica
/ iy, (y) dV = 0. (2.12)
Q.

Minima restricao térmica no EVR. Devido ao processo de homogeneizacao definido
anteriormente na eq.(2.4), todo campo admissivel de temperatura deve satisfazer as re-
strigoes estabelecidas pelas eqs.(2.4) e (2.10). Rigorosamente, pode-se dizer que a condigao

necessdria para que um campo de temperatura u, seja termicamente admissivel é

uy, € Ky C K, (2.13)
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onde K, € o conjunto das temperaturas admissiveis no EVR e K, é o conjunto da minima
restricao térmica admissivel para os campos de temperaturas na micro-escala, definido

como
]C:L = {fu - Hl(Qu) : /Q vdV = VNU’ /89 wndS = VNVU’ [[U]] = 0 sobre GQL} y (214)
I3 3

lembrando que [v] denota o salto da funcao v através da interface entre a matriz e a
inclusao 8QL:

[O]:= Ol = Ol (2.15)
com () |m associado & matriz Q" e (-)|; associado & incluséo !, Levando em conta a

decomposicao mostrada na eq.(2.7), observa-se que da homogeneizacao do gradiente de

temperatura microscépico tem-se
ViVu = / Vu,dV = / (Vu +Vay,)dV =V, Vu +/ Vi,dV,
Q, Q Qu
= / Vi,dV = / u,ndS = 0. (2.16)
Q 00,

Assim, a restricdo imposta sobre o campo de temperatura microscépica (2.13) é equiva-
lente a requerer que a flutuacdo da temperatura microscépica Uy, (y) pertenca ao espago
vetorial das flutuacoes de temperatura termicamente admissiveis K, que por sua vez é
um subespago do espaco vetorial da minima restricao térmica admissivel dos campos de

flutuagoes de temperatura l@;, ou seja, u, deve satisfazer
i, € Ky C K2, (2.17)

sendo que o espago K, ¢ definido como,

I@Z = {v € H'(Q,) : / vdV = —-Vu / de,/ vndS = 0, [v] = 0 sobre 89;} .
Q, Q 89,
(2.18)

Tendo, portanto, definido o espago Kj;, o conjunto da minima restri¢ao térmica admissivel

dos campos de temperatura na micro-escala, alternativamente, pode ser escrito como

K;::{veHl(Qu):v:u—i-Vu-y—i—@, @ezé;}. (2.19)

Entao, para uma dada temperatura macroscépica u(x) e seu gradiente no ponto x, Vu(x),

o conjunto K, ¢ uma translagao do espago I@Z

2.1.2 Equilibrio térmico do elemento de volume representativo

Assumindo que o EVR esta sujeito a fontes internas de calor b, = b, (y) em £,
e a um fluxo externo de calor g, = g, (y) atuando sobre o contorno exterior 0f2,, em

analogia com o Principio dos Trabalhos Virtuais da mecanica dos sélidos, tem-se que o
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EVR estd em equilibrio se e somente se o campo vetorial g, em (2, satisfaz a seguinte

equacao variacional classica para o problema de difusdo estacionaria de calor

/ qM‘VndV—i-/
Qu Q

onde o espaco das variagoes admissiveis de temperatura sobre o EVR, denotado por V,, é

bundV — / gundS =0 Vn € Vy, (2.20)

w Q.

definido como,
V= {nEHl(Qu) D1 = v — v, VUl,’UQE’CM}. (2.21)

Da definicao apresentada acima e da mostrada para o conjunto K, ¢ simples ver
que, em forma geral, o espaco das flutuagoes virtuais de temperatura coincide com o espago

das flutuagoes admissiveis de temperatura,
V. =K, (2.22)

Para um campo vetorial g, suficientemente regular no dominio €2, o problema local

de equilibrio associado & equagao variacional (2.20) pode ser escrito como,

divg, =b, em Q,
q, m =g, sobre 09, . (2.23)
[gq,] m =0 sobre 9%,

2.1.3 Fluxo de calor homogeneizado

De maneira similar ao mostrado inicialmente nesta secao, egs.(2.4) e (2.10), é necessario
estabelecer a relagao entre o fluxo de calor na micro-escala gq,, (y) e o fluxo de calor asso-
ciado ao ponto & da macro-escala q (). Referida associacao é feita pelo mesmo principio
de homogeneizacao mostrado na Secao 2.1.1, assim sendo o vetor fluxo de calor homo-

geneizado g (x) é obtido como,

g(x) =~ /Q g, (y) dV. (2.24)

Vi
Da expressao anterior é importante observar que o EVR é descrito como um continuo,
entao é necessario que o EVR seja suficientemente extenso para que uma representacao

continua faga sentido. Agora, empregando a seguinte relacao integro-tensorial,

/ (Vr)wdV = / r(w-n)dS — / rdiv (w) dV, (2.25)
Q o0 Q
na expressao (2.24), adotando w = q,,, r =y = Vr = I, tem-se que,

1

q(m):v“

i

/BQH(qH-n)de — /Qu(divqu)de +/ ([[qu]] . n) de] ) (2.26)

Utilizando a formulagao forte do problema dada pela eq.(2.23) na expressao acima,
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tem-se a seguinte expressao para o fluxo de calor homogeneizado

1
1Y oy Qu

que representa o processo de homogeneiza¢ao do fluxo de calor exclusivamente em termos

das fontes internas de calor e do fluxo externo atuantes sobre o EVR.

2.1.4 Principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel

Baseados em argumentos fisicos Hill (1965) [53] e Mandel (1971) [75]; estabeleceram,
no contexto da mecanica de sélidos, que “a poténcia das tensoes macroscopicas deve ser
igual a média volumétrica da poténcia das tensoes microscopicas sobre o EVR associado a
esse ponto, para qualquer movimento cinematicamente admissivel do EVR”. No contexto

da modelagem desenvolvida aqui, assumimos que a relacao analoga
1
q-Vou= / q, - Vou,dV, (2.28)
Vi Ja,

deve ser satisfeita para todo campo de temperatura microscépico admissivel du,, € K, ou
seja,
Vou, = Vou+Vou, Vou, e V,. (2.29)

Com o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel estabelecido acima, pode-

se escrever a seguinte proposicao:

Proposicao 1. O Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel € satisfeito se e
somente se os trabalhos virtuais do fluro externo, g,, e da fonte interna de calor, b, do
EVR sao nulos. Assim, o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel é equivalente

as sequintes equagoes variacionais:
/ gundS =0 e / byndV =0 Vnel,. (2.30)
o9, Q

Prova. Introduzindo a decomposicao aditiva do campo de temperatura microscépica em

(2.28), tem-se que

1 1
— q,  Vou,dV = / q, (Vou+Viu,)dV
V,LL Q. © 2] V# Q, 1% ( #)
1
= q'Véu—i—/ q, - Vou,dV. (2.31)
Vi Ja,

Entao a identidade (2.28) é satisfeita se e somente se,

/ q, - Vou,dV =0  Voi, € V. (2.32)
Q

n
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Integrando por partes a expressao acima, obtém-se

/ q,, - VitdV = / (q,m) §it,dS — / (divg,)Si,dV + / (Iq,] - 0)Si,ds. (2.33)
Q, 09, Q, 0,

Levando em conta a forma forte do equilibrio no EVR, dada pela eq.(2.23), a expressao

/ q, Vou,dV = /
Q 09

B w

acima fica
gﬂ&lﬂdS—/ buotu,dV  You, € V,. (2.34)
QM

Da expressao acima segue que o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel é

equivalente a seguinte equagao variacional,

/ 9u071,dS — / budii,dV =0 Vi, € V. (2.35)
09, Q
Mas, como V,, tem a estrutura de um espago vetorial (veja as egs.(2.19) e (2.21)), a equagao
variacional acima é satisfeita se e somente se cada uma das integrais é nula individualmente.

Observacgao 2. A equagao (2.30) estabelece que o Principio de Macro-Homogeneidade de
Hill-Mandel € equivalente a requerer que o fluxo externo g, e a fonte interna de calor b,
do EVR sejam puramente reativas. Isto €, o fluzo externo g, e a fonte interna de calor b,
do EVR sao reagoes ds restrigoes térmicas (envolvidas na escolha do espago V) impostas
ao EVR e nao podem ser prescritas independentemente. Assim, g, e b, pertencem ao

complemento ortogonal do espago V,,, ou seja
1L
(gu € bu) € V. (2.36)

Entao, uma vez que o espago V,, € escolhido, de forma automdtica se tem definido o espago

ao qual g, e b, pertencem.

Observacgao 3. A equagao (2.28) é uma varia¢ao do mostrado por Germain et al. (1983)

[42]; que postulou a sequinte rela¢ao de equivaléncia de micro-macro dissipagao,

Vu 1 Vuy,
== AT 2.37
A /QH = WV (2.37)

como a contraparte em conducao de calor do Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-
Mandel, originalmente desenvolvido na drea de mecanica. Observa-se, no entanto, que
0 uso da eq.(2.28) pode ser justificado da sequinte maneira. Inicialmente, tem-se que o
requisito bdsico de dissipacdo térmica positiva na macro-escala, imposta pela sequnda lei

da termodinamica, € erpressa como

—q-— >0. (2.38)
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Analogamente, na micro-escala, a desigualdade

Vuy,
Up

—q, > 0, (2.39)

deve ser satisfeita pontualmente. De fato, se (2.39) € satisfeita pontualmente no EVR,

entdo, trivialmente, desde que u, € positiva®,

—q, Vu, >0 Vye,. (2.40)
O uso da eq.(2.28) e do resultado acima asseguram, por sua vez, que
—q-Vu >0, (2.41)

de modo que a desigualdade (2.38) € satisfeita no correspondente ponto do macro-continuo.
Em resumo, se a dissipagdo positiva é assequrada pontualmente no nivel do EVR, entdo a
versao (2.28) do Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel para o problema de

condugdo de calor assequra dissipacao positiva no nivel macroscopico.

2.1.5 Formulagao do problema de equilibrio térmico

Outro componente essencial na definicado da modelagem constitutiva multi-escala
discutida nesta secao ¢é a caracterizacao constitutiva dos materiais que compoem o EVR.
Sendo que o objetivo principal é mostrar detalhadamente a modelagem constitutiva multi-
escala utilizada na andlise de sensibilidade topolédgica a ser desenvolvida na Secao 2.2, o
foco aqui é apresentar modelos constitutivos baseados em teorias dissipativas fenomenol6-
gicas ao nivel microscopico. Assim sendo e restrito a uma teoria constitutiva puramente
local, os axiomas do Determinismo Constitutivo e Ag¢des Locais, Truesdell (1969) [129];
estabelecem que em forma geral, o vetor fluxo de calor ¢ em qualquer ponto & do continuo
¢é unicamente determinado pela temperatura u nesse ponto . Assim, existe um funcional

constitutivo F tal que
q(x)=F (Vu(z)) Vxel. (2.42)

Da mesma maneira que no caso macroscépico e considerando que na micro-escala
sao validas as leis da teoria do continuo, o fluxo de calor microscopico no EVR, q,,, satisfaz

a seguinte relacao
q,(y) = Fu (Vu, (y)  VYyeQ, (2.43)

onde F, é o funcional constitutivo microscépico.
Para o caso particular de um material linear, o funcional constitutivo F,, assume a

forma classica,

Fu(Vu (y)) = —KuVu, (y) - Yy € Qy, (2.44)

2Para esta classe de modelos multi-escala, a nivel microscépico é mantida a hipStese cldssica de que a
temperatura estd suficientemente longe do zero absoluto, tal que a modelagem matemaética do problema
fisico faga sentido.
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onde o tensor de condutividade térmica (de segunda ordem) K, (y) satisfaz

K} (y) se ye Qn

' b (2.45)
K“(y) se yeQ,

K“(y):{

sendo K7 (y) e KL (y) os tensores de condutividade térmica que caracterizam os compor-
tamentos constitutivos dos materiais dos dominios " e QZ, respectivamente.

Para a descricao do EVR, neste trabalho serao considerados materiais cuja resposta
constitutiva microscépica satisfaga a relacao constitutiva (2.44). Assim, o fluxo de calor

microscépico pode ser decomposto aditivamente como

9,=4q,+4q, (2.46)

sendo g, o fluxo de calor microscépico induzido pelo gradiente térmico macroscépico Vu
eq,éa flutuagao do fluxo de calor microscépico associado a flutuacao de temperatura
microscépica .

Em vista da condigao estabelecida pelo Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-
Mandel (2.30) e levando em conta a decomposicao do fluxo de calor microscépico (2.46), a
forma fraca do problema de equilibrio térmico na varidvel u, pode ser escrita como: para
um dado gradiente de temperatura macroscépica Vu, encontre o campo de flutuacao de

temperatura microscépica u, € K, tal que

/ q, VndV = —/ q, VndvV vneV,, com gq,=-K,Vi, (2.47)
Q. Q,
Empregando integragao por partes e levando em conta que n|,, = —n|; sobre 8(2@,

a forma de equilibrio apresentada acima pode ser escrita alternativamente como
/am ([[Elu]] ‘n+[q,]- n) ndS — / (divg,)ndV =0 Vn e V,. (2.48)
w iz

Finalmente a equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (2.47)

resulta no problema de valor no contorno de achar o campo de flutuagoes de temperatura

U, tal que
( —divg,, =0 em Q,
q, =-K,Vuy, em Q,
fQ” w,dV =-Vu- fQH ydV (2.49)
faﬂu a,ndS =0
[a,] =0 sobre 9%,
[[(}M]] ‘n = —[[qu]] n sobre  0€2,

Observagao 4. Se o dominio (2, tiver mais de uma inclusao, o dominio §Yj, € definido

como,

Q- Uq (2.50)
12 j=1 K2 '

onde QL]. € o dominio da j-ésima inclusao e M € a quantidade total de inclusées no EVR.
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Assim, as condi¢oes da equagdo diferencial (2.49) sobre o dominio Y, devem ser satisfeitas
em cada sub-dominio QLJ_ e as condicoes impostas sobre o contorno OQL devem ser vdlidas

sobre cada contorno 8(2;],.

Observacgao 5. Levando em conta o discutido na Observacdo 1, a solugao do problema

anterior pode ser obtida como uma soma
Uy = Uy + Cps (2.51)

de uma flutuacao de temperatura ¥, solugdo do problema (2.49) satisfazendo a restrigao
(2.12), e uma constante c,. Integrando no dominio , a expressio (2.51) e levando em

conta a restricao (2.11) no dominio Q,, a constante ¢, € obtida como

1

ey =——Vu- / ydV. (2.52)
Vi Q,

Observacgao 6. A condicdo (2.49)4 estd naturalmente satisfeita devido a escolha feita para

0 espaco I@u de acordo com (2.18). Também observa-se que, trivialmente, o valor médio do

lado direito de (2.49)s desaparece. Entdao de (2.49)s e do Lema de Lax-Milgram, levando

em conta a observacao anterior, tem-se que existe uma unica solucdo para o problema

(2.47).

2.1.6 Classes de modelos multi-escala

Como foi mostrado no inicio desta secao, o conjunto K, e o espaco I@M estabelecem
as minimas restri¢oes térmicas sobre os campos de temperatura microscépicos u, e
respectivamente, para que o conceito da macro-homogeneizacao seja valido. No entanto,
o espaco das variacoes admissiveis V,,, em geral, estd contido no espaco I@;’; 0 que permite
obter diferentes modelos constitutivos multi-escala. Cabe mencionar que cada modelo
difere um do outro somente pela escolha feita para o espaco das variacoes admissiveis
Vu C I@Z Considerando, portanto, a estrutura variacional apresentada anteriormente,
nesta secao serao obtidos quatro classes de modelos constitutivos multi-escala. Esses

quatro modelos sao comumente conhecidos como:

(a) Modelo de Taylor ou de gradiente homogéneo de temperatura no EVR;
(b) Modelo de temperatura linear no contorno do EVR;
(¢) Modelo de flutuagao periédica de temperatura no contorno do EVR;

(d) Modelo de fluxo uniforme no contorno do EVR, ou da minima restrigao térmica.

2.1.6.1 Modelo de Taylor
O modelo de Taylor se baseia em adotar para o espaco das variacoes admissiveis, o

espago identicamente nulo, ou seja,

V, = VI = {0}, (2.53)
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conseqiientemente a restricao térmica sobre o EVR é dada por,
a,(y) =0, VyeQ,. (2.54)

Esta escolha do espago implica que o campo de temperatura microscopica é linear
na variavel y,
u, (y) =u(z) +Vu(z) -y, VyeQ,, (2.55)

e o gradiente térmico é homogéneo em todo o EVR,
Vu, (y) =Vu(z), VyeQ, (2.56)

além disso, coincide com o gradiente de temperatura macroscépico correspondente ao
ponto  do corpo 2.

Portanto, para este modelo, a fonte interna de calor b, e o fluxo externo de calor g,
sao reacoes a serem determinadas, pois o espago ortogonal (VE)l pode ser qualquer um
que tenha a regularidade suficiente no dominio de anélise.

Com o resultado estabelecido em (2.56), o funcional constitutivo que define o fluxo

de calor na micro-escala, eq.(2.43), satisfaz
q,(y) =-K,Vu, (y) = -K,Vu(z)=q, Vye Q. (2.57)

Portanto, o fluxo de calor homogeneizado (2.24) para o modelo de Taylor pode-se

escrever como,
1 _ 1 _ _ _

onde q,|m e g,|; sdo os fluxos de calor (uniformes) resultantes na matriz e na inclusao do

EVR, respectivamente; e a fracdo de volume da matriz e da inclusao sdo dados por

v 1%
m = H Z = 7”. 2.59
v v, e v 7 (2.59)

Logo, considerando multiplas inclusoes, por exemplo, M inclusoes disjuntas, e supondo
que a resposta constitutiva de cada subdominio j pode ser modelada por um tensor de
segunda ordem da forma K, independente de y, a expressdo (2.58) pode ser escrita da

seguinte forma,

M
q(@) = vm@ulm + > vid,l5 (2.60)
j=1
sendo v; a fracao de volume da j—ésima inclusao e tj“]j = —K,,;Vu o fluxo de calor

microscépico induzido pelo gradiente térmico macroscépico correspondente a fase j. Isto
é, o fluxo de calor macroscépico, para o modelo de Taylor dado pela eq. (2.60), é a média
ponderada dos fluxos de calor atuantes nas diferentes fases sélidas do EVR. Esta regra é

comumente conhecida como regra da mistura.
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2.1.6.2 Modelo de temperatura linear no contorno do EVR
Esta classe de modelo é derivada assumindo que no contorno do EVR a flutuacgao

de temperatura microscépica é nula. Assim, o espaco V, é definido como,
V, = VE = {au € K5 i, (y) =0, Vy € 8Qu} . (2.61)

Com esta escolha para o espaco das variagoes admissiveis, observa-se que a temper-

atura no contorno do EVR varia linearmente com y, ou seja,
uy () =u(x) +uu(y), Yy o, (2.62)

Da mesma forma que ocorre no modelo de Taylor, o fluxo de calor externo g,, pertence
ao espaco das funcoes suficientemente regulares no contorno 9€,, e deve ser determinado
através de um célculo a posteriori. Devido a definicdo do espago Vﬁ, as Unicas fontes
internas de calor que satisfazem a equacao variacional (2.30)9 sdo as identicamente nulas,
ou seja,

bu(y) =0 Vye,. (2.63)

2.1.6.3 Modelo de fluctuagao periédica de temperatura no contorno do EVR

Esta classe de modelos constitutivos é apropriada para representar o comportamento
de materiais com microestrutura periédica, Michel et al. (1999) [81]. Para que essa
representacgao periddica faga sentido, é necessario que o contorno do EVR esteja composto

por N pares de conjuntos iguais de lados

N _
09, = jgl(rj, r;), (2.64)

tais que, cada ponto y* € Fj tenha seu correspondente y~ € T i

€ que as normais aos

lados do contorno (F;F,Fj_) nos pontos (y*,y~) satisfacam

nj.' =-n;. (2.65)

Os exemplos tipicos de formas para os contornos de EVR periddicos sao as quadradas,

retangulares e hexagonais, veja Fig. 2.2.

ry
y* Y-
«—0 o—>
ny ny
Iy I
Q,
Iy

Figura 2.2: geometrias do EVR periédico - células quadradas e hexagonais.
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Levando em conta as consideragoes geométricas estabelecidas acima, o espago V,
para o modelo de flutuacdo periddica de temperatura no contorno do EVR é definido

como,
V= VZ; = {ﬁu € l@; Sy (y*) =1y, (y*) V par (y+,y*) € 8QM} . (2.66)

Com a definicao do espaco Vf apresentada anteriormente, é simples verificar que
a condigdo dada pela eq.(2.22) é satisfeita. De fato, basta constatar que é cumprida
a condigao dada pela eq.(2.18). Entao, tendo assumido a particdo geométrica para o

contorno do EVR, a restricao para o espago 16# pode ser escrita como

/ u,ndS =
o,

/ Uy (y+) nde + / Uy, (y_) n;dS
/T r

J i

WE

.
Il
o

/F+ﬁu(y+)njd5—/ i, (y")nfdS| =0. (267
L™ J

+
Ly

[
WE

<.
Il
o

Recordando que o fluxo externo de calor g, aplicado ao contorno do EVR ¢é ortogonal

. 1 . ~ .
ao espago VZ;, ou seja g, € (V]f) , para satisfazer a equagao variacional

/ gundS =0 VneVy, (2.68)
o,
¢ necessario que o fluxo externo de calor seja anti-periddico no contorno 0§2,,, ou seja

gu (W) = =9, (y7) Vopar (y,y7) € 0. (2.69)

Finalmente, as fontes internas de calor ortogonais ao espaco VZ) sao, da mesma

maneira que no caso anterior, as identicamente nulas,
bu(y) =0 VyeQ,. (2.70)

2.1.6.4 Modelo de fluxo uniforme no contorno do EVR
Para este tltimo modelo, a escolha feita para o espaco V), ¢ a de minima restricao
térmica no EVR. Assim, o espaco das variagoes admissiveis de flutuagoes de temperatura
¢é dado por
_ M ¢
V=V, = K- (2.71)

Da mesma forma que nos modelos apresentados nas duas se¢oes anteriores, as fontes
internas de calor que satisfazem a equacao variacional (2.30)9 sdo as identicamente nulas,
ou seja,

bu(y) =0 VyeQ,. (2.72)

Para um modelo constitutivo baseado na minima restricao térmica no EVR, o fluxo

externo de calor compativel é dado por

9. (y) =q(x) -n(y) VyeoQ, (2.73)
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isto significa que o fluxo externo de calor é uniforme no contorno do EVR. A validade da

expressao (2.73) pode ser demonstrada. De fato,

Proposicao 2. Para um modelo constitutivo multi-escala baseado ma minima restri¢do
térmica no EVR, tem-se como conseqiiéncia que o fluxo externo de calor satisfaz a sequinte

igualdade
gu(y) =q(z) -n(y) Vye o, (2.74)

onde q (x) é o fluxo de calor macroscopico associado ao ponto x do dominio ).

Prova. Em forma geral, é possivel escrever o fluxo de calor no contorno como,

9. (y) =aq,(y) n(y) Vyeo, (2.75)

mas, segundo o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel o fluxo de calor no

contorno deve satisfazer

/ gu (y)ndS = (q,-m)ndS=0 VpeV'. (2.76)
00, o9,

Da mesma forma que o apresentado na Secao 2.1.1 (eq.(2.5)), o fluxo de calor no EVR

pode ser decomposto em uma soma

q,(y)=4q,y) +aq,y), (2.77)

de uma parcela constante em y, por hipdtese g, e uma flutuagao no fluxo térmico mi-

croscépico, q,,(y), tal que

/ (g, -n)ndS = g,ndS =0, (2.78)

o9, o,

onde g;; ¢ a componente normal da flutuagao do fluxo microscopico de calor, dada por
q, n=4q,. (2.79)

Por outro lado, associado ao fluxo de calor qu(y), é possivel definir o vetor ¥ como

$:= [ ¢'nds, (2.80)
99,

n z : 4o: : n o _
onde ¢, é a componente normal do fluxo de calor microscépico, ou seja q;; = g,. Intro-
duzindo a decomposicao aditiva para o fluxo de calor na definicdo dada acima para o vetor

1, tem-se que
Y = !/ﬁ q,+q,) nndS
8%“ pt4,) - n
= / (n®mn)dSq, +/ g,ndS. (2.81)
o9, o0

©w
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Lembrando a defini¢ao do escalar gy, a expressao acima pode ser escrita como

Y =Rq,, (2.82)
onde o tensor de segunda ordem R é definido da seguinte forma

R:= | n®nds, (2.83)
o,

e depende exclusivamente da geometria do contorno do EVR. Sendo que o tensor R é in-
vertivel para todo contorno fechado 992, a decomposicao aditiva apresentada na eq.(2.77)

¢ de fato possivel com

3,=R'% = q,y)=q,) - aq,. (2.84)
Considere agora o campo escalar
n" =G, (2.85)

com a definicdo acima, é simples observar que n* € Vlf’l. Entao introduzindo a decom-
posicao aditiva do fluxo de calor e o campo escalar n* na condicao de ortogonalidade dada

pela eq.(2.76), tem-se

/ (g, -n)n"dS = g, / n*ndS—l—/ (q, -m)n"dS
09, 0 o0,

= [ @ras—o = g-o (256
8,
Do resultado obtido acima, segue que

q,(y) -n(y) =0 VYyecdQ,. (2.87)

Finalmente, fica demonstrado que o fluxo de calor no contorno do EVR, para o modelo

que esta sendo estudado, é constante

9 (¥)=q,(y) n(y)=q, n(y) VYyeco,. (2.88)

Para completar a prova, considere a definicdo da homogeneizacao feita na Secao 2.1.1 para
o fluxo de calor em termo das fontes internas e do fluxo externo no contorno, dada pela

seguinte expressao

q(z) = — . (2.89)

Vi

/ gude—/ b,ydV
o9, Q,

Levando em conta que a fonte interna de calor b, é nula e o resultado (2.88), o fluxo de

calor macroscépico é dado por

1
o0y,

(I(fB):Vu

7 @, =13, = a,. (2.90)

/é’m (y @n)dS
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0 que encerra a prova da proposicdo. m

Note que com a presente construgao variacional do modelo da minima restricao
térmica, a condigao de fluxo externo dada pela eq.(2.73) é uma conseqiiéncia da escolha
feita para o espacgo das variacoes admissiveis Vlf‘/l e nao pode ser imposta a priori. Devido
a condicdo estabelecida em (2.73) este modelo é conhecido como de fluzo uniforme no

contorno.

Observacao 7. Os espacos que definen os modelos desenvolvidos nas se¢des anteriores

sao apresentados de maneira resumida no quadro abaizo

(a) Modelo de Taylor

T ._
V, =1{0}.
(b) Modelo de temperatura linear no contorno
VE = {ﬁﬂ eﬁ;:ﬁu(y):OVyeé?Q#}.

0

() Modelo de flutuagao periddica de temperatura no contorno

VZ; = {&M € I@Z Uy (y+) Uy, (y*) Vpar (y*,yf) € GQM} i

(d) Modelo de fluzo uniforme no contorno

M eox
VM=K

Um fato importante que deve ser notado € que os modelos ora apresentados diferem entre
eles somente pela escolha feita para o espaco das variagoes admissiveis V,, C l@; Do
quadro acima € simples ver a sequinte relagdo entre os espacos propostos para os modelos
obtidos,
T L P M
V., CV, CV, CV, . (2.91)

Dai seque que o modelo de Taylor e do fluro exterior uniforme mo contorno fornecem
0s limites superiores e inferiores, respectivamente, para todas as possiveis escolhas das

restricoes térmicas para o espaco das variacoes admissiveis.

Observacao 8. Nos modelos constitutivos multi-escala apresentados anteriormente, foi
provado que, exceto no modelo de Taylor, as fontes internas de calor compativeis com a
modelagem proposta sio necessariamente nula, b, (y) =0 Vy € (Tu Entao, introduzindo
esse resultado em (2.27), tem-se que o fluxo térmico homogeneizado pode ser obtido a

partir do fluxo externo de calor g, como

1

—— [ gu.yds. (2.92)
Vi Joa, "

q(z)
A expressdao mostrada anteriormente possui a vantagem de ser muito simples, o que torna

fdcil sua implementacdo computacional. No caso de modelo de Taylor, o fluxo de calor

macroscopico € calculado diretamente com a eq.(2.58).
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2.1.7 Tensor de condutividade térmica homogeneizado

No desenvolvimento dos modelos constitutivos multi-escala, baseados na média volu-
métrica de campos definidos ao nivel microscépicos, uns dos principais objetivos é obter a
resposta constitutiva do EVR considerado. Portanto, o propdsito principal desta secao é
apresentar a derivagao do tensor de condutividade térmica macroscopico, empregando as
técnicas multi-escala apresentadas nas segoes anteriores.

Repetindo, por conveniéncia, a forma fraca do problema de equilibrio térmico mostra-
do anteriormente, tem-se o seguinte problema variacional: dado o gradiente de temper-
atura macroscopica Vu, encontre o campo de flutuagao de temperatura microscépica

Uy € ’6#’ tal que

— 0, K, Vi, - VndV = /Qu K, Vu-VndV Vn € V,. (2.93)

Como o problema em estudo ¢ linear, o tensor de condutividade térmica macroscépico
pode ser obtido através de uma superposicao linear de problemas associados com as com-
ponentes cartesianas do gradiente de temperatura macroscopico. KEste procedimento é
completamente andlogo ao proposto por Michel et al. (1999) [81], no contexto da mecénica
dos sdlidos. Deste modo, o gradiente da temperatura macroscopica € escrito em termos

de suas componentes cartesianas da forma
Vu = (Vu), e;, (2.94)

onde os escalares (Vu), sdo as componentes do gradiente da temperatura macroscépica
na base definida pelos vetores e;, dadas por (Vu), = Vu - e;. Devido a linearidade do
problema (2.93) a flutuagdo da temperatura microscépica 4, pode-ser construida como
uma combinacgao linear das componentes do gradiente da temperatura macroscopica da
seguinte forma

iy = (V), iy, (2.95)

sendo os campos escalares u,, chamados de flutuacoes tangenciais de temperatura. Cada
@, representa a derivada do campo de flutuacao de temperatura do EVR em relagao a
componente do gradiente de temperatura macroscépica na direcao do elemento da base

e;. Entao, substituindo a expressao acima no funcional (2.93) tem-se

— / K, (Vu), Vi, - VndV = / K, (Vu),e; - VndV Vn € Vy,
Q, 2
— | K,Vi,, -Vndv = [ Kue;-VndV  WneV, (2.96)

Q. Q.

com ¢ = 1,2 para o caso bidimensional. Assim, os escalares 1, que geram a base da com-
binagao linear (2.95) sao obtidos da resolucao do sistema canoénico de equagoes variacionais
(2.96).

Ao nivel macroscépico, a lei de Fourier estipula que o fluxo de temperatura associado
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ao ponto x satisfaz
q(x) = —-KVu(x), (2.97)

onde K é o tensor de condutividade térmica homogeneizado que caracteriza a resposta
constitutiva correspondente ao ponto material do macro-continuo . Em vista da definicao
(2.24) e da lei de Fourier ao nivel microscépico, eq.(2.44), a equagao anterior é equivalente
a
KVu = 1/ K, Vu,dV. (2.98)
Vi Ja,

Empregando a decomposicao aditiva para o campo de temperatura u, e a expressao

(2.95), o funcional mostrado acima pode ser escrito como,

1 1
KVu = — / K, VudV + — / K, Vi, dV
Vi Qu Vi Qu
1
= K'Vu+ | = / K, Vi, dV | (Vu),, (2.99)
Vi Ja, L

onde K7 é o tensor constitutivo homogeneizado associado ao modelo de Taylor, sendo

dado pela seguinte expressao,

1
K7 = v / K,dV. (2.100)
BJQy

Agora, note que a aplicacao tensorial K, Vi, pode ser escrita em termos da suas

componentes como:
K.V, = (Ku)jk (ej @ ep) (Viiy, ), ex = (Ku)jk (Vi) €5, (2.101)

e substituindo-a na eq.(2.99) tem-se,

Vi
= K7Vu+ KV, (2.102)

1
KVu = K7Vu+ </ (K (Vﬂm)lejdv> Vu-e;
Q

onde o tensor constitutivo homogeneizado associado a parcela de flutuacao K é obtido

COImo:
1 -
v, /Qu (K (V“M)k av

€; ®e]'. (2103)

Finalmente, a forma fechada do tensor constitutivo homogeneizado K é dada por
K=K’ + K. (2.104)

Observacgao 9. O tensor de condutividade térmica homogeneizado pode ser obtido como
a soma de duas contribuicées: (i) a média volumétrica K7 do tensor de condutividade
térmica microscopico, e (ii) a contribui¢ao da parcela de flutuagdo K que depende somente
da flutuagao tangencial U, que, por sua vez, depende da escolha do espago V,. Ambas as
contribuicoes sao independentes do gradiente de temperatura macroscopico. Note que para

o modelo de Taylor u,, = 0 para qualquer direcao i, entao tem-se que K=0c¢K=K7.
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2.1.8 Implementagao computacional

Esta secao fornece uma breve descricao da implementacao computacional da mod-
elagem constitutiva multi-escala discutida nas secoes anteriores, no contexto das aprox-
imacoes por elementos finitos. Em particular, trata-se de forma detalhada a construgao das
versoes discretas dos espacos das variagoes admissiveis para as flutuacoes de temperatura
microscépica para os diferentes modelos apresentados na Secao 2.1.6. Encerrando a segao,

discutem-se brevemente alguns aspectos computacionais.

2.1.8.1 Discretizagao por elementos finitos
Segundo mostrado anteriormente na Secao 2.1.5, a forma fraca do problema de
equilibrio térmico é dada pela seguinte equagao variacional: encontre o campo 1, € ’6/“

tal que

/ K, V(u+Vu-y+i,) -VndV =0 VeV, K. (2.105)
QM

De maneira geral, o campo de flutuacoes de temperatura i, e as variagoes admissiveis
1 podem ser aproximadas, para uma malha de elementos finitos com N néds, por uma

combinacao lineal do tipo
=Y Wy e n=Y 1, (2.106)
j=1 J=1

onde @}, e 1)’ sao, respectivamente, os valores nodais do campo de flutuagoes de temperatura
e das variacoes admissiveis, e ¥; sao as classicas fungoes de interpolagao globais. Com a
discretizacao proposta acima para os campos microscopicos i, e 1, a expressao (2.105)

pode ser escrita em forma discreta como

i DB (i, + Upp) - Bny,dV =0 Vg, € KIP C K, (2.107)
"

onde D denota a matriz da resposta constitutiva no dominio do EVR, a matriz B contém
as derivadas cartesianas das funcoes de interpolacao v;, uy, € ICZP ¢é o vetor associado aos
valores nodais da flutuagao de temperatura microscépica (sendo que I@Zp é a versao discreta
do espago ICM associada a aproximagao adotada), o vetor dip, contém o produto (Vu - y)|;
avaliado em cada né j da malha de elementos finitos e 7, ¢ o vetor que possui os valores
nodais associados as variagoes admissiveis. Aqui os indices h € (0,1] C Rep € N denotam
a dependéncia da aproximagao com os parametros h, que define o tamanho caracteristico
dos elementos finitos, e p associado a ordem polinomial das funcoes que geram a base da
aproximacao (2.106). Finalmente, a solu¢ao por elementos finitos do problema (2.105)

consiste em resolver o seguinte sistema algébrico de equagoes

(Frp + Kiplinp) - My =0 ¥y, € KIP C K, (2.108)
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para o vetor de incdgnitas nodais generalizado uy,, onde fj, e Ky, sao, respectivamente,

o vetor de carregamento nodal generalizado e a matriz de rigidez global, dados por

Khp = / B'DBAV e f, = Ky, (2.109)
m

No caso do modelo de temperatura linear no contorno do EVR, desenvolvido na
Secao 2.1.6.2, a solu¢do do problema (2.105) segue o caminho cldssico dos problemas
lineares de conducao estaciondria de calor. Basta apenas prescrever o valor zero aos graus
de liberdade associados as flutuagoes de temperatura no contorno. No entanto, para
os modelos de flutuagao periédica de temperatura (Segao 2.1.6.3) e da minima restrigdo
térmica (Segao 2.1.6.4), as condigdes de contorno no EVR sdo nao convencionais. A
principal diferenca reside na geracao do espago discreto para as flutuagoes de temperatura
admissiveis e virtuais, cujas restrigoes nao sao descritas de uma forma local. Em seguida,
portanto, é brevemente descrita a construcdo do espaco de elementos finitos, colocando
em evidéncia as condicoes de contorno em termos dos graus de liberdade nodais para os

modelos mencionados anteriormente.

Modelo de temperatura linear no contorno. Como mencionado anteriormente, o
modelo de flutuacéo de temperatura nula no contorno nao requer comentarios adicionais,
pois pode ser implementado seguindo o caminho cldssico dos problemas de difusao esta-
ciondria de calor. No entanto, em seguida é apresentada uma breve discussao acerca
de uma implementacao computacional alternativa para esta classe de modelos, seguindo
uma estrutura similar a que serda empregada na implementacdo dos modelos de flutuagao
periédica de temperatura no contorno do EVR e da minima restricao térmica. Considere,
entao, que o espago discreto l@ﬁp das flutuagoes de temperatura admissiveis pode ser

definido como
Rhw = {v = (Vi) vb = 0} : (2.110)

onde v’, v? denotam os vetores contendo, respectivamente, os graus de liberdade interiores
e do contorno do EVR. Dividindo, portanto, a matriz Ky, e os vetores f,, upy, € np, da

mesma forma que v, tem-se que a equagao (2.108) pode ser escrita como

i R ~i i
_hp +,,h£‘+'fh£, M N0 (e ) g vy b (2.111)
f ki ke |\ ah ) e e ’
P p ., “hp p P

Introduzindo a restricao do espaco discreto I@Zp sobre os graus de liberdade do contorno

do EVR, a expressao acima se reduz a
(i, + ki) - mh, =0 Vnj,. (2.112)

Levando em conta a arbitrariedade de nﬁlp, a equacao discreta do equilibrio para os graus

de liberdade interiores é dada pelo seguinte sistema de equacoes algébricas para o vetor
a},,

i~

o, = —Fh. (2.113)
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Como mencionado, o sistema de equagoes algébricas anterior fornece a solucao associada
aos graus de liberdade interiores do EVR. Levando em conta, portanto, a decomposigao
e restricao mostrada na definicdo do espago discreto I@Zp , €q.(2.110), o vetor flutuacao de

temperatura microscépica uy, é dado por
~ _ "'i T
Upp = (U] 0)°. (2.114)

Modelo de flutuacao peridédica de temperatura no contorno. Para o modelo de
flutuagao periédica de temperatura no contorno, a geometria do EVR deve respeitar as
restricoes previstas na Secdo 2.1.6.3. Neste caso, é conveniente assumir® que cada né do
contorno T, com coordenada yj, tem um par i, com coordenada y; , como mostrado
na Fig.2.3. Com as condicbes mencionadas anteriormente, o espaco discreto léﬁp das

flutuagoes de temperatura admissiveis pode ser definido como
ch ; —\T -
KiP = {v=('vv) :vi=vT}, (2.115)

onde v', v e v denotam os vetores contendo, respectivamente, os graus de liberdade

interiores do EVR e das partes ' e I'” do contorno do EVR, ou seja,

N N
r*tur-=90Q, I''=Urll e I'=UT;. (2.116)
=17 =1’
[ 4 , 9
v v
L A >9;-
0—6;—0

Figura 2.3: geometrias discretas para os EVR periddicos.

Ao dividir fpy, kpp, Upp € 1, na mesma forma que v e levando em conta a definicao

(2.115), lembrando que up, e 1y, pertencem ao espago I@Zp , a expressao (2.108) assume a

forma
i i it i =i i
. _he ,,@,Lkﬁgi,ﬁp,, Unp My
+ +io et Kkt ot . + -0 VY i + 2.117
,ffip, + 7'};?;7‘}%;43?:7 ,L:'iip, ,?l}rp, Mhps M- (2:117)
hp khp | khp | khp Unyp Mhp

Considerando a repeticao de ﬁzp e "ﬁp nos vetores dos graus de liberdade nodais, a equagao

3Esta hipétese néo é necesséria, mas simplifica consideravelmente a implementacdo computacional do
modelo utilizando o método dos elementos finitos.
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discreta do equilibrio (2.117) se reduz & seguinte forma

i it ' k1++k ﬁi nz )
__ _thp_ o _the ' Thp U Thp _“hp _ _dhp ) i +
+ — . =0 Vnm;,, ,
{<f;;+f;p> [k*l P g, ks kK)}(n ey
(2.118)

que, em vista da arbitrariedade de nzp e "7;;,7 tem-se o seguinte sistema linear de equacoes

s1s ~q ~
algébricas para os vetores uj,, e u hp

ii ! kz+ k ~ i
,7;7@”;7#”:% 7777777 ) o[ ) (219)
k ’L+khpl ‘ k +khp "‘k +khp uhp f +fhp

Finalmente, com a solugao do sistema de equacoes algébricas anterior e levando em conta
a decomposicao apresentada na definicdo do espago discreto ICM , €q.(2.115), o vetor flu-

tuacao de temperatura microscépica uy, é dado por

Upp = (uhp|uhp|uhp)T' (2.120)

Modelo de fluxo uniforme no contorno do EVR. Para este modelo é seguido
um procedimento completamente analogo ao anterior, visando obter o conjunto final de
equagoes algébricas de elementos finitos sob a hipétese de minima restrigao térmica (fluxo
uniforme no contorno do EVR). Para comecar, considere a seguinte definicdo da contra-

parte discreta do espago das flutuagoes de temperatura admissiveis e virtuais (2.18):

l@ﬁp = {v = (V)T : /
onh

"

(¢p - v*)ndORQY, = 0} , (2.121)

onde v¢ e vb

sao os vetores que contém os graus de liberdade interiores e do contorno,
respectivamente, e ¢, € o vetor das fungoes de interpolacao globais associadas unicamente
com os nés do contorno do EVR discretizado. Do espago mostrado em (2.121), é simples
ver que a restricio integral sobre v® pode ser escrita equivalentemente em forma matricial

como
Cv’ =0, (2.122)

sendo C a matriz de restri¢cdo sobre os graus de liberdade do contorno do EVR. Para um
EVR discretizado com k nds interiores e m nds no contorno, no caso bidimensional vb é

um vetor de dimensao m e C é uma matriz de dimensao 2 x m dada por

faﬂ;’i g0k+1n1d89“ cee faﬂﬁ gpk+mn1d89u

C =
faQZ g0k+1n2daQM te fﬁﬂﬁ (,DkerngdaQu

, (2.123)

com n1 e np denotando as componentes do campo vetorial n, normal ao contorno 9€2,,,
associadas a base global ortonormal {e1,e2} e ¢;, j =1,--- ,m, sdo as funcoes de forma
globais associadas aos nés do contorno. Neste caso, a equagao (2.122) fornece duas re-
strigoes lineares sobre a quantidade total dos m graus de liberdade no contorno discreto

do EVR. Para EVR tridimensionais, as dimensoes do vetor v’ e das matriz C sdo, respec-
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tivamente, m e 3 X m. No contexto usual de elementos finitos, em vez de utilizar fungoes
de forma globais, a matriz C é obtida da montagem de matrizes elementares que em duas
dimensdes, para um elemento e com g nés na interseccio I'®) do contorno do elemento

com o contorno do EVR, é da forma

C(E): fF(e) ‘pge)nldaQu fr(e) QD_E]e)nld@QH (2.124)
Jro ©1m2d09 - o o nadoQ,,

na expressio acima foi assumido que os nés do elemento e que estao em I'®) sdo localmente
(e)
J

j. Por exemplo, as matrizes para os elementos triangulares convencionais com trés e seis

numerados de lage ¢:’, j =1,---,g, sao as funcoes de forma locais associadas ao né

nés, tendo um tnico lado reto de comprimento (¢ e, no caso do elemento triangular de

seis nos, trés nés igualmente espacados intersectando o contorno do EVR, sao dadas por

(e) (e) 4
c -2 ["1 ”1] O [”1 mom (2.125)

T3 6
2 Ny N9 6 n9 4’/12 n9

A fim de lidar com a restricao (2.122) sobre o espago discreto das flutuagoes admissiveis e

virtuais de temperatura é conveniente dividir v como
vo = (v/jvipv)T, (2.126)

onde os sub-indices f, d e p denotam, respectivamente, os graus de liberdade livres, depen-
dentes e prescritos no contorno discreto do EVR. Conseqiientemente, a matriz de restrigao
global é particionada como

C:[Cffcdicp}, (2.127)

tal que a equagao da restrigao integral (2.122) fica

{ c/icticr } vi | =o. (2.128)

vP

O problema de equilibrio discreto (2.108) é totalmente determinado a menos de um cons-
tante. Portanto, é necessario prescrever graus de liberdade para tornar o problema (2.108)

bem posto. Trivialmente, sem perda de generalidade, é prescrito
v’ =0, (2.129)
onde vP contém um grau de liberdade convenientemente escolhido. Assim, a equacio de

[ c/ic } ( “:Z ) = 0. (2.130)

Em duas dimensoes, o resultado anterior representa duas equagcoes escalares envolvendo

restricao se reduz a

m — 1 varidveis, e no caso tridimensional sao trés equacoes escalares com m — 1 varidveis.
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Finalmente, o vetor v¥ pode ser escrito em termos de v/ como
vl = Rv/, (2.131)

onde
R=—(CH~lc/. (2.132)

Note que os graus de liberdade dependentes (correspondentes a v?) devem ser escolhidos
tal que a matriz C? seja inversivel. Levando em conta as consideracdes anteriores, o espaco

discreto (2.121) pode ser redefinido como
—hp . _ i 1ud\T L d f
kP = {v = (v'|[v/[v*)" :v* =Rv }, (2.133)

que, por conveniéncia, contém apenas os graus de liberdade néo prescritos. A equacgao de
elementos finitos (2.108) para o modelo da minima restrigdo térmica é obtida, analoga-
mente a (2.117), dividindo os vetores e matrizes de acordo com a parti¢do mostrada ante-

riormente e levando em conta (2.133). Assim, o sistema de equagdes fica

e\ [k Kk Kip 1 (- B My o

e | Kk ki [, |k | =0 Yk, (2134)
| % ’

fﬁp k;il; | kh]; ‘ kzﬁ Rugp Rnip

Finalmente, em vista da arbitrariedade de r[}w e nﬁp, o sistema anterior pode ser
reduzido, levando em conta apenas para as varidveis independentes, no seguinte sistema
. ~ /1. ~q ~f
linear de equagoes algébricas para os vetores uy, e uy,,

i ' i f id ~i %
o _hp 0 k zw:tk,hP,R ,,,,,,, Unp = (.- _h__ ). (2'135)
ki, + Rk, ki) + kI R+ Rk +RTk@IR |\ ol £, +Rfh,
Com a solugdo associada aos graus de liberdade interiores e livres, obtidos do sistema
de equagoes algébricas anterior, e a decomposigao proposta em (2.121) e (2.133), o vetor

flutuacao de temperatura microscépica uyp, pode ser construido, finalmente, como
G AP = T
iy = (0, RS | 0)T. (2.136)

2.1.8.2 Aspectos computacionais

A resolucdo numérico-computacional dos modelos constitutivos multi-escala apre-
sentados na Secao 2.1.6 nao segue o caminho classico do método dos elementos finitos,
devido ao fato de ter que impor as restricoes térmicas do espaco das variagoes admissiveis
V,, em sua versao discreta Vﬁp (ou l@ﬁp ). Portanto, nao ¢é possivel utilizar os cédigos de
programas de elementos finitos usuais (ou comerciais, se for o caso). Este fato motivou o
desenvolvimento da técnica de implementagao computacional — no contexto dos elementos
finitos — apresentada anteriormente na Segao 2.1.8.1.

Visando utilizar os espacos usuais para as fungoes de interpolacao de elementos

finitos, na se¢ao anterior foi proposta uma técnica que introduz as restricoes dos espacos
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discretos na prépria construcao do sistema de equagoes algébricas. Com isso, é possivel
utilizar os espagos de elementos finitos convencionais nesta técnica de modelagem consti-
tutiva multi-escala. No entanto, esta forma de construir os espacos discretos de elementos
finitos leva um esforco computacional a mais na identificacao dos graus de liberdade que
permitem a separacao da matriz de rigidez global Kj, e o vetor de carregamentos nodais
generalizados f},,, nas sub-matrizes e sub-vetores necessarios para re-escrever o sistema de
equagoes algébricas. Como os graus de liberdade que devem ser identificados variam para

cada modelo multi-escala, em seguida é mostrado um breve resumo:

e Modelo de temperatura linear no contorno: interiores (i) e no contorno (b);

e Modelo de flutuacao periddica de temperatura no contorno: interiores (i) e nas partes
't e '~ do contorno (+ e —);

e Modelo de fluxo uniforme no contorno: interiores (i) e no contorno (f — livres, d —

dependentes e p — prescritos).

No entanto, existem outras maneiras para colocar o problema no contexto tradicional
dos elementos finitos. Estas outras possibilidades de introduzir as restri¢cées dos espacos

das variacoes admissiveis no problema sao as seguintes:

e Uso de multiplicadores de Lagrange.

e Modificagdo da matriz de rigidez global introduzindo as restricbes com a mesma

técnica empregada na colocacao de condigoes de contorno nao locais.

Por questoes que excedem o objetivo deste trabalho, as alternativas mencionadas
anteriormente para a introducao das restricoes dos espacos no problema nao sao aqui
desenvolvidas. Finalmente, cabe mencionar que toda a implementacao computacional
do método dos elementos finitos, necessaria para o desenvolvimento deste trabalho foi
realizada em MatLab®.

2.1.9 Experimentos numéricos

Empregando a implementacao computacional associada a modelagem constitutiva
multi-escala proposta neste capitulo e discutida na secao anterior, agora sao apresentados
alguns exemplos numéricos acerca da aplicagao desta classe de modelos. Em particular,
através de exemplos simples procura-se mostrar as vantagens desta modelagem em relagao

aos modelos constitutivos classicos encontrados na literatura.

2.1.9.1 Exemplo 1

A fim de testar os limites preditivos (superior e inferior) da modelagem multi-escala
proposta, neste primeiro exemplo é feita uma comparacao entre os resultados obtidos da
modelagem mostrada na Se¢ao 2.1 e modelos cléssicos da literatura. Os modelos teéricos
empregados nesta comparacao sao comumente conhecidos como modelo Voigt-Reuss, Voigt
(1889) [132] e Reuss (1929) [103]. Esses modelos foram desenvolvidos para determinar a
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condutividade térmica efetiva de um meio composto por uma matriz com inclusées em
forma de camadas continuas de material, alinhadas de forma paralela ou perpendicular a
direcdo do fluxo de calor. Entao, para os modelos mencionados anteriormente, a condu-

tividade térmica efetiva do meio k. é obtida analiticamente como

N
Modelo de Voigt = ke= Y fikj, (2.137)
=1
1 Ly
_ J
Modelo de Reuss = L ;k—], (2.138)

onde k; e f; sao, respectivamente, o coeficiente de condutividade térmica e a fracao de

volume associados ao material da fase j—ésima do dominio, tal que, na auséncia de vazios,
N
2 fi=1
=1

Tomando como referéncia para a direcdo do fluxo de calor o eixo horizontal, os
EVRs utilizados para o desenvolvimento deste primeiro exemplo estao caracterizados por
uma micro célula quadrada de dimensdes unitarias, com camadas de largura variavel e

de material com condutividade térmica k; inseridos numa matriz caracterizada com uma

condutividade térmica k,,, como mostrado na Fig. 2.4.

(a) Modelo de Voigt. (b) Modelo de Reuss.

Figura 2.4: exemplo 1 - EVR estudados.

A discretizagdo do dominio de anélise é feita utilizando uma malha uniforme de
elementos finitos triangulares lineares (3 nds por elemento) com uma quantidade de nds
e elementos, respectivamente, da ordem de 1.17 x 10* e 2.3 x 10%. Para a caracterizacio
dos materiais da matriz e inclusao foi empregada uma relagao entre seus coeficientes de
condutividade térmica de k,,/k; = 20.0. Na Fig.2.5 sao mostrados os resultados obtidos
com a modelagem proposta para cada modelo constitutivo apresentado na Secao 2.1.6, e

a comparac¢ao com os modelos tedricos mencionados anteriormente.
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(a) Modelo de Voigt.
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(b) Modelo de Reuss.

Figura 2.5: exemplo 1 - comparagao dos resultados com os modelos teodricos.

Dos resultados mostrados na Fig.2.5, observa-se que a modelagem constitutiva multi-
escala desenvolvida neste capitulo captura o comportamento dos modelos tedricos, eqgs.(2.137)
e (2.138), sem ter que impor a priori, na formulacdo do modelo, a forma e distribuigao do

material de condutividade k; (inclusdo-camada) na matriz.

Observagao 10. Segundo mostrado na Fig.2.5 o modelo de Taylor (regra da mistura)
estabelece o limite superior para todos os possiveis modelos constitutivos multi-escala deste
tipo, werificando-se o estabelecido na Se¢do 2.1.6.1. No entanto, o modelo de Taylor é
de pouca utilidade prdtica uma vez que conduz a uma sobreestimacao da condutividade
térmica macroscopica efetiva. Ostoja-Starzewski & Schulte (1996) [97] mostraram que
0s modelos associados as condicdes de contorno no EVR de temperatura linear e fluzo
uniforme fornecem, respectivamente, melhores limites superiores e inferiores para o ten-
sor de condutividade térmica macroscopico e, como tal, fornece uma estimativa util da

propriedade global do material. De fato, através dos resultados apresentados na Fig.2.5
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- uma vez desconsiderado o modelo de Taylor - observa-se claramente que o modelo de
temperatura linear e do fluxo uniforme no contorno do EVR fornecem os limites superior

e inferior para a condutividade térmica efetiva do meio.

2.1.9.2 Exemplo 2

Neste segundo exemplo é obtido o coeficiente de condutividade térmica efetivo k.
para uma microestrutura quadrada de dimensoes unitérias, caracterizada por uma matriz
de condutividade térmica k,, na qual estao inseridas inclusoes circulares de condutividade

térmica k; distribuidas de forma aleatéria no dominio de andlise, como mostrado na Fig.
2.6.

Figura 2.6: exemplo 2 - geometria do EVR

Os resultados obtidos, para as diferentes classes de modelos constitutivos multi-
escala, sao comparados com o modelo cldssico de Maxwell-Eucken (ME1), Eucken (1940)
[36], Maxwell (1954) [79], Buonanno & Carotenuto (2000) [21], Rocha & Cruz (2001)
[104]. Esse modelo tedrico foi desenvolvido para estimar a condutividade térmica efetiva
do meio assumindo que na matriz existem pequenos discos de material k; (diferente de
km) que estao suficientemente longe um do outro, tal que a distorgao local do campo de
temperatura na vizinhanca do disco nao é afetada pela presenca das outras inclusdes. A

condutividade térmica efetiva do meio é entdo estimada como

fmkm + fzkz Qk?;f_i_}_ki

Modelo ME1 = k.= % )
fm + fisg, %

(2.139)

onde, da mesma forma que no exemplo anterior, f,, e f; representam as fragoes de volume
do material da matriz e das inclusoes, respectivamente, tal que, na auséncia de vazios,
devem satisfazer a relacao f,, + f; = 1.

Para a resolugao das equagoes variacionais (2.96) é empregado o método de elementos
finitos com a implementagao discutida na Segao 2.1.8.1. Assim, o tensor de condutividade

térmica homogeneizado K é obtido segundo mostrado na Secao 2.1.7. Para efeito da
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comparacao, o coeficiente de condutividade térmica efetivo k. é definido como
1 12
Modelo Multi — l = ke=—L(K)=—=>» A, 2.140
odelo Multi — escala e nl( ) npglp ( )

onde n é a dimensdo do espago Euclidiano (n = 2 para o caso bidimensional), [;(-) é o
primeiro invariante do tensor (-) e A, sdo os autovalores do tensor K. A discretizacao do
dominio de andlise é feita utilizando uma malha uniforme de elementos finitos triangulares
lineares com uma quantidade de nés da ordem de 1.17 x 10* e elementos da ordem de
2.3 x 10%. Para a caracterizacdo dos materiais da matriz e inclusdo foi empregada uma
relagao entre seus coeficientes de condutividade térmica de k&, /k; = 20.0. Finalmente, na
Fig.2.7, ¢ mostrada a comparagao entre o modelo classico de Maxwell-Euken e os modelos

multi-escala desenvolvidos.

1,0 ~
0o - MEI
’ - Taylor
0.8 4 —— Linear
—— Periodico
0,7 —&- Uniforme
0,6 -
SUEE
.;'du
04 1
0,3 1
0,2 -
0,1 A
0,0 T T T T T T T T T 1

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0.4 0,45 0,5

(2

Figura 2.7: exemplo 2 - resultados e comparacgoes.

Observacgao 11. A principal desvantagem do modelo de Mazwell-Euken é que ndo leva
em conta o efeito da prorimidade entre as inclusoes. Como conseqiiéncia, esse modelo
€ vdlido para baizas fracdes de volume f;. Quando o valor de f; aumenta, a capacidade
preditiva do modelo diminui, sobreestimando a condutividade térmica do meio. Por outro
lado, a modelagem multi-escala proposta leva em conta a influéncia entre as inclusdes
ao estimar a condutividade térmica efetiva, o que explica a discrepancia nos resultados

obtidos, como € possivel observar na Fig. 2.7.

2.1.9.3 Exemplo 3

Com o intuito de testar as capacidades preditivas da modelagem constitutiva apre-
sentada nas secoes anteriores, neste exemplo propoe-se confrontar a técnica computacional
apresentada nas secoes anteriores com dados experimentais obtidos com experiéncias em

laboratodrio. Com esse objetivo, sao utilizados como referéncia os resultados experimentais
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apresentados por Carson et al. (2004) [24]. Nesse trabalho os autores obtém em laboratério
o coeficiente de condutividade térmica efetivo k. de um material andlogo a um material
pseudo-poroso para vérias fracdes de vazios. Esta técnica de validagao de modelos com-
putacionais, em particular o teste dos limites preditivos (superior e inferior) obtidos, com
dados experimentais é amplamente utilizada na literatura para esta classe de aplicagoes,
como pode ser visto, por exemplo, em Carson et al. (2005) [25], Yin et al. (2005) [134]
e Kumlutas & Tavman (2006) [67]. A micro-célula de andlise estd composta por uma
matriz de gel com inclusoes de expanded polystyrene (SPE) simulando, respectivamente, a
frag@o sélida e os vazios do material real. As propriedades fisicas dos materiais utilizados
na modelagem computacional sdo mostrados na Tabela 2.1 (Carson et al. (2004) [24]).
Na simulagdo numérica sao estudados trés EVRs quadrados de tamanho unitarios com

diferentes quantidades e distribuicoes das inclusoes para vérias fragoes de volume:

e Caso A: uma tnica inclusao centrada de raio r variavel (Fig.2.8(a)) no dominio €,
discretizado com uma malha uniforme de elementos finitos triangulares lineares com
um total de 11767 nés e 23132 elementos.

e Caso B: 8 inclusoes de raio varidvel r, distribuidas de forma aleatéria no dominio €2,
(Fig.2.8(b)), discretizado com uma malha de elementos finitos uniforme possuindo

47994 elementos triangulares lineares e 24284 nos.

e Caso C: 31 inclusoes de raio r varidvel, distribuidas de forma aleatéria no dominio €,
(Fig.2.8(c)), discretizado com uma malha de elementos finitos uniforme possuindo

23722 elementos triangulares lineares e 12062 nos.

EWm K1) pkegm™?) c(kJkgt K1)
Guar gel 0.600 & 2% 1010 £ 1% 4.15 4 0.5%
Ezxpanded polystyrene 0.035 + 3% 35.4+0.6% 1.006 +0.5%

Tabela 2.1: exemplo 3 - propriedades fisicas.

(a) Caso A. (b) Caso B. (c) Caso C.

Figura 2.8: exemplo 3 - geometrias dos EVRs.

Para a obtencao do coeficiente de condutividade térmica efetivo é empregado o

mesmo procedimento descrito no exemplo anterior, no qual o valor do parametro efetivo
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k. é obtido da expressao (2.140) utilizando o desenvolvimento apresentado na Segao 2.1.7.

Na Tabela 2.2 sao apresentados os tensores constitutivos homogeneizados para uma deter-

minada fragado de volume de inclusoes f;, obtido para cada um dos modelos constitutivos

multi-escala identificados como: Taylor—7, Linear—£, Periédico-P e Minima restricao

térmica—M.

[9.95

T__
K= | 0
[9.44

T__
K= | 0
[9.28

T_
Ko = | 0

0
9.95]

0
9.44]

0

9.28]

748 0 ]
| 0 7.48]
(a) Caso

[6.76  0.02]
0.02 7.02)
(b) Caso

[6.75 0.01]

~ [0.01 6.62] _
(c) Caso C. f; =~ 0.49.

KP=

KP=

KP=

[7.03 0 ]
0 7.03]
50.

[6.34  0.09]
10.09 6.88)
48.

[6.67 0.01]
0.01 6.57]

[6.77 0 ]

M_

K= | 0 6.77]
[6.27  0.03]

M_

K= 10.03 6.64)
[6.60 0 ]

M_

K= | 0 6.46)

Tabela 2.2: exemplo 3 - resposta constitutiva macroscépica.

Finalmente, na Fig.2.9 sdo mostrados os resultados obtidos para os Casos A, B e C,

e a comparacao com os dados experimentais.

1,00 <
0,90 -
0,80 -
0,70 -

0,60 -

0,10 -

— Taylor
- Linear
== Periddico
—o- Uniforme

Dados Esperimentais

¢ Conjunto de dados 1

o Conjunto de dados 2
s Conjunto de dados 3

0,00
0,00

0,10

0,20

(a)

0,30

Caso A.
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1,00 -
0,90 -
Dados Esperimentais
0,80 7 o Conjunto de dados 1
8 Conjunto de dados 2
0,70 1 A Conjunto de dados 3
0,60 -
§ 0,50
=7 o8
~ o opg
0,40 - K
0,30 1 — Taylor
- Linear
0,20 1 —*= Periodico
0.10 - -o—= Uniforme
0,00 T T T T T ]
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
fi
(b) Caso B.
1,00 -
S
0,90 ~ Dados Esperimentais
0.80 - o Con]:unto de dados 1
o Conjunto de dados 2
0,70 - Conjunto de dados 3
0,60 -
S
=
3 0,50 A
3
O op
0,40 - K
0,30 - — Taylor
— Linear
0,20 - == Periodico
—o- Uniforme
0,10 -
0,00 T T T T T ]
0,00 0,10 0,20 0,30 fi 0,40 0,50 0,60
(]

(c) Caso C.

Figura 2.9: exemplo 3 - resultados e comparacao com os dados experimentais.

Desta comparacao (Fig.2.9), observar-se que os dados experimentais estao contidos
entre os limites superior e inferior fornecidos pelos modelos constitutivos multi-escala
mostrados neste trabalho. Sendo assim, é possivel afirmar que esta classe de modelos
fornece uma estimativa adequada e 1til da resposta constitutiva efetiva (macroscépica) de

um material real, evidenciando a capacidade preditiva dos modelos multi-escalas.

Observagao 12. : Sequndo mostrado na Fig.2.9, ndo existe uma variacdo relativa impor-
tante do coeficiente de condutividade térmica efetivo entre os diferentes EVRs estudados

(Casos A, B e C). Portanto é possivel afirmar que a resposta constitutiva efetiva k. €

43



Capitulo 2. Conducao estacionaria de calor

mais sensivel a variagdo da fracdao de volume f; e da relagdo ky,/k; que da propria dis-
tribuicao espacial das inclusoes; sempre que as inclusoes ndo estejam alinhadas numa
direcdo preferencial, introduzindo uma ortotropia na resposta constitutiva macroscopica

da micro-célula.

2.1.9.4 Exemplo 4

Em situacoes mais gerais que aquelas apresentadas nos exemplos anteriores, nao é
possivel caracterizar o comportamento de um dado material através de um inico parametro
efetivo. Necessita-se, de fato, obter o tensor constitutivo macroscépico a partir da micro-
estrutura que caracteriza a composicao interna do material. Neste tultimo exemplo, por-
tanto, serd mostrado que através da modelagem constitutiva multi-escala adotada é possivel
obter computacionalmente o tensor de condutividade térmica homogeneizado K que car-
acteriza a resposta constitutiva macroscopica associada a uma dada micro-estrutura do
EVR.

A microestructura estudada estd caracterizada por um dominio quadrado de di-
mensoes unitdrias composto por um material de condutividade térmica k,, (matriz) na
qual estao inseridas uma inclusao circular, com condutividade k;, centrada no ponto (0.19,
0.11) de raio 7 = 0.12 e uma inclusao eliptica, também com condutividade k;, centrada
no ponto de coordenadas cartesianas (0.69, 0.67), com o semi-eixo maior de comprimento
a = 0.25 orientado na dire¢ao horizontal e o semi-eixo menor de comprimento b = 0.10,
segundo mostrado na Fig.2.10. Para a caracterizacao dos materiais utilizados na simulacao
foi empregado uma relacao k,,/k; = 20.0. Na resolugdo numérica foi utilizada uma malha
com 11816 nds e 23230 elementos finitos triangulares lineares. O tensor constitutivo é
obtido empregando a metodologia mostrada na Segao 2.1.7. Os resultados sao apresenta-
dos na Fig.2.10.

KT [18310 0
| 0 18310]°
KE _ |17818 0.038]
~ 0038 15799
KP _ [17736 0.001]
| 0.001 15392
KM 17622 0.054]
| 0.054  14.886)

Figura 2.10: exemplo 4 - geometria do EVR.

Observacgao 13. Devido a simetria do tensor constitutivo homogeneizado K, a mdzrima
anisotropia possivel € uma ortotropia nas direcdes principais do tensor K, ou seja, nas

direcdes dos autovetores associados aos autovalores \;.
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2.2 Anadlise de sensibilidade topolégica

Como mencionado no inicio do capitulo, para estabelecer a sensibilidade da resposta
constitutiva macroscépica em relacao a uma perturbagao singular na micro-estrutura do
EVR serao utilizados os conceitos da analise de sensibilidade topolégica propostos, en-
tre outros, por Sokotowski & Zochowski (1999) [116], Céa et al. (2000) [26], Novotny
(2003) [90] e Novotny et al. (2003) [92]. Esta expansao assintética topolégica estabelece
a sensibilidade de um funcional de forma em relagdo a uma perturbagao infinitesimal
na topologia do dominio de definicao do problema. O principal termo dessa expansao ¢é a
chamada derivada topoldgica, cujo calculo é uns dos principais objetivos deste trabalho. De
fato, nesta secao é apresentado o desenvolvimento matematico e o cdlculo da mencionada
derivada topoldgica para o modelo constitutivo multi-escala de condugao estaciondria de
calor em materiais com comportamento isotrépico ao nivel microscépico. Em particular,
objetiva-se obter a expansao assintética topoldgica do operador constitutivo macroscopico
quando ¢ introduzida uma pequena inclusao circular na micro-escala representada pelo
EVR, ou seja,

qa'Vu:q-Vu—i—Vl,uf(s)DTw—i—o(f(g)). (2.141)

Sendo assim, lembrando que o EVR é representado por €2, = QTUQL, primeiramente
¢ introduzido um furo circular H. de raio € centrado no ponto arbitrario § € €, da matriz
com coeficiente de condutividade térmica k; em seguida, insere-se uma inclusao Z. com
coeficiente de condutividade térmica vk, onde - representa o contraste, de modo a ocupar
o vazio ora produzido. Logo, o dominio topologicamente perturbado é definido como
Q. = (Q,\H:) UZ. (ver Fig.2.11). Cabe ainda definir a normal unitéria ao contorno da

inclusdo como n|y7 = —n.

e

Q Q, Q. = (Q\7) UL

Figura 2.11: micro-estrutura perturbada com uma inclusao Z..

Além do mais, o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel estabelece que
a energia térmica especifica macroscépica avaliada no ponto x € €2 deve ser igual a média
volumétrica da energia térmica microscépica associada ao correspondente EVR nesse ponto

para toda temperatura admissivel, ou seja,

1

1
q-Vu:/ q, Vu,dV e qa-Vu:/ q,. - Vu,dV, 2.142
VH Q. 1% K VN Q. © o ( )

onde u,, satisfaz a representacao em decomposicao aditiva mostrada em (2.5), ou seja, u, =

u+ Vu -y + 1,, sendo 4, solucdo do problema variacional (2.47) e, de forma anéloga ao
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apresentado na Secao 2.1, o fluxo de calor associado ao dominio perturbado €, que(y),
é definido como,
q,. = —k,Vu,, (2.143)

logo, para 7 € [0,00), a condutividade térmica k;, = kj, (y) ¢ tal que

k Yy € Q,\H
=y Y u\He (2.144)
vk, Vy el
Além do mais, a temperatura microscopica u,. € K, = {v e K, : [v] = 0 sobre 07},
associada ao dominio perturbado €., admite a seguinte representacao
uy, =u+Vu-y+a, = Vu, =Vu+Vi,, (2.145)

sendo 1,, o campo de flutuacao de temperatura microscdpica associada ao dominio €2,_,
solugdo do problema variacional: encontre o campo de flutuagao de temperatura mi-
croscépica i, € K. = {v € K, : [v] = 0 sobre 815}, tal que

/Q kN, - Vn.dV = / kpyVu-Nn.dV Ve €V, :={{ €V, [{] = 0sobre 9Z.} .
Me He

(2.146)

A forma forte associada ao problema variacional (2.146) é obtida analogamente &
eq.(2.49) considerando as condigoes de salto sobre a fronteira da perturbagao Z.. Assim,
a equagao de Euler-Lagrange associada a eq.(2.146) resulta no seguinte problema de valor

no contorno: encontre ,,, tal que

( _k'uAﬂus =0 em QM\HE
_’Yk.uAaMs =0 em I&-
i, dV = —-Vu- dVv
fQME‘V He fQMe Yy 7 (2147)
faﬂy‘ u;uE ndS == 0
[i..] =0 sobre €Y, U I,
[, agff ] =-lg] n sobre O, U I,

sendo qj, 0 fluxo de calor microscépico induzido pelo gradiente de temperatura macroscépico

. N . : —k *
Vu associado a micro-estrutura perturbada €, , ou seja, q;, = —k;,Vu.

Observacao 14. Mais uma vez (veja Observagao 6, pag.21), a condi¢ao (2.147)4 estd
naturalmente satisfeita pela escolha feita para o espaco V,_, compativel com a escolha
para V. Além disso, desde que o termo do lado direito de (2.147)s tem média nula, e
do Lema de Lazx-Milgram, tem-se que eziste uma unica solugdo para o problema (2.146).
Finalmente, da coercividade do lado esquerdo de (2.47) e (2.146), tem-se que a seguinte
estimativa € satisfeita para o caso bi-dimensional analisado (veja Seg¢ao B.1 do apéndice
B)

. — il = O). (2.148)

Introduzindo a seguinte notacao para a energia térmica microscopica associada ao
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dominio perturbado

Jo,. (uu.) = / q,. - Vu, dV, (2.149)

He
observa-se que a derivada de Jq, em relagao a u,, na diregao o1, € V), , onde du,, ¢é
a flutuacao de temperatura virtual microscépica, permite estabelecer a seguinte condigao

de minima energia

B
<M,5aus> —0 Vo, €V, = / a,, - Vi, dV =0 Voii,, € V..
Q.LLE

(2.150)
Empregando a representacao da temperatura u,_ dada pela eq.(2.145) e o conceito

da homogeneizacao do fluxo de calor, tem-se

J

substituindo o resultado acima na expressao (2.150), chega-se a

g, [V (Bu.) — V (6u)] dV = /Q g -V (Gu,)dV — Vog® -V (6u),  (2.151)

He

/ q,. -V (0u,)dV —=V,q -V (u) = 0
Q

He

1
= g -V(u) = / q,. -V (0u,)dV. (2.152)
V'u Q.U'E

Observacao 15. Do resultado anterior segue que a minima energia do EVR, na sua
configuragdo perturbada, estd associada com a energia especifica virtual avaliada no ponto
material . Sendo assim, a eq.(2.152) define o operador constitutivo macroscépico pertur-
bado representado por q° (x). Entao, a expansao (2.141) fornece, de fato, a sensibilidade
topoldgica do operador constitutivo macroscopico quando a microestrutura € perturbada de

forma ndo suave com a introducdo de uma inclusdo Z..

2.2.1 Obtencao da derivada topolégica

A derivada topoldgica é obtida a partir da andlise assintética de funcionais que
dependem tanto explicita quanto implicitamente do dominio €2,_, sendo que essa ultima
dependéncia vem do fato que a flutuacao de temperatura microscépica 1, € solucao do
problema variacional associado ao EVR perturbado, eq.(2.146). Este fato conduz a alguns
problemas técnicos que vém sendo gradativamente resolvidos. De fato, diversas metodolo-
gias de céalculo da derivada topoldgica tém sido apresentadas na literatura, dentre outras
pode-se mencionar: material derivative method: Sokotowski & Zochowski (1999) [116], do-
main truncation method: Garreau et al. (2001) [40] e topological-shape sensitivity method:
Novotny et al. (2003) [92]. Em particular, dos métodos existentes na literatura para o
calculo da derivada topoldgica, neste trabalho serd utilizado o proposto por Novotny no seu
trabalho de doutorado, Novotny (2003) [90], cuja expressao para a derivada topoldgica foi
apresentada na se¢ao introdutéria deste trabalho na eq.(1.4). Através dessa abordagem, a
andlise de sensibilidade & mudanca de forma deve ser desenvolvida para o caso particular

em que a perturbagao singular sofre uma expansao uniforme. Nesse contexto, pode-se

47



Capitulo 2. Conducao estacionaria de calor

definir um campo de velocidade de mudanca de forma suficientemente regular v € €,,_,
com a caracteristica particular de ser nulo no contorno do dominio da matriz, v = 0 sobre
OS}', e possuir, no contorno da perturbagao singular, uma dire¢ao contraria ao vetor nor-
mal definido nesse contorno, ou seja, v = —n sobre 0Z.. Em seguida, na Proposicao 1, é
apresentado o célculo da derivada do funcional de forma Jq,_ (uy. ), definido na eq.(2.149),

em relagao ao parametro €.

Proposicao 1. Seja Jq,_ (uyu.) o funcional definido em (2.149). Entdo a derivada do

funcional Jq,_ (uy.) com relagdo ao pardmetro € € escrita como

d
d—gjgus (up.) :/ E“En-vdS—/ divEua-vdVW—/ V[[E“E]]n-vdsw—/ [X,.]n-vdS,
o9, Qe o0, T,

(2.153)
onde v € o campo de velocidade de mudanca de forma definido em 2, e 3, ¢é a gener-
alizagao do classico tensor momento-energia de Eshelby (1975) [35] no EVR, que para o

caso de andlise € dado por
2. = =k [V [*T = 2(Vi, ® Vu,)] . (2.154)

Prova. Estabelecendo uma analogia com a Mecéanica do Continuo, Gurtin (1981) [49], a
derivada do funcional Jq,_(u,.) em relacdo ao parametro ¢ pode ser obtida utilizado o

teorema de transporte de Raynolds. Assim sendo, tem-se que

d * d 2 2 71:
d—EJQNE (up.) = — /Qus ky, (dg\Vu“E] + [Vuy,, | d1vv> dv. (2.155)
Empregando o conceito de derivada material de campos espaciais, Gurtin (1981) [49], o
primeiro termo da integral acima é dado por:

d
d—E|Vu“E]2 =2Vu,, - (Vuu)', (2.156)

onde (-)" é a derivada material (total) do campo (-) em relagao ao parametro €. Utilizando
a decomposicao aditiva do campo de temperatura u,.  dada pela eq.(2.145), a derivada

material do gradiente térmico no EVR perturbado é obtido como,
Vu,, =Vu+ Vi, = (Vu,) = (Vi) = Vi — (Vv)! Vi, (2.157)
e introduzindo o resultado anterior na expressao (2.156), tem-se que
d . .
£|Vu#5]2 =2 [Vu- Vi, + Vi, - Vi, — (Vi @ Vu+ Vi, ® Vi) - Vv]. (2.158)

Substituindo (2.158) em (2.155) e empregando a defini¢ao do divv =1 Vv,

d . .
o () = - /Q 2K [V~ Vi, + Vi, - Vi, — (Vi ® Vu+ Vi, ® Vi) - V] +

1225

k5 (IVul® 4+ 2Vu - Vi, + | Vi, [*) T- Vvdv. (2.159)
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Observa-se, no entanto, que u,, € V.. Assim, os dois primeiros termos da integral acima

satisfazem a equagao de estado (2.146), ou seja

/Q kS (V- Vi, 4+ Vi, - Vi, ) dV =0 Vi, € V.. (2.160)

He

Portanto a derivada do funcional Jq,_(u,.) em relagao ao parametro ¢ é dada por,

d . _
0. (up.) = —/ kS [V, PT = 2(Viy, © Vuy,,)] - VvdV. (2.161)

He

Finalmente, levando em conta a definicao do vetor normal n e utilizando o teorema da

divergéncia, a expressao acima pode ser escrita como,

d . -
%jﬂﬂs (up) = _/ ky, UVUHE‘QI —2(Viy, ® vuﬂs)} n-vds
[2}9)

"

+ / div (K}, [V, "I = 2 (Vil,, © Va,)]) - vdV

He
—/ [ [V [T — 2 (V. ® V)] In - vds
o,
_ / [k [V, T — 2 (V.. © Vu,,)]n-vdS,  (2.162)
0.
onde é possivel identificar o tensor X, definido em (2.154). =

Proposicao 2. Seja X, o tensor momento-energia generalizado de Eshelby no EVR

definido em (2.154). Entao, o campo X, possui divergéncia nula em Q,_, ou seja
div¥, = 0. (2.163)

Prova. Considerando a definigao mostrada na eq.(2.154) e as operagoes apresentadas no

Apéndice C, a divergéncia do tensor X, ¢é obtida como

dive,, = —div (k) [|[Vuu [T -2 (Vi © Vu,,)])
= _2]{::; (vvuﬂs) vu,“«a + ka [vaﬂe Auﬂe + (vvaﬂe) vuﬂs]
= 2k (Vi Auy,) . (2.164)

Levando em conta a equagao de Euler-Lagrange (2.147)1, observa-se que a divergéncia de
¥, de fato é nula. m

Considerando os resultados mostrados anteriormente, eq.(2.153) e eq.(2.163), a ex-
pressao da andlise de sensibilidade do funcional Jo,_ (u,.) pode ser escrita em termos de

integrais de contorno da seguinte maneira,

d
%jgﬂs (uﬂe) = / zl—tan : VdS +/

[[Eue]]n-vds—&—/ [X,.In-vdS.  (2.165)
09, o,

0L,

Introduzindo a definigdo do campo de velocidade de mudanca de forma v em (2.165),
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a derivada do funcional Jq,_ (u,.) em relacio ao parametro ¢ ¢ dada finalmente por:

ijgu (up.) = —/ [3,.In - ndsS. (2.166)
de € oT.

Desse ultimo resultado observa-se que a analise de sensibilidade a mudanca de forma
do funcional Jq,,_ (u,,.) depende apenas do salto fluxo normal do tensor de Eshelby através

do contorno da perturbacao 0Z..

Observacgao 16. No contexto da modelagem constitutiva multi-escala, tem-se que no mo-
delo de Taylor o espago das variagoes cinematicamente admissiveis V,, € o espago nulo.

Consegiientemente, as flutuagoes de temperatura microscopicas sao nulas, ou seja
Vo=Vl ={0} = d,.=0 e Vu, (y)=Vu(z). (2.167)

Assim, o gradiente de temperatura microscépica € uniforme no dominio €),,.. Considerando
o resultado anterior na definicdo do tensor momento-energia generalizado de Eshelby,
eq.(2.154), tem-se

3. =~k Vul’L, (2.168)

introduzindo esse resultado na derivada do funcional Jo,_ (uu.), eq.(2.166), tem-se que
no caso particular do modelo de Taylor a sensibilidade do funcional Jq,_ (uy.) pode ser

escrita como
—dj (uy,,) = / [k*|Vu|*|n - ndS
de Que \Tpe 7T, a
= 2mek, (1 —7) |Vul? (2.169)

Substituindo o resultado anterior na definicio da derivada topoldgica e identificando a

fungao f (¢) como a medida da perturbacdo I,
fle)=me? = f(e) = 2me, (2.170)
a derivada topoldgica associada ao modelo de Taylor é obtida trivialmente como
Dy =k, (1 — ) |Vul?. (2.171)

Nos outros modelos constitutivos multi-escala o espaco das variagoes admissiveis
para as flutuagoes de temperatura microscopicas é nao trivial. Necessita-se, portanto,
levar em conta que @, ¢ solucao do problema variacional (2.146). Assim, adotando-se um
sistema, de coordenadas curvilineo definido no contorno 9Z. caracterizado pelos vetores

ortonormais n e t, o fluxo do tensor de Eshelby na direcao normal resulta em

. o Oy, A, \°> (00, \?
2.n-n =k |[Vul*+2 o (Vu-t) — o) 5 . (2.172)

Por outro lado, observa-se que as condigoes de continuidade da flutuacao de tem-
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peratura ,, no contorno dZ. resultam nas seguintes relagoes,

. B oty Oy, |
ﬂuﬂe]”&[s = 0 = ot . ot ; - 0’ (2173)
ou ou
8;:5 8;:6 = —(1-%)Vu-n (2.174)
Oty | Oy,
= Wm——(l—v)vu-nﬂw an |, (2.175)

Com as relagoes mostradas acima e a defini¢ao do parametro kj,, tem-se que no

contorno da perturbagao sao satisfeitas as seguintes igualdades,

[[k,j|Vu|2]} = ky(1—7)(Vu® Vu) -1, (2.176)
Aty \* ]
[[k: ( ajf) | = 0= (Vie Vi) - e, (2.177)
Oty \* ]
sz ( 5SE> = ku,(1—7) [(1=7) (Vu® Vu) -2y (Vu ®; Vﬁus‘i)
_ =Y (Vi [i ® Vi, |i)] - (n®n), (2.178)
[[k; 815: (Vu -t) _ = k,(1—7)(Vu®s Vi) (t®t). (2.179)

Utilizando os resultados anteriores e levando em conta a igualdade tensorial t ® t =
I — n ® n, munido da representacao (2.145)s, o salto do fluxo do tensor de Eshelby na
direcao normal através do contorno da perturbagao pode ser escrito em termos da solugao

no interior da inclusao Z., da seguinte maneira:
[Z,. 01 = —ky (1—9) (Vi © Va, |) - [T (1 =) a @ n)]. (2.180)

Para resolver a integral no contorno da perturbagao Z. dada pela eq.(2.166) é
necessario conhecer o comportamento da solugao interior @,,|; em relagdo ao parametro
e. Entao, utilizando-se a andlise assintdtica classica (ver eq.(A.14), Apéndice A), o campo

de flutuacao de temperatura microscépica no interior da perturbacao é dado por

e ()]s = s () + 1 [Vut Ve @) = 9) +0(e) VeL, (281

sendo 7, (y) é a solugao do problema no dominio nao perturbado, Vi, (§) é o gradiente
da solugéao no dominio nao perturbado avaliado no ponto §. Assim, tem-se a seguinte

expansao para o gradiente do campo de flutuagao de temperatura em Z.,

Vi, (y) li = Vi (y) + m [Vu + Vi, (§)] + O (¢), (2.182)

com O(g) denotando os termos de maior ordem em ¢, tal que O(¢) — 0 quando £ — 0.
No entanto, expandindo a solucao t, (y) em série de Taylor em torno ao ponto g,

o gradiente Vi, (y) pode ser escrito, assumindo regularidade suficiente de @, em Z., da
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Capitulo 2. Conducao estacionaria de calor

seguinte maneira,

Vi (y) = Vi, () +D (Vi () (y - )
= Vit (§) — eD (Vi (€)n, (2.183)

com & € (y,y) e foi empregada a igualdade (y —g) = —en Vy € IZ.. Finalmente,
introduzindo o resultado anterior em (2.182) e levando em conta (2.145)2, a expansao
assintética para o gradiente térmico no interior da perturbacao pode ser escrita em termos

da solucao no dominio nao perturbado avaliado no ponto § como

Vi, (1) = 5=V (8) + O (e). (2.184)

Assim, considerando esse resultado no salto do fluxo normal do tensor de Eshelby
no contorno da inclusao Z., eq.(2.180), e empregando o teorema da localizacdo, pode-se

resolver intrinsecamente a integral sobre 0Z. que aparece na eq.(2.166), o que resulta em

d 1—~ . .

T ) = A (T (3) © Vo 5)- [ -0 mewjds o)
- 4ku<f+‘])2 (Vi (§) © Yy (9)) - PreT—me (1 - 1) T] + 0 (e)
= 47r6k#1 4__ z (Vu, (§) @ Vu, (§)) - I+ o(e). (2.185)

Substituindo a derivada do funcional Jgo,_ (u,.) em relagao ao parametro € em (1.4)

pode-se identificar a funcao f (¢) da mesma forma que em (2.170). De fato,
fle)=ne2 = f(e) =2me. (2.186)

Finalmente, tomando o limite ¢ — 0, a derivada topoldgica resulta em uma fungao
escalar que depende apenas da solugao u, associada ao dominio original €2, (nao pertur-

bado), ou seja,

" 1—n . .
Dy (§) = Qkﬂm‘w*‘ @) * V§ € Q. (2.187)

Observacgao 17. Como era esperado, a expressao final da derivada topoldgica para mod-
elos constitutivos multi-escala (2.187) coincide com o resultado cldssico associado ao pro-
blema de Poisson, Novotny et al. (2003) [92], Amstutz (2006) [5] e Rocha de faria et
al. (2007) [31]. No entanto, serd mostrado mais adiante que através da eq.(2.187) é
possivel identificar um tensor de sequnda ordem que representa a sensibilidade topologica

do operador constitutivo macroscopico quando € introduzida uma pequena inclusao circular
no EVR.

Como mencionado no inicio deste trabalho, a derivada topoldgica fornece a sensi-
bilidade do problema ao introduzir uma perturbagao nao suave no dominio de anélise

quando ¢ — 0. Visando, portanto, corroborar numericamente o resultado (2.187) obtido

92



Capitulo 2. Conducao estacionaria de calor

analiticamente, define-se a funcao dpy. como

¥ (e) =¥ (0)
f(e)

Se para um dado EVR calcularam-se as fungoes 1 (0) e ¢ () para uma seqiiéncia de

(2.188)

dripe = = gli% dr. = Drp.

perturbagdes circulares de raios € decrescentes, a utilizacdo da féormula (2.188); propor-
cionard uma aproximagao assintética para o valor analitico da derivada topoldgica (2.187).
Os valores da fungao 1 sdo computados numericamente empregando o método dos elemen-
tos finitos para a resolucao do problema de conducao estaciondria de calor, no contexto da
modelagem constitutiva multi-escala, mostrada na Secao 2.1.8.1. O EVR utilizado para
o desenvolvimento desta verificagdo numérica estd caracterizado por uma micro-célula
quadrada de dimensoes unitarias, com uma inclusao circular de raio 0.1 centrada no ponto
de coordenadas cartesianas (0.35,0.75), com a origem do sistema de coordenadas posi-
cionado no canto inferior esquerdo, ver Fig.2.12(a). O material da matriz é caracterizado
pelo coeficiente de condutividade térmica k,, = 2 e o material da inclusao por k; = vk,,. O
estudo é feito introduzindo uma perturbagao circular de material vk, (), para dois valores
do parametro « diferentes, centrada no ponto de coordenadas cartesianas § = (0.5,0.5) e

de raio ¢ varidvel dado por

e € {0.005,0.010, 0.020, 0.040, 0.080, 0.160}. (2.189)

A discretizagdo do dominio de andlise é feita utilizando elementos triangulares
isoparamétricos quadraticos. A malha de elementos finitos foi gerada tal que:
e Contorno exterior: 20 elementos em cada linha.
e Inclusao (centrada em (0.35,0.75)): 30 elementos no contorno.
e Perturbagoes (centradas em (0.5,0.5)): 60 elementos em cada contorno.

Gerando um total de 13353 nds e 6636 elementos, como mostrado na Fig.2.12(b).
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(a) EVR estudado

(b) Malha de elementos finitos

Figura 2.12: EVR de anélise e malha para o estudo.
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Segundo o conceito de modelagem constitutiva multi-escala, o EVR mostrado an-
teriormente representa a microestrutura do ponto material & da macro-escala. Assim,
para o desenvolvimento do estudo foi admitido que o mencionado ponto tem associado o

seguinte gradiente de temperatura macroscépico,
Vu (z) = {1,2}T. (2.190)

Na verificacao numérica apresentada nas figuras seguintes, foram estudados os trés
modelos constitutivos multi-escala cldssicos apresentados na secao 2.1.6, para diferentes

valores do parametro -y, quais sejam:

(a) Modelo de temperatura linear no contorno do EVR-L.
(b) Modelo de flutuagao de temperatura periédica no contorno do EVR-P.

(c) Modelo da minima restri¢ao térmica ou fluxo uniforme no contorno do EVR-M.

O modelo de Taylor (ou da regra da mistura) apresentado na Sec¢ao 2.1.6.1 possui
solucao trivial, nao sendo, portanto, considerado na anadlise.

Na Fig.2.13 é mostrada a comparagao entre os resultados obtidos para os diferen-
tes modelos constitutivos multi-escala (exceto o modelo de Taylor) para cada valor do
parametro v estudado. Observa-se ainda que, para todos os modelos estudados, os valores
calculados computacionalmente da funcao dpi. convergem para o resultado analitico da

derivada topoldgica D71, o que corrobora o resultado (2.187).

17,0
e ~ o DY (§)
16,9 1 /,.’
S oo
168 1 1 — e « D5 (§)
. '-" ‘ .
) T - s D7y (3)
= P
\% ]6,7 7 l.’ /
'@B ‘ .-'/‘/ --&-- Linear
16,6 1 f - - Periodico
! —eo-Uniforme
16,5 - :
f,
164 4 ©
i
163 4 4
.
16,2 T T T T T T T T 1
0 25 50 75 100 125 150 175 200 1/5 225

(a) y=0.1
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-16,0 P e ° DY) (§)
16,1 - o
L Jo ey
; e W = D7) (9)
1621 e e a DRy (g)
D ;" e
=163 4 T
~§ '/‘ .‘;.’! --&-- Linear
-16,4 ¢ I‘;,'/ —-&- Periodico
’ —e-Uniforme
-165 4
|"’r"
4 ™
-16,6 i
-16,7
'16,8 T T T T T T T T 1
0 25 50 75 100 125 150 175 2001/5 225

(b) v =10.0

Figura 2.13: verificacao de convergéncia da derivada topoldgica numérica.

Observacao 18. Da Fig.2.13 observa-se claramente que cada um dos modelos constitu-
tivos multi-escala estudados apresenta uma assintota D) prépria, associada ao valor do

parametro v adotado.

2.2.2 Interpretacao dos resultados

Esta secao é dedicada a mostrar o procedimento de andlise que permite obter, a
partir da forma escalar da derivada topoldgica calculada na secao anterior, a expansao
assintética topoldgica do operador constitutivo macroscopico. Lembrando mais uma vez
que a mencionada expansao constitui uns dos principais resultados deste trabalho.

Levando em conta o resultado da analise assintética topologica mostrado anterior-

mente, eq. (2.187), a expansao (2.141) pode ser escrita explicitamente como
1_
@ Vu= q-Vu+2v(s)kﬂl+7’y IV, |2 + o(v(e)), (2.191)
Y

onde v(g) := me?/V,, é a fragdo de volume da perturbagao Z..

Utilizando os mesmos argumentos apresentados na Secao 2.1.7, ou seja, a partir
das eqs.(2.94) e (2.95), o gradiente térmico microscépico Vu, pode ser escrito como uma
combinacao linear das componentes do gradiente da temperatura macroscopica da seguinte

forma,

Vu, = (Vu), (e; + Vi) = (Vu); Vuy,, = Vuy, =e;+ Vi, (2.192)

lembrando que as fungoes 1, sao as solugoes do conjunto de problemas variacionais (2.96).

Sendo assim, a derivada topolégica D71 pode ser reescrita como segue,

Dr¢ = Dr,Vu - Vu, (2.193)
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onde D7, é um tensor de segunda ordem simétrico, cujas componentes sao dadas por,

L
Dy, = Qka (Vuy, - Vu,) e; @ e;. (2.194)

No entanto, levando em conta a relagao constitutiva linear para o fluxo térmico
macroscopico, tem-se que

qgq=-KVu e ¢ =-K.Vu, (2.195)

onde K e K. sao os tensores constitutivos homogeneizados respectivamente associados
aos dominios €2, e €, . Substituindo a expressao da derivada topoldgica (2.193) em
(2.191) e rearranjando os termos, tem-se que a expansao assintética topolégica do tensor

constitutivo macroscépico é dada por
K. =K —v(e)Dp, +o0(v(e)). (2.196)

Observacao 19. A derivada topoldgica D11, dada por um campo escalar definido no
EVR nao perturbado, depende do gradiente da temperatura macroscopica através da func¢ao
u, = u+ Vu -y + 4, sendo U, solugao do problema wvariacional (2.47). Por outro
lado, do resultado (2.196) observa-se que o conceito da derivada topoldgica no contexto
de modelagem constitutiva multi-escala resulta em um campo tensorial Dr,, da mesma
ordem que o operador constitutivo macroscopico, que representa a sensibilidade topoldgica
do operador constitutivo macroscépico, cujas componentes sao dadas pelo gradiente das
solugdes do conjunto de equagdes variacionais (2.96) associadas ao dominio original nao
perturbado. Além do mais, referidos problemas variacionais nao dependem do gradiente

de temperatura macroscopico.

Observacao 20. Da expressao final do tensor derivada topoldgica, eq.(2.194), € possivel
analisar os casos limites do parametro y: (i) o primeiro caso € quando a inclusao torna-se
um isolante térmico ideal (v — 0), e (it) no outro limite (v — 00) a inclusao resulta num
condutor térmico ideal. As expressdes da derivada topoldgica para os casos mencionados

anteriormente sao:

o Isolante térmico ideal (v — 0):
Dry = 2k, (Vuy, - Vuy,) € ® e, (2.197)
e Condutor térmico ideal (v — 00):

Dr, = -2k, (Vuui . Vuuj) e; ®e;. (2.198)

Em ressumo, a expressao (2.197) fornece a sensibilidade topoldgica do operador constitu-
tivo macroscopico quando no EVR € introduzido um furo*; e a expressio (2.198) representa

a sensibilidade topoldgica a nucleacao de um condutor térmico ideal no dominio do EVR .

4 . . s g . . P . . ~ . .
O furo introduzido no dominio é considerado um isolante térmico ideal, desde que nao sejam conside-
rados os efeitos de transferéncia de calor através da sua fronteira.
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Do desenvolvimento apresentado anteriormente, em particular da eq.(2.196), conclui-
se que o tensor Dr, contém todas as informacoes a priori necessdrias para perturbar o
dominio original do EVR, representado por €,,, de maneira a obter uma variacao desejada

no tensor constitutivo homogeneizado K..

2.2.3 Resultados numéricos

Segundo mencionado no inicio, um dos objetivos secundarios deste trabalho é desen-
volver uma metodologia aplicdvel no projeto e/ou otimizagao de microestruturas, baseada
na informacao fornecida pela derivada topolégica. Portanto, nesta se¢ao sdo mostrados al-
guns exemplos ilustrativos para demonstrar a potencialidade das ferramentas apresentadas
neste capitulo no projeto e/ou otimizagao microestrutural. Cada um dos seguintes exemp-
los foi construido visando mostrar as caracteristicas e/ou propriedades do tensor D7,,. Nos
exemplos 1 a 3 é realizado um estudo qualitativo das propriedades das componentes do
tensor D7, para distintos EVR. Nos exemplos 4 e 5 é apresentado um procedimento para
tornar isotrépica uma microestrutura que inicialmente possui uma resposta constitutiva
anisotrépica. Nos exemplos 6 e 7, mostra-se uma técnica de analise que fornece as bases
para um procedimento geral para o projeto de microestruturas especializadas. Assim, a
estrutura dos exemplos é a seguinte: (i) obter o tensor constitutivo homogeneizado K e o
tensor de sensibilidade topolégica Dy, (i) perturbar o EVR (baseando-se na informagao
fornecida pelo tensor D) e (iii) obter o tensor constitutivo homogeneizado perturbado
K.. Cabe mencionar que o tensor constitutivo macroscopico é calculado empregando a

metodologia proposta por Giusti et al. (2007) [44] e descrita em detalhe na Segao 2.1.7.

2.2.3.1 Exemplo 1

O EVR utilizado neste primeiro exemplo esta caracterizado por uma micro célula
quadrada de drea unitdria, com um poro circular de raio 0.15 centrado no ponto (0.5,0.5),
ver Fig.2.14. O material da matriz é caracterizado pelo coeficiente de condutividade
térmica k = 2.0. A discretizacdo por elementos finitos utilizada na anélise numérica estéd
constituida por uma malha uniforme de 21246 elementos triangulares lineares gerando um
total de 10870 nos.

Figura 2.14: exemplo 1 - EVR utilizado no estudo.
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Os tensores constitutivos homogeneizados K associados ao EVR ora descrito, para

cada modelo multi-escala, sdo os seguintes:

1.734 0
1.734|"

KT [1899 0] e 1738 0 ) pp [LT36 0] g
0 1.859 0 1.738 0 1.736 0

Neste exemplo propoe-se estudar a sensibilidade da micro célula a introducgao de

uma inclusdo circular cuja propriedade de condutividade térmica é definida através do
parametro 7 = 0.1 (menos condutor — Caso A) e v = 10.0 (mais condutor — Caso B).
Assim sendo, na Fig.2.15(Caso A) e 2.16(Caso B) sdo mostradas as componentes do tensor

de sensibilidade topoldgica Dr,, para os modelos constitutivos multi-escala:

e Modelo de temperatura linear no contorno do EVR;
e Modelo de flutuagao de temperatura periddica no contorno do EVR;

e Modelo da minima restrigdo térmica.

No caso do modelo de Taylor (ou da regra da mistura), como as componentes do

tensor D7, sdo constantes, nao sao aqui apresentadas.
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Figura 2.15: exemplo 1 - caso A: componentes do tensor D7, para v = 0.1.
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2.0451E+000

000

9,
6170E+

SE+000

.9980E+000
9. 6884E+000
-1.0379E+001
-1.1069E+001

-2.7265E+000
-3.4081E+000
-4.0898E+000
-4.7715E+000

-5.4531E+000 -1.1135E+001

(d) Modelo periédico: (D7), (e) Modelo periédico: (D7), (f) Modelo periédico: (D1y.)y,

: TD12
: 5.55E+000

Palette:
-2.2501E-002
-7.1789E-001
-1.4133E+000
-2.1087E+000
-2.8041E+000
-3.4997E+000
-4.1949E+000
-4.8902E+000

{0514E+001

-1.1149E+001 -1.1213E4001

(g) Modelo uniforme: (Dry),, (h) Modelo uniforme: (Dr,),, (i) Modelo uniforme: (Dry),,
Figura 2.16: exemplo 1 - caso B: componentes do tensor Dy, para v = 10.0.

Note-se que no Caso A ou Caso B, embora o valor numérico dos campos mostrados
para cada modelo multi-escala sejam diferentes, qualitativamente nao se observa uma
diferenca apreciavel da sensibilidade topolégica entre os diferentes modelos. Assim, nas
Fig.2.15 e Fig.2.16 ¢ possivel inferir que a direcao onde as componentes do tensor D7,
sao mais sensiveis coincide com: (i) as diregoes dos vetores e e eq, que definem a base do
sistema de coordenadas globais no EVR, no caso das componentes (Dr,,)11 € (D7y,)20; € (i)
uma inclinacao aproximada de 45° em relacao aos vetores e; e es, no caso da componente
(D7y)12. No entanto, existe uma diferenca conceitual importante entre a analise do Caso
A e do Caso B, que serd discutida posteriormente.

Empregando as informacoes fornecidas pelo tensor de sensibilidade topoldgica D,
o EVR serd perturbado com a introducao de inclusoes circulares de raio 0.045 e material
~vk da seguinte maneira: da expressao (2.196) tem-se que uma estimativa de primeira
ordem da resposta constitutiva macroscépica associada ao dominio perturbado, pode ser
escrita como

K. ~ K —v(¢)D7y,, (2.199)

e considerando, por exemplo, a componente (K);;, observa-se que para produzir uma
diminuigao significativa do valor dessa componente temos que procurar os pontos onde o
campo (Dr,)11 atinge o maior valor positivo. Portanto, o campo mencionado anterior-

mente fornece um indicador de onde as perturbagoes devem ser introduzidas. No caso das
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outras componentes a andlise é totalmente analoga. Neste ponto é conveniente retomar
a discussao levantada no final do paragrafo anterior com respeito a diferenga na andlise
dos Casos A e B. Essa diferenca decorre do fato de que o valor do paradmetro « define
se o material da perturbagao é mais ou menos condutor que o material da matriz. Ou
seja, para valores de v < 1 a perturbagao em forma de disco circular é menos condutora
que o material da matriz e, no caso contrario, para 7 > 1 o material da inclusao tem
uma condutividade térmica maior que a matriz. Portanto, tomando novamente o caso
da componente (K)ij, tem-se que para produzir uma diminui¢ao significativa do valor
dessa componente, introduzindo uma inclusao de material com v < 1, o procedimento é
como mencionado anteriormente. Por outro lado, no caso v > 1, nao é possivel produzir
uma diminui¢ao no valor da componente, pois o campo (D7,)11 é negativo no dominio.
Assim, nesse caso, uma inclusdo com v > 1 s6 pode produzir um incremento no valor da
componente analisada.

Nas Fig.2.17 até Fig.2.20 sao mostradas as diferentes posicoes das perturbagoes
colocadas e do lado das mencionadas figuras, estao indicadas as respostas constitutivas

homogeneizadas, obtidas para cada modelo constitutivo multi-escala.

Caso A: v=0.10

Caso B: v =10.0

Figura 2.17: exemplo 1 - EVR perturbado

Caso A: v=0.10

(1659 0 | (1810 0 |
KE — KE —
0 1.726) |0 1749
(1656 0 | (1810 0 |
K? = K? =
0 1.725] 0 1747
(1654 0 | 1.809 0
KM = KM =
0 1.722] 0 1.746

Caso B: v =10.0

Figura 2.18: exemplo 1 - EVR perturbado

60

(1726 0 (1.749 0
Kt = Kt =
| 0 1.659] | 0 1.810]
[1.72 | [1.74 |
KP — 725 0 KP 47T 0
0 1.656] 0 1.810]
(1723 0 | 1.746 0
KM = KM=
0 1.654 0 1.809
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Caso A: v=0.10 Caso B: v =10.0
e |1093 0032] |, [1779 —0.03]
° 0032 1.693] | ° |[-0.03 1.779]
WP 1691 0.032] | p  [1778 —0.03]
© 0032 1691) | ¢ [-0.03 1778
M 1689 0.033] |y [1777 —0.03
°  ]0.033 1.689 ®|-0.03 1777
Figura 2.19: exemplo 1 - EVR perturbado - ;
Caso A: v=0.10 Caso B: v =10.0
e |1693 —0.03] | o [1.779 0.030]
©[-003 1.693] | T° |0.030 1.779]
wp | 1691 —003] | o p  [1778 0.030]
© |-003 1691 | °  [0.030 1778
M | 1689 —003) |y 1777 0.031
© 0 [-003 1.689] | °  |0.031 1777

Figura 2.20: exemplo 1 - EVR perturbado

Levando em conta o valor da componente (K.)11, note-se que introduzindo per-
turbagdes segundo a diregao ey (Fig.2.17), tem-se, para o modelo de temperatura linear
no contorno, uma variacao aproximada do 4, 54% (Caso A) e 3,98% (Caso B) com relagao
ao valor inicial da mesma componente, sendo que as outras componentes apresentam uma
variagao do 0,69% (Caso A) e 0,63% (Caso B) com relagao ao seu valor original. No caso
dos outros modelos multi-escala e das outras posicoes das perturbacgoes, os resultados en-
contrados sdo andlogos aos apresentados anteriormente. A andlise prévia permite concluir
que introduzindo perturbacoes no EVR, utilizando como indicador da posicao o campo
D7, tem-se efetivamente uma variacao significativa da componente estudada e as outras
componentes apresentam uma variagao de uma ordem de magnitude menor. Finalmente,
cabe mencionar que os resultados da analise computacional mostrados acima corroboram

a discussao apresentada no inicio do exemplo.

2.2.3.2 Exemplo 2

Neste exemplo serd estudado o tensor Dr, para os casos limites do parametro vy
mostrados nas eqs.(2.197) e (2.198). Assim, o EVR utilizado na andlise é dado por um
dominio quadrado de dimensoes unitdrias com material caracterizado pelo coeficiente de
condutividade térmica k = 1.0, no qual estao inseridos oito poros de raio varidvel dis-
tribuidos aleatoriamente no dominio, veja Fig.2.21. A discretizacdo por elementos finitos
utilizada na andlise numérica esta constituida por uma malha uniforme de 20410 elementos

triangulares lineares gerando um total de 10561 nés.
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Figura 2.21: exemplo 2 - geometria do EVR de analise.

Utilizando o mesmo procedimento que no exemplo anterior, os tensores constitutivos
homogeneizados K para cada modelo multi-escala sao os seguintes:
0.803 0 0.800 0 0.799 0
K- = , K" = , KM=
0 0.808 0 0.807 0 0.805
Nas Figs.2.22 (7 — 0) e 2.23 (v — o0) s@o apresentados as componentes do tensor

de sensibilidade topolégico Dt para cada modelo constitutivo multi-escala,

Field: TD12

Min.:
Node
Palette: Palette: tte:
6.7695E+000 6.9261E+000
6.3491E+000 6.4957E+000
5.9286E+000 6.0653E+000
5.5081E+000 5.6349E+000
5.0876E+000 5.2045E+000
4.6671E+000 [4.7741E+000
4.2467E+000 4.3437E+000
3.8262E+000 3.9133E+000
3.4057E+000 3.4829E+000
l2.9853E+000 3.0525E+000
2.5648E+000 2.6221E+000
2.14438+000 2.1917E+000
1.7238E+000 1.7613E+000
1.3034E+000 1.3309E+000
8.8288E-001 9.0052E-001
4.6241E-001 4.7012E-001
4.1930E-002 '3.9719E-002

(a) Modelo linear: (D7), (c) Modelo linear: (D7),

Field: TD12
Max.: 3.21E+000)
5614

Palette: tre:
7.0217E+000 6.9951E+000
6.5855E+000 6.5604E+000
6.1492E+000 6.1257E+000
5.7130E+000 5.6910E+000
5.2767E+000 5.2563E+000
4.8405E+000 4.8215E+000
4.4042E+000 4.3868E+000
3.9679E+000 3.9521E+000
3.5317E+000 3.5174E+000
3.0954E+000 3.0827E+000
2.6592E+000 2.6479E+000
2.2229E+000 2.2132E+000
1.7867E+000 1.7785E+000
1.3504E+000 1.3437E+000
9.1415E-001 9.0906E-001
14.7790E-001 4.7434E-001
4.1641E-002 3.9623E-002

(e) Modelo periédico: (Dry),, (f) Modelo periédico: (Drp )y,

Field: TD11 Field: T Field: TD22

Max.: 7.40E+000| Max.:

Node: 7466 Node

Min.: 4.06E-002 Min.

Node: 6363 Node: 7858

Palette: Palette: tre:
7.4053E+000 3.3750E+000 T 7844E+000
6.9450E+000 2. 9630E+000 6. 3637E4000
6.4847E+000 2.5510E+000 5. 94292+000
6.0244E+000 2.1390E+000 2 5222E+000
5.5641E+000 1.7269E+000 5 014E+000
5.1038E+000 1.3149E+000 2 6807E+000
4.6435E+000 9.0291E-001 4 2590E+000
4.1832E+000 4.9089E-001 3 83918+000
3.7229E+000 7.8868E-002 3 4184E+000
3.2626E+000 -3.3315E-001 > 99768+000
2.8023E+000 4517E-001 > 5769E+000
2.3421E+000 1572E+000 > 15e1E+000
1.8818E+000 5692E+000 735484000
1.4215E+000 9812E+000 1.3146E+000
9.6121E-001 3933E+000 8. 9390E-001
5.0092E-001 .8053E+000 4773148001
1.0637E-002 ~2173E+000 5 2384E-002

(g) Modelo uniforme: (Dr,) (h) Modelo uniforme: (D7), (i) Modelo uniforme: (D7),
Figura 2.22: exemplo 2 - componentes do tensor D, para v — 0.

62



Capitulo 2. Conducao estacionaria de calor

(b) Modelo linear: (Dru),y

Field: TD12
E

Min 99E+000,
Node: 6683

Palette:
.1641E-002
2-001

-~
-4

6. +000
-3.2144E+000 -6.9951E+000

(e) Modelo periédico: (D7), (f) Modelo periédico: (D7),

Field: TD1

D12 Field: TD22
© 3.22E+000

5641E+000
44E+000
.4847E+
-6.9450E+000
-7.4053E+000

(g) Modelo uniforme: (Dr,.),, (h) Modelo uniforme: (Dr),, (i) Modelo uniforme: (Dry),,
Figura 2.23: exemplo 2 - componentes do tensor Dr,, para vy — oo.

Empregando o mesmo procedimento de analise mostrado no exemplo anterior, é
estudado o comportamento da componente (DTH)H, e sua conseqiiéncia na componente
(K)11 da resposta constitutiva macroscépica, para as duas situagoes limites do parametro
~ apresentadas ao inicio, uma vez que os resultados obtidos da andlise para essa com-
ponente sao trivialmente estendidos para as outras. Segundo o mostrado nas Fig.2.22 e
Fig.2.23, qualitativamente nao existe uma diferenga apreciavel nos resultados obtidos para
os diferentes modelos constitutivos multi-escala. Entao, na anélise seguinte sera utilizado
como referéncia o modelo de temperatura linear no contorno. Portanto, tomando o caso
v — 0 (Fig.2.22) é possivel perceber que o campo de sensibilidade topolégica mostra uma
tendéncia a coalescer os poros, criando canais de isolamento térmico alinhados na direcao
ey (regides mais escuras), produzindo uma queda da condutividade térmica na diregao e;
(Fig.2.24(b)). No entanto, no caso v — oo (Fig.2.23) a tendéncia mostrada pelo campo
de sensibilidade topolégica é de unir os poros, na direcdo ez, através de um condutor
térmico ideal — regides mais claras — a fim de aumentar o valor de (K)i; (Fig.2.24(c)).
Pelo contrario, as cores escuras na Fig.2.23(a) indicam regioes de baixa sensibilidade &
introducao de um condutor térmico ideal em forma de disco. Uma andlise similar pode

ser feita com respeito as regioes de cor clara da Fig.2.22(a) quanto & introdugao de furos.
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(a) Original (b) Caso vy — 0 (c) Caso v — o0

Figura 2.24: exemplo 2 - tendéncia do campo (Dry)11.

Finalmente é importante destacar que, embora as regides de maior sensibilidade
para os casos 7 — 0 e 7 — 00 sejam as mesmas, pois a diferenga entre as eqs.(2.197) e
(2.198) é uma troca do sinal, o conceito fisico para a andlise da sensibilidade topolégica é
muito diferente em cada caso, o que justifica plenamente a apresentacao das duas situagoes

limites para o valor de .

2.2.3.3 Exemplo 3

A micro-célula usada no desenvolvimento deste exemplo é caracterizada através
de um dominio quadrado de &rea unitaria na qual estao inseridas 31 inclusoes de raio
r = 0.05, distribuidas aleatoriamente no EVR, como mostrado na Fig.2.25. A matriz esta
constituida por um material de condutividade térmica k,, = 1.00 e o material que carac-
teriza as inclusoes possui uma condutividade térmica de k; = 0.50. Na andlise numérica
foi utilizada uma discretizagao por elementos finitos composta por uma malha uniforme

de 23104 elementos triangulares lineares tal que a quantidade total de nds gerados foi de
11753.

Figura 2.25: exemplo 3 - geometria do EVR de analise.

O EVR descrito anteriormente gera, para cada modelo multi-escala, a seguinte re-

sposta constitutiva macroscépica:

K£:[0.8909 0 } KP —

0 0.8929 0 0.8926 0 0.8922

0.8906 0 0.8902 0
e
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Neste exemplo propoe-se estudar a sensibilidade da micro-célula para os casos limites
do parametro v mostrados na Observacao 20. Embora este exemplo seja similar ao ante-
rior, a idéia principal aqui é mostrar como as presencas das inclusées de material k; afetam
o campo de sensibilidade topolégica da micro-célula e sua posterior resposta constitutiva
macroscopica, para as situacoes antes mencionadas. Assim sendo, nas Figs.2.26 (y — 0) e
2.27 (y — o00) sdo mostradas as componentes do tensor D7, para cada modelo constitutivo
multi-escala. No caso do modelo de Taylor (ou da regra da mistura) as componentes do

tensor de sensibilidade topoldgica D7, sao constantes, por isso nao sao aqui apresentadas.

Min.: 7.69E-001]
Node: 6347

in. :
Node:

Palette: . Palette:
3.6382E+000 Feletie: 3.01278+000
5145888 +000 2872154000
3.27958+000 2731654000
3:1002E+000 259105 +000
2 9209E+000 2 1505E+000
2731654000 230994000
2 '5622E+000 2.16945+000
2 13629E+000 2 0288E+000
2 12036E+000 1.8883E+000
2.0243E+000 1:7477E+000
1.8450E+000 1.6072E+000
11665684000 1.4666E+000
1.4863E+000 132614000
1:3070E+000 1.1855E+000
1.1277E+000 1.0450E+000
9.4836E-001 . 9.0441E-001
7.6904E-001 £0231E+000 7.6386E-001

(a) Modelo linear: (Dry),, (b) Modelo linear: (D7),

Field: TD12
Max.: 1.07E+000

3597
Min.: 9.62E-001 Min.: -1.
Node: 2458 Node: 5327
Palette: Palette:

3.6015E+000 1.0665E+000
3.4365E+000 9.3590E-001
3.2716E+000 8.0527E-001
3.1067E+000 6.7463E-001
2.9417E+000 5.4400E-001
2.7768E+000 4.1336E-001
2.6118E+000 2.8273E-001
2.4469E+000 1.5209E-001
2.2819E+000 2.1459E-002
2.1170E+000 -1.0918E-001
1.9520E+000 -2.3981E-001
1.7871E+000 -3.7044E-001
1.6222E+000 -5.0108E-001
1.4572E+000 -6.3171E-001
1.2922E+000 -7.62358-001
1.1273E+000 -8.9298E-001
'9.6239E-001 -1.0236E+000

D7), (e) Modelo periédico: (D7),

: TD11 e
i59) [ = N

Min. .

Node: 2458

Palette:
3.6253E+000
3.4592E+000 3.4099E+000
3.2931E+000 3.2329E+000
3.1270E+000 3.0559E+000
|2 9609E+000 2.8789E+000
[2.79498+000 2.7020E+000
|2 6288E+000 2.5250E+000
2.4627E+000 2.3480E+000
2.2966E+000 2.1710E+000
2.1305E+000 1.9940E+000
1.9645E+000 1.8170E+000
1.7984E+000 1.6401E+000
1.63238+000 1.4631E+000
1.4662E+000 1.2861E+000
1.3001E+000 1.1091E+000
1.1341E+000 9.3215E-001
'9.6800E-001 ~1.0308E+000 7.5516E-001

(g) Modelo uniforme: (D7), (h) Modelo uniforme: (D7), (i) Modelo uniforme: (Dry.),,

Figura 2.26: exemplo 3 - componentes do tensor D, para v — 0.
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597

.1 =3.01E+000
: 2458

Palette: Palette: Palette:
-7.6904E-001 1.0231E+000 -7.6385E-001
-9.4836E-001 8.9152E-001 -9.0441£-001

-1.1277E+000
-1.3070E+000
-1.4863E+000
L6656E+000
.8450E+000
2.0243E+000
-2.2036E+000
-2.3829E+000
-2.5622E+000
-2.7416E+000
-2.9209E+000
-3.1002E+000
-3.2795E+000
-3.4588E+000
-3.6382E+000

7.5997E-001
6.2842E-001
4.9687E-001
3.6532E-001
2.3377E-001
1.0222E-001
-2.9324E-002
-1.6087E-001
-2.9242E-001
-4.2397E-001
-5.5552E-001
-6.8707E-001
-8.1862E-001
-9.5017E-001
-1.0817E+000

-2.8721E+000

Field: TD22
Max.: -7.63E-001
597

Min.: -3.
Node: 3597
Palette: Palette:
1.0236E+000 43

-9.6239E-001
-1.1273E+000 8.9298E-001
-1.2923E+000 7.6235E-001

-1.4572E+000
-1.6222E+000
-1.7871E+000
-1.9520E+000
-2.1170E+000
-2.2819E+000
-2.4469E+000

.6118E+000

-1
-1.4677E+000
.6086E+000

. 7494E+000
.8903E+000

-2
-2.7768E+000
-2.9417E+000
-3.1066E+000
-3.2716E+000
-3.4365E+000
-3.6015E+000

-9.3590E-001
~1.0665E+000

Field: TD1 & - Field: TD12 Field:
Max.: - 3

9.68E-001 Max. : Max. :
Node: 2458 Node: Node:
Min. : Min. Min.:
Node: Node Node

Palette: Ery Palett

Palette: :
-9.6799E-001 -7.5516E-001
-9.3215E-001

-1.1341E+000
-1.3001E+000
-1.4662E+000
-1.6323E+000
-1.7984E+000
-1.9645E+000
-2.1305E+000
-2.2966E+000
-2.4627E+000
-2.6288E+000
-2.7948E+000
-2.9609E+000
-3.1270E+000
-3.2931E+000
-3.4592E+000
-3.6252E+000

8.9908E-001
7.6740E-001
6.3571E-001
5.0402E-001
3.7233E-001

2.4064E-001

1.0895E-001
-2.2739E-002
-1.5443E-001
-2.8612E-001
-4.1781E-001

-1.1091E+000
-1.2861E+000
-1.4631E+000
-1.6401E+000
-1.8171E+000
-1.9940E+000
-2.1710E+000
-2.3480E+000
-2.5250E+000

-6.1287E-001
-9.4456E-001

-1.0762E+000 -3.5869E+000

(g) Modelo uniforme: (Dr,),, (h) Modelo uniforme: (D7), (i) Modelo uniforme: (Dr),,

Figura 2.27: exemplo 3 - componentes do tensor Dr,, para v — oo.

Analisando o caso v — 0 (Fig.2.26) é razoavel inferir que o campo de sensibilidade
topolégica apresenta uma tendéncia a nucleagao de furos no espago entre duas inclusoes
alinhadas numa diregao preferencial (regides de cor escura). Tomando, por exemplo, a
direcao do vetor e e introduzindo furos segundo o discutido anteriormente, obter-se-ia
uma queda da condutividade térmica associada a direcdo e;. A anédlise para as outras
diregoes é totalmente andloga a apresentada antes. No caso v — oo (Fig.2.27) a andlise
é semelhante ao caso da nucleacao de furos, uma vez que as regioes claras mostram a
tendéncia & introducao de um condutor ideal no lugar entre inclusoes alinhadas numa
direcao preferencial. Novamente, tomando a direcao do vetor es como exemplo e nucleando
condutores térmicos ideais segundo o discutido anteriormente, obter-se-ia um incremento
da condutividade térmica associada a direcao e;. Finalmente, na Fig.2.28 é mostrada
esquematicamente a tendéncia apresentada pelo campo de sensibilidade topoldgica do

tensor D7, discutida anteriormente.
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(a) Casoy — 0 (b) Caso v — o0

Figura 2.28: exemplo 3 - tendéncia da componente (D7, )11.

2.2.3.4 Exemplo 4

Seja um EVR quadrado de dimensoes unitarias com dois poros circulares de raio
r = 0.05, com centro nas coordenadas (1/2,1/3) e (1/2,2/3), veja Fig.2.29, e coeficiente de
condutividade térmica k = 20.0. A discretizagao por elementos finitos utilizada na andlise
numérica possui uma malha uniforme com 22686 elementos triangulares isoparamétricos

quadraticos gerando um total de 45833 nos.

Figura 2.29: exemplo 4 - geometria do EVR de analise.

Da descricao da micro-célula mostrada anteriormente, tem-se que os tensores con-

stitutivos homogeneizados K associados a cada modelo multi-escala sao os seguintes:

P:

)

KE 19.3681 0
o 0 19.3966

19.3656 0 KM _ 19.3654 0 ‘
0 19.3964 |’ 0 19.3941

Segundo mencionado no inicio da Secao 2.2.3, o intuito deste exemplo é mostrar um
procedimento de andlise que permite tornar isotrépica uma resposta constitutiva inicial-
mente anisotrdpica, introduzindo perturbacoes circulares. Em particular, neste exemplo a
resposta constitutiva inicial do EVR é ortotrépica e como perturbacoes serao empregados
furos circulares.

Uma resposta constitutiva, no contexto do problema abordado neste capitulo, pode
ser chamada de isotrdpica quando os autovalores do tensor de condutividade térmica sao

iguais. Esta caracterizacao através dos autovalores serd muito importante na andlise desen-
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volvida neste trabalho. Assim sendo, os autovalores \; do tensor de condutividade térmica

macroscopica K., associados ao dominio perturbado, sdo obtidos da seguinte expressao

1
Mo = 5 (trKa +,/2KD. Kg)) : (2.200)

onde K? é a parte desviadora do tensor K., dada por

1
KP =K. - 5 (TK) L. (2.201)

Note-se da eq.(2.200) que a diferenca entre os autovalores A\, e A, serd minima
quando o produto (Kij . KED ) seja minimo. Visando, portanto, procurar os pontos y € ),
onde introduzir as perturbacoes que minimizam a distancia entre ., e A.,, define-se a

funcao escalar x.(y) como

Xe(y) = K&‘D : K? = (A — /\62)2 — 0. (2.202)
Xe(y)—0

A dependéncia de x.(y) com o parametro £ decorre do fato da presenga da funcao
v(e) na estimativa da resposta constitutiva macroscopica associada ao dominio pertur-
bado K., ou seja, para calcular a fungao x:(y) é necessério fornecer a fragao de volume
perturbado com a qual se deseja minimizar a distancia entre os autovalores A;, e A.,.
No desenvolvimento do exemplo, o tensor K. serd calculado empregando a estimativa de
primeira ordem na fragdo de volume apresentada na eq.(2.199).

Baseado no discutido anteriormente, o procedimento de analise é o seguinte: em-
pregando as informagoes fornecidas pelo tensor de sensibilidade topolégica Dr,, o EVR
serd perturbado com a introdugao de furos circulares onde a fungao x.(y) atinja seu valor
minimo. Assim sendo, neste exemplo serdao exploradas as 3 situagoes de configuragoes de

perturbacoes seguintes:

e Caso A: 4 furos de raio 0.01 = v(e) = 47(0.01)? =~ 0.001256;
e Caso B: 2 furos de raio 0.05/v2 =  wv(e) = 27(0.05/+/2)2 ~ 0.007854;

e Caso C: 2 furos de raio 0.05 = wv(g) = 27(0.05)? ~ 0.015708.

Na Fig.2.30 sao mostradas as microestruturas perturbadas, segundo o procedimento
antes mencionado, sendo possivel observar as posi¢oes dos furos para cada modelo consti-
tutivo multi-escala. Em seguida, a Tabela 2.3 mostra a resposta constitutiva macroscépica

associada a cada microestrutura apresentada na Fig.2.30.
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) Modelo linear: caso A ) Modelo linear: caso B (¢) Modelo linear: caso C

) Modelo periédico: caso A (e) Modelo periédico: caso B (f) Modelo periédico: caso C

) Modelo uniforme: caso A (h) Modelo uniforme: caso B (i) Modelo uniforme: caso C

Figura 2.30: exemplo 4 - configuracao das perturbagoes.

19.3303 0

19.3332 0 [19.3316 0

L__ P_ M_

K= [ 0 19.3337] Ko=1 0 103320 ®=| 0o 193308
(a) Caso A.

KE — 19.0843 0 KP— [19.0835 0 KM_ [19.0763 0
€ 0 19.0823 N 0 19.0737] € 0 19.0736 |
(b) Caso B.

Kt [187963 0 KP_ [187930 0 KM [18.7882 0
e 0 18.7737 N 0 18.7685 | e 0 18.7653 |

(c) Caso C.

Tabela 2.3: exemplo 4 - resposta constitutiva macroscopica.
Levando em consideracao a diferenga inicial entre os autovalores do tensor K, tem-
se, dos resultados mostrados na Tabela 2.3, para o Caso A uma queda de duas ordens de

grandeza desse valor, ja no Caso B a diferenca dos autovalores desce somente uma ordem,

e finalmente no Caso C essa diferenga preserva a ordem de grandeza, mas houve uma
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diminuicao no seu valor.

Dos resultados mostrados anteriormente, observa-se que quanto menor o tamanho
da perturbacao introduzida, menor a distancia entre os autovalores do tensor de condu-
tividade térmica macroscopica associado ao dominio do EVR perturbado K.. Acredita-se
que esse comportamento decorre de dois fatos: (i) a andlise de sensibilidade topoldgica
¢é desenvolvida para perturbacoes infinitesimais, mas na pratica é necessario introduzir
perturbacoes finitas, portanto, é possivel que a estimativa de primeira ordem — na fracao
de volume — fornecida pelo tensor D7, nao seja totalmente adequada para tamanhos de
perturbagdes (furos) importantes; e (ii) o célculo da resposta constitutiva macroscépica
é realizado através da solucao de um sistema de equactes variacionais levando em conta
a topologia completa do problema, portanto, quanto maior o tamanho das perturbacoes
(furos) introduzidas, maior a interagao entre elas, afetando de forma mais significativa a
resposta macroscopica final. Em particular, nas figuras associadas ao Caso C (Figs.2.30(c),
2.30(f) e 2.30(i)) é mostrada em linha tracejada o que poderia ser considerado, para este
caso em particular, como a posicao 6tima das perturbacoes de raio 0.05, mostrando que a
estimativa de primeira ordem fornecida pela derivada topoldgica ¢é suficiente para deter-
minar com certo nivel de precisao onde devem ser introduzidos os furos. Neste sentido, e
retomando a discussao iniciada no paragrafo anterior, nota-se que a maior distancia entre
os autovalores associados ao tensor K. corresponde ao Caso C, cujo comportamento foi
anteriormente analisado, mas aqui se deseja reforcar que a resposta constitutiva homo-
geneizada é muito sensivel a posicao das perturbacoes.

Finalmente, observa-se ainda que, os resultados obtidos nao apresentam uma diferenca
apreciavel entre os diferentes modelos constitutivos multi-escala. Sendo assim, na Fig.2.31
sao apresentadas as isofaixas da fungao x.(y) associadas ao modelo de flutuacao periédica
de temperatura no contorno do EVR, para os trés casos estudados. Percebe-se claramente
a posicao onde devem ser colocados os furos, o que mostra a qualidade da informacao

obtida com o procedimento apresentado neste exemplo.

- Jof O
E-0
E-0
-
_Jol O
E-0
E-0
E-0
E-0
E-007
E-010
(a) Caso A (b) Caso B (c) Caso C

Figura 2.31: exemplo 4 - fungao x:(y) para o modelo de flutuagao periédica.

2.2.3.5 Exemplo 5

Como uma extensao dos conceitos introduzidos no exemplo anterior, agora sera
estudada uma micro-estrutura com resposta constitutiva anisotrépica e serao simulados
os trés primeiros passos de um processo de otimizacao, cujo objetivo é tornar isotrépica

essa resposta constitutiva. O EVR estudado esté caracterizado por um quadrado unitério

70



Capitulo 2. Conducao estaciondria de calor

com trés poros de raio r = 0.05, com centro nas coordenadas (11/20,1/5); (3/4,3/5)
e (9/20,17/20) (considerando que a origem do sistema de coordenadas cartesianas esta
posicionada no canto inferior esquerdo do EVR), como mostrado na Fig.2.32, e o material
da matriz possui um coeficiente de condutividade térmica k = 20.0. Para a solucao
computacional foi empregada uma discretizagao uniforme por elementos finitos com 22533

elementos triangulares isoparamétricos quadraticos com um total de 45557 noés.

Figura 2.32: exemplo 5 - geometria do EVR de anélise.

Segundo mostrado nos exemplos anteriores, os resultados obtidos para cada modelo
constitutivo multi-escala nao apresentam uma variagao aprecidvel, portanto, neste exem-
plo somente serd estudado o modelo de flutuacao periédica de temperatura no contorno.
Contudo, o tensor constitutivo homogeneizado e os autovalores associados a micro-célula

descrita anteriormente, sao

KP — 19.0638 8.3 x 107 N A1 = 19.06382702
C83x 107 19.0938 |’ Ao = 19.09382512°

Empregando os conceitos relativos a defini¢ao da fungao x.(y) estabelecida no exem-
plo anterior, eq.(2.202), serao simulados trés passos de um processo de otimizagao, onde
cada passo tem as seguintes etapas: (i) calcular a fungao x.(y) associada ao EVR da
iteracdo; (i) perturbar o dominio do EVR introduzindo furos nos pontos onde a fungao
X:(y) atinja os minimos valores. Adicionalmente, a fragdo de volume a ser retirada em
cada passo serd constante no valor de v(e) = 7(0.02)? ~ 0.001256, obtendo-se no final da
simulacdo do processo iterativo um volume sélido de [€2)}! | = 0.99623. Além do mais, serao
exploraras trés situagoes para a configuracao da quantidade de material a ser retirado em

cada iteragao:

e Caso A: 1 furo de raio 0.02;
e Caso B: 2 furos de raio 0.02/v/2 ~ 0.014142;

e Caso C: 4 furos de raio 0.01.

Nas figuras seguintes sao mostrados os resultados obtidos em cada iteragdo para

cada caso dos mencionados anteriormente.
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) Caso A — iteragao 1 ) Caso A — iteragao 2 ) Caso A — iteragao 3
) Caso B — iteragao 1 ) Caso B — iteragao 2 ) Caso B — iteragao 3
) Caso C — iteragao 1 ) Caso C — iteragao 2 (i) Caso C — iteragao 3

Figura 2.33: exemplo 5 - dominios topologicamente perturbado em cada iteracgao.

A resposta constitutiva macroscépica obtida ao final da simulacdo do processo ite-
rativo é apresentada no que segue:

e Caso A:
KP _ | 18:934486  —8.8x 10~6 Ae, = 18.93448
€ —8.8x107%  18.934500 Ao, = 18.93450
e Caso B:
KP _ | 18934700 —2.6 x 10-¢ L A = 18934699,
€ —2.6x107%  18.934699 Ao, = 18.934705’
e Caso C:

K? =

€

Ao, = 18.93492
Ao, = 18.93497

18.934970 7.7%x 1076
7.7x 1076 18.934930

Para avaliar o desempenho da metodologia proposta neste exemplo, defini-se a
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funcao
Ay — A
o= |22 (2.203)
max Ag,
ie{1,2}
como uma medida de distancia relativa, através dos autovalores, entre a resposta consti-
tutiva atual do EVR e a resposta desejada (isotrépica para este exemplo). Assim sendo,

da definicao estabelecida acima, segue que a funcao s possui a seguinte propriedade
x—0, = KI—E'L (2.204)

A avaliacao da funcao s para cada caso estudado ao longo do processo de otimizagao
é apresentada na Fig.2.34. Note que, aqui e no exemplo anterior, o objetivo esta focado
no tipo de resposta macroscépica obtida do EVR e nao no valor numérico que caracteriza
essa resposta, ou seja, procura-se uma microestrutura que possua uma resposta constitu-
tiva final do tipo kfI, sem ser muito relevante, por enquanto, o valor de condutividade
térmica k. Entretanto, dos resultados anteriores ressalta-se que o valor da condutividade
térmica global é menor que a inicial, esse comportamento (estudado em detalhe nos ex-
emplos 1 e 2, veja Segoes 2.2.3.1 e 2.2.3.2) decorre do fato de ter empregado furos como
perturbacoes. Para produzir o efeito contrario, ou seja, para obter uma condutividade
térmica macroscopica maior que a inicial, poder-se-ia utilizar como perturbacao inclusoes

com condutividade térmica maior que a da matriz.

0,0016

0,0014 A :
x107?
0,0012 + 14
—Caso A 12
- Caso B
0,0010 - Caso C 1,0
A 0,8
0,0008 "
0,0006 0.4
0,2
0,0004 o
2 3
0,0002
no ' ——
0 7 :

iteragao
Figura 2.34: exemplo 5 - evolucao da funcao s na simulacgao.

Finalmente, observa-se que, embora a quantidade de furos introduzidos no processo
iterativo seja diferente para cada caso, as respostas constitutivas finais, obtidas da sim-
ulagao do processo de otimizacgao, sao similares. Portanto, a quantidade e o tamanho dos
furos a serem introduzidos em cada passo do processo de otimizacao deve ser considerada
uma varidvel de projeto, ou seja, tem-se liberdade para escolher o tamanho e quantidade
de perturbagoes, mas a técnica aqui apresentada fornece as posicoes onde elas devem ser
colocadas no EVR.
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2.2.3.6 Exemplo 6

Neste exemplo serd apresentada uma metodologia de andlise para ser utilizada no
projeto e/ou otimizacdo de microestruturas. Com esse objetivo e considerando uma re-
sposta constitutiva macroscopica desejada, caracterizada através tensor de condutividade
térmica K*, defini-se o funcional de forma ¢ (e), associado ao dominio perturbado €,,_,

COImo:

U(e) =K. —K*|? = (0) = ||K - K*|]°, (2.205)

onde K e K. denotam, respectivamente, as respostas constitutivas homogeneizadas asso-
ciadas aos dominios €, (ndo perturbado) e Q. (perturbado). Além do mais, assume-se

que a norma euclidiana de um tensor é definida, através do produto escalar, como
|A] :=VA-A, (2.206)

sendo A um tensor arbitrario de segunda ordem.
Considerando a expansao assintética da resposta constitutiva macroscépica K. apre-
sentada na eq.(2.196), tem-se que a expansao assintética topoldgica do funcional de forma

1 (e) pode ser escrita como

IK. — K*[* = | K - K*|* - 20(e)Dry, - (K - K*) +o(v(e)),  (2.207)

onde o campo escalar 2D7,, - (K —K*) é reconhecido como a derivada topoldgica associada

ao funcional ¥, ou seja,

Dy := 2D, - (K — K*). (2.208)

Observa-se da expressao anterior que, para obter uma resposta constitutiva K* a
partir de uma resposta inicial K, devem ser introduzidas perturbacoes singulares nos
pontos onde o campo de sensibilidade topolégica Dy, atinja seus valores mdximos. Em
resumo, dado inicialmente um tensor de condutividade térmica macroscépico desejado
K* e uma micro-estrutura com resposta constitutiva homogeneizada K, com dominio
denotado por €2,, o mencionado campo escalar Dr,1) mede a sensibilidade topolégica a
introducao de uma perturbagao singular no dominio €2,,, que minimize (ou maximize) a
diferenca entre as resposta constitutivas K e K*. Além do mais, observa—se que a derivada
topolégica Dr,1) nem sempre é positiva, pois seu sinal provém do tensor Dr, (através
do valor do parametro 7) e da diferenca entre K e K* (atrelado & resposta constitutiva
inicial do EVR).

Para exemplificar o discutido anteriormente, agora serd estudado o caso particular
de um EVR quadrado de dimensdes unitérias com um volume de sélido de |7}| ~ 0.9562
e material caracterizado pelo coeficiente de condutividade térmica k = 2.0. Na simulacao

numérica sao estudadas duas distribuigoes de vazios diferentes para o mesmo volume sélido:

e Caso A: um tinico poro centrado de raio 7 ~ 0.118 (Fig.2.35(a)) no dominio €2, dis-
cretizado com uma malha uniforme de elementos finitos triangulares isoparamétricos

quadraticos com um total de 44478 noés e 22002 elementos.
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e Caso B: 4 poros de raio r ~ 0.059 centrados nas coordenadas cartesianas (1/4,1/4);
(1/4,3/4); (3/4,1/4) e (3/4,3/4), considerando que a origem do sistema de coorde-
nadas cartesianas estd posicionada no canto inferior esquerdo do EVR (Fig.2.35(b)).
Na discretizagao foi utilizada uma malha uniforme de elementos finitos triangulares

isoparamétricos quadraticos com um total de 44693 nés e 22074 elementos.

Para as duas situagoes de andlise mencionada anteriormente, a resposta constitutiva

homogeneizada é isotrépica, cujos tensores de condutividade térmica sao os seguintes:

1.8321 0.0 1.8321 0.0
Ky = eKp= . (2.209)
0.0 1.8321 0.0 1.8321

Como tensor de condutividade térmica objetivo, adota-se uma resposta constitu-
tiva ortotrdpica como a mostrada no exemplo 1 desta segao, para o modelo de flutuagao

periédica de temperatura no contorno com v = 0.10 (veja Fig.2.17) aqui repetida por

1.656 0.0
K* = [ ] . (2.210)

conveniéncia:

0.0 1.725

(a) Caso A. (b) Caso B.

Figura 2.35: exemplo 6 - dominios de andlise para os casos de estudo.

O procedimento de anélise proposto neste exemplo pode ser resumido nas seguintes
etapas: (i) dado um EVR, obter a resposta constitutiva homogeneizada K; (i) calculo
do tensor de sensibilidade topolégica D, associado ao dominio €2, do EVR; e (74i) con-
strucdo do campo escalar Dp,1) com a expressao (2.208) e a resposta desejada K* ora
apresentada. Pelas mesmas questoes mencionadas no exemplo anterior, agora sera es-
tudado somente o modelo constitutivo multi-escala associado a flutuacoes periddicas de
temperatura no contorno do EVR. Assim sendo, na Fig.2.36 sdo mostrados os campos de

sensibilidade topolégica D7, para os Casos A e B, respectivamente.
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Field: DtField Field: DtField
Max.: 5.193677E+000 Max.: 5.195118E+00
Node: 14948 Node: 20108
Min.: 1.958974E+000 Min.: 1.958677E+00
Node: 12446 Node: 3226
Palette: Palette:
4.500000E+000 4.500000E+000
4.341186E+000 4.341167E+000
4.182372E+000 4.182335E+000
4.023558E+000 4.023502E+000
3.864743E+000 3.864669E+000
3.705929E+000 3.705837E+000
3.547115E+000 3.547004E+000
3.388301E+000 3.388171E+000
3.229487E+000 3.229338E+000
3.070673E+000 3.070506E+000
2.911859E+000 2.911673E+000
2.753045E+000 2.752840E+000
2.594230E+000 2.594008E+000
2.435416E+000 2.435175E+000
2.276602E+000 2.276342E+000
2.117788E+000 2.117510E+000
1.958974E+000 1.958677E+000

(a) Caso A. (b) Caso B.

Figura 2.36: exemplo 6 - campo Dy, % para os casos de estudo.

Observa-se da figura anterior que, para cada caso estudado, os maximos do campo
de sensibilidade topoldgica D7, ocorrem no contorno do poro preexistente. Indicando
uma tendéncia a mudar de forma do furo circular para um furo eliptico, minimizando a

diferenga entre as resposta K e K*. Essa tendéncia é mostrada na Fig.2.37.

) Caso A. (b) Caso B.

Figura 2.37: exemplo 6 - tendéncia mostrada pelo campo Dy, 1.

Finalmente, cabe mencionar que, a metodologia apresentada neste exemplo é factivel
de ser utilizada no projeto ou otimizagao de micro-estruturas, pois a derivada topologica
do funcional v, mostrada na eq.(2.208), pode ser utilizada como dire¢ao de descida de um
algoritmo de otimizacao. De fato, propoe-se a seguinte estrutura para um algoritmo que

minimize a distancia entre as respostas constitutivas macroscépicas K e K*:
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e Descricao completa do dominio inicial do EVR §2,, a resposta constitutiva
macroscépica desejada K*, o valor do pardmetro -y, o nimero maximo de iteragoes

N e uma tolerancia tol.

e Calcule os valores iniciais (iteragao j = 0) da resposta constitutiva macroscépica

K, o tensor de sensibilidade topoldgica Dt e a derivada topolégica D).
e Enquanto ‘Dﬁﬂp‘ > tol e j < N, faga:
- Calcule K/, DQ_}W e D%Md; no dominio Q{L

- Altere o dominio atual Qﬂ introduzindo perturbacoes, de acordo com o valor do

parametro -, nos pontos onde DJT#'(/} atinge os maximos valores.

- Atualize O, = Q) e j—j+1.

e Assegure que K/ ~ K*.

Algoritmo A: otimizagao topoldgica de micro-estruturas especializadas em condugao

estaciondria de calor.

2.2.3.7 Exemplo 7

Encerrando esta série de exemplos acerca do uso da expansao assintética do ope-
rador constitutivo macroscépico no projeto e/ou otimizagao de micro estruturas, agora
serd apresentado um exemplo de aplicacao do algoritmo proposto no exemplo anterior
(Algoritmo A). Levando em conta o discutido nos exemplos anteriores, agora somente seré
estudado o modelo de flutuagao peridédica de temperatura no contorno do EVR.

A resposta constitutiva objetivo foi obtida de maneira sintética através da anélise
de uma microestrutura caracterizada por um quadrado de dimensoes unitérias com con-
dutividade térmica k,,, = 2.0, no qual estd inserida uma faixa de material menos condutor
( k; = 1.0 ) com uma largura do 10% do tamanho do lado do EVR, como mostrado
na Fig.2.38. Do lado da mencionada figura é apresentado o tensor constitutivo homo-

geneizado, evidentemente ortotrdpico.

L e 181800
0.0 1.900

Figura 2.38: exemplo 7 - geometria do EVR objetivo.
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Como ponto de partida do algoritmo, serao estudadas duas topologias iniciais con-
stituidas por uma micro célula quadrada unitaria na qual estdo inseridas inclusées com a
mesma fragao de volume e materiais que o EVR descrito anteriormente. Em particular, o

volume de inclusao utilizado nesses dois casos é distribuido no dominio da seguinte forma:

e Caso A: uma unica inclusdo circular centrada de raio r ~ 0.1784 (Fig.2.39(a)) no
dominio €, discretizado com uma malha uniforme de elementos finitos triangulares

lineares com um total de 11733 nés e 23064 elementos.

e Caso B: duas inclusbes circulares de raio r ~ 0.1261 centradas em (1/4,1/2) e
(3/4,1/2), considerando que a origem do sistema de coordenadas cartesianas estd
posicionada no canto inferior esquerdo do EVR (Fig.2.39(b)). Na discretizacao foi
utilizada uma malha uniforme de elementos finitos triangulares lineares com um total
de 11736 nds e 23070 elementos.

(a) Caso A. (b) Caso B.

Figura 2.39: exemplo 7 - dominios de andlise para os casos de estudo.

As respostas constitutivas homogeneizadas para os dois casos apresentados ante-

riormente sao os seguintes:

1.871 0.0 1.876 0.0
K, = ceKp= : (2.211)
00 1.871 0.0 1.860

Nas Fig.2.40 (Caso A) e Fig.2.41 (Caso B) sao mostradas as topologias obtidas para
alguns passos intermedidrios do algoritmo de otimizacao apresentado no exemplo anterior

(Algoritmo A), correspondentes as iteragoes j € {30,60,90}.
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(a) Tteragao 30. b) Iteragao 60. ¢) Iteragao 90.

Figura 2.40: exemplo 7 - evolucao da topologia no processo de otimizacao - caso A.

(a) Iteragao 30. b) Iteracao 60. (c) Tteragao 90.

Figura 2.41: exemplo 7 - evolucao da topologia no processo de otimizagao - caso B.

As topologias obtidas no final de processo de otimizagao, iteracao j = 130, sao
apresentadas na Fig.2.42. Observando-se que, embora o exemplo seja simples, a qualidade
dos resultados obtidos sao totalmente satisfatorios com a aproximacao proposta e para a

discretizagao utilizada.

) Caso A. (b) Caso B.

Figura 2.42: exemplo 7 - topologias obtidas na iteragao j = 130.

A diferenca nos resultados pode ser explicada pelo fato de ter utilizado na andlise
o modelo de flutuagdo periédica de temperatura no contorno. Pois com esse modelo é
possivel tomar como janela de referéncia para o EVR somente um quarto da microestru-

tura obtida para o caso B. Nessa situacao, obter-se-ia um resultado totalmente analogo
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ao conseguido para o caso A. A mudanca na janela de referéncia discutida anteriormente
é mostrada em linha tracejada na Fig.2.42(b). Cabe mencionar ainda que a metodologia
proposta foi capaz de recuperar a microestrutura cuja resposta constitutiva macroscépica
associada é dada pelo tensor K*, partindo de uma resposta isotrépica (Caso A) e or-
totrépica na diregao contréaria (Caso B). Para finalizar, na Fig.2.43 é mostrada a evolucao
do valor relativo da funcao ¥(¢), eq.(2.205), ao longo do processo de projeto microestru-

tural para as duas condicdes iniciais estudadas.

[|K/-K*|| 0,025
[[K*]

0,020

0,015

0,010

0,005

0, 000 T T T T T T T T T T T T 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
iteragao [j]

Figura 2.43: exemplo 7 - evolugao do valor relativo da fungao custo.

2.3 Comentarios adicionais

Neste Capitulo foram apresentadas as equacOes e estrutura variacional da mode-
lagem constitutiva multi-escala para o fendmeno de conducao estaciondria de calor. Partin-
do de um principio de equilibrio e assumindo que o gradiente de temperatura macroscépico
e o fluxo de calor sao definidos como a média volumétrica de suas contrapartes mi-
croscépicas sobre um Elemento de Volume Representativo do material, foi possivel derivar
de maneira axiomética uma familia de modelos constitutivos multi-escala. A estrutura
variacional desta modelagem permite distinguir claramente as hipdteses bésicas das suas
conseqiiéncias. Adicionalmente, foi apresentada de forma detalhada a discretizacdo e im-
plementacao computacional pelo método dos elementos finitos da modelagem proposta
neste trabalho.

Em seguida, foi utilizada a andlise de sensibilidade topolédgica no célculo da derivada
topoldgica para os modelos constitutivos multi-escala mencionados anteriormente. Esta
modelagem multi-escala é particularmente apropriada porque permite uma clara iden-
tificagdo dos espacos envolvidos. Sendo possivel calcular de forma explicita a derivada
topoldgica associada a energia especifica macroscépica. Como resultado fundamental

deste trabalho foi identificado um tensor simétrico de segunda ordem, cujas componentes
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dependem dos gradientes das solugoes dos problemas variacionais canonicos associados
ao dominio original nao perturbado. O mencionado tensor representa a sensibilidade
topoldgica do operador constitutivo macroscépico quando é introduzida uma pequena
inclusao circular na micro-escala.

Visando mostrar as caracteristicas e propriedades contidas no tensor de sensibili-
dade topoldgica, os resultados tedricos foram aplicados no desenvolvimento de exemplos
computacionais. Cada um deles foi concebido para mostrar diferentes caracteristicas da in-
formacao fornecida pelo tensor ora mencionado. Os resultados numéricos apresentados na
Secao 2.2.3 sao bastante satisfatorios, evidenciando assim as potencialidades de aplicacao
do resultado obtido no desenvolvimento de novos métodos de sintese de microestruturas.

Por 1ltimo, cabe ainda observar que o resultado apresentado neste capitulo pode
ser estendido, tal como esta, para aplicagoes no contexto de problemas de escoamento,
desde que as equagoes cldssicas associadas a esses problemas possuem a mesma estrutura

matematica que o problema estudado aqui.
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Capitulo 3

Elasticidade linear

Materiais composto tornaram-se uma das classes mais importantes de materiais da
engenharia. O comportamento mecanico macroscépico deles é de suma importancia no pro-
jeto de componentes estruturais para um vasto nimero de aplicacoes nas industrias civil,
mecanica, aeroespacial, biomédica e nuclear. De forma geral, pode-se afirmar que um dos
grandes desafios da ciéncia dos materiais é como melhorar as propriedades macroscépicas
dos materiais por meio de mudancgas de forma e/ou topologia ao nivel micro-estrutural.
Por exemplo, mudancas na forma das inclusdes de grafito em uma matriz de fundigao
férrea podem produzir mudancas importantes nas propriedades macroscopicas deste ma-
terial. Assim sendo, a habilidade de predizer com precisdo o comportamento mecanico
macroscopico, como também sua sensibilidade a mudancas micro-estruturais, torna-se
essencial na andlise, projeto e otimizagao de materiais heterogéneos. Neste contexto, cabe
citar os trabalhos de, por exemplo, Almgreen (1985) [1] e Lakes (1987a) [68], nos quais
foi utilizada com éxito uma técnica baseada em métodos relaxados no projeto topoldgico
de uma micro-estrutura que reproduz a nivel macroscépico um coeficiente de Poisson
negativo. Este tipo de abordagem baseia-se na utilizacdo de um material descrito através
de um campo de densidade ficticio e imita, em um sentido regularizado, a introducgao
de mudangas topolégica micro-estruturais localizadas (furos) onde a densidade artificial
esteja suficientemente perto de zero (por exemplo, veja os trabalhos pioneiros de Bendsge
& Kikuchi (1988) [16] e Zochowski (1988) [136]).

Em contraste com as abordagens via métodos regularizados, este capitulo propoe
uma expressao analitica geral para a sensibilidade do tensor bi-dimensional de elasticidade
macroscopico quando mudancas topoldgicas sao introduzidas na micro-estrutura do mate-
rial subjacente. A resposta eldastica macroscépica é estimada por meio de uma teoria consti-
tutiva multi-escala baseada na técnica de homogeneizagao para o problema de elasticidade.
Seguindo as idéias apresentadas por Germain et al. (1983) [42] e Michel et al. (1999) [81],
os tensores tensao e deformacao macroscépica em cada ponto do macro-continuo estao
definidos como as médias volumétricas das contrapartes microscopicas sobre o Elemento
de Volume Representativo (EVR) do material associado com aquele ponto. Assim, a re-
sposta elastica efetiva estimada para uma determinada micro-estrutura depende da escolha
das restrigoes cinematicas impostas sobre os campos de deslocamentos cinematicamente

admissiveis no EVR. Cabe mencionar que o tamanho minimo do EVR considerado deve ser

83



Capitulo 3. Elasticidade linear

tal que as leis da teoria do continuo fornecam uma descricao adequada do comportamento
eldstico do corpo microscopico. A sensibilidade proposta é um campo tensorial simétrico
de quarta ordem sobre o EVR que mede como a resposta constitutiva eldstica macroscépica
muda quando uma pequena inclusao circular é introduzida na micro-escala. Destaca-se que
a sensibilidade topolégica obtida depende apenas da solucao de um conjunto de equacgoes
variacionais sobre o dominio original (ndo perturbado). Esta férmula analitica é derivada
usando os conceitos de expansdo assintdtica topoldgica e derivada topoldgica (Sokolowski &
Zochowski (1999) [116] e Céa et al. (2000) [26]) no contexto da formulagdo variacional da
teoria multi-escala adotada. As nocbes matemdticas de expansao assintdtica topoldgica e
da derivada topoldgica permitem o calculo da sensibilidade de um determinado funcional
de forma com relacao a perturbagoes infinitesimais no dominio, como aqueles produzidos
pela insercao de furos, inclusoes ou termos fontes. O uso de tais conceitos no contexto da
mecanica dos sélidos, otimizagao topolégica de estruturas e problemas inversos podem ser
encontrados na breve resenha histérica apresentada na Segao 1.2.

Este capitulo estd dividido fundamentalmente em trés partes. A Secao 3.1 descreve
detalhadamente a modelagem constitutiva multi-escala adotada na estimacao do tensor
bi-dimensional de elasticidade macroscépico. O principal resultado tedrico deste capitulo
é obtido na Secao 3.2, onde é apresentado o desenvolvimento da andlise de sensibilidade
topoldgica para o problema multi-escala de elasticidade linear com o EVR constituido
por materiais isotropicos. Como resultado da andlise, obter-se-4 a forma fechada da
sensibilidade da resposta constitutiva macroscépica (resposta eldstica) para perturbagoes
topolégicas micro-estruturais. As aplicacoes dos resultados obtidos sdo apresentadas no fi-
nal da Segao 3.2, por meio de exemplos numéricos de interesse aos objetivos deste trabalho.

Encerrando o capitulo, na Secao 3.3 sao apresentadas algumas consideragoes finais.

3.1 Modelagem multi-escala

Este secao descreve a formulacao variacional multi-escala para o problema classico de
elasticidade linear, que permite estimar o tensor de elasticidade macroscopica através da
descricao da geometria e propriedades elasticas de um Elemento de Volume Representativo
local do material. Esta modelagem constitutiva multi-escala segue a metodologia proposta
por Germain et al. (1983) [42], e a teoria desenvolvida, entre outros, por Suquet (1987)
[123], Michel et al. (1999) [81] e Miche et al. (1999)[84], e cuja estrutura variacional é
descrita detalhadamente em de Souza Neto & Feijéo (2006) [32].

A célula microscdpica, representada por €2, C RN, é definida baseando-se no conceito
de Elemento de Volume Representativo (EVR). Assim, cada ponto material  do macro-
continuo, representado por €2, tem associado um EVR (caracterizado pela coordenada
y). Além do mais, para que o modelo multi-escala esteja bem definido é necesséario que o
comprimento caracteristico do EVR, [,,, seja muito menor que o comprimento caracteristico
da macro-escala, [. Em forma geral, pode-se considerar que o EVR ¢ constituido por

uma parte denominada matriz, representada por QZL, na qual estao inseridas inclusoes de
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diferentes materiais!, representadas por (). Baseado no exposto anteriormente, tem-se as

seguintes defini¢oes para os dominios de anélise:
Q, =07 uQ,; o =00, U0, (3.1)

onde QL denota o fecho do conjunto §2j,. Por simplicidade, somente serao consideradas

micro-células nas quais as inclusoes nao interceptam o contorno do EVR, ou seja
o, N, = 0. (3.2)

As caracteristicas geométricas da modelagem multi-escala, descritas anteriormente,
sao apresentadas na Fig.3.1. Cabe ainda definir as normais unitdrias a cada contorno 9}
e 09, da seguinte forma

n:= n‘anT e n]a%:: —n. (3.3)

micro-escala

Q,=QruQ;,

macro-escala

<</

I

Figura 3.1: macro-escala continua com micro-escala local.

3.1.1 Homogeneizagao e campos de deslocamentos microscopicos

A modelagem constitutiva multi-escala empregada neste trabalho baseia-se no con-
ceito da homogeneizacdo de campos definidos na micro escala. Assim, os campos macrosco-
picos associados ao ponto material  sao obtidos como a média volumétrica sobre o EVR

de suas contrapartes a nivel microscopico. Portanto, a deformagao macroscopica E satisfaz

1
E=— / E,dV, (3.4)
V. Ja,

onde E,, denota o tensor deformacao microscépica associado a cada ponto y do EVR. O
processo definido pela eq.(3.4), que toma um campo definido sobre o EVR, neste caso
E,, e o mapeia numa quantidade definida na macro-escala, neste caso E, é chamado de

homogeneizagao.

No caso que o EVR possua vazios (€2,) a andlise é totalmente andloga ao apresentado nesta sego.
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Decomposicao aditiva do campo de deslocamento microscépico. Sem perda de

generalidade, o campo de deslocamento microscépico u, pode ser decomposto numa soma

u, (y) = u(z) + 1, (y) + . (y), (3.5)

de um deslocamento constante (rigido) coincidente com o deslocamento macroscépico u ()

associado ao ponto @, um campo associado a deformagao macroscépica E

i, (y) := By, (3.6)

que varia linearmente com a coordenada y, e num campo de flutuacdo de deslocamento
1, (y). Uma representacao geométrica da decomposicao apresentada anteriormente pode

ser observada na Fig.3.2. Assumindo para o EVR uma cineméatica de pequenas de-

EVR deformado
homogeneamente

Ey

Figura 3.2: separacao aditiva do campo de deslocamento microscépico.
formacoes e pequenos deslocamentos, a deformacao microscépica E, do EVR satisfaz
E, = Viu,. (3.7)
Levando em conta a decomposicao (3.5), a deformacao microscépica pode ser escrita como:
Vo, (y) =E+V°a,(y) = E,=E+E, (3.8)

onde se tem uma parte homogénea (uniforme no EVR) dada pela deformagao macroscépica
E, e um campo Eu correspondente a uma flutuacao de deformagao microscépica sobre o
valor homogeneizado (médio):

E, =V’u,. (3.9)

Cabe mencionar que, baseado na definigao do operador gradiente, a aplicacao V*u,, (y) cor-
responde a parte simétrica do gradiente do campo de deslocamento microscépico Vu,, (y) ,

dado por
0

Vi () = 5 () (3.10)
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Empregando a hipdtese cinematica associada ao campo E,, eq. (3.7), e o teorema da
divergéncia, a homogeneizagdo do campo de deformagao microscopica apresentada na

eq.(3.4) pode ser escrita, equivalentemente, como

1
E=— u, ®,ndS Vy € 0Q,. (3.11)
Vi Joq,

De maneira semelhante & mostrada anteriormente, o deslocamento macroscopico é obtido,

através da homogeneizacao, como sendo
1
u(z) = — / u, (y) dV. (3.12)
Vi Ja,

Note que, introduzindo a decomposigao dada pela eq.(3.5) na expressao anterior, para que
a homogeneizacao do campo de deslocamento permaneca valida, o campo de flutuagoes

de deslocamento deve satisfazer

J

Observagao 21. Sem perda de generalidade, pode-se posicionar a origem do sistema de

i, (y)dV = —E / yaV. (3.13)

w Q

coordenadas no centréide do EVR (centro geométrico). Assim, a restrigao sobre o campo

de flutuacoes de deslocamento 1, eq.(5.13), fica

/Q i, (y)dV = 0. (3.14)

o

Minima restricao cinematica no EVR. Os conceitos de homogeneizagao discutidos
anteriormente junto com a decomposigao aditiva dos campos microscépicos, egs. (3.5)
e (3.8), naturalmente estabelecem restri¢oes sobre os possiveis campos de deslocamentos
u, (y) no EVR. Portanto, a condicao necesséaria para que o campo de deslocamento seja

cinematicamente admissivel na modelagem proposta é
u, € K, C K, (3.15)

sendo que ICZ é denominado de conjunto da minima restricao cinematicamente admissivel
para 0s campos de deslocamentos no EVR, ou seja, é o conjunto mais geral dos possiveis
campos de deslocamento microscépicos compativeis com a homogeneizagao dos campos de

deformagao e deslocamento. Assim, o conjunto K, pode ser definido como

K= {'v e [H'(Q)]° :/

vdV = V,u, / v @, ndS = V,E, [v] = 0 sobre 89;} ,
Q

o,
(3.16)

sendo n o vetor normal unitdrio saliente ao contorno 92, e lembrando que a operagao [v]

denota o salto da fungao v através da interface entre a matriz e a inclusao 09,

[OF = Ol = Ol (3.17)
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com (-) |m associado a matriz U} e (-)[; associado a inclusao QL Levando em conta
a decomposicao dada pela eq.(3.8), observa-se que da homogeneizagdo da deformacao,

eq.(3.4), tem-se

V,E = / EHdV—/ (E+E,) dV—VMEJr/ E,dV
Q Q Q

m m
= / E,dV = / Ve, dV = i, ®s ndS = 0. (3.18)

Q. Q o0,
Em vista da decomposicao (3.5), a restricao (3.15) pode ser equivalentemente escrita
requerendo que o campo de flutuagao de deslocamento 1, (y) pertenca ao espago vetorial
das flutuagoes de deslocamento cinematicamente admissiveis l@u, que por sua vez é um sub-
espaco do espago vetorial da minima restricdo cinematicamente admissivel das flutuagoes

de deslocamento l@;, ou seja
i, €K, C K}, (3.19)

onde o espago I@Z é definido, analogamente a (3.16), como

l@; = {v € [Hl(QM)]Q : / vdV = —E/ ydV, / v ®sndS =0, [v] = 0 sobre 89; .
Q, Q, o9,

(3.20)
Assim, levando em conta as definicbes apresentadas anteriormente, tem-se que o conjunto

K}, pode ser escrito equivalentemente da seguinte forma,

K}, = {'UE [Hl(Qu)]2:v:u+Ey+'Z), 66/@2}. (3.21)

Entao, dado um deslocamento macroscépico u(x) e deformagao macroscopica E, ambos

associados ao ponto & do macro-continuo, o conjunto K, ¢ uma translagao do espago KJ;.

3.1.2 Equilibrio mecanico do elemento de volume representativo

Considerando que o EVR esta sujeito a forcas de corpo b, = b, (y) em Q, e a
uma tracao externa g, = g, (y) atuando sobre o contorno exterior 9§2,, o Principio dos
Trabalhos Virtuais estabelece que o EVR esteja em equilibrio se e somente se o campo de

tensao T, em €, satisfaz a equacao variacional cldssica do problema de elasticidade:

/ T, VsndV—i—/
Q Q

onde o espaco dos deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis no EVR, denotado

b, -ndV — / g, ndS=0 VneV, (3.22)
09,

"

por V,, é definido como,
1 2
V, = {ne [H (Q()] 1M = v — V3 V'vl,ngICL}. (3.23)

Trivialmente, com a definicao estabelecida acima e levando em conta o conjunto

K., tem-se, em forma geral, que o espaco dos deslocamentos virtuais cinematicamente
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admissiveis coincide com o espaco das flutuacoes de deslocamento cinematicamente ad-
missiveis,

V=K, (3.24)

Finalmente, para um campo tensorial T, suficientemente regular no dominio €2, o

problema local de equilibrio associado & equagao variacional (3.22) é dado por

divT, =Db, em Q,

T,n =g, sobre 0Q, . (3.25)
[T,Jn =0 sobre 8QL

3.1.3 Tensao homogeneizada

Uma das hipéteses mais importantes da teoria constitutiva multi-escala discutida
nesta segao é que, de maneira semelhante & eq.(3.4), o tensor tensao macroscépico asso-
ciado ao ponto & do macro-continuo é definido através do conceito da homogeneizagao
do campo tensorial de tensao microscépica T, que atua no EVR. Assim sendo, a tensao

macroscopica T é obtida como,

T(m):‘z [Ty (3.26)

Note-se que na expressao anterior o EVR é descrito como um continuo, entao é
necessario que o EVR seja suficientemente grande para que esta representacao seja con-

sistente. Em seguida, usando a relacao integro - tensorial

T = n rdS — iv r .
/QS(Vr) dV—/m(S ) ® rdS /Q(d S) @ rdv, (3.27)

na expressao (3.26), adotando S =T, r =y = Vr =1, tem-se que,

, (3.28)

/ (T,m) ® ydS — / (divT,) ® ydV + / ([T, Jn) ® ydS
o9, Q, o0

7
n
ou equivalentemente, em vista da simetria do tensor T, como

T(x) = ‘2

/ (T,un) ©, ydS — / (divT,) ®, ydV + / ([Tln) ®, de]. (3.29)
o, Q. o,

Empregando a eq.(3.25), tem-se que a tensdo homogeneizada pode ser escrita como
1
T(x) = — / g ®s de—/ b, © ydV | . (3.30)
Vi \ o, o

Finalmente, cabe mencionar que a expressao anterior representa o processo de ho-
mogeneizacdo da tensao exclusivamente em termos das forgas de corpo e tragao externa
atuantes sobre o EVR.
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3.1.4 Principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel

Baseados em argumentos fisicos Hill (1965) [53] e Mandel (1971) [75]; estabeleceram
que “a poténcia das tensdes macroscopicas em qualquer ponto arbitrdario do macro-continuo
deve ser igual a média volumétrica da poténcia das temsoes microscopicas sobre o FVR
associado a esse ponto para qualquer movimento cinematicamente admissivel do EVR”.
Em outras palavras, no contexto do problema estudado aqui, tem-se que para qualquer
estado do EVR caracterizado por meio do campo de tensao microscépica T, em equilibrio,
a identidade

T 0E = é/ T, -0E,dV, (3.31)
HJSQy

deve ser satisfeita para qualquer campo de deformagao microscépica cinematicamente ad-
missivel. Dentro do presente contexto, um campo de deformacao microscépica é chamado

de cinematicamente admissivel se, veja eq.(3.8),
OE, = 6E + V®ou, Viéu,cV,. (3.32)
Com o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel apresentado acima, pode-
se escrever a seguinte proposicao:

Proposicao 3. O Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel € satisfeito se e
somente se o trabalho virtual das tragoes externas g, e do campo das forcas de corpo
b, no EVR sao nulos. Assim, o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel é

equivalente as sequintes equacoes variacionais:

/bu-ndV:O e / g, -ndS=0 VneV,. (3.33)

I oQy
Prova. Introduzindo a decomposicao aditiva do campo de deformacao microscépica,

eq.(3.8), em (3.31), tem-se que

1 1 5o~
V/ T, - 0EdV = V/ T,  (6E+V?éu,)dV
Iy mJQy

1
= T-5E+/ T, - V*6i1,dV. (3.34)
V. Ja,

Entao, comparando o resultado acima com (3.31), observa-se que o Principio de Macro-

Homogeneidade de Hill-Mandel é satisfeito se e somente se,

T, - V*6a,dV =0 Véu, € V,. (3.35)
o

Empregando integragdo por partes na expressao acima, obtém-se

/ T, Vo5t dV — / (T, m)-5ti,,dS— / (divT,)-5ti,dV + / [T, 68,5, (3.36)
Q, o9, Q. o9,

90



Capitulo 3. Elasticidade linear

Levando em consideragao a eq.(3.25) a expressao anterior fica da forma,
/ T, Viu,dV = / g, - ou,dS — / b, -du,dV Véu, €V,. (3.37)
Q. o, Q.

Da expressao acima segue que o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel é

equivalente & seguinte equagao variacional
/ g, - ou,dS — / b, -éu,dV =0 Véu, €V,. (3.38)
o, Qu

No entanto, desde que V, possui a estrutura de um espaco vetorial (veja egs. (3.20) e
(3.23)), a equacao variacional mostrada acima é satisfeita se e somente se cada uma das

integrais é nula individualmente. m

Observagao 22. O Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel desempenha, por-
tanto, um papel fundamental no desenvolvimento de modelos constitutivos multiescala,
estabelecendo que a tragdo externa g, e as forcas de corpo b, sdo reagoes as restrigoes
cinemdticas impostas sobre o campo de deslocamento do EVR, associadas da escolha do
espago V. Conseqiientemente, g, e b, nao podem ser prescritas independentemente,

pois pertencem ao complemento ortogonal do espaco V,,, ou seja
(g e by) €V (3.39)

Portanto, uma vez que o espago V,, € escolhido, tem-se definido de forma automdtica o

espago ao qual g, e b, pertencem.

3.1.5 Formulagao do problema de equilibrio mecanico

Outro componente essencial na definicio da modelagem constitutiva multi-escala
discutida nesta secao ¢ a caracterizacao constitutiva dos materiais que compoem o EVR.
Sendo que o objetivo principal é mostrar detalhadamente a modelagem constitutiva multi-
escala utilizada na andlise de sensibilidade topoldgica a ser desenvolvida na Secao 3.2, o
foco aqui é estudar modelos constitutivos baseados em teorias fenomenolégicas ao nivel
microscépico. Assim sendo e restrito a uma teoria constitutiva puramente local, os axiomas
do Determinismo Constitutivo e Agoes Locais, Truesdell (1969) [129]; estabelecem que o
tensor tensao T em qualquer ponto & do continuo é unicamente determinado pelo tensor
deformacao E nesse ponto . Quer dizer que existe um funcional constitutivo simétrico
F tal que

T (x)=F(E(z)) Vxecl. (3.40)

Da mesma maneira que no caso macroscépico e considerando que na micro-escala
sao vélidas as leis da teoria do continuo, a tensao microscépica no EVR T, em forma

geral, satisfaz a seguinte relacao

Ty (y) =Fu(Eu(y) Yy e, (3.41)
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onde F, é o funcional constitutivo microscépico associado ao dominio €2,,.
Para o caso particular de um material eldstico linear, o funcional constitutivo F,,
assume a forma classica,

F.(E,) =C,E, VyeQ, (3.42)

onde o tensor de elasticidade (de quarta ordem) C,, = CE satisfaz

CL se yeQp

f A (3.43)
C, se yeqy

C.=Cy (y) = {
com Cj}" e (CL denotando os tensores constitutivos eldsticos associados a matriz e inclusao,
respectivamente, tal que no caso, mais particular ainda, de um material isotrépico e ho-
mogéneo sao representados por:

LE;
= 5 (1—v) [+, (I®I)], (3.44)

1—v;

Em
Cr =

p= o (=) [+ v (I D), C

i
i

sendo E,, e E; os médulos de Young da matriz e inclusao, respectivamente, e v, € v; 0s
correspondentes coeficientes de Poisson.

Para o desenvolvimento deste trabalho, serao considerados apenas materiais com
resposta constitutiva como a mostrada na equagao (3.42). Em vista da linearidade de
(3.42) e da decomposigao aditiva do campo de deformagcao microscépica (3.8), o campo de

tensao microscépica T, pode ser escrito como uma soma
T,=T,+T, (3.45)

de um tensor Tu que representa a tensao microscépica induzida pela deformacao macrosco-
pica E — associada ao campo de deslocamento 1 (y) — e um tensor ’i‘ﬂ que caracteriza as
flutuagoes de tens@ao microscépicas associadas ao campo de flutuacdo de deslocamento
microscépico uy, (y).

Introduzindo a decomposicao aditiva do campo de tensdo microscépica (3.45) no
funcional (3.22) e levando em conta o estabelecido pelo Principio de Macro-Homogeneidade
de Hill-Mandel, eq. (3.33), tem-se que a forma fraca do problema de equilibrio na varigvel
1, pode ser escrito como: dada uma deformacao macroscépica E, encontre o campo de

flutuacao de deslocamento u, € ’6#7 tal que

/ T, VindV = — / T, VindV VneV, com T,=C,Vu,. (3.46)
QH

"

Empregando integracao por partes e levando em conta que n|,, = —n|; sobre 89@,

tem-se que a expressao acima € escrita equivalentemente como,

/ ([[’i‘“}]n + [[Tu]]n) -ndS — /Q divT, -ndV =0  VneV,. (3.47)

o,

Finalmente a equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (3.46)

resulta no seguinte problema de valor no contorno: encontre o campo de flutuacao de

92



Capitulo 3. Elasticidade linear

deslocamento 1, tal que

(

div’i‘u =0 em Q,
'i’# =C,V?iu, em Q,
faQu u, ®;ndS = (3.48)
Jo, 8udV = ~E [, ydV
[a,] = sobre 9%,
[Tuln =—[T,n sobre  0€2,

Observacao 23. Se o EVR, representado por €, tiver M inclusoes, o dominio QL é

definido como,
. M .
i )
Q) = jL:JlQM, (3.49)
onde sz € o dominio da j-ésima inclusao no EVR. Nesse caso, as condi¢oes impostas pela
equagao diferencial (3.48) devem ser satisfeitas em cada subdominio QL], e as condicdes

(3.48)56 devem ser vdlidas sobre cada contorno OQLJ_.

Observacao 24. Levando em conta o discutido na Observagao 21 (pag. 87), a solugdo

do problema de valor de contorno anterior pode ser construida como uma soma
u, =V, +cy, (3.50)

de uma flutuagdo de deslocamento v, solu¢do do problema (3.48) satisfazendo a restrigao
(3.14), e um vetor constante c,,. Integrando no dominio 2, a decomposicao anterior e em

vista de (3.13), o vetor constante c,, € obtido como

1
cy = —VE/ ydV. (3.51)
woJo,

Observacao 25. A condigcdo (3.48)3 estd naturalmente atendida como conseqiémcia da
escolha do espaco I@u de acordo com (3.20). Também observa-se que, trivialmente, o
valor médio do lado direito de (3.48)s é nulo. Portanto, levando em conta a observag¢do
anterior, de (3.48)4 € do Lema de Laz-Milgram, tem-se que existe uma solu¢do inica para
o problema (3.46).

3.1.6 Classes de modelos multi-escala

Como foi mostrado no inicio desta segao, o conjunto K, e o espaco I@L estabelecem as
minimas restri¢oes cinemdticas sobre os campos de deslocamentos microscépicos u, e 1,
respectivamente, para que o conceito da macro-homogeneizagao seja valido. No entanto, o
espaco das variagoes cinematicamente admissiveis 1, em geral, estd contido no espago l@:}
o que permite obter diferentes modelos constitutivos multi-escala. Cabe mencionar que
cada modelo difere um do outro somente pela escolha feita para o espaco das variacoes
cinematicamente admissiveis V, C l@;’; Assim, no que segue sao mostrados os quatro

modelos constitutivos multi-escala classicos, comumente conhecidos como:
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(a) Modelo de Taylor ou de deformagao homogénea no EVR;
(b) Modelo de deslocamento linear no contorno do EVR;
(c) Modelo de flutuagao periddica de deslocamento no contorno do EVR;

(d) Modelo de tragao uniforme no contorno do EVR, ou da minima restri¢ao cinemaética.

3.1.6.1 Modelo de Taylor ou de deformacao homogénea no EVR
Esta classe de modelo é obtida escolhendo como espaco das variagoes cinematica-

mente admissiveis o espago identicamente nulo, ou seja,
_ V7 _
V="V, = {0}. (3.52)

Conseqiientemente, a solugao do problema variacional (3.46) ¢ a trivial, i, = 0. A
deformacao microscépica, portanto, é homogénea no EVR e coincide com a deformacao

macroscopica correspondente ao ponto material @ do macro-continuo €2,
E,=E VyeQ,. (3.53)

Além disso, com a escolha feita para o espago V), o campo de deslocamento mi-

croscopico no dominio do EVR é linear na variavel y, ou seja
u, (y)=u(z)+u,(y) Vye,. (3.54)

Levando em conta a cinemética do modelo, eq.(3.52), as forcas de corpo e tragoes
externas reativas no EVR, (g,,b,) € (VNT)L, podem ser fungoes arbitrarias com a re-
gularidade suficiente no dominio de analise. Assim, as forcas de corpo e tracoes externas
podem ser determinadas num célculo a posteriori.

Introduzindo o resultado (3.53) em (3.42), a resposta constitutiva microscépica que

caracteriza o campo de tensao microscépica T, satisfaz
T,=C,E,=C,E=T, VyeQ,.

Como mostrado acima, para este modelo a resposta constitutiva microscopica é
independente da coordenada y. Entao, a tensdo homogeneizada (3.26) pode ser escrita

como

1 - 1
T(x) = — dV'T|lm + —

= dVT |<—ET | +ET i (3.55)
-V Jam V., Jai pe i i ‘
wJQn BJQ

Vi Vi

onde T,|, e T,|; sdo os tensores tensdao microscépicas induzidas (uniformes) na matriz e
inclusdo, respectivamente. Da mesma forma que em (3.49), se o EVR tiver M inclusoes
disjuntas e supondo que cada subdominio QLJ_ possui uma resposta constitutiva carac-

terizada através de um tensor de quarta ordem C,; independente da coordenada y, a
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expressao acima é reescrita da seguinte forma
M
T(z) = UmTu|m + ZUjTMj, (3.56)
j=1

com T,|; = C,,E denotando a tensao microscépica induzida correspondente a fase j; e

U, € v; as fragoes de volume da matriz e da j-ésima inclusao, respectivamente, definidas

como :
vm vy
U 1= VL}A e wvj:i= v}’j (3.57)

Entao, nesta classe de modelo, a tensao macroscépica associada ao ponto & nada
mais é que a média ponderada da tensao induzida atuando nas diferentes fases sdlidas do

EVR. Este resultado é comumente conhecido na literatura como a regra da mistura.

3.1.6.2 Modelo de deslocamento linear no contorno do EVR
Para este modelo propoe-se que o deslocamento microscépico u, no contorno do

EVR varie linearmente na variavel y, ou seja,
u,(y) =u(x)+ua,(y) Vyeo,. (3.58)

Assim, o espaco V,, para o modelo de flutuag¢ao de temperatura nula no contorno do

EVR, que satisfaz a proposta mostrada previamente, é definido como
V, = VE = {ﬁueﬁ;:ﬁ#(y)zo Vye@Q“}. (3.59)

Neste modelo, a tinica possivel forca de corpo reativa em €2, — ortogonal a V/f -éa
identicamente nula,

b,(y) =0 VYyecQ,. (3.60)

Quer dizer que sé um campo de forca de corpo microscépica igual a zero é compativel
com esta classe de modelo, ou seja, que satisfaz a equagao variacional (3.33);. No entanto,
a tragao externa reativa resultante da condigao de ortogonalidade (3.33)2, g, € (Vﬁ)L,
pode ser qualquer funcao com a regularidade suficiente no contorno 051, plausivel de ser

obtida através de um calculo a posteriori.

3.1.6.3 Modelo de flutuagao periédica de deslocamento no contorno do EVR

Esta classe de modelo constitutivo baseia-se em considerar uma distribuicao peridédica
do EVR na micro-escala, Michel et al. (1999) [81], tornando-o apropriado na modelagem
de muitos materiais da engenharia. Assim, para que essa representagao periddica seja con-
sistente, é necessario que o contorno do EVR esteja composto por N pares de conjuntos

iguais de lados

o0, = jL:Jl(Fj, r;), (3.61)
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tais que, cada ponto yT € F;r possua seu correspondente y~ € Fj_, e que as normais aos

lados do contorno (Fj, r J_) nos pontos (y*,y ™) satisfacam

n;r =-n;. (3.62)

Os exemplos mais comuns de formas para os EVR periddicos sao as quadradas,

retangulares e hexagonais, veja Fig. 3.3.

Q,

T3
Figura 3.3: geometrias do EVR periddico - células quadradas e hexagonais.

Entao, com as consideracoes geométricas estabelecidas acima, o espaco V, para o

modelo de flutuagdo periddica de deslocamento no contorno do EVR é definido por
V, = VP = {ﬁu €Ki, (yt) = u(y) Vopar (yhy) e 89“} . (3.63)

Levando em conta a definicdo do espago VZ; apresentada anteriormente, é simples
verificar que a condi¢do dada pela eq.(3.24) é satisfeita. De fato, basta constatar que é
cumprida a condi¢do dada pela eq.(3.20). Entao, tendo assumido a particdo geométrica

para o contorno do EVR, a restricao para o espaco K, pode ser escrita como

/ u, ®;ndS =
8,

/Jr u,(y") ®snjdsS +/ u,(y~) ®sn; dS
LTS ry |

M-

<
I
=)

/ u,(y™") ©s nde—/ i, (y~) ®s nfdS| = 0. (3.64)
/Ty Ty

I
WE

<.
Il
o

Da mesma maneira que no modelo anterior, observa-se que somente o campo de
forcas de corpo nulo é ortogonal ao espaco escolhido para as flutuacoes virtuais de deslo-
camento, ou seja,

b,(y) =0 VyecQ,. (3.65)

Por outro lado, o campo de tracoes externas aplicado ao contorno 9€2,, e ortogonal a
Vf (a fim de satisfazer a restricao (3.33)2) deve necessariamente ser um campo de tragao

anti-periddica em 0§),, ou seja, g, satisfaz

gu(y") = —guly™) Vopar (y",y7) €. (3.66)
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3.1.6.4 Modelo de tragao uniforme no contorno do EVR
Esta classe de modelo é construida sob a hipétese da minima restri¢do cinematica no
EVR. Portanto, a escolha feita para o espago das variacoes cinematicamente admissiveis

¢é definida como
V=V =K. (3.67)

Mais uma vez, apenas o campo de forcas de corpo nulo satisfazem a condicao de

ortogonalidade (3.33) com o espago Vlf/l, ou seja,
b,(y)=0 Yyeq,. (3.68)

No caso da tracao externa ortogonal ao espaco das flutuagoes de deslocamentos
virtuais cinematicamente admissiveis, pode-se mostrar que satisfaz a condicdo de tracao

uniforme no contorno do EVR:

g.(y) =T,n(y)=Tn(y) Vyeo, (3.69)

onde T é o tensor tensdo macroscépica (3.26) associado ao ponto & do macro-continuo.
Isto quer dizer que a tragao externa compativel com o modelo aqui apresentado é uniforme

no contorno do EVR. A validade da expressdo anterior pode ser demonstrada. De fato:

Proposicao 4. Sob a hipdtese da minima restricdo cinemdtica no EVR, tem-se como
consequéncia neste modelo constitutivo multi-escala que a tracao externa satisfaz a sequinte
identidade

g.(y) =Tn(y) VyecdQ,, (3.70)

onde T € o tensor tensao macroscopica associado ao ponto x do macro-continuo.

Prova. Inicialmente observa-se que a tragao externa pode ser escrita, como

gu(y) =Tyn(y) Vyeo, (3.71)

mas, de forma que qualquer g, (y) pertenca ao espago ortogonal V{L\/‘, tem-se
/ gy -ndS = / T, n-ndS
o, o,
= / T, (N®sn)dS=0 Vne V;\A. (3.72)
ol

Empregando a técnica de decomposicao de campos microscépicos, a tensao microscépica

no EVR pode ser escrita, em hipdtese, como uma soma
T,=T,+T,, (3.73)

de uma parcela constante em vy, Tu, e uma flutuacao de tensao microscépica T, tal que,
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no caso bi-dimensional?,

/ [Tun(n ®n) + T, (t®sn)|dS =0, (3.74)
o0,

onde T),, e T}, sao, respectivamente, a componente normal e cisalhante do tensor T, na
base local ortonormal orientada nas diregoes dos vetores normal e tangencial (n, t) definida

no contorno d€,,,

T, =T, -m®@n), T, =T, (t®n). (3.75)

Por outro lado, associado ao campo de tensao arbitrario T, é possivel definir o tensor de

segunda ordem ¥ como

U= [T,,(mn®mn) +T,,(t ®sn)|dS, (3.76)
o9,

onde T}, e T}, sao, respectivamente, a componente normal e cisalhante do tensor T, rela-
tiva a base (n,t). Introduzindo a decomposigao aditiva do campo de tensao microscépica

na definicao estabelecida anteriormente para o tensor W, tem-se

v o= /m# [(T,m +Tun> (n®mn) + (Tus +Tus) (t ®s n)] ds
= - {[Tu-(n®n)} (n®n)+[T#-(t®sn)] (t®sn)}d5'
+/8Q [Tun(n@) n) + T, (t n)} ds

= / mene®ne®n+tR,n®te,n)dST,
o9,

+ /8Q [Tﬂn(n @n) + T, (t @y n)} ds. (3.77)

Lembrando a definicao dos escalares T#n e Tus, a expressao anterior pode ser escrita como
¥ =RT,, (3.78)

onde o tensor de quarta ordem R é definido como
R::/ Menenedn+t;n®te;n)ds, (3.79)
o0,

e depende exclusivamente da geometria do contorno do EVR. Sendo que o tensor R é
invertivel para qualquer contorno fechado 0€2,, a decomposicao aditiva apresentada na

eq.(3.73) é de fato possivel pois

T,=R'¥, = T,=T,-T,. (3.80)

2Por simplicidade, a prova é focada no caso bi-dimensional. Para o caso tri-dimensional o procedimento
é totalmente analogo.
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Considere agora o campo vetorial
n* =T, n+T,.t, (3.81)

da defini¢ao anterior é simples observar que n* € V{L\". Entao, levando em conta a decom-
posicao aditiva do campo de tensao e o campo 1* na condicao de ortogonalidade dada

pela eq.(3.33), tem-se

T#'(n* Rg n)dS = T#/ n* R l’ldS—i—/ ’i‘“, (,’7* Qs l’l)dS
0

o9, a9, Qy
= / Tjﬂds+/ T2 dS = 0. (3.82)
o9, a9,
A identidade anterior implica em
Ty, =T, =0 Yy e o, (3.83)

Finalmente, foi provado que a tragao externa no contorno do EVR para o presente modelo

é constante e dada por

gu(y) =Tyn(y) =T,n(y) Vycd,. (3.84)

Para completar a prova, considere a definigdo da homogeneizacao mostrada em (3.30) em

termos da tracao externa e das forgas de corpo,

1
T=_ / g s de—/ by, @5 ydV |, (3.85)
Vie \Joa, Q,

levando em conta que as forcas de corpo sao nulas e em vista do resultado (3.84) a tensao

macroscopica pode ser escrita como

Vi \Joq, Vi 20,

o que encerra a demonstragao da proposicao. m

Note que na presente formulagao variacional do modelo de minima restricao cinematica,
a restrigdo sobre a tragao externa mostrada na eq.(3.69) é uma conseqiiéncia da escolha
feita para o espaco V{LV‘ e nao pode ser imposta a priori. Devido a condicao estabelecida na

eq.(3.69) esta classe de modelo é conhecido como modelo de tragao uniforme no contorno.

Observagao 26. Os modelos desenvolvidos nas secoes anteriores sdo apresentados de

maneira resumida no quadro abaixo:
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(a) Modelo de Taylor
T ._
V, =1{0}.

(b) Modelo de deslocamento linear no contorno
VE = {t € K5 i (y) = 0, Vy € 09}
(c) Modelo de flutuagao periddica de deslocamento no contorno
VZ; = {ﬁu € l&; 1y (y+) =1, (y*) , Vpar (y+,y*) € 8QM} )

(d) Modelo de tragdo externa uniforme no contorno

M gox
VM=K

Um fato importante que deve ser notado é que os modelos ora apresentados diferem entre
si pela escolha feita para o espago das variagoes admissiveis V, C l@; Do quadro acima

€ simples ver a sequinte relacdo entre os espacos propostos para os modelos obtidos,
T L P M
V, CV,CcVy, cV, . (3.87)

Dai seque que o modelo de Taylor e da tracdo externa uniforme no contorno fornecem os
limites superior e inferior, respectivamente, para todas as possiveis escolhas das restricoes

cinemdticas para o espac¢o das variacoes admissiveis.

Observacgao 27. Nos modelos constitutivos multi-escala apresentados anteriormente, foi
provado que, exceto no modelo de Taylor, as forcas de corpo no EVR, compativeis com a
modelagem proposta, sao necessariamente nula, ou seja, b,(y) = 0. Portanto, a tensdo

homogeneizada (3.30) € obtida a partir da tragdo externa g, como

1

Tm:/ g, ®, yds. (3.88)
Vi Jog,

Note-se a simplicidade da expressdo final para a tensdo homogeneizada, o que torna fdcil

sua tmplementacao computacional. No caso do modelo de Taylor, a tensao macroscopica

é calculada diretamente empregando a eq.(3.56).

3.1.7 Tensor de elasticidade homogeneizado

Na modelagem multi-escala proposta nas se¢oes anteriores foi mostrado como uti-
lizar a informacao da macro-escala, neste caso a deformagao macroscopica E, para obter
o campo de deslocamento microscépico u, — utilizando o que foi chamado de campo de
flutuacoes de deslocamento microscépico 1, solugao do problema (3.46) ou (3.48). No en-
tanto, esta metodologia nao fica restrita ao calculo do campo de deslocamento microscépico
e pode ser estendida visando obter a resposta constitutiva macroscépica do EVR, inde-

pendentemente da deformacao macroscépica associada ao ponto material . Portanto,
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nesta secao é apresentada uma formulacao que permite obter o tensor de elasticidade
macroscopico empregando os mesmos conceitos da técnica de modelagem multi-escala
discutida anteriormente.

Introduzindo a cinemética do modelo de elasticidade linear (3.7) e levando em conta
arelacao constitutiva (3.42), a equacao variacional (3.46) pode ser escrita equivalentemente

como

/ C,V*i, - VindV = — / C,E-VndV  WneV,. (3.89)
Q. Q.

Devido a linearidade do problema (3.89) a flutuagao do deslocamento microscépico
u,, pode ser construida a partir de uma combinagao linear das componentes cartesianas da
deformagao macroscépica, como sugerido por Michel et al. (1999) [81], da seguinte forma

i, = (E),; 9, (3.90)

sendo u,;, com 7,5 = 1.2, os campos vetoriais conhecidos como flutuagoes tangenci-

ais de deslocamento e os escalares (E).. sdo as componentes cartesianas da deformagao

tj
macroscépica, dadas por (E); ;= E-(e;®e;). Cada u,,,. representa a derivada do campo de
flutuagoes de deslocamento do EVR em relagao a componente da deformagao macroscépica
na direcao do elemento da base e;. Por outro lado, a deformag@o macroscépica pode ser

escrita em suas componentes cartesianas da seguinte forma
E = (E)Z] (ei X ej). (391)

Entao, substituindo a expressao anterior e a decomposigao (3.90) no funcional (3.89)

tem-se

(E),; (/ C.Viuy,; - V%dV) =—(E); (/ Culei®ej) - VsndV> n €V,
2 Q.
(3.92)

o que resulta no seguinte conjunto de problemas variacionais: encontre 1, € K, (para

i,7 = 1,2 no caso bidimensional), tal que

C.Viuy,, - VindV = —/ Culei®e;) -VindV  VneV,. (3.93)
2 Q.

Assim, as fungdes vetoriais 1,,; que geram a base da combinagao linear (3.90) sdo
obtidas da resolugao do sistema canoénico de equagoes variacionais (3.93).

Por outro lado, levando em conta a separacao aditiva do campo de tensao mi-
croscépica (3.45) e a relagao constitutiva (3.42), o tensor tensdo macroscépico pode ser

escrito como

1 1 ~
T=— / C,EdV + — / C,E,dV. (3.94)
Vi Qu Vi Qu

Empregando a expressao (3.90), o funcional mostrado acima fica da seguinte maneira,

1 -
T=C7E + <Vu ) (CuEdeV> (E),; (3.95)
"
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sendo E,,,; a flutuacao de deformagao associada as flutuagoes tangenciais de deslocamento
. € C7 denota o tensor constitutivo homogeneizado associado ao modelo de Taylor

definido da seguinte forma,
1
c? .= — / C,dv. (3.96)
Vi Ja,

Mas, note que a aplicagao tensorial C,E,,. pode ser escrita como

CMEMU = (Cu)klpq (Euij Jpq (€ ® e), (3.97)

e substituindo em (3.95) tem-se que o tensor tensdo macroscopica pode ser re-escrito como

uma soma da forma,

1 8
T = CTE+ (Vu /Q (C)kipg (Bpuis Jpg (e @ €1) dV) E-(e;®ej)
n

= CTE+CE, (3.98)

onde o tensor constitutivo homogeneizado associado a parcela de flutuagao C ¢é definido

como
- 1 -
Cc = 7# /Q (Cu)z’qu (B )pgdV | (€i @ €j ® e @ €) (3.99)
n
1 -
= — / (Tukl)ijdv (e; ® e;¥e,® e). (3.100)
Vi Ja,

Finalmente, como o problema em estudo é linear, a tensao macroscopica T pode
ser representada através de uma relagao constitutiva linear similar & mostrada em (3.42)

e caracterizada pelo tensor constitutivo homogeneizado de quarta ordem C, ou seja,
T = CE. (3.101)

Da comparagao dos resultados anteriores, tem-se que o mencionado tensor constitu-
tivo macroscépico C esta representado pela soma das contribuicoes da parcela associada
a média volumétrica do tensor de elasticidade microscépico C, e da parcela associada a

flutuacio de deformacéo microscépica C, ou seja,
c=cT +C. (3.102)

Note que somente a contribuicao de C depende da escolha para o espago V,,, através
das flutuagoes tangenciais de deslocamento uy,;. Cabe mencionar ainda que ambas as
contribuictes sao independentes da deformacao macroscépica. Obviamente, no caso do
modelo de Taylor (onde 1, = 0 para qualquer diregdo ij) C = 0 e a resposta constitutiva
macroscopica é dada somente em termos da parcela associada a média volumétrica da

resposta constitutiva microscépica, ou seja, C = CZ.

Observacao 28. Como mencionado no inicio da se¢do, o tensor constitutivo homo-
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geneizado C é, portanto, completamente determinado pelas caracteristicas do EVR através
das solugoes uy,; do conjunto de problemas variacionais (3.93), nao dependendo da de-

formagao macroscéopica.

Observagao 29. Considerando a propriedade de simetria dos tensores de deformacdo
e temsdo macroscopica, tem-se que o numero de coeficientes eldsticos independentes do
tensor de elasticidade homogeneizado C, € reduzido, no caso bidimensional, a 6. Assim,

a equagao constitutiva (3.101) pode ser escrita em forma matricial como

(T)11 (©1111 (Cr1122 (C)r112| | (E)1x
(T)22| = (C)a222 (Clazrz| | (E)a2 |, (3.103)
(T)lg sim. ((C)1212 2(E)12

onde o fator de 2 multiplicando o termo associado ao efeito de cisalhamento no tensor
deformacdo decorre do fato que a componente generalizada de tensao, em wvista das pro-

priedades de simetria ora mencionada, € escrita como

(T)ij = (C)ij11(E)11 + (C)ijr2(E)12 + (C)ijo1(E)21 + (C)ijao(E)22
= (©)i11(E)in +2(C)iji2(E)12 + (C)ijo2(E)22. (3.104)
Cabe mencionar ainda que a forma matricial da tensao macroscopica, mostrada na eq.(3.103),

permite escrever a resposta constitutiva C (tensor de quarta ordem) como uma matriz

simétrica de 3 x 3 elementos, como:

(C)1111 (1122 (C)1112 Cii Ci2 Cg3
C= (C)az22 (C)azi2| = Ca Co3| - (3.105)
sim. ((C)1212 sim. C33

Essa representacao matricial facilita consideravelmente a implementacao computacional

da modelagem constitutiva multi-escala adotada neste trabalho.

3.1.8 Implementagao computacional

Complementando a modelagem constitutiva multi-escala discutida nas secoes an-
teriores e descrita no contexto de um sélido continuo, nesta secao é apresentada uma
breve descricao sobre a implementagao computacional dos modelos propostos. Em outras
palavras, trata-se de forma detalhada a construcao das versoes discretas dos espagos das
variagoes cinematicamente admissiveis para as flutuacoes de deslocamento microscépico
para os diferentes modelos apresentados na Secao 3.1.6, no contexto das aproximacoes por
elementos finitos. Encerrando a secao, discutem-se brevemente alguns aspectos computa-

cionais.
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3.1.8.1 Discretizagao por elementos finitos
Segundo mostrado anteriormente na Secao 3.1.5, a forma fraca do problema de

equilibrio é dada pela seguinte equagao variacional: encontre o campo u, € K, tal que

/ CuV* (ut @i, +@,) VondV =0 VeV, c K. (3.106)
QU‘

De maneira geral, as componentes do campo de flutuagdes de deslocamento mi-
croscopico 1, e das variagoes admissiveis 17 podem ser aproximadas, para uma malha de
elementos finitos com N néds, por uma combinagao lineal do tipo

N N
(W) =D (@), 05 e (mp=> (W), v (3.107)

Jj=1 Jj=1

onde (ﬁi)k e (n/)g, com k = 1..2 no caso bi-dimensional, sdo, respectivamente, os val-
ores nodais das componentes do campo de flutuagdes de deslocamento e das variagoes
cinematicamente admissiveis e 1; denota as cldssicas fungoes de interpolagao globais para
cada componente k. Com a discretizagdo proposta acima para as componentes dos campos

microscépicos 1, e 1, a expressao (3.106) pode ser escrita em forma discreta como
/ DB(iiyy, + Gipp) - Bny,dV =0 Vn,, € KIP C Ky, (3.108)
Ql"

com D denotando a matriz da resposta constitutiva no dominio do EVR, a matriz B
contém as derivadas cartesianas das funcoes de interpolacao 1); para cada componente k,
upy, € I@Zp é o vetor associado aos valores nodais da flutuagao de deslocamento microscépico
(sendo que l@ﬁp é versao discreta do espaco I@M associada & aproximacao proposta), o vetor
tipp contém o produto (Ey)|; avaliado em cada né j da malha de elementos finitos e 1, é
o vetor que possui os valores nodais associados as variacoes cinematicamente admissiveis.
Aqui os indices h € (0,1] C R e p € N denotam a dependéncia da aproximagio com os
parametros h, que define o tamanho caracteristico dos elementos finitos, e p associado a
ordem polinomial das fung¢oes que geram a base da aproximagao (3.107). Finalmente, a
solucao por elementos finitos do problema (3.106) consiste em resolver o seguinte sistema

algébrico de equacoes
(Frp + Kiplinp) -1y, =0 Vmy, € KIP C K, (3.109)

para o vetor de incdégnitas nodais generalizado uy,, onde fj, e Ky, sao, respectivamente,

o vetor de carregamento nodal generalizado e a matriz de rigidez global, dados por
Khp = / B'DBAV e fy, = Ky, (3.110)
Q

No caso do modelo de deslocamento linear no contorno do EVR, desenvolvido na
Segao 3.1.6.2, a solucdo do problema (3.106) segue o caminho cldssico dos problemas de

elasticidade linear. Basta apenas prescrever o valor zero aos graus de liberdade associa-
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dos as flutuacoes de deslocamento no contorno. No entanto, para os modelos de flutuagao
periédica de deslocamento (Segao 3.1.6.3) e da minima restri¢ao cinemética (Segao 3.1.6.4),
as condigoes de contorno no EVR sao nao locais. A principal diferenga reside na geragao do
espago discreto para as flutuagoes de deslocamento admissiveis e virtuais, cujas restrigoes
sao descritas de forma nao convencional. Em seguida, portanto, é brevemente descrita a
discretizacao do espago de elementos finitos, colocando em evidéncia as condices de con-

torno em termos dos graus de liberdade nodais para os modelos analisados anteriormente.

Modelo de deslocamento linear no contorno. Como mencionado anteriormente, o
modelo de flutuacao de deslocamento nula no contorno nao requer comentarios adicionais,
pois pode ser implementado seguindo o caminho cldssico dos problemas de elasticidade
linear. Em seguida, portanto, é apresentada uma breve discussao acerca da implementacgao
computacional alternativa para esta classe de modelos, seguindo uma estrutura similar a
que serd empregada na implementacao dos modelos de flutuacao periédica de deslocamento
no contorno do EVR e da minima restricao cinematica. Considere, entao, que o espaco

discreto l@ﬁp das flutuagoes de deslocamento admissiveis pode ser definido como
e = {v = (Vi) T s v = o} , (3.111)

onde v?, v* denotam os vetores contendo, respectivamente, os graus de liberdade interiores
e do contorno do EVR. Dividindo, portanto, a matriz Ky, e os vetores fp,, upy, € n, da

mesma forma que v, tem-se que a equagao (3.109) pode ser escrita como

i i peib ~i i
_hp +,,h£‘+lfhﬂ, M N0 (e ) g v b (3.112)
£ AR ay, n ) T i '
p p, “hp p P

Introduzindo a restrigao do espago discreto I@Zp sobre os graus de liberdade do contorno

do EVR, a expressao acima se reduz a
{Flp + KinyOhp -1y =0 V). (3.113)

Levando em conta a arbitrariedade de nzp, a equacao discreta do equilibrio para os graus
de liberdade interiores é dada pelo seguinte sistema de equacoes algébricas para o vetor
aj,,

hpUhp = —Fhp- (3.114)
Como mencionado, o sistema de equacoes algébricas anterior fornece a solucao associada
aos graus de liberdade interiores do EVR. Levando em conta, portanto, a decomposicao
e restricao mostrada na definicdo do espago discreto l@lh;p , eq.(3.111), o vetor flutuacao de

deslocamento microscépico uy, ¢ dado por
Uy = (), 0)7. (3.115)

Modelo de flutuagao periédica de deslocamento no contorno. Para o modelo de

flutuagao periddica de deslocamento no contorno, a geometria do EVR deve respeitar as
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restricbes previstas na Secdo 3.1.6.3. Neste caso, é conveniente assumir® que cada né do

contorno i", com coordenada yf, tem um par i, com coordenada y; , como mostrado
: . . . . ~h

na Fig.3.4. Com as condi¢des mencionadas anteriormente, o espago discreto K,” das

flutuagoes de deslocamento cinematicamente admissiveis pode ser definido como
ICZP = {v= (VivTv)T vt = v}, (3.116)

onde v’, v e v~ denotam os vetores contendo, respectivamente, os graus de liberdade

interiores do EVR e das partes I'™ e I'” do contorno do EVR, ou seja,

N N
I+ = jglrj e I' = jglr;, tal que TTUT™ = 9Q,. (3.117)
® i ®
yt y
B R A >0,
[ 4 ﬁ‘ 9

Figura 3.4: geometrias discretas para os EVR periodicos.

Ao dividir fp,, kpp, Upp € 1y, na mesma forma que v e levando em conta a definicao

(3.116), lembrando que up;, e 1, pertencem ao espago l@ﬁp , a expressao (3.109) assume a

forma
i i kit | Ki— o i
_lhp CShp | Knp | Snp | [ YUnp My
+ +i ++ +- ~ 4 + _ j +
fhiz L Ich:,: ,kﬁp, 4‘ ,kfﬂﬂ, A Y B L 0 V’?Zp, Mhyp- (3.118)
— —i —+ —— ~ 4 +
Frp Kip | Kip ! Kpp uj, Mhp

Considerando a repetigao de ﬁ;{p e nzp nos vetores dos graus de liberdade nodais, a equacao

discreta do equilibrio (3.118) se reduz a seguinte forma

7 i ' ki+ + ki* ﬁl i .
i }lp*: -+ |- ) ) :f:* IF *,ﬁf - *T{* —-=-- 1" :ig - |- Tliﬂ -] =0 Vnﬁw,nﬁpy
fhp + fhp khp + khp \ khp + khp + khp + khp Unp Mhp

(3.119)
que, em vista da arbitrariedade de nﬁlp e ?ﬁfp, tem-se o seguinte sistema linear de equacoes

o ~i =+
algébricas para os vetores uy,, e T

- B » .
S Kip t Ky Uiy - _ LI ) (3.120)
k;; +k, ! kaLrp+ t kf:p+ T k;p_ + Ky aZp f;p +

Finalmente, com a solugao do sistema de equacoes algébricas anterior e levando em conta

3Esta hipétese nao é necessaria, mas simplifica consideravelmente a implementacio do modelo com

elementos finitos.

106



Capitulo 3. Elasticidade linear

a decomposicao apresentada na definicao do espago discreto I@Zp , €q.(3.116), o vetor flu-

tuacao de deslocamento microscépico uy, é dado por
~ ~7 ~ ~ T
T (TR TR (3.121)

Modelo de tragao uniforme no contorno do EVR. Para este modelo é seguido
um procedimento completamente analogo ao anterior, visando obter o conjunto final de
equagoes algébricas de elementos finitos sob a hipdtese de minima restrigdo cinemética
(trac@o uniforme no contorno do EVR). Para comecar, considere a seguinte defini¢do da

contraparte discreta do espacgo das flutuacoes de deslocamento admissiveis e virtuais:
Kl .= {v = (v'[v")T : /a Qh@bvb) ®s ndoQ, = 0} : (3.122)
"

sendo v’ é o vetor que contém os graus de liberdade do contorno e ®, a matriz das
funcoes de interpolag@o globais associadas unicamente com os nés do contorno do EVR
discretizado. Do espaco mostrado em (3.122), é simples ver que a restrigao integral sobre

v? pode ser escrita equivalentemente em forma matricial como
Cv’ =0, (3.123)

onde C é a matriz de restri¢cdo sobre os graus de liberdade do contorno do EVR. Para um
EVR discretizado com k nés interiores e m nds no contorno, no caso bidimensional v® é

um vetor de dimensao 2m e C é uma matriz de dimensao 3 x 2m dada por

faQZ <I>k+1n1d8(2u 0 s faQZ (I’k+mn1daﬂu 0
C= 0 Joop ®rinaddQ, - 0 Jocn, ®rrmn2doQy,
faQZ <I>k+1n2d8§2u f@Qﬁ <I>k+1n1d89M te faQZ @k+mn2daﬂu fBQﬁ @k+mn1d89u

(3.124)
note que n; e ng denotam as componentes do campo vetorial n, normal ao contorno
09),, associadas & base global ortonormal {ei,e2} e ®;, j = 1,--- ,m, sdo as funcoes
de forma globais associadas aos nés do contorno. Neste caso, a equagao (3.123) fornece
trés restrigoes lineares sobre a quantidade total dos 2m graus de liberdade no contorno
discreto do EVR. Para EVR tridimensionais, as dimensées do vetor v® e das matriz C sio,
respectivamente, 3m e 6 x 3m. No contexto usual de elementos finitos, em vez de utilizar
fungoes de forma globais, a matriz C é obtida da montagem de matrizes elementares que
em duas dimensdes, para um elemento e com p nés na interseccao I'® do contorno do

elemento com o contorno do EVR, é da forma

fr(e) (I)ge)nldagu 0 e fr(e) ‘I’ée)nldagu 0
cl = 0 o @ ngdon, - 0 oo D n0don, |
Jro @209 fro @m0 - fro @ n2d0  fr O n1d0g,

(3.125)
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na expressio anterior foi assumido que os nés do elemento e que estdo em I'(®) sdo local-
(©
J

ao no j. Por exemplo, as matrizes para os elementos triangulares convencionais com trés

mente numerados de 1l ape &)’ j=1,---,p, sdo as funcdes de forma locais associadas

e seis nés, tendo um unico lado reto de comprimento {(¢) e, no caso do elemento triangular

de seis nods, trés nds igualmente espacados intersectando o contorno do EVR, sao dadas

por
l(e) ni 0 niy 0 l(e) ni 0 477,1 0 ni 0
Cgfg = 7 0 no 0 ny ; gfg; = ? 0 no 0 4’1’L2 0 ny
%77,2 %nl %ng %nl %712 %nl 277,2 2n1 %TLQ %nl
(3.126)

A fim de lidar com a restrigao (3.123) sobre o espago discreto das flutuagoes admissiveis e

virtuais de deslocamento é conveniente dividir v? como
vb = (v/jvijvP)T, (3.127)

onde os sub-indices f, d e p denotam, respectivamente, os graus de liberdade livres, depen-
dentes e prescritos no contorno discreto do EVR. Conseqiientemente, a matriz de restrigao
global é particionada como

C:[Cficdicp}’ (3.128)

tal que a equagao da restrigao integral (3.123) fica

[ciictic || v | =0 (3.129)

vP

O problema de equilibrio discreto (3.109) é totalmente determinado a menos de uma
constante. Portanto, é necessédrio prescrever graus de liberdade para tornar o problema

(3.109) bem posto. Trivialmente, sem perda de generalidade, é prescrito
v’ =0, (3.130)

onde, no caso bi e tridimensional, vP contém trés e seis graus de liberdade, respectivamente,

convenientemente escolhidos. Assim, a equacao de restricao se reduz a

[ c/ic } ( “:Z ) = 0. (3.131)

Em duas dimensoes, o resultado anterior representa trés equacoes escalares envolvendo
2m — 3 varidveis, e no caso tridimensional sao seis equagoes escalares com 3m — 6 varidveis.

Finalmente, o vetor v¢ pode ser escrito em termos de v/ como

vi=Rv/, com R=—(CHC/. (3.132)
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Note que os graus de liberdade dependentes (correspondentes a v%) devem ser escolhidos
tal que a matriz C¢ seja inversivel. Levando em conta as consideracoes anteriores, o espaco

discreto (3.122) pode ser redefinido como
chp o [ i AT . yd _
P = {v = (Vi [vH)T ;v = va} , (3.133)

que, por conveniéncia, contém apenas os graus de liberdade nao prescritos. A equacgao
de elementos finitos (3.109) para o modelo da minima restricdo cinemédtica é obtida,
analogamente a (3.118), dividindo os vetores e matrizes de acordo com a parti¢ao mostrada

anteriormente e levando em conta (3.133). Assim, o sistema de equagoes fica

. .. l . l id — .
i Ky ,k;,zj;, a kﬁ% | G My .y
[ Rk ki || G, | e | mh, | =0 aipm,, (3139
bk E
f?llp k;ib; ‘ kh]; | kzg Ruﬁp Rn{w

que finalmente, em vista da arbitrariedade de nzp e nip, é reduzido no seguinte sistema

. ~ 11 ~3 ~f
linear de equagoes algébricas para os vetores uy, e U,

,,,‘,ZP,,_,,‘ ,,,,,, k Zﬁf,tkjg’iR ,,,,,,, ,gzﬂ, — ,,,,2@17,,,, . (3.135)
K+ RUKE kR R S RTKER |\, flp + R,
Com a solucao associada aos graus de liberdade interiores e livres, obtidos do sistema
de equagoes algébricas anterior, e a decomposigao proposta em (3.122) e (3.133), o vetor

flutuacao de deslocamento microscépico uy, pode ser construido, finalmente, como
i of Raf T
Upp = (U}, |y, [RUy | 0)°. (3.136)

3.1.8.2 Aspectos computacionais

A resolucao numérico-computacional dos modelos constitutivos multi-escala apresen-
tados na Secao 3.1.6 nao segue o caminho classico do método dos elementos finitos, devido
ao fato de ter que impor as restrigcoes cinematicas do espaco das variagbes admissiveis
V,, em sua versao discreta V,}}p (ou l@ﬁp ). Portanto, ndo é possivel utilizar os cédigos de
programas de elementos finitos usuais (ou comerciais, se for o caso). Este fato motivou o
desenvolvimento da técnica de implementagao computacional — no contexto dos elementos
finitos — apresentada na secao anterior.

Visando utilizar os espagos usuais para as funcoes de interpolacdo de elementos
finitos, na se¢ao anterior foi proposta uma técnica que introduz as restrigcoes dos espagos
discretos na prépria construcao do sistema de equagoes algébricas. Com isso, é possivel
utilizar os espacos de elementos finitos convencionais nesta técnica de modelagem consti-
tutiva multi-escala. No entanto, esta forma de construir os espacos discretos de elementos
finitos leva um esforco computacional a mais na identificacao dos graus de liberdade que
permitem a separagao da matriz de rigidez global Kp, e o vetor de carregamentos nodais
generalizados f,,, nas sub-matrizes e sub-vetores necessarios para re-escrever o sistema de

equagoes algébricas. Como os graus de liberdade que devem ser identificados variam para
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cada modelo multi-escala, em seguida é mostrado um breve resumo:

e Modelo de deslocamento linear no contorno: interiores (i) e no contorno (b);

e Modelo de flutuagao periédica de deslocamento no contorno: interiores (i) e nas

partes 't e '™ do contorno (+ e —);

e Modelo de tragao uniforme no contorno: interiores (i) e no contorno (f — livres, d —

dependentes e p — prescritos).

No entanto, existem outras maneiras para colocar o problema no contexto tradicional
dos elementos finitos. Estas outras possibilidades de introduzir as restri¢cées dos espacos

das variacoes admissiveis no problema sao as seguintes:

e Uso de multiplicadores de Lagrange.

e Modificagdo da matriz de rigidez global introduzindo as restricdbes com a mesma

técnica empregada na colocacao de condigoes de contorno nao locais.

Por questoes que excedem o objetivo deste trabalho, as alternativas mencionadas
anteriormente para a introducao das restricoes dos espacos no problema nao sao aqui
desenvolvidas. Finalmente, cabe mencionar que toda a implementacao computacional
do método dos elementos finitos, necessaria para o desenvolvimento deste trabalho foi
realizada em MatLab®.

3.1.9 Experimentos numéricos

Empregando a implementacao computacional associada a modelagem constitutiva
multi-escala proposta neste capitulo e discutida na secao anterior, agora sao apresentados
um conjunto de exemplos numéricos acerca da aplicacao desta classe de modelos. Em
particular, através de exemplos simples procura-se mostrar as vantagens desta modelagem

em relagao aos modelos constitutivos classicos encontrados na literatura.

3.1.9.1 Exemplo 1

Na literatura especializada na modelagem de materiais compostos, existem limites
tedricos (superior e inferior) para os parametros eldsticos efetivos macroscopicos de uma
determinada microestrutura. Em particular, para um material composto por uma matriz
na qual estao inseridas fibras alinhadas numa direcao preferencial, os limites superior e
inferior sdo comumente conhecidos como limites de Voigt-Reuss, Voigt (1889) [132] e Reuss
(1929) [103]. Assim, o modelo de Voigt foi desenvolvido levando em conta que as fibras
estao posicionadas de forma paralela a direcao da deformacao e quando as fibras estao
perpendiculares a mencionada direcao se obtém o modelo de Reuss. Alternativamente,

os modelos de Voigt e Reuss sao chamados, respectivamente, de médias de deformacao
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uniforme e de tensao uniforme (isostrain e isostress). Entao, para os modelos mencionados

anteriormente, o parametro elastico efetivo do meio M, é obtido como

N
Modelo de Voigt = Mc=Y_f;M;, (3.137)
j=1
1 K
Modelo de Reuss = Mmoo ;]\jj, (3.138)

onde M; e f; sao, respectivamente, o parametro eldstico e a fragao de volume de cada
N

uma das N fases do meio tal que, na auséncia de vazios, ) f; = 1. Matematica-
Jj=1

mente o parametro elastico M, nas expressoes acima, pode ser qualquer médulo: médulo
volumétrico, médulo cisalhante, médulo de Young, etc. No entanto, na literatura especial-
izada em parametros elasticos efetivos é recomendado empregar os modelos de Voigt-Reuss
somente no modulo cisalhante p e no médulo volumétrico K e, entao, obter os outros
moédulos ou parametros elasticos efetivos, como por exemplo o mdédulo de Young E ou
coeficiente de Poisson v, empregando as relages usuais da elasticidade linear. Para uma
discussao mais detalhada acerca desses aspectos pode-se mencionar os livros de Avserth
et al. (2005) [12] e Canuta (2006) [23]. As mencionadas relagoes da elasticidade linear

podem ser escritas como:

E E
© T oa Tty

(3.139)

Assim sendo, neste primeiro exemplo serao comparados os modelos (3.137) e (3.138)
com o modelagem constitutiva multi-escala adotada neste capitulo. Tomando como re-
feréncia para a direcao principal de deformacao o eixo horizontal, os EVRs usados na
andlise numérica sao caracterizados através de uma micro-célula quadrada de tamanho
unitario, com camadas de material de largura varidvel chamadas de fibras e inseridas
numa matriz de um material diferente, como mostrado na Fig.3.5. Na Tabela 3.1 sao
apresentados os parametros eldsticos que caracterizam os materiais utilizados na mode-
lagem computacional, esses valores foram obtidos de Poniznik et al. (2008) [101] aonde os

autores estudam os parametros elasticos efetivos de um composto metal-ceramico.

Material E (GPa) v pu(GPa) K (GPa)
Matriz Metdlica (m) Alumina - Al;O3 390 0.20 162,5 216,7
Fibras (f) Cobre - Cu 110 0.35 40,7 122,2

Tabela 3.1: exemplo 1 - propriedades fisicas dos materiais.

A malha de elementos finitos utilizada na discretizacdo do dominio de andlise contém
elementos triangulares lineares (3 nés por elemento) da ordem de 2,3 x 104, distribuidos

uniformemente no dominio com um total de nés da ordem de 1,17 x 10
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(a) Modelo de Voigt.

(b) Modelo de Reuss.

Figura 3.5: exemplo 1 - geometria dos EVRs estudados.

Levando em conta a discussao anterior, acerca do uso dos modelos de Voigt-Reuss,

na Fig.3.6 sao apresentados os resultados da andlise computacional e a comparagao com

os modelos tedéricos mostrados nas eqs.(3.137) e (3.138). Nessa figura estd sendo apresen-

tada no eixo das ordenadas a relacao entre o parametro efetivo e sua contraparte eldstica

associada ao material da matriz, e no eixo das abscissas é colocada a fracao de volume das

fibras f.
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(¢) Modelo de Voigt - coeficiente de Poisson.
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(d) Modelo de Reuss - coeficiente de Poisson.

Figura 3.6: exemplo 1 - resultados e comparacao com os modelos tedricos.

Dos resultados mostrados anteriormente, observa-se que a modelagem constitutiva

multi-escala adotada neste capitulo captura adequadamente o comportamento do médulo
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de Young efetivo dos modelos tedricos, eqs.(3.137) e (3.138), sem ter que impor a priori, na
formulagao do modelo, a forma e distribuicao das fibras na matriz. No entanto, note-se que
para o coeficiente de Poisson efetivo as diferencas entre a modelagem constitutiva multi-
escala e os modelos tedricos de Voigt-Reuss sao apreciaveis, mas é importante lembrar que
os modelos de Voigt-Reuss fornecem os limites superiores e inferiores para o mencionado
parametro e da Figs.3.6(c) e 3.6(d), observa-se que nenhum dos modelos multi-escala

ultrapassas esses limites.

Observacgao 30. Para uma discussao e andlise mais detalhada acerca do comportamento
e validade dos modelos de Voigt-Reuss para estimar o coeficiente de Poisson efetivo do
meio, pode-se citar os livros de Markov (2000) [16], Avserth et al. (2005) [12], Canuta
(2006) [23] € o trabalho de Poniznik et al. (2008) [101].

3.1.9.2 Exemplo 2

Na modelagem de materiais compédsitos é de interesse o estudo de materiais cu-
jas micro-estruturas sao reforcadas com inclusoes circulares de material com uma rigidez
maior que a da matriz. Portanto, neste segundo exemplo é estudada uma micro-estrutura
quadrada de dimensodes unitarias constituida por uma matriz na qual estao inseridas 8 in-
clusodes circulares de raio varidvel distribuidas aleatoriamente no dominio da micro-célula,
Fig.3.7. Para esta classe de micro-estruturas foi desenvolvido pelos pesquisadores Hashin e
Shtrikman, Hashin & Shtrikman (1963) [52], uma solugao exata para os limites superior e
inferior do médulo volumétrico K e do médulo cisalhante . Esse modelo foi desenvolvido
sob a hipétese de que uma matriz é preenchida por um conjunto de esferas, tal que a re-
sposta constitutiva macroscépica da mistura descrita anteriormente seja isotrépica. Entao,
quando a micro-célula é caracterizada por uma mistura de dois constituintes (matriz e

inclusao), os limites de Hashin-Shtrikman sao dados por

UKy~ K 3K F4pm | ‘
1 6 frm (Ko + 2ftm) } -1
HS
0 = pm+fi [ ; 3.141

onde os sub-indices m e ¢ denotam o parametro associado a matriz ou inclusao, respecti-
vamente. Os limites superiores e inferiores sdo obtidos das expressoes anteriores intercam-
biando os indices da matriz e inclusao. Em particular, as fracoes de volume satisfazem,

na auséncia de vazios, a relagao f,, + f; = 1.
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Figura 3.7: exemplo 2 - geometria do EVR.

De forma similar ao tratado no exemplo anterior para os limites de Voigt-Reuss,
uma vez que os parametros efetivos do meio sdo obtidos com as expressoes (3.140) e
(3.141), os limites para o médulo de Young e o coeficiente de Poisson podem ser calcula-
dos empregando as relacoes usuais da elasticidade linear mostradas na eq.(3.139). Cabe
mencionar ainda que para o caso particular do coeficiente de Poisson efetivo as observagoes
feitas no exemplo anterior permanecem vélidas para o presente estudo (veja Avserth et
al. (2005) [12] e Canuta (2006) [23]). Para caracterizar os materiais que compoem a
matriz e as inclusoes, sao utilizados os parametros elasticos apresentados na Tabela 3.2.
Esses parametros foram obtidos de Béhm et al. (2002) [19], aonde os autores estudam a
resposta efetiva, em termos dos parametros eldsticos, de uma matriz metélica reforcada
com inclusoes esféricas. Na discretizagdo do dominio de andlise foram empregados 22400
elementos finitos triangulares lineares (3 nds por elementos) distribuidos uniformemente

no dominio com um total de 11401 nos.

E (GPa) v o, (MPa) oy (MPa)
Matriz metélica (A12618-T4) 70 0.30 184 -
Inclusoes de reforgo (SiC) 450 0.17 - 1.0

Tabela 3.2: exemplo 2 - propriedades fisicas dos materiais.

Cabe mencionar que a resposta constitutiva macroscépica do EVR apresentado an-
teriormente pode nao ser totalmente isotrépica para alguma das fragoes de volume de
inclusdo analisadas. Assim, para possibilitar a comparacao desejada com o modelo tedrico,
os modulos volumétrico efetivo K, e cisalhante efetivo ., associados a modelagem consti-
tutiva multi-escala estudada nesta secao, sao obtidos como a média desses parametros efe-
tivos nas duas direcoes ortogonais do sistema de coordenadas cartesiano, ou seja, admite-se
que a resposta constitutiva macroscopica possa ser levemente ortotrépica. Entao, e em
vista do comentario anterior, na Fig.3.8 sao apresentados os resultados obtidos para cada
modelo multi-escala e a comparagao com os limites de Hashin-Shtrikman. Em particular,
no eixo das ordenadas esta sendo desenhado a relagao entre o parametro efetivo e sua
contraparte eldstica associada ao material da matriz e no eixo das abscissas é colocada a

fragao de volume das inclusodes f;.
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Figura 3.8: exemplo 2 - resultados e comparagao com os modelos tedricos.

Observa-se ainda na Fig.3.8 que, para o valor efetivo do Médulo de Young, existe uma
pequena diferenga (no limite inferior) entre os resultados da modelagem constitutiva multi-
escala apresentada nesta secao e a estimativa calculada pelo modelo de Hashin-Shtrikman.
Essa diferenca pode ser explicada pelo fato de que a resposta constitutiva macroscépica
do EVR nao é totalmente isotrépica, portanto a hipdtese sob a qual foi construido o
modelo tedrico nao é satisfeita num sentido estrito. Quanto ao limite superior, o resultado
obtido é o esperado, pois o modelo de Taylor gera a resposta mais rigida possivel para
este tipo de material (veja na Segao 3.1.6 as caracteristicas do modelo baseado na regra
da mistura). Quanto a resposta efetiva obtida para o coeficiente de Poisson, observa-se
que os modelos constitutivos multi-escala ultrapassam os limites teéricos, pois a resposta
constitutiva macroscépica nao é estritamente isotrépica. Assim, as hipdteses do modelo
tedrico nao sao totalmente satisfeitas, gerando, portanto, as discrepancias nos resultados
apresentados na Fig.3.8(b). Para uma discussao mais detalhada acerca do comportamento
e validade desta classe de modelos tedricos na estimativa do coeficiente de Poisson efetivo
do meio, pode-se mencionar os livros de Markov (2000) [76], Avserth et al. (2005) [12] e
Canuta (2006) [23].

3.1.9.3 Exemplo 3

Na modelagem computacional do comportamento constitutivo de materiais, uma
das questOes mais importante é a qualidade dos resultados numéricos obtidos com uma
técnica determinada. Assim, visando demonstrar as capacidades preditivas da modelagem
constitutiva multi-escala empregada neste trabalho, agora se propoe comparar os valores
do médulo de Young obtidos em experiéncias de laboratério com a técnica computacional
mencionada anteriormente. Portanto, serao utilizados como referéncias os valores experi-
mentais apresentados por Pabst et al. (2005) [99] (Tabela 3.3), no qual os autores obtém em
laboratodrio o valor do médulo de Young efetivo de um material composto metal-ceramico
para varias fracoes de volume de inclusoes ceramicas. Em particular, o material estudado
pelos autores em laboratério possui uma matriz densa de alumina (porosidade inferior a
3%) com inclusdes de zirconia.

Na simulacao numérica serao estudados trés EVRs quadrados de tamanho unitarios

com diferentes quantidades e distribuicoes das inclustes, para varias fracoes de volume:
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E (GPa) G (GPa) K (GPa) p (gcm™3)

Matriz metdlica (m) Alumina - AlO3 400 +2% 163 +1% 247+1% 4.0+ 1%

Inclusdes (i) Zirconia - Y203 210+4% 80+2% 184+2% 6.1+£0.6%

Tabela 3.3: exemplo 3 - propriedades fisicas dos constituintes do material composto.

e Caso A: uma tUnica inclusdo centrada de raio r variavel (Fig.3.9(a)) no dominio §,,,
discretizado com uma malha uniforme de elementos finitos triangulares lineares (3

nds por elemento) com um total de 11730 nés e 23058 elementos.

e Caso B: 8 inclusoes de raio varidvel r, distribuidas de forma aleatéria no dominio €,
(Fig.3.9(b)), discretizado com uma malha de elementos finitos uniforme possuindo

22400 elementos triangulares lineares (3 nds por elemento) e 11401 nds.

e Caso C: 31 inclusoes de raio r varidvel, distribuidas de forma aleatéria no dominio €2,
(Fig.3.9(c)), discretizado com uma malha de elementos finitos uniforme possuindo

23722 elementos triangulares lineares (3 nds por elemento) e 12062 nds.

Na determinagao do mdédulo de Young efetivo sera utilizado o mesmo procedimento
descrito no exemplo anterior, onde o valor do parametro efetivo F, é obtido empregando o
desenvolvimento apresentado na Segao 3.1.7. Logo, na Fig.3.10 sao mostrados os resultados
obtidos para os Casos A, B e C, e a comparacdo com os dados experimentais. Cabe
mencionar que para uma detalhada descricao do procedimento utilizado para mensurar o

parametro efetivo em laboratério o leitor se deve referir a Pabst et al. (2005) [99].

(a) Caso A. (b) Caso B. (c) Caso C.
Figura 3.9: exemplo 3 - geometrias dos EVRs estudados.
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Figura 3.10: exemplo 3 - resultados e comparacao com dados experimentais.
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Da comparacao apresentada anteriormente na Fig.3.10, observa-se que os dados
experimentais estao contidos dentro dos limites superior e inferior fornecidos pela mod-
elagem multi-escala adotada neste trabalho. Em particular, observa-se que o modelo de
deslocamento linear no contorno fornece a melhor aproximagao entre os diferentes mod-
elos constitutivos multi-escala e as medidas obtidas experimentalmente. Sendo assim, é
possivel afirmar que esta classe de modelos fornece uma estimativa adequada e 1til da re-
sposta constitutiva efetiva (macroscépica) de um material real, evidenciando a capacidade

preditiva dos modelos multi-escalas.

Observagao 31. Embora a diferenca entre os diferentes modelos constitutivos multi-escala
seja aprecidvel, ndo exriste uma variacao relativa importante dos resultados entre os dife-
rentes EVR analisados (Caso A, B e C). O que permite afirmar que a resposta constitutiva
macroscopica € mais senstvel ¢ variacdo da fra¢do de volume f; que da propria distribuicdo
espacial das inclusoes; sempre que as inclusdes nao estejam alinhadas numa direcdo pref-

erencial, introduzindo uma ortotropia na resposta macroscopica da microcélula.

3.1.9.4 Exemplo 4

Existem materiais compostos com propriedade macroscopicas muito particulares
como é o caso do coeficiente de Poisson negativo. Esse tipo de propriedade é obtido de
conformagoes micro-estruturais muito complexas e tem sido objeto de muitas pesquisas na
area da ciéncia dos materiais, como pode ser visto, por exemplos, nos trabalhos pioneiros
de Almgreen (1985) [1], Lakes (1987a) [68], Lakes (1987b) [69] e Prall & Lakes (1997)
[102]. Cabe mencionar que cada um dos materiais constituintes dessas micro-estruturas
pode ser modelado através de materiais elasticos e isotrépicos (com coeficientes de Poisson
positivos), sendo que somente no nivel macroscépico exibem essa caracteristica particular.
Assim sendo, neste exemplo apresenta-se o estudo de uma micro-célula caracterizada por
um quadrado unitdrio e constituida por uma matriz reforcada com uma inclusao com
forma de estrela com cantos re-entrantes (Theocaris et al. (1997) [125]), como mostrado
nas Figs.3.11(a) e 3.11(b). O objetivo do estudo é mostrar a variacdo do coeficiente de
Poisson efetivo (macroscépico) em relagdo aos médulos de Young da matriz e da inclusdo,

respectivamente, para os modelos constitutivos multi-escala apresentados na Secao 3.1.7.

(a) Distribuigao periédica do EVR. (b) Geometria do estudo.

Figura 3.11: exemplo 4 - geometria do EVR.
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O estudo é conduzido para uma matriz cujo material é caracterizado por um médulo
de Young E,, = 100.0 GPa e um coeficiente de Poisson v, = 0.3. Para o material da
inclusao — reforco do material composto — sera considerado um coeficiente de Poisson
v; = 0.3 e diferentes valores para o médulo de Young, variando desde E; = 1.0 GPa até
E; = 1.0 x 10° GPa. O dominio do EVR apresentado anteriormente foi discretizado com
22168 elementos finitos triangulares lineares (3 nds por elemento) distribuidos uniforme-
mente, gerando um total de 11285 nds. Na determinagao do coeficiente de Poisson efetivo
ve foi utilizado o mesmo procedimento que nos exemplos anteriores, ou seja, partindo
do comportamento macroscopico, o coeficiente de Poisson efetivo é obtido utilizando as
relacoes usuais da elasticidade linear. A variacdo do referido valor efetivo v, em relacio

ao cociente E;/E,, é apresentado na Fig.3.12.
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Figura 3.12: exemplo 4- resultados obtidos.

Observa-se, pelos resultados apresentados anteriormente, que o coeficiente de Poisson
macroscopico permanece positivo para uma relagdo F;/FE,, < 50. Acima desse limite
esse parametro fica negativo para os modelos de flutuacao periddica de deslocamento e
deslocamento linear no contorno do EVR. No entanto, para o modelo de tracao uniforme no
contorno, o valor de v, é sempre positivo, tendendo assintoticamente a um valor constante.

Para o modelo de Taylor (regra da mistura) o valor efetivo do coeficiente de Poisson é um
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valor constante igual a 0.3. No caso do modelo de flutuagao periédica de deslocamento
no contorno do EVR, resultados similares aos mostrados na Fig.3.12 sao encontrados na

literatura especializada, como pode ser visto em Theocaris et al. (1997) [125].

3.1.9.5 Exemplo 5

Os exemplos apresentados anteriormente foram desenvolvidos para mostrar diferen-
tes aspectos no uso da modelagem constitutiva multi-escala adotada neste trabalho. Mas,
em situagoes mais gerais da modelagem computacional, nem sempre é possivel simular
o comportamento constitutivo de um material através de seus parametros efetivos. De
fato, necessita-se do tensor elastico homogeneizado que representa a resposta constitu-
tiva macroscépica da micro-estrutura do material estudado. Por essa razao, neste tltimo
exemplo sera mostrado que através da modelagem constitutiva multi-escala adotada neste
trabalho é possivel obter o tensor elastico homogeneizado C, que caracteriza a resposta
constitutiva macroscopica de uma dada micro-estrutura do EVR, necessario na modelagem
ao nivel macroscépico do material estudado.

A micro-estrutura analisada é dada por um dominio quadrado de dimensoes unitarias
constituida por uma matriz na qual estao inseridas uma inclusao circular de raio r = 0.12,
centrada no ponto de coordenadas (0.19, 0.11), tomando como origem do sistema o canto
inferior esquerdo, e uma inclusao eliptica centrada no ponto de coordenadas cartesianas
(0.69, 0.67), com o semi-eixo maior de comprimento a = 0.25 orientado na diregao hor-
izontal e o semi-eixo menor de comprimento b = 0.10, segundo mostrado na Fig.3.13.
Na simulacao computacional foram utilizados para caracterizar os materiais da matriz e
inclusoes, os seguintes parametros: (i) médulo de Young: matriz: E,, = 100.0 GPa, in-
clusdes: E; = 5.0 GPa; (ii) coeficiente de Poisson: matriz: v, = 0.3, inclusoes v, = 0.17.
Na resolucao numérica foi utilizada uma malha de elementos finitos uniforme com 11816
nés e 23230 elementos triangulares lineares (3 nés por elemento). Os resultados sdo apre-

sentados na Fig.3.13.

[100.576  30.113 0
c? = 30113 100576 0 |,

‘ 0 0 35231
[94.700 24.163 —0.154

CF = {24163 78.698 —0.217],

|—0.154 —0.217 31.116

[03.789  24.203  0.003
C? = |24.203 75.099 0.010 |,
e 0.003  0.010 29.208

91.801 24.014 —0.033
CM = 124.014 65520 0.564
~0.033 0.564 26.293

Figura 3.13: exemplo 5 - geometria do EVR.
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3.2 Anadlise de sensibilidade topolégica

Como mencionado no inicio do capitulo, para estabelecer a sensibilidade da resposta
constitutiva macroscépica em relacao a uma perturbagao singular na micro-estrutura do
EVR serao utilizados os conceitos da andlise de sensibilidade topoldgica propostos, entre
outros, por Sokolowski & Zochowski (1999) [116], Céa et al. (2000) [26] e Novotny et al.
(2003) [92]. Esta expansao assintética topoldgica fornece a sensibilidade de um funcional
de forma em relagdo a uma perturbacao infinitesimal, caracterizada por um parametro
g, na topologia do dominio de defini¢cao do problema. O principal termo dessa expansao
é a chamada derivada topolégica, cujo célculo é uns dos principais objetivos deste tra-
balho. De fato, nesta secao é apresentado o desenvolvimento matematico e o calculo da
mencionada derivada topoldgica para o modelo constitutivo multi-escala de elasticidade
linear em materiais com comportamento isotropico ao nivel microscépico. Em particular,
objetiva-se obter a expansao assintética topoldgica do operador constitutivo macroscopico
quando ¢é introduzida uma pequena inclusao circular na micro-escala (representada pelo

EVR), ou seja, propoe-se estudar a seguinte expansao assintética
1
T5-E:T~E—|—Vf(5)DT@Z)+o(f(E)). (3.142)
o

Sendo assim e lembrando que o EVR é representado por 2, = Q' U Qi, inicialmente
¢ introduzido um furo circular H. de raio € centrado no ponto arbitrario ¢ € €1, da matriz;
em seguida, insere-se uma inclusao Z., com propriedades fisicas diferentes as da matriz,
de modo a ocupar o vazio ora produzido. Logo, o dominio topologicamente perturbado é
definido como Q. = (Q,\H:) UZ. (ver Fig.3.14). Cabe ainda definir a normal unitdria

ao contorno da inclusdo como nfy;_ := —n.

- A

" Q. = (2\H-)

He

Q Q

Figura 3.14: micro-estrutura perturbada com uma inclusao Z..

Além do mais, o Principio de Hill-Mandel de Macro-Homogeneidade estabelece que
a energia elastica especifica macroscopica avaliada no ponto & € 2 deve ser igual & média

volumétrica da energia eldstica microscopica associada ao correspondente EVR, ou seja,

T E=_— T, E,dV e T -E=— T,. -E,.dV, (3.143)
V,u' Q,u VM QHE

onde de forma andloga ao apresentado na Secao 3.1, a tensao microscépica T, associada

ao dominio perturbado €2,,. ¢ dada por,

T,. = C.E,.. (3.144)
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sendo C; = Cj, (y) o tensor de elasticidade (de quarta ordem) tal que, para v € R,

(3.145)

C = C, VYyeQ,\H.
K C, Vyel.

Além do mais, o deslocamento microscépico u,, € K, := {v € K, : [v] = 0 sobre 0Z.},

associado ao dominio perturbado €., é decomposto aditivamente como

u, (y) =u(z)+u(y) +u. (y), (3.146)

sendo 1, o campo de flutuacao de deslocamento microscépico associado ao dominio €2, .
No entanto, assumindo a mesma cinemética apresentada em (3.7) para o campo de de-
formacgoes microscopicas E,. e levando em conta as egs.(3.144) e (3.146), os tensores
tensao e deformagao microscépicas associadas ao dominio perturbado e denotados respec-

tivamente por T, e E,_, podem ser escritos como

E, =E+E,

€

e T, =T,;+T,, (3.147)

€

com TZ denotando a tensdao microscopica induzida pela deformagao macroscopica E asso-
ciada a micro-estrutura perturbada €2,_, ou seja, T; = CLE.

Em virtude da decomposi¢ao aditiva para o campo de tensao T, , apresentada em
(3.147)2, tem-se que o problema de equilibrio no dominio €, é escrito como: encontre o

campo de flutuacao de deslocamento microscépico 1, € ICME, tal que

i T,. - Vn.dV = — i T -V°n.dV Vn. €V, com T, =C;V°h,, (3.148)
He He

sendo que os espacos das flutuacoes e as variagoes de deslocamento cinematicamente ad-

missiveis, associados ao dominio topologicamente perturbado, sao definidos como

K. = {'v € K, : [v] = 0 sobre 815} eV, ={£€V,:[€] =0sobre 9Z.}. (3.149)

Assim, a equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (3.148) re-

sulta no seguinte problema de valor no contorno: encontre u,,, tal que

divT,. =0 em Qu\H-
div'i‘uS =0 em I
T, =C;Vi, em Q.
faQu u, ®;ndS =0 . (3.150)
fQMs u, dV = _Efgus ydV
[a,.] =0 sobre  0Q;, U JZ.
\ [Ty.Jn = —[T}]n sobre O, U 0L,

Observagao 32. Mais uma vez (veja Observagao 25, pag.93), a condigdo (3.150)y estd

naturalmente satisfeita pela escolha feita para o espago V,_, compativel com a escolha
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para V. Além disso, desde que o termo do lado direito de (3.150)7 tem média nula, e
do Lema de Lax-Milgram, tem-se que erxiste uma unica solugdo para o problema (3.148).
Finalmente, da coercividade do lado esquerdo de (3.46) e (3.148), tem-se que a sequinte
estimativa € satisfeita para o caso bi-dimensional analisado (veja Se¢ao B.2 do apéndice
B),

[0 —uglly, = O0(e). (3.151)

Introduzindo a seguinte notacao para a energia elastica microscopica associada ao

dominio perturbado €,

‘-79/,1.5 (uﬂs) = / T,Ua : Eﬂgd‘/u (3152)
QN‘E

observa-se que a derivada do funcional Jq, em relagao a u,, na diregao du,, € V.,
onde du,, ¢ definida como uma flutuacao de deslocamento virtual microscépico, permite

estabelecer a seguinte condi¢ao de minima energia

)
T 55, ) =0 Vo, €V, = / T,. - V5t dV =0 Vi, € V..
8uug Qe
(3.153)

Empregando a representacao do deslocamento u,. dada pela eq.(3.146) e o conceito

da homogeneizagao do campo de tensao, tem-se

J

substituindo o resultado acima na expressao (3.153), chega-se a

T, [V* (Ju.) — V* (5u)] dV = / T, V°(du,)dV —V,T°-E,  (3.154)
QME

He

T,. - V° (0u,.)dV —V,T°-0E = 0
QHE

1
= T°.6E = / T,. - 0E,.dV. (3.155)
VM Q#s

Observacao 33. Do resultado anterior seque que a minima energia eldstica do EVR,
na sua configuracdo perturbada, estd associada com a energia especifica virtual avaliada
no ponto material . Sendo assim, a eq.(3.155) define o operador constitutivo pertur-
bado representado por T¢ (x). Entdo, a expansdo (3.142) fornece, de fato, a sensibilidade
topoldgica do operador constitutivo macroscopico quando a microestrutura € perturbada de

forma ndo suave com a introducdo de uma inclusdo Z..

3.2.1 Obtengao da derivada topolégica

A funcéo chamada de derivada topolégica é obtida a partir da andlise assintética
de funcionais que dependem tanto explicita quanto implicitamente do dominio €2,,_, sendo
que essa ultima dependéncia decorre do fato que a flutuacao de deslocamento microscépico
1, ¢ solucdo do problema variacional associado ao EVR perturbado eq.(3.148). Este
fato conduz a alguns problemas técnicos que vém sendo gradativamente resolvidos. De
fato, diversas metodologias de calculo da derivada topoldgica tém sido apresentadas na

literatura, dentre outros podemos mencionar: material derivative method: Sokotowski &
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Zochowski (1999) [116], domain truncation method: Garreau et al. (2001) [40] e topological-
shape sensitivity method: Novotny et al. (2003) [92]. Em particular, dos métodos ora
citados para o calculo da derivada topolégica neste trabalho serd utilizado o proposto por
Novotny no seu trabalho de doutorado, Novotny (2003) [90], cuja expressao para a derivada
topoldgica foi apresentada na se¢ao introdutéria deste trabalho na eq.(1.4). Através dessa
abordagem, a andlise de sensibilidade & mudanca de forma deve ser desenvolvida para
o caso particular em que a perturbacao singular sofre uma expansao uniforme. Nesse
contexto, pode-se definir um campo de velocidade de mudanca de forma suficientemente

regular v € (), , com a caracteristica particular de ser nulo no contorno exterior do

dominio da matriz, v = 0 sobre J2Jl', e possuir, no contorno da perturbagao singular,
uma direcdo contraria ao vetor normal definido nesse contorno, ou seja, v.= —n sobre

0Z.. Em seguida, na Proposicao 3, é apresentado o calculo da derivada do funcional de

forma Jq,_ (uy.), definido na eq.(3.152), em relagao ao parametro ¢.

Proposicao 3. Seja Ja,. (uu.) o funcional definido em (3.152). Entdo, a derivada do

funcional Jq,_(u,.) com relagdo ao pardmetro € ¢ dada por

d
dT;jQNE (uu.) = / 3. - VvdV, (3.156)
He
onde v € o campo de velocidade de mudanca de forma definido em Q,, e X,  denota a
generalizagao do cldssico tensor momento-energia de Eshelby (1975) [35] no EVR, que

neste caso em particular ¢ dado por:
ENE = (TNE ’ EME)I_Q(VﬁNs)TT,U«e’ (3157)

Prova. Do teorema de transporte de Reynolds e da definicao (3.152) para o funcional

Jo,. (u,,), obtemos a seguinte identidade

d d .
ISJQNE (uﬂe) = L |:d8 (Tﬂs ’ E,Ua) + Tﬂs ’ Eﬂsdlvv dv. (3158)
He

Empregando o conceito de derivada material de campos espaciais, Gurtin (1981) [49], é

possivel calcular o primeiro termo da integral acima, que fica dado por:

d .
df8 (T,Ufa : Eﬂe) = 2TM6 : EMQ? (3159)

onde (-) denota a derivada material (total) do campo (-) com relacdo ao parametro e.
Utilizando a decomposicao aditiva do campo de deslocamento u,,_, dada pela eq.(3.146),

a derivada material da deformacao no EVR é obtida da seguinte forma,

E, =E+E,

€

= E, =E, =V, — (Vi Vv), (3.160)

€

e introduzindo o resultado anterior na expressao (3.159), tem-se que

d .
di6 (TME : ENE) = 2T,Us : vsﬁﬂe - QTHS ' (Vﬁﬂs Vv)s . (3161)
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Substituindo o resultado (3.161) em (3.158) e empregando a definigdo do divv =1 Vv,

tem-se que a derivada do funciona Jo,_(u,.) pode ser escrita como

d s _
%jﬂﬂs (wy,) = /Q [QTME Vo, — 2T, - (V. Vv)* + (Ty, - B, )L VV} dv.
He
(3.162)

No entanto, observa-se que da definicao do espaco das variacoes cinematicamente ad-
missiveis para as flutuacoes de deslocamento, tem-se que u,. € V,_ . Assim, o primeiro

termo da integral acima satisfaz a equagao de estado (3.148), ou seja,

T, -V, dV =0 Y, €V,. (3.163)
Q/»"E

Finalmente a derivada do funcional Jq,_(u,.) em relacio ao parametro € é dada por,

d%j% (w,.) = / (T, - E,)I-2(Vi, )TT,.] - VvdV, (3.164)

He

onde é possivel identificar o tensor X,  dado por (3.157). =

Proposicao 4. Seja Jo,. (uy.) o funcional definido em (3.152). Entdo, a derivada do

funcional Jq,_(u,.) com relagdo ao pardmetro € pode ser escrita como

15, ]n - vdS + / [S,.]n-vdS,  (3.165)
0T

d
d?hwwwﬁi/ zknwms+/

o9, 0%,
sendo v o campo de velocidade de mudanga de forma e X, o tensor definido na eq.(3.157).

Prova. Calculando a derivada do funcional Jq, com relagao ao parametro pequeno €
usando a versao do teorema de transporte de Reynols escrita em termos de integrais de
contorno, tem-se que a sensibilidade a mudanga de forma do funcional Jq,_ (u,,), pode

ser obtida como

d 0
Iejﬁue (u,.) = / e (Ty. - Ep.) dV + / (Tpe - Ep)n-vdS
Q. 0€ oK,

+ [ [Ty -Eu]n-vdS+ / [T,. E,.]n-vdS. (3.166)
89}; T,
Empregando os conceitos da derivada espacial e levando em conta a eq.(3.144), tem-se que

o primeiro termo da expressao acima pode ser escrito como

0

% (T, -E,.) =2T,. - E;LE, (3.167)
onde ()" denota a derivada espacial (parcial) do campo (-) em relacio ao parametro e.
Utilizando a decomposicao aditiva do campo de deslocamento u,,, a derivada espacial da
deformacgao microscépica no EVR é dada por,

E, =E, =V, = Vi, — Vii,V). (3.168)
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Introduzindo o resultado anterior na expressao (3.167), tem-se que

B .
5z (T - Bu) = 2T, Vo, — 2T, V* (Vi v). (3.169)

Com o resultado anterior, a sensibilidade do funcional Jq,_ (u,.) fica da seguinte maneira

d
jejgﬂs (uruﬁ) - /ng

+/ [[T“E-EHE]]n-vdS—i—/ [T,. E,.]n-vds. (3.170)
0%, OZ.

[QTME Vi, — 2T, - VS(Vﬁusv)} dv + /8Q (T, -E,.)n-vdS
"

Observa-se, no entanto que 1, € V,,.. Assim, o primeiro termo da integral acima satisfaz

a equacgao de estado (3.148), ou seja,
/ T, Vi, dV =0 Vi, €V,.. (3.171)
QNE
Logo, a derivada do funcional Jq,_ (u,.) em relagdo ao parametro € é dada por,
d P
—Ja,. (w,.) = -2 Ty, - V? (Vi v)dV + (Ty. - Ey)n - vdS
d€ pe QHE BQM

+ [[TME . EMS]]n -vdS + / [[TNE . ENE]]n -vdS. (3172)
QQL 0T,

Introduzindo a relagao tensorial

div (T, Vi, v) =Ty, - V¥ (Vi v) + divT,, - Vi, v, (3.173)

e empregando o teorema da divergéncia, a sensibilidade do funcional Jq,_ (u,,) fica

d ) - -
%\7%5 (w,) = 2/Q divly, - Vuy, vdV + /E)Q [(Tus E, )T - Q(VU,U'E)TTHE] n-vdS
e w

+/ [[(Tl‘fs : E,Ufa)I - Q(VﬁUE)TT#aﬂn : VdS

o9,

- / (T,  E,)I—-2(Va, )T, In- vds. (3.174)
0Zc

Finalmente, uma vez que o campo de tensao T, estd em equilibrio no EVR, da equacao
de Euler-Lagrange (3.150), observa-se que divT,. = 0 no dominio §2,,_, assim a expressao

acima pode ser escrita como:

d

) = [ [T Bl 2(V8,) T, 0 vs
89,

+/ [[(Tus ) Eus)I - Q(Vﬁue)TTusﬂn -vdS
o0,

+ II(THE ' EIJ‘E)I - Q(Vﬁﬂs)TTHEHn ' VdS’ (3175)
0Z.

onde é possivel novamente identificar o tensor 3, dado por (3.157). m
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Corolério 1. Empregando o teorema de divergéncia, a expressao (3.156) pode ser escrita

da seguinte forma

d%‘jg“g (u,.) = / E#En-vd5+/ _[[Eus]]n-vdSqL/ [Xu]n-vdS
20, o, oT.

- / divs,, - vdV. (3.176)
Q

He

Mas, desde que as expressoes da sensibilidade do funcional Jq, , eqs.(3.165) e (3.176),

sao equivalentes para todo campo de velocidade de mudancga de forma v em €),,_, conclui-se

pe ?

que
/ divd, -vdV =0 VveQ, = divd, =0enQ,, (3.177)
Q

He

ou seja, o campo tensorial de Eshelby X, possui divergéncia nula no dominio €,,_. O

Finalmente, introduzindo a definicao do campo de velocidade de mudanca de forma

v em (3.176), a derivada do funcional Jq,_ (u,.) em relagao ao parametro ¢ é dada por:

ijm (u,) =—/ [2,.]n - ndS. (3.178)
de € oT.

Desse 1ltimo resultado observa-se que a andlise de sensibilidade a mudanca de forma,
em relagao a uma expansao uniforme da inclusao Z., do funcional Jq,_ (u,,) depende
apenas do salto do fluxo normal do tensor de Eshelby através do contorno da perturbacao
0Z..

Observacgao 34. Dentre os modelos constitutivos multi-escala apresentados na secdo ante-
rior, tem-se que no modelo de Taylor o espaco das variagoes cinematicamente admissiveis
Vi € o espago nulo. Conseqiientemente, as flutuagoes de deslocamento microscépico sao

nulas, ou seja,

Vi.=VI ={0} = @,=0 = E,=E(). (3.179)

Do resultado anterior seque que a deformagao microscépica é uniforme no dominio €, .
Portanto, introduzindo a restri¢ao anterior na defini¢ao (3.157) do tensor momento-

energia generalizado de Eshelby, tem-se

.. = (T, E)L (3.180)

Com esse resultado e a expressio (3.178), a derivada do funcional Jq,_(u,,.) em relagdo

ao parametro € € dada, simplesmente, por

d Tk
o () = = [ [T Bl

= —2me(1—~)(T,-E). (3.181)

Substituindo os resultados anteriores na definicdo da derivada topoldgica e identificando a

fungao f(e) como a medida da perturbagdio I,

f(e) = me?, (3.182)
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a deriwada topoldgica associada ao modelo de Taylor € obtida trivialmente como

Diyp=—(1-7)T,-E. (3.183)

Contrariamente ao apresentado na observacao anterior, nos outros modelos con-
stitutivos multi-escala o espago das variagoes cinematicamente admissiveis é nao trivial.
Necessita-se, portanto, levar em conta que o campo de flutuacoes de deslocamento u,,
é solucao do problema variacional (3.148). Assim, para obter uma forma explicita do
integrando da expressao (3.178) considera-se agora um sistema de coordenadas curvilineo
n—t definido no contorno 0Z., caracterizado pelos vetores ortonormais n e t. Com esse
sistema ¢é possivel decompor o tensor tensao T, (u,.) e o tensor deformacao E,_(u,,.) no

contorno 0Z; como segue

Tuloz. = Tp"men)+TY (ne@t)+ T (ton)+ T (tot), : )
3.184
Euloz. = Emen)+EY (net)+E" (t@n)+EY (t@t).

Entretanto, observa-se que da condi¢ao de Neumann no contorno da inclusao 0Z,

eq. (3.150)7, tem-se que
[T,.]oloz. = ~[T;Jn = [T..]nlz =0, (3.185)
de modo que com a decomposicao (3.184); obtém-se as seguintes relagdes de continuidade

para as componentes do tensor T,,_|sz.

[Ty nloz. = [T, ]n + [[TZZ]]t =0 = TYm=T"% e T|n= TZZ|Z sobre OZ..
(3.186)
Da mesma forma que na eq.(3.184) o campo de flutuacao de deslocamento 1, admite

a seguinte decomposi¢do no contorno da inclusao 97,
Uy, oz, = U, n+ 1), t. (3.187)

Portanto, a condi¢ao de continuidade (3.150)g implica em

D,
ot

[a,.]=0 = sobre 0Z.. (3.188)

m

Alternativamente, a condigao acima pode ser escrita em termos das componentes,

na base n—t, do tensor flutuacao de deformacao microscépica E,_, como segue
Bt | Tatt |
E,ug ’m - E;LE |l) (3189)

mas, observa-se ainda que, da decomposicao aditiva do campo de deformagao microscépica
E,., eq. (3.147)1, tem-se
Ell | = Ej |i. (3.190)

€

Levando em conta as decomposicoes (3.184) e (3.187) e as condi¢oes de continuidade
mostradas nas eqs.(3.186), (3.188) e (3.190), o salto do fluxo normal do tensor de Eshelby
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através do contorno da inclusdo 0Z., pode ser escrito como
=t

- ou
[ dnen = [T D - (BT - | i (3.191)

Por outro lado, observa-se que empregando a relagao constitutiva (3.144) e levando
em conta que o salto da tensao induzida no contorno da perturbacao é dado trivialmente
por [[TZ]] =(1- ’y)’i‘u, os termos associados ao operador de salto na direita da expressao

acima satisfazem

1—
[T..] = 77 (T4 |; = vT3™) (3.192)
- 1—121—+
[ = T (3.193)
ot 1 1—
ﬂagsﬂ = T (3.194)

Introduzindo, portanto, os resultados mostrados acima e levando em conta (3.147)
junto com (3.144), o salto do fluxo normal do tensor de Eshelby através do contorno da
perturbagao, 0Z., pode ser escrito em termos da solugao no interior da perturbacao Z. da

seguinte maneira

1-— 2
[£,.]n n= 72137 [(Tffsh — o) (1= AT 4 2y(1 + y)Tf;gg] . (3.195)

Para resolver a integral no contorno da perturbagdo 0Z. é necessario conhecer o
comportamento do campo de tensao microscopica no interior da perturbagao T, |; em
relacdo ao parametro €. Entdo, empregando a andlise assintética classica a distribuigao
do campo de tensdo microscépica no contorno da perturbagao Z. (segundo mostrado na

Segao A.2 do Apéndice A) é escrita da seguinte forma
T,.loz. = LT, + ST, + O(e), (3.196)

com O(e) denotando os termos maior ordem em ¢, tal que O(¢) — 0 quando ¢ — 0, e L e

S denotam os tensores simétricos e isotrépicos de quarta ordem dados por

=) [+« B—a

L = oy [1_7H+2(1+ﬁ7)(1®1)}, (3.197)
_ g Fl+ay)

S = TT a1 7) {4]1+[ T 5y 2} (I®I)}, (3.198)

sendo que as constantes « e (3 sdo definidas como

_1+1/ _ 3—v

ﬁ:—l_y e a.:1+y.

(3.199)

Com a distribuicao de tensdes no contorno da inclusao, mostradas na eq.(3.196),
é possivel calcular a derivada topoldgica avaliando analiticamente a integral de contorno
(3.178). De fato:

/8 E[[Zus]]n nds = 2F€ ( 1—~ ) [4Tu T, + w(trn)? T ofe). (3:200)

E \1+ay 14 By
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Substituindo o resultado obtido anteriormente na definicao alternativa de derivada
topolégica, mostrada na eq.(1.4), pode-se identificar a func¢ao f(¢) da mesma forma que
em (3.182). De fato,

fle)=me? = f'(e) = 2me. (3.201)

Finalmente, tomando o limite ¢ — 0, a derivada topoldgica resulta em uma fungao
escalar que depende apenas da solugao u, associada ao dominio original €2, (nao pertur-
bado), ou seja,

Dryp(g) = —HT, - T, VgeQ,, (3.202)

onde o tensor simétrico e isotrépico de quarta ordem H ¢é definido como

1 (1-y y(a—26) 1
H._E(Hmﬂzuu 5 I2I)|. (3.203)

Observacgao 35. Como era esperado, a expressdo final da derivada topoldgica para mod-
elos constitutivos multi-escala (3.202) coincide com o resultado cldssico associado ao pro-
blema de elasticidade bidimensional para quando a perturbacao € caracterizada por uma
inclusao circular, Giusti et al. (2008) [45]. No entanto, serd mostrado mais adiante que
através da eq.(3.202) é possivel identificar um tensor de quarta ordem que representa a
sensibilidade topoldgica do operador constitutivo macroscopico quando € introduzido uma

pequena inclusdo circular no EVR.

Como mencionado no inicio deste trabalho, a derivada topoldgica fornece a sensi-
bilidade do problema ao introduzir uma perturbagao nao suave no dominio de anélise
quando ¢ — 0. Visando, portanto, corroborar numericamente o resultado (3.202) obtido
analiticamente, define-se a funcao dpi. como

dripe = M = limdry. = Drip. (3.204)
f(e) =0

Se para um dado EVR calcula-se as fungoes 1 (0) e v (¢) para uma seqiiéncia de in-
clusoes de raios £ decrescentes, a utilizagao da férmula (3.204); fornecerd uma aproximagao
assintética para o valor analitico da derivada topoldgica (3.202). Os valores da fungao ) sao
computados numericamente empregando o método dos elementos finitos para a resolugao
do problema de elasticidade linear, no contexto da modelagem constitutiva multi-escala,
mostrado na Secao 3.1.8.1. O EVR utilizado para o desenvolvimento desta verificacao
numérica estd caracterizado por uma matriz quadrada de dimensoes unitarias, com uma
inclusao circular de raio 0.1 centrada no ponto (0.35,0.75) — com a origem do sistema de
coordenadas cartesianas localizada no canto inferior esquerdo do EVR, ver Fig.3.15(a). O
estudo é feito introduzindo uma perturbacao circular, com propriedades fisicas similares

a da inclusdo preexistente, centrada em g = (0.5,0.5) e com o raio ¢ variavel dado por
e € {0.005,0.010, 0.020, 0.040, 0.080, 0.160}. (3.205)

A discretizacao do dominio de anélise é feita utilizando elementos finitos triangulares

isoparamétricos quadraticos. A malha de elementos finitos foi gerada com a seguinte regra:
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e Contorno exterior: 20 elementos em cada linha.
e Inclusdo (centrada em (0.35,0.75)): 30 elementos no contorno.

e Perturbagoes (centradas em (0.5,0.5)): 60 elementos em cada contorno.

Gerando um total de 13353 nés e 6636 elementos, como mostrado na Fig.3.15(b).
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Figura 3.15: verificagdo numérica - EVR e malha de elementos finitos.

Baseado no conceito de modelagem constitutiva multi-escala, o EVR mostrado an-
teriormente representa a microestrutura do ponto material & da macro-escala. Assim,
para o desenvolvimento do estudo foi admitido que o mencionado ponto tem associado a

seguinte deformagao macroscopica,

1.00 0.05
E = . (3.206)
0.05 2.00

Na definicdo dos materiais que caracterizam a matriz, inclusao preexistente e per-
turbacao, foram estudadas duas situacoes para diferentes valores do coeficiente de Poisson,

com um contraste v = 0.10 no médulo de Young:
e Caso A: E,,, =50.0, v, =1/3, E; =5.0e v; = 1/3.
e Caso B: E,, =500, v, =1/5, E; =5.0 e v; = 1/5.

Em cada um dos casos apresentados anteriormente, a verificacao numérica desen-

volvida atende aos seguintes modelos constitutivos multi-escala:
(a) Modelo de deslocamento linear no contorno (Secao 3.1.6.2);
(b) Modelo de flutuagao de deslocamento periédica no contorno (Segao 3.1.6.3);
(¢) Modelo de tragao uniforme no contorno (Segao 3.1.6.4).

O modelo de Taylor (ou da regra da mistura) da Secao 3.1.6.1, possui solugao trivial,
nao sendo, portanto, considerado na andlise. Os resultados da andlise detalhada anteri-

ormente sao apresentados na Fig.3.16, na qual é mostrado o valor analitico da derivada
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topoldgica Dpi)(g) e a aproximagao numérica dri. para cada valor de € em cada modelo
constitutivo multi-escala considerado. A convergéncia da derivada topoldgica numérica

para o correspondente valor analitico é ébvia em todos os casos analisados.

720,0 -
. Divy®
e e s ‘
7150 - e i DEY (9)
s o D7y (9)
> — .- e
71004 i F
= [
& P
~ 7050 4 i --a-- Linear
i ] -4 Periodico
' f/ —-e-Uniforme
7000 4 14
I
i
6950 1 !
1
6
690,0 T T T T T T T 1
0 25 50 75 100 125 150 175 1/8200
(a) Caso A
2207 Dy ()
i A E— e . °
5500 4 &
i
5480 4 i
. Df4 ()
= 5460 4 ——= e
I R
< P DFY (9)
5440 | : L e "
P e
542,0 i
i
:;/ --a-- Linear
3400 7 .:'/ - Periodico
! -e-Uniforme
538,0 A !
4
n
536,0 T T T T T T T 1
0 25 50 75 100 125 150 175 1/8 200
(b) Caso B.

Figura 3.16: verificagdo de convergéncia da derivada topolégica numérica.

Observacao 36. Da Fig.3.16 observa-se claramente que cada um dos modelos consti-
tutivos multi-escala estudados apresenta uma assintota Dpip prépria, associada com as

diferentes propriedades dos materiais utilizados na simulagio (Caso A e Caso B).

3.2.2 Interpretacao dos resultados

A seguir serd apresentada a metodologia de andalise para obter a partir da forma es-
calar da derivada topolégica calculada na secao anterior, a expansao assintética topoldgica
do operador constitutivo macroscopico. Cabe lembrar que a mencionada expansao consti-

tui uns dos principais resultados deste trabalho. Levando em conta, portanto, o resultado
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da anélise assintética topoldgica apresentada na anteriormente na eq.(3.202), a expansao

assintética (3.142) pode ser escrita explicitamente como
T -E=T: -E—v(e)HT, T, + o(v(e)), (3.207)

onde v(e) = me?/V,, é a fracdo de volume da inclusio Z..

Empregando argumentos similares aos utilizados na Se¢ao 3.1.7, ou seja, a partir das
eqgs.(3.90) e (3.91), a deformagao microscépica E,, pode ser escrita como uma combinagao
linear das componentes da deformacao macroscopica da seguinte forma,

E# = <E)’Lj (ei ®e;+ EMj) = (E)z] E/Jij = Euz‘j =e;®e;j + vsﬁ,“ij7 (3-208)
lembrando que as fungoes u,,; sao as solugoes do conjunto de problemas variacionais
(3.93). Empregando o resultado mostrado acima é possivel escrever a tensao microscépica

T, como

T, = (E);; CLEy,; = (T, ®e; ® €))E, (3.209)

com T, denotando o tensor tensao microscopica associada a cada flutuagao de desloca-
mento microscoépico u, ;. Sendo assim, a derivada topolégica Dyt pode ser reescrita da

seguinte forma,
Dry = -Dr,E - E, (3.210)

onde D7, é um tensor simétrico de quarta ordem, cujas componentes sao dadas por,
]DTM = HT#ij . T#kl (ei X €; XK e ® el). (3211)

No entanto, sendo que foi assumida uma relacao constitutiva linear para a tensao

da macro-escala, tem-se que
T=CE e T°=C.E, (3.212)

onde C e C. denotam os tensores constitutivos homogeneizados associados aos dominios
Q, e Q,,, respectivamente. Introduzindo a expressao da derivada topoldgica (3.210) em
(3.207) e rearranjando os termos, tem-se que a expansao assintdtica topolégica do tensor

constitutivo macroscépico pode ser escrita como
C. =C —v(e)Dry + o(v(e)). (3.213)

Observacgao 37. A derivada topoldgica D), dada por um campo escalar definido no EVR
ndo perturbado, depende da deformagao macroscépica através da funcao u, = u+Ey+u,,
sendo 0, solugdo do problema variacional (3.46). Por outro lado, do resultado (3.213)
observa-se que o conceito da derivada topoldgica no contexto de modelagem constitutiva
multi-escala resulta em um campo tensorial Dy, , que representa a sensibilidade topoldgica
do operador constitutivo macroscopico, cujas componentes sdo dadas pela tensdo asso-
ciada as solugoes do conjunto de equagoes variacionais (3.93) no dominio original ndao
perturbado. Além do mais, referidos problemas variacionais ndo dependem da deformacao

macroscopica.
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Observacgao 38. O tensor derivada topologica Dr,, apresentado na eq.(3.211), possui
uma dependéncia explicita com o contraste 7y, através do tensor H, o que permite analisar
0s casos limites para esse parametro, quais sejam: (i) no primeiro caso tem-se que a
inclusao degenera para um vazio (v — 0), e (ii) no outro extremo (y — 00) a perturbagao
torna-se uma inclusdao rigida. As expressoes do tensor Dr,, para os dois casos mencionados

anteriormente sao:
e furo (v —0):

1
D7, =HT,,; - Ty, (e ®@e; @ ey ®e), com H= 5 M4l - (I®I)], (3.214)
e inclusao rigida (y — 00):
1 a—20
Dr, = HT,,,;- Ty, (e;®e;Rer®e;), com H = ——— |41+ (I®I)|. (3.215)

Ea 16}

Em resumo, a expressio (3.214) representa a sensibilidade topoldgica do operador consti-
tutivo macroscdpico quando no EVR € introduzido um furo; e a expressao (3.215) fornece

a sensibilidade topologica a nucleagdo de uma inclusdo rigida no dominio do EVR.

Observagao 39. Da expressao (3.213), observa-se que o tensor de sensibilidade topoldgica
D7, preserva as propriedades de simetria do tensor constitutivo C. Portanto, em vista do
discutido na Observagao 29 (pag.103), o tensor de quarta ordem Dr,, admite a sequinte

representacao matricial

(D7, )1111 (D1, )1122  (Pr,)1112 (Dz,)11 (D7,)12 (D1,)13
Dp, = (D7,)2202 (D, )2012| = (D7,)22 (D7,)23| - (3.216)
sim. (D7, )1212 sim. (D7, )33

Além do mais, da representacdo matricial mostrada anteriormente, o problema de obter
um tensor de quarta ordem fica reduzido a ter que calcular as 6 componentes (DTH)ij, com
1,7 =1,2,3.

Do desenvolvimento apresentado anteriormente, em particular da eq.(3.213), conclui-
se que o tensor D7, contém todas as informagoes a priori necessarias para perturbar o
dominio original do EVR, representado por 2, de maneira a obter uma variacao desejada

do tensor constitutivo homogeneizado C..

3.2.3 Experimentos numéricos

Segundo mencionado no inicio, um dos objetivos secundarios deste trabalho é desen-
volver uma metodologia aplicdvel no projeto e/ou otimizagao de microestruturas, baseada
na informacao fornecida pela derivada topolégica. Portanto, nesta secdo sao mostrados
alguns exemplos ilustrativos, visando demonstrar a potencialidade das ferramentas apre-
sentadas neste capitulo no projeto e/ou otimizac¢ao microestrutural. Cada um dos seguin-
tes exemplos foi construido objetivando mostrar as caracteristicas e/ou propriedades do
tensor derivada topoldgica Dr,,. Nos exemplos 1 e 2 é realizado um estudo qualitativo das

propriedades das componentes do tensor D7, para diferentes EVR. No exemplo 3 e 4 é
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apresentado um procedimento para tornar isotrépica uma microestrutura que inicialmente
possui uma resposta constitutiva anisotrépica. Por tltimo, nos exemplos 5 e 6 é mostrado
um procedimento de andlise, utilizando a expans@o assintética (3.213), que fornece as

bases para uma metodologia geral de projeto de microestruturas.

3.2.3.1 Exemplo 1

O EVR utilizado neste primeiro exemplo estd caracterizado por uma micro célula
quadrada de dimensoes unitarias com um poro circular de raio 0.15 centrado no ponto
(0.5,0.5), ver Fig.3.17. O material da matriz é caracterizado pelo médulo de Young
E = 210.0 MPa e coeficiente de Poisson v = 1/3. A discretizagao por elementos finitos
utilizada na andlise numérica esta constituida por uma malha uniforme de 21356 elementos

triangulares lineares com um total de 10925 nos.

Figura 3.17: exemplo 1 - EVR utilizado no estudo.

Os tensores constitutivos homogeneizados C associados ao EVR ora descrito, para

cada modelo multi-escala, sao os seguintes:

194.13 62.85 0
62.85. 194.13 0
0 0 65.13

193.67  62.91 0
62.19 193.67 0
0 0 62.73

Ct = , CP =

188.56  67.49 0
0 0 61.36

e CM = [67.49 18856 0

Neste exemplo propoe-se estudar a sensibilidade da micro célula a introdugao de
uma inclusao circular cuja resposta constitutiva eldstica é definida através do parametro
v = 0.1 (menos rigida — Caso A) e v = 10.0 (mais rigida — Caso B). Assim sendo, nas
Fig.3.18 (Caso A) e Fig.3.19 (Caso B) sao mostrada as componentes do tensor D7, para

os modelos constitutivos multi-escala:

e Modelo de deslocamento linear no contorno do EVR - L;
e Modelo de flutuagao de deslocamento periédica no contorno do EVR. - P;

e Modelo de minima restri¢ao cinematica - M.

No caso do modelo de Taylor (ou da regra da mistura), as componentes do tensor

D7, sao constantes e por isso nao sao aqui apresentadas.
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5701
1.10E+001
5562

te:
2.9573E+003
2.7732E+003
2.5890E+003
2.4049E+003
2.2207E+003
2.0366E+003
1.8524E+003
1.6683E+003
1.4841E+003
1.3000E+003
i
o
M
5
3
i
1

®

(a) Modelo linear: (D7u),;,,

O

.1159E+003
.3171E+002
.4757E+002
.6342E+002
.7927E+002
.9513E+002
.0980E+001

Field: TDT12
Max.: 7.68E+002

e:
7.6794E+002
7.2476E+002
6.8158E+002
6.3840E+002
5.9522E+002
5.5205E+002
5.0887E+002
4.6569E+002
4.2251E+002

.7933E+002
3.3615E+002
2.9297E+002
2.4980E+002
2.0662E+002
1.6344E+002
1.2026E+002
7.7082E+001

(d) Modelo linear: (Drp);;q9

Bowe o e

TDT13
2812
4040
Palette:
.5281E+002
.4572E+002
[3363Er002 ~
.3154E+002
.2445E+002
.1736E+002
.1026E+002
.0317E+002
-3.9182E+000
-1.1101E+002
-2.1810E+002
-3.2519E+002
-4.3228E+002
-5.3938E+002
-6.4647E+002
-7.5356E+002
-8.6065E+002

(g) Modelo linear: (D7u);q15

Field: TDT22

Palette:

9728E+003
7877E+003
6026E+003
4175E+003
2324E+003
0473E+003
8622E+003
6771E+003
4921E+003
3070E+003
1219E+003
3678E+002
5169E+002
6660E+002
8150E+002
9641E+002
1319E+001

LTI T e e T O O

(j) Modelo linear: (Dru)gq00

[ —

TDT23
.1 8.94E+002
6425
Min.: -9.19E+002
Node: 4837
Palette:
L9374E+002
.B042E+002
6710E+002
.5377E+002
.4045E+002
.2713E+002
.1380E+002
.0048E+002
-1.2841E+001
-1.2616E+002
-2.3949E+002
-3.5281E+002
-4.6613E+002
-5.7945E+002
-6.9278E+002
-8.0610E+002
-9.1942E+002

(m) Modelo linear: (Dzu),5,,

Field: TDT33

6.8901E+002
6.4655E+002
6.0409E+002
5.6163E+002
5.1917E+002
4.7671E+002
4.3424E+002
3.9178E+002
3.4932E+002
3.0686E+002
2. 6440E+002
2.2194E+002
1.7948E+002
1.3702E+002
9. 4560E+001
5.2099E+001
9. 6382E+000

(p) Modelo linear: (Dr,),9,5

Field: TDT11
Max.: 3.01E+003
Node: 5701
Min.: 9.18E+000
Node: 5562
Palette:
.0141E+003
.B263E+003
.6385E+003
4507E+003
2629E+003
0751E+003
8873E+003
6995E+003
5117E+003
3239E+003
1360E+003
.4823E+002
6042E+002
.7261E+002
.8481E+002
L9699E+002
. 1793E+000

CP T TR H BN

(b) Modelo periédico: (Dru),qq,

TDT12
7.84E+002
7281

4.24E+001
c 1

e
7.8378E+002
7.3744E+002
6.9111E+002
6.4478E+002
5. 9844E+002
5.5211E+002
5.0578E+002
4.5944E+002
4.1311E+002
3. 6678E+002
3.2045E+002
2.7411E+002
2.2778E+002
1.8145E+002
1.3511E+002
8.8781E+001
4.2448E+001

(e) Modelo periédico: (Dru),;9s

Field: TDT13
Ma: 1.00E+003

8.7467E+002
7.4905E+002
6.2343E+002
4.9781E+002
3.7219E+002
2.4658E+002
1.2096E+002
-4.6620E+000
-1.3028E+002
-2.5590E+002
-3.8152E+002
-5.0714E+002
-6.3276E+002
-7.5838E+002
-8.8400E+002
l-1.0096E+003

Modelo periédico: (Dru)i;q9

Palette:
.0299E+003
8411E+003
6523E+003
4635E+003
2748E+003
0860E+003
8972E+003
7084E+003
5197E+003
3309E+003
1421E+003
5336E+002
6459E+002
7581E+002
8704E+002
9827E+002
.4957E+000

EP LTI N o G

Modelo periédico: (Dry)a009

TDT23

1.05E+003

6425
Min.: -1.08E+003|
Node: 4837
Palette:
0507E+003
1747E+002
8422E+002
5098E+002
1773E+002
8448E+002
5123E+002
1798E+002
-1.5267E+001
-1.4852E+002
-2.8176E+002
-4.1501E+002
-5.4826E+002
-6.8151E4002
-8.1476E4002
-9.4801E+002
-1.0813E+003

[

(n) Modelo periédico: (Dru)q00

e:
.2512E+002
. 6813E+002
1114E+002
5414E+002
9715E+002
.4016E+002
8316E+002
L2617E+002
6918E+002
1218E+002
5519E+002
9820E+002
4120E+002
8421E+002
. 2722E+002
.0227E+001
.3234E+001

CON@ESIAA YRR
s

(@) Modelo periédico: (Dru)q;5

TDT11
4.00E+003|

5701
3.03E+000|
3348

3.0303E+000

(c) Modelo uniforme: (Dzy),;,,

-3.8581E+002

(f) Modelo uniforme: (Drp);;q0

Field: TDT13
Max.: 1.18E+003
Node: 2812
Min.: -1.19E+00
Node: 4040
Palette:
.1825E+003
.0339E+003
.B537E+002
.3682E+002
.8828E+002
.3973E+002
.9118E+002
.4264E+002
.9100E+000
.5446E+002
.0300E+002
.5155E+002
.0010E+002
.4864E+002
L9719E+002
.0457E+003
.1943E+003

Modelo uniforme: (Dry);;q9

te:
.0218E+003
7706E+003
5195E+003
2683E+003
0171E+003
7659E+003
5148E+003
2636E+003
0124E+003
7613E+003
5101E+003
.2589E+003
0077E+003
5658E+002
0541E+002
5422E+002
0675E+000

3
4

3.
3.
3.
3.
2.
2.
2.
2.
1.
1.
i

1.
7.
5.
2.
3.

(1) Modelo uniforme: (D7,.)559,

DT23
Max.: 1.27E+003

425
1.30E+003]
4837

te:
1.2662E+003
1.1056E+003
9.4490E+002
7.8424E+002
6.2357E+002
4.6291E+002
3.0224E+002
1.4158E+002
-1.9084E+001
-1.7975E+002
-3.4041E+002
-5.0108E+002
-6.6174E+002
-8.2241E+002
-9.8307E+002
-1.1437E+003
-1.3044E+003

(0) Modelo uniforme: (Drp ),

Field: TDT33
Max.: 1.07E+003
Node: 7281
Min.: 1.54E+001
Node: 3351

Palette:
L0660E+003
0003E+003
3467E+002
6900E+002
0334E+002
3768E+002
7201E+002
0635E+002
4069E+002
7502E+002
0936E+002
4370E+002
7803E+002
1237E+002
4670E+002
1042E+001
5378E+001

B TR R L & h O 1~ G0 G2 D 1 b

(r) Modelo uniforme: (Dru)5,5

Figura 3.18: exemplo 1 - caso A: componentes do tensor D7, para v = 0.1.
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.1150E+002
-2.1
-3.2195E+002
-4.2718E+002
-5.3241E4002

-1.1436E+003
-1.2864E+003
-1.4291E+003

.4004E+003
-1.5077E+003
150E+003
.7224E4003

-2.0001E+003
-2.1428E+003
2855E+003

(b) Modelo periédico: (Dry),;,; (c) Modelo uniforme: (D7),

Field: TDT12

: TDT12
25400

(D7w) 199 (e) Modelo periédico: (Drp), 09

Field: TDT13 Field: TDT13
Max.: 5.77E+002 Max.: 6. 0
4 Node

Min.: -5.72E+002 Min. . 76E+002]

Node: 2812 Node: 2812

alette: Palett
.7692E+002 .8245
.0514E+002 5. 2
.3336E+002 .
.6158E+002 .
.8979E+002 .
.1801E+002 .
L4623E+002 1
.4446E+001 8.
6640E+000 .3

18E+001 8.150 1

.4090E+002 . -
1268E+002 .5127E
.8447E4002 .
.5625E4002 4.
.2803 2 -5.05 2
. -5

Palette:

.0821E+002
2.4702E+002
1.8582E+002
1.2463E+002
434E+001

.23 000
-5.8956E4001
-1.2015E4002
-1.8135E4002
-2.4254E+002
-3.0374E+002
-3.6493E+002
-4.2613E+002
-4.8732E+002

(g) Modelo linear: (D7),

-5.4261E+000 -1.7528E+000
-1.1330E+002 -1.4528E+002
-2.2117E+002 -2.8880E+002
-3.2904E+002 -4.32338+002

691E+002 -5.7586E+002

938E+002

-1.2999E+003
-1.4077E+003
-1 6E+00.

-1 +003
-1.7313E+003

(j) Modelo linear: (D7u)qg99 (k) Modelo periédico: (Dry)g00, (1) Modelo uniforme: (D7) q50,

TDT23 2ld: N
.t 6.18E+002 M P
6.00E4002 Min 2384002
] 6425
3 : Palette:
6 E+002 ;
4.699 0
EN 3.7814E+0C
21863384002
N .9
’1‘! 4’3" E+[D] 01 1.0271E+002
8.7243E+000 110905E+001
6. 01 -8.0903E+001
-6.7418E+001 71. (f'E‘ 0
137050005 -2.6452E+002
-2.958 0 -3.5633E+002
9 0 -4.4814E+
0 -5.3995E+00
42 .3175E+00
~00 02 7.2356E+00

(m) Modelo linear: (D7u)q9,5 (n) Modelo periédico: (Dry)ee,5 (0) Modelo uniforme: (D7y)g0,

Field: TDT23
5.2

Max 002
No 37
Min.: -5.11E+002
Node: 6425

.8693E+002
.5169E+002
1644E+002
8120E+002
.4595E+002
1071E+002

Field: TDT33

-8.7876]
-4.6310E+001
-8.3831E+001

.2697E+001
-1.0526E+002

-1.9640E+002
-2.3392E+002
-2.7144E+002

-3.0896E+002
-3.4648E4002

590!
-4.9657E+002
-5.3409E+002
-5.7162E+002
-6.0914E+002

9372E+002

(p) Modelo linea
Figura 3.19: exemplo 1 - caso B: componentes do tensor D7, para v = 10.0.

: (Drp) 1910 (q) Modelo periédico: (D7u);9;5  (r) Modelo uniforme: (Drp.) 519
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Inicialmente, note-se que tanto no Caso A ou Caso B nao se observa uma diferenca
qualitativa aprecidvel da sensibilidade topoldgica entre os diferentes modelos. Assim, das
Fig.3.18 e Fig.3.19, inferi-se que a direcao onde as componentes do tensor D7, sao mais
sensiveis coincide com: (i) as diregoes dos vetores e; e ez, que definem o sistema de
coordenadas globais no EVR, no caso das componentes (D7,)1111 € (D7y)2022; (74) uma
inclinagao aproximada de 45° em relagao aos vetores e; e ey, no caso das componentes
(Dru)1122 € (Dry)1212; e (441) uma inclinacao aproximada de 22.5° em relacao ao vetor
e2 no caso da componente (]DT#)lHQ e em relacao ao vetor e; no caso da componente
(]D)Tu)gglg. No entanto, existe uma diferenca conceitual importante entre a andlise do
Caso A e do Caso B, que sera discutida posteriormente.

Utilizando as informagcoes fornecidas pelo tensor de sensibilidade topoldgica Dr,,, o
EVR serd perturbado com a introdugao de inclusoes circulares de raio 0.03 constituidas
pelo material mencionado anteriormente, da maneira seguinte: na se¢ao anterior foi provado
que uma estimativa de primeira ordem, na fragdo de volume perturbado, da resposta con-

stitutiva macroscopica associada ao dominio perturbado, pode ser escrita como
C. = C—v(e)Dyy, (3.217)

e considerando, por exemplo, a componente (C)j111, observa-se que para produzir uma
diminuicao significativa no seu valor temos que procurar os pontos onde o campo (D7) 1111
atinge o maior valor positivo. Portanto, o campo mencionado anteriormente fornece um
indicador de onde devem ser introduzidas as perturbacoes. No caso das outras compo-
nentes a andlise é totalmente andloga. No entanto, e retomando a discussao levantada ao
inicio do paragrafo, cabe mencionar que existe uma diferenca importante na andlise dos
Casos A e B. De fato, o valor do parametro v define se a perturbagdo possui uma rigidez
menor ou maior que o material onde esta sendo inserida. Portanto, para um valor de v < 1
a perturbacao introduzida é menos rigida que o material da matriz e, no caso contrario,
para v > 1 o material da inclusao tem uma rigidez maior que a matriz.

Assim, analisando novamente a componente (C)1111, tem-se que para produzir uma
diminuigao significativa do seu valor, introduzindo uma inclusao circular de material com
v < 1, o procedimento é como mencionado anteriormente. Mas, no caso v > 1 nao
é possivel produzir uma diminui¢do no valor da componente (C)i111, pois o valor do
campo (D7,,)1111 € negativo em todo o dominio. Assim, nessa situacao, uma inclusao com
material caracterizado pelo parametro v > 1 sé pode produzir um incremento no valor
da componente analisada. Mais uma vez, a andlise das outras componentes é totalmente
analoga.

Nas Fig.3.20 até Fig.3.28 sao mostradas as diferentes posicoes das perturbacgoes
colocadas e do lado das mencionadas figuras, estao indicadas as respostas constitutivas

homogeneizadas, obtidas para cada modelo constitutivo multi-escala.
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Capitulo 3. Elasticidade linear

Caso A: v=0.10

Figura 3.20: ex.1 - EVR perturbado

C 187.83  61.24 0

Ca = |61.24 193.66 0
0 0 64.18

P 187.29  61.28 0

(CE = |61.28 193.20 0
0 0 61.44

180.80  66.40 0

(CM

¢ = |66.40 188.31 0

0 0 59.88

Caso B: v =10.0

C 197.79 63.77 0

C& = 63.77 194.41 0
0 0 65.63

P 197.37 63.83 0

CE — 63.83 193.95 0
0 0 63.40

192.98 68.07 0

C?A — 68.07 188.72 0
0 0 62.12

Caso A: v=10.10 Caso B: v =10.0
C 193.67 61.24 0 C 194.41 63.76 0
(C€ = 61.24 187.82 0 (Cg = 63.76 197.78 0
0 0 64.18 0 0 65.63
193.20 61.28 0 193.95 63.83 0
CZD - 61.28 187.26 0 (CZD — 63.83 197.36 0
0 0 61.44 0 0 63.40
188.32 66.40 0 188.73 68.07 0
C?/l - 66.40 180.77 0 Cé\/l - 68.07 192.97 0
0 0 59.88 0 0 61.12
Figura 3.21: ex.1 - EVR perturbado
Caso A: v=0.10 Caso B: v =10.0
C 190.83 61.33 —1.48 C 196.01  63.77 0.86
(C8 — 61.33 190.83 —1.48 CE - 63.77 196.0 0.86
—1.48 —1.48 64.17 0.86 0.86 65.70
P 190.28 61.36 —1.70 P 195.57 63.84 0.97
CE — 61.36 190.27 —1.70 CE - 63.83 195.57 0.97
—1.70 —1.70 61.51 0.97 0.97 63.45
184.43 66.44 —1.84 M 190.83 68.16 1.04
CE - 66.44 184.42 —1.83 CE - 68.16 190.82 1.04
—1.84 —1.83 60.00 1.04 1.04 62.15
Figura 3.22: ex.1 - EVR perturbado
Caso A: v=10.10 Caso B: v =10.0
190.82 61.32 1.49 C 196.01 63.77 —0.86
C&' — 61.32 190.81 1.49 CE - 63.77 196.0 —0.86
1.49 1.49 64.17 —0.86 —0.86 65.70
P 190.27 61.35 1.70 P 195.57 63.83 —0.97
CE — 61.35 190.26 1.70 CE — 63.83 195.57 —0.97
1.70 1.70 61.50 —0.97 —-0.97 63.45
184.42 66.43 1.84 190.82 68.16 —1.04
(CE'A/l == 66.43 184.41 1.84 CE'A/t == 68.16 190.82 —1.04
1.84 1.84 60.00 —1.04 —1.04 62.15

Figura 3.23: ex.1 - EVR perturbado
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Capitulo 3. Elasticidade linear

Caso A: v=0.10

Caso B: v =10.0

192.87
61.28
1.04

192.36
61.31
1.21

66.42
1.36

Figura 3.24: ex.1 - EVR perturbado

187.11

61.28
188.71
1.04

61.31
188.15
1.20

66.42

181.85

1.27

1.04
1.04
64.18

1.21
1.20
61.48

1.36
1.27
59.95

Caso A: v=10.10

194.85
63.76
—0.57

194.40
63.83
—0.66

189.35
- 68.11
—0.72

63.76
197.23
—0.62

63.83
196.80
—0.71

68.11
192.30
—0.76

—0.57
—0.62
65.66

—0.66
—0.71
63.42

—0.72
—0.76
62.13

Caso B: v =10.0

188.73
61.29
1.04

188.17
CP = 61.32
€ .
1.20

181.88

M _

(Cg = | 66.43
1.27

Figura 3.25: ex.1 - EVR perturbado

61.29
192.87
1.04

61.32
192.36
1.20

66.43
187.11
1.36

1.04
1.04
64.18

1.20
1.20
61.48

1.27
1.36
59.96

Caso A: v=0.10

197.25
63.76
—0.63

196.82

(CP - 63.83
€ .

—0.72

192.32

M _

Cg = |e68.11
—0.72

63.76
194.85
—0.57

63.83
194.40
—0.66

68.11
189.35
—0.72

—0.63
—0.57
65.66

—0.72
—0.66
63.42

—0.77
—0.72
62.13

Caso B: v =10.0

C 188.71 61.28 —1.04 r 197.26 63.77 0.63
(C€ = 61.28 192.87 —1.04 (CE - 63.76 194.85 0.58
—1.04 —1.04 64.18 0.63 0.57 65.66
188.15 61.31 —1.20 196.83 63.83 0.72

CP = CcP =
e — 61.31 192.36 —1.20 e — 63.83 194.40 0.66
—1.20 —1.20 61.48 0.72 0.66 63.42
181.85 66.42 —1.27 192.33 68.11 0.77
(C?A - 66.42 187.11 —1.36 (Cé\/l == 68.11 189.35 0.72
—1.27 —1.36 59.95 0.77 0.72 62.13

Figura 3.26: ex.1 - EVR perturbado
Caso A: v=10.10 Caso B: v =10.0

C 192.87 61.28 —1.04 C 194.85 63.76 0.57
C€ = 61.28 188.71 —1.04 CE - 63.76 197.23 0.62
—1.04 —1.04 64.18 0.57 0.62 65.66
192.36 61.31 —1.21 194.40 63.83 0.66

CP = CcP =
e = 61.31 188.14 —1.21 e — 63.83 196.80 0.71
—1.21 —1.21 61.48 0.66 0.71 63.42
187.11 66.42 —1.36 189.35 68.11 0.72
(Cé\/l == 66.42 181.85 —1.27 Cé\/l = 68.11 192.30 0.76
—1.36 —1.27 59.95 0.72 0.76 62.13

Figura 3.27: ex.1 - EVR perturbado
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Capitulo 3. Elasticidade linear

Caso A: v=10.10 Caso B: v =10.0
C 187.68 59.82 0.004 C 197.94 64.70 0.001
CE == 59.82 187.68 0.006 CE = 64.70 197.93 0.001
0.004 0.006 63.19 0.001 0.001 66.26
187.08 59.84 0.005 P 197.54 64.78 0.002
CE == 59.84 187.07 0.007 CE == 64.78 197.53 0.002

0.005 0.007 60.23 0.002 0.002 64.15

65.41 180.48 0.008 68.85 193.15 0.002
0.006 0.008 58.59 0.002 0.002 62.93

180.49 65.41 0.006 193.15 68.85 0.002
M — [ } M — [ }
€

Figura 3.28: ex.1 - EVR perturbado

Considerando na anélise, mais uma vez, a componente (C.)1111, note-se que intro-
duzindo perturbagoes segundo a diregao do vetor es (Fig.3.20), tem-se para o modelo de
deslocamento linear no contorno, uma variagao aproximada do 3,24% (Caso A) e 1,88 %
(Caso B) com relacao ao valor inicial da mesma componente, sendo que a componente
(Cs<)2222 apresenta uma variacao do 0,24% (Caso A) e 0,14% (Caso B), e as outras com-
ponentes apresentam uma varia¢ao média do 2% (Caso A) e 1,01%(Caso B) com relagao
ao seu valor original. No caso dos outros modelos multi-escala e das outras posicoes das
perturbagdes, os resultados encontrados sao andlogos aos apresentados anteriormente. A
andlise prévia permite concluir que introduzindo perturbagoes no EVR, utilizando como
indicador da posigao o campo D7, tem-se efetivamente uma variacao significativa da com-
ponente estudada. Finalmente, cabe mencionar que os resultados da andlise computacional

mostrados acima corroboram a discussao apresentada no inicio do exemplo.

3.2.3.2 Exemplo 2

Neste exemplo serd estudado o tensor Dp, para os casos limites do pardmetro
~ mostrados nas eqs.(3.214) e (3.215). O EVR utilizado na andlise ¢ dado por um
dominio quadrado de dimensOes unitarias com material caracterizado pelo médulo de
Young E = 210.0 MPa e coeficiente de Poisson v = 1/3, no qual estao inserido oito poros
de raio variavel distribuidos aleatoriamente no dominio, veja Fig.3.29. A discretizagao por
elementos finitos utilizada na andlise numérica estd constituida por uma malha uniforme

de 20410 elementos triangulares lineares gerando um total de 10561 nés.

Figura 3.29: exemplo 2 - geometria do EVR de analise.
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Field: TDT11

Max.: 3.78E+003]
1 5492
Min.: 8.29E+000]
Node: 4291
Palet
.78D5E+OO3

5447E+003
3090E+003
0732E+003
8374E+003
6017E+003
3659E+003
1302E+003
8944E+003
6586E+003
4229E+003
1871E+003
5134E+002
1558E+002
7982E+002
4406E+002

CRNETE RSN ORN OO ML

2948E+000

(a) Modelo linear: (D7u),,,

Fleld TDT12
9.11E+002]

che 7084
-1.17E+002]

Node 3296

Palette:
1097E+002
4671E+002
8245E+002
1820E+002
5394E+002
8968E+002
2543E+002
6117E+002
9691E+002
3266E+002
6840E+002
0414E+002
3989E+002
.5632E+001
+1375E+001
-5.2881E+001
-1.1714E+002

R NN W WS G ;o DO

Field: TDT13

Max.: 1.26E+003
Node: 7084

Min.: -1.23E+003
Node: 6584
Palette:

1.2635E+003
1.1077E+003
9.5188E+002
7.9606E+002
6.4023E+002
4.8441E+002
3.2859E+002
1.7277E+002
1.6944E+001
-1.3888E+002
-2.9470E+002
-4.5052E+002
-6.0634E+002

-7.6217E+002
-9.1799E+002
-1.0738E+003
-1.2296E+003

(g) Modelo linear: (D7u);,,9

Field: TDT22
Max.: 4.23E+003)

a
Node: 3096

Min.: 1,29E+001f

Node: 6159

Palette:

.2338E+003
.9700E+003
.7062E+003
.4424E+003
.1786E+003
.9148E+003
.6510E+003
.3872E+003
.1234E+003
.8595E+003
.5957E+003
.3319E+003
L0681E+003
.0435E+002
.4055E+002
.7675E+002
.2945E+001

Sl S o Sy

(j) Modelo linear: (Dru)g00

Fleld TDT23
ax.: 1. 2OE+003
Node 39

Min. -1.18E+DD3
Node: 2612

Palette:

1.2007E+003
1.0517E+003
9.0265E+002
7.5365E+002
6.0464E+002
4.5564E+002
3.0664E+002
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-1.4037E+002
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1 82E+001
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°se

(p) Modelo linear: (D7,),90

TR R G & o 01 Oy O 1 6 6B D o

Figura 3.30: exemplo 2

Field: TDT1l
Max.: 3.89E+003|
Node: 5492
Min.: 6.34E+000)
Node: 4291

Palette:
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3.4066E+003
3.1637E+003
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e:
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(a) Modelo periédico: (Dru),q5
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Field: TDT11

Max.: 4.43E+003
Node: 7325

Min.: 7.44E+000f

Node: 4291

Palette:

4286E+003
1523E+003
8760E+003
5997E+003
3233E+003
0470E+003
7707E+003
4943E+003
2180E+003
9417E+003
6654E+003
3891E+003
1127E+003
3642E+002
6009E+002
8376E+002
.4397E+000

TG 8 0 0 0 00 o e e

0“0

(c) Modelo uniforme: (Dzu),;,,

Fleld TDT12
Ma: 1.13E+003
Node 6645
-4.49E+002
Node 7325

Palette:
1.1331E+003

-4.4962E+002

(f) Modelo uniforme: (Dru);;9,
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(i) Modelo uniforme: (Dry);;q9
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(1) Modelo uniforme: (Dr,.)y559
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Qo F~
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0213E+001 e

I
O
i

GTTORI U & 01 0y 1 610 1 b
TODREIaRReerTIT S
a

(r) Modelo uniforme: (Dru)5,5

caso A: componentes do tensor D7, para v — 0.
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-1.95E+003
5492

.1709E+000
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(p) Modelo linear: (D7), 515 (a) Modelo periédico: (Dry)q,,
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(r) Modelo uniforme: (D7), 519

Figura 3.31: exemplo 2 - caso B: componentes do tensor Dp,, para v — oo.
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O EVR descrito ao inicio, fornece ao nivel macroscopico os seguintes tensores con-

stitutivos homogeneizados C (para cada modelo multi-escala):

174.25 55.92 —0.22
55.92. 176.80  0.03
—0.22 0.03 57.74

173.55 55.95 —0.12
55.95 175.96 —0.22
—-0.12 —-0.22 55.63

CL:: ’(CP:

171.46  58.16 —0.37
e CM = | 5816 17055 0.30 |.
—0.37 0.30 54.18

Nas Figs.3.30 (y — 0) e 3.31 (7 — o0) s@o apresentados as componentes do tensor
de sensibilidade topolégico D7, para cada modelo constitutivo multi-escala. Utilizando
o mesmo procedimento de andlise mostrado no exemplo anterior, agora sera estudado o
comportamento da componente (D7,)1111, € sua conseqiiéncia na componente (C)i111 da
resposta constitutiva macroscopica, para as duas situacoes limites do parametro y apre-
sentadas ao inicio, uma vez que os resultados obtidos da andlise para essa componente sao
trivialmente estendidos para as outras. Segundo o mostrado nas Fig.3.30 e Fig.3.31, qual-
itativamente nao existe uma diferenca apreciavel nos resultados obtidos para os diferentes
modelos constitutivos multi-escala. Assim sendo, na andlise seguinte sera utilizado como
referéncia o modelo de deslocamento linear no contorno. Considerando, portanto, o caso
do parametro v — 0 (Fig.3.30(a)), percebe-se que a sensibilidade topolégica apresenta
uma tendéncia a coalecer os poros, criando bandas de rigidez nula alinhadas na direcao do
vetor es (regides mais escuras), gerando uma disminuigao da resposta eldstica associada a
diregao do vetor e; (Fig.3.32(b)). Por outro lado, no caso do parametro v — oo (Fig.3.31)
a tendéncia mostrada pelo campo de sensibilidade topoldgica é de vincular os poros, na
direcao do vetor ey, através de uma inclusao rigida (regides mais claras) com o objetivo

de aumentar o valor da componente (C)1111 (Fig.3.32(c)).

(a) Original (b) Casoy — 0 (c) Caso v — o0

Figura 3.32: exemplo 2 - tendéncia do campo (Dr,)1111-

Cabe mencionar ainda que, embora a tendéncia mostrada pela sensibilidade topoldgica
para os casos 7 — 0 e v — 00 seja a mesma, existe uma diferenga conceitual muito im-
portante entre ambos os casos de analise, o que justifica plenamente a apresentagao das

duas situacoes limites para o valor do parametro ~.

3.2.3.3 Exemplo 3

Considere um EVR quadrado de dimensoes unitarias com dois poros circulares de
raio r = 0.05, centrados nas coordenadas (1/2,1/3) e (1/2,2/3) — considerando que a
origem do sistema de coordenadas cartesianas esta posicionada no canto inferior esquerdo

do EVR, como pode ser visto na Fig.3.33. O material utilizado na analise estd caracte-
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Capitulo 3. Elasticidade linear

rizado através do Mdédulo de Young E = 50.0 MPa e coeficiente de Poisson v = 0.3.
Complementando a descrigao da micro-célula utilizada neste exemplo, cabe mencionar
que na discretizagao por elementos finitos foi utilizada uma malha uniforme com 22686

elementos triangulares quadraticos isoparamétricos, gerando um total de 45833 nds.

Figura 3.33: exemplo 3 - geometria do EVR de analise.

A micro-célula descrita anteriormente fornece ao nivel macroscopico a seguinte re-

posta constitutiva, para cada um dos modelos multi-escala estudado:

52.47 15.77 0.0 52.46 15.77 0.0 52.43 15.82 0.0
Cf = 1577 5263 00 |, CP = |1577 5261 00 | eCM = |1582 5253 0.0
0.0 00 1831 0.0 0.0 1827 00 00 1825

Como mencionado ao inicio desta secao, neste exemplo propoe-se mostrar um pro-
cedimento de andlise que permite tornar isotrépica uma resposta constitutiva inicialmente
anisotrépica, introduzindo furos (perturbacoes) circulares. Com esse objetivo, considere
inicialmente a seguinte decomposicao do tensor de elasticidade macroscopico associado ao
dominio perturbado C. (Banckus (1970) [13], Spenser (1970) [122] e Ting & He (2006)
[126]):

C. =C¥ 4+ 7., (3.218)

onde Ci% ¢ a parte isotrépica do tensor C. e Z. é o tensor de quarta ordem simétrico
complemento ortogonal de C¥*° (Gazis et al. (1963) [41] e Tu (1968) [130]). Note-se da
expressdo (3.218) que a diferenca entre C. e Ci° serd minima quando Z. — Q. Visando,
portanto, procurar os pontos y € {2, onde introduzir as perturbacoes que minimizam a

diferenga entre C. e C°, define-se a funcio escalar (.(y) como:

G(y)=2Z.-Z. = |C.—C¥|° — o (3.219)
(e(y)—0
onde ||(+)|| denota a cldssica norma euclidiana para tensores de quarta ordem.
A dependéncia da funcdo (.(y) com o parametro ¢ decorre do fato da presenga da
fungao v(e) na estimativa da resposta constitutiva macroscépica associada ao dominio
perturbado C., ou seja, para calcular a fungdo (.(y) é necesséario fornecer a fracdo de

volume perturbado com a qual se deseja minimizar a distancia entre os tensores C, e C*.
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Capitulo 3. Elasticidade linear

Além do mais, o tensor C. serd calculado através da estimativa de primeira ordem na
fracdo de volume perturbado apresentada na eq.(3.217).

Baseado no discutido anteriormente, o procedimento de andlise é o seguinte: em-
pregando as informagcoes fornecidas pelo tensor de sensibilidade topolégica D7y, o EVR
serd perturbado com a introdugao de furos circulares onde a funcao (.(y) atinja seu valor
minimo. Assim sendo, neste exemplo serdo exploradas as seguintes 3 situagbes de con-

figuracoes de perturbagoes:
e Caso A: 4 furos de raio 0.01 =  v(e) = 4m(0.01)? ~ 0.001256;
e Caso B: 2 furos de raio 0.05/v2 = wv(¢) = 2m(0.05/v/2)% =~ 0.007854;

e Caso C: 2 furos de raio 0.05 = v(g) = 27(0.05)? ~ 0.015708.

Em seguida, na Fig.3.34 sao mostradas as microestruturas perturbadas, segundo o
procedimento ora descrito, onde se observam as posigoes dos furos para cada modelo con-
stitutivo multi-escala. Logo, a Tabela 3.4 apresenta a resposta constitutiva homogeneizada

associada a cada microestrutura das apresentadas na Fig.3.34.

) Modelo linear: caso A ) Modelo linear: caso B (¢) Modelo linear: caso C

) Modelo periédico: caso A (e) Modelo periédico: caso B (f) Modelo periédico: caso C

(g) Modelo uniforme: caso A (h) Modelo uniforme: caso B (i) Modelo uniforme: caso C

Figura 3.34: exemplo 3 - configuracao das perturbagoes.
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r 52.3762  15.6843 —0.0017 P 52.3719  15.6837  —0.002 M 52.3057 15.7477  0.0001
CEt= |15.6843 52.3848  0.0003 CF = |15.6837 52.3760  0.0004 CM= |15.7a77 52.3085 0.0
€ —0.0017  0.0003  18.1972 € —0.002  0.0004 18.1514 € 0.0001 0.0 18.1513
(a) Caso A.
r 51.4815  15.4377 0.0 P 51.5337  15.3792 0.0 M 51.2395 15.5456 0.0
CEl= |15.4377  51.4290 0.0 CF = |15.4792 51.2370 0.0 CM = |15.5456 51.2566 0.0
€ 0.0 0.0 17.9286 € 0.0 0.0 17.7375 € 0.0 0.0 17.8362
(b) Caso B.
. . —U. . 9 . —U. els) . —U.
r 50.1642  15.2883  —0.0003 P 50.1435 15.2852  —0.0004 M 49.8573  15.5182  —0.0007
CEt= |15.2883 50.0289  0.0002 CF= |15.2852 50.0114  0.0002 — |15.5182  49.7767  0.0004
€ ~0.0003  0.0002  17.655 € ~0.0004  0.0002  17.5624 —0.0007  0.0004  17.5384

(c) Caso C.

Tabela 3.4: exemplo 3 - resposta constitutiva macroscopica.

Levando em consideragao a resposta constitutiva inicial C, tem-se dos resultados
mostrados na Tabela 3.4, para o Caso A, uma queda de duas ordens de grandeza na
diferenca entre os valores (C¢)1111 € (C;)2222, jd no Caso B a diferenga entre os mencionados
valores desce somente uma ordem, e finalmente no Caso C essa diferenca preserva a mesma
ordem de grandeza inicial, mas houve uma diminui¢do no seu valor. Além do mais, as
outras componentes preservam sua ordem de grandeza.

Dos resultados mostrados anteriormente, observa-se que quanto menor o tamanho
da perturbacao introduzida, menor a distancia entre a resposta constitutiva inicial e uma
resposta do tipo isotrépica do tensor de elasticidade macroscépica associado ao dominio
do EVR perturbado C.. Acredita-se que esse comportamento decorre de dois fatos: (i) a
andlise de sensibilidade topolégica é desenvolvida para perturbagdes infinitesimais, mas na
pratica é necessario introduzir perturbacoes finitas, portanto, é possivel que a estimativa
de primeira ordem — na fracao de volume — fornecida pelo tensor D7, nao seja totalmente
adequada para tamanhos de perturbagoes (furos) importantes; e (4i) o calculo da resposta
constitutiva macroscépica é realizado através da solugao de um sistema de equacoes varia-
cionais levando em conta a topologia completa do problema, portanto, quanto maior o
tamanho das perturbagoes (furos) introduzidas, maior a interagao entre elas, afetando de
forma mais significativa a resposta macroscépica final. Em particular, nas figuras associ-
adas ao Caso C (Figs.3.34(c), 3.34(f) e 3.34(i)) é mostrada em linha tracejada o que poderia
ser considerado, para este caso em particular, de posicao 6tima das perturbacoes de raio
0.05, mostrando que a estimativa de primeira ordem fornecida pela derivada topoldgica
¢é suficiente para determinar com certo nivel de precisao onde devem ser introduzidos
os furos. Cabe mencionar que a maior distancia entre a resposta constitutiva inicial e
a procurada (isotrépica) corresponde ao Caso C, cujo comportamento foi anteriormente
analisado, mas aqui se deseja reforcar que a resposta constitutiva homogeneizada é muito
sensivel a posicao das perturbacgoes.

Finalmente, observa-se ainda que, os resultados obtidos nao apresentam uma diferen-
¢a apreciavel entre os diferentes modelos constitutivos multi-escala. Portanto, na Fig.3.35
sao apresentadas as isofaixas da fungao (. (y) associadas ao modelo de flutuagao periédica
de deslocamento no contorno do EVR, para os trés casos estudados. Percebe-se claramente
a posicao onde devem ser colocados os furos, o que mostra a qualidade da informacao

obtida com o procedimento apresentado neste exemplo.
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Field: Field-0.05 Field: Field-0.07
.t 5.0447E+001 Max.: 1.9893E+002
Node: 22411 Node: 13931
Min.: 1.0685E-008 Min.: 6.5455E-006]
Node: 38961 Node: 13585
Palette:
£.000000E-004

Field: Field-0.02
Max.: 1.5158E+000)
Node: 22411
Min.: 1.9971E-004;
Node: 29365
Palette: Palette:
1.000000E-001
9.375041E-002

7.000013E-004 O 8.750082E-002
6.500020E-004 8.125123E-002
6.000027E-004 7.500164E-002
5.500033E-004 6.875205E-002
5.000040E-004 6.250245E-002
4.500047E-004 5.625286E-002

4.000053E-004
3.500060E-004
3.000067E-004 3.750409E-002
2.500073E-004 3.1254508-002

2.500000E-002
2.344998E-002
2.189996E-002
2.034994E-002
1.879993E-002
1.724991E-002
1.569989E-002
1.414987E-002
1.259985E-002
1.104983E-002
9.499816E-003
7.949798E-003
6.399779E-003
4.849761E-003
3.299742E-003
1.749724E-003
1.997057E-004

1.500087E-004 1.8755328-002
1.000093E-004 1.2505738-002
5.001002E-005 6.256136E-003
1.068528E-008 6.545501E-006

(a) Caso A (b) Caso B (c) Caso C

Figura 3.35: exemplo 3 - funcao (.(y) para o modelo periddico.

3.2.3.4 Exemplo 4

Baseado nos conceitos introduzidos no exemplo anterior, agora serd estudada uma
micro-estrutura com resposta constitutiva anisotrépica e serao simulados os quatro primei-
ros passos de um processo de otimizagdo, com o objetivo de tornar isotréopica a resposta
constitutiva do EVR analisado. Portanto, a micro-célula estudada estd caracterizada por
um quadrado unitario com trés poros de raio r = 0.05, com centro nas coordenadas
(11/20,1/5); (3/4,3/5) e (9/20,17/20) (considerando que a origem do sistema de coor-
denadas cartesianas estd posicionada no canto inferior esquerdo do EVR), como pode
ser visto na Fig.3.36. O material do EVR estd definido através do Mdédulo de Young
E = 210.0 MPa e coeficiente de Poisson v = 1/3. Na resolugao computacional foi empre-
gada uma discretizagdo uniforme por elementos finitos com 22533 elementos triangulares

isoparamétricos quadraticos com um total de 45557 nés.

Figura 3.36: exemplo 4 - geometria do EVR de analise.

Nos exemplos anteriores foi mostrado que os resultados obtidos nao variam aprecia-
velmente com os diferentes modelos constitutivos multi-escala, portanto, neste exemplo
somente serd estudado o modelo de flutuacdao periddica de deslocamento no contorno.
Pois esse modelo é o mais estudado — e desenvolvido — na literatura especializada. Assim,

a resposta constitutiva homogeneizada do EVR estudado é dada por:

219.9712 73.4158 —0.1666
CP = | 73.4158 220.6337 0.1768
—0.1666  0.1768  73.4065
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Considerando a defini¢ao da funcao (.(y) mostrada na eq.(3.219), serdo simulados
quatro passos de um processo de otimizacao, onde cada passo tem as seguintes etapas: (i)
calcular a fungao (.(y) associada ao EVR da iteracao; (ii) perturbar o dominio do EVR
introduzindo furos nos pontos onde a fungao (. (y) seja minima. Em particular, a fragao de
volume a ser retirada em cada passo é constante no valor de v(e) = 7(0.02)? ~ 0.001256,
obtendo-se ao final do processo iterativo um volume sélido de |} | = 0.99623. Além do
mais, serdao exploraras trés situacoes para a configuracao da quantidade de material a ser

retirado em cada iteragao:

e Caso A: 1 furo de raio 0.02;
e Caso B: 2 furos de raio 0.02/v/2 ~ 0.014142;

e Caso C: 4 furos de raio 0.01.

A resposta constitutiva macroscépica obtida ao final da simulagao descrita anterior-

mente é apresentada no que segue:

e Caso A:
217.2772 72.0516 —0.009
Cf = | 72.0516 217.2738 0.0042 |;
—0.009 0.0042 71.9479
e Caso B:
217.1674 72.1851 —0.0022
(CZ) = | 72.1851 217.1707 0.0002 |;
—0.0022 0.0002 72.1204
e Caso C:

217.2912  72.1089  0.0063
(CZ) = [ 72.1089 217.2908 —0.006
0.0063 —-0.006 71.9797

As topologias obtidas em cada iteracao para cada caso dos mencionados anterior-
mente sao mostrados nas Figs.3.37. Para avaliar o desempenho da metodologia proposta

neste exemplo, defini-se a funcao

(CP)1111 — (CF)2922 + (CF) 1112 + (CF)2010

PY....
Zg?ﬁ}(cg )zzzz

€= , (3.220)

como uma medida de distancia relativa entre a resposta constitutiva atual do EVR e a
resposta desejada (isotrépica para este exemplo). Assim sendo, da defini¢ao estabelecida

acima, segue que a funcao £ possui a seguinte propriedade

E—0 = CP o214+ (I01). (3.221)

€
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(a) Caso A — iteragao 1 ) Caso B — iteracao 1 ) Caso C — iteragao 1
- -

(d) Caso A — iteragao 2 ) Caso B — iteragao 2 (f) Caso C - iteragao 2
- -

(g) Caso A — iteracao 3 ) Caso B — iteragao 3 ) Caso C — iteragao 3

) Caso A — iteragao 4 ) Caso B — iteragao 4 (1) Caso C — iteragao 4

Figura 3.37: exemplo 4 - dominios topologicamente perturbado em cada iteracao.

A avaliagao da fungdo & para cada caso estudado ao longo da simulagdo do processo

de otimizacao é apresentada na Fig.3.38. Note-se que, aqui e no exemplo anterior, o

objetivo estd focado no tipo de resposta macroscopica obtida do EVR e nao no valor

numérico das constantes eldsticas que caracteriza essa resposta, ou seja, procura-se uma

microestrutura que possua uma resposta constitutiva final do tipo (3.221)2, sem ser muito

relevante, por enquanto, o valor das constantes de Lamé ,uf e )\f. Entretanto, dos resulta-

dos anteriores observa-se que o valor da resposta constitutiva macroscépica é menor que a
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inicial, esse comportamento (estudado em detalhe nos exemplos 1 e 2, veja Se¢oes 3.2.3.1 e
3.2.3.2) decorre do fato de ter empregado furos como perturbagoes. Para produzir o efeito
contrario, poder-se-ia utilizar como perturbacao inclusdes de material mais rigido que a

matriz.

0,00325 ~
0,00300
0,00275
0,00250
0,00225
0,00200
0,00175
0,00150
0,00125
0,00100
0,00075
0,00050
0,00025

0,00000 T T ¥ -

0 1 2 3
iteragao

Figura 3.38: exemplo 4 - evolucao da funcao & na simulagao.

Finalmente, observa-se que, embora a quantidade de furos introduzidos no processo
iterativo seja diferente para cada caso, as respostas constitutivas finais, obtidas da simu-
lacdo do processo de otimizacao, sao similares. Portanto, a quantidade e o tamanho
dos furos a serem introduzidos em cada passo do processo devem ser considerados uma
varidavel de projeto, ou seja, tem-se liberdade para escolher o tamanho e quantidade de
perturbacoes, mas a técnica aqui apresentada fornece as posicoes onde elas devem ser
colocadas no EVR.

3.2.3.5 Exemplo 5

Neste exemplo serd apresentada uma metodologia de andlise para ser utilizada no
projeto e/ou otimizacdo de microestruturas. Com esse objetivo e considerando uma res-
posta constitutiva macroscépica desejada, caracterizada através tensor elastico C*, defini-

se o funcional de forma 1 (¢), associado ao dominio perturbado €., como:
Ye):=|C. = C** = ¥(0)=|C-CP, (3.222)

onde C e C. denotam, respectivamente, as respostas constitutivas homogeneizadas asso-
ciadas aos dominios 2, (nao perturbado) e 2,  (perturbado). Além do mais, assumi-se

que a norma euclidiana de um tensor é definida, através do produto escalar, como
|A]] ;== VA-A, (3.223)

sendo A um tensor arbitrario de quarta ordem.

Considerando a expansao assintética da resposta constitutiva macroscépica C, apre-
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sentada na eq.(3.213), tem-se que a expansao assintética topoldgica do funcional ¥(g) pode

ser escrita como
IC. — C*|” = ||IC — C*||* = 2v(e)Dgy - (C = C*) + o(v(e)), (3.224)

onde o campo escalar 2D, - (C — C*) é reconhecido como a derivada topolégica associada
ao funcional ¥, ou seja,
Dryp :=2D7p, - (C—C¥). (3.225)

Observa-se da expressao anterior que, para obter uma resposta constitutiva C* a
partir de uma resposta inicial C, devem ser introduzidas perturbagoes singulares nos pon-
tos onde o campo de sensibilidade topoldégica Dr,v atinja seus valores maximos. Em
resumo, dado inicialmente um tensor de elasticidade macroscépico desejado C* e uma
micro-estrutura com resposta constitutiva homogeneizada C, com dominio denotado por
1, o mencionado campo escalar D7, mede a sensibilidade topolégica a introducao de
uma perturbacao singular no dominio €2,,, que minimize (ou maximize) a diferenca entre as
resposta constitutivas C e C*. Além do mais, note-se que a derivada topolégica D, nem
sempre é positiva, pois seu sinal provém do tensor Dr,, (através do valor do parametro )
e da diferenca entre os tensores C e C* (atrelado a resposta constitutiva inicial do EVR).

Para exemplificar o discutido anteriormente, agora sera estudado o caso particular
de um EVR quadrado de dimensdes unitdrias com um volume de sélido de |[2}}| ~ 0.9562
e material caracterizado pelo médulo de Young E = 210.0 M Pa e coeficiente de Poisson
v = 1/3. Na simulac¢@o numérica sao estudadas duas distribuicoes de vazios diferentes para

o mesmo volume sélido:

e Caso A: um tnico poro centrado de raio r ~ 0.118 (Fig.3.39(a)) no dominio §2,,, dis-
cretizado com uma malha uniforme de elementos finitos isoparamétricos quadraticos

com um total de 44478 nds e 22002 elementos.

e Caso B: 4 poros de raio r ~ 0.059 centrados nas coordenadas cartesianas (1/4,1/4);
(1/4,3/4); (3/4,1/4) e (3/4,3/4), considerando que a origem do sistema de coorde-
nadas cartesianas esta posicionada no canto inferior esquerdo do EVR (Fig.3.39(b)).
Na discretizagao foi utilizada uma malha uniforme de elementos finitos isoparamétricos

quadraticos com um total de 44693 nés e 22074 elementos.

Para as duas situacoes de andlise mencionadas anteriormente, a resposta constitutiva

homogeneizada ¢ isotrépica, cujos tensores eldsticos sao os seguintes:

208.239 68.684 0.0 208.240 68.683 0.0
Ca= | 68.684 208.239 0.0 e Cp=]68.683 208240 0.0 |. (3.226)
0.0 0.0 68.613 0.0 0.0 68.615

Como tensor de condutividade térmica objetivo, adota-se uma resposta constitu-
tiva ortotropica como a mostrada no exemplo 1 desta secdo, para o modelo de flutuagao

periédica de deslocamento no contorno do EVR com v = 0.10 (veja Fig.3.20), aqui repetida
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por conveniéncia:

187.20 61.28 0.0
C*=|61.28 19320 0.0 |. (3.227)
0.0 00 61.44

) Caso A. (b) Caso B.

Figura 3.39: exemplo 5 - dominios de andlise para os casos de estudo.

O procedimento de andlise proposto neste exemplo pode ser resumido nas seguintes
etapas: (i) dado um EVR, obter a resposta constitutiva homogeneizada C; (ii) calcular o
tensor de sensibilidade topolégica D7, associado ao dominio 2, do EVR; e (iii) construir
o campo escalar Dr,1) com a expressao (3.225) e a resposta desejada C* ora apresentada.
Pelas mesmas questoes mencionadas no exemplo anterior, agora serd estudado somente
o modelo constitutivo multi-escala associado a flutuacgoes periédicas de deslocamento no
contorno do EVR. Assim sendo, na Fig.3.40 sao mostrados os campos de sensibilidade

topolégica Dr,1) para os Casos A e B, respectivamente.

Field: DtField Field: DtField
Max.: 1.947104E+005 Max.: 1.957076E+005
Node: 14948 Node: 5787

Min.: 4.966033E+004 Min.: 4.965997E+004
Node: 9630 Node: 31356
Palette: Palette:
1.300000E+005 .300000E+005
.249788E+005 249787E+005

.199575E+005
.149363E+005
.099151E+005
.048939E+005

.199575E+005
.149362E+005
099150E+005
048937E+005
987249E+004
485124E+004
982998E+004

480873E+004
978748E+004
476623E+004
974498E+004

472373E+004
970247E+004
468122E+004
965997E+004

.987262E+004
.485139E+004
.983017E+004
.480894E+004
.978771E+004
.476648E+004
.974525E+004
.472402E+004
.970279E+004
.468156E+004
.966033E+004

SUTOION Oy - ~) 00 G0 0 L0 = 1= = b b= b

(a) Caso A. (b) Caso B.

Figura 3.40: exemplo 5 - campo D7 para os casos de estudo.

Observa-se da figura anterior que, para cada caso estudado, os maximos do campo
de sensibilidade topolégica Dt ocorrem no contorno dos poros preexistentes. Indicando
uma tendéncia a mudar de forma do furo circular para um furo eliptico, minimizando a

distancia entre as resposta C e C*. Essa tendéncia é mostrada na Fig.3.41.
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(a) Caso A. (b) Caso B.

Figura 3.41: exemplo 5 - tendéncia do campo Dy.

Finalmente, cabe mencionar que, a metodologia apresentada neste exemplo é factivel
de ser utilizada no projeto ou otimizagao de micro-estruturas, pois a derivada topoldgica
do funcional v, mostrada na eq.(3.225), pode ser utilizada como dire¢ao de descida de um
algoritmo de otimizacao. De fato, propoe-se a seguinte estrutura para um algoritmo que

minimize a distancia entre as respostas constitutivas macroscépicas C e C*:

¢ Descricao completa do dominio inicial do EVR €,, a resposta constitutiva
macroscopica desejada C*, o valor do parametro -, o nimero méaximo de iteracoes

N e uma tolerancia tol.

e Calcule os valores iniciais (iteragao j = 0) da resposta constitutiva macroscépica

C, o tensor de sensibilidade topolégica D, e a derivada topoldgica Dr, .

e Enquanto ’Dgpuz/}‘ > tol e j < N, faga:

- Calcule C/, D%“u e D%ﬂw no dominio Qﬂ

- Altere o dominio atual Qﬁ introduzindo perturbacoes, de acordo com o valor do

parametro ~, nos pontos onde Df_p Mw atinge os maximos valores.

- Atualize Q"' = Q) e j —j+1.

e Assegure que C/ ~ C*.

Algoritmo B: otimizagao topolégica de micro-estruturas especializadas em elasticidade

linear.

3.2.3.6 Exemplo 6

Como tltimo exemplo do presente capitulo, propoe-se utilizar a metodologia desen-
volvida no exemplo anterior para desenhar uma microestrutura que a nivel macroscépico
apresente um coeficiente de Poisson negativo. Visando cumprir esse objetivo serd em-
pregado o algoritmo proposto anteriormente (algoritmo B), fazendo uso da expansao
assintética topoldgica do operador constitutivo macroscépico mostrada na eq.(3.213). Da
mesma forma que no exemplo anterior, somente serd estudado o modelo de flutuacao

periddica de deslocamento no contorno do EVR.
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A resposta constitutiva objetivo utilizada na andlise foi obtida da Se¢ao 3.1.9.4 (pag.
118) para quando o coeficiente de Poisson macroscépico atinge um valor préximo a —0.15,
para o modelo ora mencionado, veja Fig.3.12. Assim sendo, o tensor eldstico objetivo C*

¢é dado por

E‘k

l/*

11.275M Pa
—0.152

Q

C*= | -1.748 11.5403 0.0
0.0 0.0 0.792

(3.228)

%

11.5403 —1.748 0.0
: {

Como condigao inicial para o algoritmo serd utilizada uma microestrutura caracteri-
zada por um quadrado de dimensoes unitarias com uma inclusao circular de raio r = 0.15
centrada no dominio. Os valores do médulo de Young da matriz e da inclusao utilizados na
simulacao foram de E,,, = 1.0 M Pa e E; = 250.0 M Pa, respectivamente. O coeficiente de
Poisson para ambos os materiais é positivo e igual a v = 0.3. A geometria do EVR, descrito
anteriormente, e a resposta constitutiva homogeneizada sao mostrados na Fig.3.42. Cabe
mencionar que esses valores para os parametros dos materiais se correspondem com 0s
utilizados para obter a resposta constitutiva desejada C*, ver Secao 3.1.9.4. O dominio de
analise foi discretizado utilizando uma malha uniforme com 22568 elementos triangulares

lineares (3 nds por elementos), gerando um total de 11485 nés.

1.2275 0.3672 0.0
= C=103672 1.2275 0.0
0.0 0.0  0.4255

Q,

Figura 3.42: exemplo 6 - geometria do dominio de andlise.

Na Fig.3.43 sao mostradas as topologias obtidas para alguns passos intermediarios do
algoritmo de otimizacao apresentado no exemplo anterior (Algoritmo B), correspondentes
as iteracoes j € {30,60,90}.
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(a) Tteragao 30. (b) Iteracao 60. (c) Tteracao 90.

Figura 3.43: exemplo 6 - evolucao da topologia no processo de otimizacao.

A topologia final obtida na iteragao j = 120 é apresentada na Fig.3.44. Ainda na
mesma figura, mostra-se como ficaria constituido o material desenhado neste exemplo,

através da distribuigao periédica do EVR.

(a) Topologia obtida. (b) Distribuicao periddica do EVR.

Figura 3.44: exemplo 6 - resultados obtidos.

Em seguida é apresentada a resposta constitutiva homogeneizada associada ao resul-
tado mostrado na Fig.3.44(a). Na Fig.3.45 mostra-se a evolugao do valor relativo da funcao
(), eq.(3.222), para a simulagao apresentada neste exemplo. Cabe ainda mencionar que
os resultados obtidos com o algoritmo proposto neste exemplo sao muito satisfatérios. De

fato, observa-se que a diferenca entre os valores desejados e os obtidos no final da simulacao
¢ da ordem do 4 %.

F =~ 11.164MPa
v ~ —0.111

C=|-1.252 11.302 0.0
0.0 0.0 0.605

11.302 —1.252 0.0
= { (3.229)
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0,0 T T T T T 1

0 20 40 60 80 100 120
iteragdo [j]
Figura 3.45: exemplo 6 - evolucao do valor relativo da funcao custo.

3.3 Comentarios adicionais

Neste Capitulo foram apresentadas as equacoes e estrutura variacional da mode-
lagem constitutiva multi-escala para soélidos elasticos. Partindo de um principio de equili-
brio e assumindo que os tensores deformacao e tensao macroscépica sao definidos como
a média volumétrica de suas contrapartes microscépicas sobre um Elemento de Volume
Representativo do material, foi possivel derivar de maneira axiomdatica uma familia de
modelos constitutivos multi-escala. De fato, a estrutura variacional desenvolvida permitiu
distinguir claramente as hipéteses béasicas das suas conseqiiéncias. Adicionalmente, foi
apresentada de forma detalhada a discretizagao e implementacdo computacional, pelo
método dos elementos finitos, da modelagem utilizada neste trabalho.

Em seguida, foi utilizada a andlise de sensibilidade topolédgica no célculo da derivada
topolégica para os modelos constitutivos multi-escala mencionados anteriormente. A mo-
delagem multi-escala é particulamente apropriada porque permite uma clara identificagao
dos espacos envolvidos. Sendo possivel calcular de forma explicita a derivada topoldgica
associada a energia especifica macroscépica. Como resultado fundamental deste trabalho
foi identificado um tensor simétrico de quarta ordem, cujas componentes dependem das
solugoes dos problemas variacionais canonicos associados ao dominio original nao per-
turbado. Esse tensor, representa a sensibilidade topolégica do operador constitutivo
macroscopico quando ¢é introduzida uma pequena inclusao circular na micro-escala.

Finalmente, visando mostrar as caracteristicas e propriedades contidas no tensor
de sensibilidade topoldgica, os resultados tedricos foram aplicados no desenvolvimento de
seis exemplos computacionais. Cada um desses exemplos foi concebido para mostrar dife-
rentes caracteristicas da informagao fornecida pelo tensor mencionado anteriormente. Os
resultados numéricos apresentados na Se¢ao 3.2.3 sao bastante satisfatérios, evidenciando
assim as potencialidades de aplicacao do resultado obtido no desenvolvimento de novos

métodos de sintese de microestruturas.
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Capitulo 4
Conclusoes

O presente trabalho teve como propédsito principal desenvolver a anélise de sensibil-
idade topolégica em modelos constitutivos multi-escala, cuja motivagao reside na neces-
sidade de estabelecer uma relacao estrita e rigorosa entre as mudancas na conformagao
interna de um material (micro-estrutura) e suas conseqiiéncias na resposta constitutiva
macroscopica. Em particular, utilizaram-se as metodologias usuais de modelagem multi-
escala conjuntamente com os conceitos da andlise de sensibilidade topoldgica. Neste sen-
tido, considerando o Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel e o conceito de
média volumétrica, foi estabelecida uma formulacao variacional que conduz a uma axi-
omatizacao da modelagem constitutiva multi-escala adotada, permitindo, por sua vez,
escrever as equagoes de equilibrio na micro-escala de maneira rigorosa através de uma
clara identificacdo dos espacos envolvidos. Dessa forma, obteve-se uma estrutura ade-
quada para o desenvolvimento da andlise de sensibilidade topoldgica de modelos cons-
titutivos multi-escala. Particularmente, neste trabalho foram tratados dois problemas
cldssicos da modelagem computacional: conducao estacionéria de calor e elasticidade li-
near. Inicialmente foi desenvolvida a modelagem constitutiva multi-escala de cada um
dos problemas ora mencionados. Em seguida, considerando que a micro-estrutura sofre
uma perturbagao singular caracterizada pela nucleacao de uma inclusao circular composta
de material com propriedades fisicas distintas do meio, foram calculadas as respectivas
derivadas topoldgicas. Neste capitulo, portanto, apresentam-se as contribuicoes do pre-
sente trabalho para a modelagem computacional, bem como uma breve discussao dos
resultados principais e apontam-se alguns problemas em aberto a serem estudados no
futuro. Encerrando o capitulo, mostram-se alguns indicadores académicos associados ao

presente estudo.

4.1 Contribuicoes deste trabalho

As principais contribuicoes deste trabalho foram apresentadas nos Capitulos 2 e 3,
onde foi obtida a derivada topolégica dos modelos constitutivos multi-escala associados aos
problemas bidimensionais de condugao estacionaria de calor e elasticidade linear, respec-
tivamente. Para o calculo da derivada topoldgica se utilizou o topological-shape sensitivity

method, empregando o ferramental matematico da andlise de sensibilidade a mudancga de
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forma para o caso particular em que a perturbacgao singular sofre uma expansao uniforme.
A utilizagdo conjunta dos conceitos da modelagem constitutiva multi-escala e andlise de
sensibilidade topoldgica permitiu obter a derivada topoldgica para os modelos ora men-
cionados. Como resultado fundamental dessa anélise, foi identificado um campo tensorial
da mesma ordem que o operador constitutivo macroscépico, que representa a sensibilidade
topolégica do tensor constitutivo macroscopico quando é introduzida uma perturbagao
singular na micro-escala, caracterizada pela nucleagao de uma inclusao circular composta
de material com propriedades fisicas diferentes do meio. As componentes do mencionado
campo tensorial dependem apenas das solugoes dos problemas variacionais canénicos asso-
ciados ao dominio original nao perturbado. Além do mais, foram mostrados os casos
limites da expressao final do tensor de sensibilidade topoldgica, através do estudo do con-
traste caracterizado pelo parametro . Em seguida, desenvolveram-se diversos exemplos
numéricos ilustrativos, visando mostrar as caracteristicas e/ou propriedades do tensor de
sensibilidade topoldgica. Nesses exemplos, foram apresentadas trés diferentes formas de

utilizacao dos resultados obtidos:

1. Anadlise das componentes do tensor de sensibilidade topoldgica;
2. Anélise através dos invariantes do tensor de sensibilidade topolégica;

3. Anélise e proposta de um algoritmo para projeto e/ou otimizagao de micro-estruturas,
considerando uma medida de distancia entre uma dada resposta constitutiva e outra

desejada (ou prescrita).

Embora os exemplos computacionais sejam simples, os resultados numéricos obti-
dos sao bastante satisfatérios e de baixo custo computacional. De fato, o maior custo
computacional estd na resolucao do sistema canonico de equagoes variacionais no dominio
original (ndo perturbado), uma vez que o tensor de sensibilidade topolégica é obtido
apenas do poés-processamento das solucoes desses problemas. Deste modo, através dos
exemplos de aplicagao ora mencionados, pode-se inferir que os resultados deste trabalho
constituem uma poderosa ferramenta com potencial aplicacdo tanto no projeto e/ou
otimizacao topoldgica de micro-estruturas especializadas, quanto no estudo de problemas
inversos e de modelagem mecanica, ampliando as possibilidades de aplicacao da metodolo-
gia aqui desenvolvida.

Ressalta-se a importancia do resultado obtido neste trabalho (campo tensorial de
sensibilidade topoldgica), uma vez que permite escrever de maneira explicita a expansao
assintética topoldgica do operador constitutivo macroscépico, contribuindo de maneira
significativa na modelagem de fendmenos fisicos que ocorrem a diferentes escalas. Cabe
ainda mencionar que através da analise aqui desenvolvida é possivel obter rapidamente a
derivada topoldgica para uma vasta classe de funcionais de forma. De fato, nos exemplos
6 e b apresentados nas Secoes 2.2.3 e 3.2.3, respectivamente, mostra-se como utilizar essa
informacao para obter a derivada topoldgica de um funcional de forma dado, simplesmente
substituindo a expansao assintética topolégica do operador constitutivo macroscépico e

coletando os termos em poténcia de .
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Finalmente, encerrando esta secao, sao enumerados os objetivos gerais alcancados

neste trabalho:

i) construcao variacional consistente dos modelos constitutivos multi-escala para os

problemas de conducao estacionaria de calor e elasticidade linear;

1) implementacao computacional dos diferentes modelos constitutivos multi-escala e de-

senvolvimento de exemplos numéricos de aplicagao;

#11) desenvolvimento da andlise de sensibilidade topoldgica e calculo da derivada topolégica

em modelos constitutivos multi-escala;

iv) interpretagao dos resultados obtidos, que resultou na defini¢ao da expansao assintética
topoldgica do operador constitutivo macroscépico, através da utilizacao do tensor de

sensibilidade topoldgica;
v) andlise dos resultados através do estudo dos valores limites do contraste -;

vi) implementagao computacional e estudo dos resultados obtidos, através de exemplos

numéricos;

vit) proposta de um algoritmo de otimizagao topolégica de micro-estruturas especial-

izadas.

4.2 Problemas em aberto

Os desenvolvimentos tedricos e aplicagoes praticas apresentadas neste trabalho de
maneira alguma esgotam o uso da andlise de sensibilidade topoldgica na modelagem cons-
titutiva multi-escala. De fato, o presente estudo é pioneiro no célculo e uso da derivada
topolégica em tais modelos, o que permite afirmar que existem ainda muitos trabalhos
(tanto tedricos quanto préticos) a serem desenvolvidos em futuras pesquisas. Em seguida,

apresenta-se uma lista de alguns dos possiveis novos temas de estudos:

e Explorar de maneira mais adequada as informagoes contidas no tensor de sensibili-

dade topoldgica, em particular estudar em detalhe os invariantes desse tensor.

e Estender para problemas tridimensionais os resultados apresentados nas Secoes 2.2
e 3.2.

e Construir funcionais de forma que representem caracteristicas particulares de uma

resposta constitutiva macroscopica desejada e determinar sua derivada topolégica.

e Calculo da derivada topoldgica em modelos constitutivos multi-escala associados a
problemas nao-lineares e/ou com restrigdes mais gerais, como por exemplo o pro-

blema de micro-estruturas fraturadas com contato na regiao de fratura.

e Obter a derivada topolégica em modelos constitutivos multi-escala para perturbagoes

singulares com forma arbitraria no EVR.
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e Aplicar a andlise de sensibilidade topoldgica de ordem superior em modelos consti-

tutivos multi-escala.

e Desenvolver algoritmos para o projeto e/ou otimizac¢ao micro estrutural mais gerais
e eficientes que o proposto neste trabalho, com por exemplo, utilizando as técnicas

de level-set.

4.3 Indicadores académicos

Para finalizar este capitulo, apresenta-se nesta se¢ao uma lista completa da producgao
cientifica do autor. Em seguida, mostram-se as publicagoes em jornais internacionais

indexados estritamente vinculadas a este trabalho:

e S.M. Giusti, A.A. Novotny, E.A. de Souza Neto e R.A. Feijéo. Sensitivity of the
macroscopic thermal conductivity tensor to topological microstructural changes.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 198(5-8):727-739, 20009.

e S.M. Giusti, A.A. Novotny, E.A. de Souza Neto e R.A. Feijéo. Sensitivity of the
macroscopic elasticity tensor to topological microstructural changes. Journal of the
Mechanics and Physics of Solids, 57(3):555-570, 20009.

No entanto, este trabalho foi desenvolvido durante os quatro anos de participagao
no programa de pés-graduagao em modelagem computacional do Laboratério Nacional de
Computagao Cientifica do Ministério da Ciéncia e Tecnologia. Durante esse periodo foi
necessario estudar as duas grandes areas de conhecimento que fazem parte deste trabalho:
andlise de sensibilidade topolégica e modelagem constitutiva multi-escala. Decorrente

desses estudos obteve-se a producao cientifica apresentada a continuagao:

e S.M. Giusti, A.A. Novotny e C. Padra. Topological sensitivity analysis for inclusion
in a two-dimensional linear elasticity. Engineering Analysis with Boundary Elements,
38(11):926-935, 2008.

e S.M. Giusti, P.J. Blanco, E.A. de Souza Neto e R.A. Feijéo. An assessment of
the Gurson yield criterion by a computational multi-scale approach. Engineering
Computations, 26(3):281-301, 2009.

e S.M. Giusti, A.A. Novotny e J. Sokolowski. Topological derivative for steady-state
orthotropic heat diffusion problem. Structural and Multidisciplinary Optimization,

to appears, 2009.

Como resumo, cabe ainda mencionar que durante os quatro anos de participacao
no programa de doutorado do LNCC/MCT a produgao cientifica do autor deste trabalho
totaliza, além dos 5 artigos em jornais internacionais indexados; 8 participagoes em con-

gressos nacionais e internacionais e 4 relatorios internos de pesquisa.
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Analise assintotica

Neste apéndice sao apresentadas as expansoes assintoticas das solugoes associadas
aos dominios topologicamente perturbados considerados no calculo da derivada topoldgica
mostrado nas Secoes 2.2 e 3.2. De fato, a forma explicita das mencionadas expansoes
assintoticas tém um papel importante na metodologia utilizada, nas se¢oes ora mencionas,
na passagem do limite ¢ — 0 na eq.(2.166) e eq.(3.178). Na Secdo A.1 é considerado o
problema de conducao estaciondria de calor e na Secao A.2 é estudado o problema de

elasticidade linear isotrépica.

A.1 Condugao estacionaria de calor

Nesta secao é mostrado o calculo da expansao assintética utilizada na andlise de
sensibilidade topolégica desenvolvida na Secao 2.2. Considerando que 4, e @, sao as
solugoes dos problemas de valor no contorno apresentados nas egs.(2.49) e (2.147), respec-
tivamente, entao propoe-se a seguinte expansao assintética para a solugao do problema

associado ao dominio topologicamente perturbado £2,,_,

U (Y) = Uy (Y) + Wy (Y/€) + 0. (y) - (A1)

Assumindo que a solucao @, (y) possui a regularidade necesséria no dominio €,,, tal
que uma expanssao em série de Taylor em torno do ponto § faga sentido, tem-se que sua

derivada normal no contorno 0Z. pode ser escrita como

0 _ PN .

1, (y)| =V, (§) -n-eD(Vi, () (n)?, (A2)
on o

onde £ é um ponto entre y e g, e D(Va, (§)) representa a derivada de ordem superior
de Vi, (§) avaliada no ponto §. Agora, introduzindo a mudanca de varidvel y = €z e
levando em conta que (y — §) = —en Vy € 97, tem-se que a fungao w,, (z) da eq.(A.1)

¢ definida como a solucao do seguinte problema exterior: encontre a funcao w,,, tal que



Apéndice A. Analise assintética

seja satisfeita a seguinte equacao diferencial

—kyAw,, =0 em  R2\H;
vk, Aw,, =0 em Iy
Wy, — 0 no 00 . (A.3)
Wy, — Wp.l; =0 sobre 0I;
\ 3?55 8:2;55 =—(1—-7)(Vu+Vi,(g)) -n sobre 0I;

Devido a discrepancia introduzida pelo termo eD(Vi, (§)) (n)? sobre JZ, e pela
funcao w,. sobre os contornos 9€, e GQL, pede-se que o termo remanescente ¥, (y)
compense essas discrepancias. Portanto, defini-se 7, (y) como a solucao do seguinte

problema de valor de contorno: encontre a funcao v, tal que

—k,Av,, =0 em  Q,\H.
_'quAf)us =0 em I
fam Oy.ndS = — fam Wy, ndS
Jo BuedV =~ [y @,.dV . (Ad)
V|, — Oul, =0 sobre 9, U O,
8§ZE - 8;% == (8;‘:6 - 83;:5 ) sobre €Y,
o m—JY%# . =e(l=7) D (§) (n)*  sobre O

Observa-se que o problema (A.3) pode ser resolvido explicitamente utilizando se-
paracao de varidveis e fazendo um desenvolvimento em série de Fourier da solugao . .

De fato, as solucoes associadas & matriz Q,\H. e inclusao Z. sao, respectivamente, dadas

por
N 1—y & o .

W (Y) lo 70 = mm (Vu+ Vi, (9)) - (y—9), (A.5)

By @) 7. = L (Vu+ Vi (@) (y—9). (A.6)

14+~

No entanto, para caracterizar completamente a expansao da solucao ,, proposta

na eq. (A.1), tem-se, no caso do termo remanscente 7, , a seguinte estimativa:

Proposicao 5. Seja 0, solug¢io do problema de valor de contorno (A.4). Entao existe

uma constante C, independente do parametro e, tal que

Ol 1(0,.) < C° (A7)

Prova. Considerando a funcao w,, mostrada nas eqs.(A.5) e (A.6), observa-se que

/ w,.ndS = £s(y), (A.8)

89,

R D L) (A9)
ek, (1-7) D%4, (€) ()° = ep(y), (A.10)
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onde as fungoes s(y), h(y) e p(y) sao independentes de £. Assim, tem-se o seguinte

problema auxiliar de valor no contorno: encontre a funcao ¢, , tal que

—kuApy. =0 em Qu\H-
vk Ap,. =0 em I,
faQM Yu.ndS =es(y)
fQus @uadv =0 . (A.ll)
Puclyy, = Pucl; =0 sobre 9, U 0T,
Ky 83‘:5 o vk 85;{6 .= eh(y) sobre 8QL
Ky 6;55 o vk nga .= p(y) sobre OZ.

\

Como o problema acima é bem posto, entao existe uma constante C, independente de
e, tal que (Cedio-Fengya et al. (1998) [27], Kozlov et al. (1999) [66] ¢ Ammari & Kang
(2004) [2]):

[Ppel (e, < Ce. (A.12)

Logo, da linearidade do problema (A.4) observa-se que 0, = €y, 0 que conclui a prova.

Observacao 40. Para garantir que os problemas definidos no dominio perturbado €,
estejam bem postos, nos sistemas definidos pelas equacoes (A.4) e (A.11) deveria ser
acrescentado a condi¢ao de contorno associada ao espago V., de acordo com a escolha de

cada modelo constitutivo multi-escala.

Finalmente, com os resultados mostrados nas egs.(A.5) e (A.6) e da proposicao
acima, eq.(A.7), tem-se a seguinte expansao assintética na vizinhanga da inclusao Z. da

solucao @, do problema apresentado na eq.(2.147):

. 2
o, W) o7 = )+ (Ve Vi @) (= 9) 45 @), (A1
e W)l = i () + 15 [Vt Vi (0)]- (0= 9) + 5 (0). (A14)

A.2 Elasticidade linear

No célculo da derivada topoldgica apresentada na Secao 3.2 foi empregada a ex-
pansao assintética da distribuicao de tensao microscépica no contorno da perturbagao
circular de raio €, denotada por Z.. Sendo que a tensao microscopica estd constituida
pela soma de uma tensdo microscépica induzida pela deformagao macroscépica E (inde-
pendente do parametro ¢) e uma flutuacdo de tensdo microscopica — veja eq.(3.45) — esta
secao, portanto, é dedicada a mostrar a derivagao da expansao assintética para o campo

de flutuacao de tensao associada ao dominio perturbado €, . Assim sendo, propoe-se
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a seguinte expansao assintética para a solu¢do do problema definido na eq.(3.150), veja
Sokotowski & Zochowski (1999) [116],

T, = T +o(e), (A.15)

onde Tff; denota a solugdo do sistema eldstico (3.150) no dominio infinito (R?\'H.) UZ.,
tal que o campo de tensao ’i‘;ﬁ tende a um valor constante (independente do parametro
e) quando ||y|| — oco. Enta@o, o mencionado problema no dominio infinito pode ser escrito

como: encontre o campo de tensao T2 tal que

div’i‘ff; = em  RA\H.
divT? =0 T
ivI b ] em - , (A.16)
Ty — T, no 00
[[’i‘zj]]n = —[T,Jn sobre OZ.

sendo que n denota o vetor normal saliente ao contorno 9Z., ’i‘ﬂ é a solugao do problema
nao perturbado dado pela eq.(3.48) e Tu representa a tensao microscopica induzida pela
deformagao macroscépica E, definida na eq.(3.45).

Observa-se que o problema no dominio infinito (A.16) pode ser resolvido explicita-
mente utilizando separacao de varidveis, por exemplo, empregando as metodologias de-
senvolvidas nos trabalhos de Obert (1967) [95] e Little (1973) [74]. De fato, considerando
um sistema de coordenadas polares (r,6) centrado no ponto § (centro da inclusao Z.)
e alinhado com as direcoes principais do tensor Tu associado ao dominio original €,
(o angulo € é medido em relagao a uma das dire¢oes principais de Tu , veja Fig.A.1), as
componentes no sistema de coordenadas ora mencionado da solucao da equagao diferencial

parcial (A.16) sdo dadas por:

e Solucgao exterior (r > )

(rj:\z?:)rr = Sﬁij + D1+1a7% (4 — 3%) CcOS 2(0 + (P)
=~ 1— 2 ~ 1— 2 2
+5 (1= fg5) + D1 £25 (4-35)] cos20,
00 _ g_1 g2 H_3 ¢
(Tff;) - _Sﬁ% +Dl+a’y%6082(9+¢) (A17)
=~ 1— 2 ~ 1— 4
+S(1+ ﬁ%) -D(1+ 1+07ﬂ/i—4> cos 20,
— 2 2
(T}o;;)Qr — 1+1a’y iz (2 — 3%) sSin 2(9 + QO)
-D [1 + 11077%2 (2 - 3%)} cos 20
e Solugao interior (0 < r < ¢)
(’i‘fj:)”“ = —ﬁ% [5 — 1+2um 5’} — ﬁlﬂ/ [7 cos2(0 + ¢) — 3741, D cos 29] ,
T 00 _ B q 2 a > 4 71
(TZ‘;) - _1+’Z3’Y |:S T 1tum S:| + 1i’oym/ |: 0082(9 + (P) - 371/ch0$ 29] s
(’i‘;ﬁ)er = lizw [D sin2(0 + ¢) — 3741% Dsin 20}
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Sendo que nao necessariamente as diregoes principais dos tensores T, e T, coin-
cidem, nas expressoes acima ¢ indica o angulo existente entre as mencionadas direcoes

principais, veja Fig.A.1. Além do mais, os escalares S, S, D e D denotam

5 = ~-ypultle 5 Tt (A.19)
D = —(1-y)2 22, p=Zu_Zi (A.20)

onde 7, , € 0y, , sao as tensoes principais, associadas aos tensores T, e T, respectiva-
mente, no dominio nao perturbado €2,, avaliadas no ponto § € €,. Além do mais, as
constantes « e f em (A.17) e (A.18) dependem apenas do coeficiente de Poisson da matriz

Vp, € sao dadas por
3—VUnm o Ity

azl—l—um p

(A.21)
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Figura A.1: dominio infinito com inclusao circular Z..
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Apéndice B
Estimativas de convergéencia

Nas Segoes 2.2 e 3.2 do presente trabalho foram apresentadas as estimativas de
convergéncia da diferenga entre as solugoes dos problemas associados aos dominios per-
turbado e nao perturbado para ambos os problemas abordados: conducao estacionaria
do calor e elasticidade linear. Embora, esses resultados aparegam freqiientemente na lite-
ratura especializada (veja, por exemplo, os trabalhos de Sokotowski & Zochowski (2001)
[118], Ammari & Kang (2004) [2] e Amstutz (2006) [5]), achou-se adequado mostrar neste
apéndice, em linhas gerais, os passos mais importantes para provar essas estimativas. Em
seguida, portanto, na Secao B.1, trata-se o problema de condugao estacionéria do calor e,

logo, na Secao B.2 o problema de elasticidade linear.

B.1 Condugao estacionaria de calor

Como mencionado ao inicio do apéndice, nesta secdo é abordado o problema de
conducgao estacionaria do calor e serao mostrados formalmente os passos mais importantes
para provar a estimativa de convergéncia mostrada na Segao 2.2 (Observacao 14, pag.
46). Inicialmente comegaremos lembrado que o dominio topologicamente perturbado €2,
é definido como Q. = (,\H.) UZ., sendo H. um furo de raio ¢ centrado no ponto
9 €, e I representa uma inclusao de material diferente ao do meio, ocupando o espago
deixado pelo furo denotado por H.. Logo, considerando que as funcoes u, e 1,  sao
as solugoes dos problemas variacionais associados, respectivamente, aos dominios original
(ndo perturbado) eq.(2.47) e perturbado eq.(2.146), tem-se que os mencionados problemas

podem ser escritos, respectivamente, em forma compacta como:

a(ﬂu,n) =1(n) Vne Vi e as(ﬂusvns) =1(n:) Vne € Vies (B.1)

onde a(+,) e a.(-, -) sdo formas bi-lineares, simétricas, continuas e coercivas, e I(-) e [-(-) sdo
formas lineares e continuas. O sub-indice € nas expressoes anteriores denota a dependéncia
com o parametro €. Para o problema analisado, as formas bi-lineares e lineares mostradas

anteriormente sao definidas da seguinte maneira:

a(ty,n) = /Q k,NVu, - VndV, l(n) = —/ k,Vu-VndV, (B.2)

Iz Iz

169



Apéndice B. Estimativas de convergéncia

e (Up,, M) = /Q kp Vi, - VnedV,  1.(ne) = —/Q k,Vu - VnedV. (B.3)

e He
Agora, tomando em particular, n. = (@, — ,) € V,. e da coercividade da forma

bi-linear a.(-,-), tem-se que existe uma constante positiva a tal que
o[ty — au”ifl(ﬂug) < ae(ly, — Uy, Uy, — Up), (B.4)
levando em conta a linearidade de a.(-,-), chega-se a
«Q Haﬂs - ﬂMH%II(QM) < (T, Uy, — 71“) - ae(awﬂus — ), (B.5)

utilizando a eq.(B.1)2 e das definigoes dadas nas eq.(B.2) e eq.(B.3), a expressao acima

pode ser escrita como

||ty — au”fql(gua) < le(Upe — Up) — ae(Up, Uy, — Up) + Uy, — Uy)
— (U, — ty) (B.6)
= a(TUy, Uy, — Up) — e (Up, Uy — Uy)
+/ (1 =)k, Vu-V(a, —a,)dV (B.7)

= / (1 =k, Vi, - V(i —a,)dV

Ze

—I-/ (1 —=v)k,Vu-V(a, —a,)dV (B.8)

- / (1 —7) (k, Vi, + k,Vu) - V(i —1a,)dV.  (B.9)

£

Lembrando que Vu, = Vi, + Vu e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz

na expressao anterior, tem-se

o |y, — a,uHi]l(Q#E) < 1=k ||Vuu||L2(IE) |ty — Z~L;L|Hl(zg) (B.10)
< 1=k ||VUM||L2(IE) . — 7~~LMHHI(IS) (B.11)
< [1—=7lky ||VUM”L2(IE) [t — alt”Hl(ng) : (B.12)

Da desigualdade acima, tem-se o seguinte resultado

a iy, — aﬂ”Hl(QHE) <1 —=lky Hvuu”p(za) : (B.13)

Sendo que Vu, é regular em 7. e nao depende do parametro ¢, da definicao da

norma no espaco L?(Z.) segue que

1
2
Voo = ([ 19ufav) (B.14)
< max |Vu,| V7 €. (B.15)
yel.
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Finalmente, introduzindo o resultado anterior na eq.(B.13) segue a seguinte estima-
tiva:

[ ﬂu”gl(gug) = 0(e). (B.16)
B.2 [Elasticidade linear

Na deducao do problema de equilibrio mecanico da Secao 3.2, foi mostrado na Ob-
servagao 32 (pag. 122) a estimativa de convergéncia entre 1, e @,,_, solucoes dos problemas
associados aos dominio original (nao perturbado) e perturbado, respectivamente. Assim
sendo, nesta secao serao apresentados de maneira formal os conceitos mais importantes
e necessarios para provar a mencionada estimativa. Com esse objetivo, comegaremos
escrevendo em forma compacta os problemas variacionais associados aos dominios nao

perturbado e perturbado mostrados nas eq.(3.46) e eq.(3.148), entao tem-se

a(ay,,n)=1Un) vneV, e al(u,,n.)=I>1Mm) . €V, (B.17)

onde a(-,-) e ac(+,-) denotam formas bi-lineares, simétricas, continuas e coercivas, e [(+) e
l(+) s@o formas lineares e continuas. O sub-indice € nas expressoes anteriores é utilizado
para denotar a dependéncia com o parametro €. Para o problema de elasticidade linear, as

formas bi-lineares e lineares mostradas anteriormente sao definidas da seguinte maneira:
a(ay,n) = / T, VndV, I(n):= —/ T, - VndV; (B.18)
Qu Qp

as(ﬁ#avns) = /Q Tua : Vs??st, ls(ns) = /Q T,Z ’ Vs??sdv- (B'lg)

e He

onde as flutuacoes de tensao microscépica T, e T, sao dadas, respectivamente, por
™ s T TS
T,=C,Vu, e T, =C,Vu,.

Logo, da coercividade da forma bi-linear a.(-,-) e considerando, em particular, o

elemento ), = (0, — 0,) € V.., tem-se que existe uma constante positiva 3 tal que
~ ~ 12 ~ ~ o~ ~
Blla. — u“”Hl(Qus) < ae(Uy, — Uy, Gy, — 0y), (B.20)
aproveitando a bi-linearidade da forma a.(-,-), a expressao anterior pode ser escrita como
~ ~ 12 ~ ~ ~ ~ o~ ~
Blla,, — uu”Hl(QuE) < ae(y,, 0y, —Uy) — ae(Qy, Uy, — 0y), (B.21)

utilizando a equagao de estado (B.17)3 e levando em conta as definigdes estabelecidas nas

eq.(B.18) e eq.(B.19), da expressao acima tem-se

Bllu,, — ﬁu”?ﬂ(QNs) < (U —ay) —ac(Uy, ay,, —ay) + (0, —ay)
~i(,, — ) (B.22)

= a(ﬁu, ﬁue - ﬁ,u) - af(ﬁu’ ﬁ#e - uﬂ)

+/ (1 N V)TH ’ vs<ﬁus - ﬁu)dv (B~23)
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Sl = g, < [ (-0 VG - v

£

+/ (1-9)T, - V(0. —a,)dV (B.24)

_ / (1 =) (T + T V(@ — )dV.  (B.25)

Ie

Lembrando que T, = Tu + Tu e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz na

expressao anterior, tem-se

Bl = wullfi, ) < N =2ITull 2z B = Bulgi () (B.26)
< [1—1 ”TMHL?(IE) .. — ﬁuHHl(IE) (B.27)
< [1-1] ”TMHLQ(IE) . — ﬁuHHl(Q#g) ' (B.28)

Assim, a desigualdade anterior é equivalente ao seguinte resultado

Bl — Gl g,y < 1= Tl oz (8.29)

Como o campo de tensao microscépica T, no interior da inclusao Z. ¢ regular e nao

depende do parametro ¢, da definicio da norma no espaco L?(Z.) segue que

1

2
Ty = ([ mkav) (8.30)
< max|T,|V7 e. (B.31)
yele

Finalmente, introduzindo o resultado anterior na eq.(B.29), segue a seguinte esti-

mativa

[y, — ﬁMHHI(QME) = O(e). (B.32)
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Operacoes basicas

Este ultimo apéndice dedica-se a apresentar algumas operacgoes basicas de algebra
tensorial e derivagao, utilizadas ao longo do presente trabalho. Em particular, na Se¢ao C.1
tratam-se operagoes basicas de algebra tensorial, na Segao C.2 sao mostrados os principais
resultados associados aos operadores de diferenciagdo gradiente e divergente, e na Segao
C.3 retoma-se a algebra tensorial vinculada com operadores de diferenciacao através de
relacOes integrais. Cabe mencionar que o intuito deste apéndice é mostrar resultados
associados as areas ora mencionadas, para uma revisao detalhada das operagoes aqui
apresentada, recomenda-se consultar a literatura consagrada da area como, por exemplo,
o livro de Gurtin (1981) [49].

C.1 Algebra tensorial

Visando facilitar o entendimento das operacgoes realizadas em todo o texto do pre-
sente estudo, em seguida, sao apresentadas algumas operagoes basicas da algebra tensorial.
Cabe aclarar que nesta secao serd utilizado Lin para denotar o conjunto de todos os ten-
sores de segunda ordem. Assim, considerando que a, b, ¢, e d sao vetores e A, B e C sao

tensores de segunda ordem, tem-se as seguintes identidades:

a-b = bla, (C.1)

a-Ab = ATa-b, (C.2)
A-(BC) = (BTA).c=(ACT) B, (C.3)
tr(A) = A1, (C.4)
trf(AB) = A-B, (C.5)
(a®@b)c = (c-b)a, (C.6)
(a®b)T = (b®a), (C.7)
(a®@b)(c®wd) = (b-c)(a®d), (C.8)
(a®b) - (c®d) = (a-c)(b-d), (C.9)
tra®b) = a-b, (C.10)
a-Ab = A.(a®b), (C.11)
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A(a®b) (Aa) ® b, (C.12)
(a@b)A = a®(ATb), (C.13)

onde I denota o tensor identidade de segunda ordem, tal que IA = A VA € Lin.

No caso particular das operagoes vinculadas com tensores de quarta ordem, podem
ser citados os trabalhos de Del Piero (1979) [100] e, mais recentemente, Jog (2006) [62]
e Moakher (2008) [85]. Considerando, portanto, que a e b sao vetores e A, B, C e D

tensores de segunda ordem, as seguintes identidades sao validas:

(A@B)C = (B:-C)A, (C.14)
(AXB)C = ACBT, (C.15)
(A®B)(C®D) = (B-C)(A®D), (C.16)
(AXB)(CXD) = (AC)X (BD), (C.17)
(AXI)B = AB, (C.18)
IXRAT)B = BA, (C.19)
(AXB)(a®b) = (Aa® Bb). (C.20)

Sendo que os tensores de quarta ordem sao definidos como transformacoes lineares
que mapeiam elementos do conjunto Lin no mesmo conjunto Lin, tem-se que os tensores
de quarta ordem: nulo (0), identidade (I), transposi¢do (T), simetrizagao (S) e anti-

simetrizacao (W) podem ser definidos como:

0OA = O VA € Lin, (C.21)
IA = A VA€ Lin, (C.22)
TA = A' VA € Lin, (C.23)
SA = %(A+AT) VA € Lin, (C.24)
WA = %(A—AT) VA € Lin, (C.25)

sendo O o tensor nulo de segunda ordem, tal que OA = O VA € Lin.
Finalmente, pode-se demonstrar facilmente que os tensores definidos anteriormente

possuem as seguintes propriedades:

SS = S, (C.26)

WW = W, (C.27)
SW = WS=0, (C.28)

T™W = WT=-W, (C.29)

I = IXI, (C.30)

I = S+W, (C.31)

TT = I, (C.32)
T(ARB) = (BXA)T. (C.33)
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C.2 Operacgoes de deferenciacao

Nesta secao sao mostrados alguns resultados basicos associados aos operadores dife-

renciais gradiente e divergente. Portanto, considere aos campos ¢, u, v, T e U suficien-

temente regulares, sendo ¢ escalar; u e v vetoriais; T e U tensoriais, entao sao validas as

identidades:
V(pu)
div(pu)
V(u-v)
diviu® v)
div(T u)
div(¢T)
div(VuT)
V(T -U)
div(TU)

C.3 Operagoes integrais

= pVu+u® Vo,

= @divu+u- Vo,

= (Vo)'v+(Vv)'y,
= udivv + (Vu)v,

= divT-u+T- Vu,

= @divT + TV,

= V(divu),

= (vD)Tu+ (vu)'T,
= (VT)U + TdivU.

No desenvolvimento do presente estudo, foram utilizados resultados da dlgebra ten-

sorial envolvendo operadores integrais.

Assim sendo, o intuito desta secdo é apresentar

os principais resultados associado a este tipo de operagoes. Comecaremos mostrando os
resultados classicos do teorema da divergéncia. Portanto, considerando que os campos ¢,
u e T sao suficientemente regulares no dominio €2 de contorno suave denotado por 052, e

sendo ¢ escalar, u vetorial e T tensorial, entao sao véalidas as identidades:

/ endS = /V(pdV, (C.43)
onN Q
/ u-ndS = /div(u)dV, (C.44)
99 Q
TndS = / div(T)av, (C.45)
89 Q

sendo n o vetor normal unitdrio saliente ao contorno 0f2.
Levando em conta os resultados mostrados anteriormente, junto com as operacoes
apresentadas nas Segoes C.1 e C.2, tem-se que as seguintes igualdades associadas a ope-

radores integrais no dominio 2 sdo satisfeitas:

/ u®ndS = / VudV, (C.46)
o9 Q
Tn®udS = / [div(T) Qu+ T(vu)T] dv, (C.47)
o9 Q
Tn-udS = / [u-div(T) + T - Vu]dV, (C.48)
o9 Q
/ v(u-n)dS = / [vdiv(u) + (Vv)u]dV. (C.49)
o0 Q
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