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Þ/ßKà�á[ß4â
ã ä~å/à�æ$ä~åXç~ã­æ�è­â)æ�ç~å/ç~åXè­æ$ä~ã é�åXè ê�ålæKâ
ê+ä~ß�ëµæ�ì�ç~ã­íXæ$ä~åKî$æ�ï:ð�æ�ç~å6éKåXçIâ~æ$ä~ã è å6ñFã ä~ò�ç~ålâ
á[ålí�ä)ä~ß+à�ålíIò:æ�ï�ã­íXæ�è4æ�ï:ðNä~ò�åXç~à�æ�è
á�ç~ßKá"åXç
ä~ã ålâXó7ô+âFæ�í`ßKï:â
ålõ4ö�åXï:í`åKîKä~ò�åXêÃæ�ç~å�æ�à�ßKï�÷�ä~ò�å�à�ß4â.äwã à�á"ßKç
äIæ�ïKäFæ�ï:ð�ë�ç~ålõ4ö�åXïKä~è ê�ö:â
ålð�à�æ$ä~åXç~ã­æ�è­âXó2øwò�å�ð9å`äIæ�ã è ålð
â.ä~ö:ð9êùß�ë�ä~ò�å�è ß�íXæ�è+ä~çIæ�ï:â
á[ßKç
äÃß�ë�ò�ålæ$äúã ïPí`ßKà�á[ß4â
ã ä~å�à�æ$ä~åXç~ã­æ�è­â�ã­âúæ�ï&ålâ~â
åXï4ä~ã­æ�è è êGã à�á"ß4â~â
ã ì�è åûäIæKâ
ü"î³ð9ö�å�ä~ßýä~ò�åXã ç
í`ßKà�á�è å`þ�à�ã­í`ç~ß4â.ä~ç~ö:í�ä~ö�ç~ålâXó)ÿ6ï�÷Kã ï�åXåXç~ã ï�÷�æ�ï:æ�è ê9â
ålâ7ä~ò4ö:âpæ�ã à
ä~ß�ð9å`ä~åXç~à�ã ï�åFä~ò�å+÷Kè ßKì:æ�è�î�å��"ålí�ä~ã éKåFä~ò�åXç~à�æ�è[í`ßKï:ð9ö�í�ä~ã­é,ã ä>ê
ß�ë2í`ßKà�á[ß4â
ã ä~ålâwã ïÅä~åXç~à�âwß�ë)ä~ò�åXã ç�à�ã­í`ç~ß4â.ä~ç~ö:í�ä~ö�ç~ålâwæ�ï:ðÃç~åXè åXé�æ�ïKäFá�ò,ê9â
ã­íXæ�è�á:æ�çIæ�à�å`ä~åXçIâXó
� ç~ålõ4ö�åXï4ä~è êKî�ð9ö�åpä~ß�à�æ$ä~ò�åXà�æ$ä~ã­íXæ�è9â
ã à�á�è ã �[íXæ$ä~ã ßKï:âXî@ä~ò�åwå��"ålí�ä~ã éKåwí`ßKï:ð9ö:í�ä~ã é,ã ä.ê�ß�ë[í`ßKà�á[ß4â
ã ä~ålâCã­â7íXæ�è­í`ö�è­æ$ä~ålð�æKâ~â
ö�à��

ã ï�÷Ãä~ò:æ$ä³ä~ò�å�ã ï:ð9ã é,ã­ð9ö:æ�è2í`ßKï:â.ä~ã ä~ö�åXïKäIâ³ò:æ@é�å�æ�á[åXç
ë�ålí�ä³ä~ò�åXç~à�æ�è7í`ßKï4äIæKí�äló��>ïûç~ålæ�è ã ä>êKî"á[åXç
ë�ålí�äNí`ßKï4äIæKí�ä³ã­â+ï�ß�äNæ��"ßKçIð9ålð
ì,ê â.äIæ�ï:ð�æ�çIð à�æ�ï4ö9ëµæKí�ä~ö�ç~ã ï�÷ûá�ç~ß�í`ålâ~â
ålâXîCæ�ï:ð ßKï�å�ò:æKâNä~ß�æKíXí`ßKö�ï4ä�ë�ßKç�ä~ò�åÃã ï4ä~åXç
ëµæKí`ã­æ�è6ä~ò�åXç~à�æ�è/ç~ålâ
ã­â.äIæ�ï:í`å�ñFò�ã­í~òýã­â
æ�è à�ß4â.äpæ�è ñwælê9â2á�ç~ålâ
åXï4ä/ì[å`ä.ñ/åXåXï�ä~ò�å+í`ßKï:â.ä~ã ä~ö�åXï4äIâXó	�>ï�ä~ò�ã­â/á:æ�á[åXçlîKñpå+ð9åXéKåXè ßKá�æNï�åXñ ä~ò�ç~åXå��>ð9ã à�åXï:â
ã ßKï:æ�è�ã­â
ßKá:æ�çIæ�à�å`ä
�
ç~ã­í��:ï�ã ä~å���åXè åXà�åXïKäNð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ$ä~ã ßKïûâ~í~ò�åXà�å�ä~ß�ä~ç~ålæ$ä�ä~ò�å�ã ï4ä~åXç
ëµæKí`ã­æ�è ä~ò�åXç~à�æ�èCç~ålâ
ã­â.äIæ�ï:í`åNã ï�í`ßKà�á"ß4â
ã ä~å�à�æ$ä~åXç~ã­æ�è­âXó�øwò�å
÷KåXï�åXçIæ�è â~í~ò�åXà�åNá�ç~ålâ
åXïKä~ålðÃò�åXç~åNò:æKâpä~ò�å�æKð9é$æ�ï4äIæ�÷Kå³ß�ëCì[åXã ï�÷�æ�á�á�è ã­íXæ�ì�è å³ä~ß�í`ßKà�á�è å`þÅæ�ï:ðÅç~ålæ�è ã­â.ä~ã­í+à�ã­í`ç~ß4â.ä~ç~ö:í�ä~ö�ç~ålâXó

øwò�åÃá:æ�á"åXç�ã­â�ßKç~÷4æ�ï9ã
�`ålð æKâ�ë�ßKè è ß$ñ�âXó��>ï â
ålí�ä~ã ßKï��9î2ñ/åÅì�ç~ã å��:ê ç~åXé,ã åXñ�ä~ò�åÅá[åXç
ä~ã ï�åXï4ä�è ã ä~åXçIæ$ä~ö�ç~åKó��>ï â
ålí�ä~ã ßKï���î
ñpåNð9ålâ~í`ç~ã ì[å+ä~ò�å�à�ö9è ä~ã­â~íXæ�è å³ò�ålæ$äFí`ßKï:ð9ö:í�ä~ã ßKïÅá�ç~ßKì�è åXà�ã ïúæ�í`ßKà�á[ß4â
ã ä~å³à�æ$ä~åXç~ã­æ�è"ñFã ä~òÅã ïKä~åXç
ëµæKí`ã­æ�è[ä~ò�åXç~à�æ�è�ç~ålâ
ã­â.äIæ�ï:í`å
ì"å`ä>ñpåXåXïÃä~ò�å�í`ßKï:â.ä~ã ä~ö�åXï4äIâXî�æ�ï:ð�ñFç~ã ä~å+ä~ò�åNæ�á�á�ç~ßKá�ç~ã­æ$ä~å³í�ßKï4ä~ã ï,ö�ßKö:âwí`åXè è"á�ç~ßKì�è åXà�ñFò�ã­íIòÃò:æKâ/ä~ß�ì"å�â
ßKè éKålð�î4ä~ß�ì[åNæ�ì�è å
ä~ßNíXæ�è­í`ö�è­æ$ä~å6äIò9åwå��"ålí�ä~ã éKåFí`ßKï:ð9ö:íIäIã é,ã ä>êKó��>ï�â
ålí�ä~ã ßKï��:î$ñpåpá�ç~ålâ
åXï4ä7ã ï�ð9å`äIæ�ã è,ßKö�ç7ï�åXñ ä~ò�ç~åXå��>ð9ã à�åXï:â
ã ßKï:æ�è4ã­â
ßKá:æ�çIæ�à�å`ä~ç~ã­í
�:ï�ã ä~å���åXè åXà�åXï4ä�ð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ$ä~ã ßKï â~íIò�åXà�å�ä~ßûð9ålæ�è6ñFã ä~ò ä~ò�å�â
ö�ç
ëµæKí`å�ã ïKäIå`÷KçIæ�è2ä~åXç~à ñFò�ã­íIò æ�ç~ã­â
ålâNð9ö�å�ä~ß=ä~ò�å�ã ï4ä~åXç
ëµæKí`ã­æ�è
ä~ò�åXç~à�æ�è6ç~ålâ
ã­â.äIæ�ï:í`åKó��>ï â
ålí�ä~ã ßKï��9î)ñ/å�ð9åXà�ßKï:â.ä~çIæ$ä~å�ä~ò�å�é$æ�è ã­ð9ã ä.ê�æ�ï:ð��:å`þ9ã ì�ã è­ã ä>ê�ß�ëwßKö�ç�â~í~ò�åXà�å�ì,ê�á�ç~ålâ
åXïKä~ã ï�÷úä~ò�å
ç~ålâ
ö�è äIâ6ë�ßKçpæ�íXæKâ
å+â.ä~ö:ð9ê��7ñ/å+å��"ålí�ä/ä~ç~ö�è ê�ä~ò�ç~åXå��>ð9ã à�åXï:â
ã ßKï:æ�è:â~æ�à�á�è å+íXæ�è­í`ö�è­æ$ä~ã ßKï:â6ß�ë�ä~ò�å+å��"ålí�ä~ã é�å³í`ßKï:ð9ö:í�ä~ã é,ã ä.ê�ß�ë)æ�ï
ßKçIð9åXç~ålð��>æ�ç~ç~ælêNí`ßKà�á[ß4â
ã ä~åKî@ë�ßKç7ñFò�ã­íIò�æ�ï:æ�è ê4ä~ã­íXæ�è,ç~ålâ
ö�è äIâ2æ�ç~åpü,ï�ß@ñFï ó � ã ï:æ�è è êKî�ñpåwñFçIæ�á�ö�á�ä~ò�åwá:æ�á"åXç7ñFã ä~ò�í`ßKï:í`è ö:â
ã ßKï:â
æ�ï:ðúí`ßKà�à�åXïKäIâFßKïÃë�ö9ä~ö�ç~åNñpßKç~ü"ó
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Þ/ßKà�á�ç~åXò�åXï:â
ã éKå�ç~åXé,ã åXñ�âwß�ë2æ�ï:æ�è ê4ä~ã­íXæ�è æ�ï:ðÅå`þ9á[åXç~ã à�åXï4äIæ�è"ä~ålíIò�ï�ã­õ4ö�ålâwë�ßKçFä~ò�å�â.ä~ö:ð9êÅß�ë7ò�ålæ$ä+í`ßKï:ð9ö:í�ä~ã ßKïúã ï=í`ßKà��
á"ß4â
ã ä~åÅà�æ$ä~åXç~ã­æ�è­â�æ�ç~åÅá�ç~ålâ
åXï4ä~ålðýì,ê�,úã­ç~à�ã çIæ�-/.&01010*2�î3,=ã ç~à�ã çIæ�æ�ï:ð � è å`äIíIò�åXç4-/.&01010*2�î/æ�ï:ð � ö�ç~à�æ65:â
ü,ã�-/.&010�762�ó��>ï
÷KåXï�åXçIæ�è�î9æ�ï:æ�è ê4ä~ã­íXæ�è	-�åKó ÷:ó î98+æKâ~â
åXè à�æ�ïÅæ�ï:ð(:KßKò�ï:â
ßKï î;.&01<�7�=*>7åXç~ç~ã ï:â/å`ä�æ�è�ó î�.&0�7�0*26æ�ï:ð�á�ò�åXï�ßKà�åXï�ßKè ßK÷Kã­íXæ�è�-�åKó ÷:ó­î,ÿ6éKåXç~ê
å`ä�æ�è�ó î�.&010*�9=*?påXï,éKåXï�ã­â.ä~åKî�.&01<�762Cä~ç~ålæ$ä~à�åXï4äIâpß�ë)ò�ålæ$äwí`ßKï:ð9ö:í�ä~ã ßKïÃã ïÅí`ßKà�á"ß4â
ã ä~ålâpæ�ç~å+ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ålð�ä~ß�â
ã à�á�è å³à�ã­í`ç~ß4â.ä~ç~ö:í@�
ä~ö�ç~ålâNæ�ï:ð ð9ã è ö9ä~å�í`ßKï�í`åXï4ä~çIæ$ä~ã ßKï:âXî�ßKç�ä~ßÅä~ò�å�é$æ�è ã­ð9ã ä.êûß�ëwâ
åXè ëA�>í`ßKï:â
ã­â.ä~åXï4ä�æKâ~â
ö�à�á9ä~ã ßKï:âXó�Þ/ßKà�á�ö9äIæ$ä~ã ßKï:æ�è6æ�á�á�ç~ß4æKí~ò�ålâXî
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ç~åXé,ã åXñpålð�ì,ê Þ/ç~ö9��-J�6K1KL.M2�î)æ�ç~å�ì"å`ä
ä~åXç�â
ö�ã äIåXð�ä~ßÅä~ç~ålæ$äNà�ßKç~å�í`ßKà�á�è å`þ�÷KåXßKà�å`ä~ç~ã ålâ�æ�ï:ð�á9ò�åXï�ßKà�åXï:æúç~åXè­æ$ä~ã éKå�ä~ßûæ�ï9�
æ�è ê4ä~ã¾í`æ�è7â.ä~ö:ð9ã ålâXóON+ã �"åXç~åXï4ä³ï,ö�à�åXç~ã­íXæ�èCâ~íIò�åXà�ålâ�ò:æ@éKå�ì[åXåXïûåXà�á�è ß$êKålðÅä~ßÃã ï,é�ålâ.ä~ã ÷4æ$ä~å�ò�ålæ$ä�í`ßKï:ð9ö:í�ä~ã ßKïûã ï�í`ßKà�á[ß4â
ã ä~å
à�æ$ä~åXç~ã­æ�è­âI�O�:ï�ã ä~å�åXè åXà�åXï4äIâ�-",ûæ$ä
ä�æ�ï:ð Þ/ç~öL�Kî��6K1KL.1=DPFßKè ë�ålâNæ�ï:ðQ8+æ�à�à�åXçIâ~íIò�à�ã­ð,älîR.&010*�9=7Þ/ç~öL��æ�ï:ðQ>7æ$ä~åXçIæ�îR.&010*�12�î
�:ï�ã ä~å�ð9ã �"åXç~åXï:í`ålâ�-":4æ�à�ålâwæ�ï:ð(S�åXåXï îT.&01<*�126æ�ï:ð�ì"ßKö�ï:ð�æ�ç~ê�åXè åXà�åXï4äIâ�-U�>ï�÷Kì[åXçwå`ä�æ�è�ó îT.&0106��2�ó7ô�ïúæ�è ä~åXç~ï:æ$ä~ã éKå�ä~ß�å`þ�æKí�ä
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ßKá:æ�çIæ�à�å`ä~ç
ã­íÃõ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í
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î³í`ßKà�á[ß4â
ålðùß�ë�æ

ð9ã­â
á"åXçIâ
ålð á�ò:æKâ
å�ß�ë�÷KåXßKà�å`ä~ç~ã­í�ð9ßKà�æ�ã ï
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æ�ï:ð ä~ò�åXç~à�æ�èwí`ßKï�ð9ö:í�ä~ã é,ã ä>ê
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ä~ò�åXç~à�æ�è�í`ßKï:ð9ö:í�äIæ�ï:í`å
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ålâXóCøwò�åFí`ßKï:ð9ö:í�ä~ã é,ã ä.ê�çIæ$ä~ã ß
α
ã­â2ð9å��:ï�ålð�æKâ
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ß�ä~ç~ßKá�ã­í�ó ô�ï&å`þ,ä~åXç~ï:æ�è�ä~åXà�á[åXçIæ$ä~ö�ç~å
÷KçIæKð9ã åXï4ä�ß�ë+à�æ�÷Kï�ã ä~ö:ð9å
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ã­â�ã à�á"ß4â
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ëµæKí`å�æ�ï:ðúéKßKè ö�à�å�åXè åXà�åXïKäIâ³æ�ç~åKî:ç~ålâ
á[ålí@�
ä~ã éKåXè êKî

ds
æ�ï:ð

dy = dy1dy2dy3

î@ä~ò�å6ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï�â
á:æKí`å
Y
ã­âCð9å��:ï�ålð�æKâ

Y (Ωpc) = {w|w|Ωpc,c
= wc ∈ H1

#(Ωpc,c), w|Ωpc,d

= wd ∈ H1
#(Ωpc,d), [w]Γ = s ∈ IR,

∫

Ωpc,c
wc dy +

∫

Ωpc,d
wd dy = 0}

î2æ�ï:ð
H1

#(Ωpc)
ã­âNä~ò�åÅâ
á:æKí`å�ß�ë�æ�è è

λ
��ä~ç~ã á�è ê

á"åXç~ã ß9ð9ã­í�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:âwã ï
Ωpc

ë�ßKçwñFò�ã­íIòÅì[ß�ä~òÃä~ò�å³ë�ö�ï:í�ä~ã ßKïúæ�ï:ðÃð9åXç~ã é�æ$ä~ã éKå³æ�ç~å�â~õ4ö:æ�ç~å���ã­ïKä~åX÷KçIæ$ì�è å+ß$é�åXç
Ωpc

ó2øwò�å�ã ï4ä~åXç
�
ëµæKí`å�ì[å`ä.ñpåXåXï=ä~ò�å�á�ò:æKâ
ålâ+ã ï:â
ã­ð9å�ä~ò�å�á[åXç~ã ß�ð9ã­í�í`åXè èCã­â³ð9åXï�ß�ä~ålð=ì4ê

Γ
î�æ�ï:ðúä~ò�å�â~õ4ö:æ�ç~å���ì�çIæKí~üKå`ä�ï�ß�äIæ$ä~ã ßKï

[w]Γ
ã­â+ö:â
ålð

�



v�^.]$jIdId�cKb f4mlg/]X�"_/B4d�sDCFnFE�e �X�l�@�$|�n7Z`�4ZXh³\4��o7t�G+|,�)^
ZIHIb k:o7v"ZX��d~^wn�E�e2�@��o��l�l�l�

ä~ß=ç~åXá�ç~ålâ
åXïKä�ä~ò�å�ð9ã­â~í`ßKï4ä~ã ï,ö�ã ä>ê
(wc − wd)

ß�ë/ä~ò�å�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï
w
æ$ä

Γ
ó � ã ï:æ�è è êKîCð9ö�å�ä~ßÅä~ò�å�æKâ~â
ö�à�ålð�ã­â
ß�ä~ç~ßKá,êúß�ëpä~ò�å

í`ßKà�á"ß4â
ã ä~åKîKä~ò�å+å`þ,ä~åXç~ï:æ�è�ä~åXà�á"åXçIæ$ä~ö�ç~å�÷KçIæKð9ã åXï4ä/ã­âpæ�ç~ì�ã ä~çIæ�ç~ã è ê�â
å`äpã ï�ä~ò�å
y1

�>ð9ã ç~ålí�ä~ã ßKï ó7øwò�å³â
ö�ç
ëµæKí`å+ã ïKä~åX÷KçIæ�è�äIå`ç~à�ßKï
ä~ò�åNè å`ë¾ä
��ò:æ�ï:ðúâ
ã­ð9åNß�ëCÿ/õ[óF-/.M2wæKíXí`ßKö�ïKäIâpë�ßKçwä~ò�åNå��"ålí�ä�ßKïÅä~ò�å��:å`è¾ð

χ
ß�ë)ä~ò�å�í`ßKï4äIæKí�äFç~ålâ
ã­â.äIæ�ï:í`å�æ$äFä~ò�åNã ï4ä~åXç
ëµæKí`å

Γ
ó

}+ï:í`åwä~ò�åwä~åXà�á"åXçIæ$ä~ö�ç~å`�:åXè­ð
χ
ß�ë"ÿ/õ[óX-/.M27ò:æKâ7ì"åXåXï�ë�ßKö�ï:ð�ë�ßKç2ä~ò�å�á:æ�ç
ä~ã­í`ö�è­æ�ç2í`åXè è[í�ßKï9�:÷Kö�çIæ$ä~ã ßKï�ß�ë[ä~ò�å+í`ßKà�á[ß4â
ã ä~åKî

ä~ò�åûí`ßKç~ç~ålâ
á[ßKï:ð9ã ï�÷�â~íXæ�è­æ�ç�å��"ålí�ä~ã éKåÅä~ò�åXç~à�æ�è�í�ßKï:ð9ö:í�ä~ã é,ã ä.êKî
ke

îwíXæ�ï ì"å=í`ßKà�á�ö9ä~ålðýë�ç~ßKàQä~ò�åÅë�ßKè è ß$ñFã ï�÷�å`þ9á�ç~ålâ~â
ã ßKï
-µð9å`äIæ�ã è­âFã ï4PFß9íIò:æ�æ�ï:ð=Þ/ç~öL�KîX�6K1KL.M2

ke =
1

|Ωpc|

{

∫

Ωpc,c

(

1 −
∂χc

∂y1

)

dy +

∫

Ωpc,d

α

(

1 −
∂χd

∂y1

)

dy

}

,
-J�12

ñFò�åXç~å
|Ωpc| ≡

∫

Ωpc
dy

ã­âwä~ò�åNï�ßKï:ð9ã à�åXï:â
ã ßKï:æ�è�éKßKè ö�à�å�ß�ëCä~ò�åNá[åXç~ã ß�ð9ã­í�í`å`è­èR-�ò�åXç~åNålõ4ö:æ�è"ä~ß4.M2�î�æ�ï:ð
ke

ã­âwï�ßKï:ð9ã à�åXï9�
â
ã ßKï:æ�è ã �XålðÃñFã ä~òúç~ålâ
á[ålí�äwä~ß

kc

ó

~ S ikj)��!�!1�{�ÅÝ"p�!,Ù�llÝµÚ:ÙCVLm/Ø�llÚX�7V9�$VLp�!4WX�$ÝµÜÅTFÝµÙCÝ�W&!1�I�Wm"!�p�!4Ù�W��ÅÝ"llÜ���!4WlÝµ�KV9WlÝµÚ[Ù|� Ü�j�!�p�!

�>ï�ä~ò�ã­â2â
ålí�ä~ã ßKï î$ñpåpá�ç~ß�í`å`ålðNä~ßNð9ålâ~í`ç~ã ì[åpã ï�ð9å`äIæ�ã è,ßKö�çCä~ò�ç~åXå��>ð9ã à�åXï:â
ã ßKï:æ�è4ã­â
ßKá:æ�çIæ�à�å`ä~ç~ã­ía�:ï�ã ä~å���åXè åXà�åXïKä/ð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ��
ä~ã ßKï�â~í~ò�åXà�å6ä~ß�ä~ç~ålæ$ä)ä~ò�åpâ
ö�ç
ëµæKí`å6ã ï4ä~åX÷KçIæ�è�ä~åXç~àEã ï�ÿ/õ[ó9-/.M2�î$ñFò9ã¾í~ò�æ�ç~ã­â
ålâ)ð9ö�å6ä~ß�ä~ò�åpá�ç~ålâ
åXï:í`å6ß�ë:æ�ï�ã ïKä~åXç
ëµæKí`ã­æ�èKä~ò�åXç~à�æ�è
ç~ålâ
ã­â.äIæ�ï:í`åFì"å`ä>ñpåXåXï�ä~ò�å³í`ßKï:â.ä~ã ä~ö�åXï4ä/á�ò:æKâ
ålâ6ß�ë"ä~ò�å+í`ßKà�á"ß4â
ã ä~åFà�æ$ä~åXç~ã­æ�è�ó	N+ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ$ä~ã ßKï�ß�ë"ä~ò�å³í`åXè è:á�ç~ßKì�è åXàúîKñFã äIò�ã äIâ
éKßKè ö�à�å+ä~åXç~à�âwæ�ï:ð�ä~ò�åNâ
ö�ç
ëµæKí`å+ã ï4ä~åX÷KçIæ�è:ä~åXç~àúî9ã­âpå��"ålí�ä~ålðÃö:â
ã ï�÷�ã­â
ßKá:æ�çIæ�à�å`ä~ç~ã­í�.&K���ï�ß9ð9å�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ(-"8�ö�÷Kò�ålâXîT.&01<�762�ó
g å+ü,ï�ß@ñ ë�ç~ßKà��:ï�ã ä~å+åXè åXà�åXï4ä/ä~ò�åXßKç~ê�ä~ò:æ$ä/ä~ò�å³ð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ$ä~ã ßKï�ß�ë�ä~ò�å+é�æ�ç~ã­æ$ä~ã ßKï:æ$è9ë�ßKç~à�ß�ë)æNì"ßKö�ï:ð�æ�ç~ê�é�æ�è ö�å�á�ç~ßKì�è åXà
è ålæKð�âwä~ßÃæ�ïúålõ4ö�ã é�æ�è åXïKä+ð9ã­â~í`ç~å`ä~åNè ã ï�ålæ�ç+â
ê9â.ä~åXà¦ß�ë6æ�è ÷KåXì�çIæ�ã­í³åXõ,ö�æ$äIã ßKï:âXó/øwò�ã­â+â
å`ä�ß�ë2è ã ï�ålæ�ç+æ�è ÷KåXì�çIæ�ã­í+ålõ4ö:æ$ä~ã ßKï:âFà�æ@ê
ì"åFâ
ßKè éKålð�ì4ê�ã ä~åXçIæ$ä~ã é�åwá�ç~ß9í`ålð9ö�ç~ålâI�"ä~ò�å�í`ßKï6V>ö�÷4æ$ä~åp÷KçIæKð9ã åXï4ä7à�å`ä~ò�ß9ð -�åKó ÷:ó î1,ûæ$ä
ä/æ�ï:ð�Þ/ç~öL�Kî1�6K1KL.M2�î�æ�á�á�ç~ßKá�ç~ã­æ$ä~å/ñFò�åXï
ä~ò�å�÷Kè ßKì:æ�è â
ê9â.ä~åXà à�æ$ä~ç~ã þÅã­â+â
á:æ�çIâ
åKî:â
ê,à�à�å`ä~ç~ã­íNæ�ï:ðúá[ß4â
ã ä~ã éKå��>ð9å��:ï�ã ä~å1=�ä~ò�å�à�ã ï�ã à�ö�à ç~ålâ
ã­ð9ö:æ�è à�å`ä~ò�ß9ð�-U>2æ�ã ÷Kå�æ�ï:ð
d9æ�ö�ï:ð9åXçIâXîT.&0�76�12�î9æ�á�á�ç~ßKá�ç~ã­æ$ä~å³ñFò�åXïÅä~ò�åN÷Kè ßKì:æ�è�â
ê9â.ä~åXà à�æ$ä~ç~ã þÃã­â�â
á:æ�çIâ
å�æ�ï:ðÅâ
ê,à�à�å`ä~ç~ã­í�ó
� ßKçpßKö�çpá�ö�ç~á[ß4â
ålâXîKä~ò�åO�:åXè­ð�é$æ�ç~ã­æ�ì�è å�ß�ë)ã ïKä~åXç~ålâ.äwã ï:â
ã­ð9å�ä~ò�å³á"åXç~ã ß9ð9ã­í+í`åXè è[ã­â/ä~ò�å³á[åXç~ã ß9ð9ã­íFä~åXà�á[åXçIæ$ä~ö�ç~å%�:åXè­ð

χ(y)
î

χ(y) ∈ Y (Ωpc)
óa�>ïÃä~ò�å�ë�ßKè è ß@ñFã ï�÷:î9ñ/åW�:çIâ.ä�ð9ålâ~í`ç~ã ì[å³ä~ò�å�à�æ�ã ïúâ.ä~åXá:âpä~ß�ð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �Xå+ä~ò�å³ä.ñpß�é�ßKè ö�à�å³ä~åXç~à�âwã ïÃä~ò�åNí`åXè è

á�ç~ßKì�è åXàúî[æ�ï:ðÃä~ò�åXï=ä~ò�å��:ï9ã ä~å���åXè åXà�åXï4ä³ð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ$ä~ã ßKïúß�ë7ä~ò�å�â
ö�ç
ëµæKí`å�ã ï4ä~åX÷KçIæ�è�ä~åXç~àúó`g�å�íXæ�ïúç~åXñFç~ã ä~åNÿ/õ[ó�-/.M2wã ïúä~ò�å
ë�ßKè è ß$ñFã ï�÷�à�æ�ï�ï�åXç

a(v, χ) + bΓ(v, χ) = `(v) ∀v ∈ Y (Ωpc),
-"�*2

ñFò�åXç~å
a(v, χ) ≡

∫

Ωpc
f(y) (∂χ/∂yj) (∂v/∂yj) dy

æ�ï:ð
bΓ(v, χ) ≡

∫

Γ
Bi [v]Γ [χ]Γ ds

æ�ç~å�â
ê,à�à�å`ä~ç~ã­í�ì�ã è ã ï�ålæ�ç+ë�ßKç~à�âXî

`(v) ≡
∫

Ωpc
f(y) (∂v/∂y1) dy

ã­â�æ�è ã ï�ålæ�çwë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:æ�è�î:æ�ï:ð
f(y) = 1

ã ë
y ∈ Ωpc,c

î:æ�ï:ð
f(y) = α

ã ë
y ∈ Ωpc,d

ó
øwò�å��:ï�ã ä~å=åXè åXà�åXï4äÅð9ã­â~í`ç~å`ä~ã �læ$ä~ã ßKï ì"åX÷Kã ï:â�ñFã ä~òGä~ò�åûâ
ö�ì"ð9ã é,ã­â
ã ßKïGß�ë

Ωpc

ã ï4ä~ß
Ne

ï�ßKï�ß$é�åXç~è­æ�á�á�ã ï�÷ í`ßKï9ë�ßKç~à�ã ï�÷
ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ

Tk

î
k = 1, 2, . . . , Ne

ó�øwò�åXç~å`ë�ßKç~å�î�ä~ò�å�á[åXç~ã ß9ð9ã­í�í`åXè èCð9ßKà�æ�ã ï
Ωpc

ã­âFä~çIæ�ï:â.ë�ßKç~à�ålðÅã ï4ä~ß�ã äIâ+ð9ã­â~í`ç~å`ä~å�ålõ4ö�ã é*�
æ�è åXï4ä

Ωpc,h = ∪Ne

k=1D(Tk)
î+ñFò�ã­íIò ã­â�ä~ò�å�ö�ï�ã ßKï ß�ëNä~ò�å ð9ßKà�æ�ã ï:â

D(Tk)
æKâ~â
ß9í`ã­æ$ä~ålðGñFã ä~ò ålæKíIòùä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï

Tk

î
k = 1, 2, . . . , Ne

ó��>ïGä~ò�åQ��æ�è åXç~ü,ã ïGæ�á�á�ç~ß@þ9ã à�æ$ä~ã ßKï�-"8�ö�÷Kò�ålâXî�.&01<�7�2�îpñpåûå`þ9á:æ�ï:ð ì[ß�ä~òGä~ò�å=ä~ålâ.älî
χ(y)

îFæ�ï:ð ä~ò�å
ñpåXã ÷Kò4älî

v(y)
î7ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:â�æKâ�è ã ï�ålæ�ç�í`ßKà�ì�ã ï:æ$ä~ã ßKï:âNß�ëFä~ò�åÃã ïKä~åXç~á[ßKè¾æ@äIã ßKï�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:âXî

φi(y)
î
i = 1, 2, . . . , Ngn

î2ñFò�åXç~å
Ngn

ã­â³ä~ò�å�ä~ß�ä�æ�è7ï4ö�à�ì[åXçNß�ë/÷Kè ßKì:æ�èCï�ß�ð9ålâXó�øwò9å�ã ï4ä~åXç~á[ßKè­æ$ä~ã ßKï=ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:âNæ�ç~å�í`ßKï:â.ä~ç~ö:í�ä~ålðûâ
ö:íIòûäIò�æ$ä
φi(yj) = δij

î
i, j = 1, 2, . . . , Ngn

î"æ�ï:ð
yj

ã­âFä~ò�å�â
å`ä³ß�ë6í`ß,ßKçIð9ã ï:æ$ä~ålâ
(y1, y2, y3)

ß�ë2ï�ß�ð9å
j
ó�øwò�å���æ�è åXç~ü,ã ï=æ�á�á�ç~ß@þ9ã à�æ$ä~ã ßKïÅä~ß�ÿ/õ[ó

-"�*2wíXæ�ïÃä~ò,ö:âFì[åNå`þ9á�ç~ålâ~â
ålðÃæKâ

a(vh, χh) + bΓ(vh, χh) = `(vh) ∀vh ∈ Yh(Ωpc,h),
-U��2

ñFò�åXç~å
χh

æ�ï:ð
vh

æ�ç~åKî"ç~ålâ
á"ålí�ä~ã é�åXè ê4î[ä~ò�å�ð,ã¾â~í�ç~å`ä~å�æ�á�á�ç~ß@þ9ã à�æ$ä~ã ßKï:âFä~ß
χ
æ�ï:ð

v
ókg�å�åXà�á�è ß@êûõ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í�ä~å`ä~çIæ�ò9ålð9çIæ�î

â
ö:íIòúä~ò:æ$ä�ä~ò�å�ã ïKä~åXç~á"ßKè­æ$ä~ã ßKïÃë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:âXî
φi(y)

î
i = 1, 2, . . . , Ngn

î[æ�ç~å³äIò9å�ö:â
ö:æ�èF\)æ�÷KçIæ�ï�÷�ã­æ�ïÅã ïKä~åXç~á"ßKè­æ�ïKäIâFß�ë6â
ålí`ßKï:ð
ßKçIð9åXç[-"8�ö�÷Kò�ålâXî3.&01<�762@=

Yh(Ωpc,h) = Y (Ωpc,h) ∩
{

w|Tk
∈ P2(Tk)

} îCæ�ï:ð
P2(Tk)

î
k = 1, 2, . . . , Ne

î)ã­â³ä~ò�å�â
á:æKí`å�ß�ë
æ�è è�á"ßKè ê,ï�ßKà�ã­æ�è­âpß�ë7ð9åX÷Kç~åXå���ð9å��:ï�ålðÃßKïÃä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï

Tk

ó	�>ïúß�ä~ò�åXçwñpßKçIð�âXî,ñpå�ö:â
å³ä~ò�å�â~æ�à�å�ã ïKä~åXç~á"ßKè­æ$ä~ã ßKï�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:â
-µõ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í&2³ë�ßKçNä~ò�åÃæ�á�á�ç~ß@þ9ã à�æ$ä~ã ßKï�ß�ëFì[ß�ä~ò ä~ò�åÃâ
ßKè ö9ä~ã ßKïýæ�ï:ð�÷KåXßKà�å`ä~ç~ê�-µâ
ålí`ßKï:ð�ßKçIð9åXç�ã­â
ßKá:æ�çIæ$à�å`ä~ç~ã­í�à�æ�á�á�ã ï�÷�2�ó
��ä�ã­â+ã à�á[ßKç
äIæ�ï4ä�ä~ßÃï�ß�ä~å�ä~ò:æ$ä

Γ
ã ïûÿ/õ[óa-U��2Fã­â³â.ä~ç~ã­í�ä~è ê

Γh

î[ä~ò�å�ð9ã­â~í`ç~å`ä~å�õ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í�æ�á�á�ç~ßlþ9ã à�æ$ä~ã ßKïúä~ß�ä~ò�å�ã ï4ä~åXç
ëµæKí`å1=
ò�ß$ñpåXé�åXçlî9ò�åXï:í`å`ë�ßKç
ä~òÅñpå�ö:â
å

Γ
ë�ßKç�â
ã à�á�è ã­í`ã ä.êÃß�ëCï�ß�äIæ$äIã ßKï ó

ô+âÃå`þ9á[ß4â
ålðGã ï�PFß9í~ò:æýæ�ï:ðPÞ/ç~öL��-J�6K1KL.M2�æ�ï:ðùã ï|,ûæ$ä
äúæ�ï:ðPÞ/ç~öL��-J�6K1KL.M2�îpä~ß æKíXí`ßKö�ï4ä�ë�ßKç�ä~ò�å(V>ö�à�á:âÃß�ëNä~ò�å
ä~åXà�á"åXçIæ$ä~ö�ç~å �:åXè­ðùæ�ï:ð ß�ë³ä~ò�å=ñpåXã ÷Kò4ä�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKïùæ$ä�ä~ò�å=ã ï4ä~åXç
ëµæKí`åKîpålæKíIòG÷Kè ßKì:æ�è^�ýí`ßKç~ï�åXç�æ�ï:ð à�ã­ð�â
ã­ð9å4� ï�ß�ð9å=ßKï
ä~ò�å�ã ï4ä~åXç
ëµæKí`å

Γ
à�ö�â.äNâ.äIßKç~åNä.ñ/ßÅé$æ�è ö�ålâ+ß�ë

χh

��ßKï�å�í`ßKç~ç~ålâ
á[ßKï�ð9ã ï�÷�ä~ßÃä~ò�å�í`ßKïKä~ã ï,ö�ßKö:â+á�ò:æKâ
åKî
χc

h|Γ
î�æ�ï:ð=ä~ò�å�ß�ä~ò�åXç

í`ßKç~ç~ålâ
á"ß�ï:ð9ã ï�÷�ä~ßÃä~ò�å�ð9ã­â
á[åXçIâ
ålð=á�ò:æKâ
åKî
χd

h|Γ
î â
ö:íIò=ä~ò:æ$ä³ä~ò�åWV>ö�à�á

[χh]Γ
ã­â³÷Kã éKåXïûì4ê

χc
h|Γ − χd

h|Γ
ó�øwò�åXç~å`ë�ßKç~å�î�æKâ

â
ò�ß$ñFï�â~íIò�åXà�æ$ä~ã­íXæ�è è êÅã ï � ã ÷:ó	-/.M2�î�ñ/å�à�ö�â.äW�:çIâ.äNð9ö�á�è ã­íXæ$ä~å�ä~ò�å�í`ßKç~ï�åXç³æ�ï:ð=à�ã­ð�â
ã­ð9å�ï�ß9ð9ålâ+ßKï
Γ
î æ�ï:ðúä~ò�åXï�à�ß9ð9ã ë�ê

æKíXí`ßKçIð9ã ï�÷Kè êÅä~ò�å�í`ßKï�ï�ålí�ä~ã é,ã ä.êûß�ë6ä~ò�å�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�ñFò�ã­íIò�ò:æléKå�æ$äNè ålæKâ.ä�ßKï�å�ï�ß9ð9å�ßKï
Γ
ó � ßKç�å`þ�æ�à�á�è åKî�ï�ß�ä~å�ä~ò:æ$äNã ï

� ã ÷:óT-
.M22ä~ò�å�í`ßKç~ï�åXçpï�ß9ð9ålâ
A
î
A′ æ�ç~å³ã ï�ëµæKí�äpä~ò�åNâ~æ�à�å+÷KåXßKà�å`ä~ç~ã­í�ï�ß9ð9åKî9ò�ß@ñpåXéKåXç/ä~ò�å�ð9åX÷Kç~åXålâ/ß�ë ë�ç~åXålð9ßKà æKâ~â
ß9í`ã­æ$ä~ålð

ñFã ä~òÅäIò9ålâ
åNï�ß9ð9ålâXî9ç~ålâ
á"ålí�ä~ã é�åXè ê
χA

æ�ï:ð
χA′

æ�ç~åKî9ã ïú÷KåXï�åXçIæ�è�î9ð9ã �"åXç~åXïKä�ë�ç~ßKà ålæKí~òúß�ä~ò�å`çló

�



v�^.]$jIdId�cKb f4mlg/]X�"_/B4d�sDCFnFE�e �X�l�@�$|�n7Z`�4ZXh³\4��o7t�G+|,�)^
ZIHIb k:o7v"ZX��d~^wn�E�e2�@��o��l�l�l�

� ã ÷Kö�ç~åb.1�XN+ö�á�è ã­íXæ$ä~ã ßKïÅß�ë2ð9åX÷Kç~åXålâpß�ëCë�ç~å`ålð9ßKà æKâ~â
ß9í`ã­æ$ä~ålð�ñFã ä~òú÷Kè ßKì:æ�è"à�ålâ
òúï�ß9ð9ålâwßKïÃäIò9åNã ï4ä~åXç
ëµæKí`å
Γ
ó

~ S × S4� mµÚXo7VLmpÙCÚ�Û�!�l�ÙCÚ:W�Ú[ÙGW&j�!=ÝµÙ�W&!4��#�V�Ü1!

� ßKçpä~ò�å³÷Kè ßKì:æ�èX��í`ßKç~ï�åXçwæ�ï:ð�à�ã­ð�â
ã­ð9åW��ï�ß9ð9ålâW��u��`u��
Γ
î,ñpå³å`þ9á�ç~ålâ~â6ä~ò�å³ä~åXà�á[åXçIæ$ä~ö�ç~åO�:åXè­ð�î

χh

î9æ�ï:ð�ä~ò�å�ñpåXã ÷KòKä
ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï î

vh

î4ã ï�ÿ/õ[óT-U��22ã ï�ä~åXç~à�â6ß�ë�ä~ò�å+ö:â
ö:æ�è�\)æ�÷KçIæ�ï�÷�ã­æ�ï�ã ï4ä~åXç~á[ßKè­æ�ï4äIâ6ß�ë)â
ålí`ßKï�ð�ßKçIð9åXçO-"8�ö�÷Kò�ålâXî�.&01<�762�ó � ßKç6ä~ò�ålâ
å
÷Kè ßKì:æ�èCï�ß9ð9ålâXî"ä~ò�åWV>ö�à�á:â

[χh]Γ
æ�ï:ð

[vh]Γ
æ�ç~å�ålõ4ö:æ�èCä~ß(�XåXç~ßX="ä~ò�åXç~å`ë�ßKç~åKî

bΓ(vh, χh) = 0
óNÿ6é$æ�è ö:æ$ä~ã ï�÷Ãä~ò�å�ç~ålâ
ö�è ä~ã ï�÷

ã ï4ä~åX÷KçIæ�è­â6ï,ö�à�åXç~ã­íXæ�è è ê�ì,ê[��æ�ö:â~â
ã­æ�ïÃõ4ö:æKð9çIæ$ä~ö�ç~åFñFã ä~ò[�:éKå+á[ßKã ï4äIâW-"?wæ$ä~ò�åKî�.&01<*�12�îKñpå�ä~ò�åXïÃßKì9äIæ�ã ï îKë�ßKçpålæKí~òÃð9åX÷Kç~åXå�ß�ë
ë�ç~åXålð9ßKà æKâ~â
ß9í`ã­æ$ä~ålðÅñFã ä~ò�æ�÷Kè ßKì:æ�è ï�ß�ð9åNï�ß�ä³ßKï

Γ
î:ä~ò�å�å`þ9á�ç~ålâ~â
ã ßKï:âwë�ßKçFä~ò�å�åXï4ä~ç~ã ålâFã ï=ä~ò�å�÷Kè ßKì:æ�è)â
ê9â.ä~åXà à�æ$ä~ç~ã þ

K-
a(φi, φj)

2wæ�ï:ðÃã ïÅä~ò�åN÷Kè ßKì:æ�è[ë�ßKçIí`ã ï�÷�é�ålí�ä~ßKç
F
-
`(φi)

2�ó

~ S � S4� mµÚXo7VLmpÙCÚ�Û�!�l�Ú[ÙGW&j�!ûÝµÙ"W&!4��#�V�Ü1!

� ßKç/ä~ò�å³÷Kè ßKì:æ�èX��í`ßKç~ï�åXçwæ�ï:ð�à�ã­ð�â
ã­ð9åO��ï�ß9ð9ålâ�u��
Γ
î,ñpå³ö:â
å³ð9ã­â~í`ßKï4ä~ã ï,ö�ßKö:â/ñpåXã ÷KòKä~ã­ï9÷�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:â

vh ∈ Yh(Ωpc,h)
î

ë�ßKç³ñFò�ã­íIò=ä~ò�åWV>ö�à�á
s
æ$ä+ä~ò�å�ã ïKä~åXç
ëµæKí`å�ã­â+ï�ßKïL�XåXç~ß:î

[vh]Γ = s = β ∈ IR∗ ó�øwò�å�í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï=ä~ß bΓ(vh, χh)
î�ð9ö�å�ä~ß

ä~ò�å�ð9åX÷Kç~åXåNß�ë7ë�ç~åXålð9ßKà æ$ä³æ�÷Kè ßKì:æ�è ï�ß9ð9å�ßKï
Γ
î[ã­â+ð,åXá"åXï:ð9åXïKä³ßKïúä~ò�å�?pã ß�ä+ï,ö�à�ì"åXç³æ�ï:ðÅßKïúä~ò�å�æ�ç~ålæKâwß�ë7ä~ò�å�í`ö�ç~éKålð

ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�ëµæKí`ålâ�è ê,ã ï�÷úßKï
Γ
æ�ï:ð�â
ò:æ�ç~ã ï�÷�ä~ò�å�÷Kè ßKì:æ�è7ï�ß9ð9åKó � ßKç�å`þ�æ�à�á�è åKî�ë�ßKç�ä~ò�å�÷KåXï�åXç~ã­í�í`ßKç~ï�åXç�ï�ß9ð9å

A
-�ñFò�ß4â
å

ð9åX÷Kç~åXåpß�ë:ë�ç~åXålð,ßKà
ã­â
χA

2)ã ï � ã ÷:óL-/.M2�îKâ
ã ä~ö:æ$ä~ålð�ä~ß+ä~ò�åFí`ßKï4ä~ã ï4ö�ßKö:â7á�ò:æKâ
åwâ
ã­ð9åpß�ë
Γ
æ�ï:ð�â
ò:æ�ç~ålð�ì4êKîKâ~æ@êKî�â
ã þ�ä~å`ä~çIæ�ò�åXð9çIæ�î

ä~ò�åNí`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKïÅð9ö�å³ä~ß
χA

ð9åXá[åXï:ð�âwßKï�äIò9åNæ�ç~ålæKâ/ß�ë)ä~ò�åNí`ö�ç~é�ålðÃâ
ö�ç
ëµæKí`ålâ
SABC

î
SACD

î
SADE

î
SAEF

î
SAFG

æ�ï:ð
SAGB

ó � ßKçwä~ò�åN÷KåXï�åXç~ã­í³à�ã­ð�â
ã­ð9åNï�ß9ð9å
P
-�ñFò�ß4â
åNð9åX÷Kç~åXå�ß�ëCë�ç~åXålð9ßKà ã­â

χP

2pã ï � ã ÷:óF-/.M2�î:â
ã ä~ö:æ$ä~ålðÃä~ß�ä~ò�å�í`ßKï4ä~ã ï,ö�ßKö:â
á�ò:æKâ
å�â
ã­ð9å�ß�ë

Γ
æ�ï:ðQ-µæ�è ñpæ@ê9â{2/â
ò:æ�ç~ålð�ì,ê�ä.ñ/ß�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�îKä~ò�åNí`ßKïKä~ç~ã­ì9ö9ä~ã­ßKïÅð,ö�å³ä~ß

χP

ð9åXá[åXï:ð�âwßKï�ä~ò�åNæ�ç~ålæKâ/ß�ë ä~ò�å
í`ö�ç~éKålð=â
ö9ç
ëµæKí`ålâ

SABC

æ�ï:ð
SACD

ó^g�å�ç~åXà�æ�ç~ü�ä~ò:æ$ä+ßKï�è êÃä~ò�åNä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�ñFò�ã­í~ò=ò:æ@éKåNå`þ�æKí�ä~è êÃä~ò�ç~åXå(s{u�t@��y�t�ï�ß�ð9ålâ
ßKïÅä~ò�åNã ïKä~åXç
ëµæKí`åKî�ñFã è è í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~å³ä~ß�ä~ò�å�ä~åXç~à

bΓ(vh, χh)
ó

øwò�åNá�ç~ß9í`ålð9ö�ç~å+ä~ß�ã ï:í`ßKç~á[ßKçIæ$ä~å+ä~ò�å�í`ßKïKä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:âFð9ö�å�ä~ß�ä~ò�å�ä~åXç~à
bΓ(vh, χh)

ã ïúÿ/õ[óF-U��2/ä~ß�ä~ò�åN÷Kè ßKì:æ�è�â.ä~ã �"ï�ålâ~â
à�æ$ä~ç~ã þ

K
ñFã è èpì"åÃï�ß$ñ ð9ålâ~í`ç~ã ì[ålð�î	�:çIâ.ä�ë�ßKç�ä~ò�åÃ÷KåXï�åXç~ã­í�í`ßKç~ï�åXç�ï�ß�ð,å

A
î6æ�ï:ð ä~ò�åXïýë�ßKç�ä~ò�åÃ÷KåXï�åXç~ã­í�à�ã­ð�â
ã­ð9åÃï�ß9ð9å

P
ó+øwò�å�ñpåXã ÷KòKä~ã­ï9÷�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï=ë�ßKç

A
ã­â

vA = βN c
A ∈ Yh(Ωpc,h)

î[ñFò�åXç~å
N c

A

ã­â�ä~ò�å�â.äIæ�ï:ð�æ�çIð=õ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í�ã ï4ä~åXç~á[ßKè­æ$ä~ã ßKï
ë�ö�ï:í�ä~ã ßKïÃë�ßKç

A
ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ålð�äIß

Ωpc,c

ó � ßKçpã à�á�è åXà�åXï4äIæ$ä~ã ßKïúâ
ã à�á�è ã­í`ã ä>ê4î,ñpå�íIò�ß,ß4â
å
β = 1

î�â
ö:í~òÃä~ò:æ$ä
[vA]Γ = 1

-"PFß9íIò:æ
æ�ï:ðÅÞ/ç~öL�KîL�6K1KL.1=*,ûæ$ä
äwæ�ï:ðÅÞ/ç~öL�Kî9�6K1KL.M2�ó	��ß$ñNî4ã ï4ä~ç~ß9ð9ö:í`ã ï�÷�ä~ò�å�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï

vA|e,Γ = N c
A|e,Γ

î,ñFò�ã­í~òÃã­â6ä~ò�å+ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ã ßKï
ß�ë

vA

ä~ßNä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e
-
e
ã­â
Tk

ë�ßKç/â
ßKà�å
k
î
k = 1, 2, . . . , Ne

22æ�ï:ð�ä~ßNä~ò�å+ã ïKä~åXç
ëµæKí`å
Γ
îKä~ò�å�ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ã ßKï�ß�ë"ä~ò�å³ð9ã­â~í`ç~å`ä~å

�:åXè­ð
χh

ä~ß�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e
æ�ï:ð�ä~ß

Γ
î
χc

h|e,Γ

î�íXæ�ïÅä~ò�åXïúì[åNñFç~ã ä
ä~åXïúæKâ

χc
h|e,Γ = χAN

c
A|e,Γ + χBN c

B |e,Γ + χCN
c
C |e,Γ + χMN c

M |e,Γ + χNN c
N |e,Γ + χPN

c
P |e,Γ ,

-J�12
ñFò�åXç~å

χA

î
χB

î
χC

î
χM

î
χN

æ�ï:ð
χP

î7æ�ç~åKî)ç~ålâ
á[ålí�ä~ã éKåXè êKî ä~ò�å�é�æ�è ö�ålâ�ß�ë
χc

h

æ$äNä~ò�å�÷Kè ßKì:æ�è2ï�ß9ð9ålâ
A
î
B
î
C
î
M
î
Næ�ï:ð

P
ó øwò�åÅä~åXç~à

bΓ(vh, χh)
ã­â�åXé$æ�è ö:æ$ä~ålð ä~ò�ç~ßKö�÷Kòýï,ö�à�åXç~ã­íXæ�èwã ïKä~åX÷KçIæ$ä~ã ßKï ß�ë�ä~ò�å=ð,ã¾â~í�ßKï4ä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâ�ß�ë

vh

æ�ï:ð
χhæKí`ç~ß4â~â

Γ
="ä~ò�åXç~å`ë�ßKç~åKî:ä~ßúí`ßKà�á�ö9ä~å�ä~ò�å�í`ßKïKä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKïûä~ß

bΓ(vh, χh)
ß�ë6ä~ò�å�ð9ã­â~í`ßKïKä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâ�æKí`ç~ß4â~âwä~ò�å�í`ö�ç~éKålðûâ
ö�ç
ëµæKí`å

ß�ëCä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e
ßKï

Γ
î
SABC

î�ñpåNà�ö:â.ä³æ�è­â
ß�í`ßKï:â
ã­ð9åXçwä~ò�å�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e′
ä~ß�ä~ò�å�ð9ã­â
á"å`çIâ
ålðÅá�ò:æKâ
åNâ
ã­ð9åNß�ë

Γ
î�ñFò�ã­íIò

â
ò:æ�ç~ålâ³ñFã ä~ò
e
ä~ò�å�í`ö�ç~é�ålð�â
ö�ç
ëµæKí`å

SABC

-�ßKçlî ålõ4ö�ã é�æ�è åXïKä~è êKî
SA′B′C′

2�ó � ç~ßKàMßKö�çNð9å��:ï�ã ä~ã ßKï ß�ë
vA

î)ã äNë�ßKè è ß@ñ�â³ä~ò:æ$ä

�



v�^.]$jIdId�cKb f4mlg/]X�"_/B4d�sDCFnFE�e �X�l�@�$|�n7Z`�4ZXh³\4��o7t�G+|,�)^
ZIHIb k:o7v"ZX��d~^wn�E�e2�@��o��l�l�l�

vA|e′,Γ = 0
ó3d,ã à�ã è­æ�ç~è ê�ä~ß�ÿ/õ[ó�-f�12�î4ñpå+ò:æ@é�å�ë�ßKç6ä~ò�å+ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï

χh

ç~ålâ.ä~ç~ã¾íIäIåXð�ä~ß�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e′
æ�ï:ð�ä~ßNä~ò�å³ã ï4ä~åXç
ëµæKí`å

Γ
î

χd
h|e′,Γ = χA′N d

A′ |e′,Γ + χB′N d
B′ |e′,Γ + χC′N d

C′ |e′,Γ + χM ′N d
M ′ |e′,Γ + χN ′N d

N ′ |e′,Γ + χP ′N d
P ′ |e′,Γ ,

-"_*2
ñFò�åXç~å

N d
A′ |e′,Γ

î
N d

B′ |e′,Γ

î
N d

C′ |e′,Γ

î
N d

M ′ |e′,Γ

î
N d

N ′ |e′,Γ

æ�ï:ð
N d

P ′ |e′,Γ

æ�ç~åKî�ç~ålâ
á[ålí�ä~ã éKåXè êKîFäIò9å â.äIæ�ï:ð�æ�çIðùõ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í
ã ï4ä~åXç~á[ßKè­æ$ä~ã ßKïÃë�ö�ï:í�ä~ã ßKï:âwë�ßKç

A′ î B′ î C ′ î M ′ î N ′ æ�ï:ð P ′ ã ïÅä~ò�å�ð9ã­â
á[åXçIâ
ålð���á�ò:æKâ
å�ð9ßKà�æ�ã ï î�ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ålð�ä~ß�äIå�äIçIæ�ò9ålð9ç~ßKï
e′
æ�ï:ðÃä~ß

Γ
ó � ç~ßKà ÿ/õ,âXóF-J�12wæ�ï:ðc-"_*2wæ�ï:ð�ë�ç~ßKà ä~ò�å�ð9å��:ï�ã ä~ã ßKïúß�ëCä~ò�å�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï

vA|e,Γ

î�ñpåNæ�ç~å�ï�ß$ñPæ�ì�è å�ä~ß�í`ßKà�á�ö9ä~å
ä~ò�å�V>ö�à�á:â�ß�ë

vh

æ�ï:ð
χh

æKí�ç~ß4â~â
Γee′

îCñFò�ã­íIò ã­âNä~ò�åÃí`ö�ç~éKålð â
ö�ç
ëµæKí`å�ß�ëwä~å`ä~çIæ�ò�ålð,ç~ßKï
e
ßKï

Γ
-�ßKçlîCålõ4ö�ã é$æ�è åXï4ä~è êKî)ä~ò�å

í`ö�ç~éKålðÅâ
ö�ç
ëµæKí`å�ß�ë)ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e′
ßKï

Γ
2@�

[vA]Γee′
= vA|e,Γ − vA|e′,Γ = vA|e,Γ = N c

A|e,Γ ,
-f762

[χh]Γee′
= χAN

c
A|e,Γ + χBN c

B |e,Γ + χCN
c
C |e,Γ + χMN c

M |e,Γ + χNN c
N |e,Γ + χPN

c
P |e,Γ −

χA′N d
A′ |e′,Γ − χB′N d

B′ |e′,Γ − χC′N d
C′ |e′,Γ − χM ′N d

M ′ |e′,Γ − χN ′N d
N ′ |e′,Γ − χP ′N d

P ′ |e′,Γ .
-"<*2

��ä+ë�ßKè è ß@ñ�âFä~ò:æ$ä�ä~ò�å�í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKïÅä~ß
bΓ(vh, χh)

ð,ö�å�ä~ß�ä~ò�å�ð9ã­â~í`ßKïKä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâ�ß�ë
vh

æ�ï:ð
χh

æKí`ç~ß4â~âpä~ò�å�í`ö�ç~éKålðúâ
ö�ç
ëµæKí`å
SABC

â
ò:æ�ç~ålð�ì,ê�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ
e
æ�ï:ð

e′
ßKï

Γ
ã­âw÷Kã éKåXïÅì,ê

∫

Γee′

?pã
[vA]Γee′

[χh]Γee′
ds =

?pã (
χA

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N c

A|e,Γ ds + χB

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N c

B |e,Γ ds +

χC

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N c

C |e,Γ ds + χM

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N c

M |e,Γ ds + χN

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N c

N |e,Γ ds +

χP

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N c

P |e,Γ ds − χA′

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N d

A′ |e′,Γ ds − χB′

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N d

B′ |e′,Γ ds −

χC′

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N d

C′ |e′,Γ ds − χM ′

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N d

M ′ |e′,Γ ds − χN ′

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N d

N ′ |e′,Γ ds −

χP ′

∫

Γee′

N c
A|e,Γ N d

P ′ |e′,Γ ds

)

.
-"0*2

� ßKç�ä~ò�å=í`ßKç~ï�åXç�ï�ß�ð9å
A
ð9åXá�ã­í�ä~ålð ã ï � ã ÷:ó�-/.M2�îR�:éKåÅà�ßKç~åÅålõ4ö:æ$ä~ã ßKï:â�â
ã à�ã è­æ�ç�ä~ß ÿ/õ[ó%-"0*2�à�ö:â.ä�ì[åúñFç~ã ä
ä~åXï ë�ßKç�ä~ò�å

í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:âwä~ß
bΓ(vh, χh)

ð9ö�åNä~ß�ä~ò�å�ð9ã­â~í`ßKïKä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâ�ß�ë
vh

æ�ï:ð
χh

æKí`ç~ß4â~âpä~ò�å�í`ö�ç~é�ålð=â
ö�ç
ëµæKí`ålâXî�ßKï
Γ
î"â
ò:æ�ç~ålðÅì4ê

ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ
f
æ�ï:ð

f ′
î
g
æ�ï:ð

g′
î
h
æ�ï:ð

h′
î
i
æ�ï:ð

i′
î:æ�ï:ð

j
æ�ï:ð

j′
ó

PFå`ë�åXç~ç~ã ï�÷�ä~ß � ã ÷:óD-/.M2�î9ä~ò�å�ñpåXã ÷Kò4ä~ã ï�÷�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKïÅë�ßKçwä~ò�å�à�ã­ð�â
ã­ð9åNï�ß9ð9å
P
ã­â

vP = βN c
P ∈ Yh(Ωpc,h)

î�ñFò�åXç~å�æ�÷4æ�ã ï
N c

P

ã­â)ä~ò�åwö:â
ö:æ�è,õ4ö:æKð9çIæ$ä~ã­í6ã ï4ä~åXç~á[ßKè­æ$ä~ã ßKï�ë¾ö�ï:í�ä~ã ßKï�ë�ßKç
P
ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ålð�ä~ß

Ωpc,c

ó	N+å��:ï�ã ï�÷³ä~ò�å/ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï
vP |e,Γ = N c

P |e,ΓæKâ�ä~ò�åûç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ã ßKïGß�ë
vP

ä~ß ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e
æ�ï:ð ä~ß ä~ò�åûã ï4ä~åXç
ëµæKí`å

Γ
îwä~ò�åûç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ã­ßKï ß�ë�ä~ò�å�ð9ã­â~í`ç~å`ä~å��:åXè­ð

χh

ä~ß
ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï

e
æ�ï:ðÃä~ß

Γ
î
χc

h|e,Γ

î:íXæ�ïÃä~ò�åXïúì[åNñFç~ã ä
ä~åXïúæKâ

χc
h|e,Γ = χAN

c
A|e,Γ + χBN c

B |e,Γ + χCN
c
C |e,Γ + χMN c

M |e,Γ + χNN c
N |e,Γ + χPN

c
P |e,Γ .

-/.&K*2
ô+â/ë�ßKçwí`ßKç~ï�åXç/ï�ß9ð9å

A
î,ä~ß�í`ßKà�á�ö9ä~å�ä~ò�å�í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï�ä~ß

bΓ(vh, χh)
ß�ë ä~ò�å³ð9ã­â~í`ßKï4ä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâpæKí`ç~ß4â~â2ä~ò�å�í`ö�ç~é�ålð�â
ö�ç
ëµæKí`å

ß�ëCä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e
ßKï

Γ
î
SABC

î�ñpåNà�ö:â.ä³æ�è­â
ß�í`ßKï:â
ã­ð9åXçwä~ò�å�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e′
ä~ß�ä~ò�å�ð9ã­â
á"å`çIâ
ålðÅá�ò:æKâ
åNâ
ã­ð9åNß�ë

Γ
î�ñFò�ã­íIò

â
ò:æ�ç~ålâFñFã ä~ò
e
ä~ò�å�í`ö9ç~éKålðúâ
ö�ç
ëµæKí`å

SABC

ó � ç~ßKà¦ßKö�ç+ð9å��:ï�ã ä~ã ßKï=ß�ë
vP

î�ã ä�ë�ßKè è ß$ñ�âwä~ò:æ$ä
vP |e′,Γ = 0

ó�d4ã­à�ã è­æ�ç~è ê�ä~ß�ÿ/õ[ó
-/.&K*2�î�ñ/åNò:æ@é�å³ë�ßKçwä~ò�å�ë�ö�ï:í�ä~ã ßKï

χh

ç~ålâ.ä~ç~ã­í�ä~ålð�ä~ß�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9ç~ßKï
e′
æ�ï:ðÃä~ß�ä~ò�åNã ï4ä~åXç
ëµæKí`å

Γ
î

χd
h|e′,Γ = χA′N d

A′ |e′,Γ + χB′N d
B′ |e′,Γ + χC′N d

C′ |e′,Γ + χM ′N d
M ′ |e′,Γ + χN ′N d

N ′ |e′,Γ + χP ′N d
P ′ |e′,Γ .

-/.1.M2
Þ/ßKà�á�ö9ä~ã ï�÷ýä~ò�å(V>ö�à�á�âÅß�ë

vh

æ�ï:ð
χh

æKí`ç~ß4â~â
Γee′

î�æ�ï:ðùíXæ�è­í`ö�è­æ$ä~ã ï�÷ ä~ò�å�í`ßKïKä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKïGäIß
bΓ(vh, χh)

ð9ö�åûä~ß ä~ò�å
ð9ã­â~í`ßKï4ä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâwß�ë

vh

æ�ï:ð
χh

æKí`ç~ß4â~â/ä~ò�åNí`ö�ç~éKålðÅâ
ö�ç
ëµæKí`å
SABC

â
ò:æ�ç~ålðÃì4ê�ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ
e
æ�ï�ð

e′
ßKï

Γ
î9ñpåNò:æléKå

∫

Γee′

?pã
[vP ]Γee′

[χh]Γee′
ds =

?pã (
χA

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N c

A|e,Γ ds + χB

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N c

B |e,Γ ds +

χC

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N c

C |e,Γ ds + χM

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N c

M |e,Γ ds + χN

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N c

N |e,Γ ds +

χP

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N c

P |e,Γ ds − χA′

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N d

A′ |e′,Γ ds − χB′

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N d

B′ |e′,Γ ds −

χC′

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N d

C′ |e′,Γ ds − χM ′

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N d

M ′ |e′,Γ ds − χN ′

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N d

N ′ |e′,Γ ds −

χP ′

∫

Γee′

N c
P |e,Γ N d

P ′ |e′,Γ ds

)

.
-/.M�12

�
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� ßKç�ä~ò�å�à�ã­ð�â
ã­ð9å�ï�ß9ð9å
P
ð9åXá�ã­í�ä~ålð ã ï � ã ÷:ó3-/.M2�îCßKï�å�à�ßKç~å�ålõ4ö:æ$ä~ã ßKï â
ã à�ã è­æ�ç�ä~ßûÿ/õ[ó`-/.M�12³à�ö:â.ä�ì"å�ñFç~ã ä
ä~åXï ë�ßKçNä~ò�å

í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï�ä~ß
bΓ(vh, χh)

ð9ö�å�ä~ßÅä~ò�å�ð9ã­â~í`ßKï4ä~ã ï4ö�ã ä~ã­åXâNß�ë
vh

æ�ï:ð
χh

æKí`ç~ß4â~â�ä~ò�å�í`ö�ç~éKålð�â
ö�ç
ëµæKí`å�î ßKï
Γ
îCâ
ò:æ�ç~ålð�ì4ê

ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ
f
æ�ï:ð

f ′ ó
øwò�å�íXæ�è­í`ö�è­æ$ä~ã ßKïúá�ç~ß�í`ålð9ö�ç~å�ð9ålâ~í`ç~ã ì[ålð=æ�ì"ß@éKå(-¾ë�ßKç³í`ßKç~ï�åXç�ï�ß9ð9å

A
æ�ï:ðúà�ã­ð�â
ã­ð9å�ï�ß9ð9å

P
2wä~ßÃð9å`ä~åXç~à�ã ï�å�ä~ò�å�í`ßKï9�

ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:âpä~ß
bΓ(vh, χh)

ß�ë)ä~ò�åNð9ã­â~í`ßKï4ä~ã ï,ö�ã ä~ã ålâwß�ë
vh

æ�ï:ð
χh

æKí�ç~ß4â~â6ä~ò�å�í`ö�ç~é�ålðÅâ
ö�ç
ëµæKí`åXâpßKï
Γ
ä~ò:æ$ä�â
ò:æ�ç~å+ä~ò�åNâ~æ�à�å

í`ßKç~ï�åXç+ßKç+à�ã­ð�â
ã­ð9å�ï9ß�ð9åKî[à�ö:â.ä³ì"å�ç~åXá[ålæ$ä~ålðúë�ßKç³æ�è è)ä~ò�å�ß�ä~ò�åXç�í`ßKç~ï�åXç+æ�ï:ð=à�ã­ð�â
ã­ð9å�ï9ß�ð9ålâ+æ$ä+ä~ò�å�ã ïKä~åXç
ëµæKí`åKó³ô�è èCä~ò�å
ç~ålâ
ö�è ä~ã ï�÷�â
ö�ç
ëµæKí`å�ã ï4ä~åX÷KçIæ�è­âXîCâ
ö:íIòýæKâ�ä~ò�ß4â
å�ã ï ÿ/õ,âXó`-"0*2Næ�ï:ðe-/.M�12�î7íXæ�ï ì[åÅíXæ�è­í`ö�è­æ$ä~ålð�ö:â
ã ï�÷ûï4ö�à�åXç~ã­íXæ�è/ã ïKä~åX÷KçIæ$ä~ã ßKï
ä~ålíIò�ï�ã­õ4ö�ålâb-"8�ö�÷Kò�ålâXîa.&01<�762�î�æ�ï:ð�æ�ç~å�ç~åXè­æ$ä~ålðúä~ßÃä~ò�å�æ�ç~ålæKâ�ß�ë6ä~ò�å�í`ö�ç~éKålð�â
ö�ç
ëµæKí`ålâ+ã ï4éKßKè éKålð�ó��>ï�ä~ò�ã­â³ñpßKç~ü"î"ñ/å�ö:â
å
��æ�ö:â~â
ã­æ�ïúõ4ö:æKð9çIæ$ä~ö�ç~åb-"?wæ$ä~ò�åKîD.&01<*�12�ó
� ã ï:æ�è è êKî�â
ö:í~ò�í`ßKïKä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:â ä~ß

bΓ(vh, χh)
à�ö:â.äCì"åpâ
ö�à�à�ålðNä~ß

a(φi, φj)
î
i, j = 1, 2, . . . , Ngn

î�æ$ä)ä~ò�åwæ�á�á�ç~ßKá�ç~ã­æ$ä~å
åXï4ä~ç~ã ålâ³ß�ë/ä~ò�å�÷Kè ßKì:æ�è7â
ê9â.ä~åXà à�æ$ä~ç~ã þ

K
ó � ßKç�å`þ�æ�à�á�è åKî�ã ï�ä~ò�å�è ã ï�å�ß�ë

K
í`ßKç~ç~ålâ
á[ßKï:ð9ã ï�÷�ä~ßúð9åX÷Kç~åXå�ß�ë/ë�ç~åXålð9ßKà

χA

î
ñpåÃà�ö:â.ä�â
ö�àQí`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:âNä~ßûåXï4ä~ç~ã ålâ

KAA

î
KAA′

î
KAB

î
KAB′

î
KAC

î
KAC′

î
KAD

î
KAD′

î
KAE

î
KAE′

î
KAF

î
KAF ′

î
KAG

î
KAG′

î
KAM

î
KAM ′

î
KAP

î
KAP ′

î
KAR

î
KAR′

î
KAT

î
KAT ′

î
KAV

î
KAV ′

î
KAH

î
KAH′

î
KAN

î
KAN ′

î
KAQ

î
KAQ′

î
KAS

î
KAS′

î
KAU

î
KAU ′

î
KAW

î
KAW ′

î
KAK

æ�ï�ð
KAK′

ó��>ï=ä~ò�å�è ã ï�å�ß�ë
K
í`ßKç~ç~ålâ
á[ßKï:ð9ã ï�÷�ä~ßÅð9åX÷Kç~åXå

ß�ë ë�ç~åXålð9ßKà
χP

î,ñpå+à�ö:â.äFâ
ö�à í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:â6ä~ß�åXïKä~ç~ã ålâ
KPP

î
KPP ′

î
KPM

î
KPM ′

î
KPN

î
KPN ′

î
KPR

î
KPR′

î
KPQ

î
KPQ′

î
KPA

î
KPA′

î
KPB

î
KPB′

î
KPC

î
KPC′

î
KPD

æ�ï:ð
KPD′

óGøwò�ålâ
å=í`ßKï4ä~ç~ã ì�ö9ä~ã ßKï:â�æ�ç~åúá�ç~ßKá[ßKç
ä~ã ßKï:æ�è/ä~ß�ä~ò�å
?pã ß�ä�ï4ö�à�ì[åXç�?pã�î�â
ö:íIòûä~ò:æ$ä+ä~ò�å�ç~ålâ
ö�è ä~ã ï�÷Ã÷Kè ßKì:æ�è7â
ê9â.ä~åXà à�æ$ä~ç~ã þ

K∗ î�æ�è ä~ò�ßKö�÷Kò�â.ä~ã è è2â
ê,à�à�å`ä~ç~ã­í�î"ã­â+ï�ß�ä�ï�ålí`ålâ~â~æ�ç~ã è ê
á"ß4â
ã ä~ã é�å��>ð9å��:ï�ã ä~å�ë�ßKç�æ�ç~ì�ã ä~çIæ�ç~êûé$æ�è ö�ålâ�ß�ë%?pãµóQ}�ë�í`ßKö�çIâ
åKî)ä~ò�å�ï,ö�à�ì[åXç�ß�ëwä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ=â
ò:æ�ç~ã ï�÷ûæûí`ßKç~ï�åXçNï�ß�ð9å�ßKï

Γé�æ�ç~ã ålâ+ã ï æ�ï�ö�ï:â.ä~ç~ö:í�ä~ö�ç~ålðQ����N��:ï�ã ä~å���åXè åXà�åXï4äNà�ålâ
ò î)æ�ï:ðûä~ò�å�á�ç~ß�í`ålð,ö�ç~å�ð9ålâ~í`ç~ã ì[ålð�æ�ì[ß$é�å�íXæ�ï�ålæKâ
ã è êûæKíXí`ßKà�ß9ð�æ$ä~å
â
ö:íIòúé$æ�ç~ã­æ$ä~ã ßKï:âXó7øwò�åNï,ö9à�ì[åXç�ß�ëCä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�î,ñFã ä~òúå`þ�æKí�äwä~ò�ç~åXå�í`ßKç~ï�åXçwï�ß9ð9ålâwßKï

Γ
î9ä~ò:æ$ä+â
ò:æ�ç~å�ßKï�åNí`ßKç~ï�åXçwï�ß9ð9åNßKï

Γ
çIæ�ï�÷Kålâ/ë�ç~ßKà�ë�ßKö�çwä~ß�â
åXé�åXïúã ïÅßKö�ç%����NEà�ålâ
òú÷KåXï�åXçIæ$ä~ã ßKïÃá�ç~ß9í`ålð9ö�ç~å³ö:â
ã ï�÷[��ÿ/ø%�³ÿ3��-Jd9íIòL�Kì[åXç~è�îX�6K1KL.M2�ó
øwò�åNç~ålâ
ö�è ä~ã ï�÷�è ã­ï9ålæ�ç�â
ê9â.ä~åXà¦ß�ë7æ�è ÷KåXì�çIæ�ã­í+ålõ4ö:æ$ä~ã ßKï:âwíXæ�ïúì[åNñFç~ã ä
ä~åXïúæKâ

K∗ χ
h

= F ,
-/.&�*2

ñFò�åXç~å
χ

h

ã¾âFä~ò�å�éKålí�ä~ßKç�ß�ë6ö�ï9ü9ï9ß$ñFï=é�æ�è ö�ålâFß�ë7ä~ò�åk�:åXè­ð
χh

ó�øwò�å�ö�ï�ã­õ4ö�åXï�ålâ~â+í`ßKï:ð9ã ä~ã ßKï î:÷Kã éKåXï=ã ïûí`ßKï4ä~ã ï,ö�ßKö:âFë�ßKç~à
ã ï�ä~ò�å�ð9å��:ï�ã ä~ã ßKï�ß�ë6ä~ò�å�â
á:æKí`å

Y (Ωpc)
î�ã­â³ã à�á[ß4â
ålð�ð9ã­â~í`ç~å`ä~åXè ê=ì4ê=ç~ålõ4ö�ã ç~ã ï�÷�ä~ò:æ$ä

χ
h

ò:æ@é�å��XåXç~ßÅæ�è ÷KåXì�çIæ�ã­í�æ@é�åXçIæ�÷KåKó
øwò�å+â
ê9â.ä~åXàA÷Kã éKåXï�ì4ê�ÿ/õ[ó;-/.&�*2Cã­â2ã ä~åXçIæ$ä~ã éKåXè ê�â
ßKè é�ålð�ì,ê�ä~ò�åkq�zA�XzAq��9q�t
y@w@z"���Xr�x;q[y��U�LuI�$î9ð9åXâ~í`ç~ã ì"ålð�ã ï�ð9å`äIæ�ã è:ì,ê�>2æ�ã ÷Kå
æ�ï:ð[d9æ�ö�ï:ð9åXçIâ%-/.&0�76�12�îKñFò�ã­í~ò�ã­â6â
ö�ã äIæ�ì�è åFë�ßKçpâ
ê,à�à�å`ä~ç~ã­íFâ
á:æ�çIâ
å�â
ê9â.ä~åXà�â2ß�ë�è ã ï�ålæ�ç6ålõ4ö:æ$ä~ã ßKï:âXó7øwò�å�ã ä~åXçIæ$ä~ã ßKï�á�ç~ß�í�åXålð�â
ö�ï4ä~ã è�ä~ò�åNâ~õ4ö:æ�ç~å³ß�ë)ä~ò�å�çIæ$ä~ã­ß�ß�ëCä~ò�å�ÿ6ö:í`è ã­ð9ålæ�ïÅï�ßKç~à ß�ë)ä~ò�å�ç~ålâ
ã­ð9ö:æ�è[ä~ß�ä~ò�åNÿ6ö:í`è ã­ð9ålæ�ïÅï�ßKç~à�ß�ëCä~ò�å�ã ï�ã ä~ã­æ�è�ç~ålâ
ã­ð9ö:æ�è
ëµæ�è è­âFì[åXè ß$ñPæ�ö:â
åXç
��á�ç~ålâ~í`ç~ã ì[ålð�ä~ßKè åXçIæ�ï:í`åKî

σ2
ó

� ã ï:æ�è è êKî[æ$ë¾ä~åXç�ï,ö�à�åXç~ã­íXæ�è)ð9å`ä~åXç~à�ã ï:æ$ä~ã ßKïúß�ë7ä~ò�å��:åXè­ð
χh

î�ä~ò�å�ï,ö�à�åXç~ã­íXæ�è é$æ�è ö�åNß�ë7ä~ò�å�å��"ålí�ä~ã éKåNä~ò�åXç~à�æ�è)í`ßKï:ð9ö:í@�
ä~ã é,ã ä>êKî

kN
e

î�ã­âFí`ßKà�á�ö9ä~ålðÅì,êÃâ
ö�ì:â.ä~ã ä~ö9ä~ã ï�÷
χh

ë�ßKç
χ
ã ïúÿ/õ[óF-J�12�î

kN
e =

1

|Ωpc,h|

∫

Ωpc,h

fh(y)

(

1 −
∂χh

∂y1

)

dy ,
-/.I��2

ñFò�åXç~å
fh(y) = 1

ë�ßKç³ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�ã ï:â
ã­ð9å�ä~ò�å�à�æ$ä~ç~ã þûð9ßKà�æ�ã ï î æ�ï:ð
fh(y) = α

ë�ßKç+ä~å`ä~çIæ�ò�ålð9çIæ�ã ï:â
ã­ð9å�ä~ò�å�ð9ã­â
á[åXçIâ
ålð��
á�ò:æKâ
åNð9ßKà�æ�ã ï ó

� S=R�VLl&!Q��Wl�CÛF�

�>ïNä~ò�ã­â7â
ålí�ä~ã ßKï î@ã ï�ßKçIð9åXç ä~ß³ð9åXà�ßKï:â.ä~çIæ$ä~å2ä~ò�å/é�æ�è ã­ð9ã ä>êNæ�ï:ð��:å`þ9ã ì�ã è ã ä.ê�ß�ë�ßKö�çCâ~íIò�åXà�åKî@ñpå/á�ç~ålâ
åXï4ä7â~æ�à�á�è å6ï,ö�à�åXç~ã­íXæ�è
ç~ålâ
ö�è äIâ+ë�ßKçNæÅá:æ�ç
ä~ã­í`ö�è­æ�ç�íXæKâ
å�â.ä~ö:ð9ê��³ñpå�å��"ålíIäNä~ç~ö�è êúä~ò�ç~åXå��>ð9ã à�åXï:â
ã ßKï:æ�è7íXæ�è­í`ö�è­æ$ä~ã ßKï:â³ß�ë6ä~ò�å�å��"ålí�ä~ã éKå�í`ßKï:ð9ö�í�ä~ã­é,ã ä>ê
ß�ë�ä~ò�åûâ
ã à�á�è åûí`ö�ì�ã­íûæ�ç~çIælê ß�ëNâ
á�ò�åXç~ålâXó�}+ö�ç�ï4ö�à�åXç~ã­íXæ�è�ç~ålâ
ö�è äIâXî

kN
e

îFæ�ç~åÅä~ò�åXï&í`ßKà�á:æ�ç~ålð æ�ï:ð é$æ�è ã­ð�æ$ä~ålð æ�÷4æ�ã ï:â.ä
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