
IX CONGRESSO BRASILEIRO DE
ENGENHARIA E CIÊNCIAS TÉRMICAS

9th BRAZILIAN CONGRESS OF THERMAL

ENGINEERING AND SCIENCES

���������
	
�
���������������

���������! �"�#�$&%' ( *)�+-,.$/"-$0#21��43�5768,.�9#�$/���:�;�8<= ?>@���:#-A8 B��,�>�3C��D8>FEG�
>�$01�1� *3C ?�H#�$0��,7"4���I<J#�$0#-6'#�$&%' ( �K�6'�9#�$/���

LNMPOPQ4R/S�T
UVQ�WYXZR\[
]V^`_\a`b
^dceagf behjikhmlonqpr^`s0f tGu0hmikhJ]vf w w hgx/yYs0f z{h|be}~f cenmikhq}!�Gpqf hqs0pqhq}Yh|cY�Vhqp
�0s0agw ag�gf hq}=i&hm]vf w w hgx/��y!�=��]��
� f cen��&pqf hqsGcef �/tGu0hgxZ�`�g�{�g�G���!f w w hqs0hqu0z{hJi\� �Y}~prt � hrikh|�\xZ�kb
^`s0pqhg�
� f w �.^dbr� loag���\hr^`s/�!hqu0ikf w�� � b

� UV[�X0�F�YXZUV[C�. �UVQ;W¢¡gUV[
�=hq�Z^db~ce��hqsGcYlohqp
�Z^`s0f pr^`w£��s0�gf s0hqh|bef s0�kx/¤£agsGcef �¦¥ pqf ^�y!skf z{h|be}~f i0^gikh � ^dce§gw f pr^.ika�¨Yf a�ikhJ©{^`s0hqf beak�
¨YuZ^�l�^db
tGu0ªq}Yikhm�k«`a��!f pqhqsGcehgx/¬g¬g�G� �=­ z{hr^&xZ¨Yf a�ikhm©{^`s0hqf beakx\¬g¬d®G�`¯d°±�g²g²kx\³´b
^`µqf w��
beags0h|¶Z�!��hqpg� �0u0p|°·bef ak� _kb

¸ R\¹�OPU � Uvº»X0S{¼gU�½�X-¾�UV¹�¿kR-T
XZ[�½�XZ¡
�=hq�Z^db~ce��hqsGcYlohqp
�Z^`s0f pr^`w£��s0�gf s0hqh|bef s0�kx/¤£agsGcef �¦¥ pqf ^�y!skf z{h|be}~f i0^gikh � ^dce§gw f pr^.ika�¨Yf a�ikhJ©{^`s0hqf beak�
¨YuZ^�l�^db
tGu0ªq}Yikhm�k«`a��!f pqhqsGcehgx/¬g¬g�G� �=­ z{hr^&xZ¨Yf a�ikhm©{^`s0hqf beakx\¬g¬d®G�`¯d°±�g²g²kx\³´b
^`µqf w��
�0��hqsZikhq}
�!��hqpg� �0ukp|°·bef ak� _kb

À�Á{ÂgÃ±ÄdÅ/Æ&ÃeÇ�ÈeÉËÊ¦Ì0ÍYÎZÏeÍ
ÐqÍ
É0Ê�ÎkÑ
Î0Í
ÏjÒ¦ÐJÐ~ÌkÓ`Ô�ÉËÌkÓ`Ô;ÊPÓ�Ó{Õ|ÊPÑ`Ò¦É?Ñ`É*Ó{Õ�ÖrÍ~×|Ê�Ò¦ØgÍ�Í~Ù
Î/Ú Ò·×|Ò¦ÊYÑgÚ ÛGÍqÕ|Ï~Ñ`Ò·×.Í~Ù`Ê�Ï~ÑgÜ·ÐeÊ·ÏeÍ
Ð
ÐjÝ�ÓrÞGÍ|Ú�ß�àYá�âkã.ä�ÕeÑ`ÐqÍ~Þ
Ó`É�Þ`Ò åYÍ
ÏeÍ
É0Ê�Ò·ÑgÚ�×eÓ`É0ÐeÊ�Ò¦Ê�æ&Ê�Ò¦ØgÍoÍeç|æ0Ñ`Ê�Ò·Ó`É0Ð»è|Ó`Ï�ØrÒ¦Ð|×eÓdÍ|Ú Ñ`ÐeÊ�Ò·×!éêÓ`Ô�Ðoßeë¢Ú Þ`Ï~Ó`ì{Þoí¢î�ï.ÌGÒ¦Ê±Í|Ü�ãNÍ
Ê ð|É\Í
Ï
îYñ´ÌkÑ`ÉZÜ
òVÌGÒPÍ
ÉZÜ
ò/Ñ`É0É\Í
Ï
îmÍ
ÊP×�ägó?òVÌ0Í
è|Ó`Ï
Ý�ækÚ Ñ`Ê�Ò·Ó`É�Ò¦Ð=ÞGÍ
ØgÍ|Ú Ó
Î0ÍeÞYè|Ó`Ï!Ê¦ÌGÏeÍeÍ|Ü±Þ`Ò¦Ý.Í
É0ÐeÒ·Ó`É/ÑgÚvÊ�Ò¦Ý.Í|Ü±ÞGÍPÎ0Í
É/ÞGÍ
É0Ê\éêÓ`Ô�Ðqó¢ÈeÉ�Ñ!ÎZÏeÍ
ØrÒ·Ó`æ&Ð!Ô�Ó`Ïeôdî�ãËÓ`Ý!Î0Í~Ñ`ÉËÍ
ÊêÑgÚ ó î´õgö{ög÷�Ó{Õ|ÊPÑ`Ò¦É\Í~Þ
Ñ=É/Ó`ÉZÜ±Ó{Õ�ÖrÍ~×qÊ¦Ò¦Ø{ÍYÑgÚ ÛGÍqÕ|Ï~Ñ`Ò·×»Ý�ÓrÞGÍ|Ú óVòVÌGÒ¦Ð�Ò¦É/×eÓ`É0ÐeÒ¦ÐeÊ±Í
É/×|ìmÒ¦Ð�É/Ó`ÔNÏeÍ
Ý�Ó`ØgÍ~ÞJÒ¦É0Ê�Ï~ÓrÞ`æ0×|Ò¦É&ÛJÊ¦Ì0Í¢ÏeÍ|Ú Ñ`Ê�Ò¦ØgÍ|Ü·Ï~Ñ`Ê±ÍqÜ±Ó~è
Ü·ÏeÓ`ÊPÑ`Ê·Ò·Ó`É�ÊPÍ|ÉkÐ|Ó`Ï»Ý�ÑdôdÒ¦É&Û
Ê¦Ì0ÍmÝ�ÓrÞGÍ|ÚGèeÏ~Ñ`Ý.Í|Ü·Ò¦É0Ø`Ñ`Ï
Ò·Ñ`É0Ê±ó»à'É\Í
Ô�ÛGÍ
É\Í
Ï~ÑgÚ Ò ðdÍ~ÞoÓ{Õ�ÖrÍ~×|Ê�Ò¦ØgÍmÊ�Ò¦Ý.ÍmÞGÍ
Ï
Ò¦Ø`Ñ`Ê�Ò¦ØgÍmÒ¦ÐmÑgÚ Ð|Ó�Ò¦ÉkÊ�ÏeÓrÞ`æ0×
Í~Þ`î�Û`Ò¦ØrÒ¦É&ÛYé¢Í~Ù`Ò·Õ|Ò�Ú Ò¦Ê�ì�ÊPÓ�Ê¦Ì0ÍmÝ�ÓrÞGÍ|Ú ó
ø ÑgÚ ×|ækÚ Ñ`Ê�Ò·Ó`É0ÐmÑ`ÏeÍ¢Î0Í
Ï�è|Ó`Ï
Ý.Í~Þ�Ô�Ò¦Ê¦Ì�Ñ`É?ë¢Ú Þ`Ï~Ó`ì{Þ�íCÕeÑ`ÐqÍ~Þ�àYá�âkãIè|Ó`ÏmÑmù/ú¦õ�×
Ó`ÉkÊ�ÏeÑ{×|Ê�Ò·Ó`É�éêÓ`Ô�î�Ð~ÌkÓ`Ô�Ò¦É&Û�Û{ÓrÓrÞ�ÑrÛ`ÏeÍeÍ
Ý.Í
É0ÊêÔ�Ò¦Ê¦Ì�Ê¦Ì0Í
Ó`Ï
Ò Û`Ò¦É/ÑgÚV×eÓ`É0ÐeÊ�Ò¦Ê�æ&Ê�Ò¦ØgÍ�Þ`Ò åYÍ
ÏeÍ
É0Ê�Ò·ÑgÚ\Ý�ÓrÞGÍ|Ú ó¢â\Í
Ø{Í
Ï~ÑgÚ\ÏeÍ
ÐeækÚ Ê�ÐJÔ�Ò¦Ê¦ÌmÎkÑ`Ï
Ê�Ò·×|ækÚ Ñ`ÏjÞGÍ
Ï
Ò¦Ø`Ñ`Ê�Ò¦ØgÍ
ÐjÑ`ÏeÍmÓ{Õ|ÊPÑ`Ò¦É\Í~Þ�Ñ`É/Þ.Ñ`ÉËÑ`É/ÑgÚ ì`ÐeÒ¦Ð»Û`æ&Ò·ÞGÍeÞ.Õ|ì
Ñ=éêÓ`Ô;Ê�ì
Î0Í�×qÚ Ñ`ÐeÐeÒ û�Í
ÏjÒ¦ÐYÛ`Ò¦ØgÍ
É\ó�òVÌGÒ¦Ð�è|Ó`Ï
Ý�ækÚ Ñ`Ê�Ò·Ó`É�Ò¦ÐjÑ{ÕqÚ ÍJÊPÓ�Ò¦É/×qÚ æ0ÞGÍjÑmÎZÏeÍ~Þ`Ò·×|Ê�Ò·Ó`É0î�É/Ó`Ê£ÎZÏ
Í
ÐqÍ
É0Ê¢Ò¦É�Ê¦Ì0Í�ë¢Ú Þ`Ï~Ó`ì{Þ�íFÝ�ÓrÞGÍ|Ú î´Ê¦Ì0Í
ØrÒ¦Ð|×
Ó`Ý.Í
Ê�Ï
Ò·×mÐqÍ~×eÓ`É/Þ.É/Ó`Ï
Ý�ÑgÚvÐeÊ�ÏeÍ
ÐeÐjÞ`Ò åYÍ|ÏeÍ
É/×
Í
î

N2

ó

üËýgþ0ÿ�� Ä��ZÂ���ØrÒ¦Ð|×eÓdÍ|Ú Ñ`ÐeÊ�Ò·×¢é´æ&Ò·Þ`î�×eÓ`É0ÐeÊ�Ò¦Ê�æ&Ê�Ò¦ØgÍmÝ�ÓrÞGÍ|Ú î�ÏeÍ|Ú Ñ`Ê�Ò¦ØgÍ|Ü·Ï~Ñ`Ê�Í|Ü±Óeè
Ü·Ï~Ó`Ê±Ñ`Ê�Ò·Ó`ÉNÊ±Í
É0Ð|Ó`Ï
î�ÛGÍ
É\Í
Ï~ÑgÚ Ò ðrÍeÞ�Ó{Õ�ÖrÍ~×qÊ¦Ò¦Ø{ÍJÊ�Ò¦Ý.ÍmÞGÍ
Ï
Ò¦Ø`Ñ`Ê�Ò¦ØgÍ
���
	 [�¼`SGU�½�¹��&¼gMPUV[

����������������������������! �� "$#%"�&(')��*���"������$*+ ����-,.������*/,."�01��#�23 �4���"$��2$45 �4�������67��� ����#�*8��"$#����:9<;$=?>/��"$����� ��@A2$��"$���� ���� ��*B��*-��#

�������C"�&-2$�����D E� #F �������*+ �G���#.��"$���.�$*�*8� #�2C� #.���.*+ ��������H��#.�I*���� ��#F �� J��A������� �����D �� "$#.*�K%LM��*���"������$*+ ����N� ��OF������*3�����A��"$����"$#�� P
&Q"$��#.�R� #R �4��%� #.���.*+ ���� ��*E"�&1�����$*+ �����*�G�&Q")"��SG��.��� #F T*�G:�U�� ���"$� �����CGV T"W#.�����%�C&Q��0XKWY7#R �4���*8�A� #.���.*+ ��������H������� �����D �� "$#.*�G
')��*���"������$*+ ����?� ��OF������*M#�"� Z�T������� PA,."D0[ �4���"$��2$4W��"$����� ��@
 �4�������67��� ����#.*8� "$#.���(2$��"$���� ������E��"$#�J.2$���T�D �� "$#.*�G.��#.�
 �4���� �Z')��*+6
��"������$*+ ����B#.�D ������H"�&\ ���#3����OF��� ����*V�E���  T� 6]��"����-��"$#.*+ ��  ��� �� '$�H��"��)����*V �"M ����� �4�&Q��� � PE����������*8��#F V �4���� �:�����T4.��#��������)^���4.��')� "$��K
_`@�������� ��*1014������Z �� ����67��������#.����#F ���aU���! T*������Z������*8��#F �����*8"5��^�"$��#.�%� #C� #.���.*+ ��������S����"�����*�*8��*�K
b 2$�����D H��4.��� � ��#�2$��014�� � �M�����8&Q"$����� #�2E#)����������������*8� �3�����D �� "$#.*B"�&S �4���*8�1,."D0�*B��*B �"N*8"$� '��1 �4��M�5�$*�*/��#.�5��"$����#F ����

��"$#.*8����'��D �� "$#N��OF�.�D �� "$#.*B� #A��"$#�c7��#.�! �� "$#A01�  �4A�E��"$#.*+ ��  ��� �� '$����OF�.�D �� "$#�&Q"$�H*+ �����*�*�K:d-4�������*8���  �� #�23*8P�*+ ����e"�&S��OF�.�D �� "$#.*
��*N�C�5�D �4����5�D ��������H����*������ �� �� "$#R"�&��f��4FP�*8�������/����"$^�� ���g014�����4h� #)'�"$� '$��*E��"$����� ��@I��4���#�"$����#.�W��#.�I��aU���! T*�G`*8�.�T4h�$*
�����$*+ ������  +P$GH� #����8 ����i��#.�j��� aU�.*8� "$#(Klk�"$����@�������� �$G/� #j �4��W���$*8�
"�&?�m �4�������67��� ����#.*8� "$#.���H,."D0n"�&?�i')��*���")�����$*+ ����A,.�����
����*������ ^U���Z^FP?��#)PZ��� aU������#F ������F*8� #�2$� ��6o��"����`��"$#.*+ ��  ��� �� '$�B��"������oG� �4��B T�$*8pM��*U �"M*8"$� '��: ���#E��"$����� ���X��� aU������#$ ������$��OF�.�D �� "$#.*
9Q#.������� PFG�*8� @A&Q"$�- �4��X��@) ��T�D67*+ �����*�*B T��#.*8"$��G) �4������?&Q"$�1��"$����#$ ����q��"$#.*8����'��D �� "$#SG���#.�
"$#��Z&Q"$�1�5�$*�*1��"$#.*8����'D�D �� "$#�>!K
d-4���*�#F���3^����%����#j� #.�������$*8�
�T��������� PI&Q"$���3���  �� ��"����C,.�����r��"�������*5s-�$��� c7��#.*�G�t�u$u$;�Krd-4��f��"$������ �� #�2i �� ���f��#.�

 �4��R*+ �"$�T��2$�W������"$��Pv�����W� ���U"$�8 T��#$ C�.���T������ ����T*5 �4.�D f����#w�����$��4l4)��2$�m'���� ����*A&Q"$�C;$=g#)���������������?*8� �3�����D �� "$#l"�&
�3���  �� ��"����B')�\*��!"������$*+ ����V,.������*�KV_B'$��#X01�  �4? �4��B�.*8�`"�&���"D0H���8&Q���$��"�������#X��"$������ ����T*(��#.�Z �4��B��"F*+ (��xA��� ��#F ���� 2$"$���  �4��5*�G
�U���8&Q"$����� #�2m*8�.�T4r*8� �3�����D �� "$#.*N*+ �� � �1��"$#.*+ ��  ��� ���*N�f&Q"$����������^�� �A T�$*8pUKI=M���% �"m �4���*N�����$*8"$#(GV T4��COF����*+ N&Q"$��*8� ����� � J.���
')��*���"������$*+ ����Z��"�������*1&Q"$��#)���������������V*8� �3�����D �� "$#.*14.�$*�^�����"$���E��#f� ����"$�8 T��#F M��������"�&`����*8�����T�T4
� #C �4��3���$*+ �P$�����T*�KHd-4��
�.*8�X"�&V �4��E��� 2$��^��T�����M��@) ��T�D67*+ �����*�*/��"������B9 b _Hy�zm>H&Q"$���3�����D �� "$#I9<zf"$��������#
�� M���oK GSt�u$u${F>B2$"���*H� #
 �4���*���� �����! �� "$#(K
d-4��N��� �q"�&` �4��3������*8��#F Z*+ ��.��PC��*1 �"%����"$��"F*8�E�A���� �4�"��C&Q"$�M"$^� T��� #�� #�2A"$^�c7���T T� '��3��@���� �����  ?��� 2$��^��T�����?��@) ��T�D67*+ �����*8*

��"�������*:*+ T���8 �� #�2M&Q��"$�|��#)PE��� aU������#F ���������"$#.*+ ��  ��� �� '$�-��OF�.�D �� "$#(G�*8�.�T4��$*�GD&Q"$�:��@�������� �$GD �4��1}����U���868~/"$#F'$���! ����3zW�D@�0H��� �oG
� ������"DP��)67sZG��v4��  ���67zf�� ���#����?��#.�f�B4.��#�6]d-4�� ��#�67d:��#�#����M��"�������*�KMd-4��3����"������)�����E��*M^.�$*8���C"$#C �4��E ��T��#.*+&Q"$���5�D �� "$#C"�&
 �4��%��"$#.*+ ��  ��� �� '$�A��OF�.�D �� "$#i� #F �"m��#R��� 2$��^��T�����3"$^�c7���! �� '$�5��"������oG�014�� � �Ap$������� #�2f�  T*E�����$*+ ������  +Pm�����������! �� "$#R�����.��^�� � �  +P$K
� #��E��� aU������#$ ������(��OF�.�D �� "$#
"$#�� PA4.�$*H �"�^U�X*8"$� '$���SG�#.������� P$G)&Q"$�- �4��? ��T�$���?"�&� �4��?��@) T�T�D6]*+ T����*�*/ ���#.*8"$��K



¤�beaGpqhqhrikf s0�g}Ya`�£ce�0hm�(� � ���F¬`²g²{¬Gx � ^d�0^`��_0u�°êl � xZ³´b
^`µqf wv°ê¤£^`�\h|b � ���¢²{¬r°±²��g�g�

Y7#.*8��� ������� #� �4��Z��#.��� "$2$PE^��� +0H����#5')��*���")�����$*+ ��\�/,.������*H��#.�3 T����^���� ��#.���M��"������ � � #�2E����#$ �� "$#����5^)P��1� ')� � #(G�t�uF�F�)GD �4���*
��������"F�$�T450-�$*/��������#F �� P5������� � ���5 �"E,."D0�*/"�&V')��*���")�����$*+ ������ ��OF������*H^FPAzf"$��������#%�� 1���oK GUt�u$u${���#��%zf"$��������#(G����$��t$G� �"
"$^� T��� #m��"$#.*+ ��  ��� �� '$�3��"�������*�')�\�5��"$� P)#�"$�������V^.�$*8�E��@��.��#.*8� "$#.*39Q�:"$���$G:t�u)���$>!K�d-4��N��������"F�$��4f��*M� #$ �������*+ �� #�2%^��������.*8�
�  1p$�����.*/ �4��X�����.��^�� � �  +P5"�&V�����������! �� #�2N')��*���"������$*+ ������  +P���aU���! T*�K`��"D0H��'�����GF �4��?��"�������*H����"$�U"F*8���5� #% �4���*8�Z��������#F -0H"$��p�*
������#�"� H"$^�c7���! ���'��$G)^��������.*8�1 �4��M'$"$�8 ������  +P3 ���#.*8"$�

W
4.�$*/^�����#A�.*8���A�$*/�X^.�$*8�1 �"N����'$��� "$�� �4��M��"$� P)#�"$�������.��@��.��#.*8� "$#(K

� ^�c7���T T� ')�  7PR��*��D 8 T��� #����h� #h �4��
������*8��#F N0H"$��pI^)PI��"���� &QP)� #�2I�W������')� "$�.*8� PI��*8���h4)P)��"� �4���*8��*3&Q"$�3 �4��C�$��'$���! �� "$#
"�&H��@) ��T�D67*+ �����*�*�KXY7#m �4���*X��"$#�#����! �� "$#(GU +0H"
#���0|p)� #����5�D ����E ���#.*8"$�T*�9<*8��� b *+ T�����  T��G`t�u)�DuF>������3#����������SG(#.������� Pr9Q�\>

Ω
G

 �4��W�T�D ��C"�&Z��"� T�D �� "$#j"�&Z �4��f����� #.��� �.������� �����! �� "$#.*�"�&
S
G/ �4��f�T�D ���6]"�&\67����&Q"$���5�D �� "�#h ���#.*8"$�A��#.��9Q� �\>

W = W − Ω
K

d-4��A�������D �� '$��6]�T�D ���6]"D&\6]��"D T�D �� "$#m ���#.*8"$��G
W
G:��*E"$^�c7���! ���'��%��#.�I�����$*8������*Z �4��%�T�D ��5"�&1��"� T�D �� "$#i"�&��f�5�D ����������B�.���8 ������ �

�$*N*8����#h^)PR��#R"$^.*8����'$���E014�����4h��*EJ�@����I �"f �4��
������#���� �.���-�D@���*E"�&
S
KmY7#.*8��� �����I� #R �4��
������� Pm0H"$��pm^)Phy��T4F��#�pR��#.�

y������ '$��#(G:t�u$u$��GSy)"$�����%zf��#.����*Z�� X���]K G:t�u$uF��GU��#.�W���D ����?d-4�"$���.*8"$#W�� X���oK G`t�u$u$u5������� "DP����
W
 �"
����"����.���N��� 2$��^��T�����

��"$#.*+ ��  ��� �� '$�f��"�������*�014����T4j�����������! A��4���"$� "$2$�����D�-�5�D ����������-&Q��#.�! �� "$#.*N&Q"$�A*+ T�D �� "$#.����PI,."D0XGH^��� %�����
#�"� %�����.��^�� �
"�&
�����������! �� #�2� ��T��#.*8� ��#$ 1�����$*+ ������  +PA��aU���! T*�K
k�� "D0�*/"�&�#�"$#�67
���0- �"$#�����#A')��*���")�����$*+ ����1,.������*H,."�01� #�2N� #.*8�����Z"$�1����"$��#.�A��"$����� ��@A2$��"$���� ���� ��*B4.��')� #�2�*8� #�2$���������  �� ��*

����*8"%�T�D �4����Z��� xA�����  ? �"
*8� �3�����D ��3#)��������������� � P$K?k�"$�M �4���*Z�����$*8"$#(G� �4��3,."D0� �4���"$��2$4m��^������� Z������#.���Z"$�Z�D@���*8P)������ ������
��"$#F ��T�$�! �� "$#.*5��*5"�&\ ���#l������� "�P$���v�$*A�I ���*+ A,."D0n&Q"$�%#F���������������Z*8� �E�����D �� "$#.*A� #� �4��fJ.�����v"�&X#�"$#�67
���0- �"$#�����#j,.�����
�����T4.��#�����*�GH��#.�h01� � ������*8"i^��C�.*8���r4������% �"R*+ ��.��PI T4��f������*8��#$ �&Q"$���E�����D �� "$#(Kr_B'$��#r&Q"$�N �4��f
���0- �"$#�����#����$*8�$G` �4��
,."D0�"$��� 2$� #.�D ����%^)P% �4���*�2$��"$���� ���P%��*���"$����� ��@C� #W�A*8��#.*8�? �4.�D � �4��X,.�����f��*M*8��^����  8 ����
 �"%�5��� @C"�&B*84�������G���@) ���#.*8� "$#
��#.�I*8"$� ���m^�"���PW��"� �� "$#(K5d-4��5*8� #�2$���������  +Pf������*8��#F X� #m �4��A*84.�����I��"$��#����Z"�&H �4���*?2$��"$���� ���Pf��*X����*8��"$#.*8� ^�� �3&Q"$�X�5��#)P
��� xA�����  �� ��*H �4.�D 1������*8��� #
#F���������������U*8� �3�����D �� "$#.*/"�&V')��*���"������$*+ ����-,."D0�*�K:d-4��?*+ ���"$#�232$�T�$��� ��#$ H#������/ �4��?*8� #�2$���������  +PN&Q"$�
������*�*8�����X��#.�%��@) ��T�D67*+ �����*�*H��"$���U"$#���#F T*1����#
� #F ���"����.���?#)���������������S������"$�T*�K
Y7#I �4��%������*8��#$ N*+ ��.��PI0/�A������*8��#F N*8"$� �� �� "$#.*?&Q"$�E �4��C��=�,."�0e �4���"$��2$4h�C������#.���3��"$#F ��T�$�! �� "$#(G��.*8� #�2f �4��A��"������

����*������ ^U���W���D ����X� #m �4���*X�.��������K�d-4����.�������X��*?"$��2F��#�� �����m�$*M&Q"$� � "D0�*�KNY7#Ry)���! �� "$#R�A �4��A��"$#�*8����'��D �� "$#W��OF�.�D �� "$#.*?�����
������*8��#F ����SKCd-4��A"$^�c7���! �� '$�A��� 2$��^��T�����N��@) ��T�D67*+ �����*�*?��"������/*+ ��T�D ���2$Pm��*X� #F ���"����.�����i� #ry)���! �� "$#h;f��#.�R������� � ���m �"f �4��
� ������"DP��)67si��"������oK:d-4��HJ.#��  ��-'$"$� �����H#F�������������������! T4�"��3�.*8���X �"X����*������� �� ���/ �4��-��OF�.�D �� "$#.*���*:����*����.*�*8���E� #5y)���! �� "$#N�.K

����������������.����*8���  T*`&Q"$�B �4���,."�0j �4���"$��2$4� �4��M�.� t���"$#F ��T�$�! �� "$#5������������*8��#F ������ #
y)���! �� "$#%��G$ �"$2$�� �4����B01�  �4%�E����*����.*�*8� "$#
"�&`*8"$���?� ����"$�8 T��#F -&Q���D �������*-"�&� �4��X����"$�U"F*8���A��"������oKBk�� #.��� � P$G� �4��E�!"$#.��� �.*8� "$#.*1�����Z2$� '$��#
� #Wy)���! �� "$#C��K
�S� LNU��VX0SG[�MP[���X)��¹�R/¼gMPUV[�¡
d-4��?�5�$*�*-��#.�%��"$����#F ����n��"$#.*8����'��� �� "$#%��O)���D T� "$#.*-��"$����� ���%01�  �4
 �4��X��"$#.*+ ��  ��� �� '$�?�������D �� "$#A&Q"$�H �4��X��@) ��T�D67*+ �����*8*

��"$���U"$#���#$ T*V"�&���# � ������"DP��)67sW,.�����3�����/��"$#.*8�����������X� #E �4���*�*8���! �� "$#(K�d-4��H'$��� "����  +PZJ.�����%9
v
>V�$*V0H��� ���$*( �4��/��#������U��#.����#$ 

'���������^�� ��*Z�����N#�"$#�67��� ����#.*8� "$#.��� ��*8���f�.*8� #�2f�
�T4.���T�$�! �������*+ ����E'$��� "����  +PW*������ �
U
��#.�W� ��#�2� �4I*������ �

L
�����E T��p$��#I�$*M �4��

��'$���T��2��H'$��� "����  +PX��#3 �4�����"D01#.*+ ���������4.��� &S��4.��#�#�������#.�3 �4��101���) �4�"�&. �4�����"�01#.*+ ���������4.��� &U�T4.��#�#����(9
H
>!G$����*8�U���! ���'���� P

9<*8���Ek�� 2.KB��K t�>!K`d-4��X������*�*8������9
p
>!G.��#.�%��@) ��T�D67*+ �����*�*Z9

τ

>/'���������^�� ��*H�����?*������ ���%01�  �4
η∗U/L

KBd-4��?')��*���"F*8�  +P
η∗
01��� �S^��

��OF�.���� �"
 �4��5*8����"�&/ �4��5
���0- �"$#�����#m')��*���"F*8�  +P
η∗0
��#.�f �4����U"$� P)���������E')��*���"F*8�  +P

η∗1
GU �4���#m �4��5�1��P)#�"$����*Z#)���E^U���?��*

����J.#����A�$*
Re = ρUL/η∗

GF014������
ρ
��*` �4��M����#.*8�  +P$K`d-4���')��*���"F*8�  �� ��*B�����-#�"$#�67��� ����#.*8� "$#.��� ��*8�����$*

ηi = η∗i /η∗
G
i = 0, 1

K
d-4��Z=M��^U"$�T��4�#)���E^U���/��*B2$� '���#5^)P

De = λγ̇
GF014������

λ
��*` �4����������D@��D �� "$#3 T� ����"�&U �4���')��*���"������$*+ ����/,.�����SG���#.�

γ̇ = U/L��*- �4��E��4.���T�$�! �������*+ ����Z*84������1�T�D ��?� #% �4��E��"D01#.*+ ����������T4.��#�#����U&Q"$�1 �4��X��"$#F ��T�$�! �� "$#A,."D0XK
9Q�\>%�5�$*�*1��"$#.*8����'D�D �� "$#(�

∇.v = 0,
9+t�>

9Q� �\>%��"$����#F ����q��"$#.*8����'D�D �� "$#(�

Re
Dv

Dt
= ∇.(−pI + 2η0S + τ ),

9o�$>
9Q� � �\> � ������"DP��)67s���"$#.*+ ��  ��� �� '$�X��OF�.�D �� "$#(�

τ + De

(

Dτ

Dt
−∇vT

τ − τ∇v

)

= 2η1S,
9<;F>

014������
D/Dt

��*X �4��A�5�D ����������H������� 'D�D �� '$�$G
I
 �4��%������#F ��  7Pi ���#.*8"$��G`��#.�

S
 �4��i9<*8P)������ �������>?�T�D ��A"�&�����&Q"$���5�D �� "$#

 ���#.*8"$��K`d-4��E����&Q"$���5�D �� "$#
�T�D ��Z ���#.*8"$�-��*�����J.#����C�$*��
S =

1

2

(

∇v + ∇vT
)

,
9Q�)>

014������Z �4��?&Q"$� � "D01� #�25����J�#��  T� "$#
4.�$*1^�����#C�.*8���A&Q"$�- �4��X'$��� "����  +PA2$�T�$��� ��#F 
∇v = gradij = ∂uj/∂xi,

��#.�
∇vT ��* �4��? ��T��#.*8�U"F*8�$K

�



¤�beaGpqhqhrikf s0�g}Ya`�£ce�0hm�(� � ���F¬`²g²{¬Gx � ^d�0^`��_0u�°êl � xZ³´b
^`µqf wv°ê¤£^`�\h|b � ���¢²{¬r°±²��g�g�

�(�f� ºV�`X)�&¼gMQ�VX9R\O<�VX0º�SGR\M<�*XF��¼`SGR)�q¡`¼`SGXZ¡g¡���UvSGQ�¹�OPR/¼gMPUV[
d-4���*5*8���! ���"$#r��*���� ')�������r� #r �4������C*8��^�67*8���! �� "$#.*�KhY7#r �4��
J.�T*+ �"$#��$GB �4��C2$��#����T���H��OF�.�D �� "$#.*N��#.�h �4��C4FP���"� �4���*8��*

 �"f"$^� T��� #m �4��A��� 2$��^��T�����3��@) ��T�D67*+ �����*�*M��"������B������������*8��#$ ����I��#.�i������� � ���m �"
 �4�� � ������"DP��)67s���"������oK5Y7#i �4��A*8����"$#.�
*8���! �� "$#(G���0H��P%"�&:� #.��� �.��� #�25 �4��3*8����"$#.�%#�"$���5���V*+ �����*�*1��� aU������#.���?&Q"$���������E*84������1,."�0�*�G

N2
 �"� �4��E��"������V��*�*84�"D01#(K

Y7#
 �4��? �4�� �T�SG.�������$*�*8� J.���1*8��#.*8�  �� '$�Z �"� �4��? 7P)�U�?"�&� �4��?,."�0�9<*84�������G)��@) ���#.*8� "$#f��#.�
*8"$� ���%^�"���PA��"� �� "$#�>/��*���#.��� P)�����SK

�(�<��� LNXZ[�X0SGR\O!X)��¹�R/¼gMPUV[�¡
d-4��X��"$#.*+ ��  ��� �� '$�?��OF�.�D �� "$# 9<;F>/&Q"$�H �4��?')��*���"������$*+ �������"������S����#
^��X����01���  8 ���#%� #% ������5*-"�&V �4��?p�� #����5�D T���� ���#.*8"$�T*

S
��#.�

W
G�014������

W
��*H �4��X'$"$�8 ������  +P5 ���#.*8"$�X9<*8p$��0-67*8P)������ �������>H����J.#����C�$*��

W =
1

2

(

∇v −∇vT
)

.
9o�$>

Y] Z��*���"$#)'$��#�� ��#$ � �"A���� M� #f �4���*1&Q"$���n� #f"$�T�����1 �"A0/"$��p%01�  �4f �4��X ���#.*8"$����"$� P)#�"$�������(��@��.��#.*8� "$#C^.�$*8��*�K-d-4���*���*M��"$#��
*+ ��T��� 2$4F 8&Q"$��0-�����A^FPA���������$��� #�23 �4��X'$����"����  +P52$�T�$��� ��#F -^)P

∇v = S + W,
��#.�%�  T*H ��T��#.*8��"F*8�Z^)P

∇vT = S−W
KBd-4��

��OF�.�D �� "$#I9<;F>H��*1#�"�0w����01���  � ���#
�.*8� #�2
S
��#.�

W
�$*��

Dτ

Dt
= −

1

De
τ +

2η1

De
S + (Sτ + τS) − (Wτ − τW).

9<�F>

Y7#m"$�T������ �"C����'$��� "$�m��#m��@���� �����  X��� 2$��^��T�����X��@) ��T�D67*+ �����*�*1��"��������.*8� #�2% �4��Np)� #����5�D ����E ���#�*8"$�T*
S
��#.�

W
GB9<�1� ')� � #

��#.�i_B�����Tp�*8��#(GBt�uF�$�$>M4.��'$�5*84�"D01#m �4.�D 3�C� � #������X�������D �� "$#i����#I^��5"$^� T��� #����m^U�� 70H����#R�C�����U��#.�m ���#.*8"$�E��#.�i�
J.#��  ��
#)���3^����5"�&Z"� �4����T*E ���#.*8"$�T*C9Q^.�$*8��*3 ���#.*8"$�T*T>X&Q"$�������h&\��"$�  �4��C��� ������#F T*N"�&M �4��Cp)� #����5�D ����% ���#.*8"$�T*

S
��#.�

W ¡  �4��� #.�����U��#.����#$ Z ���#.*8"$�T*T>!KMk�"$� ��"�01� #�2m9<�1� ')� � #i��#.�C_B���\��p�*8��#(G�t�uF�$�$>!G.0H�34.��'��E �"%0/"$��p
01�  �4i�� ��T�$����� ��*�*��5�D ���� @SG�� #f �4���*
0-��P5 �4��X��@) ��T�D67*+ �����*8*/ ��T�$����� ��*�*/ ���#.*8"$�

Γ
��*-� #F ���"����.�����
��#.�C����J.#����C�$*��

Γ = τ −
Iτ

3
I,

9]��>
014������

Iτ = {τ}
��*H �4��?J.�T*+ �� #)'D��������#F E9\ �4��? ��T�$����>/"�&� �4��X ���#�*8"$�

τ

K/d-4���#C_/O�KM9<�F>-����#
^��X��@�������*�*8���%� #
 ������5*1"�&
Γ,�$*��

DΓ

Dt
= −

1

De
Γ +

(

SΓ + ΓS −
2

3
{ΓS}I

)

− (WΓ − ΓW) + 2

(

η1

De
+

1

3
Iτ

)

S.
9<{F>

Y7#�"$�T������ �"X��� "F*8�?9<{F>!GF��#N��'$"$� �� �� "$#3��OF�.�D �� "$#3&Q"$�
Iτ
��*:#����������SG$014�����45����#N^��-"$^� T��� #����N��� �����! �� PX&Q��"$��_/O�K19<�F>!K�d���p)� #�2

 �4��E ��T�$���X"�&`_/O�KE9<�F>1��#.�C�3���  �� ��� P)� #�25 �4��E_/OUK�9]��>-^)P% �4��3����&Q"$���5�D �� "$#f�T�D ��? ���#.*8"$�
S
��#.�
 T��p)� #�2A�  T*1 ��T�$���X0H�3����#

01���  ��E�D&\ �����*8"$���X��� 2$��^��T�����M�5��#�� �������D �� "$#(�
DIτ

Dt
= −

1

De
Iτ + 2{ΓS},

9<uF>
014������Z �4��X#�"� T�D �� "$#

Iτ = {τ}
4.�$*-^�����#C�.*8���SK

Y7#3"$�T�����( �"?������� P? �4��-*+ ��T�D ���2$P$G��.*8� #�2Z���U"$� P)#�"$�������$��@��.��#.*8� "$#(G� �"M"$^� T��� #N��#E��@���� �����  :�������D �� "$#X&Q"$�V �4��H'���*���")�����$*+ ����
��@) ��T�D67*+ �����*�*` ���#.*8"$��GF�  -��*/#�������*�*�����P3 �"��$*�*8�����M��#
��� 2$��^��T�����H&Q"$����&Q"$� DΓ

Dt ,
"$#5 �4��Z� ��&\ -4.��#.�%*8�����M"�&V_/O�K19<{F>!KBd-4���*/��*

��"$#��H^FPX����OF��� ��� #�21 �4.�D V �4��H��@) ��T�D67*+ �����*�*(��#���*8"� ���"$�)P� T��#.*8"$�
b = Γ

Iτ

"�&.���.���8 ������ �/��*���"$#.*+ T��#F �G������$�T4�� #�2M��#E��OF��� � � ^���� ���
*+ T�D ��$�

DoΓ

Dt
≈

Γ

Iτ

DIτ

Dt
.

9+t��F>
d-4���*`��� 2$��^��T�����B�$*�*8������ �� "$#N��*:�Z��"$#.*8��*+ ���#F `����������*8��#$ T�D �� "$#E&\"$�: 70H"�6(��#.�E �4�������67��� ����#.*8� "$#.���$,."D0�*�K�k�"$�� �4������$*8�H"�&

')��*���"$���� ������1,."�0�*�GF�  -��*/��@��$�! �� P�'$����� J.���f9\&Q"$�-���� T��� ��*H*8����zf"$���U����#5�� 1���oK G�t�u$u${F>!K�s-��*8�\�)��*B �4.�D -� #A#�������� PN')��*���"$���� ������
,."D0�*�G�014������B� "������$��aU���! T*V��"$��� #.�D ��` ��T��#.*8��"$�8 (��aU���! T*�G� �4���*���������"F�$��4?�5��PZ����"D')�����B��#E�$����OF�.�D ��`����������*8��#F T�D �� "$#?"�&) �4��
��@) ��T�D67*+ �����*�*8��*�K�d-4��Z"� �4����H �4�� #�23 �"N#�"� ������Z��*/ �4.�D -�.*8� #�23 �4���*-�$*�*8������ �� "$#5 �4��Z ��T��#.*8��"$�8 / ������5*H"�&( �4��Z��@) ��T�D67*+ �����*�*+��*
�����?#�"� M��"$�������! T����PA#���2$� ���! ����%^��� ����������$�����%^)P5 �4��? ��T��#.*8��"$�8 - ������5*-"�&V T4��? ��T�$���

Iτ .Y7#h"$�T�����E �"m^��
��"$#.*8��*+ ���#F E T"f �4��
����� #.��� ��� �%"�&1 �4��A&Q�T������6]� #.��� aU������#.���A"�&1 �4��
��"$#.*+ ��  T�) T� '��%"$�U���T�D �"$��GV �4��% �� ���
������� '��D �� '$�X �4.�D ?�����U�����T*1"$#f �4��N� ��&\ X*8�����3"�&B_HO�K�9+t��F>�����#W#�"� Z^��3 �4��3�5�D ����������:������� 'D�D �� '$�$KN9<d-4�"$���.*8"$#(GS���$��t�>!G�4.�$*
����"$�U"F*8���%�N#���0[2$��#����T����&Q"$����"�&:��#C"$^�c7���! �� '$�? �� ���E������� 'D�D �� '$�M&Q"$���3 ���#.*8"$�1"�&`*8����"$#.�%"$�T����� T �

DoM

Dt
=

DM

Dt
− c1 (SM + MS) − c2(MW − WM)− (1 − c2) (MΩ − ΩM),

9+t$t�>

;
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c1
��#.�

c2
�����B��"$#.*+ T��#F T*(��#.�

Ω
��*V�- ���#.*8"$�(�������D ����M �"1 �4��/�T�D ��`"�&���"� T�D �� "$#?"�&) �4��B����� #.��� �.���F��� �����! �� "$#.*S"�&

S
K�d-4���*

 �� ���3������� 'D�D �� '$�X*��D ���*+J.��*-� #F'���������#.����9\ �4��E"$�����T�D �"$�-��*H T4��3*������Z&Q"$����� �("$^.*8����'����T*H� #C�������D �� '$�?��"� �� "$#�>-��#.�%������*8����'$��*
*8P)������ ���PC9Q� #5 �4��Z*8��#.*8�1 �4.�D B �4���*/�T�D ���"�&(�E*8P)������ ������- ���#.*8"$�/��*B#�������*�*������ � PN*8P)������ �������>�&Q"$�H��� �.'D��� ����*B"�&

c1
��#.�

c2
K

�`���8 ������������X��4�"$������*Z"�&B �4���*8�5��")��xA��� ��#F T*?��"$������*8��"$#.�
 �"
 �4��N �4������N0/��� �`p)#�"D01#W �� ���5������� 'D�D �� '$��*M�.*8���W� #i� �  ����T�D ������$�
 �4��C��"$#$ T�T��'����8����#$ N��"$#)'����! ����I �� ���C������� 'D�D �� '$�$¢` �4��
��"D'D��������#F 3��"$#)'$���! ����I �� ���C������� 'D�D �� '$�%��#.�I �4��
��"$��"� T�D �� "$#.���B"$�
£F�����5��#�#A������� 'D�D �� '$�$K b #�"� �4����H������� 'D�D �� '$�1^.�$*8���N��@���� �.*8� '$��� P3"$#

Ω
����� � ������"$��"� T�D �� "$#.��� 6o��� 2$��#F'$���! �"$��*+6o"�&\6

S
������� '��D �� '��$G

��*�����*8"N"$^� T��� #����SK
d-4���*8�?��"F*�*8� ^�� � �  �� ��*1����#
^U�?���� 1 �"$2$�� �4����1� #
_/O�K�9<{F>H���������$��� #�2

c1
��#.�

c2
01�  �4
 70H"�#���0���")��xA��� ��#F T*

α1 = 1 − c1��#.�
α2 = 1 − c2

G(�

−
Γ

Iτ
(
DIτ

Dt
+

Iτ

De
) +

(

α1(SΓ + ΓS) −
2

3
{ΓS}I

)

− α2

(

WΓ − ΓW
)

+ 2

(

η1

De
+

1

3
Iτ

)

S = 0,
9+t��$>
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W = W − Ω

G.��#.�A �4��?&Q"$�����.���8 ������������1���$*8��*-����#
^U�X*8�����5����� �����
�$*
�\>

α1 = α2 = 0,
��"$#F ��T��'D�������D#F 1��"$#)'����! ����A �� ���E������� '��D �� '$�$G

� �\>
α1 = 2

��#.�
α2 = 0,

��"�'���������#$ 1��"$#)'$���! ����A �� ���E������� 'D�D �� '$�$G
� � �\>

α1 = 1
��#.�

α2 = 0,
��"$��"� T�D �� "$#.�D�S������� '��D �� '��$G

� '�>
α1 = α2 = 1,

��"$��"� T�D �� "$#.��� 6o��� 2$��#F'$���! �"��T*+6o"�&\6
S
������� 'D�D �� '$�

�v�  �4E �4���*:��������"�@�� �5�D �� "$#X�  :��*V#�"D0R��"F*�*8� ^�� �` �"M ��T��#.*+&Q"$���[_/O�K-9<{F>S� #F �"Z��#3��� 2$��^��T������ ���#.*8"$����OF�.�D �� "$#? T"M^��H*8"$� '$���
��@���� �����  �� P

(Γ = Γ(S,W, Iτ )).
d-4�����@�������*�*8� "$#f&Q"$�Z �4����!@����������  X��� 2$��^��T�����E��@) ��T�D67*+ �����*�*���*Z"$^� T��� #����W�.*8� #�2f�%2$��#����T���

�U"$� P)#�"$�������( ���#.*8"$��&Q"$�� �4��3p)� #����5�D ����X ���#.*8"$��G.&Q"$�� �4��3����������*8��#F T�D �� "$#C"�&
Γ
K�Y7#f �4��E&Q�T�����E"�&/
���0- �"$#�����#f �����^���� ��#F 

,."D0�*�G)�:"$���$G(t�u)���?4.�$*-�.*8���%�3 ���#.*8"$�-��"$� P)#�"$�������U��@��.��#.*8� "$#5 �"�"$^� T��� #
��#
��@���� �����  ���� 2$��^��T����������������*8��#$ T�D �� "$#A&Q"$�H �4��
�1��P)#�"$����*:*+ �����*�*V ���#.*8"$�:��OF�.�D �� "$#(KV�v�  �4���#���#.��� "$2$"��.*V����"������������$G$¤?�D T*8p)����#.��yF�U��������� �$G�t�u$u$;���@) ���#.�����E �4���*`��#.��� P�*8��*
 �"f �4������A��� ����#.*8� "$#.���`,."D0�*X"$^� T��� #�� #�2W��#R��� 2$��^��T������*+ �����*�*X��"������`&Q��"$�¥�f��� aU������#$ ������H*8����"$#.�)6]��"$����#$ 3��� "F*8������&Q"$�
 �����^���� ��#F �,."D0�*�K-yF��#����X �4��X ���#.*8"$�

Γ
��*M*8P)������ ������X��#.�% ��T�$����� ��*�*�G) �4��3*������X�������$*1�����E������� � ���
4������E��#.�% �4��X ���#.*8"$�

Γ
&Q"$�1 �4��?��@) ��T�D67*+ �����*�*8��*H����#
^U�?����������*8��#F ����
�$*��

Γ=

N
∑

n=1

βnT(n),
9+t�;F>

014������E �4��N^.�$*8��*
T(n) ��*Z2$� '���#m*8P)������ ������X ��T�$����� ��*�*1 ���#.*8"$�M&Q��#.�! �� "$#.*Z"�& S ��#.� W,

��#.�C �4���*����������Z��")��xA��� ��#F T*
βn�����Z&Q��#.�! �� "$#.*1"�&V �4��X� #)'D��������#F T*H"�&

Γ
G
S
��#.�

W.}M*8� #�2M �4��1_/O�K�9<uF>(&Q"$�� �4��H ��T�$���
Iτ
��#.�3��@�������*�*8��#�2Z_/O�K�9o>�01�  �43 �4��H �4�������6o �������^.�$*8�$�

T(1) = S
G
T(2) = SW−WS��#.�

T(3) = S2 − 1
3{S

2}I.
G� �4.�D �2$� '$��*-��#C��@��$�! 1����������*8��#F T�D �� "$#A&Q"$�M��67=�,."�0�*�G�0H�X4.��'$�$�

Γ =
1

{S2}

[(

η1

De
+ (

(α1)
2

2
−

α1

3
+

1

3
)Iτ

)

Iτ{S
2} +

(α2)
2

2
I2
τ {W

2
}

]1/2

S+

+
Iτ

{S2}

[

α2

2

(

SW − WS
)

+ (3α1 − 2)

(

S2 −
1

3
{S2}I

)] 9+t��)>
d-4��A�.*8�A"�&1 �4��A2$��#����T���/������� '��D �� '��m9+t$t�>X��#.�i �4��A#���0�&Q"$���E�����D �� "$#l9+t��)>?01�  �4R �4��%��"���xA��� ��#$ T*

α1
��#.�

α2
4.��'$�

2$� '$��#C�3,.��@�� ^�� � �  +PA �"N �4��X��"������(�$*-�  �01� � �(^��E*84�"�01#
"$#
 �4��X#���@) �*8���! �� "$#(K

�(�\�S� ¸ SGXZ½�M<�&¼gMPUV[�¡���UvS%¦
2

d-4�� � ������"�P��)67s���"$#.*+ ��  ��� �� '$����OF�.�D �� "$#j9<��KN�$K >R����#i#�"� ?�����������! ? �4��5*8����"$#.�W#�"$���5���`*+ �����*�*?��� aU������#.���N� #I*84�������G
N2
K`Y7#5&<�$�! �G��.*8� #�2N�3��� ����#.*8� "$#.���U��������"F�$�T4(G$�  1����#A^U�Z*84�"D01#5 �4.�D �G)� #
*84�������G$ �4��Z�����������! �� "$#.*B&Q"$�/ �4��M ���#.*8"$�

Γ
01�  �4

 �4�� � ������"DP��)67sv��"$#.*+ ��  ��� �� '$�?��"��)���V�����M �4��?&Q"$� � "D01� #�2.�

[Γ] =





2
3N1 0 2η∗1S13

0 − 1
3N1 0

2η∗1S13 0 − 1
3N1



 .
9+t��$>

014������
N1
��*- �4��XJ.�T*+ �#�"$���5���(*+ �����*�*���� aU������#.���X� #f�������E*84������-,."D0XK/�v4�� � �X&Q"$�1 �4�� b _Hy�z§9+t��)>!G� �4��E�����������! �� "$#.*�G�� #

*84�������G)&Q"$�
Γ
�����$�

�
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[Γ] =





1
2N1

(

α1 + α2 −
2
3

)

0 2η∗1S13

0 1
2N1

(

α1 − α2 −
2
3

)

0
2η∗1S13 0 N1

(

−α1 + 2
3

)



 .
9+t��F>

Y]&`"$#��E0H��#F T*1 �"5�5��� #F T��� #C �4��3*������X�����������! �� "$#f�$*1 �4�� � ������"DP��)6]sl��"������S&Q"$�Z*84������101�  �4 b _Hy�zRGU�5��"$���.������*8"$#
^U�� 70H����#r9+t��$>1��#.�R9+t��F>-0/"$�����f� ���$�
 �"%�A��"$#.��� �.*8� "$#
 �4.�D 

α1 = α2 = 1
�����X �4��E����"$�U���M��4�"$������*�K1Y] M��*M���$*8P% �"%*84�"D0

 �4.�D 1&Q"$���N�������(*84������-,�"D0l �4��? ��T�$����� ��*�*H ���#.*8"$�
Γ
��*12$� '���#
^)PU�

[Γ] =





1
3 (2N1 + N2) 0 2η∗1S13

0 − 1
3 (N1 − N2) 0

2η∗1S13 0 − 1
3 (N1 + 2N2)



 .
9+tD��>

�v4���#R9+t��F>H��#.�I9+tD��>H�����?��"$���.�������SG��  M����#
^��E*8����#% �4.�D 

α1=1+
2

3

N2

N1
,

9+t�{F>
��#.�

α2=1,
0H"$�����h2$� '$� b _Hy�z¨�m�����������! �� "$#h&Q"$�

N2
KrY]&M �4��C�5�D ����������H4.�$*N#�"I*8����"$#.�r*+ �����*�*N��� aU������#.���$GB �4��f*������

������')� "$�.*1'D��� ����*H&Q"$�1 �4��3��")��xA��� ��#F T*������Z&Q"$��#.�SG.#.������� P$G
α1 = α2 = 1

KHd-4�������&Q"$���$G���'���#C� #C �4���*M���$*8�$G�014������ b _Hy�z
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�����U��#.��� #�2%"$#W �4�����4�"$�����3"�&B �4��N�.���T������ ����T*

α1
��#.�

α2
G(�%�����8 T��� #W��4���"$� "$2$�����D�(&Q��#.�! �� "$#m��*Z�����������! ����f��"$���3"$�Z� ��*�*
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�5�D ����������V��*M2$"$� #�2� �4���"$��2$4(K�k�"$�M��@�������� �$G�� &` �4��E,."D0���*M��������"$��� #.��#$ �� P
��@) ���#.*8� "$#.���oG. �4���#(G�"� �4����M2$��������� � #���*N9Q2$")"��
�����������! �� "$#C"�&���@) ���#.*8� "$#.���S��4���"$� "$2$�����D�U����"$�����8 �� ��*T>H�����Z2$� '$��#%&Q"$�1����"$��������4�"$������*-"�&� �4��X�.���T������ ����T*

α1
��#��

α2
K

�(���(�
© OPU)ªN�|¼q��WYX?¡gXZ[�¡gM·¼gMQ�£XC�kOPR\¡g¡gMQ«êX0S

Y7#v"$�T������ �"h�T4.���T�$�! ������ ���
 �4��f,."�0XG- �4��m�����  ������ ���¬������*8��#$ ������ # b *+ T�����  T��GZt�u)�Du�GH^.�$*8���j"$#j �4��W� #)'D��������#.���C"�&
 �4��%�����\�D �� '���6]�T�D ���6]"D&\6]��"D T�D �� "$#m ���#.*8"$��GV��*E�.*8���i4������$KCd-4��%����&Q"$���5�D �� "$#i�T�D ��5�.���T������ ����A9

s2 >X��#.�m �4��%��"� T�D �� "$#i�T�D ���.���T������ ����X9
w2 >-�����?����J.#����
����*8�����! �� '$��� P%�$*��

s2 = tr(S2) = SmnSnm
��#.�

w2 = −tr(W
2
) = −WmnWnm.

9+t�uF>
=M��J.#�� #�2

R
�$*H �4��X�T�D �� "�^��� 70H����#
 �4���*8�? 70H"5OF�.��#F ��  �� ��*��

R =
w2

s2
= −

WmnWnm

SmnSnm
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��*X#�"� N��'$"$����� #�2
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R ­ �A��#.�W�$*1 �4��E,."D0��������"�@�� �5�D ���*- �"
�A*8"$� ���C^U"���P
��"� �� "$#(G
R → ∞

K�_B'$����P
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�D 1 �4��X� #�� �� �"�&V �4��E��"$�5��� #% �4��?&Q"$� � "D01� #�2�'D��� ����*1�����?2$� '���#(�
• τ11 = 2η1De(∂u/∂z)2,

• τ33 = 0,

• τ13 = η1(∂u/∂z).
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 �"� �4��X')��*���")�����$*+ ����M��"������oKBk�"$��������'$��� "$�����%�:"$��*8����� � � �?,."�0l �4��? ��T�$���?��*��

• Iτ = 2η1De(∂u/∂z)2
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