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Resumo. No presente trabalho, investiga-se a sedimentacdo de suspensées randdémicas, mono e bidispersas num recip-
iente com lados periddicos por meio de simula¢do numérica direta. Determinam-se velocidades médias de sedimentacdo
e sua varidncia para mono e bidispersoes, avaliadas sobre um grande nimero de configuragées. As simulagées indicam
que as variacées na velocidade das particulas se devem as mudangas nas configuragoes das particulas vizinhas e as in-
teragoes hidrodinamicas viscosas. E mostrado como a velocidade de sedimentacio e sua variéncia dependem do tamanho
de um sistema com condicées de contorno periédicas. E também explorado o efeito de polidispersidade, concentracio de
particulas e condigdo de impenetrabilidade do fundo da célula de simulagdo sobre as flutuagées de velocidade. A partir
de evolugdes temporais, obtém-se fungées de autocorrelagdo de velocidade, tempos de correlagdo e coeficientes de difuséo
hidrodindmica. Os resultados para a velocidade média de sedimentagdo apresentam-se em concordéncia com predig¢des
tedricas e correlagdes experimentais. Os resultados para a difusividade hidrodindmica mostram forte anisotropia vertical-
horizontal.
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1. Introducgao

O presente trabalho tem como escopo geral o estudo micro-estrutural de sistemas fluido-particula cuja
dindmica é norteada por interac¢oes hidrodindmicas de longo alcance mediadas por um fluido Newtoniano in-
compressivel. Estes sistemas bifasicos estdao envolvidos num grande ntumero de aplicagoes em diversas areas
do conhecimento cientifico e tecnoldgico, sendo que o caso particular de processos de sedimentagdo de suspen-
sOes encontra larga aplicagdo industrial em procedimentos de separacdo particula-fluido, como em plantas de
tratamento de adgua e processamento de fluidos de mineracdo.

Analises fenomenologicas de escoamentos particulados comumente requerem simula¢ées numéricas diretas
para a descricao da dinadmica da fase particulada com vistas & predicao de propriedades transporte. Trabalhos
como o de Brady e Bossis, 1988 e, recentemente, Sierou and Brady, 2001 apresentam técnicas para simulagio de
interagoes hidrodinamicas entre particulas suspensas em fluido Newtoniano sob a hipétese de escoamento em
baixo ntimero de Reynolds. Um método de expansoes multipolo para o calculo de interacdes hidrodinamicas
entre particulas rigidas foi desenvolvido por Ladd, 1988, e posteriormente aplicado a simulagdes numéricas (Ladd,
1993). SimulagGes numeéricas de monodispersdes realizadas por Cunha, 1995 mostraram flutuacdes de velocidade
divergentes, em contraste com resultados experimentais (Nicolai e Guazzelli, 1995) que reportam flutuacdes
independentes do tamanho do dominio. Hinch, 1988 e Cunha, 1997 discutem o problema da divergéncia das
flutuacoes de velocidade em termos de andlise de escala para suspensoes monodispersas randomicas, onde uma
flutuacio tipica do namero N de particulas &€ O(v/N).

Na presente anélise, aplica-se uma abordagem focalizada na fisica da micro-escala para a predi¢ao de com-
portamentos globais e propriedades macroscépicas de suspensdes mono e bidispersas sujeitas ao processo de
sedimentacdo devido a acdo de uma forga de campo proporcional & densidade. As anélises micro-estruturais
sao realizadas via simulagoes numéricas diretas baseadas num método Euleriano-Lagrangeano de descri¢ao da
mecénica do sistema bifésico, em continuagio aos trabalhos anteriormente publicados (Abade e Cunha, 2001a,b).

As segOes que seguem se organizam de forma a apresentar o problema e suas hipétestes fundamentais, assim
como estabelecer um acordo sobre a terminologia dos parametros do sistema particulado. Na se¢cdo 3 descreve-
se o método utilizado para as simulagoes diretas de suspensoes, sumariando idéias afins de estrutura periédica
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tridimensional, tensores mobilidade e intera¢oes hidrodin&dmicas interparticula. Na secao 4, sdo apresentados
resultados de velocidade média de sedimentacao e flutuacoes de velocidade, avaliadas sobre micro-estruturas
estéticas, estabelecendo-se comparagoes com predi¢des tedricas e correlagoes experimentais. Apresentam-se
ainda fungdes de autocorrelacdo de velocidade, tempos de correlacao e coeficientes de dispersdo hidrodinamica
a partir de simulagdes dindmicas do processo de sedimentacao.

2. Descricao do problema

Considera-se uma suspensao composta de N particulas esféricas rigidas, que podem diferir em raio e densi-
dade, interagindo hidrodinamicamente enquanto sedimentam através de um fluido Newtoniano de viscosidade
w e densidade py, sob condicoes de baixo nimero de Reynolds. O sistema ocupa um dominio tridimensional
representado por uma célula paralelepipedal com dimensdes d x £ x h e condi¢oes de contorno peridédicas em
todas as diregoes. Para a simulacdo de uma suspensdo infinita, as células unitarias compdem uma estrutura
periddica tridimensional como uma lattice de Bravais (Born e Huang, 1954).

Para o caso geral de uma fase particulada polidispersa composta por m espécies, o raio, a densidade, o
ntumero de densidade e a concentracio caracteristicos de cada espécie s serdo denotados por as, ps, ns € @s,
respectivamente. Os parametros adimensionais de polidispersidade relativos a uma espécie s serao representados
por razoes de aspecto A e razoes de densidade reduzida ns como segue

A.*32%7 77s=u; (321727"'77”)7 (1)
a P —pf
em que a e p correspondem, respectivamente, ao raio e densidade caracteristicos da espécie adotada como
referéncia para a adimensionalizacdo do problema.

A velocidade terminal de uma particula isolada, a difusividade ordinéria de Stokes-Einstein (1956) e o

nimero de Péclet relativos a uma espécie s sao dadas por

U =n,2U,, D =A;'Dy, Pe® =n,A2Pe, (s=1,...,m) ()

respectivamente, em que

KT, _al
6mua D,

2
Uo= —a’(p—ps)g, Do= 3)

= o
sdo as grandezas relativas a espécie referéncia, sendo g a forc¢a gravitacional por unidade de massa, k a constante
de Boltzmann e T' a temperatura absoluta.

A grandezas com dimensdo de comprimento (vetores posi¢do, distancia relativa entre esferas e dimensdes do
dominio) serdo adimensionalizadas considerando-se a como comprimento caracteristico. Para a adimensionaliza-
¢ao das forcas, utiliza-se o arrasto hidrodindmico de Stokes 6wual/y sobre uma particula isolada, sedimentando
com velocidade terminal Uy.

O problema posto é estudado para o caso limite de alto ntumero de Péclet (Pe > 1), o qual caracteriza uma
suspensao ndo Browniana, e baixo ntimero de Reynolds de particula, que, ao ser representado por Re = 77 /75 <
1, em que 74 = a?/v é o tempo de relaxagdo viscosa e 7, = a/Up é uma escala de tempo caracteristica do
movimento da particula, reflete a completa separacao entre escalas de tempo das dinamicas do fluido (difusao de
vorticidade) e das particulas. Desconsidera-se ainda a inércia da fase particulada, sendo o problema de célculo
de interagoes hidrodinamicas interparticula caracterizado como sendo do tipo mobilidade.

3. Simulagoes numeéricas

O novo esquema numérico de simulacio proposto baseia-se num modelo Euleriano-Lagrangeano de descri¢ao
do sistema bifasico fluido-particula. A descricdo Euleriana é aplicada 4 fase fluida e esta embasada nas equagbes
governantes para o campo de escoamento, representadas pelas equagdes de Stokes, sujeitas a um conjunto de
condi¢oes de contorno nos limites do dominio e na superficie das particulas em suspensdo. A solucdo das
equagoes governantes permite modelar as interagdes interparticula de longo alcance, descritas por um tensor
simétrico e positivo definido que depende unicamente da distribuicdo espacial das particulas em suspensao.

A formulagao Lagrangeana é representada por um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias que descrevem
a evolugao temporal de cada um dos espécimes constituintes da fase particulada. O acoplamento entre as
dinamicas do fluido e da particula é realizada mediante utilizacao da Lei de Faxén, a qual relaciona a velocidade
de uma particula a com campo de escoamento em sua vizinhanca.

3.1. Interagoes hidrodindmicas

Tendo em vista o bem conhecido problema de convergéncia inerente ao lento decaimento dos potenciais
hidrodindmicos interparticula e a conveniéncia computacional de se utilizar sistemas periédicos em simulagdes de
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suspensoes infinitas, 0 esquema numeérico utilizado para avaliagao das interacdes hidrodinamicas numa suspensao
heterogénea esta baseado na técnica de Ewald, 1921 aplicada ao tensor mobilidade hidrodindmica de Rotne e
Prager, 1969, segundo formulagdo proposta por Beenakker, 1986. A matriz mobilidade hidrodinadmica resultante
inclui todos os potenciais hidrodinamicos far-field ndo convergentes, os quais constituem uma aproximacio
ponto-particula, sendo a finitude das particulas considerada mediante inclusdo de um quadrupolo degenerado.

Para efeito de convergéncia das interacoes e aplicabilidade do tensor mobilidade supracitado, utiliza-se de
uma estrutura periédica tridimensional, nos moldes de uma lattice de Bravais (Born e Huang, 1954), para
a composicao do sistema particulado. Uma breve descricdo geométrica do sistema periddico é apresentada a
seguir.

Sejam os centros das NV esferas em uma célula unitaria denotados pelo conjunto de vetores Cy = (x1,...,TN)-
Considere uma, lattice periddica, cujas células unitarias possuem dimensoes d x £ x 2h, na qual o conjunto de
vetores posigao das particulas assume a forma geral Cy = (Z41,...,Zyn) = (1 + T,,..., N + ), em que

Ly = (’Ylda 72& 732,7‘)5 (715’72:73 = 0: :*:]-7 :E27 .. ) (4)

define os pontos da lattice, construidos pela combinagdo linear dos vetores basicos ortogonais dej,fes, 2hes,
utilizando os coeficientes inteiros v = {v1,72,73}, denominados indices da célula. O conjunto de vetores
{e1, ez, e3} constitui a base canonica do espago Euclidiano.

Os vetores de lattice reciprocos k¢ s@o construidos de modo que a funcao etk seja periddica em relacao
aos vetores bésicos e assuma valor unitario para todo v € Z, assumindo portanto a forma

G G G
k<:27i' (E’?’% ) (Cl,c2,§320,:|:1,:|:2,...) (5)
em que ¢ = {(1, 2, (3} indexa as células da lattice reciproca.
Considerando que as particulas « e 8 pertencam a espécies s e p respectivamente, a velocidade de sedimen-
tacao de uma particula « é dada pela Lei de Faxén, representada por

N
U*=M*(§)-F*+ )Y Gxp—za,8) - F”, (6)

B=1
em que M“(£) é a mobilidade associada & particula « isolada, F® = —n \2e3 + f* é a forca atuando sobre a

particula a, sendo —nsA3es o peso liquido, f* uma forga de curto alcance (lubrificagio e contato), tratada com
detalhes posteriormente, e

S ]' rs
Glas—za)= Y J" (@5 —a)+ 7 Y M (kO 7
Tyt ko0

é a mobilidade hidrodindmica do par a — 8 de particulas, a qual inclui termos relativos ds somas nos espagos
fisico e reciproco, cuja convergéncia é controlada pelo parametro & = 7'/2V~1/3 em que V = df x 2h & o volume
da célula unitiria. Pela imposi¢do de uma condic¢ao de velocidade vertical nula no fundo da célula utilizando-se
de um sistema de imagens (Cunha, 1995), o tensor JP*) e a funcéio © sdo definidos por

T = M) (255 — 24,6) - MP) (2l — 24,8) ©

O = cos[k¢ - (x5 — xa)] — coslk¢ - (T — xa)] 9)
em que os vetores 75 = (2,y,2) + T, e a:fyﬁ = (x,y,—2) + &, localizam, respectivamente, os pontos fonte e
imagem no dominio da lattice e M (Ps) ¢ g funcao de Green peridédica no espaco fisico, cuja expressao em sua
forma adimensionalizada pode ser encontrada em trabalhos anteriores (Abade e Cunha, 2001a,b).

As simulagbes da evolucio temporal do processo de sedimentacdo para sistemas em que se desconsidera a
inércia da fase particulada sdo conduzidas conforme a seguinte equacio Lagrangeana da particula

dx,,
. 10
o (10)
em que U? é fornecida pela Eq. (6), sendo necessaria uma condigdo inicial para distribuigdo das particulas,
fornecida pelo conjunto de vetores posi¢io Cy = (x1,...,ZTN)-

O problema de valor inicial supracitado requer a resolucao de 3NN equagoes diferenciais ordinarias acopladas,
as quais sao integradas numericamente por meio de um algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem.

Deve ser ainda mencionado que a utilizagdo de um sistema de imagens apresenta desvantagens com relagao &
formulacao de mobilidades totalmente periédicas do ponto de vista do esfor¢o computacional. Inicialmente por
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Figura 1: Evolugdo temporal tipica do processo de sedimentacio para 60 tempos de Stokes (a/Up). Em (a)
representa-se a evolu¢do de uma monodispersdo com ¢ = 0.05 e em (b) a evolucdo de uma bidispersdo com
¢ = 0.05 e espécies com razdo de aspecto az/a; = 1.5, distribuidas randomicamente a iguais fragdes volumétricas.

ndo ser susceptivel ao procedimento de tabelamento das func¢des de Green (Abade e Cunha, 2001a), responsavel
por uma redugdo de 90 a 98% no tempo de CPU, uma vez que requer elevado consumo de memoria, ainda
incompativel com os recursos computacionais de que dispomos. Um outro aspecto é aquele relativo 3 simetria
das funcoes de Green periédicas com relacao a particulas de mesma espécie, caracteristica que permite a reducao
das operagdes em um nimero proporcional a y_.- (N, — 1)?/2, em que N, denota o ntimero de particulas da
espécie s e m é o nimero de espécies diferindo em raio.

3.2. Forcas repulsivas de curto alcance

Conforme apresentado em secOes precedentes, a formulagdo adotada para a solugdo do escoamento fluido
induzido pelas particulas em sedimentagao considera apenas potenciais hidrodindmicos far-field. Este nivel de
aproximacao das interagoes, embora seja suficiente para a descricao do processo de sedimentacao em suspensoes
no regime semidiluido, ndo permite que efeitos de lubricagdo, oriundos da pressao dindmica no filme de fluido
entre as superficies de particulas em estreita aproximacdo, sejam capturados. Como conseqiiéncia, durante a
evolucdo do processo de sedimentacao, é possivel a ocorréncia de erros numeéricos devido a overlaps ocasionais
entre esferas. Este problema torna-se critico em regioes de elevada fragdo volumétrica da fase sélida, em
especial no fundo da célula de simulacdo onde ocorre formacao de um sedimento a concentracoes préximas do
empacotamento maximo, conforme representado na Fig. (1).

A abordagem do problema embasada na teoria da lubrificacdo exigiria, além da inclusdo de termos near-field,
o emprego de uma formulacdo do tipo resisténcia O(N?), inerentemente exigente em termos computacionais.
Propoe-se portanto a utilizagao de forgas artificiais de repulsdo, em conformidade com Cunha, 1995, que ofer-
ecam resisténcia ao movimento relativo de esferas em aproximacio simulando de forma satisfatoria o efeito de
lubrificacdo. Sendo as particulas a e 8 pertencentes as espécies s e p, respectivamente, a forca sobre a particula
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a devido & particula 8 atuando na direcao da linha que une os centros das esferas em questao é dada por

7 = Cmgenn | -2 7, para 0 < (c20n) <0 (11)
pL2

em que C] e (s sdo pardmetros numéricos arbitrarios que representam, respectivamente, a intensidade e a faixa

de atuacdo da forga, eqg = (As + Ap) — |€o — x| € 0 overlap virtual entre as esferas e g9 é a maxima separacio

entre a superficie das particulas para a qual a forca é calculada. A determinacgdo dos pardmetros Cp, Cs e

€o realizou-se por meio de experimentos numéricos com um par de particulas, considerando diferentes relagGes

entre raios, nos quais a aproximagcao relativa foi induzida pela sedimentacao diferencial.

Embora as forgas de lubrificacdo apresentem um cariter divergente no regime viscoso que evita o contato
superficial entre as esferas, considera-se uma forca restauradora devida a eventuais colisdes elasticas provenientes
de inacurécias numéricas, em parte associadas a limitacoes de passos de tempo. Por simplicidade, utiliza-se
uma relagdo linear para o contato interparticula de tal forma que a forg¢a normal eléstica seja proporcional ao
overlap virtual das particulas em colisdo. Tem-se, portanto

fo = —keap?, paracag >0 (12)

em que k denota a constante de elasticidade cujo valor depende de propriedades mecanicas (nimero de Poisson
e modulo de Young) e geométricas das esferas em coliséo.

As forcas repulsivas supracitadas sdo também empregadas para modelar interacgles particula-parede em
simulagdes com contornos impenetraveis.

4. Resultados e discussao
4.1. Simulagoes no tempo zero

Na presente se¢do, apresenta-se-a a obtencdo de propriedades transporte, tais como valores médios e flu-
tuacoes da velocidade de sedimentacao, avaliadas sobre diversas configuracoes randdmicas, as quais compdem
um conjunto ergddico e estatisticamente homogéneo. O procedimento numérico de geracido das distribuicoes
randomicas e igualmente provéveis é descrito em detalhes em trabalhos anteriores (Abade e Cunha, 2001a).
Enfatizam-se os testes de validacido do esquema numérico mediante comparacdo de resultados da relagdo fun-
cional entre a velocidade média de sedimentagao e a fragdo volumétrica da fase solida, para sistemas randdémicos
mono e bidispersos, com aqueles preditos pela teoria e/ou verificados experimentalmente.

4.1.1. Velocidade média de sedimentagao para monodispersoes

A validacdo do método empregado para a geracdo da condi¢do inicial do sistema particulado associado com
a rotina de calculo das interacdes é feita mediante comparagdo com resultados experimentais para a velocidade
média de sedimentacdo em func¢io da concentragdo, representados pela correlagdo de Richardson e Zaki, 1954

f(9) =U)/Uo =(1-9)", (13)

para a qual foi assumido um expoente n = 5, e com a expressao assintotica de Batchelor, 1972, baseada na
premissa de ergodicidade e homogeneidade estatistica das distribui¢des, dada por

(U)/Us ~1—56+0(¢*) (14)

Uma outra base de comparagdo tedrica que se utiliza é representada pela expressio devida a Brady e
Durlofsky, 1988, apresentada a seguir

) 1 6 (5—¢+1/2¢
e =tro-3 - ().

obtida utilizando-se da aproximagdo de Rotne e Prager, 1969, e considerando a funcio de distribuicéo radial de
Percus-Yevick.

A Figura (2-a) apresenta os resultados numéricos da velocidade média de sedimentagéo em fungdo da fragéo
volumétrica para monodispersdes, estabelecendo a comparagdo com os resultados preditos pelas Eqs. (13) a
(15). Para condi¢oes diluidas (¢ < 0.03), os resultados numéricos fornecem valores abaixo dos valores preditos
tanto pela teoria quanto pelos experimentos, sendo a concordincia verificada apenas dentro da faixa do erro
estatistico. Esta discordancia em termos da média se deve a efeitos de periodicidade e finitude do sistema, os
quais serao melhor explorados na Secao 4.1.3, que impdem a necessidade de um nimero maior de particulas
para que o sistema assuma caracteristicas randdmicas preponderantes sobre o grau de ordenacdo conferido pela
lattice. Para concentragoes no intervalo semidiluido (0.03 < ¢ < 0.10), as simulages proveém resultados em boa
concordancia com os preditos pela correlacdo empirica, ressaltando que o nivel de aproximacgao das interacoes

f(¢) = (15)
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captura o comportamento dominante das suspensdes em sedimentacio. Para fra¢des volumétricas acima de 15%,
as velocidades médias sao super-estimadas, o que reflete a necessidade por termos de alta ordem na aproximagcao
das interacgoes hidrodinamicas.

@ (b)

' " Simulacoes —s— > ' Esbecie de menor raio —s——
1 Batchelor (1972) —— Especie de maior raio —e—
8 Brady-Durlofsky (1988) - g Batchelor-Wen (1982) ——
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2 2
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Figura 2: Velocidade média de sedimentacao, adimensionalizada por Uy, em funcao da fracdo volumétrica total
para (a) monodispersdes e (b) bidispersdes com ¢1 = ¢o = ¢/2 e A = az/a; = 2.

4.1.2. Velocidade média de sedimentacgao para bidispersoes

Apresenta-se nesta secio a validacdo dos resultados para a velocidade média de sedimentagdo numa suspensao
composta por duas espécies de particulas diferindo apenas em raio. Como base de comparacio, utiliza-se a teoria
de Batchelor, 1982, para polidispersoes diluidas, representada pela seguinte expressao

({U)
Ug?

fo(@) = ~ 14 Sy +0(6) (s=1,2,...,m) (16)

a qual fornece a velocidade média de sedimentagdo de cada espécie s numa suspensdo composta de m espécies
distintas. Os termos S;, sdo coeficientes de sedimentacdo cujos valores dependem da razdo de aspecto A = ap/as
e da razao de densidade reduzida n = (p, — py)/(ps — py), sendo fornecidos em publicagido de Batchelor e Wen
,1982, para varias combinacoes de A e 1.

Para se estabelecer a comparacdo em intervalos de fracdo volumétrica maiores, utiliza-se da correlacao
proposta por Davis e Gecol, 1994, apresentada a seguir

Us)

fs: UO

=X(1—¢) % [ 1+ (Sep — Sas)s (17)
pEs

em que os coeficientes Sy, assumem os valores apropriados providos por Batchelor e Wen, 1982.

Na Figura (2-b) sdo representados os resultados das simulagdes com bidispersées em comparacdo com aqueles
preditos pelas Egs. (16) e (17), para as quais foram adotados os valores S;; = Saa = —5, S12 = —9.81 e
Sa1 = —4.29 para os coeficientes de sedimentac¢do. As simulacoes se realizaram para bidispersdes compostas por
1000 particulas e impondo-se concentragoes iguais para ambas as espécies. Os valores médios e erros estatisticos
foram avaliados sobre 100 configuragdes randdmicas, independentes e igualmente provaveis.

Observa-se da Fig. (2-b) que as regides de melhor concordancia, no regime diluido (¢ < 0.02), com as
Egs. (16) e (17) diferem para as duas espécies. A razdo desta diferenga estd no namero de particulas que
representa cada espécie em suspensao e na susceptibilidade aos efeitos de periodicidade e finitude do sistema.
Uma vez impostas iguais fragoes volumétricas para as espécies, aquelas de maior raio possuirao menor nimero
de elementos e, por conseqiiéncia, apresentardo uma, caracteristica ordenada mais pronunciada. Desta forma, no
regime diluido, os valores de velocidade média para a espécie de maior raio tendem a ser inferiores aos preditos
por Batchelor e Wen, 1982, e Davis e Gecol, 1994, mas mantém-se uma concordancia dentro do erro estatistico.
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4.1.3. Efeitos de finitude e periodicidade do sistema

Conforme ressaltado em trabalho de Philips et al., 1988, e extensamente verificado nas presentes simulacoes,
a utilizacdo de um sistema peridédico na modelagem de suspensdes randdmicas infinitas d4 margem a efeitos in-
desejaveis sobre algumas propriedades transporte, notadamente velocidade média de sedimentagao e coeficientes
de difusao hidrodinamica, e que se mostram relativamente severos em problemas de sedimentacao.

Embora tenha sido utilizado um procedimento estatisticamente rigoroso para a geragdo de condig¢des inici-
ais randomicas no interior da célula de simulacao, a repetibilidade da células no espago para composicao da
lattice introduzird um grau de periodicidade ao sistema, o qual serd tanto maior quanto menor for a fragdo
volumétrica da fase particulada. Em suma, as suspensoes consideradas apresentarao caracteristicas peridédicas
e randomicas cujas propriedades refletirao uma composicao dos efeitos isolados. Uma representacao simples
desta superposicao, sugerida por Philips et al., 1988, é apresentada a seguir para a dependéncia da taxa de
sedimentacao em relacao & concentracao

590 = T =1 509N g1 = N (18)
em que Yord € Yran SA0 0s coeficientes O(¢1/ 3) e O(¢), respectivamente, representativos das solugoes assintéticas
para distribui¢des ordenadas (Saffman, 1973) e randomicas.

Observa-se portanto que, efeitos de finitude e periodicidade decaem muito lentamente (N ~/3) com o ntimero
de particulas, e para que haja prepondorancia segura de caracteristicas randémicas do sistema exige-se N >
¢~ 2, 0 que representa uma imposi¢io extremamente severa em regime diluido e limitadora para simulacdes
computacionais segundo métodos inerentemente O(N?).

4.1.4. Dependéncia das flutuagoes de velocidade com o tamanho do sistema

Nesta secao pretende-se verificar a dependéncia das flutuacoes da velocidade de sedimentacdo com relagao
a0 tamanho numérico do sistema com o intuito de confirmar questoes de divergéncia da variancia de velocidade
postas inicialmente por Caflish e Luke, 1985, e posteriormente confirmadas por Hinch, 1988, em termos de
argumentos de escala.

Para suspensdes monodispersas randdmicas, mostra-se que a flutuagdo de velocidade (U’) aumenta com a
dimensao linear £ do sistema de tal forma que a escala

W)~ Uoyfol (19)

representa esta dependéncia.

As presentes simulacoes foram conduzidas para mono e bidispersées de forma a verificar se efeitos de po-
lidispersidade tendem a modificar a dependéncia representada pela Eq. (19).

Na Figura (3) é representada a dependéncia das flutuagoes de velocidade, nas dire¢des paralela e perpendic-
ular & gravidade, com relagdo ao parametro do sistema /¢f/a. As simulag¢des foram realizadas utilizando-se um
namero fixo de particulas (N = 300) distribuidas randomicamente no interior da célula totalmente periodica.
Os valores médios e erros estatisticos das flutuagoes de velocidade foram avaliados sobre 100 configuracoes
randomicas, independentes e igualmente provéveis.

Observar-se a forte caracteristica linear da relagdo apresentada, em especial na dire¢do paralela & gravidade,
e conseqiiente reprodu¢do da proporcionalidade entre (U') e /¢€/a predita pela Eq. (19), para o regime
diluido (correspondente a baixos valores do parametro do sistema). A fuga do ajuste linear, conferido pela
linha tracejada, e subseqiiente saturacao das flutuacoes sao devidas ao aumento da fragdo volumétrica da fase
particulada e conseqiiente perda de mobilidade dos seus constituintes.

Na Figura (4) representam-se as flutuacoes de velocidade, nas diregGes paralela e perpendicular a gravidade,
em fun¢do do pardmetro do sistema, para as mesmas condi¢oes das simulagoes realizadas no levantamento da Fig
(3), exceto pela imposi¢ido de impenetrabilidade do fundo e topo da célula de simulagdo. A proporcionalidade
representada pela Eq. (19) é também verificada para condigbes diluidas, sendo a fuga do ajuste linear e a
saturacao das flutuacoes devidas 4s mesmas razoes explanadas em caso anterior. Entretanto, verifica-se que a
amenizacgdo dos efeitos de periodicidade vertical pela impenetrabilidade teve reflexos na inclinagdo das curvas
de ajuste linear no sentido de reduzir a anisotropia (U, |’|) /{U" ) de flutuagdes para propor¢des mais realisticas.

Por fim, representa-se na Fig. (5) a dependéncia das flutuagoes de velocidade, na diregao paralela & gravidade,
com relagdo ao parametro do sistema +/¢¢/a numa bidispersdo caracterizada por as/a; = 1.5 e ¢1 = ¢o = ¢/2
e composta de 300 particulas distribuidas randomicamente numa célula totalmente periédica. A proporcional-
idade predita pela Eq. (19) é novamente verificada, sendo que a polidispersidade n&o induz, a principio, um
comportamento diferenciado da varincia perante variacoes do parametro do sistema. Estabelecendo uma com-
paragdo com a Fig. (3), observa-se que a presenca de particulas maiores em suspensdo induz maiores niveis de
flutuagao de velocidade em particulas de raio unitério.
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Figura 3: Flutuagdes de velocidade em fun¢do do parametro do sistema /@¢/a para uma suspensdo monodis-
persa, contida numa célula com lados periddicos. As linhas tracejadas representam o ajuste linear (a)

(U|’|)/U0 = 0.79y/¢¢/a (paralela & gravidade); (b) (U’ )/Uo = 0.20/¢¢/a (perpendicular & gravidade).

4.2. Analise estatistica da evolugao temporal

A estatistica de longo tempo realizada sobre evolugbes temporais do processo de sedimentacdo consiste
basicamente na verificacdo da descorrelacao das velocidades das particulas mediante determinacao das funcoes
de autocorrelacdo, a partir das quais serdo obtidos tempos de correlagdo e difusividades hidrodindmicas. As
funcoes de autocorrelagao de flutuacao de velocidade nas dire¢oes paralela e perpendicular & gravidade, as quais
denotaremos por C)(t) e C(t), respectivamente, serdo calculadas na forma

C(t) = (U'(to)U' (to + 1)) (20)

em que { ) denota a média sobre as particulas em suspensio, sobre diferentes tempos iniciais to e sobre as
realizacbes a partir de condigdes iniciais independentes e igualmente provaveis. U’ = U — U denota a flutuacdo
local de velocidade, em que U é a velocidade média avaliada sobre as particulas em suspensao.

A Figura (6) apresenta as fungdes de autocorrelagio de velocidade normalizadas, C(t)/C(0), para a evolucdo
temporal de uma suspensdo monodispersa a ¢ = 0.03 durante um tempo adimensional de 100a/U. Observa-se a
tendéncia de descorrelacao das velocidades em virtude do decaimento das fun¢oes de autocorrelacdo em direcao
ao valor zero, embora o tempo de evolucdo tenha sido insuficiente para que houvesse total descorrelacao das
velocidades na dire¢ao paralela & gravidade. Os valores médios e o erro estatistico das autocorrelagoes foram
avaliados sobre apenas 10 realizacGes, por questoes de tempo de CPU, ndo permitindo a eliminacdo completa
de ruidos estatisticos na apresentacdo dos resultados.

O calculo do coeficiente de dispersao hidrodinamica, representado em forma tensorial por

D = 6363D|| + (I — 6363)DJ_ (21)

é realizado mediante integracio da funcgio autocorrelacao C(t), conforme representado a seguir

D = /)oo Cy(r)dr e Dy = /Ooo C,y(r)dr (22)

A Figura (7) apresenta os coeficientes de dispersdo hidrodindmica obtidos via integragdo numérica das
fungdes de autocorrelagao representadas na Fig. (6). Observa-se uma anisotropia de difusividades D /D = 60
elevada em comparacdo com resultados obtidos via simulagdo numérica, como os reportados por Cunha et al.,
2001, (D) /Dy =~ 10), e aqueles obtidos nos experimentos, D/D1 ~ 5 (Nicolai et al., 1995). Estas elevadas
anisotropias dos coeficientes de dispersdo se justificam pela utilizacdo de condi¢ées de contorno totalmente
periddicas, em especial na direcdo da gravidade, a luz da grande reducdo da razdo D) /D obtidas por Cunha et
al., 2001, pela imposicdo de impenetrabilidade do fundo e topo da célula de simulagdo e conseqiiente atenuacao
dos efeitos da periodicidade vertical.

Por fim, na Fig. (8) sdo representados os tempos de correlagdo para as diregdes paralela e perpendicular &
gravidade. As curvas representadas foram obtidas a partir da relacio 7 = D/(U’?). Verifica-se uma anisotropia
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Figura 4: Flutuagdes de velocidade em fun¢do do parametro do sistema y/@¢/a para uma suspensdo monodis-
persa em dominio com fundo impenetravel e lados periddicos. As linhas tracejadas representam o ajuste linear

(a) (U|’|)/U0 = 0.60+/¢¢/a (paralela & gravidade); (b) (U')/Us = 0.25\/¢¢/a (perpendicular & gravidade).
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Figura 5: Flutuagoes de velocidade na dire¢do paralela a gravidade em funcéo do parametro do sistema /¢€/a
para uma bidispersdo (as/a; = 1.5 e ¢1 = ¢2 = ¢/2) em dominio periddico. As linhas tracejadas representam

o ajuste linear (a) (U])/Uy = 1.400+/@€/a (espécie menor); (b) (Us) /Uy = 1.3451/¢€/a (espécie maior).
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Figura 7: Difusividades hidrodinamicas para as dire¢oes (a) paralela e (b) perpendicular & gravidade.

af /71 = 4, sendo o elevado valor encontrado para a razao D” /D devido a contribuigdo das razdes da variancia
de velocidade (U|?)/(U?) =~ 15.

5. Conclusao

No presente trabalho, descreveu-se uma metodologia para simulacdo numérica de suspensoes nao coloidais,
mono e bidispersas, embasada numa, formulacao Euleriana-Lagrangeana de descri¢io, sob a hipéteste de escoa-
mento em baixo nimero de Reynolds de particula.

A partir de simulagoes no tempo zero, foram obtidas relagoes funcionais entre a velocidade média de sedi-
mentacdo e a fragdo volumétrica da fase solida para mono e bidispersoes no regime semi-diluido. Em condi¢oes
de regime diluido, boa concordéncia dos resultados com predicoes tedricas e correlagdes empiricas é verificada
dentro da regido do erro estatistico. Ressalta-se o forte efeito da periodicidade sobre a velocidade média de sed-
imentacdo, o qual impde a necessidade de elevado nimero de particulas para se recuperar relagoes assintdticas
para a fungdo f(¢) em casos limite de ¢ < 1.

Foram ainda abordadas as questoes de divergéncia das flutuacoes de velocidade com o tamanho numérico do
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Figura 8: Tempos de Correlacio para as diregbes (a) paralela e (b) perpendicular & gravidade.

sistema. Verificou-se que para os sistemas simulados, as flutuacoes de velocidade mostraram ser proporcionais
ao parametro y/@¢/a, conforme predito pelas analises de escala (Hinch, 1988; Cunha, 1995). A imposi¢do de
impenetrabilidade do fundo da célula, assim como bidispersidade, nao produziram qualquer modificagao na
dependéncia (U') /Uy ~ \/@€/a, a menos do coeficiente de proporcionalidade.

Resta, portanto, a implementacdo de simulagoes de dispersoes confinadas, com condigbes de contorno de
impenetrabilidade e ndo escorregamento impostas nas paredes da célula de simulagao, na expectativa de que as
flutuagdes de velocidade apresentem uma dependéncia (U') /Uy ~ ¢1/ 3 apenas com relacdo & fracio volumétrica,
para sistemas suficientemente grandes. Uma futura exploracdo das simulacoes dindmicas com polidispersoes
poder4 ser bastante instrutiva na medida em que hi uma expectativa de que interac¢oes hidrodindmicas mais
intensas possam induzir mudancas micro-estruturais significativas num longo tempo de evolucdo, de forma a
modificar a dependéncia das flutuagoes em relagdo ao tamanho do dominio.

Os resultados de simulacbes com imposicdo de impenetrabilidade do plano inferior da célula de simulacao
estdo ainda restritos a micro-estruturas estaticas, o que se justifica pelo custo computacional ainda proibitivo.
Face a reducao da anisotropia de flutuacgoes de velocidade verificadas, espera-se reproduzir, a partir de simulacoes
dinamicas, razoes de difusividades hidrodindmicas préximas as reportadas nos experimentos (Nicolai et al.,
1995).
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DIRECT COMPUTER SIMULATION OF UNEQUAL PARTICLES MOTION IN SUSPEN-
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Abstract. The work investigates suspension of equal and unequal particles sedimenting in a box with periodic sides.
Computer simulations of sedimentation velocity and its variance based on statistics over a large number of random con-
figurations are calculated for monodisperse and bidisperse suspensions. The simulations indicate that the variations in
the individual particles’ velocities are due to varying configurations of neighbouring particles and the result of viscous
hydrodynamic interactions. It is shown how the sedimentation velocity and its variance might depend on the size of a
system with periodic boundary conditions. It is also explored the effect of polydispersity and particle concentration on the
velocity fluctuations. From dynamic simulations velocity auto-correlation functions and hydrodynamic diffusivities were
obtained. The results for the mean settling velocity were found to be in agreement with theory and experiments. The
results for the hydrodynamic diffusivities show strong vertical-horizontal anisotropy.

Keywords. random suspensions, sedimentation, particle interactions, velocity fluctuations
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