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A P R E S E N T A C Ã O 
' 

t) Et-:<:1'1'' HH nJ:lntênt a fi l(Js ofia que levou a Associaçao Brasil e ira de C i ê ncia s 

~ h- c?in i c; t s - AI1CH, l ' OI r esposl~t ao s a n sf' ios da co munid ade , a organ -izar e m 19 86, n o Rio 

de .l a.nP.iro, o pri meiro Encontro dessa natur f•za . 

Des tu VPZ, n o Estudo de Sao Pau l o , juntaram- se i ABCM, na organizaçio do 

evcn t o . o ln s t j tu tu ti E• P(•scpt i sas Espac iais - INPE e o Cen tr o T éc ní c o Aeroes p acia l - CTA 

t:' , C O n S l1 ll a n t (' í..' t l m a t' X p ('c t a t i V a d C n OS S O S COm p a !lhe Í r O S da COm j S S a_ O Ü r g a 11 i Z adO r a dO 

EN C I T ' 8 h , o s l' r í t ;. r i os h 3 s i L' os por c I L' s s u g e r i do s f o r a m inte gra l me n t P ma n t id os . 

ll ai , comtl Ctl l1SL'q\\0nl· ja, o ENCIT ' 88 co nta co m temas ap licad os e científicos que , 

L' lll Lll'zcs st•Lc tÕ pi cu s, assoei .1m assuntos te cnológ ico s de pont a co m as ÚJ timas r e flexÕ es do 

ClH1 1H• c iment o cientÍ f i co . Conta tamb ém c om ci n co tra balhos co nvidado s e co m u m pa in e l sobr e 

o Programa d e 1'e r rnuci~nc ia s IlO contexto do curso de Graduaçic) em Eng e nharia Mecinica. 

Fin al me nte, na busc a da pr eserv açao da qualidade dos trabalhos aceito s para apresentaçio, o 

Comitê de Revisores fo i tripli cado, e , com a inestimável ajuda dos P rofes sore s Doutores 

.~ l varo T. Prata e ClÓvis R. Ma liska ( UFSC), Paulo R. de Souz a Mende s (PUC/RJ), Antônio 

Ma cDo well (COPPE) e Carlos A. Altern a ni (UNICAMP), viabilizou-se um cuidadoso processo 

cruzado ond e trabalhos de urna Institu içio foram sempre revistos por gr upos de outra. Assim 

e qu e o ENCIT 1 88 estabelece urna derivada po s itiva com 94 trabalhos aceitos (de um tot a l de 

146 recebidos), com um aum e nto de 50% e m relaçio ao ENCIT'86 

Na ce rtez a do continuado sucesso dos nos sos pr~xirno s eve nto s , em nom e da Comiss~o 

Or gan izadora do u as h oa s vindas aos part ici pan t es do ENCIT'BB, desejando a todos um 

prov ~ il(lSO I~Jlt'O !ltrc,. 

D e rn~trio Basto s Net to 

P r esidente do ENCIT ' 88 
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!to I' O III J•llf•'l' ).!.<'11"1':11< ·• 1 , ,jj l lo\\ l 11w:-.. \\'III< h :t r• · ~~11)\\ ' fl iii Fi,t!.tll't ' K rl w ;..;o· 
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or liJw:-; , \VIIt ' l't· p :lrt.irll'." ;JcCIIflllli:!!t' ron~l Ílltlo· li tH'S of f!ow sPpilraLÍon. On 
t.IH ' r11hl'·r IJ:tlld , litt ''" o f f't'<i!!:J•·I,ttwrr! dr•· ~·l•:•ri!rl, · ri ·t t • d hy r•·gions in \Vhidt 
;J[] p:1 !'I i(' I r·~ II II 1\'<' i\\\':1~ - fr ( l]J I l [ 

Fi .t:; 11r•· K :·dt«\\' -.; 1 h :t i tho-r•· :JI't ' 1 1\ <1 l 1r1 •' :-> , ,f :-. l'p : tr:\1 io 11 L)\' oT t.lw :-;jd,· 

,,f t!J, . ho d.\ \\·,.Lili ;.!...,, ) f<k·td.il} :1 II tH[ , · , ,f " ''l );n:tiÍ•>!l : II! on t. lw lt•c 

t'.' ' twrat <Jr . \V,· r :ut s ,., , ffl llll !h·· li ~ 11 r •· l it :t l tl w ll••w 11 11 tl w ltTs id• · s•' P 
:tr ;Jt• ·:-. jns l d o\\' 11 :-. l r •·;,,n ,, f t!t" ,·l li p:-.t• td .d 11! •:-1· ~".\' I I • H kr in t.P rs•·c r.i{ln Tl w 

ll ow p •; JI I: tch u w nl. \\' III nnly •u·n 1r d t> \\'ll " lr•·: f/1 1 ,,f th" IH,:II.I :•i l . ;,[r.-·;ul y o \·, -r 

t lw ··.\'l indr H·:1I :~ ft nJ ,,, [\· ..,,.,. , ,, ,11 Tl 1o· ··· qn pl·· t· · l,,,:tt.t. :til t:-- i n liJ tt· r~~-d in :1 
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Fig11re !J: Part.irl •· i.r : t r ~-s for IJ ; IIllJJJ•TIH·<~d ('(Jilligural.itm at ;\/ , . ..._1 =: O.r'i.r> and 

()
0 (:-;!dt • \ ' H'W) 

[' t'S H]t.s )lP'SC II!f· d j]JJJ.>.i l ['(ll ,o· I lll' :tl'ldi c;lf_Jilll , ,f 1]1:' IIW1 .h <l d fnr Yitl'iOH S !'OJ JÍi ~ -­

llJ"al.iOIIS i llld lti_c:llf cr• JJ •IJii • •ll S Tlw IJI'•' :-it' lll l't õJll!llll :Jtiu rJ <t l rcs11lt." rn rrr·latt..• 
wcll witl1 th· · ;j\.' ;JiL .IJ J,. d;d ;J 

Tlw nH h · dt·\Tio pt·d w :1s o.~pl . lllli /.( ' '-1 l•, run in a ( : !)( · ( ·_vhn :w:, I'OII l ­

pul.~>r . Fnr !.l w ca :--- t·s \\·i l.I L IIH' la r !;!: t·r .c; rul , tlw databa.sf' 1!-- uot <·, ,r, •-conl.a.Íiu 'd . 

Tlw ro df• 1 ~ h i ~ ld ) \'t'rlt> l'l /,•·d ;,n.J l l t :\k l's I 'X II- nsi vt' ust• u i as~· u c hru ll o ll s 1/ 0 

iu o rd t'f lo Ílll jlf• )\'t· til, · •· fl i('i , ·JH'Y of I h(' n·ad f writ.e o pl' r:tt.i•m :--- . 1-: vt' ll wit. h 
s u c: h enha.n ro' II H'J !I.s, III• ' <'q lllptJt.al.io nal ('OSI. o f t.hc caku lat. Ífl ll:-' do •:..:n ii H"d 
h t ~ rr· Íf' no!. t.ri vi;d. 1-'1, r t lh· lt all llll!'rlwad r a.-w s , t. yp icall y SOIIIl ' :' ;)()(} t.o '1000 

time stcps were n ·• tnir•' d t o• adJÍt ' \'1' . - o,,v, ~ rg(' tJ <'t' , íi .S :-iliJJ I Í H ~ l.h;d. t.lu• u scr 

star t.ed frmu "sna.t.c h ". i . (' . , il .. ".">llllli n ~ frt•• •;-; t rc;tin cvt~ryw l wn.•. lt. IIIUSL 

be meHtioncd th ;tt., fo r t .h cs• ~ C< l .'-' r~ s, approximt1tely lU (TU so~co nd s in the 

Cyber '20f'1 are spcnt. JWr it(' rat.ion. I!. should lw rlr·;tr, ho\vr·vt.•r , l.hat. on cc a 
solution for a r\'r!.ain fli ght rondit.iou has lwt'J\ obtaitwd, it. ra 11 IH' nst :d as 

Lhe st:1rting gJit'S::> to c aku l a. t . t~ t.h(' solution ata diffc •rt ' JI1 . fli ~ ht r ondit.i o 11. 

Tl1e convcrp;cn cc in :--. IH' h t' ii St.' ('; IJJ lw o htaincd aJa frildi o n o f t.l1 o~ cos i. . 

Spart• IHnitat.io ns prcvt ~ JJ I. C' d t.lw discussioJJ o f :--- O IJH' diffirult.i cs o h­
served witit t. ho· l.urlHdi ~ J H: i • lltodo ·l 1 :~1 in t.llf' r a.se; with 111as." iv l' ft o w st•p;ua­

l.ion . Tlw imporl.a.nl. o ul.co llli ' is t ha t. 1 lw si 11 1ph-· t . urhuJ, • Jir• ~ m o dcl ust:d hne 
1n ight. uo t. I)(' t. hc lllt>.S I. ;tpp roprtil.l.t• fnr l.lwse fl pw:-:; with ext.<' us ive sf•parat. io n . 

A r~conuJwud at 1nn would IH" to lonk iuto t he po:-;sih ility t ) r irnpl t ~ IW ' HI. i ug 

rno rc sop l1is Lica.l.f ·d t i IOde i!=>. Fo r ilrSt <ul r f•, llte .l o l11t.so r• and 1\ irt ~ (I HJ l i iOdei 
S<'f' IHS t.o produ ce tW.JrP ro i11 1SI. rPsults wit.h v<·ry litt.lc incr(' <J."'(' iu cornpn t.a~ 

t. ionctl ros l.s 

Tlw pn·~ t· r : r ,- , ,do : \\': 1 ~ d( ·\ d •qwd wit.l l !lw ol>jcrtivt nl' h ; , v iJJ ~ a.Li lll t' · 

acruratl • snlvt•r ' I ' ] Jt'•! ' t ' f• H •', n<• t'l l ll\ t ' f' ,!.!,t -J!!' I ' ;u·ct •krat.ion l.o·(- IJrJ iqHt ' w:rs in ~ 

corpor;d,cd in\.tJ t.IJI' i' l.i g< H"JI .hn L lf n n!y s l.l'ady-st .at(' appl irat.i ons :rr t · o !' in .. 
t.cn·st., enhaHI'Ctili'JJI.s SIJ C. h as varia h!~> l.itnc ;-;1.cpping ur lllllit.i p,ri d 1.c •d111Íqllt'.-:.; 

are st.rongly rt ·ro iJJI'IH ' Inlcd . 

Finally, t.hc auU10r \\'Ou]d likt· to closc t.his di sr us.'i i(J JJ wit.h " f'f·w 
words ahotJt. t.lu-~ ilnpürt.aJJU' of good g, r ;qdJic;-; in ordl'r t.o (UJ:d y,~ · t.h t 'S(' 

C FD resr dts . Th is suh.i• '<'l. li as lw t' ll t.•xlt' Hsivdy disn1sS1'd in t. ht' li\.t'rai.JJI'I ' , 
IHll t he a.ul.IJo r I.J('}i ,·vcs ii. (.' atriiOI. I H~ ovcwmpha .. ;,; Ízt.'d . T ht• i\11\ 0 IIJJ I. of da.\.a 
gc-n4'ra.t.ed in i. hc-sc t. hrcc Jiane us io na l s imulat ious is eno ruJOIIS1 a ud it. wo uld 
Cl ~ r t.ainl y he too IIIU Ch to as k of t. hc~ a nalyst t.o t. ry t.o lll< t. k~ ' a uy ~~ · n se o ut 
o r a list. iag of lllHIIbt:rs. Fl~t'l.h c rrno rc, ('Oio red sca la.r ('Qili.OIIr plo ts 111 (1} 

not. be e u(;ug h iu <"Oill p l f: X fl o wfidd sit.ua l ions . 'The a hility to p;cut~ ral - <' 

parti ele t.ra(' f' plo t.s o r t.o reprc;-;c lll. w:d.or fidd!-> , :me h ai-> veloc il.y o r V<JrLi (. i l.y 

vedors , h~e<Jrncs a nrn s t. in t. IJ cse ro111plex llow ca.·ws in o rd er 1.<' uudr :rs t.a1 1d 
Lhe rt~stdl.s lwiug r a lnd ;-ll .ed . IJJ b!lllllltary , _l!,tJüd graphi c f'a.pa.hilit.i t"· :-; is an 

esscntial pari, of !.hf·~::> ( · t,hre t ~ di ll w nsío nal fJO\V simul<ttÚH!S. 
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NliHLR I CA L S I ~IUJ.AT IUN OF Til E SUPER SONlC FLOW AROUND ARBITRARY 

SHAPES liS I Nt; THE SHOCK-CAPTLIIUNG TECHN lQUE 

8 
l> ivis~o de l'm j e t os AEI> / ETI' 

lns t . de Al i v idades Es pacL:.1i s 
S;·~~~ . J, >s~ d 1>s Camp Ps - SP 

e Cl ov i s Raimundo Ha liska 

De pto. J:ng. Mecâni ca - UFSC 
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Fl o ri a nÓpol is - SC 

i\BSTRACT 

lltl' t hrL' l' -d i mens iotl .:t .l su personic fluw around complex configurat .i ons Like a 
l <J tltll:lt ve!ticiL' is det~.;.~rmined usíng a shock-capturing tec hnique embodí ed in a finite ­
di 11 erl·IIcc appruac h in gt' n e r<JLized coordinates. Th e eq uations are wr itten .in 
nl ll.'-' e rv;Jt Í<>ll-l <tw f (>fm ctnd integrated from a n initi.n l data plane down stream over the 
bu d ~'· I<;, ist ín g s h uc k w<.tv~s a re c3ptu red automatically. Resu lts are ccnnp a r ed wi th 
~:·:-~p eritHt'IJt dl J at. ~ 1 to d~mtH1stra te the ability of the mode l to accurate] y predjct the 

i11 viscl d t l tlWS arou n d ; 1 ~p~1ce v ehicle . 

I NTIWillTl l <l\ --------

l n l ht• dt.•s i g~t ui ;t :-.liJH' f S( I Ili c ! ; !l! lll" h ve h icle 
t h~rt! drL· m;Jn y t•! fL·c ts t h.t t ; Jf l_' 11 1 utn11 1S l impo rtan CL' 

t n hí..! determí 11 ed ... \ nl\ 111 g t iiL'm dfl ' tllt· ilt..> r u d v namic 
.Loads llt'Cl!SS i..lr y !l i i" thc> p rL·dictillll nf thL' vehicle 
tr .: t j~..~cttlry. !'h l' <~h i I itv nr comput in g nu me rí ca lly the 
l odd dist ributill ll around LHI I! Ch ve !Jí c les is of 
co nsiderab l e import;Jnct·, mainl y heca u se Lh e h lgh costs 
llf V.1 Í ild - ltl ll 1H.: I tes t s . L;Iretul :ntd we l I ch osen wínd 
t une l expL· riml'll l s , in cntl _j tlll l: ti on willi powerful 
numeri l·a l s imuLtt Í l lllS ;1rc th~..~ less cnsl l y app roach fnr 

d ;.;!s igning .1 sp .:1 ce vclt i c l t · . By i t s Lurn , tl1~ n umeríc;:-ll 
s~' l u t i ('!1 p f t!! :...· thr l'e -d i meJJ:: i nn;.:i l"l o w f iL·Id e q~ J."!ti n n :; 

js no t an eas y t.:1sk . w ít il ~HI U e d CPm p l ~x it y , \•.d1en th e 
s ol u t íun d om~ lin i s irr egu l ii r . 

ln thc prese nt \Vo rk é::l three -dim~ n s i nn a l nu meri cal 
model, u :-d n g the seco n d n r Ue r no n-ce nt ered f ini t e-
di ff erenc~ sc h eme o r f'1acCormack l n bl.lUilda r y- f itted 
coo r dinate , is employ ed to so.lv e tlh.~ inví.sc id flow 
f i el d equat illllS C< Jst in consL•rv a t .i(lJJ- liiw fnr m. The 
s hoc k - ca pturing lL•chniqut:." is 11 sed hthi c h i s c 1pahl e of 
numerica ll v pre dict the lt1cati on a n d intL~ nsi.ty of al1 
predomin <mt s lllH'k w<IVL'S wit!Hntt tllt.:· L~x pli c.it use of 
<~11y s lwck - f i t ti n ;. •, p rlll·L·dur;_· . 

Tlte eq tt <J t io tt s o l mo t i.o tt c.tt l IH · w ri tt <' tl 

c o n ser v dt i on -! :1w I ~Jf!U , us i ng ve ct nr IHl l ;Jt j \, IJ ín 
Cart es i <ln l'OP rJinate s ys te m as \ I ] 

; li~ 'd F a c o + + --
,Jz ~4 X ;)y 

iu 
th e 

( I ) 

wher e E:,T' <J nd G a re four-dime11 s i. o nal VL'cto r s der íned 
hy 

I p u 
nv 

E 
kp + p u L 

F 
nu v 

(H J V kp + PV ? 

I p uw pvw 

(2) 

pw 

c; puw 
pvw 
kp + DW ) 
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'l' he Eq . (I )) wil i e h r ep ~ · e:.t:ll: ll re mcws 

co use r va tio n equati o n and t h ree mo mentum e q ua tion s
9 

compri se a com p l e te set wh e n cnup l ed wit h the ener~y 
e1~uat i o n in the f o ll owing fonn 

p (L - q <) 
( l) 

wller~ 

(4) 

Ou e t o the i rre g u La r shape of tiH.: so l utiou dom~dn 
it i s nnt conve ni en t t o u se th e con se r vHtion equ.r1 t ion s 

writt e n i n the Car t es í <l n coo rdi na t e sys t e m, because o f 
th e bound ary conditions a p plic:~tiP il Anel c odt~ 

ge ner u.lity . A more gener a l modeJ ca n h e ()h ta: lll'd i f 
the conse r va tion equations are transformed t o ;J llt:' \,1 

c oordin.:1tc sys tem , co incí dent wit!J l'h '= ~ -·a icttl:l! in11 

domai n. Tht~ s ui.tah]e transformat itlll r()r t h e L ]H' ,I! 

p ro h l.c m a tJ d I i ~:e d here i H 

( = z r == r_ (x ' \' , ;;:) !J (;; , \ , ) 

F i g . I s h u1.vs t l\1n cross - p I: Jl l\'S d JJ d 1 !. · · 

corresp ~l liUi ll>-: tr a u s l" n r ml' d d om;~ i n~; t<~r t i; l 

tran s f\ l l"lll<Jl Í1111 g i ve n b y l~ q . {1 ). l t i:.; St'\ ' 11 ti!.-J t \.·.ri t h 

thí s tr <lll Sft, rma t Í tlO an y ca l c u l a ti on dt JJH. , i n l :1i d tl tll 

ov e r h l u n t bod i es , e v en axLd l y nun -symmcL,~ i , - , c an ], , . 
tr:lns l u rme d Pnt o a par ti ! le l epi.pt!Ll i n t l ll:.' l' l )lll jlll ttJt io11d l 

r I ;n1e . 
l'h e Ctlflst· r v: Ttion - l;n.,r fll l"l ll of ! ' ll l~ vrj li, l! j , •n s 

moti on , i'.q . ( l ) , c n: he rct:1in e d i n Lh t:: Tll. 'h 'ldi n;JtL' 

system :1s 

a r: 
dT + 

+ (H; 
:Jr: o 

where t h e ncw va riah l es il r l' d e f i ned ;1s f ollll \·::-· 

F ( Et;z + Fi, x + Ct;y) J 

.. (; (E ~ z + Fnx + G ~y ) I , I 

E E ' z .I 

(6) 

(7) 

Tlw .integratínn of Eq.( 4 ) l.s pcr \ P nn t•d wit.li 

r espec t to 1 , since the equati o n is h ype r bo ! ic \v·itlt 

r esp~ct to that coordinat e . The flnw vari.ah les 



p , p , u, v and w are , therefo r e , determined from the 
cornp onents of th e co nservative var~able E. 

OLJTER BOUN[)AR'(_ 

=€> 

2 

BOD'I\ 
2 

~ 

OUTER BOUNDARY. ) 
/ .. 

- f- - f-
f-

e-I----
e.---1--1--
t:;:: :::J --

OUTER OOUNDARY . 

r---
~ 

j 
j BOÇJY 

Fig . I - Cross - pla11es of the 3-J) transformat i o n 

FIN JTE- IJIFFERENCE 'J'ECHNJ.QUE i\Nll SOLUTION PROC.r:JJUKE 

Shock-Cilptttritlg i.s une of the mo s t widely used 
t echni~ue s fo r cornput ing in viscid fI ow with s hock s . 
The capability o f a n SCT to accuratel y predict the 
loca t ion dlld inten s ity of alJ shock waves , ln additlo n 
t o t he continuo us determinatio n o[ the flow fie ld, 
depend i n part o n the finite-d í ffer e nc e sc he rne used. 
The shock waves predícted by these methods are ind ee d 
smeared ove r severa ] me s h interval but the simplici t y 
of this approa ch may outweigh t he slight cornpromise i n 
r esul ts compar eci t o shock-fitt ing schemes. 

The MacCo rmack second - order s c herne [ I I , a dopt e d i n 
this work is 

E(!) 
.. i ,j E~ , j - (). 1 { ÓT F° F0 

) + 
i , j+l - i,j 

n n } ÓT ( G. +l . - C .. ) 
1 ·J l,j 

E~+l = ( E~ . + E~ 1 ! ) I 2 
1 , _j l, .I 1 'J 

- w { ln ( F(l) 
1 i ,j+l 

F(l) ) + tn ( G(l) . - G(l) ) } 
l,j l+ l, J l,j 

wh er e 

" 1 
I . 2 w1 0.4 i\~ 1\n 

( 8) 

The solution procedur e is s hown sc hemati ca ll y in 
Fig. 2 . Si nce the rne thod employed here i s va lid only 
for the s upersonic region , the solution in th e pta 11 e 
AA ' must be kn own . In the reg i on 1 t he f l ow i s 
subsonic /sup ersoni c and some L>ther methodolug y must be 
ernployed in that region . The solu tion used in this 
work was obtained in [6] , us ing a time - dependent 
111et lio dology . The tra nsfe r of the inforrnat ion f rorn 
r~gion I to plane AA' is done th roug h a gri d 
ov erlap ping procedure . The soluti on marches 
do wn stream f rom the z i to z i+l sur face , tak.ing 
advantage o f the hyperbolic nature of the equation 
~; et. The compression and expansion shoc k- waves are 
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fuLly captured with this mode l. The s i ze of the 
ma r c h i ng stt.~p i s var :iahle and c h <'l nges t o meet the 
stab ility cnnditions , rts d i s cussed latter . 

HOU NDi\RY CONOlTIONS - --- - - --- --

ln this work two bounda r y conditi ons procedures 
are used. ·rhe r ef l ectiu n is used i11 the bocly s ub layer 
and i n the pl a ne of symmctry fringe , a nd the Abbett 
IJ I scheme for th e s urface tange nc y cond i tion. The 
pressttre , dens it y , and t iJngencia l vc t oc it y at the 
subJayer point : lr ~ set eqltiJI t o t he i r respe c t ive 
valL1es a t tl1 e first po i n t nbove tl1e body , while the 
norma l vel<>Cit y is set equal t<l the neg;ttive of it s 
value . 

Â z lj + 1 

\ 

OUT ER 
. BÇ>_UND!-.I!_Y 

0 
M §I 

Fig . L ~~ S c hl'm ~·tt i c o f tl1e m;1rc hing procedu re 

ln <Ipp l y i n1; 
pred ic t s vc:dui.~S ( li 
at T Jl + J = 1 ·J /\ I , 

t.hl' Ab hett' s scheme onr· f ·irst 
the flow \I:J ri ah l es (p , P ll, v , \.J) 

t1sir1g tt1e Etile r -Jlre,li ctor ~ r ll i t hen 
correct ti 1esv qnantit ies using sirnple c.ompressi 1H1 or 
expélnsiun wo~ves tn illvnke t:he. surfdce têl tlf.!. e nc y 

co nditi o n t.:' X.I\ : l l y . Th e det;J i) s fo r th e prl•:je nt 
problem can bc 1 1'1 JJh l ín I] 1. 

STAB I J. LTY ANAI.'o" S IS 
·----··-·-·-

1\ finitc -diffl~rellce apprnximation to a p;i.rtial 
Ji.fferenti.al eCjllilti n n may be consisten t hu t t h e 
s olti tiun will llllt ncccssiirily cc>nverge to the su lu tio n 
of the PDE. l n numer i.cal t e chn i ques i.t .i s very 
impor ta n t to se.l.ect a stl~ p size to guarantee the 
s t ability bound, su c h that t he computation is 
performed with a JltinimlJm <Jf com puter time. 1'tte rr1ethod 
applied ic this work i s based on H locally linear 
ana l ysi s of th e gov erning parttal d ifferen tial 
equations, Ctl llpl e d with ~~ vo n N e llm ~tn l t s tabilit y 
ana l ys i s I I I. 

When t l1e lineilr appru;tch a nalysis i s a p!>li ed t o 
Eq . ( ó) t he mu n ipu .la t.io n of t he Jacobian mHtrí.xe s and 
t he computation o f tl1e eigenva Jues a r e ver y 
cumbersome. To p e rl'orm such cumputatinns the 
algebraic pr·ocessor RI·:IlUCE is us e J and , t o dl~termí.ne 
t he eigenva.lues tllt:o Hrown met h o d is emp1oyed[4j . 

The <~mpl ificntion ma trlx t heory , at Jeas t for 
tvJo-dimensiun a l r , ~ space , requir es that 

i\ I I (\~ I I (;J0rnax 

3 1, 1 a cu l 1oca l 
( 9) 

max 

Where at is defi ne d to 
modu l us or t ltc eige nv~ l ues of 
d i rection, i 11 ;1 g i ve11 g rid 

he tl1e l ocal maximum 
t he ~ l acobian matrix t o ~ 

po int of the fic l d. A 
similar cond it i<Jll i:-; ob t a ined in 1 , n 1jpace. 

t:t I 11 n 1/(ô nl max 
(lO) 

Ar! l o (n)IJocal max 

z 

.... 



Th~ s tep s iz e is d e tc rm í n ed hy <1 rni.nímum .\ ·1 p re di c t e d 
by t h·· t wo re la ti u ns Y and 10. This pla n a r <lllal y s is 
has ;·e~ n shown tl w t the r e lat ions lJ a nJ. 10 c a n be 
repl ac e d b y 

( li ) 
CtH1s t I ( illl) m;1x 

The rnin i mum v;due of r e l ~1t í nn l i must h e chnse n, and 
const I c;Jn hl' v.-1ried Jur in g th e c om p!tt;J t inn with a 
us ua l !y .:Js~ig ne d va lue o f ap p roxi m<Jlt:•ly 0 . 9 . 

NUN I·:K I L\1. KESlii.TS 

lhe ntun e ri.cal mod e l i .s tt! s ted sotving tll e 
super sPn ic fl ow over tl1 e SCtHIT vehicte for :·H.' Vt.~ ral 

Ha ch num her:-;. The .:1ngle o f attilck Wí1S tnke n e qual t o 
zero, fnr cnmparison Jlll f po s e s, .so the s olut ío n is two ­
dímen s iona 1 d uc t 11 th e axi;~ l s ymmett~v o f t h c ve h ic l e . 
The proh l em WdS kept th r ee -di me ns i o na l wi t h a 
di s cre ti zation wi.th 2 L.x 4 1 points i. 11 the ( , 1: p la ne 
a nd, app ro x ima tely, hOO marc!Jin g st ep s in t he 
directio n. Fig s :J , 4 and r e port s the p res s ur e 
coef i c ci e nt f o r th e SCO(JT v e hí c le tor severa! ~fa c h 

nu mbers . There is s o me U isagreeme nt h t•t we en t !w 
e x perime n t ali5J results a nd thc n u mer i cal { l!H~s c.lose 
t o thecompres s io ncnrncr. llpti l n ow t here i s 11 0 

expla nation f lJf sucl1 iJ b eh a vi ,l ur. 
The bow shoc k , whi ch e ncompasses tli e s u pt'rsp ni c 

march i ng re g ion, a l t hough no t pre se nt ed here, is ;1l so 
wdl c apture d by this me tho dn.l"g y 

u:::~ : -~- --
l o 

: 
o, 16 ~ 

: 
o.oo r 
0,00 

-0,08 ~ 

i 
· O I h l 

• 0 ,0 6,0 12,0 

VEHICLf SCOUT 
MACH= 2. 16 

-----l 

o EXPERIMENTAL 

- PRESENT WORK 

18P 24,0 l/R 30,0 

Fig . ' - P r ess ur e coe ft"ici c n ts 1 l)r Mach 2. I ó 
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I 
I 

I 
18,0 24,0 Z/R 30,0 

Fi g. 4 - l ' r~..· ss ttr e cu~..· I f ici e n ts f o r M<ll"li 2 .'!ó 

009 

uQ:::: r·:·-- ----·--- --- ;~;;·~~~~UT 

0,1 8 1 o EXPERIMENTAL 

PRESENT WORK 

0,12 

0,06 

o,oo , 

·0.06L __ _ 

ooooooo 

0,0 6,0 12,0 18,0 24,0 z / R 30,0 

F i ,>.?, . 5 - Pr es sure coeffici. en t for M."..lc il _\. Y6 

0 ,30 
Q ,, 

il ,18 

0 ,1 2 

0,06 

0 ,00 
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VE HI CLE SCOUT 
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o EXPERIMENTAL 

PRESENT WORK 

000 o o o 

- 0 ,06 
0,0 6,0 12,0 18,0 24,0 z / R 30,0 

fi g . 6 - P r essur c' coefficient fu r HAch 4 . h' 

CONCI .ti S LONS 

lhe ca J cuLJ ti o ns have s hown lh a t t hí s proc e du r e 
i s c ;.Jpab iL> o f c a p tur i n g weak s hocks in the pr esence o f 
strung o nes, I i kc the bow s llo c k, wi. th b o th s ll~) ck s 

he ing \.ve J.l def.i n e U. Des p i te t he di scre p a ncies hetwe e n 
tl1 e numeric·al and experime nt ltl resltl ts in thc 
c ompre ss i. tlll c o nll~ r , lhe me thod p ret.licted we l1 t be l oad 
d ís tri huti u n over t h e e nt i r e region .::u~<J! y z ed . 

Til i s pro ce d11re ca 1l he <l p pJ ied l o sp ;Jce vehicles 
of rn an v s hap e s i.n su p t~rS tln ic rc gme. lhe st rong we dges 
mu s t he avnid ed heca us e nf the possih i li t y n f f Low 
separa t L1H1 nnJ u ps tr eam i n f Ju ence o f pres s tl fl', c ausi ng 
th e . ..:;() c1ll e cl departur v so l u tí ons. Smnut\1 shapes 
wit h sm;t 1 1 wedge <.lllg les yield h e st re s ults. 
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I :~1 :\ FI )1\~11 '\,i\t),o SECKECA!li\ E~! VOI.L~M ES F LN I TOS I'AK.~ ESCOAMENTOS 

Cilc\I'I<I :Ssfn: I S E/ti l ' INC:O~IPI'f:SS[VElS F~l CO(lRDf:Nil\lAS GENEKALI~AllAS 

8 8 An toni o Fábio Carval.ilo dd Silva 
C: l uvis Ra i mLtnd o Ma lj_s ku 

l>v partdmento de ~:ngen h <J ri<l Mecânica - UFSC 

Cx . Post" l 476 - 880 4':1 - F l or.lanópoli.s - SC 

KES U~IO 

\ .c.; l ' tj ll.tr;•H·:--; difert~lH.:. i;tls governantes du escoamen to viscoso expressas em um 

.~• í ~; t l'lll:l dv ('\ltlrd en;Jd;ls gt~ ll L·r.: d izado siio di scret izi:ldds pelo método dos volumes finitos 
l' rL·solvid:J :-; d t..· fl)rma segn:~g<J da. O cálculo d c1 densi.dade pela equat;ão de estado e o 
tr.Jl;lllll'tlLt1 d: t~; tl l~to 1 in e;1rid:u\es na equ<Jt;ào da conti nuidade tornam o método a plicável 
p ;1r ;1 t•.c;cn: 1111 c 11 t·11s comprt•ssívvis e/cn1 lncompr css.Íve:i.s. As e quac;~es resultan tes permit:n1 
;1 s 1 1 l ut· .~Hl dt· L':->L'<l<UIIelttns bid imensionais pl.anos ou ax issimetricos. Resultados sao 
. tprl·::l'! l l;Jd t'S p.1r ; 1 v . ...;c o : lllJt'lltP sobre c i l in<.lros e sohre o ve í culo espacial Scout. . 

Os mlo t(ldPs m uucric ns d ~..· ~: ~,..• JJVPlvidPs p .:t ra a 

SOl\l l,,'<~ ll d t"' p r nh\ L'III,'\S de lllt..'l"illl i l",l d\I S r J uidt )S podem ser 

~[l)SSt.• i(d ll\ t!lllL' d i vid id!lS 1..'\lll"L' IIS d<.!Sli!UdOS <I 

t::.~CI.Ii l i\\l:.'ll l ' IS 

t'SCO;tnlt.:lltLlS illL"LlJllj1 fL'SSÍ V l'jS. 1
111\ l l"OS tf ;lh <.t lhos S<lO 

encl.)\1tL.tdLlS !l i ! I itL'r;lltiLt t'lll qtll ' .<-;:Ju ap r ese ntados 
rnêt ~~J,~s \lltlllt;: r i ("(lS qttL' 

r e~ illl í.;'S dL' L' .SCt l:lt\lL'Iltll. 

lltlsl ·;tm :t l1r a 11 gl!r 

l·: . ...;t;~ ("()[1 . ...; ( <ll.<ll.." <ll l 

h<1 i : 1 v i ·'"' l ' ' qu L~ 

os diversos 

desperLJ o 
C\.l lllU!Tl a 

ocnrrZ:Ilci:1 em um m L·~~mo L.'St.' tL"lllll!llt'l de rvv. Lue.s 
supersônica s e r t:•gi(-H.'S dv t'Sl' \l: tlllt'Oll ) h :!l ;..;n-!:-ill bsÔn i co. 

us métod os desenvo I v í d ns p;~ r:t escoome ntos 

compress í ve í s s egu eJTl. vi<t dt:• r egr.:l, um p r oced i men t ll 
básic L~ que é <l so luc;.:IP di! s eqH ;t,:nt·s q11e morle .lam os 

princípio s de co n s l· r val;;t .~ d <J m: tssn, q u a: ut idade d e 
movi.ment t.l e ene rgi.<l de lnrm< J SÍ IIHI .I t i in ed , i sto e , um 
mesmo s i s tem.: 1 de e q ti <H;Õ(·s . t lgéhr i cls t::ng ll1ha tod~1s <ls 

vnr i.'-Íve is. depl'lhÍL' lltes. St•Jnpre q t tL~ ~ IIL' \·vss;Írío n v<tlor 
da pressc1o, L:.o.;té\ t:~ Clicul<HLt <t p.:trLir dL• um;J equat;<lo 
de estndo. ;\ l'Sl<1 c;~r;JcterÍsti c<l l: l.' i"l'dít;HLI a falha 
das ftlrmu l ai..·i;es par<I h<Iixos mÍnll' ros dt.' ~1 ~1c l1. (l texto 

de Andt•fS11 11 e t a.l ! li reu!l l' ;Js p !"Í ll Cip .li s c.:Jr<JctL·rÍs-

ti cas dessa mL~ lt)dologi<J. 

Como em escoame nto s i IH.'tl1ll!"Jfl'S.<-; ÍVL' i s (CtHlvec<;.:io 

natur~1\ incluÍd<~) <1 press~n n:iP JHH.lt• SL'r L'<! l cu L.Hi a 

pe Ja l'qU <~ t.; ~o ,k esLHlP s ur gt.• t. l hl'lll \'t)Jlill'c i dn pro h l t:.~m<l 
d o .:Jcu p i ;·IIIIL' Ilt o p ressiio- ve l tJL' i.d <Hk. r\ t.•stt· tipo de 
iormu L.H..;õ:~ll ) .:1 cqu ;H:: il o da Ct lllt i 1111 id .HIL! !"tlllc i n J!; t como uma 

equaç ~i o de rc s tl·i l; àn que L: sat.i sl t: iLI il e r .:lt í v;Hnt.:·nt e. 

O c .:.t mp o d e prL•ss(H~s L'St.::'lr <Í Ct lrr(' t< l q u.t ndo gt.•rc:Jr 

vctoc í d<- ld t•s , ntravés d ~ 1 s t:· q u .:tt..<H·s tiL' C <.l ll :--t.·rv.:li.."< ll.l da 

qua n ti.dade d L' mov i men t n, quL' s.:lti st"; H; :un <J co!tse r v<l<;<Hl 

d :~ massa . lHv e rsns métodos s:it) t'tllliH~ L· i dt'~~ 12. ! p:t r <l 
tran .sf()rmar t· J·ros n<l C<)llSel·v; tt.;;.Jo d <t Ju ;Jss ot 111 1s Vt1l 11mes 
de co ntrnl e L' l emetttares em c~.,rrL~t,'t.'L'.~; ll ll l' <.t mll(l dL• 

pre ssc)es . Além díssu, c:HLJ v:Jrí.:Í\'v l dt-pc...'IHkntc 
ca.lculada isolad;Jmcntt.' t.' iter<ll; \~lL' S s.:i,, n..!; J]i ;;_;!d;Js p;1r;1 

atua.l [t'. <tt.;:ltl elos coe fie i ente s. 11 t.Jl' t~SSt' llhlt. ívn es~.;L·s 
métoJns st1n con hecidos cnmn lllL~tocJu s scgn:g.:H lll s, cuj(lS 

f undame11tos podem ser v i stPs t:' lll 1·\ j . 
Re('e n tement e , V<1n lh Hl rll\<1.:.11 14 1 e s tL" n Je u .: 1 

c<Jpac i d<Hi t' dos mé t oJns seg r eg<H.ios p.:1 r .: t d ~~~ I ut.-."in de 

escname n tPs ~,·nmpre ss í Vl' is . 
CllllSC>-!,11 i d<l dt r: IV L'S do llPVO l l" <l t ." l l\ll'll tO d ;: tdo ." 1 

I in c<l ri z ~-~~ ~o d :t eq u .: ll; ; n l d<~ l "Pil t i 1111 i d :1 d c . S .i I v n e 
r1aJ í ska l ~ I r e produ;;. i L l m tlS re s ul t "l d u s dt~ V n u l)tlormt l d I 

41 apl i caram <1 metudo l n f.•. í:t : lll c; Jsn li mit L' 
lncompre~;~; Í ve l. 

() presentl' tr;tb;tlht l t~ uma SL' CJII PnL"i;! IL ltttLl l do 
a nt er i, , r dPS ITlL'SillllS ;Hlt\lrL·s l r1 l cujt.) ol) . Ít ~ tív(l L~. L'lltrL· 

o u tros, :l L'Xte nsào d;J nH·tt)(!t.ll . n~;i:J p ~lrd di . ...; t · rL·tiJ:<lt.-:lo 

n;hl nrto~tl ll<~l possihi l it ;Jnd o US(l dl' sist l.' lll<IS dl' 
t'\Hlrd ê ll<l<LJ ~ que SL.' ;1 jt1st : 1m .~JS ! r n ntl' i f."!~-: {no rm:lllllv!ltv 
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irre g u l él r es ) d:.1 regiân d e so lu ~·.àn . 
/\ fo rmu LJ. çiío a se r ct presenta<.la possui di v e r sos 

as pec tos i.novad o res em r eL::l<;i:lo àH ex i stentes , a saher: 

a) a p e!HIS um con _ju nto u , v, L ~ e V de compo n entes do 

ve t n r velocid;Hie são armazenadas pAra cada pon t o de 

pre.~~iin; h) n;"in hÚ superposi~.;ào de volumes de con trole 
parn uma mesma eq uação de conserva ção e c) possibilitc:t 

t1t.ravés dn a I te ração de um tÍni cn pa r âmetro transformar 

um problema hidlmensional pLano em um proh lema 
<tx .i ss imétri.co. Emhnra este Último recurso sej a comum 

em discrcti.zaçÔes ort ogo nai s, não é de conhe c imento 
dos HtltOrL'S que o mesmo tenha já sido implementado em 
coorderl ;ldilS ge neralizadas. 

Outros aspectos qu e merecem a t e n ção sao a 

mn nute11 ~ ào <las componentes u e v como va ri~ ve is 
d e pe nd e nt es (e não as con travar i a nt es U e V) e o fnt f> 
de, p:tra mal has ca rt es Í <:l ll <lS o u ci l-í ndricas, a 
lormul:ll;.1t) r e<: Hperar, exaL1mente, ilb carac t e rísticas 

d e um A metodo l og ia u rt ogo n.:tl.. 

í\ equ<l l.;;]o de cunserval;~ o de um esca lar geiu~rjc,, 
•1lem um l'Scoame ntu l;nninar hiJime nsioni.!l com k , 1: L' cp 

cnnst;Jntes, fnrt;a s dl' cnnpn l : d i. ss lpação viscos:1 

de sp rl· z í ve is, po de ser repr t:.~se n tild:t )Hl r 

.I(· I. :) • ::'~- . ( Í ·' li ·~ · ) 
; X ' 

:-: i \'-: ' 

!:·: 1 - 1, .;. ; s. ( \ ) 

ondL· llS v.:1 l ores que ' i " as 
d i ver s ils l!q ua(,'oes de cons erv.:H;tio s:i.n ns d:1 Ta h. I. :\a 

l·:q.(J) SC X = X, X =V I! .i =. () Oblt:~lll- Sl~ Jorma 

\';:i ' l·l:t I. Va l tlr e s a0sumi (! 11!-' p,,J· ·;,, 
as divers.::Js L' q tiill,"í~es dt..! 

-~~ ~ -

\' " ~ · · 

t 
li 11 

· I' 

" ' )'; 1 

----+ 

l I k/c 1, 
I) 

- _j ..... . .. L. 

j, rh 
, S e I ' 

1 

p.:.t r•t 
CIJllServ<J(." O!O. 



cartesiana. Se x 1 = z , x 2= r ~ j = l a fortna 
cili11(!rica ~ recupe r ada. As velocidades u e v s~o as 
component es do vetar velocidade nas dir eç~es x

1 
e x

2 
respectivament e . 

A Eq. (l) para~= l, u, v e T mai s uma equação 
de est ado do tipo 

j) " ( p ,T) UJ 

fo rmam um sis t ema de cinco ec1ua(~es e c inco i11c6gn itas 
<Jtl e, sub1ne tidas ~s co ndiç~es de contorno e i lt ic i a l 
cump _letam a fu rmulaçio do problema . 

El) l iAt;\lES COV EHNANT~S- _J2'!'!l_~ _FOHMAil0~ 

A l~q. ( I ), escri t a para um sistema de coo rd e nadas 
ortogonal, transformada para um sistema c urv i líneo 
generalizado ~ - n resulta em 

l I ~l · I :l · 
-- ( ,,:, ) + -- · .- -- ( p x.IU ~ ) + --· ;--( p x lV <j>) 

.I Jt x~ ~) r, 2 xJ ,)r i 1 

+ 
1-- (-~- [ x Í ( \''~. I rt) ;l_± + x Í( - i''P .IIl ) ; 1 ,~ 1 ) + 

x.l ·lf. 2 ,)r, , :lr) 

' 
+ -

1- f;_-f , j (I ·'P Jy):l <!J + xi( - r·•)_ l[l) ;J,p l - p'P + s'P 
x _J ··d r; ;1 Zln 2 ~~ 

' 
mHic (J) 

u 

ft 

)li - v(x! ),1 

(x 1 ), ; 

(x l ) / 

( x2 ),·: 

+ (x ) / ' . 

V= vCx
1
lr -ll (x

2
)1_ 

= (x 1lr_ (x),
1

- (x
2

)r Cx,J ,
1 

.I = i(x 1)r Cx) ,, 
_ ] 

(x)
11 

(x
2

) ,- I 

e a s expressoes d e pt e st' sáo dada s n a Tab . 2 . 

Tabela L . Express()es pa ra p1> e ~ . 

~~lb sfr) 

o 

11 r. d ~ () -> J n<x, ) T] <íi:('7_V)- Cx ,lf, ãfi(V.V ~ 

:J p () p 
v ' ;;-::-,Cxl)f_- ;u:<x l)q w r " . " -· ~ i wv -

3 
(x l \ '1 ( '/ .V) - (x 1) M( V.V ) - " -

1
_, 

~ ,_ , 11 n ( . . x.
2 

T () 

I_ 
I :w , ... ] 1 ;11 + V _ ( PV) - PV . V I (.k 

1
,) 

UISC!ü:: I ZM;i\u DA S 1-:qU~i,CQ!'_S_ 

As e q11 a~3~~ ~i sc retiziiJ;ls sao 
integraçã o aproximada dd Eq. ( J) 

controle elementares e do instante 

obtidas u t rav~s da 
sobr e volumes de 

a (t+l\t) . Por 
t ermo d o lado exemplo, a lntegrH~~u do segui1do 

c!Sque r cio da r:q . (3) resu \tar;Í L"lll 

t+ll t ~c- li n . 1 ) . . . . . 

f f J l- -- ~( 1 - xll i·~ l lx ld nd i_dr ~ J (N ·~ ) -(N<)J ) 11\t (4) 
x .l ;'11, 2 2 e \J 

t s,. n s 2 

onde A ~ o fl uxo de massa r1a face do vo lt1 me de 
controle indi cada pe l e) s ub scr ito. 

Eq. (4) anteci pa que as equa ç~es algibricns 
resu:l.~nte s , t anto pa r a problemas bidime nsiortais 
planu~ como para probl e m~1s axissim~ tricos, ter~o 
exat~~:~~te a mesma fo rma . 

J procedimen t o descrito acima resultar~ , pa r a 
4 = ! -

012 

onde 
Esta 

( ~~P - M ;',) I;, t + I\, - ~~w + it
11 

- M s = 1.1 (5) 

o S UJH:~r~scri.tl) " U" se refere ao t e mp o a n terio r. 
ecJUU (~<J ser~ :t lv o d e lliscuss~o pllS t er i or . 

P<ICI ~ igunl a u, v ou T <l Eq. (4) re s ulta r á em 

· " · · \'. ·' (" ' )'11' I I -,,<P I ,_, '' I [ S~ '1' 1 11r ·\ · (6) .1 p 'Pp - t ·l nh ·''n h t " p '1 P " t- . 1-- ... n + . • , . .J 

o n de ; J n P LH; ~1o LI I r vp r esL' lt LJ a :l p r ox .ima ~<i o numê rica 
d o termo no .intL•riur dt' S cnl_chetcs . 

11 Eq . ( b) r e rm l t " q tt e , pnra um con_junto de 
coef iciL~ ll~. es 

c a lc1tl :Jdo~; 

t~(jll<lt.,'OL' S da 
d ire<.;()es x 

1 

e l llll d<tdo 
novo s l':t lli( HJ~.; 

cun~H~ r~va l;;ln d;J 

c.·,mpd de pr e ssÕes, sejam 
de 11 c v q1w sat i sfe:H; a m as 
qttant id:tde de movimento nas 

e x 2 • 

~llil_i\_t;_i\l)_l_ll~_t_:l_l~c'i!::J{_YMLl_l_~t-1.1\-'0~-

P;Ir.:~ qut• <1 presente fu rmuL-ll;<chJ l en ha capacidade 
de re so l ve r problem.:ts cnmp n·ssíve í s e/ou 
incompr· t~ss í ve i s Ú !Je<'cJo>s:Íri u qu e n:io só .:Js ve l ocidades 
cuum t ~ 11nht~lll as JL• tl s íd ;~des s e_jam .:ll et<tdas pelu campo de 
p rê .'-;Sl.les tliJ ciclo itt:ri tli vd re(et- e ut e <l O ac o p l ame nt o 
prL•ss.:io - ve l{lC i d .: t<..IL'. Tem-sl' portant o na r ea li dade o 
acup l ~ c~ me n to pr ess;-w -vt~ l llc i d~t d L" t.:' u acoplamet·.to pressão 
de tiS íd ,-1de . 

14! 
Ass itll, ll Ll·r mo ~l t.~ d J Eq. C)) ser.:\ dproximado por 

~ I (; • :\:-\ .1[ 1 + 1' ;-.;. .,i [J ''' 1 · 1'x }l!''') (7) 

u nde os v .' t lo rv ~-; t'l)lll as l ~~r i sco se l o nssumi.dus c o nhecidos 

de 11111 n Í ve L il e r ;lt i vo :llll e ri o r . 
Deve-se pu rL.1nt u ri2'1<Jciull<J r o.s v~ll. l> r e:-:; de p e U 

na Eq. ( 7) com U) rr ei;\-)CS no campo Je pressÕes. Dessa 

fo r ma_ a e qu<t~àn d ;J l:L>ll t i nu i d ade se t ra 11 s I o r ma e m uma 
e qu <~ <.,'<-ll J p.J r <t I' . 

~_ces~~( ) ~-~ k ... ~~~__i_u tl t;ilo d~--~ 
co rres[->und ente H um c:: unpo de pressÕes 
campo de tl!illpl!r<.ltura!.;), isto é, 

i{ 0::: c:l\ 1'''' + i/ 

Se _j ~ n* o Cdmp o 
P* ( para um dado 

(8) 

Admita tarnbém que o campo P !:ie j a o camp o que 
origi11a ve l oc id~tdes e Jcr1si.d;1des de forma a satisfaze r 
a co ntinui dad e. O c a m jHJ de Jensid .::Hle.s ge r a d o serâ 

C1.P + I> P (9) 

IJas Eq s . (H) " ('-' ) oh t:.m-s e q ue 

= I 
,,( • cl-' l)' ( lO) 

onde 

!J ' "" p - p )'; (ll) 

i\ Eq. ( 10) JH~ rmi. tl', cn nhecido u m c.:.Hnpo P' , 
ca lc uJar , a part i r de um campo est i mado p* um campo 
de de n s id<H ies P qu e sa t í sL1r<.l .::1 cont.inu idade. 

gp_res s.JQ__!:Lt::_ U e V e m [u nc ào de P' Na formula-
t;ao prn pos t;t n l, p r e~; e nt e t ra ba lho as varic1ve i s 
armaze nad<J s s:io as expos ta s llél Vig. l. A conservaçao 
da quantidad~ d e mov.ímenlo nas dire çÕ e s x 1 e x 2 é 
<Iplic~d~l <i Jlc tl ~iS Jll JS Vlllt Jmes cetltrados e n1 u e v 
respectiv ante nt·e. !lessa 
qtialquer SU Jl CC Jll>si.ç~tl de 
principill de cu rJ servaç; t>) 
nã.o ort•Jgon<I i s. 

f(Jrma, nao ex i ste aqui 
V(lltrtnes ( para o mesmo 

comum a muit as me t odologia s 

A eC!U Ll.(~ll de t: onservaçao da quantidade 
= u, pode 

de 
muv i mento 11 .:.1 di re~,;~u x 1 • Eq. (6) para ~ ser 
ex pre ss;I n~1 fo rma 



f--

1] t 

[ 

'1' ' I 
I r 
r I 
I I 
r L I. L ____ _ 

Fi ~ tll' <l I. 1\r· r;tni•1 d :ts v <Jri;i vei s ti<I u;.:~l h <i. 

. 1 l i I h l i - 1,]/~' \l ] .\ ,; ',:] 
nh nb (I 2 ) 

."i L" u * L~ um ca mpo d e v e l o c i.dade :--; ge r a d o !H.• l u 
ca mpu !'''', 11 c , ti!IJHl u, gl ~ r;rdo por P, que sati s f a z a 

Ct1Tlt i n u id ;ttk, th'(k ~ vr· :1p r nx i m:1dn por [ 6 ] 

( I ll 

Pdr d tlfn; t c omponent e v l1ipot ê t ica a rmazenada 
,·ll i uc i dL' n tL' Illc.-' it l e com u po d l' -s e e s crever que 

v 
I' 

( 14) 

Cl ull ip l ic alldu-sc a l' q.( ll) p u r (x ) ,1 e <J Eq.(l4) 
Fo r (x I ~ !i ' s uh t r ~ t i n do " Sl' gU tl d ;t da p rimei r;~ ~ da 
de I i n i t,'é H I de li cheg; t- s e a 

I' 
I' 

o 5) 

No t e q11 e ll p t.' ;1 vc l nc id .:1 d v l oc al i zada n<J f:1c e 
es te do VP iumv tl í...' c o ntro.le Ua c n ntinuid n J e , Fig .l, e é 
r o rtanto .: t Vtd o cid<t d e de s e_j n d ;t 11 <1 Eq. (7 ). Ex p r es s<) es 
s eme l h:t!lt t..• s - l·:q. ll'J) podem s er nhtíd a s p<lra a s 
ve l_ LlC .i<..l ades Ct ll\tr :J v ;Jrínn t e.'-> na s t.lutras f .:.~ces do v o lume 
de co n t r t1l e . 

Se ex p r L·Ss t-,e s ; Jn<li ogi.l S a Eq . (7 ) s iio s uhs t it u lda s 
na e q u<~ ç ~w d ;J t 't l lllÍJ l Uid ~HIL~,Eq .()) , é o hti dll u m s .í. s t ema 
d ~ t.'I J!L.' ·;, ,., , , 1i<I V l' di .:l gonil l s nil c. llul ns . do tipo 

I I) l 

() C:illlp l l 

i l O ) 

( ló 

I' ' otpl il.' ~ Jd o l' lll c xp r essues do tipo d e 

~~~· r <~ lltlVOS <' : tlll [HlS de v L: Inc id ;Jd es e 

U prt JCl•di!llt'illP L' tllll]ll t• lt l d t• s P i l H.,· :I o en vo lve 
J i v t·r s,,s vic i o ~ it ... · t-,Jl iv o s , dv s d e {l mai s e xterno, 

re l •.:rcn lL' ~lll dV i lll t.'n 1\tl ll'!llptl , ,! Ll mai s interno, 
re f e ren te <l ~; d ll t;<, l ll dn JH tlh l e ma do ;tCtl pLune n t n 
pr ess.~ ,~ -v ... ·J t H.: i d : Jtle - dt·n s i d <Jde. Cllmn n.t ma i o r ia d ;t s 

~it tJ< l l,'l~ L' S l'S ~ t.' S ,. Lc lo s i n t c t-n o s s;-Hl l'X L'l' ut: Jdo s apena s 

um;J V v /., u Jlr,,c L· tl inWJll.tl dL' s n I tt.;.~ttl pn d( • :d.•r r e sumi.d o 
lltlS St..~i..:_ lti t l lL' S p . t~::..; t l :·~ 

.-!) I~ g .. ·r.t d .t .1 m:ll ll <t t' c t 1~ · l. td, t s <IS me t rica s t~ 
l'llllJil!!l\ t..' l\ lt• S dt ) l l ' II ~>P I" !lll:( , · j ~·~l ~ 

b ) t: oniH:, · id t ls tlt l itJ SL;ttt ll' t , ,s v.tl t Jfl•s de todas 
~ Is vari:ÍvL·is depcnd L' nt v s s ; tu c :llc ul a d ;l.S a s 
V t_· l ~ ~c i rl: l dt•.•.; I' l.' V rLt :-: l,o.--;i\ :,~, l ' .'-: mr, s t r adas n a 
Fiv, . l . Ls l l' c;i l cu lt~ L'llV t ) l VL' t lm pt-l H' l' s s n d e 
mêJ i <t . 

l') ~.:!t , C <llt· u l, td tl~.; Ps l:tH._'I i t'il' tlt<'s e le r nw s-ftl n t e 
d <l s e q ttil ,,' l~ l' S de C tl ll.'->v r vil~:;l o d .t qu:111 t i t:d d e d e. ~ 
m n v im L~ lltt ~ dL~ t ~ rmirLldrl s lh lV t iS L·amfl l ::-i u* e 
v1

ç . S;!n t'; t\ c ul:td <IS <IS vv!o c it L ld e s [I ' l ' v* 
q u e tJ;.Jt l cu11serv a m : t m;~ :-; s ; \. 

LI) S;J o c ; t] cu l : t d <~s P S t·nvl i t·i L'IIll' ~; t ' Lt • t-ntP .'-> - ill!l t L' 

d ot L' q u ;l ,, ! ti d :1 ~ · · 1 lll i !l tt id ;td v ,_. d t· t .. ·rm in. tdt, 11111 

t ' ,:Jill)lll I''. l:o111 , , , ·; !Jlljll• Jl' lltlVIIS l'itll1Jh 1S dL· I' , 
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e V que c on s erva m a méi SS a sào c al c ulad o s . 
Co n h ec i dos l! t' V a s Vt: 1 o c ld a d e .s u e v po dem 
s er de t e rm i n a dils. 

e) ~ r e st.l .l vi d<t a eq u c-:H; à o d a t..:' n ~ r g ia, det e rm i n a d o 
um novo c;~mpo d e t emperat 1: r .:~s . Com P e T , é 
c al c u!ad u um nnvo l' i llllp<1 de de ns idade s atrélv ê s 

da equa ,; iiP dv e st a d1 1. 

f) A s ol.ut.; :J o ob t: ül.t a tl~ 1l lll d TIIt! Jlto pas s a a s er u m 
c a mpo ini t· ial. Re torn a - s t· ao item b) e it e ra­
se at t! q u e o r eg ime p t~ r mane nt c sc .j ;J <It ingido. 

]l élT tl. <l S(l I I I !..,' .) () J iJS 

en v nlvidLl S no cilcul,, cll'· u , v 
s i stemas de e qua ~,: oe ::; 

v T l'o i em pre gn d o 
o m<.: t odd MS I 11 1. !1an1 ln t L·rrupl; à n d o p r o ce s s o 
it e r ;1tivo fo i ap l i c:1 d o 11 111 c r i t L: I- it. l d~·! co n v ~·r gên cÍ < l na 
pre ss .:l l"~. No tr a L JJ\Iêlll P Lk 'l .t ~._·of.d <lm e nt t. l p ress:lo­

v e lo c i dade f oi a dtl t.'ld tl 11 mt! tod 11 S I N11 L I·:C [.~ [ • 

!'a r a t es t t.• d a me t ,,dul ng i_ , l t' t_)i ct ntst ru [d{ l u m 
pro g r .:-~ ma em FORTRA N, em prec i.s .:lo s impl e s , e ~.- x e c u t ado 

em uma m.:Íqu i n a l H:Vl 4 }41. U pr ograma fnl cmpr egnd o n n 
s o ltl(; à o do e s c oamento L' ''ntr;J c i !ind r o s infi n i tos e 
sob r e e ::> f era s pa r n JnÍmer t.} S de l'-1a c h v c1r i a lldo de :..:.0 a 

10 . 0 . Fo i r eso l v ido t~lm h t:m o escoame nr ,, de a r c om Ma ch 

i g u ; \1 a 2 .l b t sem dng u !(l de <-tt aq u e axíss imé trico 
pclrt llllto) s cl hre o v e[ Cliltl S c tl Ul. 

N~lo se t e v e em todll.S o s c n s us ;l p rencu pa t.,: <l o d e 
r e.:,I Iment e obter a s n l1H; .:i o do pr o blt.•nta o qtie impl i c a ri a 
em um gn111d e r e fin o t l il ma l h éi para <t c a p t <H.,:ã o ad equada 
d (l c amada 1 Lmi t e e tamb ém na r eg i à \) d e c hoqu e s , o qu e 
s e ri. a í.n c ompatf ve 1 com ;ts ra c ili da d e s computa c l o n ~ i s 

di..sponÍv e ís. Des s i\ f n rm .:~ ns c !Jt Hiue s e ex p o n soes 

apar e c e r ão a t e nuad1 lt' t.:~m tun .:1 re12, Lln tl.~ n t.:l.u e stre ita e 
a p arte d i fus í.v a d o s L'1l el i c Lente s é qti<I S l' qu e anulad a 
e m r e l a t; iio a pa rte c o n v~·c ti va d eví. d n 71 ;-> dimen s Õe s d a 
ma lha. 

A Fi g . :!. mo s t ra I i.nh :l s d e Hac h c ons t a nt e e 
v e.t o rl' S ve lo c idad 12 para o (:' SCu amcnt o d e a r contra u m 
cilind r o c o m ~1 0 .. , i g ual a 4.0. Na obteJH; iio d e s sa 
s o l uç d,, os c o ef i c i en t e s dL~ J if us~ u fo r a m f eit o s i guai s 
o ze r o e a cond ü ; iiu d e cont o rn o na s upe r f Íc i e do c ~.1 rp o 
f o j d tl i mp ermen h i Jid õide . De ssa f o r ma, na ve rd a d e 

f o r : lm re s ol v i d ns ;J S e qu:l l,' l-Jes d e EuJ e r. Pe r c e be- s e que 
o c hoqu e e st él atenuado a o Longo Je um .:.1 c e r ta 
es pes s u r a , o q ue é ine vi. t .::Ív el e m té c n .Í C<JS numé ric ;:l s 
qr1 e nao t r<-Jta m o cho que como u ma d e sco!l t i nu i d a d c , i st o 
e. IH.!ll h llll\ tipo d e re l a c Rn t e r mocii nâ m.í ca é u s a d a p .1Ul o 
c .::Í l c ul o d o std to da s va r ü í ve i s no choqu e. 
Fvídentemente ess .:1 a t e nu a l.· à o po d e ri a se r mi ni mi z ad .:l 
com o us u d e mal h a s a daptativa s ou ml' s mo com o s i mpl es 
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refino da malha. A mesma figura mostra que a linha 
sõnica encontra a superfície do cilindro em um ângulo 
de 47°. A fig. 6-6 de [8] mostra pl•ra casa situação 
também um ângulo de 47° embora o restante da linha 
sõnica não apresente tão boa concordância. 

A Fig. 3 mostra uma molha gerada sobre parte do 
veiculo Scout. Na realidade, a malha adotada na 
solução teve os primeiros volumes próximos a superfi­
cie do corpo subdivididos em volumes menores. O progrê 
ma foi executado para M.,. • 2. l6 e condiçÕes ambientes 
idênticas às do ensaio cm túnel de vento descrito em 
[9) . 

-- -- -- ----·-- -----· -- -- -
Figura 3. Malha gerada subre o veículo Scout . 

A lig. 4 mostra a distribuição de pressão adime~ 
sional sobre o corpo obtida no presente trabalho e os 
resultados experimentais (9]. A concordância pode ser 
considerada excelente. Deve-se notar que a solução 
não apresenta oscilações, comuns em multas metodolo­
gias , nas regiÕes próximas soa cantos de expansão­
e compressão. 
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-0.1 -r-..--,--,--,--,..-,--.--,---.---,~ 
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CONCLUSÕES 

0.1 0.2 0.3 0.4 x/l 0.5 

Figura 4. Distribuição de pressão 
sobre o veículo Scout. 

Os testes já realizados com a metodologia demon§ 
tram que: 

a) O processo iterativo de solução conver ge 
estavelmente para uma ampla faixa de números de Mach 
de escoamentos que apresentam regiÕes supersônicas e 
regiÕes praticamente incompresa{veia; 

b) Embor a o incremento de tempo adotado tenha 
influência na taxa de convergência , a escolha de valor 
adequado não se constitui numa tarefa difícil; 

c) Seu comportamento independe do tipo de 
equaçÕes governantes, se Euler ou Navier-Stokes. Note 
que no primeiro caso todos os termos não ortogonais 
das equações de conservação da quantidade de movimento 

Ol4 

e da energia se anulum assim como a parcela difusivo 
dos coeficientes restantes ; 

d} As soluções são fisicamente realistas e, 
dadas às limitações dos testes realizados, apresentam 
boa concordância com outros resultados. 
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ABSTRACT 

The Navier-Stokes equatlons written in 
generali~ed coocdlnates are aolved in segregated 
fashion using a finite volume method. The use of the 
equation of state to compute the density, instead of 
pressure, and the approach used to linearize the mass 
conservation equation a1lows the method to be applied 
to compressible ond incompressible flows. The 
equations can be used to predict 2-D planar as well as 
axisymetTic flows. The resulta are computed for the 
supersonic flow over cylinders and the Scout launcb 
vebicle. 
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ABSTR.ACT 

The present paper shows ond describes resulta obt!lined wlth n Pnnel Hethod 
progr.am Ior pressure dlatribut ,Lons on a STRAP-ON type Satellite La uni! h Vehicle. Special 
aLtontion l111 s be!.'tt given ro thc c:a l culation of the rlow fie.ld bctwoon th11 cylindrical 
bodies and the in(lucnce of some characteristics porameters as Cor example gnp, flow 
velocJty ond ang.Lc of attock. The results are compared with ovoiloble wind tunnel data 
and show good agreement. It olso indicote some lnreresting feacures o[ th!.' C!ow about 
such 1..0nftgurntlons . 

1NTRODUCT10ti 

The aerodynamic characteriatics of a three­
dimensional configuration with complex geometr ies 
rema ln as a challenge to the aerodynamicists until our 
days. A lot of effort has been exerted io tbe 
development of methods for thc solution of such 
problem~, .ainly after the faat incresse of the 
computational perfonnance of the modern computers. 
llowever, due to thl' complexities of ll'ethods like 
finite Differences or ftnite Volumes to solve such 
problema, even when is available a poverful computer, 
it is • till necese;ury tho: Ulll!' of l'impler methods but with 
the capahility to treat this type of geometry. 

Satellite Launch Vehicles (SLV), with Strap-On 
Boosters (multi-axisymmetric body system ), 
aerodynamics is highly compl ex, characterized 
principally by strong interference effects. Unlike 
conventional configurations, the open literature 
doesn't present many works conccrning the methods of 
solution to this typa of configuration. An cffort in 
tbis subject has becn madl! hy /I I Devasia, et .al., 
where is applicd rhe Panei Mcthod to a parametric 
study or SLV witll strap-on boosters in lncompressible 
flow . 

Tbe f'anel Method, first presented by /2/ Hess 
and Smith 111 a mothod capable to treal complex 
geometrÍe8 in shock free compressible flow. lts 
mathematícnl foundations haa becn summarized by 13/ 
Hunt and many ~odela wer~ d~veloped to its 
applícation to conventaonal configurntions, among, 
then the works o( /4/ Johnson 11nd /5/ l1agnus, et al. 

ln this paper, the model presented by /6/ 
Woodward, implemented and adapted to strap-on type 
configurations following /7/ Morgenstern, is applied 
to the calculation of the aerodynamic characteristics 
of a SLV witb strap-on boosters where effects as i) 
ioterference, ii) angle of attack, iii) gap (lateral 
distance betveen the central body and the booster ) 
and iv) flow velocily, are analysed fo r suh~onic flow 
velocities. Available wind tunnel data, Ref. /8/, 
enable the co~parison of calculated results with 
experi~ental data for the pressure distriburaon on 
the bodies, shoving the good agreement of the 
results. 

A brieí descriplion of the Panel Method lo such 
problems and a discussion of the resulta are 
presented in thc following aections. 

PANEL METI!QD 

The lltcody, invi scid, 
compressible fluid flow on 
slender body is govcrned by 

li 

thc 

irrotational and 
t hree-dimensiooal 
Prandt l -Glauert's 

coorctina te equation. Through o convcnient 
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transformation , Gothert Rule, this equation is 
reduced to Laplace's equation. Laplace's equation 
with Neumann boundary conditions is a well posed 
problem. Panel Hechod, or Surface Singularity Hetbod, 
is well established for the solulion of such 
problems. lo this method the configuration geometry 
is represented by a set oC quadrilateral panels on 
its surface. Fig. I schematically shovs a t ypical 
paneling distribution on a multi-body :~ystem. 

On each panei is applied a constant source 
distribution and is chosen a control point, at the 
panei centroid, vhere the boundary condilions are 
imposed and, therefore, where lhe flow properties are 
determined. 

figure I. Typical Paneling Distribution on a Hulti­
Body System 

An algebraic linPor systrm of ~quations is 
formed relaLing the normal velocitie~ induced by t be 
source distribution of ali panels in esch control 
point w]th its ~trenght. This system of equations is 
solved sati~fying the boundety conditions of zero 
normal velocity ot the body surface. D1uR, with the 
so~~ce strcnnht known, the potential velocities and 
the pressure disLribution cnn be obtaincd . The basic 
equaciona of the mctnod and the Slages of compu tation 
are shown in Fig. 2, where: 
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figure 2. Pane 1 ~lethod Basic Equa t ions 

RESULTS ANO DISCUSSlON 

The pressure distribution on a multi-body 
system a t subsonic compressible flow presenta some 
very interesling features. Calculation resulta 
obtained for Mach numbers equol to 0.0, 0.36 and 0.7, 
for a typical multi-body configuration with 
cylindrical central body, on intermediate reverse 
flare and cylindrical boosters with equal diameter 
placed at the yaw and pitch planes, ore presented in 
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fig . 3- 7. A comparison of calculoted resulta with 
experimental data, for Mach number equal to 0.36, is 
presented in Fig. 9 end 10. 

The boosters are felt by the centra l body just 
after the reverse fiare, as brought out by Fig. 3, 
where a smooth raise of preasure is presented when 
compared with the core alone pressure distribution. 
ln the conicel region of thc booaters ia observed a 
pressure raiae in the pressure diatribution on 
the core, due to lhe booatera, followed by a suction 
peek at the geometrical diacontinuity of the boosters 
geometry. The preasure diatríbution on the boosters 
mantain the same qualitat1ve behaviour of the iso­
lated body. Fig. 4 shows the pressure distribution at 
diametrically oppoaite posit1ons on the booster. 
Comparing the inward and outvard pressure 
distribut1on on tbe booster, IS observed a lateral 
force in tbe outward dtrection Crom the core in the 
conical region and e lateral invard (orce in the 
cylindrical region. 

~~ . ~ ~o~ ~§o . .-···:·-· ' 
M W U W M M M U W U ~ 

XA 

Figure 3. Pressure Distribution on a lsolated Body, 
a Two Booslers Configuration and a Four 
Boosters Configuration for Mach•O.O, 
Alfa•O.O and Gap•IOO.O mm. 

lnterference F.ffects. fig. 3 and 4 show lhe 
pressure distributton on the central body and a 
booster. Tbe considcred conCtgurattons ore: iso­
lated body, central body with two boosters placed 
at the yaw plane, eod central body with four 
boosters placed at the yaw and pitch planes. fig. 3 
shovs that che incresse in the number of boosters 
causes a r aise in the pressure and suction peaks for 
the pressure distribution on lhe core, amplifying the 
interfereoce effects upstream aod downstream of such 
peaks. One of these effects is shown in Fig. ~. where 
can be seen ao incresse oC the lateral (orce, outward 
in tbe conical rcgion and inward in the cylindrical 
region of the booster. 

b 

o --· --· --· ~ I . , ~ , , , , --:-·I 
000 

... LI .._, &.t ... , Lt ... ..r '·' 
M. 

Figure 4. Pressure Distrib"tion on a Lateral 
BoosLer Placed in the Ysw Plane of a Two 
and Four Boosters Configuration for 
Mach•O.O, Alfa•O.O and Gap•lOO.O mm. 



Angle of Attack Effect. ln Fig. 5 are shown 
the calculoted resulta on the core and a booster 
placed tn thc yaw plane for anglea or sttack equal to 
0.0 and 6.0 degrees in a four boosters configuration. 
The cross flo~· ve toei ty, due to angle of attack, 
shifts tbe pressur e distribution curve to a lower 
levei when compared Wtlh lhe ~ero degree angle. This 
effect is very expressiva al the cylindrical region 
o( the booster. The pressure end suction peaks on tbe 
core goes lo n lower lcvel, however, on the booster 
•uch pPaks almost doe~n't change. 

O§o -LO ....... . 
- LO --· ~+---~--~----~--~--~~--~--cr.---:~-=-~L~·~ ... .., ... .._. 

figure 5. 

1/L 

Aogle or Attack Effect on 
Daslributaon on the Core and a 
for Hach•O.O, Alfa•O . O and 6.0 
and Csp•IOO.O mm. 

o§o 

Pressure 
Booster 
Degrees 

... ... ....... 
- · ....... 

~'+----T----r---~---T----r---~---T----r-~~~~·~ ... ... .. ... .., 
I/L 

figure 6. Gap fffect on Pressure Distribution oo 
the Core and a Booster for Hacb•O.O, 
Alfn•O .O ond Cap•O.O and 100.0 mm. 

Cap Hft'c;t.. •·ig. 6 shows rhat the pressure and 
sustion pealcs are as great as small is the gap . This 
effect is felt only on the regions where the peaks 
come out, where i~ observed thRl as lhe gap is 
increased tht' pressure distribution behaviourtendsto 
smoother these rrfects untíl, for sufficient gap 
stance, the c;o r e atone behav1our 1" attained. 

Veloci ty Ufrct. AI! shown in Fig. 7, 
increasi nR th~ Mnch oumhrr makes that the pressure 
and suction peaks along thr core grows. This effect 
ts stronger Ln l11t' c:oni cn l and geometric 
~lqcon tinuity r egaons of the boosters, causing a 
cons iderable increllsr in thf' side forces outward in 
Lhe conic:ol ragion and inward in the cylindrical 
rea1on of the boostcr. 
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Figure 7. Flow Velocity Effect on 
Distributlon on the Core anda 
for Mach .. O.O, 0.36 and 0.7, 
and Cap•lOO.O mm. 

Pressure 
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Al faaQ . O 

Comparison with Experimental Data . A 
comparison of calc:ulated results wíth experimental 
data, obtained from wind tunnel tests at IPD/CTA 
facilities, was performcd for Mach number equal to 
0.36. The winô tunncl model, shown schematically in 
Fig. 8, presents a connecting rod just after the cone­
cylinder junclion of the boosters, developing a 
stagnation point in front of it and a separation 
region downstream not simulnted by the theoretisal 
calculation. 

F:'igure 8. Wind Tunnel Model. 

ln Fig. 9 CM be seen the sood ngreement of t he 
calculated results with thr rxperimental data for 
zero angle of attack. ln Lhe conicol region of the 
booster the experimental curve remain vith high~r 
pressures ettributed to the flow deceleration 10 
front of the coonectinR rod. Likewise, the separation 
region dowostreem of Lhe connectíng rod c;reate a 
stroog suction region that is not predisted by the 
theo-etical calculation. 

• 
s 

... 
: l gure q. 

• 

o §o I 

··~ .... 
IIL '·' 

- .. ......... ... - .. ....... . .. 
Pressurc Oistribution Comparison for 
Mach•0.36, Alfa•O.O and Cap=lOO.O mm. 



Fig. 10 , shows , for the some configurotlon , the 
comparison for four degrees sngle of attock. ln this 
case, the theoretical resulte doo' t egree well with the 
experimental data in the cylindrical region of the 
booster. This behavior is probably duo to the viscous 
effects that act as deceleroting the cross flow 
velocity resulting in o pressure incree~e in this 
region. The theoretical resulte doesn't tske into 
account the viscous eífects resulti ng in lower 
pressures in the booster ' s internal generatrix and 
higher inward lateral forces in the booster's 
cy lindrical region. 

D o§o 
'•·• o.t '·' ... ... 

X/L 
... 

... -.. ••n•' -·· ..,.,., .. ... -·· ....... . ... 
Figure lO . Pressure Distribution Comparison for 

~lach•0.36, Alfa•4.0 and Gap•IOO .O mm. 

CONCLUSION 

The Panel Method wss appl1ed to flow 
calculation on multi-body ronfíguratione. The results 
obLained made possible get i111portant i n(ormat ions 
about the flow dependency on pernmeters like number 
and location of the boostecs, angle of attock, gap 
and flow veloc1ty. Comporison wiLh experimental data 
allowed ao apprec 1ation obouL the acuracy attained 
by the ~thod to such configurations as well as its 
li mi ta tions. 

The pressure distributton i s strongly 
influenced by those parameters. The pressure and 
suction peaks raise with the incresse in booster s 
number and flow velocity, snd the opposite effect 
with the gap incresse, are important features of tbis 
type of flow. The existence of a lateral force, even 
for zero angle of attack, and its dependence írom the 
mentioned psrameters is anothl'r interesting 
characteristic . 

The comparison with experimental data showed 
the good agreement attained and proved the validity 
of the calculated resulta. 

For non zero angle of aLtack, in the 
cylindrical region of lhe booslor plncéd i n the yaw 
plane, the cal cu la ted results doesn' t agree wi th the 
experimental data in the internal senera trix, 
credited to viscous effects. This result s hows Lhat, 
as expected , the calculated results doesn't 
predict lhe correct prPssure distribution volues in 
this region but gives o good qualitative behavior. 
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ABSTRACT 

Thi s p<l!>PY l>resenls the derivation of o wave equation for the total energy o[ a 
fluid alement i ot the Ll ow about budies of general shape in arbitrary motion. 'fhe deriv 
ation mokcs use uf genl'ra l ized function theory to describe the conservat ion o r lhe 
ener11y rlow vector, o conccpt from che physics of plasmas. 1itc sc-lution to t llt' resu lt ing 
l!qualion wí l i prtwidl' a way to obtain the cemperature disLribul ion in high-spe••d flnws. 

INTRODUCTION 

ln the 19 50 ' s Lighthill published the basis of 
th" modem sciowc e of .u.•roacoustics [ 1], [2] . Some 

f his findin t~s 1113" be o;ucnnl.'lrized in the fol l owing wave 
equacion: 

a7T • • 
o " (. - (' ) • _..!.J_ 

3x. ox . 
l J 

(I) 

F.~re, c is the speed of sound in lhe undibturbed medium, 
is lhe dcnsily oí a flu1d .:lement in tlH.' perturbed 

scate and p is a reference undislurbed density . Tbe 
equation is0 exci Ll•d by doubl~: spalial durivatives of a 
C!atlaemati~ul ent i i y >nown wday us Lighthill 's ::;Uess 
tensor, wh1~h is ~iv~n by 

ln tbis definllion, P· · is the compl~te co~pressive 
stress tensor, p0 i~ a 

1
Jre l crenc:e static pressure and U[ 

1s the i-th c:onoponent of the fluid velodty vector with 
respect to a frame of re[erence fixed to the fluid at 
rest. The symbo1 6 Lj is the Kronc:cker delta of the 
indexes i and j. 

Equatiou (1) iH a Cllncise and exact represencation 
of the conservation laws or m.1ss and momentun in terms 
o( an "acoustic likc" rcsuiL. This is one of the reasons 
why this techniquo.> is referred to as the "Acoustic 
Analogy". fhc quantity being !iOlved for is c • (o - p 0 ), 

which relates to the acousti c pressure p through the 
expansion 

2 \ - I c 
p • c (o - o0 ) + ---2--- P (J) 

Here, 'r is the r:u i u betwN'II th<' Hpecific heat 
coe[ficil!nts at conNtanl pn•ssure und volume, respec~ 

ively. 
Sine e fo r sma 11 perturbat ions the quantity 

c·(p- o ) is ~ss~ntia11y ~qual to the acoustic pr~ssure 
p, the t~chnique has been used to 6tudy che noise 
generated oerodynamically by turbulence in jets and 
free flows. 

ln 1969 the Acouatic Analogy was extended by 
FCo..,cs Williams and Hu ... kings (Jl to accounl for the 
noise generated by a surfactJ clescribed by the equatiou 
f e O moving through ü f luid ol rc(cren~c densily p

0
• 

Using generalized [unctlon Lhtmry [4], equauon (1) became 
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Ef c 2 (p - p ) • .1. [~ v lvfl oS <i)] 
o Ot o n 

(!o) 

Here, v denotes the compon.,nt of tht' body absolutí' 
velocit~ normal co che surface and the bars over the 
derivative si~ns r~:prcsent thu concept o{ generali~ed 
derivative [SJ. The symbol 5(f) indicates the Dirac 
delta funclion of the sur(aC'e f. Note thac if there is 
no surfacl! in Lhe flow, equation (1) is recovered 
because the two terms involving 6(f) vanish. 

Equation (4) has thrce forcing Lerms. Due to 
their physical meaning and to the directivity pattern 
of the noise thcy gcnl!ratl1, thcy nn• knc-wn 1n the 
literature, rcspcctiv~?ly, as monopole, dipolt! and 
quadrupole terms. Under this reusoning, Lighthill's 
equation (l) rc:-tnins on ly thtl free field quadrupole 
sources. 

Since only the contlnuity and momontum equacion s 
are used in the derivotion of equn~ions (l) and (4) , 
they cannot give, n priori, ínformaLion about ehanges 
in the temperntu~c in high-srced Clows. Scudi.es are 
necessary to explore this issuc. This paper is one of 
such studi<•s. 

H~re, we explore Lhe th~orctical possibility of 
including the t•qu:Jtion ol energy int•1 t:u~ pida•re , so üa t 
we have access to informat ion about changt·s of '"~l·er 
cure in Lhe flow. The resulc, as we wi l l sPe. i• 
a wave equation {o r Lhe flu id part icl" toc.tl o;ner,.,)' · 

THf. BASIC ASSti~PilO~S 

Lct us consider a body of surim·o dt·s• ribcd oy 
the equation C •0. A1~;o, let us replac, h\'pothcttcalh 
tbe actual conlenl o{ Lh< body by fluid in a reicrcn•~ 
condition p p T nnd u.•q. 3 O a!> di'picced in o• o • o' 1 1 ' 
Figure L Tnis cond1Lion i~ th~ ume chal would hap~l!n 
to a quiescenc outsid~ íluid if th~rc ~"re no mottvn 
o[ the body. Finally, let un allow the booy Lo mov" 
but J(•t us k<!ep the interinr t•onditions 1 ixed. 

This bypoth11ticnl t.o•l-111' cn:ates dis~ontinuities 
in tbe fluid rruperLÍ!!" GCtONS the impenetrnblc ~urface 
( 4 O as we go Crom thc inLerior (r ' 0) to lhe 
exterior (f O) reKi on. OtH' poss i b l e way to handle 
consisLcntl' LhP~~ arLi(irial disconti nu i ties is to 
use the conct'pt of ~ont•rnliZ'cd uerivatives ls l. 

1'hls c:oncept ri.!Jut~u~. to thc i d~a of H";ula.r J e 
rivato whcn dt'aling with &mooth functions. 



••t ernol condlllona 
p' f ) T • Ui J Qi • f>O 

Figure 1 . The basic hypoth~ses of the approach . 

THE ~ERALIZED E~ERGY EqVATION 

lo the absence of body forces, Lhe regular eoergy 
equatioo io cons~rvative form reads: 

~e + i- [ eu. + q. + P •• u ."J • O ot xi ~ ~ 1J J 
(5) 

Here , 

e 5 p cvT + j o u 2 

defines the total anergy of a f luid e l oment, c is the 
espec ific heat at constnnt volume aod q. i s rKe i-th 
component of the hcat flux vector . 1 

The proccss of gencrolizing the derivativas of 
equation (5) yiel ds 

a e 
ãt +i- [eu. + q. + P .. u.] • 

l(i 1 ~ 1J J 

t.e :f õ(f) + [eu. + q. +P .. u.li!- 6(f) 
t 1 1 lJ J X i 

(6) 

where 

t.e = oc T + ! 0u2 - p c T 
v 2 o v [ 

is th~ jump io total ~oergy through the surface f • O. 
Note that the regular energy equation (5) is recovered 
if there is no surface in the flow of equation (6) . 

THE ENERGY FLOW VECTOR 

As we might understand the physicol ides oí 
momentum as the first moment of a fluid particle mass 
•;~i th respect to its velocity , we coo also undcrstand 
ener gy as a second order moment. Js there a Lhird arder 
moment7 Thls id o:1 is not usually found in tcxLs of 
fluid mechanics, but is commonly discussecl i n studíes 
of physLcs of plasmas, like teferences [6] and [7] . 

Therefore, let us denote uui as the i-th 
componeot of energy flow vector and stotc , for 
our purposes, its conservation law as fo llows : the rate 
of chaoge of the material volume energy (low vector is 
equal to the sum of the direccional power of surface 
and body forces aod the direccional heat flux through 
the volume bouodary. 

Mathematically, its conservation may be wri.tten as 

cl { J (i[ J eui dV • p Cjujui dV 
v v 

+ T.u.u. dS- J q.n.u. dS 
J JJL JJl 
s .s 
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Bere, pG. represents the j-th component of the 
body forces pet unit of volume ncting on any fluid el 
ement Wi thin V. Furlhermore. ·rj denotes thc j-th coiii 
poneot of the aurface forces per unit of area acting on 
the boundary S of the volume V, as usual. 

Usiog the theorems of Reynolds snd Gauss [a] and 
the tradicional argument of lhe arbitrariness of size 
of the material volume, we obtain 

a(eui) _a_ (e•J.u.) • oCjujui -a-t --+ ê!xj .t J 

a a 
+ -3 - (o.kuku.)- -~- (q.u.) 

xj J .l qX j J 1 

ln the absence of body forces, this reault becomes 

-f<eu . ) •-f- [eu.u. +P .kuku . +q.u .] • O 
t ~ xj 1 J J 1 J 1 

(7) 

Equation (7), as written, is conservative . Note the 
resemblance between this result and equation (5) . From 
both we obtain after ~imple algebra the folloving 
alternative expression for cquation (7): 

au. [ J au. 
e "ãf + euj +Pjkuk + CJj ax~ • O 

As we. d id wi th the cncrgy equa t ion ( 5), we can now 
generalize the derivativas of cquacion (7) os follows : 

a(eu.) a [ "] 
-,-

1
- + - cu.u. + P.k uku. + q.u

1 
• 

q t axj 1 J J 1 J . 

H [ ] ar eu. a 6 (f) + eu.u. +P.kuku. +q.u. a-6(f) (8) 
1 t 1 J J 1 J l xj 

As expected, equatioo (7) is obtained from equation (8) 
if there is no discontinuity surface in the flow. 

TRE GOVERl\ING WAVE EQUATIOS 

ln deriving the Ffowcs Williams and Hawkings' 
equation, we should apply a sequence of mathematical 
steps to the generalized laws of mass and momentum . 
Tbese laws are, respectively, acatar and vector ecjU!Itions. 
So are also the generalized laws oí energy and energy 
flow V"ector . 'rhernfore, using a similar scheme , we 
s hould end up obtaining a wave equation for the total 
energy e of the fluid element. The scheme is described 
as follows: 

l - 'fake the genera lizcd time deri.va tive of the ener gy 
equation (6). 

2 - Take the 
equation 

3 - Subtract 
first. 

goneralized derivative of thc energy flow 
(8) with respect Lo x

1
. 

the result of the second step from the 

4- Divide both sides of the result of step 3 by c2 . 

5 - Subtracc from both sides oí the equation the term 

_2 
a e 

ax. ax. 
l .l 

6 - Define the generali.zcd vave opcrstor as 

_z 1 a2 ã2 
o~_,.----

é at 2 ax.ax. 
1 1 



7 - üse Lamb's non-penctration 
th~ algebra 

condi tion [9] to clear 

.. u. 
l 

3f 
ÔK, 

1 

• o 

Att~r ell tb.se •lep•, the re~ulc is: 

Õ , • _!_ j ã [<r c Tu. • q . • 1' . . u.) 2!. é (f)J 
c2 I dt o v o 1 1 •J J !lx. 

l 

(9) 

Comporing cquat ions (9) and (4) we <·an observe 
that 

l- equatiun (9) ho:. two sur(neE anu two volume source 
teru;s; 

2 - thP surfac~ terms, in thc order &iven, have the 
behavior of monopole and dipole; 

3 - thc first volume term is a free-field quadrupole as 
in Lighthill's equation (I); and 

4 - thc other volume cerm has 11 mixed behavior between 
l:lOnopole ;tnd dipole. 

Fin.:~llv, iC we consider the incompressible limit of 
equatio~ (9), i.c., i( w~ make c go to infinity, we 
obtain lhe fnllowing idl'nt ity: 

2 
a e 

e • ---
~x. Cl x. 

1 1 
~ .. 

lJ 
(lO) 

This result was ('Xpc>cted becausc Lhe energy equation 
does not introducc new in[ormnlíon in the nnolysis of 
incomprcssible [lows. The "tock i ng" phenomenon is 
well-known in Compulationa! Fluid Dynamics fo 1· low ~!ach 
numbers. The rcduction or cquoti.on (9) to the idcntity 
(lO) i.s an equivalcnL IIUlnifeRtatlon of the same 
phe11omenon. 

!HE GREF,N 'S FUNCTION SOLUT10N 

The intj'Ulliv<·ly exdtetl 
!>ount! .... tl dumnin 

equation i.n un 

whcr" G is tlu• tlcpl•nd<'nt variabl<•, x is the 
po int a c t im" t and y is tlw ~oure€' point at 
has a welt-known solution LIOJ given by 

G(~, y, t, 1) • *) 
H"re . 

l! • I -

j, a spla>r<" n( IIÍ!,lnll l ~ l'lnÍltt•d ac eh,• •ource 
Jt L ímt· and 

(11) 

observar 
time T , 

(12) 

point y 
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is the disrance travei led by the information. 
The quantity t in the rclations above is called 

retarded time. This quantity is always smaller than 
or €'qual to t, i.e ., 

lt accounts for the finite spccd c of propagation of 
sound and, consequently, for compressibility efíeccs. 
Note that if c goes to infinity, T becomcs equal to L 
and the incompressible limit is attdined. 

The basic solution (12) may bc used to trans 
form the differential equation (9) into an integro­
differential cquotion . Thc moin advancage of tbis oper 
ation is to lransform the surfan• tE'rms involving tl1e 
Dirac delta functions ô(O into ~urface integrais . After 
some intermcdiary stcpa [1 1] , the resulc of this pr~ 
cess is: 

a< 
- a t~x. 

1 J [ 
v 

ax~:x. r [ 
1 J v 

q. •P .. u.] 
L I J j dV + 

r l i -H I ret 
r 

Qij l dV 
r 1 - M r<'L r 

-] 2!.. dS 
o>C. ret 

~ 

(13) 

The right han•! s idl• prl's,·nts two int<·g,·:d s ove r the 
body surface and two inlegrah over tlw whole volume 
surrounding the body in motion. All integrands sh<,uld 
bc evaluated at retardcd time T , as indicated by the 
subscript ret of ali brackcts. Here, Mr is the source 
Mach number in thc dircction of radiation (source to 
observar), defined mathematicolly as 

H 
r 

Finally, for the sak<' of conciseness , we deCine the 
encrgetic qundrupole tensor as follows: 

e ô .. 
l.J 

Note that equation~ (9) and (13) are cxact. No 
approximations were made besides neglecting the effects 
of body forces in thc equation$ of conservation, some 
thing that is known to be of minor importance in aero 
dynamics. As they ~tand , these equations include alT 
effects of •·on:pressibility, viscosity, threP-dimen 
sionality , non-linearicy, and unsteadiness o{ fluid 
flows. 

The major problem with the approach is cbat the 
content of the integrands on the righc hand side of 
equation (13) is not entir~ly known. Possible alterna 
tives would be either to use aproximations for tbe 
unknowns or to 1teratc the solution with the belp of 
other equation~. ln particular, thc integral solucion 
to the Ffowcs Williams and Rawkings' equation (4) is a 
possibility. ConsLitutive relations and turbulence 
modeling are also cand idlltl'S. These speculotions are 
left to be studicd in future works. 

Our pr<.'ocupotion in this poper has been re 
stric~cd to deriving Lhe di(ferential equation (9) and 
its integro-di(ferential solutlon (l3), which can pr~ 
vide informotion about Lhe energy , and hence temper~ 
lure, of the flow. 



CONCLUSIONS 

This study e.xt end ideas of the so-callcd 
Acoustic Analogy to flows where changes in temperature 
aro significant. First, we worked on the task o[ gene r 
alizing the equation of coneervation o[ energy. Second~ 
t he concept o.f energy flow vector was brougll~ from the 
physics of plasmas, giving rise to the staLemcnt oí its 
conservation law and to Lhe generalization o( its 
equation. Third , the equaciona of energy and energy 
flow vector were cast in thc form o! an inhomogcncous 
wave equation, which is the maio result of this paper. 
Finally, the Creen's solution of the wave equation was 
used to obtain the integral equivalent of the maio 
result. 

Equation (13) cay be used in ao iterative 
fashion to solve for the total energy or temperature at 
any point exterior to a moving body of surface f • O. 
Therefore, this ~rk may find applicatlons to the 
acoustics and dynamics of the flow arour.d machines 
moving through fluids. 
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DETERMINAÇÃO DA DISTRIBUIÇÃO DAS VARlÁVEIS TERHODlSk~!CAS 

EH ESCOAMENTOS TRANSONICOS El1 BOCAIS COM ONDA DE CHOQUt 
PARA REGIME XÃO PERMANENTE 
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RESUMO 

O comportamento da pressão, temperatura e densidade num escoamento transõnico 
nau permonente e isenlrÓpico de um gás períelto ao longo de um bocal com simetria 
axial é determlnada ntravés da técnica de expansões assintóticas. Um choque fraco 
está presenle e perturbaçõe~ foram impostas à jusante do mesmo. Apresentamos um 
resu l cndo 11umérico para um escoamento acelerado, com choql•e, para um dado perfil de 
bocal e uma dada condicio inicial. 

U\TROOlJÇÃO 

O conhecimento do co111porcamento das ondas de 
choque em escoamentos transõnicos, não permanentes ao 
longo de bocais é importante no escudo das máquinas de 
iluxo interno. Estas transitoriedades podem ocorrer 
devido a instabilidade de combustão ou mudança súbita 
nos níveis de potência de motores duntre outras razÕes 
ILJ. 

Duas técnicas tem sido utllizadab na manipulação 
deste tipo de problema: soluçÕes por similaridade 121 
e 13) ou por expansões 0111:1 I ntót i c as IL J, [ 4] e 15 J. 

Neste trabalho, utilizamos o método das 
expansÕes assintóticas para estudar as variações das 
propried.td et~ termodinâmicas (pressão , densidade e 
temperatura) oum escoamento transônico, não 
permanente, e isentrÓpico de um gãs perfeito ao longo 
de um bocal com simetria axial. Uma onda de choque 
fraca estará presente à jusanta da garganta e 
perturbaçÕes serio impostas à jusante deste choque . 

EQUACIONAMENTO 

Consideramos o escoamento transônico de um gás 
térmico e calorlcamente perfeito, compressível, em 
regime nõo ~ermaneote e 1sentrópico [L]. O número de 
Reynolds sera grande o suficiente tal que os efeitos 
viscosos sejom desprezíveis. 

Podemos expressar a temperatura, e, pressão, p, 
densidade, p, as componentes de velocidade, U e V, e o 
potenical t, respectivamente, na forma adi~ensional, 
em expansões aasintóticas em função do parâmetro E 
(onde E é a raiz quadrada da razão entre o raio da 
garganta e o raio de curvatura do bocal na garganta}, 
do seguinte modo: 

e - 1 + Eel + E2e2 + ... (lo) 

p - + E pi + E2p2 + ... (tb) 

p a + El>J +' E2o 2 + ... (lc) 

u - + Eu1 + E2u2 + .•• (ld) 

termos das equaçÕes acima são funçÕes de x (coordenada 
longitudinal), r (coordenada radial) e t (tempo). 

Utilizando as equaçÕes da continuidade, da 
conservação da quantidade de movimento em relação a x 
e r, da equação da energia, equação de estado e 
algumas relaçÕes termodinâmicas conhecidas 161 e [71 e 
após a manipulação do conjunto de equações acima 
combinadas com as equações (la) a (lf) encontramos, 
até a segunda ordem as seguintes expressoes para 
temperatura, pressão e densidade, respectivamente: 

e. 

p a 

+ E(l-y)u 1 + E2(1-y)(u 2 + o . sui> 

- F."f\l) - ~:2)\12 

(2) 

(3) 

onde todos os termos das expansÕes das variáveis 
termodinâmicas foram expressos em função de y (razão 
dos calores específicos) e dos termos das expansões de 
U e V que são conhecidos I L) e [6). 

De [1] ou [6] podemos escrever: 

UJ • ± [4f(x)/(y+l)) 0 • 5 (Sa) 

u2 • 0.5 f"(x)r2 + hx + ~~ (Sb) 

onde f(x) é uma função que fornece o per[jl do bocal 
de escoamento dado por Yw • [l+~2 f(x)) e 
f"(x) ~ d2 f(x)/dx . Do condição inicial obtemos hx e 
~~ qu~ é um potencial de segunda ordem adi~ionado ã 
soluçao para que o equacionamento seja valido na 
região vizinha a onda de choque I l).Convem observar 
que t; • O à monLanLe da onda de choque e que os 
sinais superior e inferior da equação (5a) denotam 
escoamento supersónico à montante do cboque e 
subsÕnico à jusante do choque respectivamente. 

PROBLEMA DO VALOR iNICIAL PARA h (x ,t) 

Assumjndo que a perturbação inicial é da forma : 

(6a) 

onde Z é uma funçao hlpergeométrlca do espaço e do 
v - EVt + E2vz + .•• (le) tempo doda por [8): 

~ • x + E~l + g2.2 ... .. (Jf) 

onde , e, p, p, U, V, c ~ foram adimensionallzadas em 
relação a seus valores críticos [61 e os numero& 
subscritos denotam a ordem de nproximoçio. l'odas os 

z • c118J.- 1 f(a+l ,B+l,Hl ,x)(dX/ds) + n (6b) 
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on~e U(q-q) é uma fu nção degrau unitária, q e a 
localização da perturbação tal que x • q cm c • O, o 
subscrito ~s denota reglmo permanente, o e B são 
funçÕes de 
sa t isfazer 
constantes 

x e r respectivamente, ~ • 2~ da modo a 
a condição de convergência de Z, E e n são 
e X é uma função do tempo dsd;l por: 

X e [cos2(4s)+I . O]-l-(cos2(4t5 h) + l.O)-l (6c) 

que se asssemelha à curva de Agnes1 e onde tsh é o 
tempo que a perturbação leva para atingir o choque. As 
relaçÕes entre as coordenadas {x,t) e (q,s), onde q é 
constante ao longo das características, podem ser 
vistas em [I) e [6]. Notem que os valores de q são 
relacionados a x so longo de t • O para q < q e a t ao 
longo de x = cte para q ~ q. 

Para um dado perfil de bocal de escoamento, a 
posição inicial do choque , x0 , estará associada com a 
pressão do r eservatório à jusante do bocal, PS• 
especificada a uma dada distância x8 no reservatório. 

RESULTADOS ~~RICOS 

Cma vez conhecidos o perfil do bocal de 
escoamento , hx e u 2 poderão ser calculados c desta 
forma podemos determinar 6, p e p. A onda de choque 
irá ser perturbada de forma que Ush • E2 1 (y+I)/4)Z 
quando t > t 5 h onde t 8 h denoto o tempo que a 
perturbacão levv para atingir o onda de choque . 
&acolhendo f • 4.0, O •- 0.2547,a • x e B • lõ3na 
f'lgura I enconLromos as J lnhas de ~tach ao longo do 
boc<~l em três instantes de tempo dircrcntes associadas 
com as curvas de temperatura, pressão e densidade ao 
longo do bocnl em crês n1vcis diferentes, r • 0.0, 
r z 0.5 c r • 1.0. A perturbação teve lnÍcio em 
q = x • 2. 5 e o choque encontra-se inicialmente em 
xou 1.5. 

A Figura la mostra as linhas de Mach constantes e 
a variação das propriedades temperaturs,e , pressão, 
p, e densidade p ao longo do bocal de escoamento para 
t • 0 .0 . A mudança do perfil de escoamento em x = 1.0 
provoca a troca no sentido da curvatura das linhas de 
l1ach da esquerdn para a direita nesta vizinhança bem 
como uma leve descontinuidade nas propriedades. 
Podemos observar o salto das linhas de Mach devido ao 
acréscimo da pressão causada pela perturbação em 
x = 2. 5 (onde se localiza a frente da onda de 
perturbação no instante intcisl). Este fato pode ser 
mais facilmente observado na curva de temperatura que 
dentre as propriedades é a que sofre maior variação . 
Alim disso, apesar de termos assumido o choque como 
plano, ele possui uma pequena curvatura de segunda 
ordem o que faz com que o escoamento atraz dele 
primeiro se desacelere e então se acelere localmente 
próximo às part!dt'S. Este falo é visto mais facilmen te 
nas curvas de propriedades observando seus 
comportamentos logo ii jusante da onda de choque. Em 
t = 0. 2Z . Figura lb, a perturbação se movimentou para 
montante até x • 2.01. A fre nte de perturbação 
atinglrj o ch" que cm x • 1. 50 num tempo t•t

8
h• 0.45 , 

como most ra a Figura lc. A part[r deste instante em 
qualquer lugar à jusante da onda de choque as 
propriedades do fluido serÜo função do tempo e a onda 
de choque comc~arã a Me mover sob a Influência do 
sinal de perturbação [I 1. 

CONCLUSÃO 

Esta análise fornece uma visão qualitativa da 
natureza do escoamento transÕnico sem que se precise 
recorrer a soluçÕes numéricas complicadas das equaçÕes 
de transporte. Esta solução é válida p~ro escoamentos 
ao longo de bocais com variaçÕes de perfis suaves. 
Aléa disso as perturbações não deverão possuir uma 
frequência muito alta já que a solucâo adotada trata 
de casos com pequenas variaçÕes no tempo . Isto nos 
leva a escolha de um tempo característico na ordem de 
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J0-2 a lo-3 sec . Finalmente como o escoamento 
transÕnico à montante da onda de choque foi 
considerado isentrópico o choque é suficientemen te 
fraco, o que permite o emprego do potencial de 
velocidade até á ordem dese]ndo. 
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l-FRENTE DA ONDA OE PERTUBAÇÃO 
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Fig . I - Cu rvas de Mach consta~te e distribuição das propriedades: pressão (p) , 
temperatura ( 9) e densidade (p) , am três niveis diferentes :-- para 
r • O. O, -.-.- para r • 0 . 5 e--- para r • l.O quando (a) t • O. O, 
(b) t • 0.22 e (c ) t = 0.45. 
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RES!M) 
tm modelo matemático para as vibraçoes eólicas em linhas aéreas de transmissão 

é apres(•ntado. Devido à complexidade do mecanismo de excitação (desprendimento de võr 
tices) , o modelo para a estrutura flexível (condutor) ê baseado num modelo para as os 
cilaçÕes transversais de um cilindro montado numa suspensão elástica. Uma expressãõ 
analítica para o força de excitação ê obtida de resultados experimenLais e incorpora 
da ã equação de movimento do cilindro . O problema do cilindro é completamente resolvi 
do e o modelo proposto descreve adequadamente as principais características observã 
das experimentalmente. 

INTRODUÇÃO 

As vibrações eólicas, que ocorrem com muita fre 
qUênci a nas linhas aéreas de transmissão, podem cau'>ar 
sérios danos aos elementos ul' suspensão da linha, ou 
mesmo levar ã ruptura do condutor , devido ao fenômeno 
da fadiga es trei tamen Le r e l adonado a essas vibrações. 
Este t ipo de n>ovlmeJ,tO cíclico do condutor, aporece pa 
ra ve l ocidade do vento na faixa de L a 7 m/a, com osci 
laçÕes se siLuando entre 3 ã 150 llz e llmplitudes pico-= 
a-pico raramente atingindo um diâmetro do condutor, com 
as vibraçÕes ocorrendo tranqv~rsalmcntc ã direção do 
vento. 

Devido a pequena separação entre as freqUências na 
turais do condutor (0.1 ã 0.2 Hz), a linha de transmis 
são pode oscilar em qualquer velocidade do vento na faT 
xa mencionada, para números de Reynolds entre 2.700 e 
14.000. com um diâmetro médio de csbo de 30 mm. Este fa 
to e uma conseqUência do movimento do condutor, que po 
de deter o controle sobre a freqUência de desprendimen 
to dos vórtices, capturando-a e mantendo-a em torno dã 
freqUência de vibração do condutor. A freqUência de des 
prendimento dos vórtices fs, a velocidade do vento v e 
o diâmetro D do condutor, eara a condição estacionária 
(ausência de vibração) estao relacionados pela fÓrmula 
de Strouhal 

f O/V • S 
s 

onde Se o número de Stroubal, que para linhas de trans 
missão , estã na faixa de O.t8 a 0.22. -

A maior dificuldade em construir um modelo materna 
tico par a a previsão das amp l iLudcs de vibração, reside 
no rel ativo descoohecimen~o do fenômeno d(' clesprendi men 
to de võr tices, princlpalment<• t'm estruturas fl(>xÍveis-:­
Alêm di sso, ou Lros problemas devem ser acrescen Lados, 
t ais como as flutuaçÕes no valor da velocidade do vem 
t o, que pa ra este tipo de vibração ê considerada estã 
cionãria, como também os efeitos di.' turbulência. 

Devido ãs dificuldades apontadas, existe uma rredo 
minância de modelos heuristicos, baseados no movimento 
oscilatório de um cilindro rígido montado numa suspen 
são elástica [1 ,2). Todos eles, tentam reproduzir os rc 
sultados experimentais . Esses modelos, al~m de complicã 
dos , pois apresentàm não-linearidades atê de 5~ ordem 
[3j, possuem parâmetros empíricos que precisam ser esti 
mados , ajustando o modelo aos resultados experimentais. 

O presente trabalho , propoe um novo modelo para o 
estudo do desprendimento de vórtices em estruturas ci 
lÍndricas circulares montadas numa suspensão elãstica-:-
0 modelo baseia-se em resultados experimentais c devido 
a sua simplicidade e ao fato de descrever corretamente 
o fenômeno da sincronização, tornou possível tambêm pro 
por um modelo para o estudo das vibraçÕes eólicas. -
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Figura 1 - Cilindro rÍgido montado numa suspensão elâs 
tica sob a ação do vento. 

Considerando um cilindro rígido de massa m, compri 
mento L, diãmetro D, montado numa suspensão elástica de 
rigidez k e sendo a constante de amortecimento do siste 
ma c, podemos escrever a seguinte equação diferencial 
para o deslocamento vertical do cilindro 

my + cy + ky • l/2 pLD v; CL cos{flt + 9) (1) 

onde p é a massa espec1fica dn ar, V é a velocidade do 
vento , no caso , governada eela fÕrmu~a de Strouhal,CL e 
o coeficiente de sustentaçao, O e ~ ~oo parômetros do 
sistema e t o tempo . 

Fazendo Y • y/D e T • W t ond~ w1 • k/m, podemos 
escrever (1) n11 seguinte íor~n adimi.!n~ionnl 

onde 

Y" + Y • dw~ c~. c os (w·t + 4>) - c;,.. Y • l 

e~ pLD2 /81r2mS 2 

w. 2;rf 
s s 

Wu • ws/wn 
c:,.. • U,. /E. 

(2) 

(2. a) 

A linha representa di!eorcncinc;iio t•m rdaçiio ao cem 
po adimensional t e Ç ê o ângulo de fase entre a forçã 
d~ excitação e o deslocamento. 

Os resultados exp~rim~ntais obtidos por Diana e 
Falco [4~, permitem modelar o coeficicntl' CL na segui~ 
te forma 

- _ 2 
CL = a 0 + a 1Y + a 2 Y (2.b) 

onde a
0

, a
1 

e a 2 são constantes_~uc melhor ajustam CL 
aos resultados experimrntaifi (' Y é o lll:lplitudr do drslo 
camento Y. 



P~rn valores usuais das constantes fisicas do pr~ 
bleca, ~ é um parâmetro pequeno e positivo, de sorte 
que o modelo (2) é uma equação diferencial fracamente 
não-linear podendo ser resolvida usando-se uma técnica 
do! perturbação. 

Método das MÜltiplaa Escalas de Tempo. Adotnmos 
para soluçao d~ (2) uma expansao assintotica da forma 

T, • E:l 

e yi(TQ, T
1
)i j • 0,1,2, ... sao funçÕes desconhecidas a 

s~rrm dé termt nt~das. 
Os operadorc:s d/dt 11 d2 /dt2 aao dados por 

d/d1 • 0 0 ~ c DI (3. a) 

d2 /út2 
- 02 

o + !:(2000 + r 2 (O~) 

onde a 
Ll l • J~ Dn • ~ 

o I 

Usando (3 . a) em (3), substituindo em (2) e igualando os 
termos de m~sma nrd~m cm E: .,m ambos os ml'11lbros da equ!!_ 
ção, obremos 

o! y 
0 

+ y 
0 

• o c 4 > 

D2y +y • -20 D y +·.u2CL(O) cos(wT +~)-çLO y (S) 
0 11 0100 o ~ o o 

0 2y +y • -20 O y -D2 y -+u.,z c:_(
1)cos(wT +$) (6) 

O 2 2 O 1 I 1 O O -L O 

-4.<0oY• + 0,Yo> 

onde c<k> 
L ; k. 0,1,2, ... sao os tt•nnos da expansao 

c = 
L 

c<o> 
L 

+ • c< I> 
L 

+ c2c< t > 
L 

~ 

A soluçao de (4) pode 1H·r ;·s~ri ta na forma 

Yn a A('rl) (' iTo • A(TI) I" -j'l o (7) 

Substituindo (7) cm ('>), obtt•mos 

~ 'T ( O) ' 
O~y 1 +y

1
• -j (2A+I;*A)PJ O+t/2w:cL eJ~+cc (8) 

onde o til c~ ) rllpr~scntll di r e rcnci llÇ<lO em relação ao 
tempo r 1 , c c é o comp I cxo conjugado da quantidade ante 
rior, •JJ • wT 0 + tl> e j • 1-1 

Elin1inando os termos seculares em (8) , obtemos 

(9) 

Fazendo A e 1/2 o eje, diferenciando em relação a T1 
substituindo em (9), obtemos 

e 

ã + (,10/2 a • O (lO) 

A solução de (10) é da forma a • Ce-' */2T • . sendo C uma 
constante arbitrária, Bignificando que não existe osci 
lação auto-sustentável para cst~ caso. 

Siocroni~ação. Quando w ~ 1, podemos definir um 
parâmetro de dcssincronia para a freqUência, da seguin 
te fonua: w - 1 • Eo. tsltJ implica fazer :P • T0 + Ol'J + 
~. Substituindo em (8), obtPmos 

[ 

(O) j(oT +tj)) J jT, 
D~y 1+y 1 • -j(2A+~ 10A)+1/2w~CL e " e 

(11) 
+ termos que nao contribuem 

A primeira aproximação dnda por (7) e eq11ivalente 
a fazer y 0 • a cos(T0 + 0), o que implica em 
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c~o) • a
0 

+ a
1
a + a

2
a2 (12) 

Eliminando os termos seculares em (11), separando as 
partes real e imaginária e levando cm conta (12), obte 
mos 

[

sene 

-cose 

cose] 

sen~ 
{ 

p, (a)} 
P• (a) 

onde 

p
1 

(a) • -r../2 sene a-w~/2 cosub0 +c..a+u2 a
2

) 

p,(a) • Ç*/2 cose a-w~/2 scna(a0+a1a+a a1
) 

(l- 01'1 +ii> 

Reso1 Vl)ndo (13) , obtemos 

~ 2 ( 1 ) o • -r;,.12u+w012 a 0 +o 1a+ct2 n sen y 

ae • '"W~/2 (1'1 0 +n a+u2 n ) CllS y 

y • a-o • oT1 - 6+tl> 

Eliminando O em (14) , obtemos 

a • -~;.12a+w! 12 <r• 0 +a 1 a+o 2 a~) sen y 

Y • w!
12

<a
010

+a
1
+o2a) cos y+a 

(13) 

(14) 

(15) 

Para que existam ciclos-limite é necessar1o que 
ã.Y.O. Aplicando esta condição a (JS), obteoos as se 
guintes expressões para as amplitudes dos cic1os-limi 
te do cilindro, na sincronizaçoo. 

(1) 
- 1/2 {-a. + ~ 82 4a;} a 

(16) 

a(2) • 1/2 {-a1 - .J 02 
I 

I 

- 4a~l 

onde 

Estabilidade dos Ciclos-limite . O ""'"I" cl" ··~to 
uilidade dos ci clos-1 ;,ili.;-pô~r r\ i l t> , [ll'rllll bandÕ 
-se as ~quaço~s (15) do Ae~uint~ forma 

\ 

d ~$~) ~ = [ A 1 1 ". ~ ] !la I 1 1 7 ) 

d (lly) A A lly 
dT 

1 
2 I 22 

onde 

A . 2 (ai + 21l , ~) -r:.*/2 +wo/2 SPfl y 
li 

A - 2 
W0/2 (ao + o,; • o, ;: ) ('QS 'Y 

A - 2 (-a01; z + (_.1 ) c o' i 
21 W0/2 

\z • -w!/2 
A 

(c'o/â + a, + a~a) sen y 

e os valores de ; e y são obtidos a p.,-t i r de (16). A 
estobi !idade dos ciclos-li mi u· ~era dada rel e :; autc-va 
lore~ da matriz )J em (17). 

VIBRAÇÕES INDUZiDAS POR V!SRTICES EH LJNllAS OE TRANSMIS 
SAO 

O modelo malcmiitico que estã send" pr(lpO~to para 
vibrações cÕliC"a~ cm linhas d(• trnn6mis~aa, considC'ra 
a estrutura fh~xlve l como sendo conscn11 da com um númc 
ro infinito de cilindros ci rcular<"R <JC'<> J)lados . de co1n 
primento infinltcslmol .. Devido ao nÜmPro Lníin.ito de 
graus d(! I iberdade desav estrutura, pod('mos t'STJ('rar um 



numero infinito de regiÕes de sincronização. Estas re 
giÕes formarão um espectro praticamente contínuo, desde 
que suas freqUências naturais sejam pouco cspaçadas .Des 
sa forma , as vibrações da linho, ocorrerão em qua I quer 
velocidade do vento onde os números da Reynolds corres 
pondent es pertençam a faixa possível de desprendimento 
de vórtices. 

Outro aspecto importante na construção do modelo 
para a linha, é aquele relativo às Corças de excitação. 
O estudo anterior, conduzido com um cilindro r{gido moo 
tado numa suspensão elástica, n~scrou que é poss{vel rc 
presentar de forma bastante aproximada o fenômeno dã 
sincronização, modelando a força de excitação como uma 
função polinominal da amplitude de deslocamento , modula 
da por uma função periÓdica no tempo. -

Algumas simplificaçÕes pod~ ser introduzidas no 
modelo do condutor, se considerarmos alguns asp<·ctos 
que são inerentes ãs vibraçÕes cÓlicas. A primeira de 
las, ê confinar o movimento ao plano vertical, e~borã 
seja conhecido o fato de que ~xiste um acoplamento en 
tre vibrações no plano e vibraçÕes fora do plano verti 
cal . Entretanto, esse scoplam~nto é mais acentuado nos 
modos de freqUências mais baixas do condutor, e as vi 
brações eÓlicas ocorrem nos modos mais elevados (30 < n 
< 500). A seg1mda simplificação, di~ respeito a rigidez 
flexional do cabo . :\o modelo aqui proposto, esta rigi 
dez serã considerada pequena e seu ~feito desprezado~ 
No entanto, deve ser enfatizado, que a rigid~z fl exio 
na I tem enorme importância no estudo das tensÕes d inâmi 
cas que ocorrem próximas aos grampos de suspensão, seÕ 
do o seu conhccimeJ\to fundamental para 1.1 estimaciva de 
vida udl dos conduto-res. Esses efeitos, entretanto, só 
são sentidos nas extremidades do 1 inha e para os objeti 
vos do nosso estudo podem ser desprezados. -

Todas as consi<leraçÔl!S anteriores conduzem-nos ao 
estudo dás vibraçÕes induzidas por vórtices numa corda 
vibrante . Se chamarmos de w a de[lexão da corda e x,. 
sua cnord~nada espacial, podemos cons~ruir o seu modelo 
analítir·o, a partir das consideraçÕes fl•itas sobre o 
sist~ma discreto d~ cilindros rígidos como se segue: o 
~ovimento do cilindro ê substítu.ido pl'la deílexiío da 
corda através das seguintl's transforcaçÕes 

cilindro condutor 
aeru•_xao y(t) w(x,., t) 

amplitude y !.' x,. 
força de 
excitação F(Y, t) F,.(w<x,.), t] 

A equação difer~ncial que r.overna as vibrações in 
duzidas por vórtict•s no condutor é dada pnr 

l Hlt 
).w~x,..,t)+d.;;(x*.t)-Tw"(x,..t)•2' pDV~ c

1
..fw(x,.))e (18) 

onde \l é a mns~s por unidadt• dt• comprimento , d ê uma 
cons tante de amorlPcim(•nto por unidad!' de comprimento, 
T i a força de tração , n i a massa espec[fLca do ar, O 
• diâmetro <lo condutor, v5 vl:'locidodu do V(•nto, CL c> 

<·oeficiente de sustPntat;ãt> e 11 n freqUência de ~·xci ta 
çiio, O poo lo r<~prcscata difer()ndaçoo rm relnçào M> tt•iii 
po te a linha difer.Pndaíiio cm relac;iín a x,... -

1ntrodu?.indo as vnriavt•i.s x • x,../D, u • w/0 e 
T = w t, sendo w a fr•qUência de desprPndimento de vór 
ti<-es~ podemos c~crcver (18) na sc~uintl' forma adimen 
sional 

u (x. r) - cc2 u (x, T) • ô f(u , u,.,t) 
TT XX 

u(O,T) = u( , T) . ,. 0 (19) 

0 < X < 1 ; T ~ 0 

•'n<!e 

c ~ .JTiUIJ · c • c/Ot.u · 6 • oD2 /8n2us ' o s ' 

-( ) c ru ( ) 1 Hlt d r u . uT;r • L • x .Ja - ,.ur (19. 3) 
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Analogamente ao que acontece com as vibraçÕes indu 
<~:idas no cilindro, pan1 valores usuais das con!'ltantcs 
físicas do condutor, ó e l~ parâmetro pequeno c positi 
vo, de t al mnneira que> (19) ê uma cquaçiio diCerencinT 
parcial fracamente não-linear, devendo se anular nas ex 
tremidades (x • O ex • l). Para que estas condiçÕes de 
contorno sejam salisfeitos f(-u, -u ,T)•-f(u, u ,T). As 
sim, podemos propor para CL[U(x)] aTseguinte fu~ção p~ 
linomial 

cJu(x)] = s,u - a,u' 

Substituindo (20) em (19.a) , obtemos 

-2iflt 

(20) 

f(u, u,., T)•8 1u - d,.uT - B
1

u3 e (21) 

A função (21) é composta de uma parte linear e ou 
tra não-linear. Para o caso das vibraçÕes eólicas, onde 
os deslocamentos são pequenos, cm primeira aproximação 
podemos propor um modelo para f(u,u , 1') quecontcmha so 
mente a parte linear. Além disso, cdníorme pod., ser vis 
to~ (20), CL =O para U • O, o que significa qu~ o m~ 
delo proposto leva em conta somente o crescim~nto das 
amplitudes de vibração, ou seis, a sua evoluçao no te~ 
po , face as forças de excitaçao produzidas pelo vento . 

O modelo (19) também pod~ Rer resolvido usando-se 
técnicas de perturbação [5] . Em trnbulhos posteriores 
serão apresentados os resultados obtidos do s ua solu 
ção, para os dois casos, em que f(u , u ,T) é liaearizadã 
ou não, e seus efeitos cornJlOrados . 1 

RESULTADOS E CQ.\IPAJ!AÇÕES 

Com a finalidade de ~estar o modelo matemâtico pro 
posto no presente trabalho, os se11uinti'S valores fora;;; 
adotados para as constantes fÍsicas do problema do ci 
1 indro. 

1l1 = 1.0 kg 
O = 1. 225 kg/m3 

L • 0.5 m 
S•O .l85 

D • O.l m 

Os coeficientes que aQarecem em (2b) sao os mesmos 
tados por ScbMfer em (6] e valem 

o0 = 0.09 a
1 

• 3.37 Q2 • -2.67 

ado 

A Figura 2 , mostra uma compara~ão entre os resultados 
experimentais apresentados em L7) e os obtidos pelo m~ 
delo p~oposto. As amplitudes pico-a-pico estão adimen 
sionalizadas pelo diâmetro do cilindro e plotadas e; 
função do amortecimento reduzido, que é definido por 

SG s (2~S) 2 .2m/pLD 2 .ç 

lO. O 

? ~+ .... EXPIItiMINTAl 

~~-- TEÓ~oco 
Ct 4 .0 , .. 
o ---------"'h ... lo! z.o 
~ 
8 ... )\ LO . .. 0: .. ,, 
:ol 0.6 • \ ~ ... 0.4 

\ ::; .. ~ li 
\ .. 0.2 

\ 
0.1 

om o 02 o.oo o~ cu 0.$ 1.0 ZO o.o Ul.O 

AMOIITfCIMUTO RtOUZIOO Sg 

Figura 2 - Comparação entre resultados teóricos c expe 
rimentais para o deslocamento vertical do cT 
lindro . 



A figura 3, mostra as amplitudes dos ciclos-limite 
estáveis, em torno da ressonância, para vários valores 
do fator de amortecimento. 

·•--·u.U: u tluu 

.. , 

OtO OM 

Figura 3 -Amplitudes dos ciclos-limite do cilindro em 
torno da ressonância. 

COMENIÃRIOS E CONCLUSÃO 

O estudo apresentado nos 1tens anteriores, permite 
fazer os seguintes comentários: 

a) O modelo proposto para as vibrações induzidas por 
vórtices no cilindro, acompanha de forma bastante 
aproximada a tendência geral dos pontos experimen 
Laia de [7] , conforme é mostrado na Figura 2. -

b) Para valores muito pequenos do amortecimento reduzi 
do SG, o modelo evidencia o caráter auto-restr~t~vo 
das oscilaçÕes do cilindro. Este fato, mencionado 
por (7) foi observado experimentalmente por [a] . O 
valor assintÓtico para o qual tendem as amplitudes 
quando o amortecimento tende a zero é 1 . 29, exatamen 
te o mesmo encontrado em [6]. Esses resultados podem 
ser vistos oas Figuras 2 e 3. 

c) As comparações apresentadas na Figura 2, dizem re! 
peito a uma série de experimentos realizados por va 
rios pesquisadores com estruturas cilíndricas monta 
das numa suspensão elástica. Esses resultados foram 
sistematizados por Skop e Criffin e apresentados em 
[7] . A linha pontilhada, representa a resposta do mo 
delo lançada sobre a nuvem de pontos experimentais~ 
As amplitudes dos ciclos-limite plotadas no eixo ver 
tical, são amplitudes de ciclos-limite estáveis, fã 
to comprovado pela análise de estabilidade. 

d) A Figura 3, mostra a resposta do modelo ~ torno da 
ressonância, para diferentes valores do racor de 
amortecimento do sistema. Uma leve assimetria que se 
verifica, também ê confirmada experimentalmente [9] . 

e) Outra característica importante apresentada pelo mo 
delo, pelo menos como possibilidade algébrica e que 
também se verifica eXperimentaLmente [9] , ê o fenÔm! 
no de his t erese em torno da ressonância. Em (16) ve 
mos que existem 4 valores possíveis para as amplitÜ 
des dos ciclos-limite, para um dado estado vibratÕ 
rio do cilindro. No entanto, para os valores numêrT 
cos pesquisados , o modelo apresenta uma Única solu 
çao utável. 

f) O modelo proposto, simplifica sobremaneira a análise 
do fenÔmeno de desprendimento de vórtices no cilin 
dro , ao redueir o número de graus de liberdade do 
sistema em relação aos modelos convencionais. Todos 
os modelos baseados em versões da equação de Van der 
Pol possuem 2 graus de liberdade, além de fazerem 
proposiçÕes heurísticas para a força de excitação do 
vento . Isto obriga a análise desses sistemas passar 
por uma estimativa dos parâmetros empíricos, através 
do ajuste de curvas teóricas aos resultados experi 
meneais . 
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g) A simplicidade do modelo proposto, que é fruto de 
uma modelação matemática baseada em resultados expe 
rimentais, permite passar ao estudo do desprcndimen 
to de vórtices na estrutura flexível (condutor) , o 
que seria bem mais complicado caso o modelo das vi 
brações do cilindro fosse heurístico . 

h) A passagem do desprendimento de vórtices no cili ndro 
para o desprendimento de vórtices na estrutura flexí 
vel, conduz a um problema não-linear de valor de coÕ 
torno. o modelo (19). pode também ser estudado usan 
do-se técnicas de perturbação, e em primeira aproxT 
mação pode ser linearizado em torno da configuraçãõ 
de equilíbrio do condutor, pois as vibrações eólicas 
apresentam pequenas amplitudes em relação ao diâme 
t ro do condutor. -

i) As técnicas de perturbação demonstraram ser inteira 
mente adequadas à anâlise do fenômeno estudado, pc~ 
mitindo calcular de forma fechada as amplitudes dos 
ciclos-limite do cilindro, tornando o trabalho compu 
tacional extremamente simplificado e unificando do 
ponto de vista metodológico o ataque ao problema. 
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ABSTRACT 

A matbematical model is presenced for che aeolian 
vibrations of overhead tines. Because of the complexity 
of the excitation mechanism (Karman vortex shedding), 
the model for the flexible structure is based on an 
appropriate non-linear model of a circular rigid 
cylinder mounted on a elastic suspension and oscillating 
transversally in a flowin& fluid . An analytical 
expression for the excicing forces acting on the 
cylinder is derived from experimental data and 
incorporated in the equation for the oscillatory 
movement of the cylinder. The cylinder problem is 
completely solved and it is shown that the maio 
characceristics observed experimentally can bedescdbed 
by this model. 
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RESUMO 

A posslbilldadc do emprego de ~stato-Reatores a combustão supersónica 
("scramjets") como melo de propulsão eficaz em regime de võo hlpersônico é 
reconhecido ho mais de duaa décadas . Recente levantamento do estado-dn-nrtl! revela 
uma série de ospcctos que carecem de cuidados espc;clo ts oferecendo áreas o,de as 
oporrunidodeH d~ P&O são Óbvias e urgentes . Em particular este é o coso do Combustor 
Supe n-1Õn lca. Este trabalho propõe um modelo parn a sua d lniim I c a c di.& cu te aspectos 
de suv otlml~açio. 

iNTRODUÇÃO 

A propulsão de ve!culos e~pacials na atmosfera e 
das aeronaves hipersÔnlca~ de grande alcance 
("aerospac« plnne") muito prnvavelmente será realizada 
por sistemas alimentados a nr, dos quals o mais forte 
candidato é o estato-reator a combustão supersónica 
("~cramiet" } . Este c I<: lo opera numa faixa de número de 
Mach de VÕo, M0 , muito mais ampla que os demais ciclos 
alimentados a ar (4 S M0 S 25} III e Õbviamente possui 
impulsão específica, 19 , muito maior que quaisquer 
motores foRuete convencional~. 

Assim é que o ciclo de propulsão, baseado na 
liberação de calor num escoamento supersõniro, evoluiu 
de tal modo na11 1Íltimas décadas, que existem hoje uma 
plêiade de projetes de propulsores fundam~ntados neste 
principio .1lém de varia~Ões como aquela do DCR ("Dual 
Combustor Ramjet") qu(' procuram incorpornr ao 
combustor supersÕnl c o a ílexibilidnde do estato-rearor 
a coml>ur:;tâo subsônica no que tange a alf.mentac;ão do 
sistem11 com combustíveis de simples armazenamento 
(1-J J. 

l'm modo simples de ae conRiderar o estato-reator 
a combustão supersôntcn é divid!-lo em secões como 
indicado n~ figura 1. Cada componente (A Tomada de Ar 
(0-1), o Duto de Con~xôo (1-2), o Combuntor (2- 4) e a 
Tubeira (4-5)} pode ser analiando separadamente e 
resultados experimant~l~ incorporados onde necessário. 
Este trnbalho se dedica ap~nas ao estudo de aspectos 
da dinâmica do comhustor. 

... >I 

Fig. I - Esquema de um F~taLo-Reator a Combustio 
· Supersónica. 

033 

ANÁLISE DO COMBUSTOR 

Nesta região (figura l, Secões 2-4) o campo de 
escoamento é complexo, envolvendo eventos que, 
acoplados e de natureza fortemente não lineares , 
dificultam sobremaneira a descric;ào completa e precisa 
do fenômeno global, poie Lá interagem num trem de 
ondas de choque, a injeção do combustível (em 
condiçÕes sônicas ou supersônicns}, camadas limites e 
de cisalhamento, zonas de separação de camada limite, 
entre outros. Assim a obtenção de ~olucões completas 
das equações de Navier-Stokes - envolvem um tempo de 
computação enorme e pouco conveniente nu~a fase de 
anteprojeto.Oa{, a análise aqui é feita considerando 
um volume de controle entre as sec;oPs 2 e 4. Nestas 
seçÕes o escoamento podr ser considerado 
unidimensional. A seçâo 3 corresponde às condiçÕes que 
podem existir atrás de uma onda de compresijão simples 
cujas propriedades 3 montante são aquelas da seçào 2. 
A intensidade deRtO onda pode variar desde uma onda de 
Mach (isto é, sem choque), por uma rom!lia de ondas de 
choque oblÍquos até,no limite, uma onda de choque 
normal. lato posLo, ns equocõcs de conservação para o 
escoamento atrvvéij o volume de controle podem ser 
escritas: 

pzu2fl2 + W[ • p;.u4A,, (1) 

P2A2+J:Pw~lnodAw- P4A~- J:lwcosodAw + PfArcosB= 

(3} 

(4) 

onde p - d~nsidade, u - velocidade , p - pressão. h -
entalpia, v vazão em massa, a o ângulo de 
divergência do combustor, B - o ângulo de injeçào do 
combustível, t a tensão de cisalhamento, f -razão 
combustível/ar, (vf/w2), q- fluxo de calor e os 
subRcritos denotam: 2 e 4, secões 2 e ~ 
respectivamente, f - combusdvel e w - parede. 



As equaçÕes (l) a (3) podem ser resolvidas com a 
escolha de uma equação de estado apropriada, equação 
(4), e se forem conhecidas expressões para 8 
distribut~io de pres~Ões na parede, para o 
cisalhamento e a taxa de transferência de calor. 

A equação de estado é obtida assumindo-se 
equil{brio termodinâmico na secno 4 (Ftg. l) e usando­
se o código NASA SP-273 [4] com a composição do ar 
previamente estabelecida e a descrição apropriada do 
combustfvel empregado. 

Já a distribuição de pressões na parede , a 
t~cnica usada i a de se tomar 

t i -1 
pwA • const (5) 

onde E é uma constante arbitrária, - .,. ::>E s "'• como 
amplamente usado no tratamento anal!tico de 
escoamentos em dutos de ãrea varjâvel com adição de 
calor [5,6). 

No que tange os efeitos de atrito e transferênci.a 
de calor, aquelas integrais nas equaçÕes (2) e (3), 
embora possíveis de determinação rigorosa pela solução 
das C<(uaçÕes da camada limite, podem com a vantagem da 
slmplicidnde, receber tratamento de correlação de 
dados, desde que se assuma como vâlida a analogia de 
Reynolds para es~e tipo de escoamento J6]. 

Das equaçÕes acima (usando-se (1 ) , (2), (4) com 
p" a p.,R~T., e (5) I obtem-se 

p~ 

P2 
1 Cl+y;M~) - (1-•) p1/p z-ftj2(~) 1 -c 

< + y" M~ Pz 
(6) 

A., • 1 O+r2H~) - ( 1-d p;(p2-ft I -[ (P3) t-1 
Al E + y4 Ma P2 

(7) 

r., 
T2 

1 ct+xz~~) - (1-t) pJ/pz- ft 1z ~ M~ ___ 1 ___ 
~ +r~ Ma Y2R2 MI (l+f) 2 

(8) 

onde r j a razio do~ colores específicos, M o n~mero 
de Mach, R a constante específica do gás e 

- ft • 1-f~TwcosndAw+PtArcosS+pfu~ArcosS)~A (9) 
P2 2 

e interessante notar que, fazendo pa/pz = l.yz=y.,•r. 
MWz = NW,, (tfi4 - massa molecular da mistura) e tomando 
rt • O e (L I () ~ l encontra-se os resultados de 
Billig [5). Entretanto vale observar que as equaçÕes 
(5) a (8) foram obtidos sem o emprego da equação da 
energia. Assim para compatlbillzar-se (8) com (3) é 
necessário que: 

h 
f ...!f = K2 

hrz m - 1 (lO) 

onde o subscrito T se refere ~8 condlcÕes de 
estagnaçiío e K2 é definido por 

2 2 2 2 
K2 • 2+(y-l)M~ • ~ , 1 E+rM~] 

2+(y-I)M~ M~ 't+rM · 
(li) 

Como, fh Tf /h Tz >O então f < 1<2 -1. Este re~ultado imp~e 
um Vlllcul o ao problema. Se as lllmplif i caçoes acima nao 
forem empregadas então a relação de compatibilidade 
pode ser escrito: 

Y2R2 Y4-l bTf Ql 
-- -- ( l+f- - ---) 
r~R., r2-l ~2 ~2 

2 + (r4-l) M~ 
i 2 + (yrt> M7 

034 

2 2 
• [ (l+y7Mz)-(l-c)~3/P2- ft) r4Rit ~ (l+f)-1 

c + X4M'+ r2R2 M2 
(12) 

onde Q1 • ~ q dA l J~ 
W2. 2 W W 

Fazendo [6] 

Ql· .i,~ 
Aw A2 

onde Q/Aw é o fluxo médio de calor nos paredes do 
combustor, este parâmetr o pode ser adimensionalizado 
pela diferença das entalpias midias do gas e da parede 
do combustor , t.h, 

llh • hT2 + fhTf + 0.5 fnct.hf - ii w (13) 

onde h é a entalpia do ar na temperatura média da 
w - • parede, n ,a eficiencia do processo de combustao, t.Hr o 

o poder ccalorífico inlerlor do combuscível e o fator 
0.5 é usado na intenção de prover um valor médio para 
todo o combustor (6] . Com base. nas correlações de 
dados experimentais envolvendo diversos combustíveis e 
geometrias de combustores numa faixa ampla de 
condiçÕes iniciais, Q1/t.h pode ser plotado vs os 
parâmetro fnct.U(. Uma aproximação daquelas correlaçÕes 
fornece o relaçao 

q 1 /t~h ~ 9 x to- 4 ~ 2.83 x 10· 7 fnct.Hf 

onde t.Hf a (J/g). 

(14) 

Se, como j~ mencionado, 
for vâltda para escoamentos 
entÃo [61 

a analogia de Reynolds 
com reacões exotérmicas, 

(Q/Aw)/(hr - hw) • tw/~ (15) 

onde Tw • (1/Aw) J~ Tw_cosad~, hr é o valor m~dio da 
entalpis de recuperacao do gas, e ü, o valor medio da 
velocidade no combustor, pode ser tolll8do como ü " uz , 
assumindo-se que os efeitos de desaceleração dev~dos 
nos choques e ii adição de calor são compensados pela 
divergência do combustor. 

~scolhe_:se hl:'- f 1hT onde c1 ': {l+r[(y-I)/2]M2~; 
l i+[ (r-l)/2JM2) onde ( ) - valores medlos, e 7 ~ Pr 1/ , 
Pr o número de Prandt. (Para 2 < H < 4, Y " 0.9 e 
c1 " 0.93, numa ampla faixa de combust!veis) e 

hT• hT2 + fhTf + C2fllcllHf 

onde para o hidrogênio como combustível, C2 
AH[ e 388l85J/g 

0.9 e 

Na solução dl!s equaçÕes de conservação e estado, mesmo 
com as simplificaçÕes acima nem o valor de t nem o de 
p3/p2 são necesssariamente conhecidos a priori. 
Entretanto , no considerar-se que no vizinhança da 
secão 4 o escoament o é unidimensional e que lá est~ o 
final do combustor e mais, que o escoamento na tubeira 
(seçÕes 4-5) é isentrópico, então é mister tomar-se os 
vínculos 

d\ 
~ 

• 0, A • A~ (16) 

e 



• (!.,e) , A • A~ . (l 7) 
ôA isentrÕpico 

Da equação (7) , 

M • 
(pz/pJ)(y~ 1 +(y2/~~)Hz)-(l-c)/y4-ftpz/pl E 

(A~/Az)lf -t Y4 
(18) 

De novo, como na equação (8) mas p!ra um volume de 
controle entre a seçào 2 e uma secao x à juzante da 
seçao 4, tem-se 

f(l+y2M~)-(l-c)p3/P2- f~J 
c + yH2 

daí 

l'.!!!t 
yR ( 19) 

(20) 

Considerando-se as variaçÕes de y, HW, f~2 e f como 
desprezíveis (aliás é interessante notar que o sinal 
negativo desta última corresponde ao efeito de apenas 
adição de massa no escoamento, efeito que sabidamente 
reduz a temperatura de estagnação), cem-se então o 
resultado obtido por Billig [5): 

dTt • { c(l+(y-I)M21 -~} ,!!t1:. 
TT [ 1+(1.:J·)M~(c+yM7) M2 

2 

aplicando-se a condit~o (16) obtem-se 

M - [ E ]I /2 
4 c+ Y~ (1-c) 

ou 

Este resultadu é análogo ao 
entupimento" nos pro~es&Ob de aquecimento 
e de atrito de fsnno [1). waltrup [6) 
condição de limite de entropia. 

(21) 

(22) 

(23) 

"ponto de 
de Rayleigh 
chama esta 

Vale notar que (22) e (23), ao contrário do que 
propÕe Blllig [1), são obtidos sem quaisquer outras 
restriçÕes quando apenas se impÕe o vínculo da relação 
(17). 

Finalmente é simples a obtenção de (22) e (23) 
partindo-se apenas do v!nculo (17): 

Da equncão ( 5) 

!..eJ aA &•const 
(24) 

A+A~ 

por outro lado, é fácil mostrar que, em condiçÕes de 
isentrop1.a, 

(!e) Pt4 (P4 )2/Y I 1-(~ 1::.!.);1 I · 
M isent • -A.:"" Pt4 Pt4 

A~A4 

l P4 !:l Y+l (-P4 ) 1/yl-1 · [ (-) y - y 
Y Pt'- Pt4 

(25) 

e (U) e (23) 
(24) a (25). 

seguem-se imediatamente ao igualar-se 

Por 
aceitável 

outro lado embora seja perfeitamente 
tomar-se h/ôM1 , dMW/3M 2, 3f/3M2 e êlf(- 13M2 

à l'Cro quando A • A4, só assim o vínculo tendendo 
(16) estará 
fornece (22) 

contido no vínculo (17), que, de per se, 
ou (23). 

Assim (16) 
mencionadas e (17) 
condu~indo ao mesmo 
substituído cm ( 18) 

com as simplificaçÕes acima 
são totalmente equivalentes, ambas 
resultado (EquaçÕes 22 ou 23) que, 
Cornece: 

E2 (y:
1
+ li M~)-(1- )/y4 + ft ~ 

• P3 Y4 P3 _ .§.. 

E.+y4(1-E) (A~/A2) lfl-C Y4 
(26) 

Obter-se-ã então ums solução Única para uma dada 
quantidade de calor liberada no combuscor para a qual 
também corresponderá um único valor de F2IP3· 

CONCLCSÕES 

Assim é possível a deter.inação e otimi~açÃo da 
dinâmica dos combustores supersÕnicos. Dentre os 
muitos aspectos que ainda não foram analisados 
encontram-se as possíveis variaçÕes temporais do 
fenômeno estudado, bem como de perturbaçÕes que 
simulem condiçÕes de võo resl. 

Aqui verificou-se a existência de um vínculo 
Corte não mencionado na literatura (Equação 10) que 
limita o campo de soluçÕes possíveis e mostrou-se que 
as aproximaçÕes normalmente sugeridas (5) para a 
obtenção das relaçÕes (22) e (23) não se fazem 
necessárias quando se utiliza apenas o vínculo imposto 
pela relacào (17). 

O objetlvo deste trabalho foi o de analisar e 
identificar apenas alguns aspectos do eombustor de um 
estato-reator a combustão supersõni.ca e apresenta um 
problema atual no qual necessidades e oportunidades de 
pesquisa existem em todos os componentes deste sistema 
de propulsão que podoró em breve ser utilizado para 
lmpulelono.r ve!culos espaciais e aeronaves 
hipersõnicas. 
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ABSTRACT 

The possible use of supersonic combusrion ramje t s 
(scramjets) as an efficient propulsion means for 
hypersonic flight has been known for several de~ades. 
A recent survey on the state-of-the- art points out 
scveral subject s in the development of scramjets that 
need special car e thus showing areas where the R&D 
opportunities are obvious and urgent. ln particular 
this is the case of t he Supersonic Combustor. This 
work deals wi t h some aspects of its optimization . 
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RESUMO 
O desenvolvimento de vef~ulos hipersõnicos aponta os estato-reatorea a 

combustão supcrsõnica (''se tdmj e ts") como O li ais temas de maior potencial para o avião 
aeroespaci1ll . Tais ciclos permitem operação numD Caixa mais ampla de número de Mach 
d" vôo do que qualquer outro com alimentação a ar. Um deles. o estato-ceator de 
combustor t.luplo (I)CR) ofcrucll as vancag()ns du combustão supcrsõnica e t::omt ustiio 
subsÕnlcn. Este trabalho investiga a escabilizocào da chama em IJCR, a liberação do 
energia nos tempo~< de rllsidêncla disponívei!l em võo hipersônico e sua interaçào com 
o proces~o de combustão. 

l. I ~TRODUÇÃO 

Estre os slst~mns de propulsão alimentados a ar o 
cstnto-rear.or n combustão supersõnicn ("scramjet") s" 
afiRura como fort<! candidato parn emprego nas 
.1cronoves hipersÔn{cas (o "aerospace plane") e na !ase 
dtmosf~rica do vôo dos veículos eApnciaia da próxima 
decada. 

De fato, embora llxistam hoje diversas 
configuraçÕes desse sistema, uma deln~, a chamada DCR 
("Dual Combustor Rumjet"), sem dÚvida surge como uma 
d s mais promlssoros [li, com a grande vantagem de 
Incorporar às virtudes da combustão supersônica 
, ,qu~ las do esta to-reato r subsônico, que peruú tem o 
emprego de combustíveis niio exóticos e dispensam 
aditivos especiais e o uso de chnmaH piloto. Assim o 
OCR amplia a faixa de operação do11 "scramjets" 
pllnDit.indo operação eftcaz em nú~eros de Mach de võo, 
Mo• de J a 10 com combustíveis líquidos e de até 
Ma • 25 com combustíveis gasosos [I). 

O DCR em sua confi.gurac;ão pndrào consiste 
bastcnm.,nte , cou1o sugerido na Figura I, numa câmara dé 
pré-combustão (ou "gerador de gases") onde ocorre 
queima pareia l dn combustivel, um condiçÕes de 
est:op.na~;ào, com o ar sangrado do esconmento principal. 
Esta atistura gasosn e então injetada com número de 
~»eh I de volta naquele escoa~ento onde então se 

o 2 3 

I l i 

... 

completa a combustão ~m regime supersõnico, passando 
daí os gases para uma tubeira divergente no modo 
clássico dos motore!l n reação. 

Entretanto a complexidade deRLe processo tem 
conduzido uo emprego de túcnicas de vo lume de con trole 
e ao uso de uma r~lacào de linearidade entre pressão e 
secao reta de escoamento [2-5] admitindo-se também o 
~scoamento como unidimensional nns fronteiras daquele 
volume de controle. Tal procedimento, embora elegante 
e conveniente, nem sempre é satisfatório, pols é fato 
conhecido que, no cnmbustor supersônlco o transporte é 
lurbull!oto com reaçiio quloaica. Assim partlce pertinent e 
este trabalho , que analisa quali t a t ivamente o int er­
relacionamento dos diver~os fenômenos envolvidos 
na4uele combuator, comparando t empos de mistura, 
difusão, indução, dis~ociação e recombinação, bem <orno 
d.1 distribuição es-:>nc lal das espécl es lá pre&cnce..:. 
lato ajudRrá as~ avaliar o nível de confiança nas 
técnicas e simplificaçÕes empregadas. 

2. DESCRIÇÃO llO fENOHENO 

Como sugeddo na Ugura 1, o a-r ainda em regime 
supers~nico, pois tonto o choque na proo como o t rem 
di! choques no duto d~ alimentat.ão siio oblÍquos, 
encontra a misturo sÕnica (ou supersÕnica) da câmara 
da pré combustão (gerador de gases), estabelecendo- se 
aAsim não apenas uma camada de cisalhamento {lnlciada 

FiK. I - Esquema de configuração bislca de um ustaLo-reotor tipo DCR. 
(Tw - Lcns~o d~ cisslhamento na parede, Qw- fluxo de calor 
na paredl!!). 
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em 3), mas uma região de separação e uma zona de ondas 
de choque e expansão (entre 2 e J). Assim a mistura 
ocorre em condiçÕes de plena turbulencia 
concomitsntemente com reaçÕes químicas definindo uma 
zona tridimensional de combustão (secões 3 a 4). 
Observe-se que a espessura da camada de cisalhamento é 
apenas função de seu comprimento, sendo seu 
crescimento linear pelo menos logo após sua formação. 
Essa camada, uma vez formada, induz o processo 
essencial de difusão turbulenta que cria a 
oportunidade para a ocorrüncia das reacões químicas. 
Vale lembrar que, dependendo das relaçÕes entre os 
diversos tempos característicos, é possível ou não a 
obtenção do equilíbrio químico nessa região. 
Usualmente assume-se também que, a seguir, ocorre uma 
zona onde se obtém equilíbrio químico e que pode ser 
aproximada como de escoamento unid1mcnsional (seçÕes 4 
a 5). Atingido o equilÍbrio segue-se (ou não) uma 
tubeiro divergente onde o escoamento pode ser tomodo 
como isentróplco (seçÕes 5 a 6) . Naturalmente na seção 
5 (saída do combustor/entrada da tubeira) há que se 
satisfazer as condiçÕes [6): 

dTt 3 _ .. o ou (~) 
Te aA e•const 

c-ª.P.) • aA isentropico 
quando A .,. As 

onde: T - temperatura de estagnação; p 
estática ; A - seção reta do escoamento e E 
constante arbitrária, definida adiante na 
seçao. 

).DISCUSSÃO DO PROBLEMA 

(I) 

pressao 
- uma 

próxima 

Embora o escoamento num combustor supersõnico 
(seçÕes 2 a 5, Figura I) seja passível de tratamento 
através da solução das equscõcs de transporte, as 
condlçÕes lá cncootradas ( t urbulência com reacão 
quÍmica) tornam o problema longo e complexo mesmo com 
o emprego de técnicas numéricas sofisticadas e com o 
uso de máquinas de processamento paralelo ou vetorial. 
Assim tal fenõmeno tem sido alvo de diversas 
simplificaçÕes, uma das quais, hoje clássica, é aquela 
de se considerar a relacão [2): 

l'w AE/r.-1 constante (2) 

(onde o subscrito w se refere às condiçÕes na parede 
do combustor e c é uma constante arbitrária, 
_..,~E $ -+, como válida não apenas entre as seçÕes 4 e 
5 da Figura I, mas entre o plano de saída do gerador 
de gases (seção 2, Figura I) e a saidn do combustor 
(seção 4, figura 1) (2 ] . e importante notar que a 
imposição do vínculo (1) da compatibilização dos 
gradientes de pressão limita €, condu2indo-o à 
e>cpressão (6 I : 

E • Y~M~/[l+(y5-l)H~] (3) 

onde Y~ ó 
de Mach e 
seçào 5 da 

a razão dos colores específicos, M o n~mero 
o subscripto 5 se refere às condiçÕes na 
Figura 1. 

A equação (2) tem sido empregada [2-6) como um modo de 
fechamento do sistema de equaçÕes de conservação e 
estado, para o volum.e de controle entre as secões 2 e 
5 da Figura 1. Isto levanta imediatamente a seguinte 
consideração: se constante, então p • p(A) apenos, o 
que a priori assume condiçÕes de equilíbrio ou 
"congelamento" ("frozen flow") também entre as secões 
2 e 4 da Figura 1. Para a hipótese de equilíbrio ser 
aceitável (ainda assim de modo marginal) , dever-se-â 
então ter uma variação lenta de área ao longo do 
combustor de modo que os tempos de relaxoção química e 
de difusão turbulenta de quantidade de movimento e 
espécies sejam pequenos em relação ao tempo de 
residência do escoamento na região, o que implica em 
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combustores excessivamente longos . lato por vez leva a 
perdas maiores de calor através das paredes com a 
consequente (e indesejável) queda de temperatura de 
estagnação. lato é, se a distância entre 2 e 4 (Figura 
l) for pequena comparada com a distância entre 4 e 5 
(Figura 1), então esta última teria de ser 
excessivamente longa, com as implicações acima 
mencionadas (mais adiante essas distãncias serão 
relacionadas com os diversos tempos caracterÍsticos). 
Um análise simples do problema de mistura de jatos 
livre turbulentos sugere que a distãncla entre J e 4 
(Figura 1), dJ-~· deverá ser 171 

d3-~ ~ 5r4 (4) 

onde r 4 é o raio do combuator na seção 4 (Figura L). 

Esta distãncia apenas assegura que a camada de 
cisalhamento atinge as paredes do combustor, não 
garantindo absolutamente a unidi1Densionalidade do 
escoamento. 

4. COMPARAÇÃO DE tEMPOS CARACATER!STICOS COM E SEM 
ESTEQUlOMETRlA 

Considere-se agora o gós no interior da 
pré- combustão (gerador de gás) como tendo 
equivalência +g•aqui definida como 

+g. c..:.r,..:.a)/(,;,f;.:,a>estequiométrica 

camara de 
razão de 

(onde w -
referem ao 
Entào: 

vazão másaica e os subscritos n c f se 
ar e ao combustivel, respectivamente). 

Caso A - tg·"'" 1 

Neste caso, o combustível e o oxidonte já estão 
na proporção estequlométrica, mas nem toda a energia 
química foi liberada, devldo ã alta temperatura da 
mistura. Por exemplo, para Mo~ 7.0, usando-~e 

hidrogênio como combustível, temperaturas da ordem de 
J5000K, ou superiores são obtidas no equilíbrio, no 
interior do gerador de gases (para •s "' I.). 

Esses gases saem do equilíbrio na e.xpansso 
através da tubei:ra, indo se misturar já numa 
temperatura da ordem de 3 tOOO K com a corrente 
principal de ar que está a cerca de 6000K na região 
entre 2 e 4 na Figura I. 

Portanto, a mistura desses gases com o ar estará 
a temperatura bem inferior aos 3100°K, ocasionando a 
recombinação de espécles c portanto 11becação de 
energia ocasionando aumento desta temperatura. 

Assim, 
recombinação 
vê-se qual o 

comparando o tempo químico para a 
com o tempo de mistura com o jnto frio, 
parâmetro domjnsnte do problema. 

Caso B - +!\ > 1, mas niio próximo de um 

Neste caso a ml~tura, rica, ~ncontra-se ~ 
temperatura ligeiramente mala baixa que aquela do caso 
acima (O&"' 1), ~. de novo nem toda a energia qu{mica 
foi liberada, desta vez porque nem todo o combustível 
reagiu . Por exemplo, pnra tg "'- 1.3 com M0 7.0 e H 
como combustível obtem-se temperaturas da ordem de 
3300°K, no equilíbrio. Esses gases apÓR expansão na 
tubeira do gerador de jlases até tt!rnpl'ratura da ordem 
de 2900°K misturam-se com o ar a cerca de 600°K da 
alimentação principal do COR. A{ a presença do 
oxidante nesse ar propicia a queima do combustível 
restante elevando a temperatura de estagnação do 
escoamento. 

Assim, embora ocorram Cenõmenos distintos nos 
dois casos, é fundamental a misturo com o jaco frio 
para a liberação do restante da energia qu[mica. 



Uma vez estabelecida a camada de cisalhamento, o 
tempo de difusão turbulento depende da espessura da 
mesma c da velocidade relativa dos jatos envolvidos. 
Esta aproximação perfeitamente aceitável no caso da 
mistura de jatos incompreas!veia de mesas densidade 
[71, será estendido para a presente análise, pois o 
comportamento quantitativo do problema dA mistura de 
jacos supersÓnicos ainda é pouco entendido (2) . 

Assim o tempo característico 
turbulenta tdt é dado por: 

17 
tdt • -·-Ddt 

para difusão 

(5) 

onde L e um comprimento característico transversal à 
camada de cisalhamenco, aqui tomado como sua própria 
espessura, 6, e Ddt é o coe fiei ente de difusão 
turbulenLa . 

Ddt pode ser osclmado a partir da Analogia de 
Reynolds [ 71 , 

( 6) 

onde Vr é a velocidade relativa dos jatos. 

Assim 

706 
tdt li v-; (7) 

Como 6 é função da dlstãncia ao longo da camada 
cisalhamento, ldt também é função desta distãncia. 

de 

No caso do ~mprego de hidrogênio como 
combustível, assumindo-se um sangramento de ar para o 
gerador de ga~es como de 2S% da vazão total 
interceptado pelo DCR e toundo-se +g • 2. O no interior 
db gerador de gases, pode-se estimar o tempo 
característico de reaçào na fase supersõnica (isto é, 
na camada de cisalhamento), tch, e~colhendo-se como 
principais reaçÕes 

H + 0 1 -> OH + o. k 1 • 3 x 10 1
'' 

exp( _ 8810) 
T 

(9) 

O + H:z • OH+ H, k] • 3 X 10 1 ~ 4030 exp(- -
1
-) (lO) 

OH + H2+ fiJO I· 11, k:t J X t0 1 ~ exp(- 3020) 
T 

{ l l) 

Onde os kt(i•l,2,3) siio as taxas de reaçào [9], em 
cm•/mol-sec e T(°K) a temperatura no início da 
reacào. Para um ~ta c h de võo M0 "' 7. O, pode-se estimar 
[1,2) T • 142SOK e p • li.07pa1a. 

l>o gerador 
injetado, 

de gases. para cada mol de H2 

A concentração de H• na camada de cisalhamento 
pode ser estimada lembrando-~e que no seu inicio ela 
consiste praticamente de gases do gerador e no seu 
ítnal apenas de ar "frio" (i~;to e, da corrente 
principal). Assim toma-se massas iguais dos dois jatos 
(o que corresponde a um valor que certamente ocorre 
próximo ao meio da camada). 

Assim, 

(13) 

onde [E) - concentração da espécie E, X E - frac;ão 
molar da espécie E e n"l - mímcro total de moles por 
cm3, que , para p em psla e T cm OK, é dado por 

I 298 _L 
"T- 22400 T 14.7 (14) 

ou seja, nT • 7.03xto-6mol/cm3, para T- 142SOK e p 
11.07 psia, como acimu sugerido. 

Daí, como a massa •olecular do ar é de 28 . 8 g/mol 
e como do gerador de gases (Equação 12), tem-se por 
moi de H2 , 36.3g. Então, assumidas as massas iguais 
para os ~o1s jatos, tem-se para o ar n8 r = 36.Jg/ 
(28.8g/mol) • 1.26moles de ar na camada de cisalhament o, 
dos quais 0.265moles de 02 e 0.995moles de N2. Assim na 
camada de clsalhamento, 

Da! 
xu2 • 3~·}0 • 0.156, x02 • ~:i~· o.083 

e (L3) [ornece [H2 ] • 1.05 x 10-6 mo 1 /cm3e,semelba~t! 
mente, IOz] • 5.62 x 10- 1 mol/cm3 . Tais concent raçoes 
praticamente não variam no Jnício das reacões. 

As equações (9) o (J I) permitem 
(desprezando-se por simples comparação 
reversas) , 

as 

ill!l kdHJ[02J + kz(O](Hz]+k3[0H](H2] dt 

~-- k2 (Hz][O] + k 1[H)[02} dt 

escrever 
reacoes 

(16) 

(17) 

d(OHI, _ 
dt 

k 3(0HIIH2 ) + k.fHI[02 ) + k 2 (0J[H21 (18) 
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O siste•a aciaa mostra que as concentraçÕes (HJ, 
101 e !OH) tem soluçÕes do tipo (E) • [f}0 e«t onde 
[E)0 é a concentra~ao da espécie E em t • O. Assim 
a conbtante de tempo pode ser facilmente inferida . 
obtendo-se a • 6.6082 x IO~seg- 1. 

Como tch • a- 1 , tch "" 1. 5)Jsec para o problema em 
pauta. Note-se que tch aumenta com o crescimento de 
[H). Isto porque este radical é consumido na reação 
H+0 7 ~ R0 2, que pode ser importante. Entretanto, 
mesmo assim, te h "' 101Jsec. 

Dai . a queima de 
não apresenta maiores 
queima como uma chnma 
aliás fol verificado por 

H 2 em comhufltores supe,..sôn I coa 
problemas.O combus t ível eKtra 
de dLCusão turbulenta , o que 
Cooksoneta L. IJ O]. 

Já no caso de hidrocarbonetos (CnH2m> a 
estabilidade é mala probl<'mntlca. Aqui novumente dois 
casos devem ser salientados: 

Caso A: I < ~ • 2"tm n+m 

Neste caso o excesso de combustível é queimado 
formando-se CO e H20. F.8sa mistura c conhectda por ser 
explosiva na presença do ar. No encanto tal reaçào 
leva alguns mtlisegundos paru ocorret" (8). Este tempo 
(de indução) é comparável ao tempo de difusão no 
começo da camada de cls~lha~ento (como pode ser visto 
na equação (7), para Vr "" l000msec· 1 e 6 "' O.lm). ~ 
importante lembrar que o lnt~rvalo entre os limtces de 
!!amabilidade para o CO é menor do que aquele para o 
H 18 J. Por esses motIvos I'SKa d ifu .. ão pode ocasiol)ar 
extinção da chama (e mais , a própria difusão reduz il 

temperatura da mistura). 

2n+m 
Caso B: 4> > n+rn 

Aqui, além de CO tem-se hidrocarboneto que não 
reagiu (passfvcl de s~r plroliNndo). A combustão dessa 
mistura é alnda mais demorada do que aquela do caso 
acima, pois o hidrocarboneto precisa primeiro ser 
t,..ansformado em alde[do parn entio [armar-se o CO que 
será consumido posteriormente . Nesse. caso a 



possibilidade de ocorrer cxtinçiio aumenta, por um lado 
devido ao combustível poder se difundir mais o!nda e, 
por outro, porque o Jntervu11'> entre os Jlmites de 
fla'llabilidade dos hidrooarbunetos é menor que o do CO 
[8 ]. Cookson et ol [10 1, por exemplo , no es~udo da 
queima em jato supersônico não conaegu.Lram queimar 
metano, tendo tido sucesso apenas com o hldrogiinto. 

O caso 
problemas po la 
recombinação. 

em que <t '· I niio apri!Henra molares 
como já mencionado, aí ocorr~ apenas 

CONCLUSÕES 

Assim a importânclo do tipo de combusdvel para a 
validação dos modelos ora empregadoa na descrição da 
dinâmica do DCR ê fundamental. 

Como se viu na análise ncima o hidrogénio 
ocasiona chama sempre difusiva, dsf a estrutura do 
escoiUDCnto no combustor é sempre tridimensional e 
turbulenta. 

Por outro lado, ao empregar-ae um hidrocarbone~o 
como combust!vel, dependendo do caso, n chnma pode ser 
pré- misturada, o que valida a hipótese de região no 
combustor onde o modelo un idimenslonal é acei tâvel. 
Por outro lado é nesto caso que podem aparecer 
lnstab11tdades de combustão. 
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AllS'l'RACT 

The .Latcst developmenLS ln supersonic combustion 
Ramjets (scramjeta) suggest thac these englnes will 
propel the hypersonlc vehicles of che next decade. As 
a matter of (act, tbese enginea have che advantage of 
allowing operation over a much wider flight Macb 
number range than any other alrbreathing engíne 
cycles. Ooe of them, the Dual Combustor Ramjet (DCR) 
seems co be quite promislng os this hybrid engine 
cycle incorporates the best festures of the 
convencional scramjet and tbe subsonic dump combustor. 
This work investigares the DCR flame stabilization, 
its energy relesse in the available hypersonic flighr 
residence times and its interaction with che flame 
structure. 
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e 
SIMULAÇÃO N~M~RICA DE MODELO TRANSIENTE DE 

MICRo-PROPULSORES A AIDRAZINA e SO~IA H. GmtES* 
Cf:SAR TREVIAO** 

Neste trabalho estudamos o comportamento transiente de um mlcro-propul"or a 
decomposição catalítica da hidrazina . Consideramos um modelo simplificado mediante 
a hipótese de r esposta quasi-cstacionária no fase gasosA e tempo de pressurizo~ão 
pequ~no em r elacõo à i nércia térmica do coLn lisador. Descravemok um a l gori t mo numé 
rico poro int egrar o sist ema de equações diferen~ials resul t ante e apresentamos os 
resultados para o regime continuo de operação . 

INTRODUÇÃO 

Micro-propulsores o hidr azina siio frequentemente 
utilizados no cont role de Órbita e atitude de satélites 
anif leiais. O terceiro qatélite da Missão Espac lal Com 
pleta Brasileira , pr evisto para ser .lançado cm1993,ut}; 
llzarã este tipo de propulsão . 

A f l !lur a L mostrn um dtagrama simplificado de um 
micro- propulsor . Consiste basicamente de um tnjctor ,um 
leito fixo carregado com partículas de catalisador e 
uma tubeira convergente-dlvergentc . As partículas sào 
de •lumina porosa impregnada de tridto , que é o catali 
~odor proprtamenta dito . A hidr azinn líquida ( N2H4) i 
lnjetada no l eito eat nl í ttco onde se decompÕe gerando 
uma mis t ur;~ de gases a alta temperntura que ao acelerar 
-se através da tubeirn dá como resultado o cmpuxo des~ 
jado . 

InicJolment e , no controle de órbita, o Nistema 
propu lsivo é ope rado em rorma con t i nuo e, pos teriormen 
te , no controle de atitude , em forma de pulsos. Daí e~ 
tão a necessidade de s~ ter um modelo t r anslente . Em 
(21 apresentamos uo modelo simplificado que reflete as 
principais car~cterísticas do processo e estudamos o 
caso estacionário . Neste trabalho , apresentamos um a! 
~oritmo par a i ntegrar numer icamente o s i stema de equa 
çÕes dí.ferenc la is resultant es c mostramos os resuhadoS" 
para o regime transientc contínuo . Este algoritmo está 
sendo adaptado para o caso de regi~e pulsado. 

HIORAZINA 
LÍOUIOA 
( N2H4 ) 

I LEITO CATALÍTICO 

I v 
......._ __ 1-.Jf'_ GASES 

RESULTANTES 
( N2 , H ~ ,NHa ) 

Figura I. E!lquemu simplificado de um micro-propulsor . 

O NODELO 

Dentro das condiçÕes normais de operação, o pr2 
~esso de decomposição catalítica pode ser repregentado 
em dois passos . O pr lm(llro é 11 decompos.lçâo exoLérmica 
dn hid raaina 
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Esta reacão é tão rápida que a taxa de r eação é contra 
fada pela dlfusào da h ldrnz1 na através da camada gas2 
saque circunda as partícul as . O Regundo passo é a de 
composição ds amônia 

que é ID8is lenta e só é iraportante quando a temperatura 
do catalizador for suficientemente alta . 

Devido à complexidade do proces!lo foi formulado 
um modelo eimptiflcndo que reflete os aspec LOR mn í s si,& 
nlficativos (cf . l2 ]). ~um modelo unidimenslonal . São 
consideradas equaçÕes tanto para a fase gas~sa quan t o 
para a fase sólida (o catalisador) sendo que a tempera 
cura e a concentração dos gases são assumidas consta~ 
tes no interior das partículas . O transporte de c<tlor 
e massa dos interst{cios para a superfí cie do catali sa 
dor ocor re por difuF.~iio , ·representndo por meio de coet'i 
cientes d& transferência , sendo contrabalanceado pela 
raxa de reaçào cacalítica . Não são consideradas difu 
siio axial de calor e m.J!Isa, decompollicão homogênea da 
hidrazinJ nem perda da calor atrovc!s das pared!'s do re2_ 
to r. Todos os coeficientes de tra nsfer êncill , calores e s 
pecí .ficos e de reacão são considerados constantes . l 
assumida ainda r esposta quasi-estacionária na rase ga 
sosa , tempo de pr essurização muito pequeno era relaçãÕ 
ao t empo de aquecimento do catalisador e va?.Ôo de massa 
constante . 

Na entr ada do reator existe uma pequena região on 
de a hidrazina lÍquida é vapor izado . O nosso modelo cÕ 
meca onde esta região termina . Assim começamos com umã 
mistura gasosa a uma temperatura Igual a Tb, a temper2_ 
tura de vaporização da hidrazina correspondente à pre~ 
são do reator . A fraciio da massa da hi~razinll Y~ neste 
ponto pode ser calculndn pela correlaçao 

Y~ • 0 ,87 - 0 ,0006Tb 

obtida a part lr do balanço gl obal da ener gia necessária 
para a vapnrizocão e para el evar a temperatura até Tb . 
As fraçÕes de massa dos demais componentes são determl 
nadas pela estequiometria da decomposição da hidrazinã 
(a decomposição da amõnia ainda não é s i gnificante) 
(cf. [ 1)) , 

As equaçÕes result.ltltes são as seguint es 
. Entrgia na fase gasosa: 

Gc l!. • - hA(T-T
11

) p ax 





Usa m<'S aqu i <:1 no t a \..·;tn g' ::\ z) = g( z , l m) . Ago r a con 
sid e r amos 11ma rede de pon t os e q u idi s t~n t e s na var i ~veT 
z , M = 1 O = z 

0 
< z 1 < ••• < z N = _2} o nde z = L/ Lc e 

aprtlxi ma Jnl>S as de rivadas na variav e l z p o r dif erenças 
f i nit as da fo r ma 

r dg 1 
, d z ,. .i 

on d ~ ~ = ;;N (tl ~ u h lndi c e _j r e p r esen t a q ue es t a mo s 
ma nd o o v H i o r drl f un l;i"io em 7. ""z.). Des t a rnanc irél, 
n0sso prob l em.:1 ro ns i s t e l ' nl d e t e r~i na r O'!J+l ()~~ L 
cm+ I .1 · .1 
1 j p;1ra m = I , 2 , . . . tcli s qu e 

l .m+l 
( . 

.I 

m+ l 
. ~. 

1_m+l 

( 1+ 1\ ) _ n m+l 
H 

,1m+ I 
si 

( t(!l( ~ 
J J+r.'j' F( n~+J ) 

J 

o 

F (011!+ l. ) 
s . 

.l 

t o 
o 

e 

ma i s ,· s cond Ll..·0es dP c0ntL)rn tl , A segun da d a s e quaçoes 
ac ima ~ v~ l id ~ t pit r a j I e ;1 p ri me irA e ;1 t e rc e ira p~ 
raj .! 2 . 

Ob s e r va l..· ii u ._ Pa r a usar est e a l go ritm(.l, t ' como s o 
t emos va l o r es i n l ~~ai~ para C

5
, JH!C~~!-; it ;llnn s i n icia l i 

za r as ou t rn s Vt l r t a vets. Pa r a (J = U e d l' sp r ezando a 
decomposição da amÔn i a ( F( O )::o) , a ~sco ]li ;l na t u r a ] é s 

- exp( - z )j, 

o/ = ~ [ I - ex p ( - a z) I + o/ h e o/
5 ' + q, • 

Oc: no t a mos vm 
de f inid o po r 

' 'i ' "J(j -1 ) 

1 , 2 , ...• 'l (N+ I ) o 

0 8 . e "J( j- 2 ) 
.I 

() , 
. I 

j = I , 2 , . . . , N+ l . De s td ma n e ir a , v m+ l e 1:1 so lu t: _;:j o 
tJm s j s t em3 de c qua ç ~es 11~0 li neitr cs d a f o rma 

veto r 

de 

(7) 

M e umR ma tri z 3 (N+1)x3( N+1) com Ape nos 5 di a gona is 
nao id e nt icame n te nulas, H(Vm+ l ) co rres pond e aos termos 
nio linea r es qu e aparecem no s eg lJ nc\cJ !Jlembro das equa 
çÕ e s e R(Vm) é um vetor que de pend e a pe nns de vrn. Par·;;­
r esolv e r. ( 7) usamos o mét odo it e rnt i vo de :--.J ewto n: a par 
t i r de um va lor inic i a l vm+l , qu e t onwmns i g ual a vm-:-

m+l - 0 . . 
cal c ul amP!::i Vk O so l uçao do SlSt e mrt l.ln e:t r 

+ H ( V~~ l ) 

para k = 1 ,2
1 
••• a t~ que o er r o de i t e r a ~~n 

ll vk+l - Vk~ 1 11 se ja sufici e nt e ment e pe qu e no . Usamos 
tarnb ~m um c rit~r io adaptativ o na e sc olha de f..,m+l basca 
do na co nv e r g~nc i a do métlld o de Newt on no pass<, m. 
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OS R ~ S U ~fADOS NU MfRICOS 

Ap r ese n tamos a seguir os re s ul t a dos num~r i c o s o b 
ti d t)S usand o a s e gu i nt e confi guração: o l e i t o ca t a lít i 
co possui 11m comprime ttto L = 2 , 5 cm e toda s as pa rtí~~ 
] Rs sio de She l l 405 20- 30 mes h; a pre s s io de o pe r a ç ao 
~ 15 ba r e R vazio de massa e 17 , 5 kg/m 2 . se c ; a t empe r ! 
t ura i 11ic i a l do lei t o ~ assumida cons t a nt e i gua l a 
400 °K . 

Os coe fi c ien t e s de t ransfe r~n cia d e c a lor e mass a 
de pe nd em de v~rias vari~ve is e n tr e a s qua is as propri~ 
dade s dos gas es , a geometri a do s i stema e a ve l:1cidacle 
ci<> escoame nt o . c:a lctJl;tmc>s h e k lJ sando as e quaçl>es 
( [ 4 1 e 13 1) : 

h = 0. 74(Re ) - 0 "41 
c G 

p 

0 .6 1 G( R )-0 · 4 1 ( Sc ! ) - 21 3 kg/m 2 . s e c , 
e 

G . 
onde i = 1, 2, Re = Aw e S~ P;; 1 • 11 e a v iscosidad e 

da mi s tura gasosa e Di ~ o coe f i c i e nt e de difus~o bin 5 
ri a d o g~s i na mistura gas osa . Nos c~ l c ul o s .u samos v~ 
l ares m~ d ios t anto para cp qu a n to para u e D1 . 

As fi gu ras abaixo mo s tra m co mo a t empe ratura dtl 

só l ido , a tempera t u r a do gâs e as f r aç Ões de massa dos 
compo ne n t es e vo luem com o temp o . 

COMPORTANF:NTO TRANSI ENTE DO MI CRO REi\TOR 

• - Tempe r Atu r a na fRse ga sosa 
O - TemJ>e r a t ura no sci lido 
• - Fraçilo Uc ma ss a de N2 H4 na fase ga sosa 
O - Fr a<.<l o de massa de NH3 na f ase gasosa 

T il / 

Fi gur a 2 - Tempo = 0.06 s egundos 
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Os resultados refletem bem ns hipóteses feitas no 
modelo . Como podemos observar, a decomposição da hidra 
~ina se concentra no início do reotor . O calor libcradÕ 
por esta reoçào quÍmica na superfície docntalissdor faz 
a temperatura do sólido crescer rapidamente nesta re 
giâo . Há então um fluxo de calor do sólido poro o gás 
devido a diferença de temperaturas. O gás aquecido, por 
sua vez, irá aquecer as partículas do ca~allsador do fi 
nal do leito onde quase não existe hidrazinase decompo~ 
do. A fração de massa da amõnia cresce inlc!almente de 
vido à decomposição da hidrezlna mos depois, quando ã 
t~peratura do sólido é suficientemente alta e a decom 
posição da amônla passa a ser signlflcantc , s fracão de 
amõnia começa a decrescer ao longo do leito. Por sua 
vez, por ser eodotérmlca , a deco~posição catalítica da 
amõnia fará com que a temperatura no sólido diminua. I~ 
to significa que, mesmo aumentando o comprimento do lei 
to, não haveria uma decomposição total do amônia. -

ABSTRACT 

Analytical and numerical studiell o! catalysed 
hydrazine decomposition react1on chamber are performed 
in order to establish procedures capablc of predicting 
the transient behavior of the system in continuous 
operation . 

l~e base our annlysis on o simplified model which 
takes into account the main aapects of the process. 

l~e develop an i mplicit fl.nlte differences 
algorithm to intcgrl!tc the result!ng non linear balance 
equations. 

\•c show the ri!B\.lltll o r cal cu lations for standard 
bed coofiguration and opcratton con<lit tons. 



ENCIT 88 Águas de Lindóla, SP (Dez. 1988)/(0ecember 1988) 

ANÁLlSE n;ORLCA E EXPERililiNTAL PARA BOCAIS DE TRAÇAO MÁXIMA 

e Pedro Pagl ione 
Roberto da Mota Girardi 
IEA , TTA,CTA, S.J .Compos - SP 

RESUMO 

e 
O mêtodo d!! Rao possibilita a obtenção do contorno de bocais que produzem traçâo 

mãxima para um dado compt"imento . Com base neste método, implementou-se um programa p~ 
ra o determinação do contorno Ôt i mo de bocais , com cocreção de camada limite. A forma 
do bocal, n di!ltribuição de prcssiio e os seus parâmetros de desempenho, cn l oulndos tC,!l. 
r i camente , foram cou1 pnrndos com os resultados expérimenta ls,obddos para um bocal com 
razão de ãrcas L025:1, observando- se excelente concordância. 

INTRODUÇÃO 

A mi uno •·~o.lci a t comr> Ir ta brasileira (MECB) tem 
como objetivo prlnC\pal a fabricação de um satélite e 
de ~eu lançador . Uma das partc1 importantes desta mi~ 
são é o projeto doe tubeirns (bocal convergente - diver 
~ente) para a utllizaçâo no veiculo lançador (VLS) , bem 
como na tr~nsferêncía de Órbita e controle de atitude 
do satélite . 

Par;t produzir tração máxima , o bocal ideal deve 
possibilitar expansão completo dos gases de descarga 
até a pressão ambiente , com escoamento uniforme e par! 
lelo ao seu eixo na secção de sa1da . 

Ope•·.tndc cm altitudes elevadas , o bocal com es 
tas caractcristicas ser â pot" demais comprido e pesado. 
fara contornar este problema , procura-se projetar um bo 
cal , com comprimento prê-fixado, mais leve, c que produ 
za a tração máxima possivel . Para tanto implementou-se 
um nr ollram.-t ouo utiliza o m~todo dE' Roo , I 1 I. para a 
determinação do contorno ôtimo do bocal, considerando 
fluído ideal em seu interior . Através do cálculo de ca 
mada limite, cfetuado pelo pro~rama implementado por 
Rotta I 2 1. obtem-q~ n espessura de des l ocamento que é 
utilizada para o corrcção ~o contorno ca l cu lado ante 
riormente. 

Com o obje tivo de validação do pro~rama , calcu 
lou-se um bocal com razõo de Úreos 1025:1 , e comparou= 
se os resul tados num~ricos com os apresentados na refe 
rência I 3 I, observando-se Õtima concordância . -

A&\r.ISE. U:;O!l!CA 

traba 
princi 

cálculo 

Para tornnr claro o modelo utilizado neste 
lho, vai- se apresentar resumidamente os p•Jntos 
pais do desenvolvimento teórico c do método de 
de UQ bocal, que fornece tração máxi~ I 1 1. 

~~delo Teórico: A tração obtida pela expansão dos 
~ases de descarga no interior de um bocal (vide fi~.-1) 
é dada por 

T • J: f a dr e )2nr dr (l) 

onde CE é a interijecção da supcrrí~ie de controle com o 
plano meridional do bocal , ô (r) é a inrlinação de CE 
com relação ao eixo x, O,V c 0 são r~specdvamente a dcn 
~ldade , o_módul~ l' n dircc;ii'o do ~ctnr V•'locidadc p-;;:_ 
~ ~ pressao a~~1cntc ~ p n preBRao ao lon~o da superft 
etc de con t role . -

O fluxo de massa que r>Asso pela Nupcrficie de con 
trole é dndo por 
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m • J
E JE C d • PV sin(~O) 
c 2 r c stn ~ (2) 

O compri~ento , t, do bocal é a soma de I •X que 
depende da curvatura pré-estabelecida da parede ~o bo 
cal na região da garganta , ~o~ 1,1: ~- XC que é mandda 
constante no processo de ottmtzaçao do bocal. 

tF. tE 

X - X • J f 1dr • I cocg ~dr (3) 
E c c Jc 

r Regtli> de 

eKponaão 

E 

I 

I v 

txf 

Figura I - Localização da linha caracterrstica 
inicial , re~ião Je expansao e supe~ 
fície de controle CE 

T~-se como objetivo , maximizar a tração do bo 
cal (1), tendo cooo vínculos as equações (2) e (3). Pa 
~:a tanto, lllOnta-se o funcion:Jl J 

J • J: ((, • '''' • '•'•>•• (4) 

onde as constantes ~2 e Àl 3ao os multiplicadores de 
l.a(lranP,i!. Da primei r o v ar ioção do fnnciona 1 (4)obtém-se 
as equações. 

(5a ) 



M'' cos_i!J-n) 
cos (1- ~ 

- y 

:1'" E 

cus ( \·) 

cos '\ : 
(5b) 

'{ 

H' (I+ y-~ M;)<Y-=-IT. ) 
rE . 2 j S.lil l+ . y-lsin/0 to C:t 

E " E 

ao longo de DE. No pontn J·: ~ t('lll-St> que 

Sín 

p 
2(1 - ~) 

PE 

y :~1; 
I·~ 

cot',~ ·tE 

(Se) 

(6) 

onde H ê o mlrnero de >1ach, y z, a r:tzao d11s calores espc 
cÍficos e o. = are sin(l/H) (> :i.tl'~ulo de !'bch. A equaçãO 
(Sa) mostra que DE c uma Linil:1 
da. 

r:tt: Le.r:Ísti('a a c~squc~-

I'lêtodo de C<Íiculo. O iHir:J('irn p:1:~~;\) c· a <-'Scollia 
COt1VenÍente da rzm~-;;- ci:-"1 parede do ihH':J! lli'l re.\;íZio da gar 
ganta (região transÔnica), com :1 i i na J idad(' dt' dC'tl~rmi 
nar a linha caracterÍsti,·a ini1· i:tl , 6 ! • 

No prcsentP trabal!t,1 .1 i"L",i;l,1 tr.Jn;-_:(~ni é t·al.cula 
da atravês da sêric' de llal 1 v:Íl id.:t JLI!·a raio cJr 
curvatur.:I adimensiona l (li = t /: t = r .'I Íl1 d(~ curvatu 

ra do contorno da rv,diío Lr,ttJ~:~~~~ r:li_o d~1 ~-~ar 
ganta do b11cal) 111ainr rJ11E' u1~1. -~ 

A partir d;J Linha c:;_r-:Jctl·tÍ:-;t_i , ·:J lnit·i:ll, ·~cradarc 
la sêriQ acima, dC'l:crmin:J-sc lli.,J,J •;Jill iln d1• r'tJI"'. ' :lS c.:.TractC­
rÍsticas (rc·~i_ão dl' e;-..:;pans:Jt))' ,·r_ • ]ll(l potlt · Sc· r v isto l1d rT 
gura-1. 

O prôximtl passo ê a dct-~·nqi n:lt..:ad d,1 Cillllnrno ~~;timo 
B1 l·:, qtte depende da ]oc.::ll í pont 1' P(1ridv f .-1). 

C comprimento 1.;- (~ fi .·1t r aves do 
nÚmero de Mach no ponto 1-:, ~1 1 j.:Í (lllC' n;1r:1 '':J,i:l v:1lor de 
r1[,. obtêm-se contornos Ót_i_nws de l't;r:q1rimc·ntt1S dÍft•rentl'S. 
Dddos HE _:::a pn~ssao nrnhil~l1tl' lt't',ll, P:p obt~m-sc cl,1 eq. 
(G) o pararnetro OF. 

No ponto D, que pertcn,·t· ·1 ('\Jrva c:lLJ,·tvrlstic.:l 
CE, as equaçÔt•s (Sb) e ( ) ~··r tisf1•itas. l·~stc 
ponto tamb(>m pPrtl'nCL' :1 lllli."J tias I':Jr:JL't('rÍ~;t Í( :ls d (lirL'i 
ta da região de expansao. !'Ar:l dctermin:l-ln, 
um ponto D', CJUL' satisfaz as Pqu:Jr.:;~es (_rjll) ~-~ (Se), 
bre C.:lda uma das caracterÍsticas ;1 din:Íta (vide [ii~.-2)--:­
Q ponto D, que pertence ao conjunto dos ponlo:~ D' , ê de· 
terminado Í1~ualando as v:1zÕe-s C'll massa nuc pass;l!ll pPlaS 
superfÍcies DE e H1 D (vide fi·~. -2.1. Un1<1 vez fJUC o pon 
to Dê conhecido, pode-se c<LlcuLu· a f(1n1a t' todos oS 
parâmetros de escoamento sobrt.• :1 l'UJV:I Di·:. 

Para determinar o contorno t)tí •:J<..J (l:t p:trcdv dn bo 
cal entre os pontos B1 e F, precis;J-:--;v do campo,[,. vc1-z-) 
cidades na re~d-ão de compressno, (jllt' ê t'<lLculado atravêS 
do método das caracterÍsticns '-) i. 

Conhecendo-se 1JS par?iml'tros d1.1 L'scn.:t 1nt•ntn nos pt)n 
tos F 1 e G 1 caLcula-se H1 ,como trada na fi,~ur.J -J 
Em seguida, conheccndo-sp C; (' ll1 dL·tcrmina-sc o~; patilmf' 
tros do escoamento em !1 2 c a::--;sitn StH (•ssiv,:-tnlcntc ;Jt~ qtJL'' 

a ~bscissa do ponto HN sej<1 :~cnor (ji!C o punto !S1. Pross~ 
gulndo com este esquema obtcm--~;t· ,1 !il:llha de c11rvas ca 
racterÍstica. A linha de corrente que tine· os B 1 (. 

E ê o contorno do bocal que produz tr;u~ ; Ju 
comprimento especificado por ~1E. l·~ntrc·tt•Lanlo, o cálculo 
acima foi realizado consÍdprando-sc, c·SCD<lmcnttl de um 
fluÍdo ideal (não-viscoso). [!ara rcl i na r ,) ;1cnjct o, 
faz-se um cálculo da camada lirnítc co1nprC'~;sÍvcl e turhtt 
lenta, pelo método int('i!,ra l, uti 1 izando o pro·: rama d~· . 
J. Rotta I 2 1. A espessura de de~;locamt_-~nto é adicionada 
ao contorno do bocal, calculado antcrionlll·ntc, dP modo a 
levar em conta os efeitos viscosns. 
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i\Nlíi.!SF 1·: DISCUSSÃO DOS FI·~SL:I . TAIJOS 

A r1t1.-ilifi do prn1~r:1m:1, ft>Ít \ l ('\ljll h:lSl' na t~.·n 

ria <Jcim:t, (. rt•:Jl zada comp<tr .:llldu-sL' r~-.--;ttltad\J~; llt1::1~ 
ricos Ci.llll o:; cxpcrinwntais. 

N:1 rcfercnt: i:1 i '{ I, llt i I i zandn-sl' 1.1 llil:t(ldo de 1\:hJ, 

pru_jetun-sc um lHlC:li com t-<lZ~ld dt' ~rc:1~ lll'' 1: l, rjtlC' :'o i 
inst;_llado n:-1 saÍda de um;t cZlm.::~ra de l'UlllhtJSt<lll, 11ndc SL 

1-:17. :t rcar.~~-in C'lllrc• o oxigênin e !Jidrtl' ', Z:nit' ·~:1sosos. C:o 
nhecvndtJ-sf' :ls caractvrlsticas fÍsíc;~s ,[n~; rL·:L_•yniL'S {t~1 
bel:1 -1), :Jtrav(.s du prn1•,(.:llll<I p:tr<J c:Ílt·tt]ll d() L'SCl >:lillt'n 

ttJ r~.·:Jt:ÍVl) I 12 !, t\('Lc·rmin:J-sc as pr(lpried:lLiL·:--~ d(• ~as, 
constituÍ.du p('\os produtos da rea~::ln, qtJl' l'St.'O~l 1111 intC' 
riur do bocal. (Vide tabc·la -2). 
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F i ·, u1~ : 1 - -'t : CU 11lp;Iraç;;Ío dos L'O illt >fll•J :-:i dtlS htH"<Iis de 
tra l;ao máxima L';ll c tt.l a nd o c ensaiado, 
com razOt's dt> ;Írt' :.I s l 0 2~ . ~~ t' J(l2S rt"s 
pcc ti vam(•Jltl.'. 

:~a I i gura - ) , ubse t- va - se lJU L' a Jistrib11i '-.," ao Je 
p r e~s a o tli\•J ida .:.w l o n g l1 J a p<:lr edL' d u bo c~ tl es l iÍ mttit o 
pr 0xim.:.~ Ja ~·a l c ttl<.~da. Os pPqu e n os desvios da re ;: íao da 
gar ga nld , ::ao dl•v id us pr·ovavl·lmvul e c: t JifL'rt.' ll l) <l d ~..· cur 
vaturH l..' T)LL"l' ,, boc al L'llsaíado l' o ca l.c uladu numt•ricdiiiL'I"l 

t e . ·1· a l cJifL'rP t1~il 11ao plJJe ser verifil·aJ~t Jevidl, ;1 faf 

ta de dados rl·ld~ í-..los a I"L'f_', iao tran sÔnÍl:a do bucal en 
sa iaJ L). 
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CONCLUSÕES 

Os resultados numéricos obt idos neste traball)o fo 
ram comparados com os resultados experimentai•, moslran::­
do ullJll boa concordância. 

Os desvios da formv calculada , e da distribuição 
de pressão, próxima da região da garganta, sao devidos 
a falta de especificação precisa da região transônica do 
bocal ensaiado (principalmente o raio de curvatura do 
mesmo). 

~o presente trabalho o campo de escoamento na re 
gião transônica é calculado usando-se a série de Hall: 
que ê válida somente para casos onde o raio de curvatu 
ra adimensionalizado é maior que um. O desvio observadÕ 
na figura -4 lndica que o bocal ensaiado (oi projetado 
com raio de curvatura menor que um. Neste caso, o escoa­
mento na região transônica deve ser analisado, por exem 
pl<.>, oLruvcu dtJ sóri.e de Kliegel & Levine 1101, a quol os 
tã sendo irnplcmcnLndo no programa desenvolvido neste trabÕ 
lho . -

Os parâm~troa de desempenho do bocnl, calculados 
numericamente concordam bem com os resultados experimen 
tais {vide tabel~ -3). Deve-se Lembrar que o modelo utT 
lizado considera escoamento de fluido ideal, porém, no 
interior do bocal ensaiado o escoamento é reativo, sendo 
esta a causa prindpnl dos desvios apresentados na tabe 
la -J. -

O prôxi.oo passo poro a melhoria dos resultados é a 
implementação de um modelo de escoamento n~ativo, otual­
mente cm curso. 
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ABSTRACT 

With a given lenght, the maximum tbrust nozzle 
concour can be obtained by the Rao method . A computer 
progr am was implemented for determioig tbe optimum 
nozzle contour, with bondary layer corrections, using 
tbis metbod . 

The bocal ahape, the pressure distribution and 
perfomance parameter Lheoreticaly calculated were 
compared with exrerimental results, for a 1025:1 area 
rntio nozzle I '3 , 1áth cxcelent agreement. 
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RESUMO 

Neste trabalho investiga-se as diversas faixas de validade da utilização das se 
ries de Sauer, Hall e Kliegel & Levine , na deLerrninação de bocais que produzem empuxo 
máximo. Compara-se os niveis de empuxo obtidos através da utilizaçao destas séries. Ê 
interessante observar que a maioria dos bocais são projetados utilizando-se a série 
de Sauer, 1 qual somente seria válida numa faixa relativamente estreita de raioõ de 
curvatura. Verifica-se que a série de Hall possui uma limitação análoga, enquanto que 
a série de Kliegel & Levine possibilita o rroj e to de bocais com pequenos raios de curvatura 
na garganta 

INTRODUÇÃO 

O estudo do escoamento através de uma tubeira (bo 
cal convergente-divergente com simetria axial), compo 
nente do motor foguete, é de importância fundamental p~ 
ra a obtenção dos valores máximos de desempenho (empuxo 
e impulso especifico) . 

Neste motor é importante, por questãv de peso, fi 
xar o comprimento da tubeira . Na tubeira ocorrem escoã 
mentos subsônico , transônico e supersônico nas regiÕes 
do convergente , da gareanta e do divergente, respectiva 
mente, sendo que os escoamentos subsônico e supersônico 
são descritos por equaçÕes elípticas e hiperbÓlicas res 
pectivamente. Com o comprimento fixado, para encontrar 
os valores máximos do desempenho, adota-se o método nu 
merico das características para descrever o escoamento 
supersônico [lj. 

Apenas o escoamento transÔnico influência o escoa 
mento supersônico [lj , a qual é exercida na localizã 
ção da linha inicial do método das características. 

O objetivo é apresentar a influência das soluçÕes 
de Sauer (2] , Hall (3] e Kliegel & Levine [ 4] (normalmen 
te aplicáveis ao escoamento transônico) sobre configu 
ração de bocais de empuxo máximo, bem como um estudo so 
bre os limites de aplicabilidade destas séries. -

A primeira solução deste escoamento foi proposta 
por Sauer, baseado numa série de potencia da coordenada 
radial (y) para função potencial ($). Apesar de ser an 
tiga, esta solução ainda e utilizada para o cálculo do 
escoamento transônico. 

Hall propôs uma série cujas velocidades de pertur 
bação são representadas por potências do inverso do raio 
de curvatura (adimensional : R=pl/Yt; pl =raio de curvat~ 
ra da garganta; Yt=raio da garganta. 

Ambos os autores foram bem claros quanto ã apli 
cabilidade de suas soluçÕes , apenas em grandes raios de 
curvatura , onde q hipótese de pequenas perturbaçÕes e 
válida . 

Preocupados com a resolução do escoamento para p~ 
quenos raios de curvatura , Kliegel & Levine propuseram 
uma solução baseada numa transformação da série deHall, 
onde as velocidades de perturbação são expandidas em 
função de 1/(R+l) . Obtiveram, assim , uma solução que 
não diverge para raios de curvatura menores que a unida 
de . 

Frenchel [s] expÕe uma dedução para ambas as se 
ries de Hall e Kliegel & Levine, apresentando várias li 
nhas características do escoamento - velocidade constan 
te, ângulo nulo e linha do plano da garganta. -

Alvim, Girardi & Paglione [6] implementaram o me 
todo de otimização de empuxo em tubeiras, que utiliza ã 
sé rie de Hall, para obtenção da linha inicial do método 
das características . 

O objetivo deste trabalho foi alcançado através 
~as seguintes etapas : 
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a) Para diversos raios de curvatura foram traç~ 
das as linhas de números de Mach co nstantes dadas para 
cada uma das séries. 

b) O empuxo correspondente a cada um destes casos 
mencionados em (a) for calculado visando obter parâme 
tros que pudessem ser Úteis na análise dos limites de 
aplicabilidade das séries . 

EQUAÇÕES DO ESCOAMENTO 

Admitir-se-á que o escoamento através do bocal se 
ja estacionário isoentrópico, axialmente simétrico, ir 
rotacional e de um fluido considerado gás perfeiro. De 
acordo com as referências [2], [31 e [5] as equaçÕes 
que descrevem estes escoamentos sao as seguintes: 

au - av 

ay ax 
o 

(1-J-L:.!. v2) ~~--4- uv au + ([1-Y.:!. li--v2) av + 
Y+l ax Y+l ay y+l ay 

+ (1 - J:.:!. ·u 2 - J:.:!. v2) v o 
y+l y+l y 

(1) 

(2) 

onde:_y e a razao entre calores específicos (Cp/Cv). u 
e v sao componentes adimensionais da velocidade do flui 
do (w) nas direçÕes adimensionais, x (direção axial) e 
y (direção radial, respectivamente. 

As velocidades são adimensionalizadasdividindo-as 
pela velocidade do som onde o número de Mach é igual a 
1 e as coordenadas pelo valor do raio da garganta do 
bocal (Yg). _ 

Aplicando este sistema de equaçoes ao escoamento 
transônico que ocorre na ga r gan ta (e na sua vizinhança) 
do bocal pode-se encontrar a solução do mesmo impo~ 
do-se o perfil da tubeira (bocal) nesta região e fazen 
do hipóteses adequadas para as condiçÕes de contorno. -

Este procedimento é encontrado nas referências [2] 
[3 ] e [5] o qual será aqui reproduzido de forma bastante 
condensada: 

- Perfil da tubeira na região transônica: 

y(x) = 1 + l 
w 2 

dzyw 
(--)i+ 

dx2x=O d2 

onde o subscrito IJ.l indica parede da tu beira e (-~ =~. 
dx2 x=O 11. 

razão entrP os raios de curvatura e do interior da 
beira (bocal) na seção x=O (garganta). 

tu 



- CondiçÕes d e Contorno: 
a) A ve locidad e (W) do fluido é t a ngente ao pe rfil 

do bocal; 
b) A component e radial (v ) da v eloc idade, no e ixo 

de s imetri a , e z e r o. 
As so luçÕes do s istema d e equaç Ões dadas po r Ha! l 

[Ji s~o obtidos expandindo u( z ,y) e v(z, y ) em s é ri es de 

l -i e apli cando as coudi çoes de contorno 

u( z , y) l + 
u

1 
(z , y ) 

R 

u
2

(z , y ) 
+~-+ ... (3) 

v ( z , y ) l
i ~~ 112 ~ ~ I ( z , y ) v 2 (z, y ) vJ(z, y ) 

2Rj L R +~+~+ .. J 
(4) 

' lnJ e a va ri5ve l x do s istema o ri g inal f o i subst ituida 
j>C la vari ive l z atrav~s da se guinte e x pr ess~o 

X r y+l.J''2 
~ 2R z 

(5) 

Est a mudança de vari~v el ~apenas para torna r mais 
s imples a s c xpress ~es finais da s soluç~es . 

Substituindo os compone nt e s u(z,y ) e v(z,y ) na 
expressão da velocidade de fluido 

w ~ /" 2 (z,y) + v -(-;~·;) (6) 

e aplicando a s condi ç~es de contorno :sJ, obt~m- se: 
w

1
(z,y) w

2
(z, y ) w

3
(z,y) 

w ~ l + -R- - + --R2- + ~ + ... 

1 
ond e : w

1
(z , y ) ~ ~ y 2 - i + z 

w
2
(z,y)" ?.r•9, 

24 y . :1r2·.,:..:. v' ' 10 ,+57 , (y' _ 5 ) l _ 1?1:1) z' 
2B8 8 . 6 

w3( z.yJ ~ (:· ·~;uj~t~_l .'_ :).23JlY ' -~ 3sil_r ' ''NJr~J ~1 l y' • 

+ (304y
2

t858 +1 269 ) Y'. (?2_0_!1y'_t: l839y+l~~) + 
J 728 6294 4 

(7) 

( 7 .a) 

(7 . b) 

, (~.?.:r:'_fJ~ r-•.~ 1 l o2y
2
+99y+303 y'• .'!EC.2l8Qr:?]2.J, , 

J" '' 192 1152 

+(-~·c~ y', 13y-_?2) z ' + (~'.::.51~2.?. ) z' 
8 . 48 144 (7. c ) 

Cons iderando a penas D l\' t e rmo da série d e Hall 
t em-se uma soluç~o i gual aqu e l a de Sau e r [2: . 

Em virtude das soluçÕe s d e Hall e de Sauer d i ver 
g irem quand o R ê p r Óx imo ou meno r do qu e um, su rg iram 
soluçÕes alternativas. Entre e stas, d e staca-se ã de 
Kliegel, que expand e as componentes d e ve l ocidad e u(z,y) 
e v(z,y) em séries d e ~· ou seja: 

u
1 

(z,y) u
2

(z,y ) u
3

( z , y ) 
u( z ,y ) ~ 1 +-- - +---- + - - - - +... (8) 

(R+l) (R+l) ' (R+l)3 

v (z , :; ) 
( y+l lj 2 

2(R+l)) 

Ív 1 ( z~ + v 2 (. z , y ) +v 3 ( z, y ) + , 

L l+R (]+R i (l+R)3 ... j 

Arta l ogament e ao procediment o ant e ri o r deve- se ttti 
lizar as c ondiçÕes de contorno para encontrar os val~ 
res de u1 (z ,y), uz(z,y), ... e da veloc id ade do f luid~ 
dada pela equaç~o (6). 

W( z , y ) 
w

1 
(z, y ) 

I + 
l+R 

l L - l o nde: w 1 ~ } Y 4 + z 

\-1 2 ( z , y) w
3

(z, y J 

+ -(i~lú 
+ ------ --

( l+~)· 

Wz ' 2f :\9 y''. •1x1 y ' ,10j;I;Í5 ' (v' t ~~ l - ( .2-~~ 31 z' 

. ' · ') l.y~+l _R'J9Y + 323 l r. _ JB/h
7 

.. B'l' ) '! t 7? ~>." 
w3 · 103G fl · · ·- · Y ?. .iil·1 Y 

[
30 4Y't2H2Y- 27] ' ' · ·n zs -- ·· · Y 

27011'11 t Zili9H:' l1 5 
. (1 294 ~ . .. ' 

(
57Y 7 t99 Y+37 5 •• 5Z v;· + 9 ~Jr - B I. J Y2Y

7
• lf• Ul' t .L II 

+ - · -;-8;··· -- - -- y - T9 2 . --- y + --- --1n7- -- z + 

5Y-5 1 19Y- 2l 1 4Y
1

- J 7 H ll l 
•(- A- Y - - ·4g-)z +( - lH ) z 

(1 0) 

(l ü .a ) 

( 1 (). b) 

(1 0 . c) 

Para o btcnçao da caral· tp rÍstic :I i.ni..c iaJ d e::; cjada 
é necess á rio enco nt r .:1r .1 ] i nha d e IH-i ml' r ll d e H.] <.: h cuns 
tante na f r o nteira e ntre• o s C'S Ct>a mentos transÕni co (' 

s upersÔn íco a parti r das so lu çZle s do ~ i. s t ema de• cqud 

çÕ es apli c ando a r eg i ã o tran sÔ níca (t·qtt <H.; ocs 7 a ltl) . ,\ 

f o ntl~Íra me ncionad a é obtíd <J po r Lt•n t a tiva, a d tllitin 
d o -s e div e r s os nÚm e r os de Na c. h , c.:ll c ul.and o- s e d ~ l. i niw S 
d e Hach con s tant e a p a rtir d ~t s fi liai s ob t é m-s e 
do empu xo que s ~l o Ct>mparad o s com seu s v:tl ores 

e xperiment illmcnte. 

va l o r e s 
o b l i d os 

1\ s l i nhas d e Ma c h constantes sa t> as ml'stna s qtt c 

a qu e l a s d e W(z, y ) = eu nslant (.'. Es ta ;Ifi r mati v .:l pu d l' se r 
mostrada nnali s antl o a s hipÔt C' s c s sob r e- o escoame n t o l L· i 

t o atê o pr c sentt:~ . O fatt1 d o L~ Sl · o .:un en tLl se r J .-.; ~, , ~,. · n t n)p ] 
c o condu z a consid erar a (lnt<~lpia de cs t.:H:,na~ âo cun~ 
t a nte. 

ll t 
w' (2 , y) 11 + _,2_ -... co n s t.nnte 

I\ conJi ,~a u Jo fluid o em ('SC<l drll L' IlLn l' lHH P ~ I rt ~tr- - sL· 

como gás pe r f eit o i mp lic a q u C' 11 = II (T ) . Nl· s t e cn s l) , I i 
xandu o va l or de W( z ,y), e se ndo H = c o n s tant e , Ctl n :-; t.l ll 

te . Por d c fini<.;a o , o número d e l>lacf1 é ~ ... l/<1so:n, undc 
:tsom = ('yl\ T) 1. ~·. DP sta fu rma, h! ( 7. , y ) = con stante é t a ; u bL~ ; a 
o~ma lin ha d e Ma r: h co n s tante. 

Em r e s umo, 

W( z , y) ~ cDns tante 

conduz a e q11açao y = y (z) CJ.ll (' ê a cqt J cJ. •~:·ÍL) t' u iT I.'S lh l Jhl L·lll l' 

a linha d e mÍmc·ro d e• Macl1 c o n s t:Inll'. i\ s l'(jll:t\.>J L' :-i 

lO pos s i h il ·it.am ('n,·o nlrar <I S línlus d e nt~ m ct· l l ,J~ · ~Li~ 

c.on s tanL C' . 
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RE SULTAD OS 

Ut ili.z ando - sc.• <IS t' C{ l!:ll; ne s (7 ) (' (1 0 J , l l l i p u s~Í 
vcl tril ça r os gr; r i (' n s de• nÍÍtuC' r o d( • ;..t;w h \-unsLJ11t (• c~n 
f u nç?1o d o rai o d (• c ur v n t 11r .: t , pa ra d i v('r:->o~; n•-Í •ll •· •·ns d ~,.• 
Mach. 

Con s id(•t-.:lndn ' l :~r:ll i co !.:1, ob s (·rva-sc qttt ' p:tra 11t1 

me ro d e ~1ac lt :lt 0 !, ' ·1 uLÍ 1 i z~n,; ;H' d a s L r ~ s ~t!ri cs ;1prc 

senta po u c.1 dif l' r e •• ç a. i\ med í d~t CJII P I{ d i minu i • .:.1 t l· nd ê;l 
c i a é aume ntar :l dif P r Cnf\ <l v ntl-l' a s ~ i )i ll <.; n L's . !'ar :l­
R=O,S ;t s tr ê s s é- ries .:Jpt"(' !-i (' lllam •:Pillpil rt.:ulll ' ll tos IH ·,--

tl istint os , sendo CJll (' cm vi r llllil ' div P r ; •.Z;n1·ia ~~ <I S S t...' 

ríes J c Sau e •· c ll a \ 1 n~lu pod <'lll s er con s i •.IL•r:t d ;•s ~.·~liltd ~'l' 
lu ç ão do pro b I_ Pma. 

Nos g r3fi c o !; ; ~,.:~i x i' , •[ U;Ind o se fl •z a v a t· i .:H.; a ~.~ d~' 
Hach par a a s div ers a s SL' ri v s , p r vtend c' tl - sl' mo s tr.:1r 
relevânc i a do corr e t o posí c i iJ I1a!llL'Ilto d .:.J frnnt c• i rn en 
trc o es c oamento tr a nsÔnico c• s u p ur sÔn j cu . L·me s t u J ,_) tl' :; 
rico e ex pe rim l'nta 1 d~. ·s t ;J l ocali _ z a ç ~·u se r á ob j c t o d l' 

fu tur os t r ab .:1lhos . 
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Enfatizando a importância deste aspecto, foi fei 
to um gráfico do empuxo máximo em função do raio de cur 
vatura . O MACH escolhido arbitrariamente para a linha de 
valor inicial e aquele da parede da garganta. 

1115.0 

I 15 .5 

zt,~.o 

~ 

~ 114.!) 
~ 
Q. 

E 
uJ 114.0 

113.5 

Empuxo Moximo x Raio de Curvatura 
o Sauer 
o Hall 
!:>. Kliegel 

113"0 o·1.o:-r~~~,.'="o~~~r:2:c.a:-r~~...-,.3.'="o~~~~~ ... o~~~~s~. 
Roio de Curvatura 

Figura 2. Empuxo máximo em função do raio 
de curvatura 

Os resultados acima foram obtidos com os seguintes 
valores de grandezas tÍpicas de um motor foguete a pr~ 
pelente sÓlido: Y=l,l8 , Mg=26, 6 kg/Kmol, Yg = 60,0 mm, 
Pc=6,0 MPa, P0 =0 Pa e Tc=3250 K. Obtendo a tubeira com 
as dimensÕes: Xe = 307,6 mm; Ye = 201,9 mn . 

Foi verificado que as oscilaçÕes encontradas no 
valor do empuxo máximo (fig. 2) devem-se apenas a pr~ 
blemas numéricos (interpolaçÕes e tolerâncias) . 

Os diferentes valores de Fmáx revelam a importân 
cia de localização exata da fronteira dos escoamentos 
transônico e supersônico . 

Deve ser ressaltado que nenhum destes valores po 
dem ser considerados representativos de um resultado 
real em virtude de não se ter trabalhos experimentais 
que permitam esta afirmação. 

CONCLUSÃO 

Considerando o número de Mach na parede da gargan 
ta como aquele que corresponde a intersecção entre es 
coamentos transônico e supersônico, verifica-se que os 
valores dos empuxos (Fig. 2) variam significativamente 
para raios de curvaturas entre 1,0 a 2,5, dependendo da 
série utilizada para descrever o escoamento transônico. 
Este fato mostra a relevância da localização exata da 
fronteira entre escoamentos transônico e supersônico. 

A partir de raio de curvatura superior a 2,5 
(fig . 2) os valores dos empuxos não sao influenciados 
pela série utilizada (fig. 2). 
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ABSTRACT 

ln this work the domains of application of the 
Sauer ' s , Hall's and Kliegel & Levine ' s series on the 
determination of maximum thrust nozzles are investigated 
The different thrust levels obtained throu ght the usage 
of theses series are compareci. It ' s interesting to note 
that the majority of the nozzles are desi p,ned using 
Sauer ' s series . w! 1ich is valid in relatively narrow 
band of radius oi curvature . It is verified that Hall ' s 
ser ies has an analogous limitation, while Kliegel & 
Levine's series allows designs with very small radius 
of curvature at tne throat . 
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SilllÁRIO 

Um estudo teórico-experimental em um sistema de injeção Diesel operando com que 
rosene de aviação (QAV-1) foi desenvolvido tendo em vista o uso deste combustível co 
mo uma alternativa ã gasolina de aviação . Utilizou-se um banco de ensaios instrumenta 
do para medidas de pressão estática na linha de injeção do sistema. O modelo analíti 
co, cons idLr1ndo a influência de fatores como propagação de ondas, atrito no duto de 
cavitaçáo, apresentou concordância suficiente ~om o resultado experimental , tal ~ue 
pe rmite a sua aplicação na estimativa da pressao residual. 

INTRODUÇÃO 

A gasolina de aviação 100/130, utilizada nas aero 
naves com motores a pistão, tem um processo de obten= 
ção bem elaborado e de grande complexidade tecnológica. 
Isto to~na seu custo elevado e muito_dispendioso yara 
a aviaçao de pequeno porte, que compoe-se da aviaçao de 
treinamento de pilotos, pequenos transportes e aviação 
agrícola. Com a baixa demanda deste combustível, não 
se justifica o investimento em equipamentos para seu 
processamento nas várias refinarias do país. 

A substituição deste combustível pelo querosene 
de aviação QAV-1 (equivalente ao JP-1) tem diversas 
vantagens : 

- O con trole da qualidade do querosene de aviação 
ê bastante rigoroso,possuindo nível neronáutico , e ê 
utilizado na aviação comercial; 

- O QAV-1 t em compatibilidade com os materiais 
utilizados nos motores a pistão, o que implica em não 
serem necessárias modificaçÕes significantes nos moto­
res; 

- O aprovei t amento das tecnologias adquiridas nas 
turbinas; 

- O custo mais baixo e a disponibilidade em t odos 
os aeroportos . 

Comparando-se os preços dos combustíveis, tem-se 
os seguintes resultados: 

Combustível Preço combustível/preço QAV-1 
1985 1988 

Q AV-1 1: 1 1 : 1 
AVGAS 100/130 2,2:1 3 ,68:1 
Oleo Diesel 1,1:1 1 , 29 :1 
Gasolina automotiva 1,62:1 2 ,89:1 
Álcool 2~0 : 1 

Apesar de todas as vantagens, es tudos [1] mostra­
ram que o QAV- l ê inviável para utilização em motores 
a pistão ciclo Otto . Sendo assim os estudos foram diri 
gidos para a aplicação do QAV-1 em motores a pis tão ci 
elo Diesel. -

Este trabalho ê parte do estudo que vem sendo de­
senvolvido no Centro Técnico Aeroespacial (CTA), tendo 
em vista o uso do QAV-1 em motores alternativos asso­
ciados a motores ciclo Diesel. Ensaios preliminares e­
fetuados com esses motores mostraram a necessidade de 
um entendimento detalhado da operação do sistema de in 
jeção Diesel e seu desempenho. O sistema de injeção e­
xis tente é projetado de acordo com as carac t erísticas 
do Óleo Diesel , e ê necessário a determinação dos parã 
metros de projeto a serem modificados para a sua adap= 
t ação ao querosene de aviação . A pressão de injeção, 
pulve rização do combustível , compatibilização dos mate 
riais do sistema de injeção em contato com o querosene 
de aviação , vazão de combus tível e qualidade de inje­
ção são aspectos que precisam se r analisados. Neste 
trabalho são apresentados alguns resultados teóricos -
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Figura 1 - Representação esquemática do sis t ema de 
inj eção Diesel. 

experimentais do comportamento da pressão num sistema 
de i nje ção operando com QAV-1. Um banco de ensaio foi 
montado e instrumentado para este estudo . Testes idên­
ticos foram simulados no computador e comparados cornos 
resultados experimentais. 

MODELO ANAL1TICO 

O modelo analÍtico desenvolvido é simulado em fun 
çao do tempo no computador, com de scriçÕes precisas 
das características geomé tricas e físicas do sis tema, 
tao bem como as equaçÕes que descrevem a dinâmica do 
fluido e dos componentes mecânicos . Estas equaçÕes são 
re s umidas abaixo. Mais informaçÕes sobre estas equa­
çÕes e o método de solu ção são a presentadas nas Refs . 
[2] e [3]. 

Uma representação esquemática do sistema de inj! 
ção é mostrada na Fig. 1. 

As equaçÕes que descrevem o sistema de inj eção são 
agrupada s em três categorias : duto, bomba e injetor . 

EquaçÕes para o duto. O comportamento transiente 
do fluido compressível no duto pode ser descrito pelas 
equaçÕes da quantidade de movimento e continuidade a­
plicadas a um volume de co~trole de comprimento infini 
t esimal . e desnecessário repetir a derivação destas e= 
quaçÕes e suas soluçÕe s , desde que estas já estão apre 
sen t adas nas referências [2] e [3] . Quando estas equa= 



çÕes são expressas na forma de diferenças finitas com 
aproximação de primeira ordem de integração, tem-se: 

PaaRfRVRivRI (tP-tR) 
pP-pR+pRaR(VP-VR)+ --~~~2nD~--~~ 

R 

+ PaaRg sen a (tP-tR) = O 

xP-xR = (VR+aR)(tP-tR) 

Psasfsvs lvsl (tP-ts) 
Pp-ps- Psas(VP-VS)- 2D 

s 

(1) 

(2) 

(3) 

- Psasg sena (tP-tS) = O (4) 

onde: P = pressão; V K velocidade; P =massa específi­
ca; g = aceleração da gravidade; D = diâmetro do duto; 
f = fator de atrito Darcy-Weisbach; a = velocidade de 
propagação de onda no fluido (função da compressibili­
dade do fluido, elasticidade do duto e pressão);a = ãn 
gula de inclinação do dut o Com a horizontal; X e t = va­
riáveis independentes, distância e tempo; R e S = Índi 
ces referentes à posição no plano x-t, Fig. 2. -

A equação (1) é chamada característica c+ e é vá­
lida somente ao longo da linha RP descrita pela Eq. (2) 
e apresentada na Fig. 2 . A Eq. (3) é chamada caracte-

Tempo 

T 

t.+3Z>I r---t---+---+----t---J 
~Zõl~,-1----4----+----+--~ 

t.+ Litl ' 1 1 r 1 1 

t,.l I I< I > I I .. _ 
o A c 8 L POSIÇAO X 

Figura 2 - Características no plano x-t. 

rística C- e é válida ao longo da linha PS descrita 
pela Eq. 4. Com as condiçÕes iniciais conhecidas nos 
pontos R e S (Fig. 2), pressÕes e condiçÕes do escoa 
menta no ponto P podem ser determinadas resolvendo (1} 
e (3). 

EquaçÕes para a bomba e o injetor. As equaçoes 
que descrevem a ação dinamica da bomba e do injetor in 
cluem : (1) Uma equação da continuidade escrita para ca 
da volume e a descrição da compressibilidade do fluido 
(efeito capacitivo do volume), (2) equaçÕes. do movimen 
to eara descrever as forças e ação dinâmica de partes 
mecanicas tais como válvula de recalque e agulha do in 
jetor e (3) equações para descrever as vazÕes através 
dos vários orifícios. Abaixo são derivadas as equaçÕes 
p~ra a câmara da bomba em seguida as equaçÕes para a 
valvula de recalque. 

CÂMARA 
DE 

QP(t) 

Figura 3 - tsl 

AxaiPc + Pcw I + K, 

Axc ~ 

Au 

CÂMARA DE 

AUMENTAÇÃO 

Vista seccional da bomba de injeção. 
Forças sobre a valvula de recalque. 
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Aplicando a equação da continuidade à câmara da 
bomba (Fig. 3(a)). tem-se: 

i._f p dV + J pV dA = O 
dt VC AC n 

(5) 

onde VC = volume de controle; AC ~ ~rea de controle; 
Vn = velocidade do fluido normal a area de contro le; 
V =volume da câmara. 

Sob a hipótese simplificadora de que a pressão é 
uniformement e distribuída em todas as partes da câma 
ra,vem : 

vem: 

d 
dt pBVB+ pB(QVR + QAk) = O 

Introduzindo o módulo de ~las ticidade K 

VB dpB dVB 
~ ~ + ~ + QVR + QAR = O 

B 

onde: v
8 VB~ + ~B.X - APB.Z 

dVB dx dZ 
~ = ~B ' iiT - ~B ' dt 

-~B =área da válvula de recalque; APB 
pistao da bomba. 
Então: 

dPPB 
dt 

dZ dX 
KB (~B dt - AXB dt - QVR - QAR) 

(V~ + ~B.X - ~8 .z) 
As vazões nos orifícios são dadas por: 

QVR cov~RI,:: - : ~) ~R ~R(X) 

QAR = CDVAAR 
2 [PB _ PA] 

'Pji PA 

iE__ 
dp /p 

(6) 

(7) 

area do 

(8) 

(9) 

(lO) 

onde as áreas são representadas na Fig. 4 e dadas por 

Dh DAR - 2Z 
AAR = --4- [rr - arccos 0 ) + 

AR 

1 
+2 sen 

0AR- 2Z 
[2 arccos D ) , para z<oAR 

AR 

AAR = O, para DAR<Z<ZR 

D~R DAR- (Z - ZR)2 
AAR = -

4
-[arccos 0 

AR 

c os 0 
B 

l DAR - (Z - ZR) 2 c os 0 B 
- 2 sen (2 arccos D )], 

DAR 
para ZR<Z< ZR + cos0

8 

AAR 
~2 DAR 
4 AR ' para Z >ZR + cos0B 

~R= 0, para X<xA 

AR 

~R= rr(X-XA)senGX(DXB + (X- XA)sen0X. cos0 X),X >XA 

~R = ~ se ~R > AXM 

ZR = posição na qual o pistão começa a descobrir o ori 
fício; ZA = posição na qual a válvula de recalque com~ 
ça a ~escobrir ~ área de passagem; AXM = área de pass~ 
gem maxima da valvula. 



De maneira_ análoga , obtém-se as expressoes para t~ 
das as outras camaras. 

r-z 
~ ltb~.:' ., '' .ü 

~~ 
I 

I z,. 1 

Pl:T.;n DA BOMBt]A r I 

I z ·,',~ / Z' • (Z-~) cos S 

bJ p/ z )o z ... l'"" -- ' 

V}.L"LU Df r.,--,--''t--::---{ 
HCALOUE :•"i r7~~.r.:-,-::::::;N:;:...,.......-: 

Figura 4 - Áreas dos orifícios. 

As equaçÕes para a válvula de recalque são obtidas a 
plimndo-se a segunda lei de Newton i válvula (Fig . 3)7 
Assim tem-se: 

(ll) 

onde: mx = massa efetiva da válvula; Cx coeficiente 
de amorteci~ento; Kx = con~tan:e de rigidez da mola ; 
Pr.x = pressao equivalente a pre-carga da mola ; massa 
efetiva = massa da válvula + j massa da mola. 

Note que a válvula so começa a movimentar se: 

Para a solução da Eq. 11 , sua parte direita foi 
aproximada a um polinÕmio do )Q grau. Assim : 

X + 2 wn ~ + wn 2 X = At 3 + Bt 2 + Ct + o (12) 

então a solução particular é da forma: 

X= A' t 3 + B't 2 + C' t + D' (13) 

onde: A' A/W~ B' = (B-6 WnA')/W~ 

C' (C-6A ' - 4WnB ' )/W~; O' = (D-2B'-2WnC ' )/W~. 

De maneira análoga é obtida a equação do movimen­
to da agulha no injetor. 

EQUIPAMENTO EXPERIMENTAL 

Na Fig. 5 está representado esquematicament.e o 
banco de testes. 

A bomba injetora é do tipo pistão BOSCH PFRIK,com 
o diâmetro do pistão 7mm e é conectada a um injetor 
BOSCH 7B-33 pela linha de alta pressão consistindo de 
um duto de l,8mm de diâmetro interno, diâmetro exter 
no de 6 , 0mm e comprimen t o de 0,4m. O injetor é tipo de 
agulha e possui bico de 3 furos, de diâmetro 0,28mm ca 
da . A bomba é acionada através de um motor elétrico de 
rotação uniforme tal que com uma redução obtém- se a ro 
tação de 920 rpm. O débito de combustível da bomba e 
controlado por um micrômetro que tem uma faixa entre 
O- 25,4mm (1 . 0 pol . ) , correspondendo a máxima e m~n~ 
ma vazão de combustível respectivamente com uma gradua 
ção mínima de 0.254mm (0,01 pol.). -

Na linha de alimentação entre a bomba e o reserva 
tório de combustível é conectada uma válvula s olenóide 
e uma bureta calibrada que permite a determinação da 
vazão de combustível da bomba injetora. 

Extensômetros elétricos Tokyo Sokki Kenkyujo tipo 
FCA- 1- 17 , localizados na linha de alta pressão, a 

está 
pos]; 

0,2m da bomba, são usados para medida da pressão 
tica. Estes extensômetros foram cuidadosamente 
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14--.....__ 
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9 

01 - Bomba Injetora 11- Bureta calibr ada 
02 - Eixo com carne 12 - Rese r vatór io 
03 - Motor Trifásico 13 - Termos t a t o 
04 - Caixa-Carne e Bomba 14 - Termopar 
os - Transmissão 15 - Resis t ência 
06 - Corrente 16 - Inj e t o r 
07 - Micrômetro 17 - Horíme t ro Digita l 
08 - Duto de alta pL.·essao 18 - Indicador de Temp. 
09 Filtro 19 Extensômetro 
lO - Válvula Solenóide 

Figura 5 - Esquemático do banco de ensaios. 

cionados no duto (figura 6). A calibr ação es t á t ica dos 
mesmos foi realizada diretamente entre a pr essão i nt er 
na do duto e a indicação da tensão na saída do amplifi 
cador diferencial para o estabelecimento de uma pr es= 
são conhecida no duto. Utilizou- se uma balança de p re~ 
são, tipo peso morto HANNI . 

l - extensômetro mede ~/a (tração) 
2 - extensômetro mede ~/1 (compressão) 

Figura 6 - Posicionamento dos extensômetros . 

Para a aquisição e processamento do sinal de saí­
da utilizou-se um AVL Digital Analyser com um filtro Ge 
neral Radio 1952 - Universal Filter. O sinal foi t am 
bém observado com um multímetro digital Fluke 8020A e 
um osciloscópio Tektronics 5031. 

ANÁLISE DOS RESULTADOS E CONCLUS0ES 

O experimento foi realizado para a rotação de 920 
rpm e a agulha do injetor levanta- se quando a pr essão 
na câmara do injetor excede a pressão de aber tura do 
injetor de 19,6 MPa(200kgf/cm 2 ) . 

O micrômetro que controla o débito de combustível 
da bomba injetora foi utilizado na posição de 1,0 pol. 
(25,4mm), que corresponde ao débito máximo da bomba , 
que é 4,0 kg/h. 

CondiçÕes idênticas foram simuladas no compu t adoL 
A figura 71):- enul •o do teórico completo) apresenta os r e­
sultados deslocamento do pistão da bomba, válvula de 
recalque, agulha do injetor, variaçÕes de pressão em 8 
(oito) posiçÕes do sistema de injeção, todos em fun ção 
do ângulo do carne. 
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Figura 7 - Re sul tados do computador para velocida 
de de bomba 920 rpm e querosene de avia= 
çâo QAV-1. 

A figura 7 apresen ta a comparação entre o r esulta 
d" LeÓrico e experimental, para a pressão na posiçã~ 
( /l e do duto de al ta pressão a = comprimento do duto). 

3500 MPa 

31.00 

27.00 

··3.00 

- 1.00 
90 95 100 

CURVA DE PRESSÃO NO 1/2 DO DUTO DE 

INJEÇÃO EM FUNÇÃO DO ANGULO DE CAME 

• CURVA TEORICA 

105 110 115 120 125 130 135 

Al'«lULO DE CAME dog 

Figura 8 - Comparação de resul t a dos t eórico e 
expe rimental. 

Pode ser obse r vado na Fig. 7 que o resultado da 
simulação a presenta uma reprodução das car ac t erísticas 
da respos t a do s i s t ema duran t e o período de injeção. 
Por exemplo, a pressão na câmara de rec a lque sobe en­
qua nto a válvula de recalque abre, e desce com a mesma . 
A agulha do i njetor abre após a pressão na câmara do 
inje t or exceder a pressão de pré-carga da mola sobre a 
agulha. Is to causa uma queda t emporária na pressão na 
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câmara do injetor, que se propaga no duto, em di reção 
à bomba. A pressão ma câmara do i njetor con t inua subin 
do após esta queda. -

Características como a propagação da onda de pres 
são da bomba para o injetor, fenômeno de reflexão d; 
onda, salto da válvula de recalque antes da estabiliza 
ção , movimento da agulha do i nje t or para uma posição 
limi t e e estabilização durante a i njeção e outros fenô 
menos são identificados com um es tudo cuidadoso d~ 
Fig . 7 . 

A comparação entre o resultado do modelo analíti­
co e o experimen t al, Fig. 8 , apresenta razoável concor 
dância no início e fim do período de i njeção, e é des­
favorável no pico de pressão. Do ponto de vista das ca 
r ac terísticas básicas do período de injeção os result~ 
dos apresentam uma boa concordância. 

A pressão residual no sistema (pressão no sistema 
entre sucessivas injeçÕes) é uma das variáveis mais im 
portantes e infelizmente, um valor difícil de ser d; 
terminado para uma condição de operação de pressão d; 
lnjeção. Em geral sua estimativa é realizada através 
do método das tentativas e erros com um número muito 
gran de .de testes no laboratório. Com o programa de si ­
mulação esta pressão pode ser estimada reduzindo-se 
consideravelmente os ensaios no laboratório . Outra in 
vestigação importante em que o programa es t á sendo uti 
li.zado junto com o banco de ensaios é no problema d~ 
i njeção sucundária . 

Ainda não foi possível uma avaliação completa do 
comportamento do QAV-1 no sistema de injeção Diesel. 
Mais ensaios precisam ser realizados e para isto o ba~ 
co de testes está sendo instrumentado mais adequadamen­
te , com transdutores piezoelétricos (ao invés de exten 
sôme t ros) em diversas posiçÕes do duto e das câmara~ 
da bomba do injetor. 
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ABSTRACT 

A theoretical-experimental study o[ a Diesel 
fuel injection system opera ting with avia tion ker osene 
has been developed having in view the use of this fuel 
as an alternative to aviation gasoline . A diesel in 
j ection test bench was instrumented to measure th; 
f uel line static pressure. The analytical model, which 
includes factors such as wave propagation phenomena, 
frictional effects and cavitation , presented suffi 
cient concordance with the exper imental results, in a 
way , that can be used to est imative the residual 
pressure. 
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RESUM:) 

Este traealho apresenta uma comp~ação entre as mais difundidas correlações p~ 
ra a determinaçao do ~oeficiente de película para a transmissão de calor instantânea 
em motoreê de combustao interna. _Os resultados obtidos são discutidos para cada fase 
d~ op~raçao de um motor de isniçao por centelha e as peculiaridades de cada correla­
ç~o sao explicitadas . Tal analise pode ser utilizada na seleção do coeficiente ce pe­
lícula mais adequado para compor ~ simulação de desempenho de um dado motor com suas 
particularidades construtivas e termicas . 

INTRODUÇÃO 

Um ~os maiores problemas que se apresentam para 
a simulaçao do desempenho de motores de combustão in­
tern~ é a obtenção de modelos que representem a trans­
missao~ de calor i nstantânea. A transmissão de calor é 
un fenomeno transiente , com o fluxo de calor podendo 
v~iar violentamente (de 9 até 10 MW/m2 

) em poucos mi­
llssegundos , com característica tridimensional com 
importantes variaçÕes do fluxo de calor entre distân­
cias s~tuadas a poucos centimetros uma da out ra e com 
variaçoes de ciclo a ciclo, dado o efeito de aleatorie 
dade sobre o padrão de turbulência dos gases dentro dÕ 
cilindro. 

Combinadas a es?as dificuldades , as complexas 
geometrias das superfícies em que ocorre a transmissão 
d~ calor , tanto na câmara de combustão com fronteira 
movel , quanto nos. col e tores de admiêsão e descarga , e 
nas passagens_da ~de refrigeraçao , tornam impossi­
vel uma soluçao analítica do problema. 

Por outro lado , os modelos multi-dimensionais 
q~e_consideram a ~lução numérica das equações diferen 
c1a1s de con~rvaçao p~a massa, momento e energia ne= 
c~ssitam tambem de hipoteses sobre o padrão de turbu­
lencia interna e, até hoje , apenas problemas bi-dimen 
sionais ou com simpl ificações nas geometrias foram re 
sol v idos . Uma. formulação tridimensional, considerandÕ 
a fronteira movel , efeitos de radiação e a combustão 
ainda esta por ser feita e há dÚvidas quanto a pratici 
dade de tal modelo , dada a sua complexidade [1] . -

A forma usual de se suplantar as dificuldades 
mencionadas acima , e que te~ sido adotada pel a maior ia 
dos trabalhos sobre simulaçao de desempenho de moto­
res, consiste em se trabalhar na hipÓtese de regime 
quas~-permanente, com um ~oeficiente de pelicula · ins­
tantaneo para a transmissao de calor entre os gases e 
as paredes,_obttdo a par~ir de correlações empiricas 
ou semi-empiricas . Esta e a abordagem explorada neste 
trabalho . 

O MODELO PARA A TRANSMISSÃO DE CALOR 

N2s modelos globais para a transmissão de calor 
instantanea em motores de combustão interna é assumido 
um regime quase-permane~te , isto é , supõe-se válida em 
cada instante a expressao 

(1) 

que relaciona , através de um coefictente de pelicula ,a 
taxa~ de transmissão de calor com a area de troca ins­
tantanea e 9om a diferença de temperaturas entre as pa 
redes e o gas . Dada a natureza transiente do fenômeno~ 

na verdade há uma defasagem entre a diferença de tempe­
raturas e o fluxo de calor, como mostrado em [2] . Pelo 
me5m9 mo!iv9 , a temperatura de parede num dado local 
tambem nao e constante , ~ varia ciclicamente . 

Do P9nto de vista pratico, como o objetivo do mo­
de!amento e obter a guantidade de calor rejeitada para 
a agua de refrigeraçao por ciclo , a defasagem instantâ­
nea entre a força motriz da transmissão de calor - di­
ferença de temperaturas - e o fluxo de calor não é um 
fator fyndamental . Da mesma maneira , a temperatura de 
parede e assumida constante , pois sua variação é da or­
dem de uma dezena de graus, bem menor do que as diferen 
ças de temperatura envol vidas. -

Al&Uffiaê vezes, a expressão ( 1) é empregada consi 
derando regioes do motor onde instantaneamente há dife= 
renças de temperatura de gases, ou com diferentes tempe 
raturas de parede locais , assumindo então a forma -

n 
q = E h. A. (T.-T . ) 

1 l. l. l. Wl. 
(2) 

onde Ti , Twi• Ai e hi são , ~spectivamente , a temperatu 
ra dos gases e de parede, a area de troca de calor e õ 
coeficiente de pelicula locais e instantâneos . 

A AVALIAÇÃO DO COEFICIENTE DE PELÍCULA 

_ A mais antiga correlação errl!?irica para a determi 
naçao do coeficiente de pelicula e devida a Nusselt[3]~ 
Trabalhando a partir de uma bomba de combustão a volume 
constante, ele obteve 9orrelações entre o estado do gás 
e o coeficiente de pelic~la para convecção. Para consi­
derar o efeito da turbulencia que ocorre no motor real 
introduziu a velocidade média do pistão como parâmet~ 
relevante: 

2 . L . fl [m/s] (3) 

onde L é_o curso do pistão e n é a velocidade angular 
em rotaçoes por segundo. Para considerar os efeitos da 
r~iação térmica , foi introduzido um coeficiente de pe 
!icula equivalente para radiação e o coeficiente total 
e dado por 

c2 
+ -------

(T/100) 4- (T /100) 4 
w (4) 

(1/E + 1/EW-1) \T-T) 



onde c1 ~ c2 são constantes , t e 'g são as emissivida­
des do gas e das paredes , respectivamente . 

Brilling [1) e Van Tyen [1) utilizaram a expres­
são de Nusselt com modificações no termo dependente da 
velocidade média do pistão obtidas a partir de dados ex 
perimentais, obtendo para o termo convectivo, respecti= 
vamente : 

h = C
1 

(3,5+0,185Vp) (P2T)l/3 (5) 

h = c1 (3,22+0,864Vp) (P2T) 1/ 3 (6) 

Eichelberg [4) obteve também um coeficiente de 
pelÍcula a partir de medidas do fluxo de calor instantâ 
neo em motores de baixa rotação, mas não separou os 
efeitos convectivo e radiativo, obtendo 

h= c
1 

vPl/3 (PT)l/2 (7) 

Esta expressão, bastante simples, tem sido exten­
samente utilizada por diferentes autores no modelamento 
de motores . 

Partindo da análise dimensional , vários autores 
sugerem uma correlação semelhante aos modelos de convec 
ção forçada turbulenta , com 

onde 

n 
Nu= C1Re 

Baseado nesse tipo de análise , Annand [5) 

h= C !S_ R 0,7 
1 O e + 

PV D 
Re = _ P_ 

~ 

c2 (~-Tw4) 
(T-Tw) 

(8) 

propos 

(9) 

(lO) 

ou sejaÀ o número de Reynold~ está baseaeo na densi~ade 
instantanea , na velocidade media do pistao e no diame­
tro do cilindro. O termo que representa a radiação é in 
cluido como um coeficiente de pelÍcula equivalente , so= 
mado ao termo convectivo . 

Utilizando a mesma conceituação, Woschni [6) de­
senvolveu uma expressão para o coeficiente de pelÍcula 
explicitando, a partir do número de Reynolds, as influ­
ências do tamanho no motor (D) , da pressão e da tempera 
tura instantânea. Além disso , alterou a velocidade ca= 
racteristica para uma função que depende não só da velo 
cidade média do pistão mas também do aumento da turbu= 
lência causada pela combustão: 

V T 0,8 
h=C D-0,~0 · 8T-0 ' 53 [c V +C ~(P-P ) ) 

1 2p3pv o 
1 1 

(11) 

ondE} T1 , v1 e P 1 são re!ativas a_algun ponto conhecido, 
Vs e ~ cil1ndr~aa e P0 e a pressao que se obtem quando 
nao ha_combustao. Evid~ntemente, P0 coincide com P na 
admissao e na compressao, afasta-se de fortemente duran 
te a combustão e tende novamente a P para o fim da ex~ 
pansão e exaustão . Nesta formulação, a radiação é consi 
derada de forma i mpÜci ta. -

~ Também partindo da análise dimensional, Sitkei[7) 
propos : 

h=Cl(l+b) P0'7V 0,7 T-0,2 de-0 ,3 
p 

(12) 
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onde b é uma constante adimensional para considerar o ti 
po de câmara de corrbustão e de é um diâmetro equivalente 
definido como 

de = 4V/A (13) 

Tabela 1 . Comparação entre as correlações . 

CORRElAÇÃO PRESSÃO TEMP . DIMENSÃO VEI...(X;IOADE 

Nusselt p0,667 T0,333 - (l+l,24Vp) 

Brilling p0,667 T0,333 - (3,5+0,185V ) p 

Van Tien p0,667 T0,333 - 3 ,22+0 ,864Vp 

Eichelberg P0 ,5 T0,5 - v 0 ,333 
p 

Annand p0,7 T-0,384 0-0,3 v 0 ,7 
p 

Woschini P0,8 T-0,53 0-0,2 (aVP+b(P-P 
0

)e•8 

Sitkei P0,7 T-0.2 4V/A)-D•3 v 0 • 7 O+b) p 

Hohenberg P0,8 T-0,4 y-0,06 (V +a)0,8 
p 

Nishiwaki p0,807 T-0,807 0
-0,193 v 0,807 

Adm . p 
Nishiwaki p0,578 T-0,199 0

-0,422 v 0,578 
Exaus. p 

Revendo o trabalho de Woschni, Hohenberg [ 8) mo­
dificou aquela expressão , abandonando o termo da veloci 
dade caracteristica dependente da combustão e trabalhan 
do com o volume instantâneo como dimensão caracteristi= 
ca: 

h = Cl V-0,06P0,8T-0'4(Vp+C2)0 ,8 (14) 

Nishiwaki [9) , percebendo a falta de correlações 
empiricas desenvolvidas especificamente para os proces­
sos de admissão e exaustão, e considerando a importân­
cia desses processos para a previsão do rendimento volu 
métrico e da temperatura de escape, propÔs, para o pro= 
cesso de admissão e exaustão , respectivamente: 

h= Cl 0-0,l93(Vp .P)0,807 T-0,534 (15) 

h = Cl 0-0,422(Vp.P)0,578 T-0,199 (16) 

Uma comparação entre as estruturas das diversas 
correlações pode ser vista na Tabela 1 . As quatro pri 
meiras correlações são puramente empiricas , obtidas a= 
través de análise dos dados experimentais e não conside 
ram o efeito da dimensão do motor . As demais foram obtT 
das a partir da_análise de dados exeerimentais, mas o~ 
decendo a relaçao expressa na equaçao (8). Deve-se ob­
servar que há uma grande discrepância entre as quatro 
primeiras e as demais quando se verifica o efeito da 
temperatura : num caso, e previsto o aumento do coeficien 
te da pelÍcula com a temperatura e no outro caso o in= 
verso. No caso da pressão, os expoentes variam de 0,5 a 
0,8 e no caso da velocidade caracteristica de 0,333 a 
1,0 . 

Deve-se lembrar que algumas das correlações tra­
zem implicitamente o efeito da radiação; é o caso das 
expressões de Eichelberg, Woschni, Hohenberg e 
Nishiwaki. As demais calculam separadamente esse efei­
to, definindo em coeficiente de pelÍcula equivalente pa 
ra a radiação térmica. -



RESULTADOS OBTIDOS 

Como base de dados para o cálculo comparativo dos 
coeficientes de pelicula , foram utilizados os seguin!es 
dados referentes ao motor MONZA 1 .6 1 a gasolina: diame 
tro do cilindro, curso do pistão, comprimento da biels~ 
taxa de compressão, relação ar-combustivel, massa de 
combustivel por ciclo. A partir do diagrama PxV medido 
foram obtidos a pressão e o volume como função do ângu 
lo de manivela e. A temperatura instantânea média foi 
calculada pela equação dos gases perfeitos; Todas as e~ 
pressões que avaliam o coeficiente de película devem 
ter suas constantes determinadas caso a caso; todavia, 
como não haviam dados disponiveis para o motor em ques­
tão, as constantes foram assumidas com seus valores ori 
ginais . 

Os resultados apresentados consideram apenas os 
efeitos convectivos , pois a radiação não é relevant~ 
nos motores de ignição por centelha (J) uma vez que so 
durante a combustão a radiação chega a representar cer­
ca de 10',.6 do fluxo de calor total , sendo substancialme_r:: 
te menor nos demais processos. 

h 
KW 
;tt; 

O, I 

Vp= 15m/s 

30 60 90 120 150 e 
Fig. l . Coeficientes de pelicula instantâneos em 

função de ângulo de manivela. Processo 
de Admissão 
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Vp= 15m/s 

210 240 270 e 330 

Coeficientes de pelicula instantâneo~ em 
função do ângulo de manivela. Processo 
de Compressão 
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A figura 1 apresent~ os c~ficentes de eelicula 
para o processo de admissao . As unicas correlaç~s de­
senvolvidas especificamente para esse processo sao _as 
de Nishiwaki (NA) e a de Woschni (WO) . As correlaçoes 
de Annand (AN) e de Sitkei (Si) também produzem bons ~ 
sultados . As demais - Hohenberg (Ho) , Nusselt (Nu) , Van 
Tyen (Ty) . Eichelberg (Ei) - produzem valores baixos. A 
correlação de Brilling (Br) sequer aparece na figura . 

Na figura 2 podem ser vistos os resultados para o 
processo de compressão . Deve ser observado que a corre­
lação de Woschni possui uma descontinuidade entre a ar.­
missão e a compressão , pois muda o valor da constant é 
C1; o mesmo ocorre entre a expansão e ~ exaustão . As 
correlações de Eichelberg e Brilling dao valores bai­
xos. 
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Fig. 3 . Coeficientes de pel:Í.cula instantâneos crP 
funçFío do ângulo de manivela. Proc<·Sf;o 
rlf- r~nmr-lt \~ t .::::o 

Fig. 4. 
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Coeficientes de pelÍ.cula instantâneos em 
função do ângulo de manivel a . Processo 
de Expansão 



Os resul tactos para o processo de combustão são a­
presentados na figura 3 . As correlaçÕes que apresentam 
um coeficiente de pelicula que aumenta com a temperatu­
ra possuem grande inclinação nas proximidades do ponto 
morto superior (PMS) . Inversamente, as correlações de 
Armand e de Hohenberg variam menos pelo mesmo motivo. A 
grande variação na correlação de Woschni é devida ao 
termos de velocidade associado à combustão - equação 
(11). 

Na figura 4 estão representados os resultados pa­
ra o processo de expansão . Cabe ressaltar a abrupta que 
da das correlações de Woschni e Hohenberg, bem como os 
bons valores obtidos com a expressão de Eichelberg - ao 
contrário dos processos anteriores. 

Finalmente, na figura 5 são mostrados os resulta­
dos para o processo de exaustão. As únicas correlações 
desenvolvidas especificamente para esse processo são as 

h 

0,1 

0,08 

0,06 

Vp =l5m/s 

570 600 630 660 '690 a 
Fig . 5 . Coeficientes de pelicula instantâneos em 

função do ângulo de manivela . Processo 
de Exaustão 

de Nishiwaki (NE) e a de Woschni; todavia, os valores 
obtidos pelas correlações de Annand e de Sitkei são com 
paráveis . As demais conduzem a baixos valores do coefi::­
ciente de pelicula. 

Os, resultados §Presentados referem-se a uma, velo­
cidade media de pistao de 15m/s, que corresponde a con­
dição de máxima potência do motor considerado. Foram 
t~bém obtidos - mas não serão aqui mostrados por gues­
tao de espaço - os valores dos coeficientes de película 
para 3, 6, 9 e l2m/s. Com a menor velocidade média de 
pistão (3m/s) as correlações de Nusselt, Brilling e Van 
Tyens apresentam valores muito baixos . A ccrrelação de 
r;ichelberg se mostra bca para todos os processos e as 
demais mantém as mesmas caracteristicas já apresenta­
das. 

CONCWSÃO 

Os modelos globais de simulação de transmissão de 
calor em motores não se propõe a descrever detalhes lo 
cais do fenômeno; só se obtém os efeitos sobre todo Õ 
cilindro ao longo de um ciclo completo . Todavia, têm si 
do usados com sucesso na simulação de motores, para se 
obter a potência, o consumo especifico, a quantidade de 
calor a ser retirada por ciclo pelo sistema de arrefeci 
mento, em estudos de cargas térmicas sobre as peças~ 
e ~. 

Uma avaliação dos resultados obtidos permite ob­
servar que: 
- Correlação de Brilling - fornece sempre valores muito 

baixos ; 
-Correlações de Nusselt e Van Tyen- fornecem valores 

muito baixos quando a velocidade média do pistão é 
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baixa . 
-Correlação de Eichelberg- bens resultados sao obtidos 

para baixas velocidades médias de pistão, piorando pro 
gressivamente . -
Correlação de Woschni - possui os inconvenientes de re 
querer o conhecimento prévio do diagrama indicador 
(PxV) e possuir descontinuidade entre os processos de 
aànissão/compressão e expansão/exaustão (muda o valor 
da constante Cl) . 

- As demais correlações - Armand, Hohemberg e Si tkei -
são razoáveis, com vantagens e desvantagens em alguns 
processos . 

- As correlaçÕes de Nishiwaki são recomendadas para os 
processos de aànissão e de exaustão . 
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ABSTRACT 

Available expressions to evaluate the convective 
heat transfer coefficients for internal combustion 
engines are compared . Results are shown and discussed 
for each operating phase of the sarne sample engine. 
The weakness and strenght of each correlation are 
commented . This work can be used as a basis for the 
choice of the appropriate heat transfer coefficient 
correlation for a given engine, with its own thermal 
and construtive particularities . 
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IJ FSEMPENHO TRANSTT l'l RI O DO ESCOAMENTO EM CIRCUITOS 
DE MEATORES DO TIPO PWR 
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PEDRO CARAJILESCOV 
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RE SUMO 

t ;e r n l mL' Ilt e , re~to rcs nu c leares d o ti po PWR poss ue m d iversos ci r c u i t os 
prim<Ír i os . sendo cada um dot .1: do de uma bomba pa ra ci r culaçã o da agu a de 
refri.ge cH; clo que r emove o c alor ge rado no núcl eo . O presente traba lho a pres en t a 
um mode l n dL' simula (.:ilo do esc oamen to dev ido a falhas d e bombas em uma usina dotada 
de m1Í l t i p l l' S C' i rc. ui tos, no qual baseia - se o progra ma SARDAN- FLOW. Diversas 
si t u ;l l;Ões OJH .. ' r; 1c i o nn i s e <tc identats f oram simula das com os da dos de An g r a- I 

I \TiWlll'l,,\ll 

dn ci r cu i t11 p r i m:1 ri o de r e;ttores do 
tÍjW s: Jo rt:spnns.:Í ve i s p vl :1 l'ircu l ac.,·.i.o d o 
n - tri g t'r;Jntv qu t! rl' tir:l .. :: ll o r ger:tdn no n tÍc. l eo . 
Ev er:tu ;t ] f:JII!a em um.:1 <111 rn;tis destas bombas 
pr11Vt'Ll r i ~~ 

nca rn•t :1r 
q uedn d e V< IZ: \11 dP r J tt i d O (.' pode ri a 

nn •d .1nça s f :1 SL' cfc , ref ri ge r ante e 
tt'TllpL· ( ; \ ttJ!";l~ eXCl'S S iV<J:-; Jl ()S 1.'lll1l ]Hl lH' ll t'l'S . 

t) pr~!~; l · nt e tr :th<t llHl cnns i s tt' 1111 dese nvol vime nto 
de ttm prngr:nnn (jlll' s i mtt l a tr :llls itl1ri ns provocados po r 

pa r; Jcb dl· bo mhns d 1l circu itn p rt m:Í r i o d e r e .:1tores 
Ph'R, 1<1te n d o - se o ll'mpo e 
disponÍvt..•is pc1r a .::ts :11; nL' S 
~l.c ide ntes. 

.:Jbr~ • n~l· 

<I m:Jr gL'I!I de segurança 
n sc n •m :ldOt.:JJa s atH1s o s 

situaçÕes 
tran sít ~~rLts, ac i dl'nt.:lis o u dL' llJ)(_-'f<h .. :ao , e m s i s temas 
CC% um ou mc1is circuitos . i\s cn r v.:1s enrac t erlsticas 
das hn mhns s .:1o u ti1 ·i za da s , pt:.• rmiti ndo :Jnc1li scs de 
V<!70 L'S e ro Llt,: Ões llL'gcl t _i v as par a CJIId 1 que r c om h i nAçã o 
de bomh~s ~l t i vas e in:1t i v;1s. 

ll~l'AÇÕLS F l'~;JJMtENTi\ I S E MOilELI.l ·n ;()R I <:O 

Figura ~ lprt's en ta, esq u elll<ltic: Im l• nt e , uma 
ce ntr~1 PWR tÍpi ca <.'(lm Joi s c ircu i tos p r i m;l rios de 
ref ri ge r a~:~i n . 

ti 
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I'RESSURIZAOOR 

CIRCUITO 
PR IMÁRIO 

GERADOR 
OE VAPOR 

BOUIA OE - - - ·-
--~-o--

REFRI&ERAÇÃO 

_ _,__ 

CIRCUIT9 
SECUNDAIUO 

0 --
BONBA DE 
ALIMENTAÇÃO 

!~' ígur ; J I . P\.J R tfpico com do i s c ir c u itos pri m;Ír i o~ 

/\ .m:Í 1 i se h;1se i c1 - se nas eq u;1çoes da co n serv<1c;ao 

( ! . J qu:J n ti.d.:lde rlc mov i mentn e rln continuidade , 
;lpl ic :Hia s aos circuitos, e nn eqti<ll;au do momen to 
11ng t11 ar , i lJll ic; t d ~l ~s l l(liDb ilS . 
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Circui t o P r im~rio . Para um circu ito gen~rico 
l , a eq uaçao da conservaçao da q ua ntidade de 
mov imento ~ a seguin t e: 

onde: gc - const an t e grav it acional; 
(L/A)R e (L/A) c i - re l aç ão c omprimento /área do 

r eator e de c ada componente do ci r cuito i ; 
QR - vazão no rea t a r ; 
(~ l - vazão em cada circ uito i ; 
6PKi pr essão f ornecida pela bomba i; e 
6PM e 6~ 1 - variação da pressão no r ea t o r 

e nos component es do c i rcu i to i . 

O t e r mo da esq ue r da da equação representa a 
va ria ção da va zão devido ~ i n~rc i a do flu ido no 
re ator e em cada componen te do c.icu ito i. O t ermo da 
dire ita repr e sen ta os esforços que agem sobre o 
f luido: va riação de pre ssão fo rn ecid a pe la bomba e 
queda de pressão no rea t ar, no gerador de vapor e na 
tubulaç~o do circuito . 

Pela e qua ç~o da cont inuidade, a vazã o n cl rea t o r 
ê da da por: 

As que das 
f o r ma I I j : 

de p r essao podem ser 

t, PK 6PKO 
QR lqiJ e -,-. 

QRO 

6 P M' 
q i ·I C) i l \ ·I 

~ i c i( ) 

se ndo N = 1 ,8, 
va por, e N = 
tubu l ação [ 2 ] . 

\ 
Q , 

q\lando o compone nt e for 
2 , 0, q uand o se trat ar de 

O fnd i ce " O" cor r espon de 
no r ma i s de ope ra ç ~ o . 

( 2) 

escritn s na 

( 3 ) 

(4) 

o gerador de 
uma parte da 
às condi çt~er; 

Modelo da Bomba . A press ao forneci da pe l a bom 
ha i ao flui do ~ dada pela equa çao: 

(5) 



A alturil din~rnic;l, Hi, ~urna funç~o d~l vaz~o e 
da rotilç~o e obtida das curvas caracter!sticas de 
qu;ltro-quadrantes da bc1mba [31. Uma Ctirva tfpica ~ 
apresentada, 
método dos 

esquern<l ti camene, 
rnÍnirnos-quadrziC!os, 

na Figura 2. Pelo 
estas curvas sao 

represent;Idas por polin~n1ic1s do tipo: 

J , , o.: , n . n , 1t , a 

()I ( )' ( ) 1 ( )'' ( )' ~ q • I c I +C 1 q +C q +\ q +C, q +Ch q I • (6) 

onde: H , ,, q~--º-;a~lv A i nda, C
1 

, C) , C
1 

, C
11 

, 

Q(l V..\1 

c: l' c sncl os ccleficientes correspondentes a c;1d;1 
curva. 

-GPM r/77; /1 r t,·•7~
1j7 f c VALA? 

- RPM 

_ALTURA CONSTANTE, H 

-- TORQUE CONSTANTE, Th 

Figtira 2. C:ttrva caracter{stica de qtiadro-quadr<:lntcs 
de uma bomba centrÍfuga de P\.JR. 

A din5rniCil da hc1mbn 6 obtida apl~c~1ndo-se a 20 
lei ·!e Newtcln p;Jra <IS ]Jnrtes rotativ<:ls da bomba: 

d ~\r 
rTt TPI-Tv-Th. 

o~lC!e: l.J- rotaç;}o dtl homhél; 

T - torquc resultt1ntt• no rotor da bombn; 
Tel - tnrque e1étrico fornecido peJr1 rede; 
Tv - torque de viscosidade e atrito; e 
Til - torque hidr;Íul ico. 

(7) 

Durante o funcionamento normal do sistema, <1 

energí;l fornecida pela rt'Je elêtrica l; suficiente 
para suprir a energia reqt1erid.1 pelo fluido e pelas 
cveT1tuc1is perd:1s existentes. ~este caso, IT = O. 

Quando ('X is te parndél total cb homha, o torque 
elêtrico ê considerado nulc1. Para cortes parci;Iis nzt 
potência da bomba, n torquc clétricn L: ohtído da 
curva torquc elétrico x rotação, fornecida pelo 
r <1 h r i c;: ll t t' • 
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O torque hidr:Ítil ico, da mesma forma que a 
alttira dinilmicc1, e tir<:1do 
quadrantes e :1prescntndo n:1 

grdu. 

d:1s curvas de qu:ltro­

fonn:l de polínÔmio dn 5~ 

As percli-1s nos m:llll:Iis, rnl<TIIll'Tltos e labirintos 
d;1 homha s:Ín oht Í(Lis pnr ! ')]: 

Tv Tv,,. -""-- . l1v I''· 
I< I' 

" 
(8) 

MÉTO!lO !H: SOI.LIC!ill 

P:1r:1 c:HLI circtJitl' orim;Írin, um sistema de duas 
equar.;Ões díft>reiJCi:Jis, qul' s,-\(l nssocíddas ans 
pol in0mios ci<1s cttrvils d:1 hnmh:1, '--' resnlvido pelo 
mt~todo de intL'gf<Il;:in numl:ric:J dL' Runge-Kutta. 

lh_•sta lorm:1, ln í dt>senvo l v i d1' progrnm:l 
Si\1\1),\~-FI.OW I Lt 1. cn1 l ingll:\,~em FOI\TI\/\N, n qut1l fornece 
as vnri;J(_;()cs tc·mpor;l is dn v:l7.~·1, rnt:Jl;tio, ;d tura 
din:imíci, alc~m dos tnrqttes liidrzltll icn, L'lL~trico e CY 
;1 t r i to. 

KESliLTAilllS 

!<til i7.;tlldn ns thdtl~ dl' npL'rtll;.~o dtl circuito 
prim;Íri(l de refrigc·J:It;.\(l dn rL'<Jtnr d:1 Central :.;IIclear 

de i\n)-~r:l-1 !')I, doi~ t':<emplos c!L' <lplíc;:H;;lo do 
prngr;11n:1 Si\I\D/\N-I;L0h1 ~-;;!t, , iprl'Sl'lll<tdtlS. 

C:tsu I. Pc• rd:1 dl' tnrqttl' c'lc-,tricn de uma d:-Js 
bombas do sistcm;J, (jl!L' npL•r:t com dois circuitos de> 
refrigeJ~<lt;;]n. 

Este c;Jso l'tlllSÍste lltl zlcidL'lltL' m,:~is gr<IVC de 
parada de h11111h:Js, ptlis 11 Ctlrte dv potêncí;J eh· um.:1 

delas ncorrv <jll<ll!do tl rt.'<lltlf est:Í nperilt1dtl :1 plena 
C<lrg;-J e ns tr:1v:Js de SL')',Ur:tll(,'<l n:tn ;Ituam. 

l:igur<l ) mnst r:t os rt•stll t:td(ls obtidos !lL'Sta 
simul:lt;i'io. A v;~z.~n d:1 btnnb;J ir1<1t iv:1 c;l i r<Ipid:Inwnte e 
inverte o sentido dl' lluxtJ )_l s ;JptÍs o <1cidc·nte. A 
p<:lrtir destl~ pontu, tl rL•friger;Inte ;Itu<l COllHl 1 reill 

Sllhre 11 rtll'tlr e f;-1.1. ;1 fllt:lt;.l(l dL'l'dir m;1is rapidarnt.•nte 
c invl·rtL•r o sentido, <lOs ]]{Is. U circuílll tL'ndc a 
se est:1hiliz;1r no ll'rccíro qu:1dr;1nte, por vCllt:J dos 
)()() s. 
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Caso 2. Parada simultânea das duas bombas do 
circuito primário. 

Este caso representa o desligamento do sistema 
de refrigeração do reatar . Conforme mostrado na 
Figura 5, ~ vazão e a rotação decrescem, tendendo a 
zero, mas nao mudam o sentido, permanecendo sempre no 
mesmo ~uadrante. Observa-se, ainda, que a queda da 
vazao e mais lenta do que aquela obtida para o caso 
l. 
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Figura 5. Perda de torque elétrico das duas bombas 
do circuito primário de Angra-I . 

Figura 6 mostra a comparação entre a vazao 
obtida com os dados fornecidos pelo FSAR [5] e a 
vazão dada pelo SARDAN-FLOW. A maior diferença obtida 
é menor do que 8%. 
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CONCLUSÕES 
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entre o SARDAN-FLOW e o FSAR 
das duas bombas do circuito 
Angra-I. 

Embora poucos àaàos experimentais estejam 
disponíveis para comparaçÕes, os resultados obtidos 
podem ser considerados satisfatórios. As maiores 
discrepâncias apresentadas, de 5% e 8%, em relação 
aos dados do fabricante, podem ser atribuídas às 
diferentes correlaçÕes utilizadas na determinação de 
perdas de pressão e nos métodos usados para obtenção 
dos polinÕmios. 

A utilização das curvas características de 
quatro-quadrantes, apesar de tornar trabalhosa a 
entrada de dados, é preferível ao uso de relaçÕes 
empÍricas que não permitem a análise dos transitÓrios 
para todos os quadrantes . Por outro lado, a curva do 
torque elétrico em função da rota ção não influi de 
forma signiticativa nos acidentes simulados, embora 
seja de fundamental importância na análise de inÍcio 
de operação das bombas. 

Dos resultados obtidos, Ob$erva-se que o 
momento de inércia influi de forma significativa na 
dinâmica da bomba e, por isso, o volante superior do 
motor é um dos componentes mais importante do 
sistema . Com ele, é possível retardar-se os 
transitÓrios, garantindo circulação de refrigerante 
por um intervalo de tempo maior, até que os 
dispositivos de segurança possam atuar. 
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ABSTRACT 

Generally, PWR ' s are designed with several 
primary loops, each one provided with a pump to 
circulate the coolant through the core . If one or 
more of these pumps fail, there would be a decrease 
in reactor flow rate which could cause coolant phase 
change in the core and components overheating . The 
present work establishes a simulation model for pump 
failure in PWR ' s and the SARDAN-FLOW computes code 
was developed, considering any combination of such 
failures . Based on the data of Angra I, severeal 
accident and operational transient conditions were 
simulated. 
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RESUMO 

os valores do s parâmetros te~ohi~ráulicos qu~ limitam o fun~i~nament~ ~e ~ 
r eator nuclear r ef rige rado a sódio nao sao estabel~c:dos pelas cond~çoes m~d~as 
r efrigerant e no nÚcleo do reator e sim , pelas cond~çoes extremas no c~nal ma~s que~ 
te do núc l eo . O present e trabalho visa a análise de canal qu en~e d~ ~ucleo.~e 7eat~ 
res refrigerados a sódio , adaptando-se, para ~les, um modelo s7mpl1f1cado ~alex1s~:T 
t e para canal quente de nÚcl eo de reatares a agua leve pressur1za~a . o_ ~o e o 
aplicado para um reator a sódio típico , obtendo-se resultados sat1sfator~os . 

INTRODUÇÃO 

O nÚcleo de um reator nu clear refrigerado à só 
dio é constituído de varetas de combust ível formadas 
de pastilhas de dióxidos de plutónio e urâni o encaps~ 
ladas em tubos cilÍndricos de aço inoxidável. Estas 
varetas são dispostas segundo um arranjo triangular 
(Figura 1) e distanciadas entre si , geralmente, por 
espaçadores he licoidais dispostos verticalmente ao 
lon go das varetas . A r egião compreend i da entre três 
varetas é chamada s ubcana l típico, por onde escoa o 
sódio exe r cendo a função de refrigerante. 

Figura 1. Arranjo triangular das varetas de 
combustíve l. 

Para se garantir que sob cond içÕ es normai s e 
anormais de operação do r eator não ocorrerá fusão no 
combustível ou danos no revestimento das varetas, tor 
na-s e necessário conhecer o comportamento dos parãme 
tros termohidráulicos tais como enta lpia, pressão, vã 
zão em massa do refrigerante, etc ., no canal termica 
mente mais crítico do reator, o chamado canal quente. 
Esta análise é executada atualmente mediante métodos 

de cálculos co locado s na forma de programas de comp~ 

tador, tal como o COBRA IIIC[l). Neste programa um 
sistema de equações diferenciais parciais de pri 
meira ordem (equações da continuidade , energia e 
quantidade de movimento) é resolvido para todos 
os volumes de controle em qu~ o sistema a ser 
analisado é dividido . As equaçoes são resolvidas 
p~r processos iterativos até se conseguir pr es 
sao uniforme na saÍda de todos os s ubcanais 
determinando-se assim valores de pressão , ental 
pia e vazao em massa do refrigerante nas posi 
çÕes verticais ocupadas por cada volume de con 
trole . Escoamento transversal (crossflow) e ntre 
subcanais causado por gradientes laterais dP. pres 
são entre eles bem como mistura turbulenta de 
entalpia (mixing) entre subcanais adjacentes sao 
considerados nos cálculos . Como o núcleo do re 
ater é constituído por um grande número de subca 
nais, os quais, como já foi mencionado , sao 
divididos em volumes de controle, o cálculo ter 
mohidráulico efetuado por programas computacionais 
complexos como o COBRA IIIC acarreta , desta ma 
neira, um tempo de computação relativamente gra~ 
de, sendo portanto, muito dispendioso . 
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O presente trabalho foi desenvolvido com 
o intuito de se prever o comportamento dos p~ 

rãmetros termohidráulicos no canal mais quente 
do nÚcleo de um reator refrigerado a sódio a 
partir de um modelo simplificado desenvolvido 
por Silva Filho e Carajilescov [2) para reato 
res a agua leve pressurizada , adaptado para as 
condições de reatares a sódio. Neste modelo o 
nÚcleo do r eator é modelado por , apenas , dois 
canais paralelos acoplados , um deles operando 
em condições nominais e outro nas condições 
mais críti cas. 

MODELO TEÓRICO 

O modelo considera que as condi çÕes crí 
ticas do nÚcleo ocorrem no subcanal mais quen 
t e , determinado simplesmente por inspeção da dis 
trüuição radial de potência do nÚcleo. Este 
canal é acoplado concêntricamente a um canal 
nominal, Figura 2 . Tal acoplamento é bàsicamen 
te representado pelo escoamento transversal 
(crossflow) . Os canais sao div ididos vertical 
menle em volumes de controle idênticos, com a 
extremidade superior de um volume de controle 
coincidindo com a extremidade inferior do vo 
lume de controle imediatamente acima . 



Núcleo 
do 

Reatar 

Canal Quente (c) 

I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
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I 
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I 

---7-- -r--- .. 
,"'" I I .......... 

, I ' 

f 
Refr i Qer"onte 

Canal 
Nominal (n) 

Crassflow 

Figura 2 . Acoplamento entre os canais 
e nominal. 

quente 

O escoamento transversal é obtido impondo-se 
uma distribuição axial de pressão ao longo do canal 
quente igual àquela obtida para o canal nominal. Hate 
maticamente , impÕe-se 

p p 
c n 

onde Pc e Pn são calculados pela média aritmet1ca 
pressões nas extremidades inferior (entrada) e 
rior (saída) dos volumes de controle dos canais 
te e nominal, respectivamente. 

As seguintes hipóteses são consideradas no 
dela: 

(l) 

das 
sup~ 

que!!_ 

mo 

(a) as propriedades termohidráulicas do sódio no ca 
nal nominal não são alteradas pelo acoplamento 
com o canal quente , 

(b) na entrada dos canais (entrada do nÚcleo do rea 
tor) os valores das propriedades termohidráulicas 
do sódio são as mesmas nos dois canais, 

(c) o mixing turbulento entre os canais é desprezí 
vel. -

A primeira hipótese é imposta devido à grande 
quantidade de subcanais que formam o canal nominal , 
já que este é t~nado como sendo o nÚcleo do reatar, 
co~porlando-se de maneira homogenizada . 

A segunda hipótese é justificada pela presença 
da cãmara plena inferior na entrada do núcleo, que 
homogeniza o sódio nesta região . 

Já a Última condição será considerada para sim 
plificar a solução do problema. Este fato , todavia: 
não representa uma simplificação muito drástica uma 
vez que, geralmente , o efeito de redistribuição de 
entalpia devido ao mixing é muito pequeno comparado 
~quele devid0 ao crossflow. 

As equações de conservação , em regime permanen­
te, para cada volume de controle do canal mais quente 
podem ser escritas na forma: 

a. Conservação de massa 

M + ~ = M 
c,l nc c,2 

(2) 

b. Conservação de energia 

M 1 H l + Q + w H* c, c , c nc Mc,2 Hc,2 
{3) 
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c . Conservação de quantidade de movimento 

A .P + M v + w V* =A .P + 
c c,l c,l c,l nc c c , 2 

ôZ pc V~ -
+ M 

2
v 

2 
+ f. -

0 
A -

2
- + A p ôZg 

c, c, h c c c 

onde 
A: área do escoamento vertical 
Dh: diâmetro hidráulico do canal 
f : coeficiente de atrito 
g : aceleração local da gravidade 
H : entalpia 
M : vazão em massa do sódio 
P : pressão 
Q : taxa de geração térmica no canal 
V : velocidade do sódio 
W : vazão em massa do escoamento transversal 

(4) 

nc (crossflow) do canal nominal para o canal quente. 
~bviamente Wnc = - Wcn 

ôZ : altura dos volumes de controle 

.Os subescritos (l) e (2) indicam, respectivamen 
te, entrada e saÍda dos volumes de controle e o subs~ 
crito (c) indica o canal quente. Os valores médios de 
velocidade <Vc) e densidade <Pc) em cada volume de 
controle são calculados pela média aritmética dos va 
tores daqueles parâmetros na entrada e saída do volu 
me de controle. Os parâmetros H* e V* são respectT 
vamente entalpia e velocidade do sódio do canal doa 
dor de crossflow, definidos por 

H* =H = (H 1 
+ H 

2
) /2, se W ~ O (5) 

c c, c, nc 

H*= H = (H 
1 

+ H 
2
)/2, se W > O (6) 

n n, n, nc 

v* =v = (V 
1 + V 

2
) /2, se W ~ O (7) 

c c, c, nc 

V* = V = (V 
1 

+ V 
2

)/2 , se W > O (8) c n, n, nc 

No caso de núcleos de reatares a sódio, as vare 
tas de combustível geralmente são envolvidas por espa 
çadores helicoidais. Neste caso um fator multiplica 
dor M do coeficiente de atrito f é inserido na equa 
ção de quantidade de movimento. Os valores de M sãO 
determinados experimentalmente . 

A primeira etapa, para aplicação do presente mo 
dela, consiste na determinação das condições termoh1 
dráulicas no canal nominal para todos os volumes de 
controle. Isto é feito a partir das três equaçÕes de 
conservação, substituindo-se o Índice c pelo Índice 
n e impondo-se Wcn =O, de acôrdo com a hipósete {a). 

A segunda etapa consiste em se determinar as 
condiçÕes termohidráulicas no canal quente para o pri 
meiro volume de controle (contado a partir da entrada 
do canal) i)pondo-se W~2) = O. Calcula-se Pc 2 e em 
seguida p~l pela média ac..!:_zm~tic~ de Pc,l e ' Pc,2 ·C a.!_ 
cula-se a diferença entre Pcl e Pn do volume de con 
trole correspondente do canal nominal. O escoamento 
transversal é estimado pela expressão 

w<l) 
nc 

~{O) Pn - p{l) 
nc + c (9) 

c 

onde C é uma constante genérica. Com este valor de 
crossflow os cálculos com as equaçÕes de conservação 
são refeitos para o volume de controle em questto do 
canal quente. Calcula-se, então, o novo valor Pc2 ) e 
consequentemente o novo crossflow, dado por: 

w<2) 
nc 

w{l) pn- p-{2) 
nc + c (lO) 

c 

O procedimento descrito repete-se iterativamen 
rP. Após i irerações, o crossflow é dado por: 



i.<i > w<i-1) 
p -p(i) 

+ 
n c 

nc nc c 
(11) 

Este processo é interrompido quando 

1- -(i)l < p - p E 
n c 

(12) 

sendo E um êrro admissível, prev1amente escolhido. 
Após a obtenção de convergência , pode-se pas­

sar para o cálculo do volume de controle seguinte . Ob 
serye que a constante C não tem influência no valor 
de Wnc obtido após a constatação de convtrgência . Sua 
influ~ncia é apenas notada no núm~ro de iterações ne­
cessário. 

O procedimento descrito prossegue até atingir­
se o topo dos canais . 

As principais correlaçÕes ~~píricas, para o s~ 
dio, utilizadas no modelo apresentado são as mesmas 
da referência [1 ] . 

RESULTADOS 

O método foi aplicado para o núcleo de um rea­
tor tí~ico refrigerado à sódio da classe de potência 
de 300 MW (térmicos) , cujos dados de projeto são ~ 
presentados na referência [3] . 

Os canais quente e nominal foram divididos 
20 volumes de controle , na direção do escoamento . 

em 

A Figura 3 apresenta a queda de pressão ao lon 
godos canais. A queda total de pressão obtida foÍ 
de llSKPa. 

A Figura 4 mostra o comportamento da entalpia 
ao longo dos canais . A relação entre os acréscimos de 
entalpia nos canais quente e nominal é de cerca de 
1,3, que é o mesmo valor encontrado na literatura dis 
ponÍvel para o reator analisado. 

A Figura 5 mostra que até 0,30m de altura, a 
vazão em massa no canal quente diminui, significando 
uma expulsão de refrigerante do cana l quente . A par 
tir de 0 , 30m , o comportamento se inverte, ocorrendo~ 
então , uma entrada de refriRerante no canal quente. 
Considerando-se a distribuição média da vazão ao lon 
go do canal quente, pode-se afirmar que ocorreu um 
incremento da vazão de refrigerante neste canal. Es 
se mesmo comportament o foi verificado também por 
Agrawal e Rahbar [4] na análise termohidráulica de 
subcanais do reator de Clinch River, onde verificou­
se um incremento de vazão nos subcanais com altas ta 
xas de calor . Isto constitui , portanto, a causa dã 
tendência ao achatamento do perfil da temperatura do 
sódio, na direção radial do núcleo de reatores refri 
gerados com aquele metal lÍquido, observada na práti 
ca. 

A distribuição de temperatura na superfície ex 
terna do revestimento da vareta de combustível, Fig~ 
ra 6 , apresenta o valor máximo, igual a 603°C,. enquan 
to que o valor encontrado na referência [3] é 616°C . A 
diferença de 13°C deve-se à correlação empírica empre­
gada para cálculo do coeficiente de transferência de 
calor. Não foi encontrado, todavia, na literatura dis 
ponível uma correlação mais adequada que conduzisse 
a temperatura máxima da superfície externa do revesti 
mento a um valor mais prÓximo de 6160C . 
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Figura 3. Queda de pressão ao longo dos canais . 

----- Canal Quente 
1090 

------- Canal Nominal 

Figura 4. Enta lpia ao l ongo dos canais . 

Figura 5. Vazão em mass& ao longo do canal 
quente. 
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Figura 6. Temperatura na superfície do revestimento 
da vareta de combustível. 

CONCLUS0ES 

Os resultados apresentados demonstram que o mo­
delo simplificado considerado está em cond içÕes de si 
mular satisfatoriamente o comportamento termohidráulT 
co do canal quente de núcleos de reatores nucleares 
refrigerados a sódio utilizando-se computadores de 
pequeno porte e necessitando-se de reduzido tempo de 
computação. Ainda, o presente modelo pode ser adapta 
do para a análise de canal quente em programas de sT 
mulação do comportamento termohidráulico de núcleos 
de reatores refrigerados a sódio, durante transitá 
rios operacionais. 
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ABSTRACT 

The thermal-hydraulic parameter values that 
r es trict the operation of a liquid sodium cooled 
r eactor are not established by the average conditions 
of the coolant in the reactor core but by the extreme 
conditions of the hot channel . The present work was 
developed to analysis of hot channel of a sodium 
cooled reactor , adapting to this reactor an existent 
simplified model for hot channel of pressurized water 
reactor. The model was appl.ied for a standard sodium 
reactor and the results are considered satisfatory . 
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ABSTRACT 
Th.<A WOII.k ltep01Lt.6 data. on piteM WLe dltop di..6.tlúbu.:Uon a.tong a eho.nne.t 6oJtmed by a 

w.úr.e -Wltapped Jtod plaeed .{.ru,.{.de a e.<.JteulaA tube. Th.<A geometlty .6.<.mu.ta.tu the 6low 6ú.td 
.<.n the v.<.e.<.nUy o6 a typ.{.ea.t 6ue.t Jtod o6 a LMFBR.( U qu.<.d-Meta.t FM t BlteedeJt Reaetolt ) 
nue.t M.6emb.ty . rhe WOJtk.<.ng 6ltf-d WM a.<.Jt and the Jtange nolt the Reyno.ed-6 nurnbeJt extended 
6Jtom 2.26 x 10 to 4.52 x 10 .The Mpeet Jtat.{.o, P/V, and the .tead-to- d.<.ameteJt Jtat.<.o , 
1/ V,weJte 1.2 and 15, Jtupeet.<.ve.ty . 

Thermal-hydraulic analysis ot nuc·lear reactor fuel 
elements is of primary importance regarding safety, 
eeonomi~al and efficiency aspects of nuclear power 
plants . The most common engineering des4m concept f or 
fuel elements is to have the coolant flowing through a 
bundle of geometrically arranged rods. In that concept, 
t'issile material is encapsulated inside the rods in f orm 
Jf cylindrical pellets. 

Extensive experimental work car;ried out over t.he 
vears has contributed to the understsndin~ of the flQW 
pattern in bare rod- arrays r 1. 21' and yet' recent 
studies emphasize the difficulties of such complicated 
flow phe11amena [3]. In LHFBRs (Liquid-Hetal Fast Breeder 
Reactors) complications in determining flow field and 
heat transfer characteristics further arise due to t he 
mtroduction of helicoidal wires wrapped around the 
rods. A typical LHFBR fuel assembly is illustrated in 
~igure 1. The wires, working primarily as rod spacer and 
fluid mixer . make understanding of the full three-di ­
mensional flow even more difficult, clearly identifyi ng 
the need for reliable experimental information in thaL 
kind of flow . Contributing to this goal one can find i n 
the literatura flow visualization Lechniques applied to 
this kind of geometry [41 and data reported for the 
velocity field in a 37-rod assembly [5]. 

Considering the above mentioned demand for data in 
wire-spaced assemblies, the ob.iective of he present 
work is to report measurements on the static pressure 
Jistribution alon~ a channel f ormed by placing a 
wire-wrapped rod inside a circular tube. This fl• .w 
ronfiguration yields an annular channel wi th a helico i 
dal spacer. The main idea here is to separately invest i 
gate flow characteristics of a single rod. free nf 
interference from the others in a full bundle. Frictinn 
factors are also presented, coverin~ a ran~e for lhe 
Reynolds number from 2.26 x 104 to 4.52 x 104 . 

EXPERIMENTAL APPABATUS 

The exPerimental 
shown in Figure 2. and 
blowing section and a 
loop configuration. 

apparatus used is schematically 
consists basically of an air 

test section. coupled in an open 

Air is blown into the loop with a centrifuga! fan 
having a by-pass valve located downstream the fan exit 
The by-pass valve was used to control the test section 
mass flow rate with the fan operating always at full 
power. A honey-comb was inserted after the valve in 
arder to homogenize the flow . The piping connecting lhe 
f an and the plenum had an internal diameter equal Ln 
12 .7 cm and was 2400 cm long . A Pitot static tube wRs 
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11 cotm 1'-d on the pipe w&ll for mass flow rc~t"' f·<:ll mat 
AnoLher hnm•v-•'omb ce ll was insta llt"d at L h<' r>le• ·•m; 
entra11ce Lo redu~..t: secondary currenls induced by thP 
pipe elbow. The ratio of the plenum cross-section arP~ 
to the pipe cross-section area was equal to 31. 

The test section simu lated the flow arounrl « 
typi cal LHFBR fuel rod. An enlargement of five times u1 
the actual design dimensions was considered i n arder o 
fac i 1 i late instrumentation installation as well as 
improve measuring accuracv. Hain tesL section parameters 
were P/D=l. 2 , 1/D=lS and L/Dto=l41. where D is the roo 
diameter. P the rod pitch in a tri~lat· lattice. l hP 
wi re lead len~th. and Dto the annulus hydrauli c diamet•·r 

The static pressure taps. in a total of 13. w~rP 
installed on the ontside tube wall following a helico1-
t.ütl path of the sarne lead len~ h as the wi re. This w .~ 
dane in arder to obtain pressure lasses alom( the m 
f low streamlines. A schematic is shown in Fi$.lre 3< • 
Pressure was read with a DWEYER "U" manometer and t 
were selected with a pressure connector as shown 
Figure 3(b). For measurements at the sarne axial distar 
and different angular pos it ions (different streamline ·) 
a pressure tap angular disp lacement 8 was simul ated I •V 

rotat ing the r od of the s arne angle but in the oppos 1~ 

direction . 

HESUL1'S...AI:ID DI SCl.l SSJQij 

Test section pressure lasses were r.-tt-rren lo • 
i-' lenum and measured along the hel ix for severa! an~ 
8 In the results to be presented. 8 i s connlPd ln 
(·<•Unle rclockwise direction startin.~< from the w 
r-• si L~on f••r a certa1n ta r• locat ion. Small values fo. 
t herefore correspond to re~<ions ri~<ht 'bp l••w" the wt· 
wlter eas angles c lose to 360° iden itv a !'Pfion "ab.-·· 
lhe helix. ResulLs r-tre presenLed in thP non-dimensio1 · 
f,-Jrm: 

P..P 
"(f/2 p X 

X 

where X is t he axial distance from the test secL 
entrance, 4E' the pressure dlfferenti.al between I 
plenum and the axial position X. p the fluid density b 

llx the mean axial ve loci ty. 
Figures 4 shows data for the non -dimensior 

pressure drop i n terms of the Reynolds numbe r and \ t 
lRteral positioning angle H. The figure clearly s how: 
t he spreading of data in the flow developing region i '' 
all t hree Re. It is interesting to notice that. in th 1 
region, pressure drops be l ow the helix (8 ~ 30°) Sl • 

:vsLemaLically lower than lasses ahovt> I. h"' wi re ((I 



3<J0°) . ThL :>· l"•.;.· .~u lL_: U.L....: ;""":OJ~i-=Wlt:-·t t~X / •t •CtHJ :1i1t r·· ·· t 'r•~ 
'Juw .1 1 '.!,., t.-. L secLtun r>ntromet · is neorly v·•rt.i•·ri], 
.nc reasir•J;< the lcu'!il pr essurtJ at position::: r i11ht 
•r·s LI '" "Jil t n anv 11hs t.: u· le i n t hf' c h.•nnf'l. 'l' l••·se cl-.t .n 
l>" ~dy indh:at.t'" that Ll.is trllilsvf'>rse p r·<>ssure diffuren­

' ~ i!': thf"' r!l"ivinp lll f"'C' hanism by which ;ür i. ~ PIISI•rd 
t mg<'"nt J.·ll ly , f .. u·.,l t.n n :>t 11,d pai !Prn indu···'fi l•v u ,,. 
f l,·,w f•HSS3~•:: . 

l l :~ i ••!' lhe sqmf'> ··r'!llment it is nl·:o intr>r• ·r:Linp t.n 
lo. t. .- the "búVP mt·n t ir·nr~J I rans·1erse 1 •ressure dr(,p f,w 
"l i ~I"'<IH!!e< l rv<ial 2tslinns in FigurP 4. for th" l0west 
fJ,~ c·,,se . or,~ssurP. drop~ f or sntH1l anJtle~ c·an J,,_ ~t-~~n 1., , 
I •· -r,ns ist-'oltly l ow.- r th::m for hipher anf/: J es a i nr><Jrl v 
ol L Pxi al P•1Si1 i0n"' . Th;; str or•l:l: pr"s-,ure rli.ff>=rell"" in 
llv: · n t r3JJC'f te~inn dumps out as t he fl11id mrw;;s aJonJ:' 
in t o t.he C'httllne1 , but. a r es i dnal lat,ral rn<>":lrr ·: -~r·o 

-i ll i ndi ' "t.e:> 11 pw;h i n~ nc-t.ion i n tht dirP•' l ; .-r , 1 lhe· 
iP li ;; 'f h· ·lat!' nls·· :·;t>·>nr ln i nrl v :" t." tl•al. !.h ... l l ow c·an 
I•" ctons1dPrffi f ul Jy df'vtJ l optd 1./lP/AX = cnrrc:l.RJll) for 
X/Dh <, 3U . regarcl l c:ss of the value of Re. The rlP.velop irrl'; 
J ·"rr~· t h X. 1 :. h.., r., C'c,nsid, r f'd as the average rlist '"n•'P, in 
~he avia l c.J iro=clion , fo r which a si t uatinn of conslfml. 
~·r"ssure drüp c·an b•3 •:ons irlered R l eong th~'- meac;ure-d 
,-. treamlines. Lin1i taLion of t he range uf R" investJ[!ated. 
ll·,~mver , ('recludes the drawin1< o f any conc lusion abou L 
the eff ec t of Re on the c.J eve l op ing dis tance Xd . 

ThE- f r ir·t.i un f;wtor, f, de f ined ns: 

f (ô P) 
KX [ 

Dh ] 

fu2/2 
(2) 

is calculat ed f o r t he deve l oped r egi on ~P/~X = cons­
tant ) and s hown i n Tabl e 1. Also s hown i s t he p r essure 
g radienl and the deve l opi ng l engt h Xd a l o111! wi th othe r 
measuring parame t e r s. 

Table 2 compares the experimen t a l ly obt a ined 
f r iction fac t ors wi th r esu l ts from t he litP.rature f o r 
t ube and annular c hanne l . The pres ent data are l owe" 

han t he f g iven by the Blas ius f ormula and by the 
cnrre lation of Br i.J<hton and Jones[6! . An Pxplanation f or 
this be hav ior i.s di ff i.cult to be ohtai1•ed . s ince l·hp 
geome try and experimE>ntal cond i tions we r r> di fferrmt in 
, >C h case . Neve r t he l ess, Table 2 is here in•· luded fur 
the s ake of conrp)P.Leness in presE>nt.inl! ava ilahle 
infor mation on c l1anne l s with g<:Jometry as dose !m 
pos s i ble to t.he prf"sPnt. t est sec~ i on . fly inspect infl 
Tahle 2 it is a l so i n terE'stin~r Lo nn t e Utnt a m i11imurn 
awears f or f at Re = 35500. where a s t he correlut.ions 
f or the othP.r t wo li!eomet t'ies i ndi.cati· decreasH•!J 
f unct ions wi t h Re. With s uc h n narroH runl'e fm· Rr, 
however , def ini t i vA r·orrc l usions on tire ovAr sll deporr­
rlence of f c.on Re are ~>qll'lll y diff lC'IIJ L ln bro d rawn. 

· 'iJ.NCLllD IHG. l\El!í\lt~ 

T h :·3P~r r.t ·e~· ·n1 .< >ri ~xr·· r ilí, r ·r:t. ~ ti tbl a ''n r-'t'•·!:::;nt~ , ~ 
!S:";':; t_ ·· r· fl n ';.l qf ~ 1 r i.n Annnl q-- rtv~nnr·l t-~j th 

' .•· li·~ni.J A I t;i rr;. l1 r>su1ls r.lear lv ';h ,, H dPvetnp'irl.q 
r '(inrr fr.r t!J>:" p r r·s,UcP fi. ul d fnll··«le-rl llv <t fu tly--

·"V,:.. !\ ,p~ ('r'lfJSt.ant-pre~SUl':'! -,ir• J:.' S P f" L l(•IJ FI)OJ I,O: tht:: 
""L red1111 i. rres. 0<-1ta f or fri c t.ion fa •: Lo::•rs Rrt> comr ·ar r'CI ~o~it h 
·:nr relations fur tul>e'> mr.J annular .::hanrrPl. 1'hP. narrou 
r ange for Re nreasured lin<its obs;; r vutions on Lhe ~c,neral 
'•·havior ot' f as ' fnn c ti " ll ,.,f the i1r.portant flnw 
PA rameters. Lut Lh" rc•;trl.Ls he r·e ::huwn srt'l ~xrec:'rl:i t o 
·-r·ntl· i bute :mrJ pr0vidL' é.O.TI" irrsiHh l 1.•> f11rt. ii"' I' " ' udies 

'1 th"! l J \J t"tel< l in '~F< ·"" h-· r trr~l A<;'<•·lhr•li..,:· 

ACKN•1'11LEr~1BH:.N1' 

l' reprt ratinn nf thi .~ L•ar-t r w"s m·.rh, poss tr•J,, bv lltr-· 
s upport. nf C"NPq, "ll·aci 1, und"r •"'n•rw ·• ti ':u ?:: 7r-;;:'.r-~ 
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Table 1 - Pressure Gradient anel Friction Factors 

Re x 10-4 Ux ó.P/f,X f X 10-3 

Xci/Dh [m/s] [kg/m2/m] 

~3U 2.26 21. 85 29 5.0 

2.JO 3.5t> 34 .21 73 4.64 

>-30 4 .52 43 56 123 4 . 71 

--------· 
Tabl e 2 - Comparison of Fric tion Coef f ic i ents 

Author Con·e l al10n 
C~~ JPtetry 

[llasius 
Pi po= 

1\rtr;hton 
>~, .Jonesl61 

A11n11lus 

l' r<'Sdll l 
Worl< 
1\rr!lu l u:-< 'l/ 
!lP lic w1 r<" 

for "f 

r:l78 H.,- .25 

.OR"f ke - .2:> 

HP:: 

nf~IIIJ 

6 44 

7 .lO 

:, u 

f x w-:• 

J<eo 
:: ~.!100 

~.75 

6.34 

4.64 

kP:: 
1)5;~!11) 

5.42 

5 .97 

4 . 71 
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fU:AT TRANSFER PHENOMENA IN 'lHE FIRST WALL 

OF THE RFX FUSICi'J EXPERIMENT 

8 HUY MARCEID DE O. PAULE'Yri 

PEOMJN Engenharia, S.A., São Paulo, S.P. 

ABSTRACT 

'Ihe therrral anEtlysis of the first wall (FW) of the RFX machine is presented. 
RFX is a large fusion ""'1X>rim2nt under construction at Padua, Italy. The RFX FW is 
briefly descril:Jt'Cl, tcxjeUJer with U1e critical thermal conditions it has to withstand. 
The nWl'Crical unalyscs perforned to predict the FW thermal bchaviour are presented. 
1-D and 2-D finitc elen;c,nt rn:xiels give accurate predictions of the FW temperatures 
anel uf the tltcnml exchanges in the machine inner environment. 

Th"J'ROIH"l' l UN 

'1'1~<• JWX Pcojt•ct (an l<UH!I'l\:t-1-c'NH-llnivc ·t::tly of 
?aduo. l\:~scx_·ial.ion) i~; ;_m10nq llll' H!Zl jur- cut n'nl ln-ojc:ct.s 
on contn)]]cd l1K'nronuclc\·lr fusicJil lJ~lS('d Clll f>li.lSllkl con 
fincitCnl Wtlh ltkJ<jrtC'I t(' I ü·Jd". r.ikc· <lllK'C n:.·--
scarch nuchincs pn,~;c'ntl in UfX't~c~t ion ot , HFX 
W'il1 ha\'l' il toruidd I qcon)(._'try, dn<J wi I 1 op._'ra te with a 
partiollar conf iqcJt·aUon fm· llll' nurptc•Uc fic·lcls uscel 
for plasnn confinL11lL'nt, knuwn cts Hc•vcorscd Picld Pinch 
IRFP). 'l'hc basic qual o[ RFX is lo [Jrovc llK' suitabil­
ity of thc RFP conficJurations fure fusion rt'dct:ors [1]. 

On incrcasinq U1e p-r-fomuncc's of Utc fusion 
rcscarch nuchinc~;, tJ1c dcposition of cncrgy rc1cuscd 
fran ::l1e plusnn onto tJ1c f irst wall (clef íned hcrc ilS 
any reactor conpcncnt: tJ1at has physica] contact witJ1 
any segmcnt of thc plasma, for any lcngtlt of tímc) is 
also incrcascel, thcreby ori.ginatin<J onc of U1c nnjor 
feasiliility pr·oblcms of fusion. 

':hc most scvere thcrrrul loa.els on thc first wall 
IFWI occur wltE'n th.-, plaslllc> bccumcs instablc, rcsultlng 
in a sudden tcminution of thc plasm_l. conf.iquration, 
called elisrupti.on. Thc cncrgy storcd in thc plasnu is 
the;1 transfcrrccl lo U1c FW in a vcry short lime inter­
val. Thc• FW sltall withstnn<l Ute ll1cnrnl pcwcr flux of 
nomBI pulsccs witJKlul crosicm or .my otlrcr siqni ficanl 
dama~Jt-' cmd, norcovcr, dSsure thc· vrJcuum Vl'!...->Sc'J (W) in 
tegrlty in lhe• cvc·nl o r a sueldcn clisntpt: tun o r Lhe 
pldsrrB cunf igur(ltion. 

1\lso, thc plasma sha 1 I bc protccctcxl étqainc-;t con 
tarnination with particlc's rclccusccl from Utc' FW, in or= 
der lo not intcnsify tJrc Joss of plasma encrqy by ril­
diation. 'Jhis wiJ 1 be of rmjor concern in Lhe forthcom 
ing fusion reactocs, })Ccaus(-; thc loss of , 'ncrgy by ra=­
diation makcs .i L nnrc elifficul L, ur irn[XlssiJJlc•, to cs­
l:àblish a self-sustaining fus ion t·caclion. 

1hc RFX firsl wall elcsiqn i" :~udr U1al Utc W 
safety is assurcel cvcn in condi L ions of a ltard disrup­
tion, sincc U1c fW will recovLT thc wl1olc vcssel. The 
nUJtlCrical analyses Itere• prcscntc·cl werc rt'Slrictc"<i to 
the normal operutional condi ti uns of RFX. 'l'houqh ex­
trerrely impcrtant, U1c stuely of disruptiort conÓitions 
involvcs so many unknowns tl1at complcx numcrLcal anuly 
ses are not unelertilken. 

The RFX first wall will bc rrudc up by rcc­
t:mgular gruphi te til es, cu eh support ed a t i ts cc•ntre 
by an austenitic stccl clanp.'Ilte cliutps wi ll lx' lnlted 
to the 72 mssi v e üngs of tl1c W (fig. 1 ) [ 2] . Ti les 
will have dimensions varyinq from a minimum of 90mm x 
126mm i.nside thc torus, to il !TlilXimunt of 'JOmm x 208mm 
at lhe outsiele, and will have a tllickness of aJ:nut 
20 mm. 

llcut transfcr from U1e• IW towards Utc, W wi U 
occur by radiution from the rcar Li le c;urfacx· anel by 
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coneluction tJ1rouqh U1e mctc:lllic suppcrt. C=ling by 
forccel convection i.s somctim2s aelopteel in similur ma­
chines but cannot be ernployed .Ln RFX. The energy shall 
tlK•n be extractc•d by thc W cooling systcm wlüch will 
bc ctblc to kccp U1c W temperutures bellow 90 C. 

'Ihc cncrgy dun1p0d unto tl1c l W durinq a full­
perforrnancc pulse IIp= 2 Ml\) is cstimated to L>c 6 ~~J 
during the r i se of tirE' plasnn currc•nt, wl1 i eh lasts alnu L 
30 ms. Part of Uüs cncrqy is transferrcel by radiation 
and transrnrt of neutrons, wiU1 uniform clistribution, 
anel part by churqcd purticles, witl1 a fhLx distribulion 
Uldt dcpcnds on tlK• eccentricity of the plusma wi Ut nc­
spcct to the fW toroielal axis. Durinq tJrc f1 at-top of 
tl1c plusma currcnt (250 ms), U1e encrgy dcpcs.i tcd on 
Utc FW is <Jbout 9 MJ, wlüch are prcswneel to be trilrt5ó­
ferrcd to thc wall mainly by transpcrt of charqcd pilr­
tlcles. At the end of thc pulse, tlte energy storcd in­
side thc plusrm, alx:)ut 5 MJ, ü; dumped onto tJ1c FW. rn 
a controlleel rundown of thc plusmn pulse, thE' current 
termina tion may tx.; sof t 1 wi th a ti.rrescale simj lar to 
tJtat of current rise, tltat is, 30 ms. 

Fi.g. 2 shows tlte pcloidul distriliution of thc 
U1crrral flux, symmctricul with respect to t11c ecruatorial 
plane and .indcpcncknt of thc toroidal c=rdinatc. rt 
usswnes il plusn<"l displuccrncnt of 3. O cm from Utc nk>chinc 
axis anel tl1e wholc thcrnral flux coming from pc:Jrticlc 
transpcrt. 
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2-D rrodels. Considerable sinplif ications v.ere in­
troduced in the 1-D nodel, 50 that the previous results 
cx:cld only be taken in their !l'agnitude. An accurate 
analysis should oonsider the radiative heat exchanges 
~ severa! mutually irradiating surfaces , disposed 

in a ~11 defined georretry . 
Due to the georretrical and loading axissimretry , 

the general, 3-D ther!l'al problem was reduced to a t\\10 
diirensional one. On the other hand, the equatorial sym­
rretry was not oonsidered, because it holds only for the 
specific load case under examination [5) . 

Radiative exchanges between tiles at different 
terrperatures depend upon the fourth ~ of their tem­
peratures and upon their nutual shape factors. 'lhe sha~ 
factors have been analytically calculated,after approx~ 
IMting the toroidal enclousure with a cylindrical one. 
Integration of expression (2) over the whole FW inner 
surface, for every radiative segrrent, led to the deter­
mination of the required values . 

f _ _ 1-// cosei .co~ej dL .• dL. (2) 
ir L. 2.d ~ J 

~ 

Li Lj 

\J'lere e. and e . are the angles betv.een the nor!l'als to 
the linê segrrerlts i and j and the line oonnecting their 
centres, and d is the distance betv.een them. 

It was assurred that the FW screened the whole W 
aro that its rreridional section had the shape of a cir­
cular ring 20 ITtTl thick. Between two adjacent tiles, no 
heat transfer was considered, since they are separated 
by vacuum and their mutual radiative heat exchange is 
negligible. 'lhe FW rear surface considered radiative ~ 
change with the W wall. Each rear radiative segrrent 
had an unit shape factor and the W tenperature was 363 
K. Conduction through the tile supports was initially 
disregarded . Graphite was oonsidered to behave like a 
grey l:xxiy. 

'lhe phenanenon was simulated with the oode 'IOPAZ 
[6) . 'lhe zrodel had a rresh with 1200 nodes ,and the whole 

FW was divided into 840 2-D 501id elerrents with nonlin­
ear material properties. Each tile was defined by 28 
elerrents regularly disposed in a set of 4 x 7 elements 
with different sizes in the radial direction (very thin 
near the front tile surface and thicker towards the 
the rear surface); the poloidal width of the tile was 
equal to 3 degrees . 

Beginning with the whole FW at 505K (equilibrium 
t:enperature just before a plaS!l'a shot, when the average 
thermal load is applied) , a series of pulses was simu­
lated, until another state of equilibrium was achieved. 
'lhe tenperature transients obtained v.ere in agreerrent 
with those calculated with the 1-D nodel. For the rrore 
stressed tile, the !l'aXimwn equilibrium tenperature 
reached 1250 K at the end of the p.1lse. After sare sec­
onds the tenperatures along the thickness becarre uni­
fonn at 635 K, falling until 545 K at the end of the 
dead tirre. 'lhe front surface tenperatures are shown in 
fig. 6, for severa! instants during the ther!l'al cycle. 
It is re!l'arkable that the tenperatures in the internal 
zone of the torus are practically uniform and constant 
in tirre, at 475 K. 

'lhe !l'aXimwn flux towards the inside (fig. 7) is 
93 KW/m2 at the end of the discharge, falls to about 5 
KW/m2 after sare seoonds and returns to 1 . 3 KW/m2 when 
the ther!l'al cycle is completed. 'lhe radiative exchanges 
among the tiles do not contribute to damp the rise of 
surface tenperatures during the p.1lse,for the radiative 
flux is three orders of !l'agnitude lower than the inci­
dent flux. However, their oontribution does becare im­
portant during the dead tirre between two successive 
pulses, cooling the hottest tiles by redistribution of 
the incident heat. 

Whilst the flux tawards the inside of the cavity 
has an abrupt variation during the p.1lse , the flux to­
wards the W (fig. 8) has a ITPJCh 50fter variation. Even 
if the W tenperature is lower than that of the FW, in 
the zones of !l'aXimwn tenperatures the flux towards the 
inside is always higher than the flux tawards the out-

side . nlerefore, for the hottest tiles, the redistri­
bution of heat by radiation tawards the inside of the 
FW cavity counts rrore than the flux towards the W. 
'!bis happens because the exchange coefficient between 
graphite and Inoonel is very low, due to the low Inco­
nel emissivity. 

ln overall scale, the energy transfer fran FW 
to W is alrrost linear with tirre and fairly uniform in 
space. 'lhe FW provides an efficient ther!l'al shield to 
the W, ab50rbing heat inp.Ilsively and releasing it 
oontinuously. 

077 

l ~e 30ms 88. 1.JkW/m' .. 

8 
I "' 310 nll 

t :=: 10 s e . 

-

I :SOO 1 e 
r lg. 6 lnHt:r IUIII'tCfl {6n'l0fl f9lUre r tg. 7 ihldlatiOfl he.~tl flUI! rtg. 8 l{adlotlon heat fi III( 

dlttriiJullon towardt the inalde towards lhe veue l 

'lhe effects of ther!l'al oonduction. 'lber!l'al 
oonduction through the tile supports was evaluated with 
a 2-D rrodel of a single tile , using the code ADINAT , 
(fig. 9) . 'lhe nodel had 1 08 nodes , and was oonsti tuted 
by 3 groups of elerrents . Graphite was divided into a 
group of 56 elerrents with nonlinear !l'aterial behaviour , 
the stainless steel clamp into a group of 20 linear 
elerrents and the contact resistance between graphite 
and steel into a group of 6 thin elerrents wi th a 
suitable ther!l'al conductivity. 

catpared to the case in which only radiation was 
assurred to act , inclusion of conductive heat transfer 
led to equilibrium terrn:>eratures nearly 100 K lower . 
With a oontact oonductance of 1000 W/m.K , the !l'aXimwn 
tenperature rase to 1100 K; as the tenperatures be­
carre uniform along the tile thickness , they fell to 
545 K; at the end of the dead tirre , they v.ere about 450 
K. 

'!bis substantial decrease in the equilibrium 
temperatures tends to reduce the radiative flux arrong 
the tiles , thus the actual fluxes tawards the W are 
not 50 uniform as determined before. Disregarding con­
duction is, hawever , a conservative figure to the FW 
verifications . 
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Fig. 9. 2-D model of a single tile 

VERIFICATIONS OF THE FIRST WALL 

The calculations allowed to assert that , under 
normal operational conditions, the FW has a satisfac­
tory therrnal perforrnance [ 4] . 

The tiles may freely undergo the therrnal expan­
sion , and it is known that in such cases graphite re­
sists well stresses due to thermal shock; the FW will 
remain at temperatures considerably bellow the sublima­
tion limits of graphite ; erosion of the FW due to evap­
oration will not be expressive and no problems of plas 
ma polution are to be expected. -

Erosion due to methane production is expected to 
becorre sanewhat irrq;x:>rtant , but in l ess than 1 O percent 
of the whole FW surface area , in the limit case studied 
herein. 

CONCLUSICN 

The thermal behaviour of RFX first wall under the 
heat fluxes due to the plasma pulses was ~lysed by 
means of finite element oodes . 

The temperature transients related to the assumed 
thermal flux define the upper bound of the FW tempera­
tures and was calculated with a 2-D model. The lower 
bound corresponds to a perfectly centred plasma , and 
was studied in an 1-D model. Starting with the FW at 
the sarne uniform temperature of the W , the FW heats 
until a cyclic equilibrium is reached, after 2 or 3 
hours of operation, with a temperature field bounded 
by the two limit cases. Good mechanical and chemical 
performances are expected under this thermal field. 

The radiative heat flux fram the hottest to the 
ooldest tiles was shown to be essential to oool the 
hottest tiles themselves . Although its intensity is 
very low , cc:npared to the incident flux, the radiative 
flux anong the tiles subsists all along the time , and 
oonstitutes the more irrq;x:>rtant phenomenon in cooling 
the more stressed tiles. 

The heat flux towards the W is low, if ccxrpared 
to the energy flux released fram the plasma . It has a 
very soft variation in space and time. This confirms 
the shielding effect of the FW, which transforms the 
pulsed therrnal load fram the plasma into a oontinuous 
load, globally linear, towards the W. 
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ANÃLISE T~RMICA DO TANQUE DE MISTURA DE SÕDIO E TUBULAÇÃO A SUA 

JUSANTE, DO CIRCUITO SS-050, DURANTE UM CHOQUE T~RMICO 

8 CARLOS ALEXANDRE DE J. MIRANDA 
ANIBAL N. GEBRIM 

Departamento de Reatares - IEN/CNEN 

RESUMO 

Neste trabalho des envolve-se um procedimento para a obtenção da evolução das tem 
peraturas do sódio entre o tanque de mistura, com volume constante, e o tanque de dre~ 
nagem do circuito de testes de sódio SS-050, para um choque térmico de -2000C/s. Este 
circuito a sódio se rá instalado em breve na área do IEN/RJ. A partir das curvas com a 
evol ução da s temperaturas do sódio durante o transiente, obtem-se a evolução/distribui 
ção das tempe ratura s nas paredes da tubulação e bocais. -

INTRODUÇÃO 

Descrição do Circuito. O circuito a sódio SS-050 
foi projetado para a realização de provas termomecâni­
cas e de pequenos componentes em sódio e e um instrumen 
to ~apaz de permitir o desenvolvimento de competência 
na area. Em particular são poss íveis es tudos de mate­
riais e eq uipamentos projetados para funcionarem com só 
dio liquido a t emperatura da ordem de 500°C e 600°C, co 
mo bombas ele tromagneticas e centrifugas , trocadores de 
calor sód io-sódio e sódio-ar, medidores de vazão e pres 
são, sondas de nível contínuas e de scontínuas,detetoreS 
de sódio, etc . Também e possível estudar o comportamen 
to dos materia is a estes nívei s de temperatura sob o 
efeito de choques térmicos repe tidos em presença de es 
forços mecânicos que podem ser aplicados durante longos 
períodos, dando origem a fenômenos de "ratchetting" , 
"cree p" e danos por fadi ga oligociclica, etc . [1]. 

A parte do circuito SS-050 que interessa ao pre­
sente trabalho esta esq uematizada na fig. l, onde são 
indicados os principais componentes. 

<:::7 
MECNDOR 
DE VAZÃO 

Fi gura l - Tr ec ho do circuito SS-050 

Mecâni ca dos Tes t es de Choque Térmico. ApÔs a re 
gulagem da valvula Vl e com a valvula V2 fechada, cria­
- se o perfil de temgeratura desej ado do sódio, por exem 
plo, de 600°C a 400 C. A válvula V2 de acionamento rapt 
do é ab erta por cerca de lO seg, dando inicio ao fluxo 
de sód io. O transiente de tempera tura na seção de pro­
va s (SdP), dura l seg, portanto a mesma sof r e um choque 
térmico de -200°C/s, para uma vazão máxima de 30 m3/h. 
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Imediatamente apôs a SdP encontra- se o tanque de 
mistura (TM), contendo uma certa quantidade de sÓdio , 
inicialmente a temperatura final do trans iente,cuja fi 
nalidade é atenuar o choque térmico no restante do cir 
cuito a sua jusante, até o tanque de drenagem(TD). -

O sódio penetra no TM por um tubo com furos late 
rais imerso no sódio do TM, criando um fluxo radial 
aproximadamente constante e forçando a mistura com o 
sódio que se encontra no TM, apôs o que o mesmo segue 
para o TD. 

Objetivo do Trabalho. Neste trabalho apresenta­
-se uma formulaçao analÍtica para a obtenção das tempe 
raturas em um fluido (sódio) que escoa através de um 
tanque de mistura (com volume constante), até um outro 
tanque (de dreno). 

São obtidas as curvas da variação da temperatura 
do sódio ao longo do tempo e da tubulação para dois 
casos. O primeiro caso e uma situação hipotética com 
temperatura de ingresso constante a 600°C e o segundo 
caso representa uma situação tÍpica do circuito: cho­
que térmico na SdP de -200°C/s. Para o segundo caso 
calcula-se o campo de temperatura na região do bocal de 
saída do TM através de um modelo de elementos finitos. 

MODELO DE CÃLCULO ADOTADO NA ANÃLISE TERMOHIDRÃULICA 

A discretização espacial do TM e da tubulação a 
sua jusante, atê o reservatório TD, em um determinado 
número de pontos Nl e N2 respectivamente, é mostrado 
na fig . 2. 

A taxa liquida de energia que permanece no volu 
me 6Vi, i=l,Nl, indicado esquematicamente na figura 3, 
ê resultante do seguinte balanço energético: 

. Taxa de calor que penetra pelo lado esquerdo, 
m*.CT*,onde m* é a vazão cons tante do trecho de 
tubo furado, C ê o calor especifico, e T* ê a 
temperatura imposta causadora do choque térmi co . 

. Taxa de calor que chega por cima, m**CT**, 
m** = (i-l)m* e r** = Ti-l ê a t emperatura 
do volume 6Vi-l· 

onde 
media 

.Taxa de calor que sai por baixo, m***cr***, onde 
m*** = im* e T*** = Ti é a temperatura média no 
volume 6Vi que queremos determinar. 

· Taxa de calor entre a parede metálica e o sódio, 
Qi. 
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Figura 2 - Discretização do TM e da tubulação 
a sua jusante (11=72,3 cm , L2=7, 70 m) 

A equação que descreve o balanço energético no vo 
lume 6Vi é expressa como : 

p.C.6V . ôT 

at 
m*cr* + (i-l)m*cri-1 

im*CTi - Qi 

onde p é a densidade do sódio . 

(l) 

A taxa de calor recebida ou perdida para a parede 
e avaliada da seguint e maneira: 

Qi = Htot (11</>ióZ) (Ti - Twi) ( 2) 

onde Htot é o coeficiente global de transferência de c~ 
lor en tr e o sódio no volume 6Vi e a parede. Twi é a tem 
peratura média no volume 6Vwi da parede e <Pi é o diâme 
tro interno da parede (parte hachurada da fig. 3). -

A temperatura média na parede é avaliada através 
da integração espacial da equação de conservação de ener 
gia aplicada na parede: -

PwCw6VwiaTwi 

at 
Qi , (3) 

onde Pw ,Cw são respectivamente a densidade e o calor e~ 
pecífico da parede . 

As propriedades físicas do sódio e do metal (ca­
lor específico , densidade, etc) são considerados depen 
dentes das temperaturas. -

Figura 3 - Balanço energético no volume Vi 

O esquema numérico 
é utilizado na avaliação 
ras, Ti e Twi, no tempo, 
nais são obtidas. 

de integração temporal de Euler 
do comportamento das temperatu 
cujas seguintes expressÕes fi 

n+l 
Ti (1 - m''.i.6t) ri 

+ 

n+l 
(i-1) .m*. Ti-ltlt 

+ 

p . 6Vi 

m* r*6t 
---;;:t;Vi 

p . 6Vi 
n+l 

Qi tlt 
~Vi (4) 

oso 

n+l 
Twi 

n 
Twi + 

n+l 
~ 
PwCw6Vw (5) 

Assim, as expressÕes acima permitem o cálculo das 
temteraturas medias nos volumes 6Vi e 6Vwi no instante 
tn+ , a partir dos valores já conhecidos no instante tn . 

O vazão m* existe apenas nos NSV pontos iniciais 
em que foi discretizado o componente TM. 

O procedimento anterior aplica-se, também, nos vo 
lumes 6Vj, j=l, N2 da tubulação, onde não existe o flu 
xo lateral m* . 

TESTE REALIZADO 

O teste a ser descrito abaixo mostra uma situação 
hipotética e serve para verificar o procedimento e o 
programa computacional elaborado. 

'Step' na Temperatura . Criou-se uma situação hi 
potética, na qual a tempPratura de ingresso no tanque 
de mistura (TM), mantém-se constante a 600°C. Como ovo 
lume do sÓdio é constante e o mesmo é renovado a cada 
instante, a temperatura final no tanque de mistura tem 
que ser 600°C. Est e valor é realmente obtido, como é 
apresentado na fi gura 4. Nesta figura vê-se a evolução 
das temperaturas do sÓdio nos pontos 34 (extremidade do 
tubo furado), 40 (bocal de saÍda) do TM e no ponto 30 
da tubulação (bocal do TD) . 

•c 
000 

000 

000 

••o 
!tO 

000 

400 

• NÓ 14(TM) 

l: =~ ;~~::.~LAÇiO) 
a NÓ 10 (TUIULAÇJio ) 

f
• eet .e 
• 511 .5 

a att.l 

... 
1400~~~~~m&MHn~UMMM~-~~-n~ 

Figura 4 - Variação das Temperaturas em três pontos tÍ 
picos durante um escoamento estacionário. 

CHOqUE T~RMICO FRIO 

Análise Termohidrãulica. Esta é a situação tÍpi 
ca de funcionamento do circuito SS-050, durante uma cam 
panha de provas onde se testa uma seção de provas a cho 
ques térmicos. Esta situação é a mais crítica para o 
circuito a jusante da seção de provas. 

A evolução da temperatura do sÓdio de ingresso 
(T*), no tanque de mistura é apresentada na figura S. 

T t•c 
100 . 

l . . 
: 

-- -- - -- ~- 400 . 
' ' ' ' 

t,e •·• 11 lfC 

Figura 5- Choque térmico frio de -200°C/s. 

O resultado da análise termohidrãulica, em termos 
da evolução das temperaturas do sódio em 3 pontos do mo 
delo, é apresentado nas figuras 6.a e 6 .b. Pela figura 
6 .b pode-se notar que, no nó 34 (extremidade do tubo fu 
rado), a temperatura aumenta a taxa de lS.soc/s aproxT 
madamente e no bocal de sa~da do tanque de mistura, no 
40, esta taxa cai para 12.5°C/s, enquanto que no nó 30 
da tubulação (bocal do TD), cai para 10°C/s. Estes re­
sultados mostram como a presença do tanque de mistura 
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redu z sensivelmente a gr avidade do choque t ermico no bo 
cal de saída deste e na tubulação a jusante do mesmo. 

Figura 6.a - Variação das t empera turas, ao longo do tre 
cho modelado, para alguns instantes de tem 
po. 

Figura 6.b -Variação das temperaturas, ao longo do tem 
po, em três pontos do modelo. 

O intervalo de tempo usado nos dois transitórios 
mostrados acima, respei tou a seguinte expressao: 

Li 
Interv. de tempo < Ni . VELi ( 6) 

onde Ll, L2 , Nl, N2 es tão definidos na figura 2 e VELi 
é a velocidade do sódio no trecho Li (para i = 1,2) . 

ANÁLISE TlíRMICA NO FUNDO DO TM 

A partir dos resultados obtidos com a análise ter 
mohidráulica, apresentada no item anterior, e possível 
efetuar análises térmica s nas paredes metálicas em qual 
quer ponto do circuito entre o TM e o TD, devido a va~ 
riação de temperatura sofrida pelo sódio durante um cho 
que térmico em uma campanha de provas. 

Bocal do Fundo Torosferico do TM . A geometria do 
fundo do TM e apresentada na figura 7. A forte variação 
geométrica do fundo induz uma forte variação no coefi­
cien te de troca de calor por convexão (h) de 21950 ate 
1500 W/m2 °C. 

Assim, existem no fundo do TM e em seu bocal de 
saída em particular, dois efeitos que se somam : 

Gradiente Termico na Esp ess ura - produzido pela 
variação da temperatura do sódio no tempo. 

Gradiente Térmico ao Longo do Fundo - devido a va 
riação de h ocorre a variação da temperatura media , em 
um mesmo instante de tempo, em pontos diferentes do fun 
do. 

Análise Térmica. Para a obtenção do campo de tem 
peraturas foi utilizado o modelo a elementos finitos T 

apresentado na figura 7 . o programa termico utilizado e 
capaz de efetuar análises térmicas em regime estacioná 
rio ou transiente . 

Devido ao isolamente termico previsto e a curta 
duração do transiente , a superfície externa do fundo/mo 
delo foi considerada adiabática . Na superfície interna 
fv ram definidos valores de h por zonas , como indicado ' 
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na figura 7. A temperatura do sódio imposta ao modelo 
e aquela apresentada na figura 6 . b , curva 2. 

A partir dos 12 s cessa o fl uxo ~] portanto a 
t emperatura do sÓdio permanece constante no va l or alcan 
çado neste instante. 

lll = 450 

l/l62.6 !5.2 

hz=l3.440 

h3= 4 .920 

h4= 3.050 

h5= 1.500 

ll 

Koço= 19.43 w/m. °C 

Figura 7 - Modelo de e lementos finitos do fundo do 
utilizado na análise termica. 

TM 

As partes c ilíndricas ~~ modelo se exten~em por 
um comprimento mínimo de 2. frt, onde r e t sao,respec 
tivamente , o raio e a espessura da parte interessada . 

Resultados. Os resultados obtidos, em termos de 
temperaturas na seção onde ocorre o máximo ô! na espes­
sura (seção no meio do " joelho" do bocal) , sao apresen 
tados na figura 8 , para alguns instantes de tempo sele 
cionados . Na mesma figura tambem são apresentadas as 
tempera t uras medias na referida seção e na calota esf é 
rica que a circunda. Tf. 

Na fig u ra 8 se observa: a) o t.Tmax=l6°C ; 
b) o gradiente max. entre a calota esfé ri ca e o bocal e 
de goc ; c) os valores máximos ocorrem praticamente no 

Tf • .. 0 0 .3 ~ 

:""' -=== 
t • 0 .9t 

410 

Tf • 430 °C 

••• ................. 
411 

t . 6 .9. 

4U 

""" Tf • 403.3 °C 

401 

t • l.B 1 

7 ~= 
4ll 

1• 10 .71 

4 00 
t a 2 .5t 

\ 
Tf • 421 °C 

.. . 
~ --==.2 

t= 12 .7. 

Figura 8 - Resultados da análise termica 



mesmo instante; d) verifica-se uma invers ão 
esoessura, o que provocará t ensÕes térmi cas 
alternadas; e ) idem, no óT entre o bocal e 
que o circunda , provocando tensÕes térmicas 
de membrana. 

no óT r.a 
de flexão 
a calota 
alternadas 

Tais r es ultados comportam-se dentro d0 previ ,tc 
e permitirão o cálculo das tensÕes térmicas neste bo­
cal , oriundas do choque térmico produzido na seção de 
provas do circuito. 

COMENTÁRIOS FINAIS/CONCLUSÕES 

A formulação desenvolvida para a análise termohi­
ctráulica apresentou r esultados satisfatórios e permiti­
rã a obtenção da s curvas de variação da temperatura nos 
pontos críticos da tubulação para diversas hipóteses de 
choque térmico. 

A existência do tanque de mistura (TM) r eduz sen­
sivelmente o choque térmico nos componentes a jusante 
do mesmo (de -2000C/s na seção de provas para cerca de· 
lO ou l20C/s) como evidenciado na análi se t ermohidráu­
lica. 

A partir dos resultados desta Última foi obtido 
o campo de tempera turas no bocal do fu ndo do TM para 
um choque térmico , na SdP, de -2000C/s. Os resultados 
mostram o caráter c í cl ico que terão as t e nsÕes térmicas 
oriundas de um choque térmico, cujo conhecimento preci 
so e necessário para a ver ificação a fadiga de um compo 
nente ou equipamento nuclear, principalmente se os mes~ 
mos são de uma central rápida refrigerada a sódio. 
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ABSTRACT 

ln this work a thermo-hydraulic model was de­
velbped in order to obtain th e sodium t emperature time­
-history between the mixup tank (TM) and the drain tank 
of the SS-050 sodium test loop. 

Results are presented relative 
whith initial and final sodium inlet 
600°C and 400°C r espec tively , with a 
of -2QOOC/s. 

to a th erma l shock 
temperatures of 

thermal gradi ent 

Thi s sod ium loop will be briefly in s tall ed in th e 
IEN/RJ area. 

From the sodium t emper a ture time-hi s tory during 
the th ermal shock trans i ent the t empe r atur e field fo r 
the walls of th e TM bottom and outl e t nozz l e i s ob­
tained . 
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TIWt>IENTS lN PIPES 
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ABSTRACT 

An analysis is presented of the effect of a transient temper ature on the stress 
distribution in pipes. The temperature distribution due to a fluid flowing through a 
pipe, is analytically determined using the definition of a variable ca l led in this 
paper as "shifted time". This variable, which is related to the axial coordinate , the 
average fluid velocity and the real time, is defined to make the transient thermal 
problem one~dimensio~al. The stresse~ are the~ ~alculated from the temperature 
solution us1ng Lhe l1near theory of v1scoelast1C1ty. 

INTRODUCTION 

Thermal slresses can be generated by the non uni­
form heating (or cooling) of solids . Wilh the variation 
of temperature, the body tends to deform and, if this 
variation is not the sarne at all points of the solid, the 
deformation general ly can not proceed frecly. This 
imposed constraint on deformation will develop thermal 
strosses. 

Problems involving thermal loads have been solved 
for a wide variety of initial and boundary conditions 
including an instantaneous change in surface temperature 
[1) and heat transfer by convection [2). Thermal 
stresses can also result from placing two bodies 
initially at uniform dissimilar temperature in thermal 
contact, with the transfer of heal occurring by direct 
conduction across the interface. 

The thermal stress generation in Polymeric 
material has been analyzed more rccently. This type of 
material shows a time dependent response under constant 
loading which charac terizes a viscoelastic body. The 
determination of stresses in a glass plate undergoing 
heat treatment, is an example of a problem of great 
industrial interest that is solved using the linear 
theory of viscoelasticity [3). 

The purpose of this paper is to extend the theory 
used in the references cited above to determine the 
loads generated in a polymeric pipe when a safety valve 
is suddenly opened and a fluid is driven through the 
pipe. The pipe is initially at a uniform temperature 
and free of stresses. The fluid has a constant velocity 
and higher temperature. Under certain assumptions the 
analytic temperature distribution in the tube is · 
determined and the thermal stresses, up to the time at 
which the front fluid renches the pipe exit , are 
calculated from the temperature solution using the basic 
equations of viscoelasticity. 

THE THERMAL PROBLEM 

Consider the cylindrical pipe s hown in Figure 1 .a, 
of internal and external radiu s Ri and Re, al a uniform 
temperature T0 . The Lube geometry is such that the 
thickness is much smaller than the length (H= Re- Ri<< 
«L) . Suddenly a security valve is opened at the pipe 
entrance and a fluid with an average velocity V

0 
and 

temperature Tf starts to flow. It is desired to 
determine the temperature distribution in the pipe wall 
up to the time at which Lhe fluid front reaches the 
end of the Lube. 

ln ~rder to determine this temperature solution 
the following assumptions are rnade: 

1) The internal wall temperature reaches the fluid 
temperature imediately after the contact . 

2) Heat is lost from the fluid without c hanging 
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ils temperature (Tf = c te). 

REGION 1 

v /// 

V / /// 

z=O 

L 

-+- REGION 2 

/ L 

~1--Tt R; R0 

~~,1-v -~ 

~- ~~F~~r f H 

t 
(o) 

Figure 1: a) Pipe Geometry 

~ Az -1 

C==:J 

(b) 

b) Elernent Located at Entrance of the Pipe 

3) Convective heat transfer between the outside 
pipe surface and the externa! arnb ient. 

4) Axial heat conduction i n the pipe wall can be 
neglected (H/L<< 1). 

As it can be seen from the Figure above , t wo 
regions are defined inside the pipe at each instant 
t = t*: The region behind the fluid front (Region 1) and 
the region ahead of the fluid front (Region 2). 
According to the assumption 4 , axial heat conduction is 
not to be considered and, therefore, the temperature 
solution in the two regions are of the form: 

Region 1: T1 = T1 (r,z , t>>) (1) 

(2) 

Consider now a pipe element of length 6z 
positioned at the tube entrance . This elernent is shown 
in Figure 1b at the time the valve is opened. Because 
axial heat conduc tion is neglected, the transient tempe­
rature distribution in this elernent, valid for all t > O, 
is found by solving the following cne- dimensional 
problem 

T(r,O) T 
o 

ar 
(3) 

a at 

{4) 

ar 
ar 

(R , t)= - ~ (r(R , t) - T ) 
e k e o 

(5) 



where the new variable r(r ,t ) is defined to emphasize 
that the thermal problem for the element is independent 
of the axial coordinate. 

The transient problem for another element located 
at a distance z downstream from the previous one, will 
be initiated only after a time interval equal to ziV , 
i.e., after the fluid front reaches it. The solutiog of 
the problem for this new element , defined for all 
t ~ ziV0 , must satisfy a differential equation of the 
sarne form of equation (3). Therefore, if a "shifted time" 
variable is defined as 

1 = t- ziV 
o 

Then the solution of the problem 

il 2T 

(6) 

1 ar 1 ar 
(7-a) --+--= --

il r 2 r il r a d1 

T(Ri ,O)= T
0 (7-b) 

T(Ri' 1) = Tf ; 
ar h -
- (R ' 1) =- - [T(R ' 1) - T I 
il r e k e o 

(7-c) 

yields the temperature distribution for any element 
taken along the axial coordinate. This solution in the 
(r, 1) domain is used to calculate the two-dimensional 
distribution T1(r,z,t), through direct substitution of 
the "shifted t~me " by the real time. 

The analytical solution for equations (7) is found 
in [4). If the variable 1 is, then, substituted by the 
right hand side of equation (6), the following tempera­
Cure distribution in the pipe wall is determined at an 
arbitrary instant t = t'': 

~~: (O :5 z < V
0

t>'<) 

T1(r,z,t'')=T
0

+ (Tf-T
0
)[k-Rehfn(rlb))/[k + 

- a >- 2 (t'' - zlv ) 
~ n o +R h.in(bla)]- 11 L e [kÀ J (RÀ )-

e n= 1 n 1 e n 

- hJ
0

(Re Àn)) C
0
(r, \) (Tf- T

0
) [k\J

1
(R/·n)) I 

I F(\) 

where \ are the roots of the eigenvalue equation 
n 

k À [Y
0

(Ri À) Ji (ReÀ)- J
0

(Ri À) Y
1 

(Re À) ) + 

+ h[J (R. À) Y (R À)- Y (R. À) J (R À))= O 
01 oe 01 oe 

F( Àn) is defined by 

F (À ) = (k 2 À 2 + h 2) [ J (R. À ) I 2 
- [ k À J 1 (R À ) -

n n o1.n n en 

- hJo(Re\)) 2 

and C
0

(r
1
Àn) is given by, 

Co(r,\)= -Yo(r Àn)Jo(Rr Àn)-Jo(r Àn) Yo(Ri\,) 

(8) 
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Region 2: (V t* < z :5 L) 
o 

T
2
(r,z,t*) = T

0 

THE STRESS PROBLEM 

(9) 

The cylinder of Figure la, initially free of 
stresses, conveys a fluid with constant velocity and 
constant temperature. The fluid flow generates a tem­
perature distribution in the pipE' wall given by equa­
tions (8) and (9). This temperature transient field will 
develop stresses in the pipe that are to be det e rmined. 
The pipe is assumed to be made of a polymeric material 
with viscoelastic characteris tics and, therefore, a 
constitutive model that incorporates elastic and 
viscous effects should be derived. 

Since , under hydrostatic stresses, materialsbehave 
almost perfectly elastica lly, it is convenient to decom­
pose the stress ard strain t enso r, o ij and e: ij, into their 
mean portions (113) okk aud (113) Ekk, and deviatoric 
portions, Si· and eij. 

Then t~e mean strain rate is given by 

3 
kk 

1- 2v 

3E 
6kk + a ' l'IT ( 10) 

where the superposed dot is used for diff erential with 
respect to time, v is Poisson's ratio, E is Young's 
•uodulus, a ' is the coefficient of linear thermal 
expansions, and T is temperature. 

The deviatoric strain rate may be taken as the 
sum of two parts, elastic and viscous: 

· E ·v e .. = e .. + e .. 
lJ ~J lJ 

The elastic stra in rate is given by the usual 
relation 

·E e .. = s .. 
lJ 2G lJ 

where G = El2(1+ v) is the elastic shear modulus. 

( 11) 

( 12) 

For the viscous strain rate, we use the relations 
of the sarne form as that for the Maxwell body of 
viscoelasticity theory [5), that is 

·v 
e .. = 
~J 2n 

s .. 
lJ 

( 1 3) 

where n is the coefficient of viscosity . This equation 
can be used to represent a wide range of viscoelastic 
behavior. 

Equations (10),(11),(12) and (13) can bc combined 
into the single relation 

l+V v 1 

c ij= -E- oij - ôi j--;-- okk +-;; (oij-

+ ô .. al'IT 
lJ 

ô .. okk 
~) + 

3 

( 14) 

In order to simplify the analysis, the pipe will 
be considered as a beam of circular cross section and 
only the axial components of stress and strain ar etaken 
into account.Under this assumption, equation (14) 
yields, after integration 

t 

oz +E I o 
z 

3n 
dt E e: - E a l'IT 

z ( 15) 



The axial and transversal displacements of the 
beam, can be written as 

u = u - ç 
t.J 

W=W 
o 

dw 

dz 
( 16) 

(17) 

where u0 and w
0 

are the axial and transversal displace­
ments of a po1nt on the neutral axis, respectively. The 
variable Ç is the coordinatc normal to the beam axis, 
which can be made to coincide with the radial coordinate 
of Figure 1 a. 

The longitudinal strain is related to the dis­
placement through the expression 

dU dU d 2w 
E = o ç ( 18) -z az az dz 2 

Sine e the pipe i s free from externa! force, the 
equilibrium states 

o ( 19) 

with the bending mornent, defined as 

M = - f o l; dA z z 
A 

(20) 

If the pipe deformation is not restricted in the 
axial direction, then 

where 

N = 0 
z 

the axial 

N = J 0
z z 

A 

(2 r) 

stress resultant is given by 

dA (2 2) 

Equations (15) through (22) can be reduced to a 
single expression for the axial stress 

where 

o 
z 

E 

N= L 
M= L 

o 
z 

311 

o 
z 

3n 

o 
z 

dA 

dA 

dt' 
1 ft 
~[ 

o 

N dt' + N J -
ZT 

(2 3) 

(2 4) 

(25) 

(26) 
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E a /',T ç dA 

and Q
0 

and M
0 

are the static boundary conditions in 
z =o. 

(27) 

Equation (22), along with the boundary conditions 
Q

0 
and M

0
, and zero initial condition, represent the 

boundary value problem to be solved after the tempera­
ture distribution is found from equations (8) and (9) . 

RESULTS AND DISCUSSIONS 

To illustrate the analysis the equations derived 
in the previous sections are applied to a pipe with 
the following geometry, 

L= 100m 

The thermal and mechanical properties required in 
the calculation of temperature and stresses are: 

k= 0,2 W/m °C 

h= 7 W/m2 °C 

11 = 83 exp ( 
18 

·
65 

) for T > 50°C; =O for T~50°C 
T + 46 ll 

E= 289 MP a V = 0.4 

The temperature distribution was found from(8) and 
(9), with the first sixteen roots of the eigenvalue 
equation determined by a modified Newron-Raphson method. 
The solutions to the eigenvalue equations were checked 
against known results and were found to be well within 
the required accuracy. Figure 2 shows a typical tem­
perature curve for various instants of time. It should 
be observed that for the two sections shown, the tem­
perature pattern is the sarne. The thermal effect on 
the section located at a distance L/10 apart from the 
pipe entrance, will not be noted until the fluid front 
reaches that section (t > 20 sec). 

The average velocity, V0 , plays an important role 
in the analysis. As it can be seen from the de:inition 
of the "shifted time" given by (6), high values of 
velocity will make the thermal problem dependent only 
on the radial variable. However, for small values of 
V0 , considerable temperature variation along the axial 
coordinate is established as it can be seen from Figure 
3. All the graphs shown below were plotted assuming 
an average velocity of 5x10- 2 m/sec. 

The stress distribution in the pipe is shown in 
Figure 4. The initial response is invariable high 
compressive stresses on the inner surface of the tube. 
This is due to the immediate heating of the inner 
surface layer and the restraint of adjacent layers 
which restrict the expansion due to the instantaneous 
heating. As time increases, the magnitude of stresses 
decreases and it will tend to a residual value that is 
achieved when the temperature distribution in the pipe 
wall reaches the steady state condition. 

The transient stresses were calculated up to 
2000 sec, which is the time the fluid front reaches the 
pipe exit, and free-end boundary condition was assumed . 

The stress level obtained with this model was 
found to be lower than the one that would be establish­
ed had the constitutive equations incorporated only 
elastic effects. This is in accordance with the visco­
elastic characteristics of polymeric material. 

All the obtained results seem to be consistent 
and the theory here developed is beleived to represent 
the real stress behavior of a viscoelastic pipe carry­
ing a fluid. 
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ABSTRACT 

Analytical solutions are obtained for therrnal entry region problems inside ducts 
with axially varying heat transfer coefficient, by making use of the ideas in the re­
cently advanced generalized integral transform technique . The analysis is applied to 
stepwise variations of Biot number that simulate intermitcnt rows of external fins. 
Numerical results are obtained for different fin arrangements, in a systemat i c manner , 
soastocritically examine the relative merits of wider and/or more numerous fin rows . 

INTRODUCTION 

Heat transfer enhancement by external finning of 
ducts, such as in condensers and evaporators, might be 
a must in achieving the desired thermal performance, 
specially for tube-side laminar flow conditions in the 
heat exchange equipment. Allthough various detailed 
analysis seem to be available for laminar forced con­
vection within internally finned tubes, it wasn ' t until 
recently [ 1] that the first attempt was made in des­
cribing the effects of equally spaced external radial 
fins on local behavior of quantitiesc:fpractical interest 
such as bulk fluid temperature and Nusselt number, for 
laminar tube flow . This conjugated heat transfer pro­
blem was then modelled by assuming that the intermitent 
rows of external fins could be simulated by stepwise 
variations of heat transfer coefficient (or Biot number) 
along the duct' s leng th as shown ín [ 2 J. Calculations 
were then performed through the finite differences 
method, but the computational task demonstrated to be 
quite unpractical, due to the steeply varying nature of 
the boundary condition coeficient, and numerical results 
were obtained for a very limited number of situations. 
On the other hand, an analytical solution for this 
Graetz-type problem was not feasible through classical 
approaches, due to the non-separable boundary equation . 
Approximate analytical solutions [ 3-5 J were then 
developed so as to avoid costly discrete approaches, 
but introduced the need for numerically solving a · 
Volterra-type integral equation for the fluid tempera­
ture at the wall, which can be quite cumbersome as well . 

ln the present note , the ideas in the generalized 
integral transform tecnique [ 6-11], as applied to 
transient diffusion problems with variable boundary 
condi tion coefficients [ 6 J, are employed to provide 
analytical expressions for laminar convective heat 
transfer inside circular tubes subjected to stepwise 
axial variations of Biot number. The computational 
effort is equivalent to that of solving a Graetz-type 
problem with third kind boundary condition, and numeri­
cal results are provided for various fin arrangements 
allowing for a more definitive parametric study . 

ANALYSIS 

We consider laminar forced convection within the 
thermal entry region of a circular tube, subjected to 
an axially varying heat transfer coefficient that simu 
lates an external arrangement of radial fins . By as­
suming constant physical properties and neglecting vis­
cous dissipation and axial conduction effects , the pro­
blem formulation is given in dimensionless formas: 
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W(R) 
a0(R , Z) 

az a [ a0(R , Z) J O<R<l Z>O 
aR R aR ' ' 

(La) 

with inlet and boundary conditions given respec t ively 
by 

0(R , O) 

a0(R,Z) 

aR 

a0(R , Z) 
aR 

O:>R:il 

I 
-o 

R=O 
, Z>O 

I + Bi(Z)0(l , Z) 
R=l 

O , Z>O 

where various dimensionless groups are defined as: 

R 

W(R) 
1 
2 

z 0(R,Z) 
T(r , z)-Too 

Te - Too 

l R~:. Bi(Z) -4-
u 

(l. b) 

(l. c) 

(l.d) 

(2) 

Clearly, the analytical solution of problem (1) 
above through the classical approaches is not possible, 
due to the Z-dependent coefficient in boundary condi­
tion(l.d) , which does not allow for the separation of 
i ndependent variables . However , the so- called genera­
lized integral transform technique [ 6-11] can sti11 
be ut i lized to provide approximate analytic expressions, 
as now shown . The fo l lowing auxiliary problem, with 
Z-dependence, is then chosen: 

alji j (R,Z) l + ~i (Z) W(R)Ijii (R , Z)=O , O<R<l 
aR J 

(3 . a) 



with boundary conditions 

awi( R,z) 

aR 
1

- o 
R=O 

aw l<R , z) J+ Bi(z) wi<R1zro 

3R R=l 

(3. b ,c) 
allowing for the development of the following integral 
transform pair: 

1 

0. (Z)= J 
1 o 

W(R)Ijli (R,Z)8(R,Z)dR , Transform 

I' l -8 (R,Z) = L N (Z) ljJ. (R,Z)I:!. (Z) , Inversion 
i=l i 1 1 

where the norm, Ni(Z), is obtained from 

Ni (Z) = r 
o 

W(R) lji~(R ,Z)dR 

(4.a) 

(4.b) 

(4. c) 

By following the formalism in [6], we now operate 
on :q . (l . ~) with J1 lji .(R,Z)dR to find, after some 
man1pulat1ons o 1 

de i (z) 

dZ 
+ ll ~ (Z) Õi (Z) -

1 
I 

j=l 

* -Aij (Z) 8j (Z ) O. Z>O 

(5.a) 

where the coefficients in the coupling infinite sum 
are given by 

Ar.(Z)=-1 - J1 W(R) dW j (R , Z) lji·(R ,Z)dR 
J N j (z) o az J 

(5. b) 

or, 

AL(z) = 
1 

[ oij ~- Ni(Z)A\(z) J 
Nj(z) az J 

(5.c) 

and, 

[ o .. = o ' i , j 
(5.d) 1J 

1 ' i = j 

Besides the inl e t 
through the operator ~~ 

condition(l.b) is transformed 
· to yield 

W(R)Ijli(R,Z)dR 

C"i; (O) r o 
(5. e) fi(O) W(R) ljJi(R,O)dR 

System(5) above form a denumerable sys tem of 
coupled linear ordinary differential equations with 
variable coefficients . Allthough the analysis is so far 
formal and exact, it is highly unlikely that system(5) 
can be solved exactly; it could, however , be numerirnlly 
solved after truncation to a finite system of suffi­
ciently high arder as illustred in [ 7- 11], but since 
numerical solutions have been obtained elsewhere, we 
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focus on finding approximate analytical solutions to the 
problem here proposed. Therefore, a lowest arder solution 
can be readily obtained by neglecting non-diagonal 
elements in the coefficients matrix of eq.(5.a), by 
letting i=j in the infinite summa tion , which can 
produce quite accurate results provided the matrix is 
diagonally dominant. Then, the resulting decoupled 
system becomes: 

d0j ,f.(Z) + A·. (Z) G· n(Z) 
~1 1,.{.. O , Z>O, i=l,2 ... (6.a) 

dZ 

Õi (O) fi(O) (6.b) 

where, 

Aii(Z) ~ * ll1 (Z) - Aii(Z) (6.c) 

and, 

A~i (Z) = _1 _ _i_ [ln (Ni (Z) )] (6 .d) 
2 dZ 

Eqs.(6) are readily solvable to yield 

ei , e(Z) = fi(O) ex{- I: Aii(Z)dZ' J (7 . a) 

Or, after recalling the inversion formulae (4.b) 

8e(R ,Z) = Y. 
i=l 

f: (O) 

[Ni(O)Ni(Z) ]172 'ljJi(R,Z). 

exp ~~ J: lli(Z')dZ' J (7 . b) 

The explicit relation(7 .b) above provides an 
approximat e solution for the temperature field within 
the fluid, and reduces to the exact solution of Graetz 
problem with third kind boundary condition when Bi(Z)= 
const . . Once the eigenvalues , lli's, have been determined 
for various axialpositions, the integral in eq . (7.b) can 
be evaluated and the dimensionless temperature estimated. 
Quantities of practical interest, such as fluid tempera 
ture at the wall, wall heat flux, and bulk temperature­
are then evaluated, respectively, from: 

00 

[.(O)· ew(Z) = L 
i=l 

ljJi (l,Z) 1/2 1 

[Ni(Z)Ni(o)] I~ Jz 2(z')dZ' J 
exp [ O 111 

ae (R,z) 

aR 

~(Z) 

IR=l 

- Bi(Z)E!w(Z) 

_l~ W(R) 8 (R,Z)dR 

I~ W(R)dR 

(8.a) 

(8 . b) 

rl 
2 JO W(R)8(R,Z)dR (8 . c) 



The bulk temperature can be more appropriately 
computed through the energy balance obtained from the 
integration of eq . (l.a) over the tube's cross section, 
to yield: 

d~(Z) 

dZ 
8Bi(Z)C:VZl 

and after integration along the axial distance 

0b(Z)=l - BL 
i=l 

(9.a) 

exp Z' -
[- J lJ~(Z ")d Z" }z• (9.b) 

o 

The total heat exchanged, from the tube's entran­
ce to a certain location Z, can then be determined in 
dimensionless formas: 

Q(Z) r a e 
aR 

dZ (lO) 

o 

RESULTS AND DISCUSSION 

As an application we take the situation of 
equally spaced radial fins of sarne ticknesses, modelled 
in the form of stepwise variations of Biot number 
[1,3], or: 

Bi(Z) 

where, 

a 

T 

N 

const . , 

const. , 

for N(o+t)<Z<N(O+t)+o 

for ll(o+t)+cr<z< 

<(N+l) (o+t) 
(11) 

spacing between fins 

fin thickness 

int {-
2 

] = 
l o+t 

number of cycles 
completed up to axial 
rlistanre Z 

Therefore , to the finned portion of the duct's 
wa~l corresponds a larger effective Biot number, Bi

2
, 

wlnle for the bare tube the efective thermal conductance 
is repres en ted by ~i 

1
. 

The Z-dependent eigenvalue problem(3) then dege­
nerates into two Z-independent problems, for the 
eigenvalues lJi , l a nd lJi 2 , i=l,2 ... , that can be 
readily handled by the ~ecently advanced Sign-couot 
method for Sturm-Liouville type problems. Once 
the related sets of eigenquan ti ties h ave been evaluated, 
for each Biot number, the integral in equation(7.b) is 
obtained as : 

for N(O+t)<: <N(o+t)+o 

(N+ l) O)Ji, l +Nt)Jf, 2+ [2-ll (O+T) -o] )Jt, 2 
for N(O+t)+O<Z<(N+l) (O+T) 

(12) 
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Due to space limitatioos , we cooceotrate the pres­
entati.on of results on just ooe quantity, namely, the 
dimensionless heat exchaoge, given by eq.(lO). Also, the 
numerous coofigurations aod Biot combinatioos coosidered 
are here condensed to only a few cases . For iostances, 
in Figure l, we coosider the situatioos of finoed tubes 
with Bi1=l and Bi2=SO, and differeot fio arraogemeots. 
However, the radio O/t was kept coostaot and equal to 
three, so as to conserve the fin material; in other 
words, this analysis is aimed at finding the effects of 
consideriog thicker but more widely spaced fins iostead 
of more closely packed thinoer ones, keeping constaot 
the amount of material utilized. As f :.r as the preseot 
simplified model allows, it cao be said that such varia 
tions have very little effect on the resulting heat -
exchaoge rates, since the three curves plotted are prac­
tically coiocident, once their finned portions start. 
Also shown are the curves for c!<Jnstant Biot number, with 
Bi=Bi1 or Bi2, that illustrate the relative heat traos­
fer enhancemeot obtained with these fin configura tions, 
from the bare tube situation (lowest curve, Bi=l), and 
the maxirnurnenhan cec ent attainable (upper curve, Bi=50), 
according to this model . Figure 2 presents results for 
fin arraogements where the spacing is kept constant 
0=0.003, and the fins are made progressively thicker. 
Apparently, after an ini tial and considerable e.11.a,1cer.1"n t 
for a moderate thickness, relative irnprovernents might 
behave asymptotically and, eventually, not be worth for 
the increase in fin material. Figure 3 looks into the 
sarne aspects frorn the perspective of taking a larger 
number of fins (t=O.Ol), of constant thickoess, through 
reducing the spa<.:in~ between them. 

ln reference I 1] an attempt was rnade to sirnulate 
the sarne problern thrÕugh an average Biot number, obtained 
from the following weightiog: 

Bi = 
O+T 
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for the finned portion of tube, Bi2(Bi1=l). 

Figure 4 above brings results for two different 
configurations, namely, 0=0 .003 and 1=0.001 (Bi=l3.25) 
and 0=0.012 and 1=0.001 (Bi=4.7692). The four curves 
shown represent pairs of periodic and averaged constant 
Biot number solutions, and clearly demonstrate that 
the averaged Biot formulatíon could introduce a quite 
significant deviation from the more accurate, though 
more involved model of a periodically varying coeffi­
cíent. 

Finally, figures 5 and 6 show results obtaíned 
for a fíxed geometric arrangement (o~0.003 and1=0.00l), 
but varying Biot numbers, respectively, for the finned 
region and the bare tube region. Such variations could 
for instances, be attaíned by changíng either fin or 
tube material and height. From these results, it is 
apparent that the total heat exchange rate was quite 
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sensitive to an increase in Bi1, up to a certain point, 
but quite unsens~t•ve to significant variations in Bi2 
(fig.6). Therefore, the finning enhancement seems to 
be highly dependent on the thermal resistance imposed 
by the bare tube configuration and , eventually, attemp t­
ing to improve the efficiency of a certain fin type 
within a fixed configuration might províde a negligible 
improvement on overall heat transfer performance. 
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e 
RESUMO 

As velocidades locais de um escoamento turbulento em canal fechado foram medidas 
aplicando-se a técnica de anális e de ruÍdos para os sinais vindos de dois sensores de 
temperatura separados por uma distância conhecida . Bons r es ultados foram encontrados 
quando comparou-se os dados exper imentais com medidas precisas. Faixas para o número 
de Reynolds, separação entr e sensores e constante de tempo dos mesmos são r ecomendados. 

INTRODUÇÃO 

A análise de ruidos é reconhecida como uma podero 
sa ferramenta anali ti ca com uma grande faixa de aplica~ 
çoes. O sinal de ruido produzido por detectores de niu 
trons em um reator nuclear for nece informaçÕes sobre o~ 
modos de vibração dos internos, da di nâmica e da função 
transferência do reator, vida média do nêutron térmico, 
coeficiente g l obal de transferência de ca lor entre o com 
bust1vel e o refrigerante, etc . [1 , 2) . O tempo de r es po~ 
ta de sensores como termistores pode ser es t i mado atra 
vés da análise de funçÕes como a autocorrelação [3). 

O propósito de s te trabalho é aplicar a técnica de 
anál i r. e de ruidos para a medida de velocidade local em 
fluidos monofásicos em regime turbulento. Os sinais obti 
do' por sensores de temperatura são correlacionados no 
tempo e na frequência e a velocidade é estimada do dia 
grama fase versus frequência da densidade espectral de 
potência cruzada . 

CONDIÇÕES EXPERIMENTAIS 

O arran j o experiment!'l é mostrado na figura 1. Es­
te consiste de uma tubulaçao de acrilico com 2500 mm de 
comprimento e 92 mm de diâmetro interno no qual o ar é 
cond uz ido por um ventilador axial em uma das ext r emida­
des. O ar é aquecido por uma resistência e l ét ri ca (22 
ohms) com 8 mm de diâmetro externo concêntrica ã tubu -
lação. 

A vazão de ar foi variada colocando-se uma restri 
ção na entrada do ventilador. A máxima vazão de ar (se; 
restrição) foi de 0,042 m3 /s a pressão ambiente e 21°c. 
O nÚmero de Reynolds nesta condi ção é da ordem de 33 .. 000. 

Dois niveis de potência foram usados para aquecer 
o ar: 550 W e 225 W. 

Algumas perfuraçÕes foram fe itas ao longo da tubu 
lação para permitir o posicionament o dos dois sensores 
no fluxo de ar, de modo que a distância entre eles pu­
desse ser variada . 

Medidas precisas necessi tam de sensores com cons 
tante de t empo na faixa de milisegundos. f recomendável 
que os sensores de t empera tura sejam do mesmo tipo e di 
mensÕes, mas não necessário. Neste trabalho foram usa~ 
dos termopares de 0,95 mm de junção exposta do tipo K , 
de 0,32 mm de junção expos ta do tipo Te termoresistên­
cias de platina do tipo miniatura. 

Em resumo, os quatros parâmetros abaixo foram va 
riados para executar a análise: potência, nÚme r o de Rez 
nolds (Re), distância en tre sensores e constante de tem 
po. 

Sendo pequenas, as flutuaçÕes foram inicialmente 
amplificadas e então enviadas a um Analisador Dinâmico 
de Sinais HP-3562A o qual executou todos os cálculos ne 
cessârios. 
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Figura 1. Arranjo Experimental. 

Supondo que x(t) representa as flutuaçÕes de vol 
tagem produzidas por um sensor e y(t) a segunda . Ideal 
mente, para um regime plenamente desenvolvido , se asso_:: 
das estão separadas por uma distância d, y(t) reproduz 
x(t) a menos de uma mudança na fase e na amplitude, is 
to e, 

y(t) = ax(t-T), (l) 

onde T é o tempo de atraso en tre os dois sinais dos sen 
sores e pode ser ob tido por 

T = d/u(r) (2) 

com u(r) a velocidade local na posiçao radial r que se 
procura. Portanto se um método é dispon1vel para esti -
mar T , u(r) pode ser facilmente ca l culado pois d é um 
parâme tro fixado experimental. 

A eq uação (1) pode se r r eesc rita no domini o da fre 
quência como 

Y(f) = a exp(-j2TifT) X(f) (3) 

ou 

G(f) = Y(f)/X(f) =a exp(-j2TifT) (4) 

onde G( f) é a função transferência que relaciona Y(f) 
a X (f). 

A função densidade espectral de potência Sxx (f) 
do sj nal x(t) é relacionada ã função auto-correlação 
Rxx(t). Para si nais estacionários as dua s funçÕes são 
relacionadas pela transformada de Fourier, 



S ( f) = /x' R (t) exD(-j2Tift) dt 
XX ·oo XX 

(5) 

com 

R (T) = lim ~ ..{;T x(t)x(t-T) dt 
XX T-oo 

(6) 

Sim.i larmente , a função densidade espectral de po 
tência cruzada Sxy(f) de um par d~ sinais aleatÕri~s -
x(t) e y(t) pode se r relacionado a funçao correlaçao cru 
zada Rxy(t), -

com 

S (f) =/"R (T) exp(-j2TTfT) dt xy - oo xy 

R (t) = lim Tl !0T x(t)y(t-t) dt 
xy r-"' 

(7) 

(8) 

Pode-se mostrar que ao se aplicar um sinal aleatÕ 
rio x(t) com uma função densidade es pectral de potência 
Sxx(f) na entrada de um s i stema , a função densidade es­
pectral de potência cruzad a da entrada x(t) e da sa1da 
y(t) e dada por, 

S (f) = G(f) S (f) 
xy XX 

(9) 

Entretanto, no experimento em questão , supoe- se 
que o primeiro sinal seja , por exemplo , ruído branco. 
Portanto, Sxx<O=constante=C. Substituindo Sxx<fl · e G(f) 
de (4), obtemos 

Sxy(f) = a ' exp(-j2Tift) = a'cos(2llft)­

a ' jsen(2TifT) , 

como a fase é definida por 

,P(f) =are tan (Imls l/ReiS ll =-2Titf, xy xy 

(lO) 

(11) 

obtem-se deste modo uma relação linear entre a fase e a 
frequência, cuja inclinação é T. Portanto, o tempo de 
atraso t pode ser obtido graficamente num diagrama fase 
versus frequência. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

As figuras 2,3 e 4 apresentam os resultados expe­
rimentais na fo rma de dois diagramas : coerência media 
(abaixo de lO Hz) e erro relativo em função do número 
de Reynolds, para o termopar tipo K a 550 W e 225 W e p~ 
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ra o t ermopar tipo T a 550 W. O erro relativo foi defi 
nido como sendo a diferença entre a velocidade locaT 
obtido pelo método proposto e a velocidade local medi 
da com um tubo de PITOT calibrado associado a um manô~ 
metro com 0,1 mm H20 de precisão. 

Para pequenos valores de Reynolds (<23.000) as 
flutuaçÕes de baixa frequência detectadas pelo primei­
ro sensor tendem a dispersar antes de alcançar o segun 
do sensor , produzindo baixos valores de coerência, i; 
to e, sinais pouco correlacionados. Altos nÚmeros de 
Reynolds e curtas distâncias entre sondas aumentam a 
coerência e diminuem o erro relativo fornecendo melho 
res estimativas para a velocidade local. Os resultado; 
não mostraram dependência sensivel para a potência uti 
lizada. -

A figura 5 apresenta os resultados em dois dia­
gramas: a coerência m~dia e o erro relativo em funç~o 
da constante de tempo para a potência de 550 W. 

Obtém-se melhores resultados para valores peque 
nos de constante de tempo. Pequena constante de tempo­
significa uma faixa maior de frequ~ n cia no sinal, por 
tanto maior quantidade de informaçÕes para a análise. 

A figura 6 mostra o desvio padrao da velocidade 
local obtida pelo diagrama de fase (media de três medi 
das) em função do Reynolds. A tendência dos desvios co~ 
firma os melhores resultados para altos Reynolds . 

É importante notar que 70% dos dados coletados 
forneceram um erro relativo inferior a 10%. 

CONCLUSÃO 

A aplicação da técnica de anilise de ruidos para 
a medida da velocidade local de um fluido com a compo­
nente flutuante da temperatura num escoamento em regi­
me turbulento em tubulaçÕes foi de simples utilizaçãoe 
forneceu resultados satisfatórios quando comparados com 
medidas precisas. Para tanto recomenda-se altos Reynol 
ds, distâncias pequenas entre sensores e pequenos valo 
res de constante de tempo. No caso, Reynolds da ordem 
de 30.000, distâncias menores que 500 mm e constante 
de tempo da ordem de 100 ms. 

Estudos futuros irão aplicar a mesma técnica em 
outros circuitos com igua como fluido e altas pre s ,Ões 
e temperaturas de operação . 

É importante notar que o método pouco pertuba o 
escoamento e portanto pode ser aplicado "on-line" numa 
planta onde existam sensores de temperatura e transfe­
rência de calor esteja ocorrendo. 
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ABSTRACT 

Local velocities of turbulent closed channel flow 
vere measured applyi ng the noi se analysis t echnique to 
s i gnals comi ng from two sensors separated by a known 
dis t a nce . Good agreement was found when comparing 
experimental data to mo r e accurate measurements. Ranges 
of Reynolds number and t hermocouple spacial separation 
are recommended. 
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VIABILIDADE DA ELASTICIDADE PARA A MEDIDA DE VALORES 

REDUZIDOS DE VAZÃO DE FLUÍDOS AERIFORMES 

8 JOS~ CARLOS LAURIA 
DOUGLAS LAURIA 

Escola de Engenharia Mauá 
Departamento de Engenharia Mecânica 

RESUMO 

A característica elástica de fluÍdos aeriformes tem sido há muito utilizada pa­
ra a avaliaçao de vazamento em dutos . Os autores identificaram uma elevada discordância 
entre valores determinados por esse método e por placa de orifício. O presente trabalho 
é uma consequência da procura de respostas para essa consta tação . A partir dum modelo 
simplificado apresenta-se uma equação de escoamento descrita graficamente de modo a re­
lacionar os parâmetros envolvidos em forma adimensional . Procura-se explicar fisicamen­
te que esse método proporciona um baixo grau de çonfiabilidade quando aplicado a siste­
mas com variaçoes de pressao r e lativamente reduz1das. 

INTRODUÇÃO 

Na determinação de vazamentos em dutos de ar con­
dicionado ou portas estanques é colocada frequentemente 
a opção de medida da vazão de fuga por intermédio da 
elasticidade do meio . Tal pro cedimento e ncontra ampla 
receptividade por ser uma aplicação imediata da equação 
de Clapeyron , talvez o primeiro conceito de engenharia 
a ser incorporado pelos engenheiros . 

Tivemos a oportunidade de calcular e instalar um 
medidor deprimÕgeno de vazão para tais ensaios.Paralela 
mente foram obtidos alguns dados para a verificação do 
vazamento por elasticidade . Em virtude das elevadas dis 
crepâncias encontradas procurou-se uma resposta para o 
fato. 

Verificou-se que nesse assunto a bibliografia dis 
ponivel relata esforços dirigidos para métodos numéri ~ 
cos referentes a regimes transitórios ou modelagem do 
escoamento através das áreas de passagem, sem contudo 
verificar os limites de aplicabilidade do método ou re­
latar o compor tamento esperado para as variaçÕes de va-
zao . 

O conhecimento , ou pelo menos a avaliação , desses 
aspectos é de i nt eresse relevante não só pelo largo em­
prego do método como também pela sua especificação em 
normas . 

OBJETIVOS 

Este trabalho tem como objetivo inicial proporcio 
nar uma visão da aplicabilidade da elasticidade como 
meio de avaliar vazamentos de fluÍdos aeriformes , com 
ênfase em valores reduzidos. 

A partir de um modelo simplificado para a análise 
do escoamento em regime quase-estático, apresenta-se um 
dia grama adimensional para avaliação do i ntervalo de 
tempo requerido para o esvaziamento de recipientes con­
tendo fluÍdo aeriforme pressurizado. Pretende-se expli 
car as discrepâncias verificadas experimentalmente, bem 
como generalizar os resultados, como o recurso desse 
diagrama. 

ESTIMATIVAS DE VAZAMENTO 

Fixada a configuração das fronteiras que encerram 
um meio fluÍdo, e assegurado o contato entre ambas, va­
riaçÕes de pressão são realizáveis por acréscimo ou di­
minuição de massa do meio, tendo como consequência va -
riaçÕes na massa específica . 

Para meios onde se verifica uma relação funcional 
entre massa espec ífica e pressão , variaçÕes dessa Últi­
ma permitem determinar variaçÕes da primeira, e como 
consequência identificar alteraçÕes de massa ou vo lume 
em sistemas. A relação constitutiva mais empregada e a 
equação de Clapeyron . 
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A noção geral de e levada elasticidade de flu Í dos 
aeriformes, de imediato, leva à acei tação da premissa 
de boa precisão para medidas de pequenas variaçÕes de 
pressão no tempo como estimativas de reduzidas vazoes 
de vazamento. Na sequência objetiva-se verificar tal 
premissa. 

VAZÃO MfDIA DE VAZAMENTO 

Na figura l é esquematizado um reservator1o rígido 
de volume V, confinand o um gás sob pressão acima da am 
biente ( pb ), e por onde ocorre um vazamento cuja va~ 
zão em massa é m. Delimita-se também o volume de contro 
le empregado . São estabelecidas como premissas: 

a) o gás comporta-se como perfeito 

b) o escoamento é adiabático e reversíve l 

c) a variação de massa no interior do reservatório é re 
duzida a ponto de aí ser considerada temperatura (T) 
constante e a massa específica ser função apenas do 
tempo p ~ p (t) 

A aplicação das equaçÕes da Continuidade e de 
Clapeyron permite determinar a vazão média de vazamen t o 
devido à variação de pressão de p

0
a p: 

m 
v 
RT 

p 

GÁS: P ~ 
)v t , 1 vazamen o 

\: RESERVATORIO :V I 

""'------ --~ 
~volume de controle (VC) 

Fi~ . 1 - Esquema do problema 

{l) 



EQUAÇÃO REPRESENTATIVA DO ESCOAMENTO 

A aplicabi l idade do método para fluÍdos aerifor­
mes deve ser condicionada à variação das pressÕes no 
tempo, visando possibilitar a medida adequada das gran­
dezas e garantir uma precisão ace itável . Para tanto 
procura-se uma expressão descri t iva dessa condição, con 
sideradas as premissas estabelecidas . -

O volume de controle da figura 2 engloba o fluÍ­
do em movimento na região de vazamento. Deprezando-se 
as variaçÕes no interior do volume d~ controle face ao 
fluxo , a equação da energia , na fo r ma conservativa, é 
simplificável para a conservação de entalpia (h) mais a 
energia cinética por unidade de massa na saída. Despre­
zando-se as variaçÕes do calor específico de pressão 
constan t e do gás ( c ) , tem-se: 

p 

v2 
a 

2 h - h 
a 

interior: p 
T 
h 

c 
p 

T - T 
a 

ambiente 

v 
\_ .... -~ \\\ v ,v... \ -, :,/' 

7 vc . ' \lô 

vY-~~ 

Fig. 2 - Esquema da região de vazamento 

A equaçao 

') ''(':"~','i'" 
o escoamento e: 

:· . ( :· 

pb 
Ta 
h a 

Considerando-se ~p e ~T variaçÕes de pressão 
temperatura entre o interior do volume de controle e 
ambiente, a eq . (3) resulta : ( ) 

k -- 1 

' - '; - ( 1 - ': ) -k 

(2) 

(3) 

e 
o 

(4) 

Fazendo-se o desenvolvimento binomial do segundo 
membro de (4) c retendo apenas o termo linear em ~p 
re su lta: 

~T k - 1 ~p 
1 = -k- -p 

Com a eq. (5) em (2) tem-se: 

v2 
a 

2 c 
p 

k - 1 
k 

~p T 
p 

(5) 

(6) 
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Aplicando-se as relaçÕes de gás perfeito para a 
massa específica e o calor especÍfico, chega-se à ex 
pressão de V na forma da equação de Torricelli. Sendo 
A a área de ~azamento e como a massa especÍfica e fun­
ção do tempo e não do ponto, resulta a vazão em massa 
instantânea de vazamento: 

m = pVaA Av;:;; (7) 

Send~ ~p = p - pb e referindo a massa específica 
pela equaçao de Clapeyron: 

m = A j R~ p p - pb (8) 

Como a passagem de gás pelas superfÍcies permeá­
veis do volume de control e correspo nde ao vazamento a 
equação da continuidade proporciona uma segunda expres 
são da vazão correspondente : -

m ~ dp 
RT dt (9) 

Igualando-se essas duas Últimas expressoes e se­
parando-se as variáveis: 

dt 
.. (lO) dp 

A v'"'2RT v p ( p - pb 

Integrando-se entre p e p para um intervalo ~ t, 

resulta: o 

[ ·{ v,:- '•'b ~t = 
.. 

A I"2R? 2 1f'p2-ppb' 

ADH1ENSIONALIZA~ 

Fazendo-se: 

a L 
po 

+ 'r,-,b)] 
+ 2 p-pb 

(11) 

(12) 

resulta num parâmetro adimensional representativo 
das variaçÕes de pressão no escoamento , e cujos valores 
se restrigem ao intervalo de zero a um . 

Definindo-se: 

po > 1 
n = -- (13) 

Pb 

tem-se a proporçao entre as pressÕes internas e 
externas ao volume de controle. Des sa maneira tem-se 
uma indicação adimensional da máxima variação de pres­
são no fenômeno . 



Com as expressoes (12) e (13) em (11) chega-se a 
uma expressao adimensional representativa do escoamento 

r <! - 1 

2~ A ITRT 2n 

y ó t t n 

j a l) 
. 

(a - + a 
n 

(14) 

O primeiro membro dessa equação representa um iu 
~rvalo de tempo adimensional ( T ), independente da 
configuração do volume de controle. Esse intervalo de 
tempo corresponde a variaçÕes de pressão a partir da 
condição ini cial até uma condição genérica . 

O interva lo de tempo limite ( T* ) para a dura -
ção do fenômerno corresponde à igualdade entre pressÕes 
interna e 7x~erna. Fazend~-s~ p pb' d~ (12) e (13) 
tem-se o l1m1te entre var1açoes e pressao: 

l (15) 
n 

a qual aplicada em (14) proporciona o limite de 
duração mencionado : 

(16) 

Na figura 3 são representada s as curvas de T 
versus ~ tendo como parâmetro n. ~ lembrado que tais 
curvas apresentam signi ficado apenas até o valor de T*. 

1 
p 

p 
n= y=1,02 

b 

Fi ~ . 3 - Curvas de escoa 
menta 
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ANÁLISE DO MODELO 

O diagrama da figura 3 permite uma noçao fÍsica 
da aplicabilidade da elasticidade para medidas de vaza 
mentos. Com o modelo apresentado verifica-se a ocorren 
cia de significativas variaçÕes de pressão no 1n1c1o 
do fenômeno, para depois gradativamente se reduzirem 
as variaçÕes relativas. 

Esse comportamento é tanto mais característico 
quanto mais próximo da unidade é o parâmetro n. Como a 
vazão de vazamento é proporcional à diferença de pres­
são, a saída de massa do sistema ocorrerá preponderan­
temente no início do escoamento . Por outro lado , eleva 
dos valores de n são indicativos de regime transitório, 
situação não abrangida pelo modelo . 

Analisando-se o modelo, prevê-se que, se o vaza­
mento for determinado por diferença de pressão desde a 
condição inicial até a ambiente, no intervalo de tempo 
medido uma parcela corresponderá a vazÕes de pouco sig 
nificado. Deve-se esperar resultados da vazão de vaza= 
mento inferiores ao real. Tal compc•rtamento revela-se 
mais significativo à proporção que o parâmetro n tende 
à unidade. 

VERIFICAÇÕES EXPERIMENTAIS 

O presente trabalho foi motivado por discrepân 
cias verificadas no ensaio de dutos de ar condicionado . 
Nesses sistemas a pressão de operação ou de ensaio é da 
ordem de grandeza da pressão barométrica; assi~,de acor 
do com o modelo proposto, as determinaçÕes de vazamento 
por elasticidade resultarão aquém do real. 

Para os ensaios realizados tem-se resultados mais 
prováveis na tabela 1, onde a vazão de referência foi 
determinada por placa de orifício . Es tima- se uma incer­
teza de dez porcento para a vazão de referência e de 
quinze porcento para a vazão média. 

flt 

t* 

1.0 1,5 2,0 
TEMPO ADIMENSIONAL ?:: 



?,=101,3 kPa r= 3o5 K •r: 0,2 m3 vazão de variação 

po p oc n ót m 
referência percentual 

[ mmH1o] [ mmH1oJ [ s J [1Õ
3
,s] põl "o/s] [ 

0/o] 

400 o 0,963 1,039 25 0,4 1,6 -75 

360 160 0,985 1,035 5 0,9 1,4 -35 

340 o 0,968 1,0l3 30 0.3 1,3 -75 

340 40 0,996 1,033 10 0,3 1,3 -7 5 

Tab . 1 - Resultados experimentais 

~ota-se uma significativa diferença para menos 
das vazÕes estimadas por intermédio de elasticidade 
( ~ ). Destaca-se o fato de a menor discrepância serve 
rificada para o menor intervalo de tempo medido, o qual 
corresponde a uma pressão final acima da atmosférica. 

Tais resultados apoiam a coerência do modelo pro 
posto, apesar das várias amplificaçÕes realizadas. -

DISCUSSÃO 

O enfoque do trabalho é mais fÍsico do que analÍ 
tico. Pretendeu-se estabelecer o comportamento generali 
zado das variaçÕes de volume de meios aeriformes para 
ter-se um ponto de apoio para explicar discrepâncias en 
centradas experimentalmente, bem como ressaltar a baixa 
confiabilidade do emprego da e lasticidade para medir va 
zÕes de reduzidas variaçÕes de pressão . -

Um enfoque numérico resultará em conclusÕes espe 
cificas, dependentes das características particulares 
do problema, conforme apresentado por Wiggert [ 5 ] e 
Streeter , Keitzer e Bohr [ 2 ]. SoluçÕes analÍticas do 
problema de escoamento por passa~ens de áreas são abor­
dadas por Eg li [ l ] e Tuck [ 3 J com menor ênfase na 
parte física. Desse modo, verifica-se que o presente 
trabalho e os citados são esforços complementares . 

A noção de a equação de Clapeyron ser um excelen 
te modelo para gases em torno de pressÕes e temperatu ~ 
ras ambientes induz o seu uso para verificaçÕes de vaza 
mentos decorrentes de escoamento próximos dessa condi ~ 
ção . Esse fato é apoiado porque os aparelhos comumente 
disponÍveis em engenharia não Atendem a essa faixa de 
trabalho. Porém, com o presente trabalho verifica-se uma 
dificuldade operacional de nível elevado para a aplica­
ção desse método com certo grau de precisão. 

CONCLUSÃO 

A medida de vazamento de fluÍdos aeriformes por 
sua elasticidade torna-se mais confiável ã medida que 
crescem as dimensÕes do sistema e as diferenças de pres 
são envolvidas . Esta Última está limitada a valores que 
não acarretem regimes transitórios ou expansÕes de cara 
ter acentuado . 

A pressão mÍnima determinável deve estar mais a­
fastada da pressão ambiente quanto mais próxima da uni­
dade for a relação entre a pressão inicial e a ambiente. 
Como consequência, os intervalos de tempo de medida se­
rão cada vez mais reduzidos, acarretando em dificulda -
des de determinação. 

Verifica-se a inadequação do uso da elasticidade 
para medida de vazamentos quando de reduzidos valores 
de pressão. O mé t odo pode ser usado como procedimento 
indicativo, porem mantendo-se a pressão final afastada 
da atmosférica. 

Considerando-se que elevadas diferenças de pres­
são podem causar os inconvenientes já mencionados, res­
t a determinar a faixa intermediária de pressão onde o 
método é válido. 
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ABSTRACT 

From years now, the e1astic characteristics of 
aeriform f1uids has been used to evaluate the flowrate 
due to leakage in fluid lines. The authors verified a 
high disagreement between values given by this method 
and the ones determined by orifice platf' when they 
tested a venti1ation duct . As consequence of searchin~ 
a answer to this verification the present work apoeared. 
A simplified model was developed to de sc ribe the pheno­
menon and a flow equation is presented in graphical 
form which shows the relation between the paramete r s 
concerned in dimentionless form. An attempt is made t o 
explain by physical means that this method allows a low 
degree of confidence when applied to systems having re­
latively little values of pressure variations. 
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RESUMO 

Transdutores de impedância de dois eletrodos para a medida do Escoamento Bifâsico 
do tipo liquido-gâs foram desenvolvidos e ensaiados em uma seção vertical, com âgua da 
rede em repouso. A calibração dos sensores desenvolvidos, realizada pelo método gravi­
métrico,mostrou uma característica fortemente linear para fraçÕes de vazio entre O e 
157.. Os resultados mostraram-se compatíveis com os da 1iteratura. Tes t es adicionais pa 
ra avaliar o desempenho dos transdutores foram realizados, envolvendo os efeitos dos 
eletrodos de guarda e assimetria na distribuição da fase gasosa. 

INTROD UÇÃO 

A fra ção de vazio, a , é um parâmetro fundamen 
tal na carac terização do escoamento bifâsico. O co~ 
nhecimento dessa grand eza é necessário para a deter 
minação da densidade e aceleração media do fluido e 
para o estabelecimento das correlaçÕes de perda de 
carga [1] e transferência de calor. Como consequên­
cia , um dos principais objetivos dos pesquisadores 
do assunto nas Últimas décadas tem sido o desen 
volvimento de um instrumento capaz de medir a fra~ 
ção de vazio [2]. 

Uma das técnicas de determinação experimental 
da fração de vazio , baseia-se na medida da impedân­
cia media do meio bifâsico [1,5,6,8,11,12]. o seu 
princÍpio de funcionamento estâ fundamentado no fa­
to de que, em geral, ocorrem diferenças significati 
vas entre as propriedades ele tricas das fases (con~ 
dutividade eletrica e constante dieletrica), o que 
possibilita relacionar a impedância media do escoa­
mento com a fração de vazio . Nesse sentido, diver­
sas geometrias de transdutores de impedância têm si 
do construÍdas e testadas [2]. 

Algumas vantagens dos transdutores de impedân 
cia são sua simplicidade construtiva , râpido tempo 
de resposta ( o ~ue os torna adequados para medidas 
de transitórios Ll,3 ,4, 5,ll,l4)), os eletrodos po­
dem ou não ser do tipo intrusivo, além da facilida­
de de operação e de custo reduzido . Entre as des~an 
tagens podem ser incluÍda a necessidade de compensa 
ção do valor do sinal e létrico devido às variaçÕes 
das propriedades elétricas com mudanças de tempera­
tura e concentração de impurezas [3] . Deve se acre~ 
centar ainda, conforme assinala Delhaye [6], que es 
se sistema sensor deve ser montado numa seção cujas 
paredes sejam isolantes elétricos. 

Diversos modelos teóricos foram propostos no 
sentido de prever a dependência das propriedades e­
tétricas médias de um meio bifâsico em função da 
fração de vazio (ver [7] e [8]) . Entre eles, os mo­
delos clâssicos de Maxwell [9] e Bruggeman [lOJ se 
destacam . Sendo K a condutividade elétrica med1a do 
meio bifâsico, K a condutividade elétr1ca da fase 
continua (1Íquid8) e a a fração de vazio , as seguin 
tes relaçÕes foram obtidas por ~xwell e Bruggeman~ 
respect1vamente: 

e 

~ 
K 

o 
J -

3. a 
2+a 

(1) 
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~ 
K o 

(2) 

Os resultados experimentais de alguns auto­
res têm-se mostrado relativamente próximos das pr~ 
diçÕes teóricas. Isso acontece particularmente com 
Evangelisti & Cimorelli [1] e Michaelli [1 1 ] . Jâ 
Gombert [12] obteve alguma discrepância . 

O presente trabalho objetiva apresentar os 
resultados experimentais resultantes de um transdu 
tor de impedância de campo fixo e eletrodos monta~ 
dos de modo a não perturbar o escoamento . Sua cur­
va de calibração foi levantada e comparada com os 
modelos clâssicos e curvas de outros autores . Ou­
tros teste foram conduzido s no sen tido de explorar 
algumas características de funcionamento desse ti­
po de transdutor. 

ARRANJO EXPERIMENTAL 

O t1po de transdutor empregado é formado por 
um par de eletrodos , ditos principais, guarnecidos 
por dois outros pares de eletrodos, denominados e­
letrodos de guarda . A função desses Últimos elemen 
tOS e minimizar OS efe1tOS de borda, de forma a 
produzir um campo elêtrico uniforme entre os ele­
trodos pr1ncipais . A geometria dos eletrodos acom­
panha a curvatura da tubulação, de forma a não 
interferir no escoamento da mistura bifâsica, con­
forme ilustrado na Figura l. 

D. • Jb 111D 
anterno 

ELETitOOOS l.JF AÇO INOXIOÁ\'t.L 

TkANSVl'Tilk Ot AC:R!llt:P 

Figura l. Esquema do transdutor de impedância. 



Sendo E a constante di elétrica media do meio 
bifás ico, a condição (wE/ K) 2 << l, onde w é a fre­
quência angular do sinal da font e de alimentação, 
indica que a resistência Ôhmica do meio inter1or 
aos eletrodos do transdutor é o ef eito e létrico 
principal, uma vez que a fr equência adotada ne s te 
trabalho foi de 20KHz. Nessas condiçÕes , a curva de 
calibração é do tipo K/K ~ f( a ). Co s tuma-s e adimen 
sionalizar a condutivida~e e letrica média, K, r efe::­
rindo-a a condutividade elé trica da fase continua 
(liquido), K, com a finalidade de compensar os e­
feitos comun~, como a dependênc ia da temp eratura e 
concentração de impurezas. Na pesquisa relatada nes 
se trabalho foram ensaiados dois transdutores. -

Uma seção de ensaio foi es pecialmente 
truida. A simulação do escoamento bifásico 
cal, ascendente e adiabático) foi realizada 

co ns­
(verti 

com 
e água. O es quema da 1nstalação encontra-se na 
gura 2 . 

ESCALA 
(~) 

ESCOAHE~JO 

' IUf,'\SICO 
(ar - âgua) 

ar 
Fi-

"-....[•TRANSDUTORES 

VRP 

~ AR- DE AR 

. """'' ... '·"' • ·- "" ·-· ,.... • 11 ... 

Figura L. Esq uema da seção de ensaio . 

A válvula r eguladora de eressão, VRP , era r es 
ponsáve l pela r ed ução da press ao do ar da linha de 
a r comprimido até a pr essão de trabalho (- 100 KPa) 
A medida da vazão foi possível graças a um par de 
r otâme tros operando em co nfi guração paralela, com 
fa i xas de vazão de 10-100 Nl/h e 100-1000 Nl/h. Um 
manômetro indicava a pressão do fluxo de ar antes 
do borbulhador. Este Último e lemento era r es ponsá -
vel pel a introdução do ar na seção de t es t es , preen 
cn ida com água em r epou so . Manômetro s de coluna fo::­
ram utilizado s na calibração dos tra nsdutor es , uma 
vez que proporciona a medida exa ta da fração de va­
zio (método gravimétrico). 

Um circuito e l e trônico foi desenvo lvido para 
tratar os sinais dos transdutores, o qual inc luía 
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um estagio de demodulação do s inal, visto que a fon 
te de alimentação e r a de 20 KHz. O proj e to do cir::­
cuito previu duas saÍdas : s inal instantâneo ( fre­
quê ncia de cor t e ~ 100 Hz) e sinal media ( frequen­
cia de corte~ 0,06 Hz). Na Fi gura 3 o diagrama de 
blocos do circuito empr egado é ilus tr ado. 

":"'-c-11 ""'1 

,,..,..,; 
I'RIMTrA I"l 

"f"J110 

I~A.•tU ... 'm 

Figura 3 . Diagrama de blocos do circu i to eletrôni ­
co de processamento do sinal . 

RESULTADOS E ANÁLISE 

Um total de 794 pontos de ca l ibração foram 
obtidos, send o 412 pontos par a o transdutor infe­
rior (Figura 2) e 382 pontos para o outro transdu -
t or. Os transdutores fo r am cal ibrad os pelo método 
gravimé tri co , através dos manômetros de col una aci­
ma referidos. Esse método é suficientemente prec iso 
quando os efeitos de atrito são desprezíveis, como 
aconteceu no present e trabalho. Quando se verifica­
va o início do r egime pistonado, as oscilações nos 
manômetros de col una dificultavam as leituras. Nes ­
sas co ndiçÕes , somen t e fraçÕes de vazio até 15% pu­
deram se r ensaiadas. Assim, apenas o regime d e es ­
coamento bo lh as fo i verificado ; o r egime pistonado 
foi s tmpl esme nt e observado. O resultado da r eg res­
são linea r do$ pontos exper imentai s pe l o método dos 
mínimos quadrados é o seguint e : 

K 
K 

o 
1,00 - l,l5 . a (3) 

O coef i cient e de co rr elação linear co rr es pon­
dente é r ~ 0 , 9955 . A curva acima juntament e com os 
pontos experimenta i s foram incluÍd os no gráfi co da 
Figura 4. 

o ... 
'"' 

!.UI·~~ I 
o. 8 

~ 
---~ 

I 
~ U.b 

~--, 
"" c 
o 
u 

o ,4 -· 
U,l.j-

10 1 5 
Fração de vaz i o, o(\} 

Figura 4. Resultados expe rimentai s . 
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A tabela 1 apresenta um quadro comparativo de 
algumas curvas de calibração disponíveis na litera­
tura, além dos modelos teóricos. Para efeito de com 
paração, as curvas que não eram originalmente line~ 
res, foram linearizadas pe1o método dos mínimos qua 
drados na faixa de fração de vazio de 0-15%, sendÕ 
designadas por um as t erisco (*). 

Tabela l. Quadro comparativo de distintas curvas de 
calibração . 

Al'TOR Ref. CURVA a(:O 

Evangelisli & Cimorelli C/C 2 

o - 1,4la* 0-15 

Delhaye e outros 2 K/K0 = 1 - 1,32a 0-40 

Haxwell 9 K/K0 = - 1,39a* 0-15 

Bruggeman 10 K/K = o 
1 - 1 ,44a* 0-20 

Hichaelli 11 K/K = - 1, 40a CJ-20 
o 

Gombert 12 K/K 2 

o 
1 - 1,25a 0-20 

Presente trabalho K/K0 = l - 1,15a 0-15 

Evangelisti & Cimorelli foram os Únicos que 
trabalharam na faixa de operação capacitiva. 

A modelagem de Maxwell considera pequenas es­
feras distribuÍdas unif~rmemente de forma matricial 
num meio continuo . A distancia entre as esferas é 
tal que não se verifica perturbação alguma no campo 
eletrico junto a uma esfera devido ã presença das 
demais. Bruggeman, por sua vez, a partir de uma con 
figuração aleatória admitiu a validade da lei de 
Haxwell. 

Em escoamento bifâsico, e particularmente nas 
condiçÕes do presente trabalho, dificilmente as hi­
pÓteses formuladas por Maxwell são satisfeitas, mes 
mo no regime em bolhas, de forma que deve se espe -
rar alguma discrepancia entre os modelos teóricos e 
resultados experimentais . 

Verificou-se que o sinal elétrico do tipo de 
transdutor analisado no presente trabalho é sensí­
vel adistribuição da fração local na seção transver 
sal /13j. Por outro lado, hã concordância entre di 
versos pesquisadores [1,4,11,12,14} no sentido de 
que_a distribui~ão dessa grandeza e afetad~ pela 
vazao da fase l1quido. Isto explica a proxim1dade 
dos resultados do presente trabalho e o de Gombert : 
ambos obtiv~ram suas curvas com vazão de lÍquido nu 
la, o que nao ocorreu com os demais pesquisadores.-

Efeito dos cletrodos de guarda. Experimentos 
foram conduzidos com a finalidade d~ avaliar os e­
feitos dos eletrodos de guarda. O primetro t es te 
consistiu em verificar o comportamento da curva de 
calibração do transdutor quando os eletrodos de 
guarda permaneceram desativados. Fundamentalmente 
n! faixa d~ fração de vaz!o investigada (0-15%): 
nao se ver1t1caram variaçoes significativas nem na 
linearidad e , nem na equação da curva de calibraçao. 

Outra experiência visou observar os efeitos 
de borda. Basicamente, mediu-se a variação do sinal 
absoluto do transdutor com e sem a operação dos ele 
trodos de guarda. A análise des se ensaio revelou 
que o sinal var~a ce r ca de -201, quando os eletro­
dos de guarda sao acionados. Isso indica que os ele 
trodos de guarda minimizam os efeitos de borda nÕ 
sentido de estabelecer um campo elétrico uniforme 
entre os eletrodos principais, condição importante, 
sobretudo, para a medida de transitÓrios. 

. hfeitos de assimetria· Uma esfera de material 
1solante (vldro) foi introduzida entre os eletrodos 
principais_do transdutor em diversas posiçÕes angu­
lares, variando de 15 em l50 e varrendo toda a cir-
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cunferência da seçao transversal do transdutor, co­
mo mostrado na Figura 5. 

0
esfera = 19,5mm 

0
tubo 

36mm 

e = 5mm 

Figura 5. Esquema do ensaio do efeito de assimetria. 

Alem dessas medidas, a esfera foi posicionada no 
centro da seção e anotando-se os valores dos sinais 
corresponáentes. A fração de vazio calculada, devi­
do a inclusão dessa esfera, foi de 21,4% o que, da 
curva de calibração (equação 3), resulta em K/K = 
0,754 . O gráfico correspondente a esse ensaio enc8n 
tra-se na Figura b. 
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Figura 6. Variação do sinal K/K no ensaio de assi-
metria. 0 

Essa experiência revela o significativo efei­
to da assimetria sobre o sinal do transdutor. 

CONCLUSÕES 

O tipo de transdutor construído apresenta uma 
curva de 7alibração acentuadamente linear e deve, 
preferenc1almente, ser calibrado na faixa de vazão 
da fase lÍquido próximo às condiçÕes de trabalho. 
A uniformidade do campo elé trico entre os eletrodos 
pri~c~pais do transdutor pode ser alcançada com o 
aux1i1o dos eletrodos de guarda, condição importan­
te na medida de transitórios no escoamento. Verifi­
cou-se_que existe uma fort~ dependência da resposta 
d~ste tnstrument~ em relaçao ã distribuição da fra­
çao local na seçao transversal. Caso o escoamento 
seja reconhecidamente assimétrico, deve ser conside 
rada a utilização de u~ transdutor de campo elêtri~ 
co girante [2,3,11,12]. 
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ABSTRACT 

Impedance sensors of two electrodes for liq­
uid-gas Two-Phase Flow measurements have been devel 
oped and tested in a vertical test section, filleJ 
with stagnant water. The calibration curve was ob­
tained by the gravimetric procedure, indicating a 
strQngly linear characteristic for void fractions 
in the range from O up to 15%. The obtained results 
have been found to be consistent with those from 
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the literature . ln addition, tests have been conduc­
ted in arder to evalueted effects over the eletrical 
s ignal by the guard electrodes as well as by the a­
symmetric distribution of the gas phase. 
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RESUMO 

A Ebulição Nucleada de misturas Refrigerante ll-Óleo com concentraçÕes de Óleo 
na base massa variando de O a 10%, foram investigadas. A superfÍcie de aquecimento 
utilizada era constituída de um tubo cilÍndrico de latão de0,0142m de diâmetro, aque 
cido interiormente por uma resistência do tipo cartucho . A pressão adotada foi de 
0,13 MPa. Os resultados foram correlacionados por uma equação semelhante ã de Rohse 
now, apresentando pequena dispersão, principalmente em baixas concentrações de Óleo~ 
Diverso~ modelos da literatura foram comparados aos resultados obtidos, resultando 
discrepancias significativas. 

INTRODUÇÃO 

A técnica da "produção de frio" por ciclos fri&Q. 
ríficos de compressão a vapor (ou mesmo de absorção) 
tem sido aplicada com freqüência crescente nos Últimos 
cinqüenta anos. Com as exigências cada vez mais seve­
ras no controle ambiental de edifícios e mesmo de apli 
cações industriais, a utilização de equipamentos condi 
cionadores de ar tem se generalizado, aumentando a im­
portância das técnicas de produção de frio. Apesar de~ 
sas técnicas apresentarem uma tecnologia consolidada, 
a necessidade de produzir equipamentos compactos e efi 
cientes em termos energéticos impeliu as indÚstrias do 
setor, nos países avançados, a desenvolver pesquisas 
de alguns aspectos do processo. Assim, além das pes­
quisas de desenvolvimento de novos compressores, por 
exemplo, tem-se investigado mecanismos para intensifi­
car a transferência de calor em evaporadores, tornando 
possÍvel a redução de seu tamanho e, conseqüentemente, 
de seu custo inicial. 

O problema do transporte de Óleo de lubrificação 
do compressor pelo refrigerante ~ sobejamente conheci­
do. Como o Óleo é solúvel no refrigerante, resulta o 
transporte do mesmo para o evaporador. Lá a evaporação 
progressiva do refrigerante faz com que o Óleo se depQ 
site. Este depósito não só reduz o coeficiente de 
transferência de calor mas promove um acréscimo de peL 
da de carga resultante da maior velocidade que se deve 
imprimir ao refrigerante gasoso para que ocorra o aL 
rasto do Óleo, permitindo que o mesmo retorne ao com­
pressor. Percebe-se, assim, a importância do problema 
da presença de Óleo nas regiões de baixa pressão do ci 
elo frigorÍfico. Tal importância, entretanto, não tem 
encontrado eco na comunidade de pesquisa como o comprQ 
vam as poucas publicações encontradas sobre o assunto. 
Em parte, a deficiência de publicações se deve ao fato 
do problema apresentar características relativamente 
complexas. Assim, o problema tem sido estudado atra­
vés da ebulição em piscina de misturas refrigerante­
Óleo, com a superfÍcie de transferência de calor sendo 
aquecida eletricamente . Tal problema é representativo 
dos denominados evaporadores inundados. 

O mecanismo de ebulição de misturas em geral tem 
recebido alguma atenção nos Últimos anos. No caso es­
pecÍfico de misturas refrigerante-Óleo, devem se dest~ 
caros trabalhos de Stephan et alii . [1], [2]. Neles, 
misturas de distintas concentrações de Óleo em refri~ 
rantes Rl2 e R22 foram investigadas. Trabalhando com 
superfÍcies planas de cobre ou inconel, submetidas a 
tratamentos superficiais, Stephan et alii determinaram 
um efeito significativo da concentração do Óleo no me­
canismo detransferência de calor junto à superfície de 
ebulição. Sauer et alii. [3], [4] investigaram o com­
portamento de misturas de Óleo com os refrigerantes 
Rll e Rl2, complementando o trabalho experimental com 
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algumas tentativas de correlacionar os resultados atr~ 
vés de relações do tipo da de Rohsenow [4] e [s] ou r_g_ 
sultantes da análise dimensional, obtendo relativo su­
cesso. Posteriormente, Jensen et alii [~ abordaram o 
problema, investigando a ebulição de misturas Rll3 -
Óleo à pressão atmosférica. Fizeram também experimeR 
tos com respeito à obtenção de propriedades termofÍsi­
cas e de transporte das misturas. Mais recentemente 
Bergles et alii [7] e [8] publicaram trabalho sobre 
efeito do Óleo, abordando especificamente as questões 
das propriedades da mistura e da distribuição de temp_g_ 
ratura em secções de testes cilÍndricas. 

O presente trabalho tem por objetivo apresentar 
resultados sobre a ebulição de misturas Rll- Óleo ob­
tidos experimentalmente e correlacionados através do 
procedimento dos mínimos quadrados tendo como base a 
equação proposta por Rohsenow. 

MONTAGEM EXPERJMENTAL E PROCEDIMENTO 

Os testes foram realizados em uma cuba de aço 
inox 304 de 0,30x0,20x0,30m, onde instalaram-se duas 
janelas de vidro plano temperado para observações e o~ 
tenção de fotos. Uma tampa do mesmo material da cuba 
dotada de parafusos uniformemente distribuÍdos pressiQ 
na uma junta de borracha especial anti-solventes, pro­
porcionando condições para que se investigue a ebuli­
ção de diversos tipos de fluidos à várias pressões. O 
vapor era condensado em uma serpentina, por onde circQ 
lava água da rede. O acionamento de válvulas instala­
das nas linhas de vapor, condensado e da água permiti­
ram controlar a pressão, com o que a temperatura do b~ 
nho pode ser estabelecida. A Fig. 1 apresenta uma re­
presentação esquemática do arranjo experimental. 

A superfÍcie aquecida era constituÍda por um ci 
lindro de latão de O,lOm de comprimento e espessura de 
parede de 0,0070m. Uma resistência do tipo cartucho 
fornecia o aquecimento necessário, atingindo-se densi­
dades de potência de até 250 KW/m 2 • O controle da PQ 
tência elétrica fornecida foi feito por dois Variacs, 
conforme se mostra na Fig. 1. 

As temperaturas na superfÍcie de aquecimento fo­
ram obtidas através de quatro termopares instalados em 
orifÍcios longitudinais, como ilustrado na Fig. 2, com 
o que foi possível obter a temperatura superficial mé­
dia ao longo do cilindro [8]. A temperatura do banho 
foi obtida por um termopar com blindagem de aço inox, 
colocado a O,lOm de distância da superfÍcie de aqueci­
mento . Um manovacuômetro instalado na tampa da cuba 
fornece a pressão do sistema . 

A carga de sistema era precedida de uma limpeza 
adequada . O volume de Rll era O,Ollm 3 • A energia foL 
necida era gradualmente aumentada em incrementos de 
~/m2 até um máximo de 65KW/m 2 , e depois reduzida até 
o menor patamar. A cada nÍvel de potência fazia-se as 
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Figura 4 . Efeito do Óleo no coeficiente de trans­
ferência de calor obtido na ebulição de 

misturas de Óleo com Rll à pressão de O, 13 MPA . 

. TS- TSAT ~ CS(Q/A)m Prn ( 2) 

onde T5 ~a temperatura ~uperfici~l, Cq/A) i o fluxo 
de ca l or por un1dade de area, Pr e o Numero de Prandtl 
do 1Íquido.e.c5 um parâmet r o que depend~ de propr~eda­
des t ermod1nam1cas e de transporte do l1qu1do, alem do 
t ipo de combinação superfíciP-fluido . Diversos pesqui 
sadores têm verificado a adequação de uma correlação do 
tipo Eq . (2) para representar situações em que ocorre 
ebu l ição nucleada. Tal será, portanto, a equação de 
par tid a adotada para correlacionar resultados experi­
mentais obtidos para a ebulição nucleada de soluções 
Rll -Óleo. 

AVAL I AÇÃO DA CORRELAÇÃO 

Como a viscosidade parece ser a Única proprieda­
de que i significativamente afetada pe l o Óleo, o seu 
efe ito so bre a ebulição nucleada da mistura refrigeran 
te - Ól eo foi avaliada atravis do NÚme r o de Prandtl. Nes 
sas cond ições , da adimensional i zação da Eq . (2), resul 
t a: 

m n 
y = c

5 
X Pr (3) 

Cp(TS - TSAT) 
; X = JQL.hlQ onde y = 

h LV hLV lJ 

G r· 5 lJ CP 

D = g(Pm ~P) Pr = -k- ; 

em que as propriedades se referem a mistura. 
Considerando um total de 125 pon tos experimen­

tais , os pa râme t ros "m", "n" e "C " da Eq. (2) foram le 
vantados at ravis do procedimento

5
dos mínimos quadrado~ 

resul tando os seguintes valores: 

cs = 0 . 00413 
m = 0 . 32448 
n = 1. 90728 

A d i soe r são mértia observada foi de 0,00023, e o 
desvi o m~d io padra0 0,01510 . Observe-se que o efeito 
da vi scosidade, atrav~s do NÚmern ne Prandtl, é sieni­
fica t ivo . Na Fig . ~ sã~ co~o~ r Rd os ns resultados exp~ 
r i mP n t a i s com aqueles r~snH antes da Eq. (3) pa r a os v~ 
l or es de m, n e C aci ma, ten~a o N~mer" de Pr andt l co­
mo pa r âme tro. OGserva-se uma corre l ação razoável d"s 
r esultados experimentais, resultan te de uma significa­
tiv~ var i ação do NÚmero de rrandtl em vi r tude da vari~ 



leituras da temp:ratura do banho, temperaturas da 
perfÍcie e pressao. 

su-

Figura l. Diagrama esquemático do circuito experi­
men tal. 

Figura 2. Detalhe da resistência de aquecimento e 
da disposição dos lermopares. 

Depois que uma rodada usando Rll puro era compl~ 
tada adicionava-se Óleo usado em compressores frigorí­
ficos (Polar Oil da Atlantic) numa quantidade prévi~ 
mente calculada para que a massa de Óleo representasse 
1% da massa total da mistura Rll -Ó leo. Isto feito, v~ 
riava-se novamente a potência elétrica fornecida e r~ 
petia-se a rotina anteriormente descrita para o Rll p~ 
ro. Testaram-se misturas com 1,3,5,7,10 e 20% de Óleo. 

Os dados obtidos foram processados levando-se em 
consideração as equações de calibração de cada termo­
par. Perdas axiais pelos cilindros verticais que sus­
tentam a resistência de aquecimento foram avaliadas d~ 
terminando-se que elas variavam de 0,5% a 2,0% na re­
gião de ebulição plenamente desenvolvida. Correções na 
temperatura da superfÍcie devido a espessura da parede 
do tubo (x=O,OOlm) foram estimadas,através da 'so lução 
do problema de condução radial de calor em um cilin­
dro, obtendo-se valores que variavam de 0,1 a 0,5"C. 

As propriPdades de transporte do Rll foram obti­
das das tabelas da Ashrae e Ou Pont Inc. As do Óleo fQ 
ram consideradas como sendo aquelas do tipo 3GS, como 
o comprovnram levantamentos experimentais de sua densi 
dade e viscosidade. As propriedades de transporte da 
mistura refrigerante-Óleo foram avaliadas através de 
uma ~onderação adequada das propriedades dos componen­
tes L6]. Tais co rrelações, proporcionam desvios que 
variam de 1,5 a 4,0%. 

As incertezas no coeficiente de 
de calor foram estimadas em torno de 6% 
nada através de um estudo de propagação 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

transferência 
quando determ.i 
do erro. 

Os parâmetros mais importantes da transferência 
de calor na ebulição nucleada plenamente desenvolvida 
podem ser considerados como sendo o fluxo de calor por 
unidade de área (Q/A) e a diferença de temperatura en­
•re a superfÍcie e o banho lÍquido (óT). Essas duas 
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variáveis são descritas pela Lei do Resfriamento 
Newton: 

h Q/A óT 

de 

(1) 

Resultados obtidos da ebulição de Rll puro e de 
misturas de Rll com 1,5 e 10% de Óleo na base massa 
são mostrados na Fig. 3, em termos do fluxo de calor 
e do superaquecimento da superfÍcie. Observa-se que 
para pequenos superaquecimentos da superfÍcie, o siste 
ma apresenta características de Convecção Natural. À 
medida que o superaquecimento da superfÍcie é incremeQ 
tado, bolhas isoladas começam a aparecer sobre a supe~ 
fÍcie. O aparecimento dessas bolhas depende da conceQ 
tração de Óleo. Assim, para refrigerante puro, este 
ponto ocorre por volta de 6,5KW/m 2 de potência, de 1 a 
5% este patamar é elevado para l0,5KW/m' e, para con­
centrações de 7, 10 e 20%, as bolhas surgem em potên­
cias da ordem de l2,5KW/m 2 • 

Com o aumento do fluxo de calor a população de 
bolhas na superfície é incrementada, no que se conveQ 
cionou chamar de Região de Transição, até que, por vo~ 
ta de 15KW/m 2 toda a superfície de aquecimento é toma­
da por bolhas e atinge-se a denominada Ebulição Plena­
mente Desenvolvida. Depois de atingir um nível máximo 
de 65KW/m 2

, diminui-se o fluxo de calor, observando-se 
qu~ para a mesma potência, o superaquecimento (óT) é 
menor que no caso em que a potência era incrementada , 
caracterizando efeitos de histerese, os quais se acen­
tuam à medida que a concentração do Óleo é aumentada. 

A Fig. 4 mostra que o efeito do Óleo no coefi­
ciente de transferência de calor para a região de Eb~ 
lição Nucleada Plenamente Desenvolvida se dá no senti­
do de diminuÍ-lo à medida que a concentração de Óleo 
na mistura aumenta. Não se observam aumentos signifi­
cativos no coeficiente de transferência de calor para 
concentrações de 1% e 3% em relação ao Rll puro, as va 
riações se situam dentro da faixa de incerteza de 6%, 
não caracterizando, ~ortanto, certa anomalia referida 
na literatura [t] e L9], segundo a qual o coeficiente 
de transferência de calor para essas concentrações de­
ve ser maior que para o refrigerante puro. Pode-se nQ 

tar também que a inclinação destas curvas tende a dim.i 
nuir com o aumento da porcentagem de Óleo, efeito que 
é atribuÍdo ao retardamento do despreendimento das bo­
lhas ocasionado pela formação de uma camada rica em 
Óleo na região próxima a superfície de aquecimento. 

CORRELAÇÃO DOS RESULTADOS 

Dentre os mecanismos propostos para interpretar 
o processo de transferência de calor na ebulição de 
fluidos junto a superfÍcies sÓlidas aquecidas, aquele 
proposto por Rohsenow, é um dos que melhor tem correl~ 
cionado os resultados experimentais. Esse modelo con­
sidera que o mecanismo responsável pela remoção de c~ 
lor junto à superfÍcie seria o de convecção local re­
sultante da agitação promovida pelas bolhas. Nessas 
condições, admitindo como dimensão característica o 
diâmetro de despreendimento das bolhas, a relação fun­
cional entre os parâmetros adimensionais que caracter..!. 
zam o fenômeno pode ser escrita por: 

O NÚmero de Nusselt, Nu , é dado em termos do 
coeficiente de transferência Se calor médio, o qual é 
referido ao superaquecimento da superfÍcie. Por outro 
lado, o NÚmero de Reynolds. Re0 , é caracterizado por 
uma velocidade do lÍquido junto à superfÍcie determin~ 
da pelo deslocamento médio promovido pelas bolhas. Pa­
ra isso, modelos de distribuição de cavidades ativas 
na superfÍcie, função do fluxo de calor, Q/A, e da fr~ 
qüência de despreendimento de bolhas devem ser introd~ 
zidos. Através da argumentação acima Rohsenow obteve 
uma relação do tipo: 



ção da concentração de Óleo, como havia sido anterior­
mente sugerido. A maior dispersão dos pontos experi­
mentais se dá para a conc entração de 10% de Ól eo. Esse 
resultado ocorre provavelmente devido aos efeitos sig­
nificativos da maior concentração do Óleo sobre as ca­
racterÍsticas de desp reendimento das bolhas, além d~ 
s ua população e freqüência. Tais efeitos poderiam al­
terar a forma da Equação de Rohsenow que seria inade­
quada na forma como é mostrada na Eq.(2) . Esforços maiQ 
r es de modelagem no sentido de interpretar aqueles re­
sult ados estão sendo objeto de es tudo por parte dos a~ 
tor es . 
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Figura 5 . Parâmetro Y experimental e ca l culado. 

Na Fig . 6os resultados da Eq.(3) são compara­
dos a corre lações clássicas da literatura para a ebuli 
ção nucleada de substâncias puras [10]. O modelo de 
McNeilly, é o que melhor correlaciona os resultados e~ 
perimentai s obtidos neste trabalho. 
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Figura 6 . Comparação de correlaçÕes da literatura 
_ com ~ proposta , obtidas para concentra-

çoes de 1% de oleo na base massa. 

CONCLUSÕES 

Os resultados experi mentais mostram que o coefi­
ciente de t r ansferência de calor é pouco afetado (±5%) 
para concentr ações de Óleo até 3%. Acima de 3%, entr~ 
tanto, os efeitos são bastante significativos, propor­
cionando uma diminuição de até 51% no coeficiente de 
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transferência de calor para 10% de Óleo . Assim, pode­
se afirmar que a c0ncentr ação de Óleo é um parâmetro 
significativo na mud ança de fase de mistura s r efr i ge ­
rante-Óleo, muito comun s em aplicações frigoríficas. 

Equações do tipo Rohsenow tem se most r ado eficien 
t es na correlação de mi sturas Óleo-ref rigerante. No 
presente traba lho, resultados expe rimentais obtidos p~ 
ra mistur as de di stintas concent r ações de Ól eo comer ­
cial com Rll foram co rrelac ionados com s ucesso por eq~ 
ções do tipo acima mencionado. A maior dispersão se 
deu em concentrações de Óleo de 10%, quando outros efei 
tos, além da viscosidade, podem se tornar significati­
vos, exigi nd o uma reavaliação do modelo original de 
Rohsenow. Experiências com mistu r as de Rl 2 , Rll3 e Rll4 
estão sendo r ea li zadas no intuito de se obte r resu lta­
dos que possibilitarão a obtenção de uma correlação ~ 
ral que proporcione coefic i entes de tran sfe rência de 
calor que levem em consid eração o efei t o do Óleo. 
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ABSTRACT 

Nucleate Boi1ing of oi l -refrigerant 11 mixtures 
with oil concentration ( mass based) varying from O up 
t o 10% have been investigated. A cy lindri ca l heating 
surface made out of a thickwall brass pipe of O.Ol 42m 
of external diame t er was adopted for the experiments, 
which we r e run ata pressure of 0.13 MPa. The obtained 
result s have been co rre l ated by a Rohsenow type of 
equation, presenting a s ma ll dispersion at low concen­
trat ion s of oil . Seve r al models from the l iterature 
have been compared to the obtained results. s ignificant 
discre pancie s have been observed . 
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MEDIDA CALOM!TRICA DA ABSORVIDADE SOLAR NORMAL MeDIA DE SUPERFÍCIES 
AO AR COM AUXÍLIO DE ill1 SIMULADOR SOLAR 

8 LUIZ ANTONIO WAACK BAMBACE e 
Instituto de Pesquisas Espaciais - INPE 

Caixa Postal 515-12201-São JosédosCarnpos, SP 

RESUMO 

Este trabalho apresenta um método de medida da absortividade solar normal média, 
onde obtém-se esta propriedade a partir da razão de potência elétrica necessária para 
reequilibrar o sistema em uma temperatura idêntica a obtida iluminando-se o mesmo com 
um simulador solar. Um modelo teórico simples permite atenuar os erros devido as r! 
sistências térmicas internas da montagem e da amostra, garantindo precisões satisfato 
rias mesmo que as propriedades térmicas da amostra não sejam exatarnente conhecidas. 

INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é descrever um método 
calorirnétrico de medida da absortividade solar normal 
média (a), definida como a fração da energia luminosa 
que incide perpendicularmente a uma amostra, com campo 
sição espectral idêntica a luz solar num dado ambiente-;­
que é absorvida por esta amostra. O presente método foi 
desenvolvido para medir ao ar livre esta propriedade e 
para ser empregado no controle das tintas e demais re 
vestimentos a serem empregados no sistema de controle 
térmico do satélite de Coleta de Dados !,usando apenas 
facilidades já existentes no Instituto de Pesquisas E~ 
paciais. 

Duas sao as classes de métodos para esta medida ; 
os ottcos e os calorirnétricos. De acordo com a litera 
tura [1 a 4] , o método mais preciso é o clássico meto 
do ótico no qual se ilumina a arnostr~ colocada dentro 
de uma esfera integradora e se analisa a radiação refleti 
da com um rnonocrornador e um fotodetetor . Este sistema 
permite obter-se a absortividade com erros de 2 a 5% , 
conforme a qualidade da instrumentação , método de cali 
bração e faixa do valor desta propriedade . Métodos ótT 
cos que não utilizam todos estes instrumentos geralrnen 
te são calibrados contra o método anterior, destacando 
- se dentre estes a técnica que usa apenas um fotodete 
ter plano, uma esfera integradora tipo Ulbricht e urna 
fonte com espectro próximo ao do Sol. Finalrnent~ os rné 
todos calorirnétricos já existentes na literatura foram 
concebidos para trabalhar em vácuo ( 1 o-"Pa) em c·ãmaras 
com paredes criogênicas. Métodos calorirnétricos são em 
geral mais precisos que os óticos que não utilizam mo 
nocromador pela ausência do erro associado a mudança de 
resposta do fotodetetor com o comprimento de onda, e a 
amplificação do sinal. Os custos associados tanto a ope 
ração corno aos equipamentos exigidos tem sido ate 
aqui a maior restrição ao uso de tais métodos. Hedir ao 
ar livre calorirnétricarnente é altamente interessante 
quando já se dispõe de um simulador solar, pois neste 
caso não há investimentos em equipamentos, as medidas 
são realizadas rapidamente e a baixo custo operacional. 

Com o método proposto, pode-se medir com precisão 
suficiente a absortividade solar normal média . 

FUNDAMENTOS DO M~TODO DE MEDIDA 

O método de medida aqui proposto baseia-se no fa 
to de que em conjuntos com baixo número de Biot,a posT 
ção real onde o calor é gerado pouco afeta a ternperatu 
ra do meio. Em decorrência disto em um conjunto com es 
ta característica poderia-se gerar calor com um resis 
ter elétrico de modo a equilibrar a temperatura do con 
junto em valores iguais aqueles nos quais o sistema se 
equilibra quando iluminado pelo simulador solar. Saben 
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do-se qual a quantidade de energia ilurninosa i ncidente 
na amostra ter-se- ia a absortividade corno a razão da po 
tência e l étrica pela l uminosa. Contudo mesmo com os va 
lar es de Biot mais baixos obtíveis , limi t ado pe l a r esis 
tência térmica de contato, há um erro r esidual que pode 
ser corrigido pelo rnodelamento do arranjo experiment al . 
Erros relativos de até 20% nesta correção não represen 
tarn mais de 1,5% no resultado final , em virtude da faT 
xa de Biot das montagens experimentais. Mesmo somando-se 
a este erro aqueles devidos a instrumentação empregada, 
obtém-se em decorrência disto erros finais relativamen 
te baixos . 

Conforme já citado a absortividade será obtida por: 

a 
Pab rs = ( 1) Pel.f 

"""I:"S 
onde : I e a intensidade do fluxo luminoso, S é a área 

da amostra, Pab é a pot§nc~a luminosa absorvida pe 
la amostra, Pel é a potencta elét rica gerada e I 
é o fator de correção. 
O arranjo re l at i vo entre sensor , amostra e base do 

aparelho, bem como um esquema do modelo térmico ado t ado 
são apresentados na Figura 1. 

~ 
NÓ ! lrolÓt NÓ S HÓ41 NÓS Môt 

1- AMOSTRA 
Z • GlltAXA T(JI;NICA 
1 - SENSOR 

" - 'OlGA D[ AR CALIIRADA 
!t • IA S[ 
t - "ARUUSOS 

Figura 1 - Arranjo sensor base amostra e seu modelo tér 
mico. 

Da Figura 1, pode-se obter as resistências térmi 
cas equivalentes entre os nós 2 e 5 e o nó 1 (ar), res 
pectivarnente R2 _ 1 e Rs- 1 , bem como a temperatura do nÕ 
3 para geração de calor nos nós 2 e 5, T, _2 e T, _ 5 , como 
se segue : 

R2-1 

Rs_l 
r,_, 
T3-S 
s 

Forçando-se T,_, e T3-S serem iguais : 

.&t (Rg + Rsl _ (1 + hrôs/ksl 
Rg (Rp + Ro + Rc) - 11+h0 fhc+ .p.h0 /kp) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

(7) 



onde: hg e ho são os coeficientes de troca de calor por 
convecção entre o ar e o conjunto pelo topo e pe 
la folga, 6s , 6p , ks e kt respectivamente as espes 
suras do sensor e da amostra e as respectivas coo 
dutividades térmicas, e hc é o coeficiente de tro 
ca de calor por contato. 

Da expressão 7, observa-se que para somas de re 
sistências da peça, sensor e contato muito menores que 
Rg e Ro, Biot baixo, tem-se da imposição de i13ualdade de 
temperaturas que q 2 tende a q5 . Do mesmo modo quando 
existe proporcionalidade entre Rg e Ro, e Rs + Rg e aso 
ma de Rp, Ro e Rc o erro é nulo. -

A condutibilidade térmica do ar e sua viscosidade 
dinâmicas podem ser obt idas por: 

k 
ar 

u 
ar 

2,6464 x 10-' T 1.5/ [T + 245,5x10_e2/T)l 

1,458 X 10-6 T1. 5/(T + 110,4) 

(8) 

(9) 

onde : T é a temperatura média em Kelvin 
o conjunto sensor amostra . 

entre o ar e 

Para cálculo de h usou-se a fórmula de MacAdams: 
o 

h 
o 

;, L k 
ar 

-1 a (Gr Pr)n (10) 

ond e : Gr e Pr são os números de Grashoff e Prandt, a e 
n são respectivamente 0,54 e 0,25 para regine la 
minar e O, 14 e 1/3 para regime turbulento (Gr*Pr 
<2x10- 5. 
Para cálculo do coeficiente de troca de calor pe 

la folga de ar usa-se outra fÓrmula de MacAdams: -

hg ó kar-1 a(Gr 6 Pr)n ( 11) 

onde : 6 é a folga, a e n O, 195 e 0,25 para regime lami 
nar (10 4 

< Pr.Gr < 4 10 5), 0,068 e 1/3 para regi 
me turbulento, calculando-se hg considerando - se 
apenas condução pelo ar quando Gr. Pr é o menor que 
1 o'. 

Aos valores de h e h cal cu lados por 1 O e 4, acres 
centa- se a parcela dev~do agradiação, oc aCT/ + Tamb 2 T 
(Tamb + Tsensor), e ~Gf. (Ts 2 + Tamb 2 ~ (Tamb + Tsensor) 
para ho e hg respect1vamente, onde Gf e o fator de aco 
plamento de Gebhart com o meio e o a constante de Bol 
tzman 

Montagem experimental e resultados. O sensor apre 
sentado na Figura 1, foi feito com uma chapa de lamina 
do fibra de vidro-epoxi FR4 (60% fibra de vidro) da 
Perstorp , de 1 mm de espessura. Este laminado quando não 
processado tinha de cada lado uma folha de cobre de 18~m, 
por processo fotográfico formou-se uma trilha composta 
de 165 barras de cobre remanecente de 136 ~m de largura, 
espaçadas de 136~m, e ligadas em série. Expondo a placa 
a uma atmosfera fracamente corrosiva com monitoração de 
qua res : stência esta foi ajustada para 100r. a 25°C . Na 
outra fa ce da placa formou-se por processo fotográfico 
um outro resistor análogo, formado porém por 83 barras 
de 270~m espaçadas de outros 270~m , também ligadas em sé 
rie mas giradas de 90° em relação as barras da outra fa 
ce. Este segundo resistor foi feito com 25Q. Estes re 
sistores receberam tão logo ajustadas suas resistências 
uma pintura acrilica isolante. 

Em cada um dos 4 cantos do sensor foram soldados 
pinos de aço de 0,25mm de diâmetro, soldados após esta 
nhagem em furos metalizados . Estes pinos tinham duas fun 
çÕes : conta t o e l étrico e referências de posicionamento 
do sensor. Como fêmea dos conta tos e létricos usou-se con 
tatos dourados para chips de computador . -

Três parafusos de teflon M3, foram usados para con 
trole da folga de ar entre o sensor e a placa terra tér 
mico. Uma chapa de aluminio de 3mm de espessura, sob a 
qual se formou um fluxo de ar com o auxílio de um venti 
lador, foi usada como suporte. -

Uma coluna encaixada a base, feita com chapas e 
tubos de PVC, serviu de suporte ao colimador ao mesmo 
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tempo que evitou a existência de correntes de ar no sen 
sor. Na montagem empregada forçou-se o maior desacopla 
mento possível entre o colimador e a base . -

O resistor do sensor foi ligado a outro resistor 
idêntico colado a base e a dois potenciómetros de carbo 
no como mostra a Figura 2. A ponte assim executada mos 
mostrou excelente sensibilidade, dado o elevado coefT 
ciente de temperatura do cobre (3,93 x 10-' oc- 1). 

<$>r :-& 

t. IIIUIITOIII S["SOIII 
2 •f\[SISTOIII 0[C08fill C/ tOO A t'•c 
3 ·I'OTOIIC.IONETAO DI CAIItiONO 

4 ·f'OHT(HI"1Ut A 

S•YOI.li'MniiiO Hl"341'1 

Figura 2 - Ponte de Wheastone. 

A ponte usada tem a propriedade de dar um sinal de 
pendente da diferença de temperatura entre o sensor e o 
ambiente. A temperatura do ambiente foi medida com um 
termómetro de platina. 

O arranjo experimental usado é apresentado na Fi 
gura 3, sendo a ponte de Wheastone (Figura 2) zerada a 
cada medida. 

)• lll(l l\ \ 1 ..... ' 1111 OO<:I'IIIN.o.r..lfl 
4 • [ O'o•·JMI\1""';011 • ... 0 \IIIIA 
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• · "'NI(0( .. 11[ .t,Jrot<( 

f . US[ 

• • ,Ofll(Hil'.liiOA POHTlWtlUSTtl14C 

10 • ""UI,.I tNfHIIOM, )41, I OAI"0NTf O' \OitlfA\l'OOfl 
I I · loOUI."L'C.11110 Mil 34115 I ,.,uto•n• Dl I(NIAO 

N011U1"0110ll'0 !l00!'1&00W.M\OII 

11 · '-'U'I.UH(IIIO .. fl14fl\ I 11'/loii OIO &O(COIIII(Nfl 

DO llt~l\1011 Ot I"'I(H[IA 00 S(N\01'1 

I I . Pllr'll1: IICIIIOL 40 · IOf'l AI..IW(Iflr.ÇÁ:)DOII[SJ!ITOA 

0[ PQT[Irt(.l& DO !UISO" 

Figura 3 - Arranjo Expe rimental 

Com o auxílio de resistores elétricos com geração 
de calor praticamente uniforme, calibrou-se o aparelho . 

O primeiro destes resistores era uma chapa de alumi 
na de 50x50x0,5mm com uma camada de nitreto de tantalo 
e duas faixas de ouro de 1mm de largura em duas laterais 
(contatos). Dado que para peças metálicas a resistência 
de contato Rc é muito maior que a da peça Rp, peças como 
esta, pintadas de branco, preto ou pintadas com verniz 
isolante e metalizadas foram usadas para representar as 
peças de um extremo do intervalo de utilização do apare 
lho. -

Para representar-se o outro extremo usou-se cha 
pas de circuito impresso FR4 de 1,6mm de espessur~ onde 
se formou um resistor de 25Q, igual ao resistor de mes 
mo valor do sensor. Da mesma forma tais peças receberam 
pintura branca e negra e metalização sobre verniz iso 
lante. 

Para acoplar termicamente o sensor as amostras 
usou-se glicerina loira (k = 0,206 W/m/°C). 

Regulou-se a folga para 1, 1rmn com o intuito de ter 
-se idênticos erros para amostras com propriedades nos 
dois limites do intervalo útil do aparelho. Para esta 
folga o fator Cebhart Gf vale 0,0813. 

Três operadores diferentes, realizaram medidas de 
q 2/q5 para iguais sinais da ponte, tendo cada operador 
executado 6 medidas com cada padrão, em quatro diferen 
tes níveis padronizados de potência aplicada (-9V, 7 ,5v-; 
5V, 3,5V). 

Com base nestas 126 mediçÕes, obteve-se valores 
de hc, ks/bs, éar conforme a Tabela 1. Tais valores ajus 
tados de propriedades levaram a erros totais inferiores 
a 2 ,7 % para todos os pontos. Os maiores erros foram jus 
tamente para os pontos de menor nível de potência, devT 
do a resolução do voltímetro. O valor de hc, engloba ã 
glicerina e a pintura do sensor. 



Tabela 1 - Valores Experimentais de Alguns Parâmetros 

PARÃMETRO VALOR UNIDADE 

h 
c 

968 W/m2 /°C 

k /b 429 W/m /°C 
s s 

b 1.13 m ar 

Executada esta calibração, testou-se com o uso di 
reto do simulador solar, 6 amostras de alumínio pinta 
das com a tinta negra Chemglaze Z306 e o primer AP13T 
sobre o alumínio decapado, 6 amostras de alumínio deca 
pado pintadas com a mesma tinta mas com o primer BR127 
da Cynamid, e seis amostras pintadas com o primer 
AP131 e a tinta Chemglaze Z306 sobre Alodine 1200, 18 
amostras, 6 com cada uma das preparações já citadas fo 
ram pintadas com a tinta Z202 (branca). -

A Tab ela 2 apresenta os resultados desta medi 
das. 

Tabela 2 - Resultados da Medida de Absortividade em 
Amostras Pintadas 

ttfNitll) " HÁ'UIIn ' ' t1r u 1t\ ,.~: ,, IH!W I Il I AIXA III <:H.Irfl 
l't\llltÁLJ '"' 11\UII I I"f\NI I 

, .. 1\1'1 11 /lU~> 0 , '11.1 LI , Q'oH o.~'•H O, IIU!I U, 9l 
11 " · "'' ,,. 1\1.'1 :uu, 11,91ol:l tl , 'l(tl 0 , 1.1', 1 U, IIU/ 11 , 112 11 ll , il/ 

- ----
' 

,, l 0•fll o flj' l \l o 7 l llh 11 , 1.111./ u, •1:,1, 0 , '1/o/ 0 , 11118 0,92 11 0 , 91 

,,, .,. !1 ,.' 11 11 , /lo l 0 , ) ho o, uw, 0, '1 1 "11 ,11 

, .... ,.' """' . '"" IJ , / Ih \J,Jiol 0 , 2'\9 O, tlO J 11 , 21 11 U, ZI - -- - ·-- - -- -
fll· I 1'11 o ,\1'111 o /,00!,1 11 , .' 111 0,/loh 11 , /lt l O,UtJI, 0 , 11 n O, JI 

- Absorvidad e solar média. 

Duas de cada uma destas amostras foram submeti 
das a 300 ciclos de - 600C a 800C em vácuo medindo-se 
novamente as propriedades de todas estas amostras. No 
tou-se como mostra a Tabela 3, sensível alteração nas 
amostras pintadas com tinta negra e preparação diferen 
te da us ualmente normalizada para esta tinta: primer 
AP131 sobre alumínio decapado . Para as tintas brancas 
não houve alteração sensível de resultados.No caso das 
peças com Alodine 1200, acredita-se que houve oxidação 
do pigmento das tintas negras (negro de fumo) pelo cro 
mo hexavalente presente no alodine . Para a tinta bran 
ca, as normas normalmente permitem a pintura sobre Alo 
dine, o que reforça esta idéia. 

Tabela 3 - Valores das Propriedades Otícas apos Cicla 
gem. 

ANOS'l'RA Qllll.ll amax 

d-..•c;tp + AP 13 I + ZJ06 0,92 0 , 94 

dl't',IP + IIH1 27 + ZlO<• 0,7 5 O, 78 
-
Al L1d 1200 + API ) l + Z306 0,85 0,88 

d ec~ p + APIJI + Z202 0,24 0,25 

decap + BR1 27 + Z202 0,235 0,24 

.l i ou 1200 .._ API)I + Z202 0, 235 0,211 

A Tabela 4 mostra a contribuição relativa de al 
gumas fontes de erro . 
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Tabela 4 - Fontes de Erro 

ll l'O llE FON I t; UF. ~: RRO 

Ruídn 11.1 j'h!ll tC 

lrn• Ja cnl ib r•<.Ãu ( l evantamento de 
H., , .. , hr, 1 nr 

t;lrilo•..: o..lo• lQ o r d('m na l'on t~ devido a 
•n• ul.11•~;.1 01' nmb i l' n te 

V.11 i · • O.:~;,." ti .:I r (IR i" ti~nr i :t t o~ rm i c n df:' 
Ctlllt.llll oiii!IIIJtriU ml! t Ü\ i t'l18 

r--
f'll i1n.11 iv11 d~ pro pr i crl.1rles de 111MlS 
lrl'l pl.l'ili<'IIM 

Ajusll' d~• nÍv1•l dC' i l um in:u;iiu d•• Ait;lu 
l.1tlor 

F. r ro• 11" r, i ft U] U t.it' \' ,J r t' ka r do'Vltfll 110 
t'rH• ,,,. f'ó\ 1 . pnn u · 

'---- - -------

C.:ONTRI!IUIÇÂO CONTRIBUIÇÂO 
F.Mito Tr PJCO NO ERRO NO ~; I!HO 

!'AltA r, • O,I 5 I'AHA t••U,'15 

IJ, Im\' O, 'ifo% U, 08I 
----

O,lun\' 2 ,1 f•Z 0, )l% 

O,O 'inu 
na ru l ~n 

l 'i% k/h 

t• , /8W7m 1 

----1---- - 1 

2 , 7% 2 , 7 : 

1, 06% I, Oh% 

0 , 2JZ 0 , 1n1 

O, )7% 

o , )()% 0 , 50% 

1, 0% 

0 , 2% O,h '! 
l-____ _L ______ --- --

Deve-se notar que o simulador solar da Oriel, ti 
nha controle de nível de luminação em malha fechada , 
para os níveis de iluminação ajustados no dial, aferido 
com uma célula padrão. A máxima variação entre a tempe 
ratura ambiente e a de referência (zeragem da ponte) con 
siderada foi de 2,5, devido a existência da ar condicio 
nado na sala. O erro inerente as fórmulas de Mac Adams~ 
foi absorvido através do ajuste dos parâmetros por míni 
mos quadrados. Aos erros da Tabela 4, deve-se acresceu 
tar o devido a pequenas diferenças de espectro entre 
o simulador e o espectro real do Sol. Notar que o erro 
de calibração de 2,7% da Tabela 4, refere-se ao max1mo 
erro observado na calibração elétrica, e assim já englo 
ba o erro devido a ruído e estabilização da ponte, bem 
como efeitos de 2~ ordem no sinal da ponte devido a mu 
dança de temperatura da sala, e variações de resisten 
cia térmica de contato e erros tendenciosos do modelo.-

0 erro total, excetuado o devido ao espectro, é da 
ordem de 2,8% para amostras de alta absortividade e 0,03 
para a amostras de baixa absortividade. 

A constante de tempo do sistema varia de 2 a 4 minu 
tos dependendo da amostra. A redução da espessura da 
chapa de circuito impresso parece interessante do ponto 
de vista da constante de t empo . Tanto a redução de espes 
sura de placa de circuito impresso como o aumento da fol 
ga, não diminuirão sensivelmente a diferença entre q 2/q7; 
máximo e mínimo relativos aos vários tipos de peça . 

CONCLUSOES 

O método proposto pode ser considerado eficaz pa 
r a a medida da absortividade normal solar média de reves 
timentos termo-óticos, em vista da sua excelente repet1 
bilidade e precisão, já que os Únicos erros não trata 
dos no capítulo anterior foram a equivalência espectral 
da luz do Sol e do simulador e as eventuais oscilaçÕes 
de potência deste aparelho. As oscilações de potência 
do simulador solar foram levantadas pelo pessoal de de 
senvolvimento de células solares e ficaram abaixo de 
0,5% . O erro devido ao expectro é pequeno segundo os da 
dos do fabricante, e pouco relevante para amostras de 
propriedades óticas pouco dependentes do comprimento de 
onda. A maior dificuldade encontrada foi o ajuste ma 
nual do nível de potência elétrica que levava a igualda 
de de sinais da ponte, que resultou numa repetibilidade 
de 1, 2%. Futuramente em decorrência dist~ poderá se ado 
tar algum tipo de controle automático. Além disto o me 
todo se mostrou útil na detecção de alteraçÕes de pro 
priedades óticas. Futuramente, espera- se reduzir pela 
metade da espessura da placa de circuito impresso para 
diminuir a constante de tempo e reduzir o valor das cor 
rações. O aumento da folga muito mais promissora quanto 
ao aspecto Biot, esbarra no problema do aumento da cons 
tante de tempo. 
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ABSTRACT 

This work presents a new method for measuring 
the solar normal absortivity. This method is based in 
the fact that for low Biot numbers, by changing the 
heat source from the light to a electrical resistor, 
adjusting the power of the latter to achieve the sarne 
temperature leve!, the absortivity can be obtained as 
the ratio of eletrical power dissipated and the 
incoming light flux. To account the limitations for 
the Biot number, a correction is calculated to assure 
greater accuracy. 
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CONSTRUÇÃO DE TERMOPILHAS PARA RADIÕMETROS SOLARES E DE LASERS 
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RESUMO 

O trabalho descreve um método de construção de termopilhas usando processo foto 
gráfico e técnica de evaporação de meta1s. Com esta metodologia foram obtidos dois 
mode!os ?e termopilhas do tipo preto-branco (Estrela com 36 e 60 termopares e disco 
concent:1~o com 36) e um modelo de t~rmopilha do tipo preto com 30 t e rmopares. Os pa 
res m~tal1cos empregados na construçao foram o cobre/const antan e bismuto/antimônio,­
rlepo51tados em ~hsorvedores de mica e kapton . A mica-cobre/constantan foi satisfatoria 
para const ant e de t empo, enquanto kapton-bismuto/antimÔnio, para sensibilidade. 

I~TRODUCÃO 

Os principais radiômetros solares, de Lasers, e ou 
tros detectores de radi ação , utilizam como elemento sen 
sível, a t ermopilha . As razÕes da escolha deste sensor 
estão associados ã característica da não seletividade 
n~ absorção da luz; por responder linearmente, alem de 
nao necessitar de fonte externa de alimentação . 

Atualmente o Brasil é um país importador destes 
inst:umentos po~s ainda não possui tecnologia para cons 
truça~ de t ermopilhas em escala comercial, muito embo 
ra, ja se tenha investido em métodos como eletrodeoosT 
ção e soldagem em atmosfera controlada . Este sensor so 
mente e produzido em países mais desenvolvidos tecnolo 
gicamente, que dominam o mercado da radiometria em g~ 
ral, e mantém os métodos de construção na forma de se­
gredo industrial. 

o obje tivo deste trabalh o foi desenvolver um meto 
do de construçã o de termopilhas com tecnologia inteira 
mente nacional, utilizando-se processo fotográfico e -
técnica de evaporação de metais. {1} 

PRINCIPIOS BÃSICOS 

Uma termopilha e constituÍda basicamen t e por uma 
bateria de termopares associados em série, isto é um 
c~rcuito termoelétrico e um absorvedor de luz. 'A fun 
çao_do_ci r cuito termoelétrico é converter a energia da 
rad1açao luminosa em energia elétrica indiretamente a 
través de um efeito térmico do absorvedor. ' -

O princÍpio de funcionamento estâ fundamentado no 
efeito Seebeck: quando duas junçÕes de metais diferen­
tes A e B, formando um circuito fechado (termopar) s ão 
ex~ostas a um gradiente de temperatura óT, surge no cir 
cu1t? ~ma forç~ el~tromotriz de erige~ t~rmi ca , ;AB• -
que :n~uz no c1rcu1to uma corrente eletr1ca cont1nua. A 
junçao mais quente ã temperatura T e denominada junção 
de teste ou ativa e a outra, de referência ou junção 
passiva (Tr). 

A força eletromotriz se produz porque a densidade 
dos transportadores de carga dif ere de um condutor para 
outro. Assim , quando os dois condutores diferentes são 
conectados formando duas junçÕes e estas submetidas a 
diferentes temperat uras, a difusão dos transportadores 
de carga nas junçÕes se produz em ritmos diferentes 
dando origem a um movimento dos transportadores de' car 
ga como se fossem impulsionados por um campo não el~ 
t rostático . A integral curvilinea deste campo ao longo 
co circuito é a força eletromotriz de Seebeck . 

Cl • dT ( 1) 
AB 
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onde ClA e a
8 

são denominados ~oefic~en~es de Seebeck, 
definidos como sendo o potenc1al el~tr1co por un1dade 
de temperatura (mV/K). Esses coeficientes dependem 
da natureza do material e da temperatura. A diferen 
ça ClAB = ClA - a8 , ê denominada con~t~nte termoelétri~ 
ca, sendo constante para o par metal1co a pequenas 
temperaturas. 

Se a termopilha tiver N termopares, o sinal ele 
trico será amplificado por um fator de N e a força ~ 
letromotriz gerada é expressada por: 

N (2) 

Com base no absorvedor, podemos distinguir, dois 
tipos principais de termopi lhas: preto-branco e some~ 
te preto. 

No primeiro tipo, o sinal gerado pelo circuito 
termoeletrico deve-se ã absorção diferencial da ener 
gia radiante: a parte preta absorve enquanto a branca 
reflete, gerando assim um gradient e de temperatura e n 
tr e as duas secçÕes. o ci r c uito t ermoelêtrico mede a 
diferença de temperatura, com as junçÕes ati v as loca 
lizadas na parte prE>ta e as junçÕes passivas "" par Le 
branca . Existem várias geome trias da combi nação pr~ 
to-bran co , sendo que as duas mais important es são as 
de disco- concêntrico e tipo es tr ela. Na geometria 
disco-concêntrico , o circuito dos termopares é distri 
buido radialmente no absorvedor, com as junçÕes ati~ 
vas localizadas no disco preto e as jun çÕes passivas 
no disco branco. Na geome tria estrela, o circuito de 
termopares é distribuído em espiral, com as jun çÕes a 
tivas e passivas dispostas de forma i gual ã geome tria 
disco-concêntrico, ativa no preto e passiva no bran co. 

No segundo tipo, o absorvedor ê totalmente preto, 
e o sinal é gerado pel a diferença de t emperatura en­
tre as junçÕes ativas em contacto com o absorvedor 
preto e as junçÕes pas sivas não atingidas pela radia 
ção. A temperatura das junçÕes passivas pode ser man 
tida constante mediante con tacto com uma massa metãli 
ca isolada elêtricamente afastada do absorvedor pret~ 

MODELOS DE TERMOPILHAS CONSTRUIDOS 

Dois tipos de termopilhas foram projetados e 
construidos neste trabalh o : preto-branco e somente 
preto. O tipo preto-branco foi desenvolvi do nos dois 
modelos clássicos: Estrela com circuitos t e rmoelétri 
cos de 36 e 60 termopares (Figura 1 e 2) e dis co-con 
cêntri co com circuito termoeletrico contendo 36 termo 
pares, (Fi gura 3) . O segundo tipo preto , foi desen­
volvido em apenas um circuito termoeletri co com 30 
termopares, (Figura 4) . As especificaçÕes das termo 



pilhas quanto âs dimensÕes , absorvedores e pares metá­
licos são apresentadas a seguir como mostram as Fi gu 
ras (1 , 2 , 3 e 4) . O meta l A es t á represen t ado pelas · 
li nhas cheias (- ) e o metal B em linhas brancas 
(=). 

METAIS: BISMUTO/ANTIMONIO 

ABSORVEDOR: KAPTON 

DIÂMETRO: Z ,~ cm 

EoPESSURA: 2~ pm 

~· ' tJr '"''" 
r.: •:r;1 1 ·~ jllt";T, I d l t ~..·rmn! i !'1:1 t'.-> ' rl I 1 ,., ltl tt·r 

•'ltL I! 'I'.'~ . 

METAIS: BISMUTO/ ANTIMONIO 

ABSORVEDOR : KAPTON 

DIÂME TRO: 2 . ~ cm 

ESPESSURA : 2~ pm 

JUNÇÕES 

I i ~ t.rn - l·:...;qt t('!,;, d.1 t~..n:ln;'i l!J.1 ('<;t.-~.."1.1 h·l l t•rmop.1 

r(·~; . 

METAIS: COBRE/CONSTANTAN 

~VI& 
~~ ""-.;;;;; ESPESSURA: 2~JJm P"".....-:! ~~ . ~ "'n' ~~~ 

~t~~.:::~ JUNÇOES 

ABSORVEDOR: MICA 

DIÂMETRO : 2 . ~ cm 

i'igura ~- Fsqtl"l'!' :.1 t t> r ·Hop lll11 d;->Lo-ccjncêut J~iLo 

·~:) t , m 1. 1 r."~ . 

!'~! 

l~!~llíil~l~~~r 

!IIJ i ~JUNmS PA SS I VAS~ 
. i ". llrt-t 11 - 1.•.;,-lth.>tHél d~..· 

rL·s . 

METAIS: COBRE/CONSTANTAN 

ABSORVEDOR: MICA 

ESPESSURA: 2~ cm 

RETANGULAR: 2,8~2,~cm 

J UNÇÕES ATI VAS 

lVtP'lO!)j ll11 prPt.<J lQ I er,ill1p.1. 

~!ETODO DE OBTENÇÃO DAS TERMOPILHAS 

No método proposto, as t ermopi lhas foram obtidas 
C'm <iuas etap:;:~s. A prime ira cnnsistiu em se oh ter. o 
r lrcuito termoe lêtri co sobre o absorvedor. Na segun­
da, realizou-se a montagem elo mesmo sobre um ex trator 
de calor metá l ico (isolado elêtricamente) , e depositou 
- se as substâncias preto-branco no absorvedor ou , so 
mente preto, de acordo com o tipo da termopilha . 
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Circuitos Termoelêtri cos - Os circuitos termoelétricos 
foram obtidos pelo processo de evaporação de metais , 
que consistiu fundamentalmente em se depositar os 
dois metais, um por vez, sobre um substrato, no caso, 
o absorvedor da termopilha, coberto por máscaras metã 
licas. 

Máscaras ~1etálicas - O processo de obtenção das másca­
ras metalicas foi semelhante aos processos usados nos 
laboratórios de circuito impresso, ou seja, o fotográ 
fico (KPM da Kodak), constituindo-se de 4 etapas. Tome 
mos como exemplo, a obtenção da termopilha tipo estre=­
la de 60 termopares, para melhor visualização do pro 
cesso . Primeiramente, projetou-se em lay-out o circui 
to termoelêtri co definindo-se para cada uma das t ermo 
pilhas, a geometria, n9 de t ermopa res . l argura e espes 
sura das linhas condutoras (Figura 5 a) . A partir des 
te desenho for am extraÍ:das duas Figuras A e B com mes 
mas dimensÕes, cada qual cont endo metade do ci r cuito~ 
tal que, rom a superrosiçno de amb~s t em-se a figura i 
nicial, porém com linl1 as do circuit o A e B alternadas~ 
(Figuras 5 b e 5 c). 

la ) 

___ .. -::: .. 
~"~~·~ 
~~~~ .::::-::=. :::::. 

.:::-~ ~ 

lb) (c) 

Fi gur ;t 5- DL'!·ü•!dl\1 dn Termopi lh n (';~n'ln l'fll L;JV-
nu t : e ; 1<.> I uc1 s fi~·. u r as ,\ l' L '·li r·~"'n · 
S H'., 

1
;) •.'! dl' cli1,1<..'ll~tl) 

Na segunda etapa as Figuras A e B do circuito fo 
ram transportadas de papel vegetal para filmes fot ogr; 
ficos denominados fotolitos . Post eriorment e , os fil=­
mes foram reduzidos até atingir as dimensÕes pré-esta 
belecidas para cada termopilha. Os fotolitos finais­
mantiveram o circuito com o impresso ou filme iguais 
ao desenho original ou seja, filme positivo (Figura 6 
a) . 

Numa terceira etapa transportou-se os impressos 
dos fotolitos A e B para lâminas metálicas. Primeiro 
uma fina camada de emulsão foi depositada no metal e a 
pÓs estarem sêcas, os folitos A e B foram gr avados com 
exposição de luz. Neste processo as partes emulsiona 
das atingidas pela luz polimerizaram-se enquanto que­
as partes abaixo do filme onde a luz não atingiu, não 
ocorreu a polimerização, gravando o filme do fotolito 
nas lâminas metálicas. 

Na Última etapa, após a revelação das lâminas, es 
tas foram mergulhadas em solução de percloreto de fer 
ro onde ocorreu a co rrosão das partes não polimeriza=­
das (Fi gura 6 b). 
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lir .1 A (direita), •' a tl'r' " ""'ilha estrela 
'> I t · rMop:t res . 

Evaporação - Os circuitos termoeletricos foram obtidos 
com duas evaporaçÕes. Na primeira fixou-se a máscara 
A sobre o substrato absorvedor, em suporte de alumínio 
próprios da câmara de evaporação, e o vapor do metal A 
foi depositado exatamen·:e sobre as linhas definidas pe 
las perfurações da máscara. Em seguida, a máscara do 
tipo A foi r et irada e colocada a do tipo B de modo a 
fechar o circuito. O metal B foi evaporado de forma i 
dênti ca ao meta 1 A. -

A espessura dos filmes depositados foram da ordem 
de 103 R e o valor do parâmetro operacional de tempe 
ratura e pressão da câmara durante as evaporaçÕes , si 
tou-se na faixa de 120°C e 10-5 Torr, respectivamente~ 
Utilizou-se para a produção dos filmes uma evaporadora 
Balzers Bak 600 do Instituto de FÍsica e Química de 
São Carlos . 

Montagem e Revestimento - A montagem dos absorvedores 
com o circuito ja depositado em uma das faces foi fei 
to através de cola nos extratores metálicos devidamen 
t e isolados eletricamente, e projetados para cada uma­
das termopilhas. 

A substância preta e branca usada como revestimen 
to nos absorvedores das t ermopi lhas, foram depôs i tos -
de fuligem de óxido de carbono e fuligem de Õxido de 
magnésio. Para a terrnopilha preta o revestimento foi 
feito com depósito de fuligem de óxido de carbono. Os 
depósitos das fuligens foram realizados também atra­
vés de máscaras metálicas. A Figura 7 mostra a termo 
pilha antes e apÔs a montagem e o revestimento. 

Fi pll r ,J 7 - rermnpi lhd estrPin ()() Tt•rmnpares antes c 

,pn-. ·1 mnnL1P,l'lll t• r ev t"~ t l ml,.l1 to 
h r IIH (), 

Mf:TODOS DE CALIBRAÇÃO 

pr<'to c 

As termopilhas foram calibradas através de en­
saios experimentais a nível de laboratório (luz artifi 
cial) e campo (luz natural), determinando-se os parâme 
tros operacionais: constante de tempo e sensibilidade 
de resposta . As termopilhas do tipo preto-branco fo­
ram testadas, uma a uma, como sensor de um piranômetro 
(instrumento que mede a potência solar global) e a t er 
rnopilha preta como sensor de um pireliÔmetro (instru~ 
menta que mede a componente direta da luz solar). 
{1.2} 

Os testes comparativos foram realizados tomando­
-se corno instrumento de referência piranômetros impor 
tados: Eppley modelo preto-branco com sensibilidade-

115 

de 11.46 10-6 vm
2

/w e cons tant e de tempo de 4 s; Mid­
dleton modelo preto com sensibilidade de 11.5 Vm2 /w e 
constante de tempo igual a 3 s. Como a dependência 
t emporal de urna termopilha e do tipo exponencial , tan 
to na fase de aquecimento como no esfriamento , entende 
mos como constante de tempo, o tempo correspondente a 
63 % do tempo decorrido entre o recebimento de um estí 
mula de luz e o equilíbrio final, ou seja, 63 % do tem 
pode resposta (caso de aquecimento). A sensibilidade 
de resposta foi tomada como a amplitude do sinal gera 
do em vm2/w, também chamada de constante de calibraçãO 
do instrumento. 

Na determinação da constante de tempo, os instru 
mentos foram posicionados sob uma luminária no escuro. 
Ligava-se a luminária e registravam-se os sinais gera 
dos. A sensibilidade de resposta foi feita em condi~ 
çÕes de campo, expondo-se os aparelhos lado a lado, 
num plano horizontal e registrando os sinais gerados 
de ambos os piranômetros simultaneamente. 

Na coleta e registro dos dados foram utilizados 
os seguintes instrumentos: um regi:>trador modelo RB 
série 538 com dois canais; um multÍmetro digital 4 l/2 
dígitos, modelo MDM 220 e um milivoltÍmetro digital 
com 4 1/2 dígitos, modelo MD-045 todos produzidos pela 
E.C.B. do Brasil. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Os valores da constante de tempo e sensibilidade 
obtidos conforme a metodologia já descrita para as qu~ 
tro terrnopilhas são apresentadas a seguir. 

Na Tabela I estão representados o tempo de respo~ 
ta e a constante de tempo obtidas a partir das curvas 
experimentais . 

TABELA I - CO/ISTAIITE DE TEMPO 

PRETO 

16,0 

2,8 

ESTRELA :16 ESTRELA 60 

TERMOPARE:S TERMDPARES 

18,2 18,2 

T•bcl~ I - Cn~~t•nte de te~pn <'Y •rrimentnl para as 
quatrr • t ermnpi li1as. 

A constant e de tempo de um sensor térmico depende 
da capacidade t érmica e condutividade térmica do absor 
vedar. Considerando-se que as substâncias absorvedora 
/refletora (fuli gens de óxido de carbono e magnésio), 
massa e área de absorção foram aproximadamente iguais 
para as t e rmopilhas disco-concêntrico e estrela 36 ter 
mopares, entendemos que a diferença observada nos valo 
r es da constante de tempo entre essas duas termopilhaS, 
foi devido a maior condutividade térmica da mica e co 
bre/constantan em relação ao Kapton e bisrnuto/antimô~ 
nio. 

Jâ a diferença observada na constante de tempo p~ 
ra as termopilhas com mesmo absorvedor e metais (disco 
-concêntrico e preto), foi devido, provavelmente, aos 
aspectos construtivos dos extratores de calor, que fo 
ram diferentes para as duas termopilhas. 

O tempo de resposta e constante de tempo foram me 
lhores (pela ordem) para as termopilhas: disco-concên~ 
trico, preto e estrela. Todos os valores estão dentro 
do intervalo recomendado pela Organização Mundial de 
Metereologia, que e de 25 S. Comparando-se as constan 
tes de tempo obtidas com os valores apresentados na 11 
teratura para outros piranômetros e pireliômetros {4~ 
5,6} observamos que nossos resultados estão entre os 
melhores, principalmente, a termopilha disco-concêntri 
co cuja constante de tempo e comparável a constante de 
tempo da termopilha preta usada no piranômetro de Pre 
cisão Espectral da Eppley (PSP) que e de 1 s. As de~ 
mais termopilhas (preto e es trelas) apresent aram valo 
res para a constante de tempo aproximadamente iguais 
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o utras l :ara c tL•rÍsticrs d JlL'r : tc i on.-J i s das tl•n no pi lha s 
c· strel.:.t. 1-:Jn p:lrttl c l n L'st:l s cn dt ) de SL'Ilvolvido t au1Uêm 

tl• n nopi lh <JS dn tipo pr l' to-br :rn, ·o e p rl't o dl' /lO t l'rmo 
p.--rrc s p.-1r .1 Sl' n ' tl! u t í li i:: <Jd.:1s L'Hl r;r diZi tul' l r os JL· l ~ r s er 

c o m rt·Íxe cnl intndo c' l' Spalh.-tdtJ, l' Oill tJ 1nosl r arn os ci r-

l ·uítos t ennol• IPt ri cos n :1s Fi. EIIr :rs 1) :1 t • b. 

~\\t~ ç:-:z ~I 

~l\~ 1'; (1\~ 
(a) 

(b) 

• 1: -.1 !) I ,J, r 

I, ; ,I, 

CllNClo_lJ!ifl_l,:_:; 

Um ml-tudo dt• t' on s t r l JÇ;Jp di...' L t· r mo pi I lia ~~ 11L i I i 7.< 111 

dn t t--:cn i,·;Js fn t l''J'. '<í ri <· ns '-' prnccs~~{l ciL' t ' V< lJl !' r ; H,::Jn d (;' 
IIIL•t:Iis, r o i pt~ llptl.'~l' l l í... ' l t''S t ;] dt J Ctl lfl ~;llCL'S St l, ll llll--: t trdo 

mos trou S<.:'r s Í1 rrp l l' S , l ' r it· i, ·n t< ' l' vt·r s.-Í ti I . :--.i um;J ev .:~ 
pn r a,an como i! <j l ll' us;uuos ( IL tl l'.t' t·s B.\ K (10il) fo i pos = 

sÍvt:' l nhtl'r <lll-. 10 0 tmid n dt• :.; (' !l llt tlllt s ir!l j> ll· ~.; l' i\'lo tk• 
du;rs L'V<I pnr: Jt..: (l{'>: ( l IJ,lr:J d t· Ppt·r.-t..,:; til d :1 m:i qrti n a ) re 

s ultn ndn ll\1 111:1 g r : JI Idt· t'l'll ll tll ll Í :t d <· m,' tl v ri .tl. l l ' lii !Hl ,. 

m; to dl' n h r : t. () !lll~lPdn ptH. t' V:J.pur ;!l::tP pt'nlli t i 11 ; •, r: tt ll lt.• 

ílc·xibi ti<l ;uk• qtl :lllltl : 1 l' :.; co!I J:t dn ~ ;uhs1 rntn .- th ~~ · ) r ,· v ­
do J- ~ me lai s dn , · j ,-~., - llj t ,. l. l' I' UIII t ' t ~.-· t r i~..- ~ ~. tttll lh' r() dt • I t' t" 

rnop~r n • s , :in· :-t dt• .-d·l s PrL-:: ro e : ',l'O!llt'l r·i .- t. l< st;Js c :- rr n ct ~...· 
rÍst· .il·:l s pl'nnitl 'l ll, 11 dv ~; l' tlv o lvinH ' tt!ll dL' l· · r nll 'Pi l ha.•; 
p.:lr.-J fin s l'S pt ·I· Í f Í ('OS d t' :tcnr-< l d l' t l lll : 1 <lp l i t":IL:;ro llP:-l 

di. ve r sos ins t r uml'n los d<.' !twdidns. l't't'l ll () pi ll1: h , - ~~ns -
t r tti d.- rs com ,lhs{)t' VL' dlll" d C' rltit·.r, j ll' t : ttÍll 'lll h:Ji;-..; ,'1 (··.J tt s 

t(]Jl !' l ' <h • t L'IH[l tl , l ' !l fjL I ;!ll!O t!ll l' l t' l' ll lll j) j !li:!:-) dt• h j SIIIIJtO ­

.1n t i 1 u r~nirl L' lll 1-..:.- Jp l l Hl p t • r m ilt.' .1l t.- 1 St' l b i hi li d.-~t! , • l l:ts 

r es pos t as. 

RE FERÍ')<C l fiS 

E SCO!.H:DO ~ J. F . H l.·fr · i: ~(' r;_H_; n o <' PIB usn de L' IH ' r g i ;l Snl.;r r. 
Tese d e Dou t nrad Õ· .-· -·1-;.lS -t Tt .. t;~-) ;:1(: · PÍs- i" l' .'l L~- :fu. í n{i7-"a--<i'(. 

Sâo C.1 rl os/liSI'- Seio C:t rl ns 12: 1- I WJ . J'l KI . 

1\ SC:O ~ l-:ll", . I.F . ; l'i\S SflS. I<. F. <' S lli i!. A. fi.F. r:o11str"'; '; " 
'·' Calihr ;lt~ tÍ n de Kndi(111l <' tr(l s Snl: Jr t·~~ = l' i r:mt~nw tr o c l' i 
r(• ) Í ~'IIll' t ro. Hcv i s r_; t d ~' FÍs í c·: t ,\ p li <: td .J t ' l ns t rtllliL'Il t .- I 
<,:< lo . Vol. l. nz;; :?, JtHhL - -

U,JfNC . C .W . ~h:t1•d•L'' l n s tn llm' nt .-- ti · ~ d t· ;\n :rli ·; t• lf tiÍ to iÍ t 
l·:d J~ a r-ci Hl tt l'l rt_: .--·· f -td:t. -!-: .cf (t - tl l"-.--~ - ~ ·!.-1 !'~·d' , ~-(ii / :-

C!lllLSON , 1< . 1. Stt] .t r ;1nd t t· r tt ··; lti : ll r;r d i.t ti tll l ITTt': tsu-
r Pmf•n t s .- 11HI nrl· tli n-<TS-, l .• •n d <l ll 1\c·: rd,·t J; i ~ - l;r·c.-:-->:; • · ·;:·,,P_----4 . 

1;·_ · -il';'.:" r'4f :···l 'Íf'~- -- - · 

I..JOO J) , H.ll . :~~·l . r r \'llt' I J'.\' ··o:•, iJ w t · t i t t ,', , ,\. ,\ . .'1 . 
C:tp. j() _ 1\t ;H (c-,-r~ -; it !'rt :_.~ -. ; ~ J· ,,-;_,_;\; nr·k-·.' Jfjl J. 

::;, y i ( ·! t 

!\OHl:--JS !l:'--l. ~ - Sol:1r 1\:t~li.ttinn. l' l sl· vi(·r. ld l\l! ltn l, ]q•lh . 

flllS T Hi\J :T 

Tht.· p :qwr dt• s f-r ih l•.<.i :1 mc•t hod l()J' l ill• I'O ns tr llc-
ti o n o f t h,·nunp i l t •s t l t r.~u ,~lt tlll' t :J I v :tpdrizat i o n :r n d 
p!J O t (lJ:_ t' : lpll y . [\o)t ) l l:lH [ t •] :~ tJ! [[I L'flll"l)j l t •;; 1 1] til l' i1; ,I\ ' ].:_ 

:m d \V IJ ÍI L' l _y pt · ( :~! :.- r r 111 d ~-c m, · l · tttri ,- d j ,-; , · ) :Jnd c• n ,- 11( 

lh l' b i .-J <" k l y p t · Wí ' r ' ' nh t : ! Í li<'d. TIH· 1th' l <1 l p: ti r •, I I:> L' d 

Wt.'l-t' <"op pL' r/cc>ns t .'lllt:tn :IIHI hiswutlr/:nJt.ÍIIlCllli 11111. dl 'p n-

silvd O\!l' r tnÍ(';J : rnd k: tp!t )Jl :Jhsn rbt •rs . 'l iH · tirnv ,-,,n s 

t ;ln l Wl ' r P -'-';Jti s f; rc l t) r y f (l r lllj , · ; r-c ·(I J)j)l' l"/ l ·(ll l :-i t' :l l lf ;-tll ;Jll.J 

f (lr kn p t n n - hi s m tll h ! : tt ll i !lli'IJÍ tl lll, ; • · r· ~~~·n . ., ii1 i I i t v . 

r 
I 
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DESENVOLVIMENTO DE UMA CELULA PARA MEDIDA 

DE CONDUTIVIDADE TERMICA DE LIQUIDOS 

8 f:l :l t l•' t · da Si J,::I Cu i ma r Z~t• :-; 
I ' ,Jt l],l l{<ll n•rt ,) d.1 FP!I~• l' l'<l San L .. .IS 

lt-;~!ETRO 

i\lr· i r dt· l·. t r n Or l a n du 

\'l: l: -- IU 

lü:S \: ~10 

A \.fll' 'í d (il 'iil di)J' t 'H<. I. ' t' t' 1/il '.\('id (( l t'ti/- \{t uth> ', '.\ de 1' \ f 'ii.'lli (' C' <'i ;( 'rr •i' ,• 1L.1:_.. C r 'J!d ~<;t •e~ 
. ; ,· : ~·:_..(, · /JI Iu1 i i /(';' ';/,· d ,{, · :-'·,', l'•{ 'id (' rlrl '( ('dt • r/,· 'I C. ji ltll' t-lt' 'llllll.IH'II f C l ' 0, .~~ P <l'l(l í' me t (• Óc: 

{ 'i ci i /.I.. ( I'U (,• Jl t• t klli ~ (' ' I i')f.'t' 'it ltfd.\ jX{'id r"( !Jil'd(tfn . _,,. ·_" (._\t/ c.::-uL· J l..'tfU<.JXHrl\.' tl(<'-' d\1 IIICdufn. dl' ­
\ '\~/1 ''I/ : •; (. {.IJJ ( ( . -' (' 'í (; i ( c ( I('{,'_\ . 

l' ,·ilrt • /n·r· ,{ , ll';,' _\:' rlt, · ('It~Íldi'fl l' 1; r' d, •_\i ' l:'\' l '(~ ·i- tJI; ' I/{!' dl' Ul!lt'l c éfu(' ({ ,/c c~_·Hdu tn· < da. . 
. l. · t,: •: udt',1 , tdri'I_-;{IJ,i~ · )1' l itild u ;.\l'lUth\'ll (U<;t.l t ' 1U\1' ~ •• ·{l ) (i-L'üd(t c ( i dlltÍi.'(.:H' d1·-~ ·\a"t •. l ~tl>) 

i , :-;(:l ,"ff j ; :;( IJ: ;·, ': (,· ·,( , j_: tl· , 'd/:Ír ( ,\ ! 1 •~('1(1 ~~~ · r(lll' : •:, d(' ( 1/í' (' ' / ( 1': . .'(( f.)l'( fe ~ t ''i l' ~J)('!t(ld (l ~('t~ l 
•1 . .-~.: ~ ~ · . . _,.;, ··; ,>·· ll•kl •{i" '~·~ ·\ i ~t ~ · ~~i- 'd'l;'Ci.•t• d('~l'll\'l'f~·<d( · (' t'J ifa., · ·r ,_1 tlf c:ada c ap-'u!) Ci rta -
.l.r . 

.\ ,·, q1d 111 Í V ÍlLLdt· lt ' l'!~l it .. L < ( t'IJ<lli ll'l h• l· :. · : 11:1<'!ll t' dt : 1 Í 

nido~ ,·nnH' , , , .,. , . 1· i c i t •n l t ' d t· t •r. •p , , r c i llt t : tl it!.t d1 · t" l l ,. , . ~~ I l 11 

:-;,1 dt • ,- ,!l tl !' ,, ) ',1-.l dÍi.' ltL I ' ok l t 'lll)l\ ' lil !' : l llt·i d , l ·'tl r l rÍt 'l'). 

,-\ J : l~· d i d: i t'ltl l Í q tri d u·-: l't '< jllv!' q t ~t· ,·[ · · it<.'' • ,[ ;· • "<li l\'t't'l,' : to 11.1 .. 

tul;ll ~; t · i.tl~l . l t · ~ ] ' l' t' /. Í \· ,,i.'-' . 11 qll• ! •lliL! P ! •' ti•• ~ · :-: pt· rirnt•IJ 
Ll l 111:1 Is , ., •; ip I v~:,1 . 

j),' i .... ~ Jlt,: t \ td I' s 1t. i,--; i I . ' )~ . I. • , I . (I' .t i 'j i lt II I í \''' i :. ll ; J I i t I' I : I I ll 

;] i, ["' \Tt.-!11•'1\l. v 

Pt ·lt• ;w.: t .•ti\) d, 1 ' '-T. i r:r•· Jl • ' l ;il. !l lt' l ll(' q ;:,, r ,· .u:;. H l: l I i1r; t 

d1· f ]I Jid, • l ; :JU\ ll id<~ t · ilt 1't ' dt i.J ' , ·; •. t jl< .' l! Í, ·j, •_•, [d.tll;l:-> 1:1,' 111 1 i ­
d;Is :1 d if v l't 't l ll ' '• lt'!ll!H'l',t!. tl r.t :~. t:11i,l.!dtl '; ,!t_·\' l' lll ~~• -' !' t• •m.- t-

dtl~ Jl ;lr. J m; t JJtrt. •· JJ t;; l ,, ,],, l l t r'-;ol tlt· ~-. 1] ,,, ttJJi•l i :· l,.llSÍtll ):l\ e 
tllt tr .t !-i )H'l · ,] : t.'-i, itll·]tl ~~ ivv poll' t ' l ltt\·,., • .\\1 li i . 1·.~;1, • llt:1 

. t 1,;t r v l lr, , dt·l i t·;tdtJ p :1 1' ;1 S l ' i' , ·, lt l ~; tr uid t l , d •. ,.,.,tdP fttlll 'Íon:l l­

ml'lillll' r• ,Jt' , l ttl:IÍ1 1rl 'S d ift .' I< 'I H; : t •' i], · l.t·tl'.jl <'f, l[llt ' ; J l' pr L•:; :-;,ltl , 

'kd id.t s d·· ~. d, · lt ' l tl p t· r : tl t tr , t lll r· : r t, • ~ ·- •' lli •' , J .· .1 1 ,: . rl :.-'. 11 /ll:t'> 

, ·, ·nlt' l l.IS d· · l ', J', li! S •· : ~' 1() :1 1'.1 to ·tn ~; i .J,, t · ,·l.tt.t.! . t ~- , .,111 i1 1• e r 

t ... ~:: 1 s d, I ..:' i . 
o r:l t: ( oH it• d.)~ t' i I i IH I I ; I :--, ('tl ll t't-·lll I i .. ol:; II I i I i , ','I d r I t i i 

d'1 n :1 rt ·:.~i.-·lll .\nttLlr ,·tlll't ' <lS 1 i 1 in , [r.~~;. I'.IJ' ; t .·\' i l ar· C' tJ ll 

Vt'CI..,' ;~J u , .:1 v :~ pl '.L,S tl l- .- 1 d : 1 ~; , ·p : lr : lt,':l'-' d,·\' ( ' .·;~:!' d.! tl l" dL' Ill d t• ."IY 
g tms d •. :c-im11S dv mi I Í ml' tr u . S t• 1l lll imt·!-,) d t · I{:! Vl l • Í g lt ln r 
metwr do q rr,· ]()()() :1 t ran s fvrt"': tu· Í:t d,• l' :ll1)r )ltll- t'Utll..'•·r·, ; :lu 

pod,· S l ' l' d t·sp r l'z ad . t 1·q. Nt·slv dÍ S Jll•sit iv 11 , u m:1 f ,, tll< ' 

de ~_':l ]or tl(l L·i.l índr o int.vn1n l-'.~ · r :1 \IIII ;~l' : tdÍt~t!lt' d l' t:t'lll]H' ­

ral tlr :t . l ' s .HHit l - s t' c ili n dr 1' s dl' 1·.u:t rd .- J. (i•; L'l('Íin~ dt.• 
Pxtn::n idad t· podt•m S t ~ r d ,•s pn•/ .ldt J~~ . 1 ~ .- l ,· nnt indo lllll:t Cll !Jdn­

Ç~IO lltl Íd ÍilH' ilSi.orLii r:uli ;J ], i\ l't~]rll.l dt.'\'l' St' l' C:.l ]Íbt- ; ld:t 

par<l l e": lt· t 'lll c< ,n si d '-'1·:11; .1u :1s p cr d : t s p.• J,,s S ti] H l l ' ll'~; . 

Pnr '' ·'-' l.t' t n~.-·trldtl nwdid.t~-> r ·m :ilt:J.'; t v ttqJL'l-: JitJr :J:-; ptdL'lll :-;v t· 

fl• i t:l S ,·, 1 ~11 v:I II I . L) '. ;.' ill L' lll J't• l. !t,' ··lt, . \:-; p \:11·. J ~; )I. J l'd] t• ] ; JS , Jhl r ­

qu v t; m;Ii s f,-J,·il ma n lr•J' : 1 _l',•'•'lil t_· tt· i .t íni c i .t l . ~\. -,:lid : l s d tt · 

1 CP:1 t~. ·m s ítln r t·l .lf:l rl.l :; . l' t11 : 1 Í rt r't' rt o·;.;t d L· )'r,d r· _.~ ,r 

C'SJh'l".l<Li pPr t.'S t :I I , ;, .11 i (', I. lh l]m.- 111 1·'1 I I ri ; t '. l ~ l r:-, I 
:tprl' SI ·tlt .' lill 11111 : 1 d Í ~;l'li S ~; •. ltl rJ,, ll!l~ tt1tJ,l. 

l)II. JtH I• l ' LIJJ f j o1 dt• J' l'• jth' lh ' d Í .-1\ll t ' L I tl us : rdt l VIII l tL~•. : tl ' 
d1l ,, i I ind 1· ,1 int t'rllll, ol IIJ t; l ( ld, , r ~ t 'lt : tm.tdt l dL · '' ;u.:r_,,dl l d r1 

fi,! qu t· n Lt..• '' l h I. 
l ~ll: l!H i n a p r t·~;~; ; Jd l.~ h .- 1 i :-;,: 1. 

dl2tll :-it' r ll S, JLLJ S )l,']]".'\ llll't)j,) ; l i'LII 

lt. ' lll) h ' r .!lt! J ,' I ~ ~ ,• ] t'V i!li:J S pt~ 

.';v ' I i I ,. I H I . 
[l tnt..~ l tH it l d : I S t'S] t '!'. l :--: t"i l\ ll ' t-;ll ll" Í c;1 ~; i 'll l L' l ' !', Í I:ll' Jll' t'lll: t­

llt~Jlt(' tL'lll s id n ~~~~:td r \ p:i\':1 l' l•dtr/.ir ~1:--: ['•·rd:! ~; l•· rmit::l S . 
fi H'L' rl l.'Z< I S Jv 'l /. jllldv m ~;( ·f' t· ~; l'''l - :ttl.J 

Em t Pdtl.S vslv~ mt; t P cltl ~~. c tH · rv<: r'v ~ . dt·,·,·ru s~ · r npl i ('. \ 
das p.l r<l )~~l LJnti.t d v rttll ; l i : \l 'l' l'lr'/.:1 h.:ti .". . l 1'~1,\10\l' [111 

O nH.: I( llh ) d tl r•' )·. i ml' t r . ll J:--it·l•t •· 1; r , ·p r, ·s l ' i'il ~ld<' pvl d 

f j,, ~ J1lt'!1l:v. P :Jr;t tttn t·ll Í1Hll- 11 i1il itJÍl,illlt'lll v ],lti )',IJ tmvrstl 

num fJuÍ(\ 11 dt • l ' X l l' II S<.itl i1 11 Í II Í /. . 1, n <llll\ll ' Ht ll til- lt' ll lpl'l' <ll U ­

Ll d~ ~ V Íd p ; L gl ' ! ' : H;~Il dr' I ' ,J]tl l', t'Jll:ltldtl p ;!~;: ,;l l i !JI, ! • " r !' t' l 1(1' 

e l(>t. r l c a, ,: tl!ll.:.l fu tH; ~-Hl siuq ll v~; do fltiX O dL· (' ;t],q· , ('tllldu ­

tivldadl· t.1: rm i~·a , l l' lll]l•' •· di t' u~ : s i v id : Jt l~· t•:nn ic :1. 
~11C l'r l ~· ~·~:ls ha ix.:ts pPdo·tn 1· r' tlll :;,. )',tl itl .- t :-: (0, L.'.) ~;,• 

•'(jt lipn:nenl' tlS St) fi slí,·.:J d t ' ~ ; ,\l' m. ·did:Js f,,!' ; Jm tJ~ : .t.],,~~ t't•m 

faiXtlS .-unp!:ts t! t.' t l''tli pl'l' i\ (l l l- :1 l ' pr v.·.;s ;J;) r 1!] . í 1'3] ('I i!+J . 

.\ u Ctf\ ttt: l ril ' do H!t_;lll d o dP rv ~; iml' jl( ~ rm < llll~ !ltt.~ a c•mve ~~ça n 

n.-l ., P •' dl' s t•r l't lmpl•· l amt'll tL' l 'l i m in ;Jd <l, m.:.IS 1. 1 Sf'll in ício 

)Hlril' ~a·r dl' lc>rmÍJLi do. 

Fi n ;J \mt ' ll l t· :1 l 't l!Jdut iv id itdl' i é n ni. c:1 po d e ser de tl~r ­
min.td :t .-1 p.- 11~t ir ri<> v: l l tll't ~ S d ;l Jlf us i vid:t de t l~ rmi ca [ 15 1. 

o pn· ::l'nl t ' tt ': !h;illi t'• an:ilis<l ;1s difi,~tlldades dos 

dt l Í~ tlll~ l't ' dtlS {t r:ll1SÍ t ' lll l ' l ' p vnn:tlll'lltl-') {' ÍTlV(' S tÍ R.1C'nl(j U {'_ 

t'tllld ivh' s JHHlt·tn st · r· r'oll S l'gtl idas itt Cf' r tv/. as a baixo dt> Rl 
•. -.Jm i nsl r u mt 'llt : t t;; tn n•I.-1L i v<Jnu: nt c ."I Ct•s s Í vel . 

\!:11 do s m:l Í:; prt·•·i s t)S lll L: todt ) S dl' mvdida dt> conduti-
v i d.:~ de t, : r mÍt' :t ( : 11 uH:: t ,,do t r: tn sÍt..' llt't', Ncs lL' nH::Lodo . n 

pl· irll·i pal t!l(' did:l l~ ;1 v <I r i:H; :in cDm o l L'11l]H l dtl l·a mpo de 

t 1·111 pv t- ;lltl: ·.: ! d n !-luit.\,1, Jl;1r<-1 um fj 11 dl' pccpll! llO dLi.rnt•t.rn, 

1·11;11 I'•'IIIJ> ri ml' ll l tl m•ti l,l g r ;n ak, im(· r sn llHIH 1"\ u idn de ext..:e_~ 
~; ;111 ~~r <Jlldl ' , r' wtmc nlr) d t.• tr· mpt:.·ratura dt) f io, devido ao 

l l: d : t ;H;•' d~ · V,l'r < ~t.<ío dl• l';l l t 1 r L' tr :lilsfcró ncia de c.1. lor pa ­

r.l 11 !'l ui ch ) P• Hli' ~<~ 1 c· xp r • :~ s tl cnmo: 
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f n 
,4 'I 

4 " \. C r ' 

T - l l'lllP L'l:ttura do fio °C 
c'] l :lx .r l til' t r< Jns f {'l-ê n c i a dt• c al o r, ~·~ / m 
k - t'OtHl ltl i v idade• Lt~nnica d(l fl11 ido , h' / m° C 

- tl' mpo Jt:ct )rri do (k!-:icle n iní cio.\ 

- d ifu s i v i. da dP t L:rmic.a d o f lu ido . m2 /~ 
C l 'Oll Sf.~ !lll (~ 

_ 1·:1 i 11 d ·· r i (}, m 

( I l 

A t• ;.;.p r vs:::::tl l ( I ) t ' v;1l íd.:I pdr~l t' <' mpns l~ut· t os. :Jté 

tpw . 1 r· olllV t' l't ; : il' n ;l ttJI-:11 S( ' i n i c i l..' . F~l ·· m•Jllll'llt" P•'d1 • S l'f 

d~. :L • ·! 1,j, , ;to sv r t r :H;<ll' 11111 ).~ r.-Í f i cu T \'•~·rs11 ~; fn (l) , q ue 

d1· v, r 1 :- >~: r um.! I ill !li:l l' t ~ L I p <-l r ;J t'u lldlJt;i'~t , p 11r:1. ,\ cu n d tJt i 
vid :Jdr' l .. l-~ rtnic c'l pt H il ' ~;t · l · dr·L L~r mi11 .:tda P•l!- 11\ll ; l.IUStt.· dt· m í'-= 

n i mns q 11 : ~drados d:t s v; Jr i .:i vl'i s a cima. 
j ',1 i l' < ) IJ ~;t l'il Ídn ill ll i'<Ji lip;l menlu p:t r a nwd ida da ~- ond~ 

t i v itlad v tt:nn ic.J se;::undP vstl' pri nc ípi n. :\ in cvr tt>Z tl vn 
c nn tra dil r\ ,j g r an d t· {' : t n:: p c~ li h i l id:H.l v não Ft l i boa. l·:n-
trv :1~ C< lll :.; pt-llv :ivv i s l'SL~ÍD o gr and v dí:i111c t.rn dn Cl,~ 
11L Í I í z:1d n l' u inlv r va l o dL' tempo JH' fJli L'IlO para n !' l'} ~ ime 
dL~ l' l 'lldtl(;;]() p ttr a. S L'~', tt ltdu ; t J it t · ratura , prl'cis(JL'.s el l ·va 

d:t s pudl'm ser l ' il11SL'f-~liid <:lS t'\llll um di_clm f'. trn d e S i lm. ,\ 1•~~-; 
d o m~1is . U IJ!;l l' l vti'C-l JJ Í c a ma i s snfi..s li {' .:=Jda d e ve St~ r 11:-~ad a 

p:lr ; t :1 11\ l' dicl:t dtl U·mpn c· d.-1 t.vnqH: r.:tltlrn dn f io, evit n ndo 
- sv 1•[t• Í lt>s dt• L':.::t r l'm i dadt·s. Ass im cnnc l tti tt - SL' qu{' ~ ~ s tc 

pnwl·tl int t·nL:l p.- It-;J r~·sulta r vm [H>a.S prc •c isÕl'S :lt' t ' ('~~sí ta 
d L• l 'l!Íd: t du~; l' S )ll'f' i ;l ÍS. 

lh: l· idiu -.q~ n~;s i m t'(H! Sl.ruí r um ml~ d jdo r dL' c ili. ndros 
('t'l1l't~·ntrit·t>S Jl ,tr:J :il (•dit· a ' :n JJdtJti v idad c~ t: t~ rmica e m r L·g í­
lllt' pt ~ n~ I ~ I IH'IllC' . Por L ~ St <' nH~tn d o , {I f luiJo em q 11 <:' s t.:i n ~ 
• .. lll tJc adt ) na n · _~ ·.ião anu l;! r t' lttrc ns c í I in dros . Fste pl.:l ­

íl •l dt• vt· ll'r )H·q r tt '!l<l. t' S JH'S Srlr <l p<~r ; t Cjtll' os v feitos d e~ Ctll_l 

vt.·r· 1;.tt l n ,· }tll rn l pos ~ am s <·r dc· .s pr e z ;Hios(nlimvr" d t• R.::l y l L~ip,h 



·:K' IllJr do q ue 1000). () pa ra i c] isrno L'ntre as Sl .I)H' rr í~· Í l·.=; 

dt.:· vc s vr J',: Jr a n t í.do atrílVf::~s dl' II!ll< l montagL:m dt J ti.po )~,nh:t­
rit,l , dL' modo qu L~ o s i S Ll~ fW.l possa se r dt~srnont.aJ o v rc -
L11rr1a r a ptls Ít,;:Í.o antl~r Íl)!'. 1s t u ru i f l' i to :1 L r ;1 v l~ s d H 

us ínagern d e r .IsgPs n a h ,tse dos c i l indrns, o q t.w 
um eucaiXl' d ns me~ :Hos . 

pt • rtll i Lt' 

i\ n•s i st(~u ci.; t l' i t!Lric<~ co\uc .:~d ;J nu int t·rior dn c i­

!i_n dro i nt ~._• rno me r ece• 11111< 1 ;l tl' rH; .:I n t•s pL'c ia !. Dt·cid i u- St' 

con st r u l- l a d l' f i.os (' ll r n ln dn s t ' m v spi r a l dv mod11 q tJt' : 1 

r cs ist ênc Í <t d ns f i os d e I i v.aç?w ft~ sSL' dt•spt·L·z í vl.• l ~ nu St:' 

j a, tJ ef<' i_t ,, .J(l u lP S<'.ia bas i.c a nw n te st' ll t. Íd n dt•nl rt> U t~ 
c i i ind ro i nt e n w. 

FsLl rt•s i s l.;: n <' in <.~ i mers: J 1111111 f l t1ido . 1:. :-;pt· rirn•·n r : ~ 
r·: Jm- Sl' L ml tJ tl .:I r t'U fllO : 1 ; i~:.t ~<l. lh._·v id o :lo fa to dt' ql l l ' 

l't.lL' ficÍL'Illi ' dv t:r· ; I !L S il•ft~lll: i:t de c:J l o r ~~ rn: 1is ~' l t.:·v ad n p .: J­

r;J a <it'. ll,l, .r tvrii)H.'r i ttl!fa du t in t: mais h:1ix :1 , o grad i t' !l ­

tv de te rll)lL'r: tL\Ir<t :w l ongo d tl LIÍo do c.i I indr o in t.t • rnl"l (; 

pt•qute• no, t' .1 i rll.:rt · ia lt.~r rrrí~: : J \: rn: t i~> b a i x;r, 011 Sl.·. i:r t Llll 

t· t'lll))tl menor ,: llt ' ct •ss:Íril'> p :Jr:l qu~.· 11 sistt•m:l :rt in _j :1 t ') rv -
g ÍIIIl' pt'r!ll:lt1Cflt (' . 

P:-Jr:t 11 rrh~ il.l l'XIl ' r-!hl q t rt• e nvo l ve n ('tHljlrlltn, J ll l -

l'Í<ll\1\t.'IIL e f n i rr l i I i z~ Jd t • o a r- p.:ir <td o . Obst·rv oiJ - s t ~ IJ Ul.' n 

l ~.. ·m p u p:1r :r a t in ~ ir t l n T , i HJe pc r m:llll' lll e L' LI >~f~ lll d(• . ;\ll:ll l 
d n 11\,lÍ s , p t •qt ll ' ll;) S V~l f Í .Jt,'t-)I'S 11:1 VL• I ot·Í<_I:i d e d o :! 1- , l'l 't •d u ­

;.-: i ;r t u 11.1 v :Jri <J<.: iÍ t l d ;r tt •m p e r :rlur;t d os c i I i ndros , d qtu · t' .l ­

LJCl l' ri z: t v<~ tlln l' l'~·. i mL' t ransÍ l.'ll lt ~ . I'<I r ;J di mi n u i r t•st : l 

j ,H~ r c ia t <~ nn i L· t , f p j ins ui Lr d n ar snb r t> ; J ."-llpl.' r f Í(' it • t'~ 
lt •r n a do c i I indr n t•x lt•rnu pu r mt• Ítl dt• 11111 V • ·Jl l " i I : l dllf . 

Uhservrlii-Sl' q rw :1 fl.']n• Lih i I id il dv d:1s mt•di<L i s Jliin vr: 1 hn:i 

<' qu t• gr:ulil· nt. cs dt• lvmpvro~tur<! :Jtl !(JTJgu d;I s rqwr· f Í (' i v 
Jt> cilindro < .~xtr.'rlltl p ~ I SS~lr am inFiuL·nci;Jr n s mvdi d ns . As 

s i111 ,· o \ uctHI- Sl' '' ~ - ;islt~rn.: l num banho eh- :i):11.:1, -l )'.i i :Id a , ('illll 

lL'Ill[H' I~ a tura Ctl!It. rrr \. :.id<.I. 

Fin:illlll'llt. v , :! !lll.'d id ol dv lL'Ill]H'r~ILLJra com l!Jll lPfiiiP ­

par ccllol';Jd o c m t::t d:J S tl) H:rfÍ:L·it~ do c il Íllli.r o cxígíu tlnl .:l 

atvnt..,·:-w l'S pt• t·izt l. Ct• l tl;_:t n J-St.' Í tlici :Ilment t• t) l t. • rtnnp: I r 

s<! ind o radi ; i! ml' ll lt..' dv Stl d S s u pl.•rf í cit•s . O t•t't• i tn : J \•·{ ; t 

f o i d l'c i sivu p .: 1r;~ i11 d i ca r v: t l u r t•s rk t em p e t::Itu r;.t t ' p• ) r ­

L I!l t o d l· r·.on duti v i d: id v t.êr m i c:l e r · r t~llt'os . l'a rLlnd n - sv d n 
pl- ii JCÍpí o q ta· dS c i 1 inJr us me L:Í I i ctlS s?íP a prt»i. ÍIII<I( LII nt •lllt.· 

i su tL:rt;Ji cns , f L> r ; l m : l hl· l" tL) ltirtls an Lon g o de sua L'Sp r•s::> t l ­

ra n o st·n t ido :J:-< i :J I . Ass i m, rt·s trl t adns rl'pet i t i vns l.' dl.• 
ÍllCf'f l t'í'.<! h; I ÍX: l ftlf":! llt t'O II Sl'g ltÍdns . 

IJ I·:S ENVIli. V I '11 ·:.~TO IHl m :ll lllll!( 

Foi consl r trÍc\ ~,l IJ!i i t'q lrip:Jillt'J t to p ;tr ;r nwdid;r d t..• L' ondu 

Livid;Hh: tl' rmi ca dl ~ f i tJÍdo s , se ndo ~l f L·ridn Illl'd ind o - S(' ~-1-
condutividadL~ tL! r·m i c: t d e <Ígua bi-dl•stil;r_da L' JL~ ~·. l i cvr i­

na P.A. Os va l orl's foram o hLiJos de tabP\.:1, o qu e S(' rv c 

para d ete r minar a incer t eza da med ida, ao ní ve l d e <: ~'n ­
f iab i l i d a d e de 95 , 4% (2 d e svios p a drÕes) . 

O e qulpa men t n con s t .1 d e d o i s cil indros c tm cê nl rí ­
cos d e alnmin io com n l tu ra cfe ti va de O,ORY 75 m c d i ~ime ­
t r n:~ i n LL· r n o (d 1) c l~ X l( ~ nw ( d 2 ) r L'spect i v am<·n t e : 

d i '~H , h'> _:_ () 
1 

()r) Tlll!l 

d~ . ,() . 'j 1 - ( l . () ~; 1!111 1 

.'ksL.! ~H··di. d ; t f tli 1r s; rdn urn paqulnwtro, í.'St. im ~ UldO- Sl' 
r irwl·rlt'í'.:.l dt• llll'didn ]W l i! prcc is:lt) do lllL'Smn , vistn q u t.' 

.1 rl'pv l ih il id:1d v d n llll.'d id:J t•st:Í IH'IJ I .:t \J;r ixn dn v;I\Llr a c .i­
·;t d dt• j IH ' l ' r t (' Zd . 

Tl'nn•~p~t r t.'s Li po I' ((: ,.J H·l· - Cun.s la nt :tn) f (.ll- <1111 <'0 \ ()('.:.1 -

. ],!s t ' IH cada p ~1rv dl.• d o s c i I i n Jros , p .::tt- ~ 1 llll'd ir :1 t l' lll[H ! f :l lu 

r . r da s fac l' s Jo fi l m<· d ( ~ I Íq ui dt) c o } l){'a d (J n ; J r eg i 3o :lllll-­

f . t r. l.: ma an.:-Í I i sl' d :1 d i (Prt.'nt . .'<l d e l ; ·mpt·r.tlt r•· : J :Itr: I v t~ s 
d.1s p.:lrc dt.•s dP s t· ilindros , n .: Js co!Hi i~.,· 0 t•s nor m.- ti s <..lv o pe ­
ração do e q l!Í]>:.Imt>n to, mos tr a q tlt' 11m v: tl n r de n o m.- i x imu 
o. o~/\: podl' s ... r :tl t' ," ll\l.,: i ld'' · o que f;u: com q\ll' a l ocal i z a ­

(.,' ;IP das junl;(H' s : to l t)!l gP dv t'Sjh' SSIILI n :ln Sl' .ia importn n ­
l'· Ml·díu~SL' :1 d i íc ' r<.! Jl,; .J c\l' I L· mpvr;lt:ura dírt:·Lamvnt P :ll ra 

vt.' <lt· uma l P rmop ll h;I, f"urmadn com as j rlll<,:Õl' S a c im.:l . ES 
\. Ít•J:I-Sl-' qu e a in cL~ rt L·z <t dl' !tJl.•did:l J c sla díft'r cnr.;.:I dv tc.'m 

pcr:Jtura .sl'ja ± O,O l°C . Ílll'luindn a ÍncL'fl l'Z <I J o multíme­
tro f\P V-+h) B us:tda par:1 ::ts ml'd id :ts da f on;a v l vtrnJrJ! I..=­
t ( i z . 

Pa!'<J loc·tl, z:H::~I o d o p :1L t:n:1 r de t t·mpL· r a tur<l f oi JIS.: t 

11 g 

do 11m termômelro t.i<' nwt-ct:ir i u ('lll vidro, dentr o d e .:!:: 0 ,1 °C. 

l·:m rcgi mL' p t · nn: Jrh·nlt.' a l.:Jxa dL' trans[ crênc ia dt! ca ­
lo r n um fi l mL' t: Í I ÍndrÍt'll pude SL'r L~xp rL'SS<-l co rno: 

on rlt • , 

<"i 

k 
I. 

d i -
d ·} -
·· T -

t\SS j /11
1 

2' i k I. 
. . ~ T 'I~ 

t' n ( cl / ci
1

J 

lílxa d L' tr ;~ ns f e r~.-:nt·i: l d'- · l~: I I nr (W) 

cond ul ividnJe tl.:rm i c:J ( W/ m. t\: ) 
altura d n c i I índ n1 (m) 
d iâmt•trn i nl L•rnn d u f i 1nli.', (m) 

diâ.melro l'Xtvrnu dtJ f j \mv, (m) 

dífcrent;a d(' tL' llliWrat"u ra :lo longo dtJ 

lleFinindo um f ;ll o r d t• !"orma comn (A) 

A ~ 
2:: 

l'n ( d / d
1

) 

,·, ~ i\ . K . A r 

l'l-._ ] , \ S lllL'd Íd:lS d:JS d ill!L! ll St-li.'S do ri \ nH.' 

A= 1) ,(l "j m 

(2) 

r i. l mc· . ('C) 

(')) 

( '.) 

A pnrtP Ínl t• rn .r d(1 t' Í l ir1dro intl'r!ltl Ct.lllt t; :n um:J r v -
s istênc i<l (.'Jlro l :td:l , imt •r s: J n' : i)-',l l:i ck t:I1 fur m: 1 :1 u n i f u r mi 

z~tr n Lilmpn intt.'J'nn ,Jt• l vlll pvLJtur ;t v mini m i z:tr :1 Í1 tf l uên= 
c i a da rl• sístC.nL·i: l dns fi t~ :->. d~..· Ct\fl t•x;ln ao i n slrtimt..'lllLl d e 

lei tura na medi d:1 d.J p ntt-;nc i :J L'il~l•· i c ~ l fprnt•t·i d.t. 1\ i n -

ct• rlv za d e mP d i d :J d : t di I t.' l ' t' Ih,'~ l dt • JHltl.' IIC i : tl t •n: r ._, ns te r­

min:ri s d~t fl 'S Í Si t-; n c i : J t~ :: 0 , 1 V. l\1r:1 a c n r r c n l ~· v l t~ L r i ­
,· a, ~ O, o r):\. Ti pit·: lllh 'll t l' , p <l r:J uma p t1 l (-; n t· i :J l.' l t: t ri t·: l 11<-l 

fai xa dt' 10 - lr>W , :1 Í iWl•rll'Z <J d :J nll.•did;! Sl' s it u ;J 11~1 f.i Í X~l 
\- 4l . 

{) l'CfUÍ[ ): \ lllt' llt '.l t.; t" ll l n,·: rdn num h:Jn\w ;\i~i t:l(.hl d' .- i ) ', l i .1 , 

,.t )fll tl intuiln dt• di 111i1HrÍr <1 c nJJSl:llllt' dt • t l' lilp n dn .•.; Í :-; Ll'-

ma, p (• l n :ltJJTII.'tlttJ d'' ('()l·fj_,: it•nlt' l'X l, •rJ1(1 (IL' t t":.t l\ s r • .-•r t-,llt"Ía 

de c<Jlnr , l' do arrmt' llt. t) d a dift•r('nç:.:I dl · LL'nlP L'I"atut·a . 

1 \.·sprl.'!.;lm -~:v tw~;l.( ' c nso .:Is perdas térmi c as pe l as b.:i­
sc~s Jos cilindro s , o qu e po d p ser verificado pel.J s afe r i­
çÕe s contra~~ .::lglla hi - dl•sti l ~ida L' g,l icerina P.A. 

A r {'s l st0 ncia t.em 1 ip i,·.: ull t ' lll l' u m valor d e 1 , 5 ·.~ , a 
d íft•re n <,;n d(:• pn t C' n c. i :t1 4 ,0 V l.' LI co rre nt t.• 2 . 1JA . 

Aptls ·3 0 minu t o s d e tt~S t t• , o :-->Ís t l'ma p 1· :1l i ,· :ll ll t'llle 
at in g e (I r Pg i nll' Pl ' rrn.:t lll 'll t(~ . ,, q u: r l i r i t'<H;:Í.< • d o l' CJU i pamen­
l n fo i fe i t .-1 com do i s fltt idos . 

HESU U"AIJOS 

I . Àgua h i d" sI i I ;lll ;t 

T:Ilw l a 1- Rt•sn \ t:IJ u~; vX JH• ri.mv ntaí.s pa r:t 
(Li 

;·l..'x t ! '\· 1 

\Ja iJ1.t , l 

:' '),') 

/ (, • I 

Jh,b 
! 6,'1 
.'I, 'J 

!K , h 
l 'J. -'• 
III,.' 

t "' ' ..... 
() I • 

T \ C:lll' <l(C \H ' i d 
('') 

I , Ir i. ! 1 \. I~ 

i , t,l, I l , h:l 
1 , 1, 1) I ·J . ·, t, 
1 ~ 1,1, 1 - ~ • r) ' r 
J, l, l , l 'l ,hil 
1. 111 ) 1 \ , .J:! 
1, 1,\ 1', '() I 
1. /1 ' ) I l, '11 

K I.: / :nnC I 
('. L lL•r.:ttur a ) 

O,h l ') 

i 
O,h l 'í 

i O,h 1 r ) 

<J,h J c) 

O,i, J 'J 

I)'(, J') 

ll ,h I I 

0 , 1>1 '1 

:i,t~I L < l \l i.J t~Sl Í] ;I-

· -···-.. --···- ·-· 
,\( JTI ) 

F~1t or d ü fo r ma 

1·). ·v • 

1 ·, · ' · l ) 

l 'r ~ /h 

I '>, L'l 
1 '"), \ r) 

J ',,.'d) 

I ', • H'.J 
l'l , , , 

1\ nH'did:J d r1 fatt"lf clv forma v portantt) A = ( l l , 27 ~ 
~ 0,62) m 011 .sr· _j;J 4 . 0 '7 . 

\. 
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Velocidade Term1nal de ?articulas em Suspens~o em um 

8 
Fl uxo Turbulento e Moberaldo Ca rvalh o de Souza- Pro f . Adjunto 

DeptY ~n ~enha ria Kletromecinica - Ce ntro de 
Univ e rsidade Feder al de Alagoas - UFAL 

Tecnologia 

Rio: SUMO 

1'r~s s~ri es de experimentos foram conduzidos para investi ga r 
o com port amen to de particulas, com duas densidades e dois tamanl1 os 
diferentes, em um esco am ento turbulento, c para diversas concentra­
çÕe ~ variando de O a 1 per cento em volume. A velocidade t e rminal _ m~ 
d í ~1 J as 11 a r t í cu 1 :1 s f o í d c t e rminada par a ess a s div ersa s c c n centra ç o e s 
volum~tri ca s, c o fen~meno da form aç; o d e nuvens foi observado. 

I ~THllllt.: I' At' 
---· - ----" ) ,_ ---

O conh eci tnento do es pa 1 h.:.l!llE:' n t o c depo 
siçao de aeross~is tl u C) \ltras ! na t ~r ia s s~ LI 
Jas e:n u m escoame11to tur h uJ e nt o ê Je funda:­
mental im{Jortância na StJl\ l(;.:J(} dos vários 
probl emas de En1~t:•nharia. Tnfeli z :ní•nte, devi 
do i conlplexi JaJe do fcnGn1eno , n;o ex ist; 
at~ a {lr~se11tc dat;t t11na snluç~<• ~naiTtica a 
qual seja capaz de en g lobar os mui tos fenô ­
menos CO !nplicad<lS e int er rel ~t ciot) ados ine­
rentes ;Jo proc ess o do tr ;J nsllort e das parti­
culas. 

Com ,, objetivo de elucidar a~ diver 
sas interaçoc s entre o flui<lo c ~s particu­
las sÓlidas, três séri es dí• experim<~ntos [o 

ram conduzidos para inv es tigar o co!nporta -
menta de particulas, co1n duas densidades e 
dois tamanhos diferentes, e ;n Hm escoamento 
turbulento, e t>ara diversas conccn traç ~ es 
variando de O a 1 por cento em volume. A ve 
locidad e terminal m~di a das particulas foT 
determinada para essas concentraç~es volum~ 
tricas, e o fenômeno da formação de nuvens 
foi observado. 

O present e trabalho e um a parte 
densada da tes e de dout or ado Sltl> rne tid a 
autor para a obtenção uo grau de l'h.lJ. 

Unive r s idad e d e Illinoi s - II . :; . A. 

MEIIIÇ ÕES EXPERIMENTAI ~ 

c on­
pelo 
pela 

Tr~s s~ries de experi~ncias com as 
particulas descritas na Tabela 1 fora1n rea ­
lizadas, utili za ndo-s e o Laborat~rio Termo­
Hidráulico do Departamento de En~enharia Nu 
clear da Universidade ue Illinois- U.S.A.,­
conforme mencionadas em Souza (1'181). As d~ 

signaçoes LIAG e HTAG foram usa das para par 
tÍculas esféricas com os mesmos diâm e troS 
(0,476 cm), mas com diferentes densidades 
especÍficas, isto e, 1,05 para LTAC e 1,18 
para HTAG. Essas den s id a des especrficas [o­
ram escolhidas afim d e investi~~ar-se n efe i 
to de particulas com densidade~ diferentes: 
e desse modo com diferentes velocidad es ter 
minais, para as vãria s concentraçÕes volume 
trica s . A designaç;o BTA G foi u sada rara 
part!culas esf é ricas com diimetro de 0,30cm 
e densidade especifica de 1,18 . Esse tama­
nho e essa densidade foram sel e cionados a 
fim de investi g ar-se o efeito do tamanho 
nas vârias concentraçÕes volumétricas para 

partÍculas com: a. mesma depsidade e número 
de Rey nolds diferente; e b. mesmo número de 
REynolds e d e nsidade diferente. As concen­
traç Ões volumitricas d as particulas varia­
ram desde o caso de uma simples parti c ula 
em circulação atê uma concentraç~o de um 
por cento por volume. 

Tab ela 1. Caracteristicas Flsicas das ?ar­
ticulas . 

HTAG BTAG LTAG 

(AcrÍlico) (AcrÍlic o) ( Poli sti.reno) 

Diilrr.ctro (nm) 4, 76 3,00 4 '76 
1--------· 

Dew; ic! dl!~ ( g/ c c) 1,18 1,18 1, 05 
i---" 

Velociddde Ter-
14,54 11' 39 7 '26 

minal ( cm/s ) 

N9 de Reynolds 8 21,00 392,76 397,21 

~Absorção d 'água 0, 03 o' 0·3 o' o 3 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A Tabela 2 mostra os valores das velo 
cidades m~dias das particulas estudada nes­
se trabalho. Como já era esperado para um 
escoamento e1u um tubo vertical, as v eloc ida 
des medias radial e tan r, encial são pratica= 
mente nulas com nenhuma dependincia das con 
centra ç~e s v o lumétric os. Em contrapartida," 
os velocidades méd i as lon •;i tudinais são de 
pendentes das co ncentraç~es volum~tri cas 
das p a rticulas . 

Tabela 2, Velocidade Media das ?articulas 
em c m Is e g . 

'"-
c ... n -: t:l"'trtlç .i.o !l:adlal" Ar. \,.utll l• M L•l" 

Volv..,;;lrl.c~f--·r--"--1- ··--·--·r-- t·- --
_ _ ( \ ] IITAO. i!.T~ ~~IITAr; .. !!~s.__!:!~-1.!!.~~~~-· 

tl, O~) 0,0 11 0,1 10 0,0~ 1 - 0 ,11'• O,OlO \J , 'n iO , H ~.t-1'1 

0,1)'>1 'l , I b ~ !J ,L>t,~ o . o~ 1 !i ' I ~I O, H O D . ll l ll ' ~'l ~.h 1 

-C, (I"I."I (• • 1 ~ '• 0,111 0 ,11 5 '1 -Ú,'·/1 li'(;~ 1 \ ) , 0\ \ (l ,l ' 5 ' b~ 

0,\l '" . o • 1 ~. - 0,\LI 0;1) 1 1 o'" ~'J - II ,OR', ll '~ 1 lll, ?n ~· .' ~ { 

0,010 -0 , 00 o,ooo" O,Oil O, lS? 0 , 0 .10 ~ ~ '••t. 10 ," 1 b , }4 

O,O .I l O , O<o- - O,OH 0,101 -O, .. H. o .a~~ '"·11 ll,l " ~ • l ~ 

-0,1 0 1 O,ll"J 0,\31 o,ou -O,Jt.1 O,I Uo l l,ll 10, 1 7 ~, li 

o,aeo o ,n 1o 1 0,0!:. 1 O , OH. 10,00 ~ . "'" 
_ _.__._ ___ .Q....Q_~·~ i..~~ ~~""'-'--"-"'=-...:..-'='-'-.L~='-'--'-

• DM >':rros e~ !at:5tÍCOI ancontr~ do~ f<>l'·''"! o.~~ r-m/1,! 0,3" , . ..,,, 

~-O, 7'0 cm/1 I"" '" • 111 p1rt lc\llu t!TAC , BThG t1 l.l AC 1 ,..,,).>ectl. vam~lltf! . 

• Os e rros encontrados foram : 0 ,46 cm Is, 



+ 0,34 cm/se + 0,2Y cm/s para as particu 
las HTA G, BTAC-e LTAG, respectivam ente . ... 

A Pi g l1ra l mostra a depcndincia erl­
tre a vel o cidade midia na direç~o a x i a l e 
a concentração volu:nétríca das partÍcula s . 

,----,1 !.'f .. o UTA f: 
1 

,I 
J:r r.-, .. ~.;.., i o ~ 

" !1-:-Ar. 

ll TAG BTAG I.T,\G 
0 l .T.\1: I 
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Fi .~ ura 1. 

o t. 
' :I o ·i 
o 

I 
l 

I 
' 
~ 

2/ .Q, J / R 4/8 1 / 8 "' 7/8 

Cn n r ,..ntr~ç n ,., \'r>l"mrtrirll-~.Q, ( ~\ 

Taxa de sedimentaç~,, r e lntivn 
da particula, U (0)/~ (0), cm 

Pz Pz 
um e s co amento turbul e nt o , para 
vá rias concentraçÕes vo lumét ri­
cas. 

Como pode se r observado, quando a 
concentração aumenta de zero para cerca d e 
5/ SZ , a taxa de sed imentaçio das particu­
las au me nt a at~ alcanca r um n ixim o. Para 
concentr aç;es ~aiores·a taxa de sedimenta­
ção das partÍcuLas diminui, com a v e locida 
de Je sedin1 e nta ç~o mostr a ndo u:n d ec r ~sc imo 
monoat~rni c o com o aumento da concentraç~o. 
Esse fen;meno foi verificado por Kaye e 
Doardman (1962) . Eles utilizaram um tubo 
de 62 mm de diimetro cheio de parafina li­
quida. As p articL1las esf~ricas eram de vi­
dro com d iâmetros de 850 , 400 e 100 m. A 
taxa de sediille ntaç~o em uma coluna estag na 
da foi Jcterminada usando um rnicrnsc~pi; 
para a m e<li ç~o J e es feras ma rcadas de ver­
melho de 900 ~ de diimetro com velocidades 
t erm inais co~pa r~veis as das esferas de vi 
dr0 . Uez anos depois, Barfod (1972), usan:: 
do J. ~~ua e m u ma coluna estagnada, c he gou as 
tilesmas con c lHsÕ e s, isto é , partl culas em 
s u spens~e~ Jiluidas dep os itam-se mais r~pi 
do do que partículas ind i viduais . -

Kaye e Bo ardman (1962) e Rarfod 
(l972) expl i caram suas descoberta s como 
sendo devido à formação de nuvens as quais 
depositam-se rn ais r~pido que partrculas in 
divi dua is. Crona ~ e r (1978), estudando o 
comp o rtam e nt o d e particu l as s6lidas suspen 
sas em u m escoamento turbulento, encontro ·~ 
q ue o fen ~me no da formaç~o de nuvens tam­
b~~ ocorre. l:ontudo, ele possui somente um 
conjunto de dados no intervalo da s conce n­
t r aç~es vo1um~tricas (O% a 1%) onde o fen; 
meno tem sido observado , isto é, na co n cen 
traç~o de 1/2%. O presente trabalho deter~ 
mi nou mais precisamente a concentr açã o vo­
l umétrica de partÍcu l as para o qual a taxa 
de deposição máxima oco r re . 
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Div e rs os modelos t e6ricos t~m sido 
p r opostos para prever o fen;meno da forma­
ção das nuve n s . Isso te m sido considerado 
por Goldman, Cox e Bren ne r (1966) para o ca 
so de duas esferas idênt i cas, arhitrariamefi 
t e orientadas uma em relaç~o a outra em um 
fluido viscoso infinito. Eles encontraram 
que as vel ocida des linear e an g ular das 
d u as esf eras se dimentando-se são fun ç ~es 
das suas posi ç~es relati va s (isto i , s uas 
dist~ncias de se paraç~o e orientaç ão de 
suas linhas centrais relativa à orientação 
da ;;rav idade ). 

Uma discussão pormenoriza da da sensi­
bilidad e da velocidade de sedim entaç~o pode 
ser vista no travalho de Batchelor (l972). 
Ele des e nv olveu uma teroria 1 qu a l pre v ê 
q ue a v e lo c idade de sedi ment<tção r e l ati va 
depende da concentração volu~n~tri ca, f./J, co­
·n o: 

li (0) 
__j)___ 1, 0 - n,'i5 0 

lJ 
p( O) 

ln felizme nt e , a teor i a de Batch e 1 o r na o l e ­
va em c o ns ide r~ ç ~o ,, fen6mcno d a forma çio 
Ue nu vens . 

Pi e nkowska c Herczynski (lQ7 8 ) de sen­
vol.v eram u m mo à c l o teÓrico o q_ua! p r evê , re 
alisticam etltc , os efeitos combin ac!os da se= 
dimenta ç~o aumentada pela pequ ena formaç~o 
d e nuvem e a s e dimentaç~o rctarJ n,la pelo au 
menta cin ccJ n re ntra ç~ o volum~tri ca . A Fi ;; uri 
1 mostra ttma co mparaç;o entre a t eo ria de 
Pienk o ws kn e llcr c7.y nski c o pr e s e nte t raba ­
lho. Em geral , d en lro das ineertczas exper i 
mentais, o s r cs 1tlta d os te~ri cos se ~~ u c m a~ 
ten J~nc in s eX Ilcri me ntais. 

Cma co1npn ra ç ;o dos re s u ltados pa r a va 
rios trabalh os sob r e a velocidade m ~xi ma d~ 
seJi ~e nta ç~o c a C(J ncentraç;o v o ltt :n ~tr i c a ~ 
:nost r ad.:1 n.:t TnhcliJ. 3 . As d i ff' r en ç :ts cntr t· 
os div e r so s í.'S: 1 1 1~i1s c· :~ 1H'r Í - !ll ': l!·:J i ·: .•,)·· , . .; .:.~ r 

.1n:.; . ;ir: ,J ·; ~·~~o ' ''S t ~i [,·r ('nt ~..··· (' • e 
l ,Clt' ~~, i~O \' 1 ·:1 1': • !' ! l"'l·' ( ! ll ), • i :~ r~: t! •. :~ ( < 
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ABSTRA CT 

'fl1rec scries of experiment have been 
condtJctcJ to investigate th e hchavior of 
portcles in non-dilute turbul e nt suspension 
fl0wo fnr two particle densities and two 
particles sizes, and for several particle 
vo lume loadin~s rnnr,in g from n to 1 percent. 
The mean free fall velocity of the parti­
eles was Jptermined at th ese various par-
ti c le volume loadin gs, and th e phenomenon 
of c lust e r formation was observed to de­
pend on par ticle densit y and size. 
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Coeficiente de Arra s te para J>artrculas en1 S u S jlC ils;,l 

en un Escoan:ento Turbulento e 8 Koberaldo Carvalho de So uza- Prof. Ad junt o 
Oept'.' fnrenharia ~: l c trorrecânica- Centro d e T cc nolo ~ i a 
Universidade Feder a l d e Alaroas - UF A!. 

HESUMO 

Este trabalho apresenta alr,uns resultados para o c:o e (icientP de 
arraste de partÍculas sÓlidas em suspensão. 

Em nosso caso, os e s tt1dos foram realizados Illll:J t\1b o vertical, 
co m fluxo d'água em r e ~.; im e turbulento. As experiên c ia s f o r ;u Jt J csenvol 
vidas r e lacionando tr~s s ~ries de part!culas com du a s cle n s i llades ; 
dois d i~~e tros diferentes, e para diversas concentra ç~ cs vo lu 1n~trica s 
vari a ndo de !l a I por c e nt o . 

I t\THODU Ç ~~ 

O con l1ec imento do c:aeficiente Je Ar­
raste de um a particula s5lida movencio-se em 
um fluido, t em g rande aplicabilidad e nas 
pesquisas de en Re nharia, principalmente i­
quelas no campo dos Recursos HÍdricos. 

Devido ~sua complexidade, exist e vi­
rias teorias para o cálculo do Coefici e nte 
de Arraste, se nd o que as mais convicentes 
baseiam-se no e s co amento laminar para núme­
ro de Reynolds me no r ou igual a unidade. 

O pr e sente trabalho, reflete a s expe­
rtencias realizadas pelo autor no Laborató­
rio TEHMO-HIDRÃ ULI CO do Departamento de En­
genharia Nuclear da Universidade de 
Illinois - U.S . A. 

RESULTADOS E lliS C: USSÕES 

O sistema utilizado para as medi ç~ e s 
experimentais foi o mesmo descri to no traba 
lho intitulado: "Velocidade Terminal de Pa-r 
tículas em Suspensão em um Fluxo Turbulen ~ 
to" do mesmo aut o r. 

A Tabela 1 mo stra os coeficient es d e 
arraste turbulento para as três 
partículas estudada nas várias 
ç~es volum ~trica s 

s é ri es de 
co nc e ntra-

Tabela 1. Coef i ciente de Arraste turbul e n­
to par a as vârias conc e ntra çÕe s 
de partículas. 

Con~;~ traç ão-J 
---- ------------

I 
IITAC BTAC 

_ _ _ r_. r~ ~--- -- J 
I 

lo, 6 6 5 : o, o 11 0,675 .. 0,0 0 ') 0 , 992 • O , tl22 

1/8 0, 65 2 é 0 , 0 0 6 o ,6ld ~ 0, 003 O, Y85 O ,OB 

2/B !o,6 ó 2 ! o , oo<J 0, 6 85 + 0, 0 10 0 , 978 -+ 0 , 0 2') 

3/~ 10,59 9 ~ 0,011 0 , 6 07 ~ O, Oll O, t..!SS ~ 0 , 026 

4/8 ,0,536 + 0,01 0 0,641 • o , u 11 0 , 82 5 + 0 , 0 1 2 

5/8 0,562 + 0,011 0,553 :!: 0 , 00 9 1, o91 ~ o, o 2s I 
lo, 6 4 2 ~ o, o 1 2 6/8 0,6 8 9 0, 0 ! 2 1, :92 0 , 03 7 1 

7/8 

lo~ : ~ ~-~-~-~~1 J 

o ' 7 o 5 ~ 0, 0 13 1. 8 6 0 o. o., 8 l 

o' 7 8 7 + o. o 15 

Esses coeficientes de arraste foram 
calculados iRualando a força de arraste d P 
uma particula isolada, caindo em um e s c oa -
menta turbulento com velocidade termin a l 
Upz, com a for ç a g ravitacional devid o ã ma s 
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s a d a p a r t Í c 11 1. a s u b m t ! r s a , i s t I) c , 

CA (yl) ( I, /] ) d ; [< PP ( ff) - i] -------?"-(~;---- -- --- -
pz 

ond~: r: (0) ~ l) co 0ticientc Jt· arr~ s l t · ~! a 
/1. 1): !. r tÍ c 111 ,'l na conc~n t r : 1 •~ an (}; 

d é o J i ~i ::1 c t r o d a p n r t Í c u I a ; 
f p , f f s á o n s t! P n s i d <1 d c s d a i' a r t i c 1: i ,i 

e dd fi \ ! Í dn . rf' spL·c t ~ v .1 ;:.i..•nt•,' : 

L ( 1/1 ) 
pz 

e . t ve I u c i d ~t l: t · t e 1· ;·; í c:1 l 

t Í C l " l ti L' 1.! S U :; ]l I · f! S ~ I t: 
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de In2ebo , IJh lh c rr .~ S incl :ti r, To rohin & 

Gauvin e os Coe t i ci e ntes da c:urv a Padr :io . 

~m ~ cral, os coe fi cie ntes de arraste 
para as três séries de partÍcula s HTAG, 
BTAG e LTi\G) nas vâ ri.a s con c entraçoes fo­
ram ma i o r es J o flue o c oefi c i e nt e padrão . 
Com o e r a c s p c r .1 do f i. 5 i c ame n te , o c f e i t o d e 
aumentar a con ce ntra ç3 o significa aum e ntar 
a intersidade turbul e nta do fluido (defini 
do porTorohin & Cauvi n (1'1 6 1) comÕ 
IR= v;;'fTI;upz e daÍ co loc a ndo o co efi c ien­
te de arraste acima da curv a do coefi­
ciente de arra s te P<1drão p.:1ra escoamento 
1 aminar . Con tudo , p a r a a s C r i e BT A C p a r a 
concentraç~es V<JiLIT!I~tricns menor e s do que 
5/87., o c o eficientP d<• arr as te fo i en co n -
trado abaixo da c urv :1 p <tdr ão. Como foi r e ­
latado no tr abal ho de Cl i f t ~ Cauvi n 

(1971), pelos es tud os sobr e visu a liza ç. ã o 
de escoamentos Uh lh t• rr P. S incla i. r sugerem 
qu<; a. r e dução cm c:

11 
resul t n d e um de-

cresctm o na forma c\lJ cc1 efic ient c de ar-
raste associado com o efei to da turhulên­
cía em reduzir o ân ,~ ulo subtendido d e ata -
que da esteira ( "wake") r ec lrculante. Com 
o aumento da c oncentrnç.~o volumétrica a 
intensi dad e turbul enta reL1tiva, l , aum en 
ta, assim como o :in gul o da cs te i r a~ e x pl i= 
cando-se dess e modo o att :lt cn to Stll>sequente 
em (A. Como pode ser vist o na Fi g ura 1, os 
nossos resultados CXJl e ri nlent;ti s mos tram, 
e m ;.; eral, um f o rte .1g rupa :nc nto pa ra cada 
s~ríe d e parti c ulas c om u rna tend ~ ncia para 
C alcançar u n1 mfnim o llarn a vel oc idad e em 
qded a livre, e aumentar cü m 1/t. 

As discrepâncias ,,hs (' r vada s e ntr e o 
presente trabalho s o bre o r oet i c i e nte de 
arraste turbulento e aquele Prl cont r~Id o par 
Ing ebo (1956) i visto na fi Rura I. Co mo su 
gerido por Torohin & Gauvi.n (1Y5Y), o de~ 
créscimo no coc(icicntc d e arraste obs e rva 
do por In g ebo provav e lment e rest1lta da in=­
tensidade turbulent a e nao da aceleraçio. 
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ABSTRACT 

This work g ives s ome results for the 
Dra g Coeficient of s o lid particl es in sus 
pension, in a water turhu le nt flow in a 
vertical pipe. Thre e series of experint 
have been conduct for two partic1es densi r 
ties and two particles sizes, and for 
several particle volume loading s rangin g 
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from O to 1 percent. Turbulent drag coefi­
cients at various volume loading were com­
pareci with several models and correlations 
in the literature. 
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e 
CRITÉRIO OBJETIVO PARA A TRANSIÇÃO BOLHAS­

PISTONADO H1 UM ESCOAMENTO GÁS LÍQUIDO e JOSÉ MARIA SAIZ JABARDO 
Depto . Eng . Mecânica 

Escola Politécnica da USP 
Caixa Pos t al 8174 - 01051 São Paulo, SP 

RESUMO 

Experi~ ncias envo lv end o a propagaçao de ondas de fraçio de vazio de misturas 
Nit rogêni o-8gua em dutos verticais , levaram ao estabe l ecimento de um critério objeti 
vo para a transiç~o entre os regimes bolhas e pistonado. O crit~rio e nvolve somenti 
a determinação da velocidade de propagação das ondas de fração de vazio e a velocida 
de mêdia do g~s . A primeira ve l oc i dade pode ser ob tid a pela instalação de dois sens~ 
res de i mpedância na seção de testes, sepa r ados por di s t â ncia adequada . Os resulta= 
dos obt i dos foram pre1 i minarme n te confirmados por '·'V i.d eo-T apes " do escoamento , obti 
dos por meio de um equ i pamento de VT r~pido. 

INTRODUÇÃO 

A transição entre regimes no escoamento vertical 
de uma mi s tur a lÍ quido-gás tem sido tradicionalmente 
um assunto de intensa investigação. A atenção que tem 
sido dada ao tema está r e l acionada com a necess id ade 
de conhecer a topologia do escoamento. Esta permiti­
ri a , sob um pri sma relativamente superficial, mod e l a r 
as interações térmicas e de quantidade de mov imento e~ 
tre as fases, as quais apresentam caracterÍsticas di­
versificadas para os di sti ntos regimes de escoa mento. 
Não é o obje tivo desta comuni cação desdob rar o assunto 
da mudança de regimes de escoame nto bifás i co lÍquid o­
gás e m co ndutos verticais, o que é exa ustivamente de­
se nvolvid o em textos, teses e artigos especializadns , 
ma s apresentar uma abordagem ex perimenta l r e lativamen-
t e nova relac i onada com o assunto. O t e rmo nova t em 
r e la ção com o fato do grosso da literatura a bord ar o 
t ema da transição entre regimes de escoamento, bo lha s ­
pistonado, por exemp_lo .so b ym ponto. de vista i ntrin s~ 

camente subjetivo LI], lzJ ,l3J ,14], [sJ, ao r~sso que o 
procedimento propost o envolve um c rité rio ob jetivo de 
avaliação da transi ção. O s ubj et ivismo na avaliação 
de um determinado re gime consiste de dois aspectos pri~ 
cipais: o prime iro re lacionado com a observação visual 
e o segundo com a descrição do particular r egi me obseL 
vado. Nessas condições, não é difícil percebe r as 
reais dificuldades em de finir o que seja uma tran sição 
do regime de escoamen t o em bolha s para o pistonado, 
por exemplo. Com i sso , os ma pa s do Escoamento Bifási­
co, l eva ntados a partir de tal c ritério , incluem as i~ 
ce rtezas do processo de observação , resultando em dis­
crepinrias s i gni ficat ivas freq~entemente e nco ntr ada s 
na lit · ratura [s]. Não vamos falar aqui do aspecto r~ 
l acionarlo com os parâmetros de definição dos mapas , o 
~ua l por si só co nst itu e um ass unt o interessante de 
pesquisa , como já o observou Dukler em 1977 [s]. Al&!J. 
mas t entativas se ve rifi caram na década de 60 no senti 
do de associar cada regime de escoament o a um si nal c~ 
racteristico, cuja variaç~o permitisse ao investigador 
um pos i cioname nto seg uro a respeito da possíve l mudan­
ça de r e1,1ime. Entretanto, coube a Jones [3] e a Zuber 
& Jones L6] efetivamente assoc i a r os r egimes de escoa­
me nto ao es pec tro do sinal produzido por uma sonda, de 
abso r ção de rai os y ou de impedância. Verificou-se 
que, cada regime de escoame nto apresentava uma ca rac t~ 

rís ti ca espec tr a l bastante peculiar e dife r enciada dos 
demais . Essa con sta taç~o ab riu o caminho pa ra o desen 
v0 lvime nto de técnicas ra zoave lmente obje tiva s de ava­
liação do ponto de transição entre regimes de escoa me~ 
to . Re ce ntemente , Fran ça [2] utili zou essa t éc ni ca 
com r esu ltados ba stante satisfatórios para as transi­
ções : bolhas-pistonado , pistonado-agitante. Além do e~ 
pectro, França lançou mão de outros parâmetros estatÍsti 
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cos , com a fun ção densidade de probabilidade, associa­
do s ao sinal de uma sonda de impedância l ocal, introd~ 
z ida no centro do t ubo por ond e escoava a mi stu r a água 
-a r, a pressões próximas da atmosférica . Entretanto , 
como França t eve oportunidad e de coment a r, na região 
de transição os parâmetros es t a tí s ti cos do sina l da 
so nda não apresentavam uma definção c lara em r e l ação 
ao r egime a que pode ri am es t ar associados . Apesar de~ 
se problema, pode se afi rmar que o procedimento de Fran 
ça e limin a em grande parte o s ubj et ivi smo aci ma comen~ 
tado. 

O presente trabalho tem por finalidade descrever 
um critério objetivo de transição ent r e os regimes em 
bolhas e pistonado. Esse critério tem por base a medi 
da da pr opagação de onda s de fração de vazio e deve ser 
co nsiderado como uma contribui ção não só na análi se 
prática da tra nsição, ma s na s ua mod e l agem a partic de 
c rité rios de instabilidade. 

DESCRIÇÃO DO PROCED IMENTO EXPERIMENTAL 

O procedime nto experimental utilizado no prese~ 

te trabalho envolveu um circuito experimental cuja des 
c riç ão pode ser encontrada nas referências [7j, [s], [9j. 
Em s uma, a seção de teste compunha-se de um duto ve rti 
ca l de Plexiglas, de 25mm de diâmetro e 2m de a ltura 
O c ircuito foi press urizado até a pres são máxima de 4 
bar, tendo sido operado com mi s tur as água-nitrogênio 
Senso res de impe dâ ncia, de elet r odos montados na pare­
de do tubo de mod o a não perturbar o escoament o , fora m 
dispostos a inte rva l os de 20cm, num total de 10. Os 
senso res e ram excitado s por um sinal se noid a l de 2~ . 

o que pe rmitia, mediante uma demodulação adequada, a 
medida da impedância do meio situado entr e os eletro­
dos. A anális e individual do s si nai s de cada sonda peL 
mitiu ava liar as ca ra c t e risti cas espectrais associadas 
a cada regime. A inter-correlação dos sinais de son­
das adjacentes propiciou a determinação da velocidade 
de propagação de perturbações de fra ção de vazio,quer 
naturais que r indu zidas . As perturbações indu zidas , de 
freqüência não superior a 6 Hz, e r am produzid as por 
uma pulsaÇao na pressão do lÍquido na região inferior 
da seção de Testes , através de um pistão acionado po r 
um motor de rotaç ão vari áve l. A fr ~qüência da pe rtur­
bação induzid a podia ser medida por um tac~metro ele­
tr~nico. Entretanto, uma medida mai s prec i sa foi obti 
da do espec tro do sinal das sondas, o qual indi cava a 
ocorrência de um pico na freqüência correspondente àq~ 
la da perturbação induzida. 

As expe ri ências foram realizadas para os segu in­
tes valores dos parâmetros operacio nais: 

pressão : O, 3 e 4 bar 
- vPlnridade 5uperficial do lÍquido: 0;0,12 e 0,27m/s 
- fração de vazio média: variando de O até 40%. 
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Tahe ln 1. Ve l oc i dodP de p rn pR~R Ç~O para a = 23% ' J = 
0 , 2 00 m/s e pe r tu r ha <;àn 1nd t121dn de f r eq u~n ­
c :i a i guéil a 2 , P, li z . * 

Pares rle Se n s ores 

2- 1 
1-4 
4 - 5 

'i -·6 

6-7 
7- H 
R-<! 

Vcloc i rladP riP P ropag a ç~ o 

0,4S S 
0,44) 
0,4A'i 
O,'iR'i 
0 , 602 
() '602 
0 ,1>02 

[m/s] 

. ....... .. .... _______ ____ -~~~--~~~~~~~~~ 

TaiH• I ,' I :?. . Vl' l o c idade de propnp,a ç.-lo compélr ada com ave ­

l tlc· i d;tdc de d e sl ocame nto el e t1o l has de Tayl or 
oht id ;l c orno :tt1xil io ele imnp, e ns de VT. 

.J r . .o:: 0, 2 7S m/s. 

ct [·?:j V e l ocida d t.~ dP 

Pro~;-~ ~~aç~1o 

t [ ll z 1 Lm/s] 

O, 7'10 

-----~--~ 

Vc l oc i ri adP de Des locame nto da 

H o J h a de Ta v 1 o r [m/ s] 
(VT) 

O ,flO<) 

~~+-----~-·--- --·- ---------

() . 7 '10 O , 77 1 

O , i\')\ () ' 7 '>2 

ll , i I li ll . 7 I 'l 

s ;t o prr)xtmos , de·rno n s tr;:tn do : 1 r c• l aç?i o ln t irn n quP e xi s t e 
P11l r 1• <·I v p ] oci d:Hir• rl(' p rop .: q~a ç ilo da nova 0strt rtu r n e 
,1q 11 vL·1 dp d 0 s l o c~1 mento d0 ('str u t u r ;! s ,l,<Js os as ma 1o r es , 
t·omo (. o C' rtso cL1 hn lh a de T.1 y lo r. A oco rr0 nc i a de ho­
lli .1 s d0 Ta y l o r Ct·sco;~mp nt o p t s f· o n :Hio) mesmo pa r a fr a ­
çn<·s dt~ Vn;, i n n· l a ti v a m0 nt 0 h.: t i xns, c omo 2()% do (t l timo 

•·<~so tl: t T;d w l a 2 , o u nlf's mo in fP r i n rp ~; :1 20%, podP se r 

j ll s t· i fi l' iHl a c·o•uo r e s 11 ll : tdo d as pr•rt11rhaçÕes i nd u z i dRs. 
Vp r i ri( ' Ü!\ " S(' lfiiP, par<l llJM I drtd ;.·, Fr nt~:~JO d e Vazio e uma 

d :Hl i t v:lzfio c\;1 mis t u ra, ;\ m(•dida q11r• n freqú(~ n c ia d a 

[J(•rturb;H;.::.Jo ind u z ida crn a ument. ada, u se u a mo rt e cimen­
to f't' i t propo r c iona1ment e in cr<• mpnt.éido nt.é q u e , acima 
ti (' tlllt <J d <t d <t f rc•qiit~•ncia, ocorri <l o éi p ftrf'c ime nto da se­
g und a c•st.rt Jt. tl rn , :t qtw I s P p ro p ag ~IVH com vC' l oc idade su 

pC'r.ior. As s i m, fo i po ::;s Í vP l obt er escoame n to pistona---=­
clo p<-tr <-t F'rn(~Oc·s d t- Vazi o dn ordem d e lO %. 

Oo <'x po ;:; t o ac i ma d<•vc-• tr.r f i c do c laro que- o a par_g_ 
c i mt•nl' o d f' u m:1 nn v<-t es t r utu ra com Vf'locidarle de pro pa ­
p,nç iw :->t tjH.· r i o r .•s L~ :tssn c i ad n 7i t t· .:1n s i ~ ~l tl do r egime e m ho ­
lh n s pa r .1 o p i sto nado . F: ev i d e n l P, então, qu e> a f orma 
çiío d e um S('X liiHio p i co no co r r <.l l og rn ma transv<' r s ill e n-=­
t r<• os s ÍJ ia i s rl f' <111 <-lS so nd ns, i nc-!i r a a o c or r ~ n c i a d a 
t r .1 1t s l c; .:to t'll lr P os r p f eri.d os n"'r,inlt.~ .s . Po r o utro lado, 
foi !>Oss ivul cc>rrPl~r· i ona r a ve>ln c ida tt e de !J r o pag a ç~o 
cl<-t n ova es trutn r a com a vt•l ocida<iP médin da fase g á s 
nn Sf'Ç ;:i o , co mo indicdo na F i g. 2 , nn qua l se rrx>stra ela 
ramC' n t f' q tH-': 

Olldc• C,J (~ ;1 VC> l nc i dn d P dP pro pap,a c..<,io da nova est rut u r a 
( ' v(; (~ .... .. -1 V(• l oci d adf' méd i a tLl [a;e g~s . Na F':ig. 2 fo­

ram r e prese n t.n rl ;t s i i S ve l oc i dacles d0 propagaç~o m~x ima 
P ml ni mtt o h t. i d ;t s n:t Se ç ?ío de T0st. cs . 1\ ss i m, o crité ­
•- io i?xpr c's:-;o pc• l a des i g u a l dade nci mrt eon s t. i t.u ir-se-á nu 
ma CO JHi i ç Ho tH•c e-ss á ri a pa r rt n tra n sição d o reg ime rl c 

(• scoam(' nto c•m bolhas pa r a o p i.s t·onnrlo. RPs u lt ados ob t_i 
d os e m ! LJ ! par<)ct·m con firmar a v.1lidncte do c r itéri o 
proposto . Entretanto, n ovas experiências são nec ess á ­
rj.q !-i a lim de• vn li d ar o cr i t é rio, o qll: t l se ca r ac te r_i 

*ex~ a ~ raç~o de Vazio; .JL a ve locidnde s upe rficial 
cto l it]uicl (J e f a frec1ii~n c i a da 0xc i taç~o . 
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Zrl po r 5 f' r o h _i <' t i v o ( i lld P IH' rl <IP d <i o h ~H· r v aç ;)o do n pe r.0_ 

d o r ) . l'o r o ulr o l ;rd o , :1.'> <> x i , ~ t-· r w i : t s P!ll ! P r mo :-:; d '.' t' q uj_ 
p <lill('rll o t'XJH' r irn<•rrt ;rl p;rr;r s rUI ;rpl Í ("{l(,· i"Jn s ?-ín h.r s t ;rnte 

rPd tr/ id ;rs , l' X Í g i11d o s im p l <•.• .; rn l• rr!P d rro'I.S s mr rl;r s <' IIII ! . rru -

1 i s ;Jrl o r rl l• s i 11 :1 i s 

1,0 C, V6 lml •l 

J , • 0,:.'7 5 m / s 
o 

O vct u c uh1Je dt• pru, ,oqm.:Oo 
+ vt·luu dotle rnc d 111 do 0 ° 

yu•; o 
0,8 

o 
o 

0,6) 
o o + 
+ + 

o • + 
o + o + 
+ o o 

I 
0,4 

0 ,2 

00 0,2 0,4 o 

"" L }~ I I I i i \i ~ - '•·· : . 1 • ~ - , j , . jol » !J-I ~ ~ d t_ <l t • \ lt ' C I I H \.1 ~· df• i· r ; t ,_-: H i 

di' \". t /Jn \ "omp .lr : td . t ' fl lll : t V P it H' id ; ~o lt~ m•~ di .t d n 
t'. /r ~; , 11 .:r r· 1 • 1 •. r ; r t 1 1 I 1 • ,•-; : 1 Í 1!; 1 ti : 1 :..; r • t · : 1 r 1 1! t • r 1 · ~·; 
r I . ! 1 •. , 7 •, m/ >; . 

C_ONCI ,I '.SÜ F ,; 

l·' x p" r i ;: tll' i ·•s :·. q•• "'l!!: t .... d t• 1-'t 1·,--• •• , 1, , \ " ' /i" ;" '! "'' 

I i r ;-u u d <':-> P n v o l v , · r 11 111 c· r i f t~ ri o o h_i •• l i vo d• · Ir . t H si ·: . ltJ PJ ! 
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Os n' s rllrildn s (! ]d ido s ll<t sr~r i 1• ri<' P x pr•rl(;rl("i ; rs d l '.'-'•' rj 

ta s no pr<' S('Ilt <"• t· r :rh :J i h n t' t 'llt ot Jt· r·t •s I r a l• . r l h n~; r <' •" t'H -

t. C' s pPrmitPm co nf inna r : 1 ~ : <'IH ' r ; , J i d :td • • d o c r ir ,~ rl i J 1· r : 1 

posto, o qu<tl lt>n 1 por b :J.'-;<' 11 s tlr);inH•nf t J de• ttlll:J ll1t V : r ' '-"' 

trutu rn ljlH' S(' pr· op ; rr~: r co11 r V<• l o eid : rd r• Sl lf H'r" Í t or :1 \ '· • Jr , -

c- idad c mf~ rli ; r d o g :Ís. T r · : r k rll~t l •'XpP ri mt' l lf :l l d 1'VP 
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ABSTKA CT 

Experimen t s \•Úth vo i d fr act iun wa ves in Nit r og en 
- wat e r mix tur es f l ow ing in vertical tubes l1 ave l ed t o 
the stabl i shment of an objective c riterium for th e bub 
bles - s l ug f low transition. The c.:ri t e rium involves th; 
deterrnination of the propagati on s peeJ of the void 
fr act ion wav es as we ll as th e ave ragc velocity of tl1e 
gas phase. The former speed c an be obtaine d by the 
instalation of two i mpedauce scnsors in the t es t sec ­
tion. Tho s e sensors mu s t be sepa rat c d by an ad ~q uate 

di s tan c e. The cx per i mental ly ob tained results ha ve been 
conf irmed by Video- Tapes from the flow. 
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e METODOS T'ERMICOS PARA REC UPERAÇÃO DE PET'ROLEO 

8 DAN MARCHESIN 
I MPA/PUC - RJ 
JESUS CA RLOS DA MOTA 
Departa me n t o d e Matemá tica - ICEx -UFMG 

RE S UMO 
Proce sso s t érmi co s pa r a r ecuperação de petró l eo ve m sendo d mpl i\ ­

me n te usados em reserva t ór ios conte ndo ó l eo pe sado . O p r i nc ipa l mcca n is 
mo pelo qual o aume nto de t e mperatu ra melho r a a re c u pe raç ão é at ravés 
da redução da viscos idade do Óleo. Ne s te tra ba lho de t e rmina mos a s o lu­
ção de um p r o blema de Cauchy bá si c o pa ra um s is tema 2x2 nã o l i near de 
lei s de conservação hiperbó l ico , descrevendo o desl ocamen t o d e ó l eo c 
água num me io por o s o , levando e m conta variações d e t e mpera tura. 

I NTRODUÇÃO 

Um dos pro cessos de recupe racão sec u ndá 
ri a de óleo de um reservatório pe trolífe ro con 
si ste na injeção de água em c e rtos pocos para­
a obte nção de óle o em outros poços. Através 
da in jec ão de á g ua q ue nte a vi scos idade do 
óle o d i minui , a umentando o fluxo de Óleo . 

Sem conside rar os e feitos de pr e ssão ca 
pi lar e de condutividade térmic a o mod e l o abé~ 
xo , introduzido i n i c i almen t e po r F .J. Fayc rs-
1} ] , de screve o fluxo de ó leo e ág ua a t ravés 
de um meio poroso sob cond ições não iso térmi­
cas: 

s t+f(s, 8 ) x= O 

[' s+ al ü]t+[lf+ BJ e] x= O 
(x , t ) e JRxJR+ (1) 

A prime ira equação corresponde a conse rv a çao 
de mas sa de fluido no meio poroso e a s eg unda 
a con s e rvação de energ i a . As v a r i ávei s de pen­
den t es s ã o a s a turação da água s = s(x,t) e a 
tempera tu ra da mi s tura O = 8 (x , t). A s a tura ção 
do óle o é 1-s e as sim O ~ s 2 l . A função 
f =f(s, 8 ) é a conhecida fra ção de fluxo da á­
gua ; a e B são constantes. 

O sistema (1 ) é interpre t a do no se ntido 
fraco , segundo Lax [2]. 

Re so lvemos o si ste ma (l) pa ra dado s ini 
c iais de interes se na e ngenhari a de pe tróleo~ 
da forma 

( s (x ,O ) , G (x ,O)) 
f (sE ' OE) 

l(sD, OD) 

onde (s E' OE ) , (s D, G0 ) s ão e stados 

no conjunto de es tados fís i cos 

'J:. = { (s, OJem:' :O <s <l, 6> 0 } . 

x <O 
(2) 

x >O 

constantes 

O prob l e ma (l) -(2) -é de nom i nado 
Riemann. 

prob l e ma de 

SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE RIEMANN 

Método s c l ássicos para so luço es de pro ­
blemas de Riema nn exi gem q ue o sistema seia 
e stri t a me nte hiperbÓlico !2,3], is to é, velo­
c idades c aracte ríst i c a s (a~to~a lo res) rea is e 
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d isti n ta s . O sis tema ( l ) - (2) é h i perbó lico 
mas não é es tr ita mente hioerbó l ico . As veloci 

• . s \ll D) I -dades caracter~ s tlcas ~ = fs c , = ( f +p (s+.>.) 

são reais , ma s co inc ide m sobre dua s c ur va s T, 
e T 7 e m 'Jl . (ve j a Fi g ur a 1). Uma das d i fi culd~ 
des da so lução , neste caso , é a fa l t a de uma 
ordem be m d~fin i da da s ve loci dade s c arac teris 
ticas e m todo o e spaç o de esta do s . 

Tt T :) 

O :.:: con~:; t.a.nte 

(f+f, ) /(s+ ·<l constc1nte 

Fig . l 

As o nda s fu ndame nta is que compõem a s o ­
lução do prob l e ma (l ) - (2) , dete rmi nadas em 
1=(1, são dos t i pos : Rare fa ç õe s , c hoques e de s­
continuidades de conta t o . As cu r v as de ra refa 
ç oes e c hoques são dada s po r O = consta nte e 
as curvas de contato po r (f+ BJ / (s+a ) = cons­
tante (Figur a 1) . 

Pa ra ob te rmo s a unic ida de da so l ução 
usamo s a s seguintes c o nd içÕes de admi ss i b ili ­
dade pa r a as so luçoe s descontinua s , devi das 
a Ke yf i t z e Kr a nzer 15:::: : 

E ! ) So bre uma r e t a =co ns tan t e , um 
choque é admis s ive l s e s atis fa z a condição de 
entrop i a de Ol e in ik Jj] pa ra equações e s ca la -
res. 

E ~ ) Uma de scon tinuida de de contato co­
necta ndo do is e sta do s (sE , !i E) e (s 0 , ·)0 ) é 

a dm iss i ve l s e a curva d e conta t o entre e ste s 
do i s es tados não c ru zar uma das curvas T 1 ou 
T: • . 

Diz -se que duas onda s são compa t íve is , 
no s e n t ido de q ue elas pode m s e r c omposta s pa 
ra fo rma r uma Única o nd a , se a ve l ocidade fi ~ 
na l da orimeira fo r me no r ou i q ua l a ve l o cida 
de in i cia l da s e q unda . -

Obse r v a mo s que a s ondas f und ame nta is pa 



ra o problema (1)-(2) pogem ser r~sumida s em 
dois tipos: Onda s-s que e a soluçao conec tan­
do dois estados sobre O = constante , e on­
das- e que é a solução conectando do i s estados 
sobre uma curva de contato satisfa zendo a con 
dição Ez . 

O principal resultado deste trabalho é 
dado por : 

Teorema 1 - Seja UE = (sE, 8E) um estado 

constante em~ . Então para qual quer 
u

0
=(s

0
, e

0
)e<jl , constante, exis te uma solução 

para o problema de Riemann ( l)- ( 2) , composta 
por uma sequência de ondas-s e o ndas-O compa­
tiveis. A sequência de ondas que c o mpõe a so­
lução, no pl a no de estados-(s, O), pode nao 
ser Úni ca , mas a solução de finida no semi­
pla~o t ~ O, é Única no sentido L7oc 

Em [(I construimos a solução da da pelo 
Teorema 1 para quaisquer estados UE=(sE,8E) e 

U
0 

= (s
0

, 6
0

) em 

SIMULAÇÃO DE RESERVAT6RI OS PETROL1 FE ROS 

Pa r a dado s típicos de re s ervatórios pe­
tro líferos , as Figuras 2a-b mo s tra m o s per­
fis de saturação da água nas soluções de ( l) 
com condiçõe s iniciais de Riema nn, 

(i) (sE, OE) (1, 20) (s
0

, ü
0

) (0, 20) 

(o. 2 o) 

respectiva me nte . A condição(i) co rresponde a 
inj e ç ão de "' á gua natural" e a (ii) a injeção 
de "águ a qu e nt e "' num reserva tório sa turado de 
Óleo numa temperatura natur a l.O tamanho cl:l des 
continuidade na saturação e a v e l ocida de de­
propa gação de sta descontinuida de dete rminam a 
efi c iênc i a do mecanismo de des l ocame nto do ó­
leo .No c aso (i ) a descontinuidélde é pequena e 
se move r ap idamente deslocando po uco Óleo (Fig. 
2a ) . No ca s o ( i i) a solução conté m uma g rande 
de scontinu ~da de de contato q ue s e move junta­
men te com a fr e nte de temper a tura , des l o cando 
Jlai s Óleo do que no caso (i) (Fi g . 2b ) .As fi­
guras Ja -b mo stram os volumes d e ó leo , como 
funç ão do tempc,para os doi s ca s o s, (i) e(ii), 
respec tiva me nte . 

.OJO . SJtl 

Fi g . 2a Fig. 2b 
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ABSTRAcr 

Thennal processes for petroleum recovery have 
been in ample usage in reservoirs oontaining heavy 
oil. One of the main mechanisns through which they 
improve the hydrocarbon recovery is the reduction 
of the oil visoosity. ln this WJrk we find the 
complete global solution of a basic Cauchy problem 
for a 2x2 system of nonlinear hyperbolic conserva -
tion laws describing the displacement of oil and 
wate r with variable temperature in porous media . 
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e 
PRESENÇA OC PMTIOJI..AS CILI!'URICAS tD ESCM"ENTT OC FWIID> 

J'&ff(}IIAf{) E ~--n:t/RJli/V'DS e IIE J.Il EK COMES C<JST;, ( l't:C/R .I ) 
Rúi\I:R" I"O CU I 'IAKÃES f'ER E IR;\ ( liFF / K.l) 
\<IISH I Nt:TON Blt.\C,\ 1:11 .lltl ( I'UC I K.l) 
'li\l: Ki <.::.u NOt:l'l':l l0\ FIWT,\ (I'IJC/1{.1) 

su:-t \R w 
L) prCSC I1ll' trabalho dl:'SCI"l'VL' llll\<l m,;vst"Tg<lí.; i.:lll lL'L~ric ~ t - L:X!l'-'l"illlL'!l l;t[ rL'IL'l-L'IllL' :10 

muvink~nto 'fl'latÍ.\'0 l'l1tr~.. - p ~·l i.l í,.: ttl ;ts SL)lidas L' tluidus Nvwtonia11o s L' n.:in-Newtuniclno s. 

Exp e rime ntos inêUitos envo lvendo p.:..irti.c ulas cilíndricas são rvnlizados com L) ,)hjL·tivu 

de .se validar uma nova tL· ori a q11e pcrmiLL' quP parJmelrl)s dt.• um l'SL'uamvntl) ;w rt ll rb :-J J ,) 

possam se r ca lcu l ados em funçÚo dt.> pa r .lmcl ro s do l'S c oamL' Il t L) n.:Lu pvrt u rhado. l :ma funda 
me ntada a nâ Li se f í sica é r e~1l iza d:t nas l ' CJ uaçÕL's JL' UHJv imenl o p ar ;1 Sl' ~.. ·x pl iL:.:.tr uma l'dlll= 

plexa transição de compo rtamL' Il lO obs L~ rvad: J pa ra NlÍ mc r i)S JL· Kl ·y n ~>I tl s su pl·r i ll r L'S :1 120 . 

INTRODUÇ)\0 

d 1 na.m i. ; -~-:t ,_l •. ·::. •_· .. -'a m•.· itt• J '.t ,.,, r;:: :-:- . , .- l • 'L\l:t.-

pc.u·t] (· ttiaJ.(; S t' um flu1du C· ,L .:.r;utd t.: !'• l d, I , 4 • 

l 1 ::..-· l,_, ;·, . ·.:i ,·m 
Lm 

Cit • n (· l ~ t-• · l f·u~olv;.i.:., tch .ntif:(:lm-s; :q dind 

\ar l t:Uali.:: U•. p r•n,.'VSSV~ . tal::> cumu !P.> rr.~.~rrv u.l,_., ~ 1:.;.. 

polui.,?\ ,) lt must'(· r i~ :·:.l, pr .-,dutos •:· ::;t;trpr .d ut • ... ~; 

íJi_: l., ,· t l.:ad,, . ..:; , mui. lm•.· nt. .-) de S t ·d~m.:.._·llt••:-. ,· m r·i ns . 

rt· ·_,!.:_- ~;.a J.t.· suspens ~, ; s . L-te . Lm 1,:-u ·: "! :d · . 
flujdL: f .. r r,~\.,-\ E· .-.tuit\ · d ..__,, imt-: -J r · t;u il;::~ · ·~ - l i•:...•ic.:i": · s?i 
iJ ._·nt i ~- J c :uJa,:; t! m d i \•·1 ·:~·- S prcc ··':J.SOS · i ,l;t l"•:s:.,. - t·m 

i J'-~ ~- 1 u. :u i m • · -- ~ ~-
(. [J: lot• 

'-; ot:- f [ :/o < : l ~- I : 

tt·;d _..:~; I; ;) .- ,;-~ r ··s·_-1 ,' - ~ nm:1 ~~ ~ •. ..:. 1 i .k·. 

d<J m1J • . JTi •· ;,t ,_:. r.~ i::t~ :-.,; ~-~~~ 1 · ; ,: t i · . ;: ,, ~ , 

·· ':_ i i !v :- :talt tl . :-:~~ \t· v. t,J i.i a!l{l 11;1 ~) - \ · . .. i .; , ; ,\; , .. 

í ! : 1, "! ·,·,·" . ! - : •• :"' 

PARTE 1: DlNi\MICA DO MOVIMENTO RELATIVO ENTRE L:MA 
PART!CULA RIGIDA ~ UM - FLU IDO NEWTONI~NO- --·- -· 

' • .j: .":,i jL~ ! l . i[wtlt L• d~..~ UID f l!ilCi.. ; \ t" 'nlult.:lln, 

h.:; mo:._;_;;; . l ií_·~- , : 11;, n.: . -. i·. ; ' , ·m r1 . !i:!; l mt ' tffi i l i. t l ,, , 
,-. ;,L , . r u• · .it · t.tll t i ·, f t ~ 1 I l ~ ; ·:.: -. \i::l} w !t~ - 1 ;JJ .; 

f~i.~iJv . ;, :· ~I . . L: ~-· rr, ii iJi ' • ~ l ; , : ~ l.~' . ,. , .1, . 

r-, t . ~ . • !"! tit : ·i : :i :.~ tffit _· !:t . ~ -fl...:, ,, , LLJ .. _, J;,. !.L--. . vo 
\-t ·l ._., ·t :Ld · J ., j iul . l .· ,,;l< ~· ·- r~ ur~ ~ :1, _l u f • i : ... I ~ L · 1 ·.i ffi 

S~St •: Ui.::.l. ~: . ; _;, ~. :1,1;. . t . . :.La ! ·_ ;d_ ; 1·.- · !,0 
. :l ffij ." .' t!• 

i I ~ •' . :-', ."· l ~ I 

m• 1 \. nh_-n t 

e' :~J;;.,;. 

,, 
j i· 

i1J· .1;: 

li·" 
j .;) 

l' 

:, ~~. I ~' '' · 1 1 ; l r lJ ·.t~l . .. 
,, uani- ;, t. · 

·__, fil b.:l .:l' :: .: ;, -, 

Í'odt · s· !" d · 

V ·v0 =O 

poV2vo = Vpo 

• ;. ~1, '< J · 
l•t Ll::> 

( 1) 

(2) 

1 n. 1, i ~ . : \ '.i: ~ , ,J , 1 ' "!ft 

1 ; oll '• ; '• ~ ! < ,d.t~o- :·L I 

iJv 
p- + pv · V v = V · n 

ôl 

fl1• ~:Jr 11 ' I i:L, .-.· 

(3) 
1 n = -Ip + 2p~; ~ = 2(Vv + vV') 

t ·:,:-,1 , l •. ; l • j ' ~ ' ; . \ Íl i ; I " ,'-L 

I';~ - , - :--; , [.] ·.. ; d il 1· u. 
't • ,; ; , r:.• •'· ;r;••-t•' 1 !I · r rr,: , L . o i ~ 

g1v= ~~+U·\7)v=O (1) 

i I l : : ' L!id · ' , ,, .t. l ' 
,,. 
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p(v0 - U) · Vv = V · H (5) 

O casQ !i~Jc:mi~_ng ~!" b!!,i_>c_o Nl!~.r2 !i~ ReynoJgJ> . 
I' llffi !::1 i :L;, .• ,_ u; I( :1! •i . ! I ~; .1 ', ! \, dil 

I [ 'l ffi• ,;, :· :·. (,; ,,. :IH d : 

i •!"•' -i-;:~ ·' ~~· \ ' !(; ,j]", ~ . • l i 

'"> >J il! "• 

:tmL·, ., 

i:i í ~ Fw : ·:-:; ui.t :ut l • .L 
i 1 <LI!., tJ~H~\ ~·'- ! :\.;;.:l-. · \;_t l,:·lr · ·d(· : ~ 

;· .. _-: ti i .: :ld t· IJ :l: ·: , . • :: • .- ~ .. --··-.-. : .. l;'IJ .. llt ; ·.·1 

:tu .-;.- :1 !, ,, 1·1· -.·· i . .. 1:. -'' :J, ._ , , '.u ! • . n-. , . ;·, , ~ .-; 

L:·. ~ ' " S I ' '-' J; '-. ,,! • · ·1 1 · .. , . .. ;, ,. · :1 t :...; ; , , s :.l. D 

S• L • . : l , .. u · L ~ i t .- •• 'il'.l , j,:,, ,. ; I • .-; ,. , >~ • Í • d· -. t•. '--, 

t :.l 11 . ... , ·11 fl -,I , j, ! . 11 , , ; - - ~::-; · ~ · anij •u:-. ; , . J , _ 1 ;,. : ::-.1, 

i ,-. ;, . " -.. . j, J ·"' \11.' ~ u ~ ii · l : +- j : 

v+= v- v 0 p+ = p- PD 

~p+ = lim (~P- ~P0 ) 
h-ao 

F! = lim (Fw- F~) 
11-oo 

! •lld• I ~' .! , d .• -.!. l .Jij' 

tl!t. am · ;,: (. 1·• i . t 1 :, ,.. , . J: , 1 : i ! : •1: 

6P+ A= F~ +D 

n = J h, n . ds 

it<l•· '! !" uni .. m;. : !H · · tt \ ,,_ 

r• 

:1.._;, -;l :--ll(J · I;' , ,,; 

\Ji."l i . .:, : dr. :I· 

I; t • ,\ Í · I ·. 

I : t \ . ~ 1 ; : 

;!. ; jt : , lJ , 

d 

t+ = lim (E- E0
) 

h-+00 

(6) 

(7) 

I I ~ I t · .. r, ·. · ' 

: 1ill ~! ' ~ ; I L! i ; ; . ~ ~ 

,,. '-. l .l Q'j ;· .. ,,, 

(8) 

•) ], •_ !• 

·O 
i. L : . . • -" :.: .• t l .llll - · f :t.·· •.h · : t! . ,.._i-.,_, .--.. , 

t i.· !· · ! . . .IJ . 

' I : ,_. , ! .: ,:, 

; .. ~ I 

r·· . ....: i ··· 

t ' ' • • 

I Í.l I : I ~ . ~ - - - ~ ~ ~I· ~...- t. •· r..:; . : l 

1 i : . _: . , n. - t :. i · • ·· n; !, f' r..' SL.'th,. ..J. , l<1 

É = - f Is dS · fi · v; É0 = - f ( dS · 0° . v 0 

}s-s, 

. [, ; 

:11' 

{ .. .. ." l! l'.l ' '\. I ~ ilh:-1 ···l· '!;..i t ·• · [ .. i : !t: . . ,, .:t. • 
,J .• cl \ .1 .. !• . :. ~·s i;.:t ~ d.__, ,J, __ 1 m .. : tl•l ·. 

j . I ~·. l!o·'• .:b ·j, l : ! .-.• LJ; , 

; .\ :..: . ad l .. ~ •. :t1:..1: ,J .. · 

,), ,. _ nl· \ .l'i 

t+ = (vg - U) · D 

t+ = ~p+ ·V mA-U · D 

(9) 

(lO) 



L .. 

(ll) 

\~SLi t •"jlJ,'J -.· :-tu vg 
pPrtur- La,Ju, !Tp ··d1da rw l. uc :. l 

Vm 
c urr c::':'I(JUIIl_k·nt, - a,J ,· nrr- ~ 

Gt' mas:-:.a da ]J:lrtl .:.: ~Jla t· A :t vel 0ciciad~ mbJ 1a 
fi u i: !.·, . 

i ll t~.: n: ~-> .S - tl • t.• : ll u t:u· qw · (':-lta ... : qual· ~l.u r "- · l ~ t C l · t f l.t 

pa r ·lmo:.:t r v.-:) d, 1 . - -~.::u:l mcn ttt ~.n.' 1 tu rbade> ~. .. :um p:l.r :tm .._· L 1·( ; ~ - J ~- ~ 

escuamc n tu 11:';_, , - pf· r· tu r·t,ad t>. 
C\.> mb .i nanfk• :u:. eqtL'"i't·0 c·s ( 11) , . ( lj ; . t): ; ! t· m -::it:' uma 

t'-'-Pl ~·1-.:...:. à u pat·a ,·, t.:!dcu l ü da "forsa ad i t"~tu ua l · na :-> 
par .·J(·:. d u d ul o J C'\ tdo a p r·esen.,-a . le pa r t l i..: u l as ' '" 
es._-n<tmt·!t t v do f 1 ui du i ncomjil'l. ·s;.; f \'P l \ewton i ano: 

F;% = (v8/Vm - I) (12) 

PARTE ~ DINÃMICA DO MOVIMENTO RELATIVO ENTRE UMA 
fART!CULA RlGIDA ~ UM FLUIDO NÃO-NEWTONIANO 

r\ auserH . .:la dc paràmet r os flsicos ca r act (· risticc .s 
dú r J u ido em (I: I SU!(t•r(' a ;,ua -. al i Jade l :un bcm pa ra 
fluidu .=> Hào-\ f• wto nialluS. Con.std c raudu ·· s~:· as 
dif c.:uldach:s mate má ticas i n troduzid a$ •Jc•las ~..~ qu .1~Õcs 
constJ!..ut . J\-~ts ll~ln \..._·,..t. ~l il!anas, invt.:stir;o u - s t· a 
poss i l, ;[ idatk da \? lJUa<,:?n, ( I I I ser· lambC:m apl i c .hcl a 
escoame!ltu s dL· fiuídos nào --~ ~.: \.;touiano s. Fr t_'dr i\"..: k:::iu n t.. 
Bird [ ~ 1 apr(S C' Titam sullHt ~n:: s para as f·qu~u,.: Ül'S de 
mo-~lm(~Itlu para o es c·uam,_·ntu 1am1nar llilHlimé nsiunal, 
de flu idus tif..JU "l\_.~ v.·,.r - L.P·" . . ''BI11S.h~1m" a tr a\c':·s d1· uma 
n:g i à u .:i 1 tuada (:" J ~ ln: d 1..1 ; s \_. i I i nd l" lJS .:.:iJ IH.:-l_- 11 L r l l:r. . .J ~ . L' r.) ffi 

baSI..' rit ·.-.; t : lS S· j L_i .,. ~~H : :> , pul! c- ~ •. : . Lai ; i l ffi t' ld.t_· , ~.. ·u 11 S ~ der.:.u· 
o ca s;> d.l -' l~m 1'luidu nà ..:~-~;~_ . ..,· t. ·; IJ ~ ~ llhJ 1: .scv:uidu ;10 rL•dor 

dt:: uma partL.: ula ~~i 1 !r~~l rica c•_;m u s e u :ti uhadu 
com ~) 12' SCvamcnt u . \ ) .:.: .i i illdJ d ··>..!..crnv de r a P) "í<o" 
de f ine as f ro n t ,·! ra~ d u duu1 Cü ld'luandc. (; f ~ ;.Jid~, t:ào ­
\c-ht;.; n ianu t~ 0 CiJilld r u lllt~·rllu. U ci l .i r1dr., intt: rtlv { 

i ma~ ~r..1do cu~~ ~..~ S • : lld~ un1 ~J. " l;;,;,rt l c ula" .:· JllHJ r1ca 

ir.f111ita d,_. r.::..1 u " r;~ ". t' .ar~t q U(' ct;nq;l•. ' .\•~·S .... ·feltus de 
pa!·edt ·.. nàv . .. , · rft·i l ~lffiL'Itl \_· C u l dlt..:Ct tit>S. lotSSlm 
dpn.._.mintldús po r Faxcn 1:: 1 ~:.tr.J. u c asu d· f l!Jidú s 
\v• .. .- toni . . uu .s) faz - sv ~t h1pbt.es (_' R- -~ ;,. [~l .-:; .i :.:;r . ii'i c ~mdu 

qu..::· :1 J .. art ! (ill.;l J· t·quc'/l.'i \·,;mparada ;\ dimc·n s:l u 
l.:tra< t e rlst 11 a d v .lu L:;. 

Para flutd u "i-'u-....·, r - L; lh ., ~ ~ ,· , · l~ t..:à ~-, t'fd l .-l 

l..t:·nsà" ~..h:.· c 1 :';:.tl ham ~... · r~to , . a la:"a U\_· J \··f..:. rmaçiio (·: 

7rz = m(-dv1 /dr) 11• (I3) 

S(:J;dG • s ( ::- = l,;1i con stan tes n:.-v l ~) ~i~- ts. 

1 u r.• b.J.s ~ : 11 v ~ r·.· s u l l a.Ju_., dt' Fr•··dl· l' i. '- i--.. ~HJC ,\ lJI r-d. 
aj:,liC: .'.i(h,:- -.dC t-"~ ~::-,j \: tffi('Jtlt · ...1U~ ca:-:.os d~ : ::--;O:t !i llh t.' ~t:t• t'Iil 

au::.;,~n cl.: l ::( = [: ' 1 · JdT svn~:l da ''v :trtL:ula. c llindriL':t 
iflt'ÍIJ~t a", i-'<'·h · - ~; f. · d•t•·I um;l ('\. pr cssà...:l ~~~u-a 11 ,.- !dculu 
Jü "\a i . r ad; .. · i c..Jta!" d a q ueda d<.- prt.:' ss?'t.; rJ ~· \ id e, 
u n~z<l ffi • . ll tc- .i [Jl't.:S•.-i!\.-a da part. f cu l a .:_. i linctri(:.::l !lu 

cscuame u:.. o d(J !'l 'JiJu nào- \ 0 'to.t.UIIÍ.::tfl 0 . Fazt·nd t.. •-Si .' r = 
(s-1) 1 ( :-; tl,', obt_em - se : 

I:J.P+ =2m['+ 3V. ]1/• [(~) (.!..::.!)1/• (R; )(•-1)/•] 
l &! &, "' 1 + I H I &, (l4) 

:\n ~tlo~am~ntL' :to c: tS• • \ (·\..l u l;ianu , .-; ;j . d L •-­

: trr ~-t slv., isc ·:.. sv sobr , - u ,- i 1 ii L, II u ln t._·[· n" : 

l - 211'mRo Ro V m 3 + I Ro 
Q_ (3+3 11/•[(~)1/•(R.)(•-1)/•l 

Stiri-JI • .. ·:· Jd('H:_ ._m ct ; t,, ;, p.ti t. it· i!u::-; t·,.· su it:td• .:::. d• •s ; ·: 
.:h_Ima. , ~ -~.--;m L:t ~•· l '· i:--. L i ! /,t . . -.. ··, ,! , .~·· Jt\ , i -. :; l :t ~. , 1•, .. ! 

<JD t:da ~· : ira f i1 1idt1s \~ · ;,t : Jt l i :, ;~. .:-., l ~ ilntl\~ · m s·· .t;• ll· o~ 

,~· a:-c· Lh:· fl'Jid~ .. - n :·\( t ·'. ~ ·· .. t .:li:tl l•l :-· ,: ,_. 1 1\·ll "j ' .,.·,". ,. .. f 

Estr· -:; ;"t:::\UlL ;i.d• J:--, \ ' !1 ; tl:r :l ra - ::-. • 1•- ·.'_:;ljiTJ,d . . . '-; li~\ rata.·· J ~: 

I5) 
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TABELA ~ RESULTADOS TEóRICOS ESPERADOS 

flP+A v o 
--- = 

__ o_ 
(válido para ambos os casos ) 

D vm Newtoniano e Não-Newtoniano 

~- (s+31 [ 
1 

_ r I +1 ] (-) 
vm (s+1l R 

(resultados para o coso de partícula posicionada 
ao longo do eixo do cilindro, r- O) 

Newtoniano ( s -1l Não-Newtoniano (s-1/n) 

v O v O 5+3 
_o_ =2 o 

- --
vm vm 5 + 1 

Teurll:· amt:lltc f·sla.s eq uar,.<,es l'··s trin~ t .. ~ m - st: :.t t · l: ~lfll(' S d..-• 
bai:\_üS :;ó meru s JL~' iú · ,\'fwld ~ uma -.c .z ~uc, nas ,_. y_uaçõe s 
Jl.· ffi ü \ l mt•rd.o, J...-spl ·t. ~:aL.liú -S ·.· ·:.- s L-f· j !.us inerciats Err1 

pr ... · s L· n~ .:.t dos t..· t' ~:: : Los ·. : :-:.c~ .::-, u .:-; . ~o m b:tst"· na .-\nàlise 
Dintl'IJ SJVnal . pod·:-sl...' mc:::.;t! :tr LJ.UL', t;.::u·a (• .__·aso dt:· um 
fluido tltJO "l 1 0ht:·t ·- L~h··. u :<ô mc·r0 dl.~ R. (: YJJ,;ld s dc: .,·e sE·r 
de scri to p~la ex tJres s~o ~'bai~0 . \0sta e xpres são 
~l:'IH"ral i. : .:tda, p ·1· dc:;sldadc· .J ._ ~ f l u ;~.i v , V ~-... '.·•· loc ldade 
lermLft3l da pa rt t e u l a ..:· d :1 J. me sàu ,__ .:u-~H.: t f: ri s ti c a d~ 
part! c ula ( diime tr·u nu caso de ~art1 c~J l ~s csf~ri cas e 
diànk·tn'..l da esfe ra de \ \_ lume ..::·qui v.::d·:.: nt.c li.ú caso d e 
ci lindros) . • e n s2iu ~J.:..t.r' ~lm~tru :::; I'( ' C.Lt~:.;i(V-3 du tluidu 
{par· a \) c aso d f• r tu tdos uàu - .\(• h't o n.i ~tl i ' ·S I • 0: a 

visC\•.s :dadt::: ~.q;ar t.' !,t.L"· ..___. l--iara f i u i d vs \ ·. \-.t u li: :lii( IS 1: m que 
s=l, • Jen11ta a \ i s cusid ~ l . .J ,. :1 bs.:_,Lut:1 ). 

pv(2-n)d" 
Re.en = -:-;---'--:-;---,-;.-::::-:--;--cw 

• S(n-I)m e'ltl )" (16) 

!lJ , ·• .. :l~d. () 

l'culC..,;l c us do~ Ciu i do.s fl ~~-- -· ~\t · ..,- t u r: J: ti l•: S t~· Jic v ll t l ~tm - __ ,. 

d\_··s·,.' l LI o~ .... · ·m itm ·J liLro u - :.~.Lalhu l.fu,_- t ral:t d t.:· f ! uü.i r_Js 
ma::::. •lq,l, \cs .k JJatur(·z,'".l \'~scv-t·-.:.ftst l c a l -1 \. 

t r a h. !I L., . \_ \tJ1 ·' fl ffi t: i1l u::> t' •) r am 
rcLi_l i..: ~ld vs t." ( ~ffi du,__. lv (o l •.i •· t. i\ t~ '-. 0 \ ~ ..... \ ' ,J.! i d~~- ~ 

t: qu :·~.,_~i. u \11) .:dJi. Jda 1-Jíll' .:t '·' \~~ tSC• \ e "' L u lJi~Ulü, e J .. S E: 

'.'Crif lC:ar a suu -. ·a .l idade par:.t o cas u ll~lu-~~ t:·""· tur;i;tiiU, 
porl>m J. part 1 r j v -:. r< -:.;;,u llaJos d,_, mvJ(·l ·J "PohL·~ r- La i-.- " de 
Fr edr i <..: kS,J II b. Bi •·.-!, s ubm...:l idus h ori~i nni ideállZ .:.t~·ào 

dt· St_' cou s .i.<k·rar ,J , · 1l 1ndro 1Ht.t:.·n1u (: u mü uma JJar t 1c ula 
Infinita i JL.,;;(' J'i da J1l1 escoamc lltu. 

TRABALHO EXPERIMENTAL 

( I ~-; J' l.·:.; u i Ladus t.,. ,!,ri.t: •• ~ r · ~ ·t'lt: · tld,.) S ._. ~~ ~L-:, · ·._p :a t.t·Ões 

f aiJvl _t f v r·.:.lffi •• r l!' t(.·ados 
e \( = ·:· r,m~ _·nt alm~ ~ itt. t: pur· ~ J~r'~· r :. ntc::, s:t.iL.~-..G·, _· s fi::>i...:as , 
r.lt lÍJJ ,<! ·.· · S · OS p ;:u ·:. Jrrot:~ t du •·S•_CaiDt"nt ü ~a:r:.urbad c , ~p+ 

D I :ado C~-:.ljU e rch_ . ..ia l quaçào }. n ; ;.td~) Jir t:.i t.n da 
t.. ~ l l -- l~ ... ~. . . 1 1 
: tli '--\ .' 11 \... !.;l d ~· 

f~<·t·turhadv . 

~·v, JílW t f' i :.t. J,·) 

ii ' { ll•t,_. 
I-J :u tl \.·ui:-.., 

E3t. :, 1·;t;-.:.'iu 

C J..l llldfoJ t 

, · ::-., u ~tffiL·Il r (, dü f 1 u : ;-!0 cm 

u u :s•·. la. e scoamenlv uào 
J , · -. ,· loc idauc·s dc pe n,lc, da 

d .'t naLilrL·z;J. t'l sio...: a d o f lui do. 



Proced imento Experimental . \ <: j; r , .. s.· J• L· L t ;_,:_ L:ti.i , _, , 

m ih t· rtt ;·.: ;-4:_;-, · ·I •t r · · \l ~:, r :.t c ui.l r· i..::i ·.Lt : : .. ," 
',,-...t \ . •ti i,_u,~._; :_·,~·i "-'--:-' ::-. . : :::.uid,_~ ,j,t_ra_..,,~. ,,; t:.h ~_p;,.-d :l i :'.l '• 

u:il :, ;•:ct ·t i ~. . ui,. r~um ;_·~;;;,J . . :::-.; :t .1ri .! . 
\~l ),; r ._t, ~ F+ i ·~· . i n, ,·J.:. .. i .Jir .... ~-dii··:,; Jl 

.:.l ll \ ! ! . - J .: um t. ::i t i.~.Uui. cq: d~~- - 1' -.tk . . :l! dt ! -· :• · -; ::-> ;~<. ~ ·-' O! 

1·· ·:-.~; l .. ~ .t..., U .. · o , ;, ; ~ }: l ;O . D~; ~ mm H<; ; 1 n . __ -, . , · t. · ·.:: t-
· \ .J.J •.: r ~ m ·11 t :1 ~ - ._; ~-;! i m: l ,j d · ·m li ·• : ~. u~ : , j ,. .. r r-:.t s l._. 

.,i::-., ·(_.::,.- ) D ; ;, i ut_·t ·:·r·m. t. : •. i.:. ,- .,rr, : ;n,:t ,. , ;:; ,_. i. i 1;, :J. ,, - i ~ · i 1.: u_·, 

•Jm uma ili Co..· t·t ~l -..~ -'·~ · r · : ;n .:· :: t :_d :i r r ~ '·' [' 
d~l tJ r::; i .: .. --~- ' --' ;, .-í.~-- -1"!1 ' :-.. , . .-J • i Il(- r t · .. · -~ ~ ~ ::-:; 

.~1 : rt ._· . :·l·~-- ~:; 1 .;:: . ~;i.l. <t."; : .... . ;~· . :, d .:t -t•.J a.J ... 

.. , .., 
o.l li'l• \ , I <!, ·,, 

- i-l• ' tlr.; . :.t :t l :. 

·::--n.j to..·r -. l· d ,l 
,-~! -- '~: -~ : ·t .._. { 1 ! ) ( .._, _: ·::::tifl , ; t "L~ ,_-m ~.~~~ . i ' t·, _," ·t : !m, ·i. L• .' -::. 1 

-~k· t .::-l i i:. · .--; G,_. 

i : , · -f;· I t , · ,: : ~ .-:: 

. : ~ ) -"1 t .--\ ~ ~J -·, . ·- i•· _-; - l:!h ' lt t :t; . 

;\ 
(,_-,__.; . : i .lL i i ~ · • ~~ j ,. 

r h-· : . r ;r1 i ;; ~ ;, ~- à, . 

d ·; .·. 

d~l~• 

. u. -~- i ; -~· d, -
·! ' r·L :n· rtt .. .~:-.. 

iJ! ··-' i !' i' d ~t (k.~. 1· · : :t. ic· !• ~ t~.. !: .. .--. 
r t·<-, l •1•· -,;· i , · :·t -·~ (! c t1id(,::·. :-:; ~, , d,~.,;~·ri tt.,; 3 ~··m r :~-. c l . 

(tU ~ l ~ r·, d ... ··:\ \ · -· · rJffiLitLU ~ I\Jt.di i .t- j ._·_ :l(J.,;:-:o 

I ' .:-tJ . :.1 ::-; :~- ~· t. I;;; '--' ; rr, v·. i rr, ( J;t , r· , __ ·~a~.i. -. v :·~ ~ :1. : .- -J--'.:..t;· ·~i(·t;:o. 

r~;J u : ; J. i , ; ! ~L -..:;t. •. ·;·~ :r,f':,;, :• :-; \.: .... ·L.i: c:1 ::_.-,, ; ~ii 

t- ;, l rtd r· ... __, s ,z· m f i ti i d o~ It ?.i ..:; -.\t·\,-:_v n LUtoS , ( i J 1: .. ::: t,· r .J . .; •·m 
!'~ il ,L,, ::. \: -... ·~ ·Jt .i ~ili•_; .:. . , i'.; , . - J .:..·r ~ . s .. _. m ~-L:j dv~ r~ à ~ .. -
\, ·h tL·!Ilit;:, :: • • \v Cü!:\0 \v ... t .. , J:!.lJ,(, vs O.:: \ ~ <: i - li,; - !,l u ~ :· u r.:tm 
;·. ;;l : :-.:.:·tU VS ri U ;·eg i mt: . C:! H; (_ ~l. Jüü . ~, ,_ , c .·t -· \.\v­
:~~·v.-t . t . i !J i.: utu, dif.icu idàd es ··:i_,e l·im f· JJt. ais 1 :2'..·~' :JliJ'' r-:Hiü ~-:i 
a lt .J JH'('St• Jdi.' ddt.J.. 
r c ~im (· 0 . 0~ ~ H· : ~ O . 

~ tmiL~tr·tiffi US t:\ i .·•: ·r~ m <_·T J1 3. 0 

F. H.L•.:..- ra " •! ljll ;i ~· à _:-, { 1! i ;q·; l .i. '--iit t..' - S(' , 

indi s t inLame ntc, p:u ·:1 t::.'Sco ame J ttu~ d ·:· fluido s 
~eh- t c n i anos e nZlo - \c ,,LUi tJ..::-m o .--; , 0 i:; t.· r essant c 
entrelanto , ub,::;L'L'\ a r· , que IJULt ,:. .:: ;l s'-' d._. ilm ~·tuid o 

~c~--.- t•H•iano (::-> =1), a.. t'un~· ào (.~,;+ .3) /(s+Ll cor,dn:..: :tu \·a.l.l>!' 
tr:.-ôr i co ~,0. Para um f lu idu nào-\f: ••t.ür Ji .'lllu a fuur.:·àu 
(s+:J )/{s+l; assumirá \';l~ü['('S SU~H.''fÍ \oi ' ,:S •IÜ inf,·rÍ ü T' êS 

au \o.:tt o r lim it e :;, o , depcndend c·11 dv J a Ji..-_l t Ur (•z a do 
fl ui do S('f "~s(.·u du - ,_,J.:\ s ticl, .. (n <l : .:·li ' ' d; l:, ~ _ ant .::. " 

(n>l;, r eS lJCC t i Y.l.ment.c.: . :\ o presen ' c- C' a su 0 f~u i U d nàv­
\ ç--.,:t on .i ano tL"stado C uma solu<;.-2t0 ~ty_uusa ~i..: ;l1 c t.·ro l 
(YH% cm peso ) dopada com o pollme r o Car bopol 9 ~ 0 , 

forman do uma solu~ io nio-Newtoniana a 3000 wppm que 
apresenta um comportame nto pseudo- plhstico cujo 
coefici ent e rcológico n = 1/s = 0 ,8 7 ~ (d~terminado 
experi menta lme nte com uma incert L·z a es t i mada cm 1 ~ %) 

condu z ao valor t eó ri co (s+3)/(s+ l ) = 1,9~. 
Deve - se o bservar qu e em ambos os c asos, no limite 

da validade das teorias apresentadas , isto ê: em 
"baixos" Reynolds IRe < 2 para o caso ~ewtoniano 

devido a li nearizaçio tipo Oseen ut ilizada), os 
rc•ultadus teóricos sumarizados na Tabe la I , sio 
ccn f i rmados experime ntalme nte com urna prec isão 
superi o r a 3%, resultado pe r feitament e compa t l v~l com 
a i 11cer L~z a cxp(· rim~nt~l (~ stimada em 2,5%. 

Anàlise dos Resultados. ,\ :u,.'ll i:;<.· Ja FL~. 
c\ id (· n c i~-~ lamb?-m uma ,_.\ \ •. ns:i_,, d~J l .imi 1· , J ;_• -..-_tlidetck Ua 
l t -._,r-, :.l 1 indc:pcT!Jt.·nl ...: m\.." tl lc da :;<';; me tr la de (J:trli c u l ~ ~ 

tc!:::t. ad a ~t · ::; rc-ras P c. 1 i in....ir,__-:::,j. E\p•' rim,_- r,t. a 1mcnl· · , 
most.ra- :"'L' yu e a Lt~o ri ~ t e:-> ~_didt'-~1. a l~- n; Uv hl' i;'; i m· · dt 
Ost~ · · Jt ( H e·: ~ , O i im~ost..> pt.:·_Ll lti(.;(J te.s .. _· r·r·s tr-iti\<l 
ass ,jciada :i : iw -·:~ r iza ,. Uc. utlliia•_Ll. í' .t.r·:_l c a su 
:-;<'h t(Jlt i ano , ~r-:- .-\/D =:.: iJl-:>r·ma.u t ~~-~=-
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d · ··\j · · · ri m ··~ ll t,-;s r·,_·.:_,J i~:ad<,S ~:u m jKtr t i .·ula:j 

(-on st.aut_ •. 
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\ (..'$ C:lSC• S 

c i l lnJr·lca s 
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lco r •. , f i e l :·u r1 t'i r-m .:~da <.! t .~· 1-~t- l ~ U . !· · ~lm • a i ·~ L r t ~ : -

'k) qu:1 ; :.! t· .·u rl.< dl·:::"·:·:> t.r--dtur.'t. Par ~ l t\v :_::ooo, ,:, 
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ex pl ica\.la di...· lla Lut · ... · ;:.:_l cu r.lple\:i, par f·...__·~ ··.:-.t ~:: 
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t·Ht•,l/'!ki c!t.<~ ta:-; l :.t.l't . l c tll~'l S dC' .jif crt~ Jt t• ·· s ~~·umctrl ilS . 

pan,:Ct:· r :·l -: t;,\\·c·t SUJ!I J!' - :-~v q1tr a r•. s;i7w clt'- t ransi.,.-àú, (' 
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::. t:·(_} m;: l. l - ! -'t J:t 11art i cui:_,. 
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TWO-PHASE FLOW AGGREGATE FORMATION THEORY 

BASED ON ENERGY DISSIPATION 

8 J. Militzer, J. M. Kan, A. M. AI Tawell and F. Harndullahpur 

Technical University of Nova Scotia P. O. Box 1000, Halifax, Nova Scotia 
Canada, B3J 2X4 (902) 429-8300 

ABSTRACT 

This paper presents a mathematical model for evaluating the effect of aggregate formation on the 
energy dissipation of a two-phase (gas-solid) flow. A minimum energy dissipation principie is applied in 
order to find the most probable aggregate characteristics in a two-phase vertical pipe flow . The flow is 
assumed one dimensional, steady state with no wall friction. With this the most probable aggregate 
(shape, size and number of particles) characteristics are determined for different flow si tuations . 8oth 
cocurrent and countercurrent configurations are considered. · The calculated slip velocities show good 
agreement with available experimental data. 

INTRODUCTION 

Solid-gas two phase flows are usually studied assuming that 
the solid-phase is fully dispersed. However, this model is not able 
to explain the existence of slip velocities much larger than the 
terminal velocity of a single particle. Aggregates of particles with a 
size much larger than the individual particles can have slip velocities 
comparable to those observed experimentally [1], [2). Significant 
effort has been made to find a model based on aggregate forrnation 
to explain the high slip velocity and the regime transition caused by 
the instability of the system [3) . However, this is difficult because 
of the Jack of inforrnation on the influence of transport conditions 
and particle characteristics on the aggregate forrned. To try to solve 
this, we propose here a minimum energy principie and a 
mathematical model based on our previous paper [2] . 

ln a given flow situation, aggregates are assumed to have the 
sarne size, structure and spheroidal shape characterized by their 
aspect ratio E = L/0 (length along flow direction/width) . The 
aggregate size D is correlated by 

( 
N )1/3 

D-d ~ 
- P E(l-Ea) 

(2) 

Where dp is the particle diameter; Ea: porosity of the aggregate; Np: 
number of particles forming the aggregate. The relation between 
aggregate porosity,Ea; the interaggregate porosity, E; and the overall 

porosity, Eo is [2]: 

(I . E;) =(I . Eo) 
(I · E a) 

(3) 

GOVERNING EOUA TIONS 

I. Momentum Equation. 

ln steady state, vertical flows the drag force exerted on each 
aggregate is balanced by its effective weight (the sum of weight and 
buoyant forces) . For the calculation of the drag coefficient of the 
spheroid Cda. Clift's correlation for a sphere is modified for a 
speroidal aggregate [2]. Richardson-Zaki's coefficient is used to 
take into account the effect of the presence of neighboring 
aggregates [4]. Thus, the resulting momentum equation is: 

Cda Vslip2 = t ED (pp · Pr) g (Eo. Ea) E;3.8 
Pr 

(4) 

Where V slip is the slip velocity between the gas phase and the 

aggregate phase; Pp and Pr are the densities of particles and gas 
respectively; and g is the acceleration of gravity. 

The total drag force Fda between the two phases (based on unit 
volume) is: 
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Fda = ôp · E; (5) 

where ôp is the pressure drop and is given by: 

ôp = (Pp ·Pr) g(l · Eo) (6) 

2. Continuity EQuations 

Consider the cocurrent flow as an exarnple. Figure I shows 
that gas phase and aggregau: phase are both moving upwards with 
their intersticial velocities, Ug and V a. The corresponding superficial 
gas and solid velocities, V gs and V ss are given. The passage for the 
gas phase is obviously the voidage between aggregates, ie E; and 
that for the aggregates, I · E; . Thus, mass conservation requires 
that: 

and 

Vss =V a (I· E;)( I · Ea) 

V gs = UgE; + Va(l · E;)êa 
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(a) Cocurrent Flow 

.!.Vss 

aggregate I gas phase 
phase 

(7) 

(8) 

r-I . E; ~ I f- E; ~ 
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(b) Countercurrent Flow 

Figure I . Aggregated Flow 

The slip velocity, Vslip. is defined as: 

Vslip = Ug ·V a (9) 

o r 

v . -~ -~ [ <I-E;) Ea + 1] cocurrent(!Oa) 
shp- E; (1-Eo) E; 



Similarly, for countercurrent flow, we have: 

Vslip=Ug+Va (11) 

o r 

v · -~ + ~ (0-Ei)Ea + t] countercurrent (lO b) 
shp - €i ( 1 - €o) €i 

3. Energy Eguation. 

The total energy is divided between the gas phase, Eg. the 
aggregate phase, Ea. and the energy dissipation, ~. namely: 

Eg = Fcta · Ug 
Ea =Fcta ·V a 
Ect =Fcta · Vslip 

lntroducing eqs. (9) and (11), the energy balance becomes: 

(12) 
(13) 
(14) 

(Cocurrent) (15) 

and in countercurrent flow: 

(Countercurrent) (16) 

Solving the corresponding momentum and continuity equations for a 
given set of values of V gs• V ss and other parameters, we obtain 
v slip and eo. The solutions are represented by the intersection of the 
continuity and momentum curves presented in Figures 2 and 3. The 
energy rates can be calculated by substituting these solutions into 
eqs. (12) and (14). 

Figure 2 and Figure 3 presem respectively curves for cocurrent 
and counrercuurent flow cases for steel spheres in air (dp = 375 
~m). Curves 1,2,3,4 are continuity curves while curves 5,6,7,8 are 
momentum curves. Curves 1 and 5 correspond to a fully dispersed 
system and curves 2 and 6, 3 and 7, 4 and 8 correspond to 
aggregated cases for the sarne number of particles per aggregate 
(Np=lOO) and changing porosity, €a = 0 .5, 0.65 and 0.8 
respectively. 
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MIN1MUM ENERGY PRINCIPLE 

Energy carrying "fluid" is defmed as the phase which supplies 
energy to the other phase or to dissipation. ln cocurrent flow, only 
the gas phase is the energy carrying phase. ln countercurrent flow, 
both gas and aggregate phases contribute to energy dissipation, and 
thus are both energy carrying phases. 

By substituting different Np. €a, andE, ie different aggregate 
structures, into the goveming equations and solving them, we can 
have a family of solutions of V slip and €j. To get the most probable 
solution, we propose to use a minunum energy principie: According 
to the 2nd Law of Thermodynamics [5] the energy carrying fluid 
will choose the path of least resistance, thus minimizing the energy 
dissipated or transferred to the other phase. 

RESULTS AND DISCUSSION 

According to the minimum energy principie in cocurrent flow 
we minimize the energy rate of the gas phase, Eg. By substituting 
eqs. (5), (6), (9) and (lOa) into eq. (15) we have: 

Eg a (1- €o) [ Vgs- V55 -€_a -}= (1- €o)Vgs 
( 1 - €a) 

(17) 

Note that in most gas-solid flows Vgs is much bigger than V 55. ln 
countercurrent flow, we minimize~. and sirnilarly we have: 

v a [1- (1- V!;) €o] = I- €o 
gs 

(18) 

lt is interesting to notice that to minimize Eg in cocurrent flow and ~ 
in countercurrent flow it is necessary to have a bigger €0 in both 
cases. 

From the calculation results shown in Fig. 2 and Fig. 4 only 
small (smaller Np) and loose (larger €a) aggregates move the 
intersection of the curves in cocurrent flow to the right and thus 
minimizing Eg. 

Figure 4 and Figure 5 present respectively the cocurrent and 
countercurrent cases. V slip I V1 is the dimensionless slip velocity. 
V 1 is the terminal velocity of a single particle. · EgiE I g is the variation 
of the energy rate, where Eg is the energy of the gas phase in a flow 
with aggregates, while Eig is the energy of the gas phase for a fully 
dispersed system. ln both figures the superficial velocities of the 
gas, V gs and of the solid, V ss are kept constant. lt is seen in Figure 
4b that only loose aggregation (€a = 0.8) gives a dimensionless 
energy rate smaller than one. ln Figure 4a the corresponding 
dimensionless slip velocity is around one. ln other words, big and 
tight aggregates increase the energy rate and hence have no physical 
meaning. 
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Figure 3 shows that in countercurrent flow , there are usually 
two intersections between the momentum and continuity equations. 
Namely, one in the dilute region and the other in the dense region. 
Figure 3 and Figure 5 show that the intersection in the di lute region 
moves to the upper right comer for bigger and denser aggregates 
and thus have a smaller Ed. ln the dense region, the tendency is the 
sarne as in the cocurrent flow. 
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Figure 5 shows the influence of the porosity, Ea. and number 
of particles, Np. on the slip velocity V slip. and on the energy 
dissipation rate. The latter is to be minimtzed in counrercurrent 
flow. It is seen that denser and larger aggregates reduce the energy 
dissipation rate. There is a strong correlation with the number of 
particles Np. The slip velocity, V slip• in countercurrent flow is 
severa! times greater than the terminal velocity, V1• of a single 
particle. This explains the long clusters seen falling down the fast 
fluidized bed walls, which is a localized countercurrent flow region. 
The back mixing of these dense and fast moving clusters makes the 
cross section average slip velocity much higher than the terminal 
velocity. 

For the flow of steel spheres in air under conditions similar to 
those used in the presem study, Ravisankar and Smith [6] measured 
high slip velocities for countercurrent flow of steel spheres in air. 
They changed V gs and fixed V,, and obtained a (V slip I V,) vs (1 -
Eo) curve, where V, is the terminal velocity of a single particle. The 
curves showed (Vslip I V1) increasing from one to four as the solid 
concentration (1 - E0 ) increased from very dilute to 4%. The 
calculation results , Figure 5, confirm Ravisankar's data, since 
higher solid concentration in the di lute region gives more chance for 
particles. to form bigger aggregates and hence, increased slip 
velocities. 

CONCLUSIONS 

The mathematical model based on the aggregate formation 
theory [2] makes it possible to study the effect of aggregate 
formation on energy dissipation and slip velocity of the system. 
More experimental data is required to prove the minimum energy 
principie. Nevertheless, the present calculation and analysis show 
good agreement with available experimental data. 

ln cocurrent flow there will be small and loose aggregates. This 
causes their slip velocity to be close to the terminal velocity of single 
particles. Thus, the assumption of fully dispersed system usually 
used in most numerical calculations gives satisfactory results. 

ln countercurrent flow, eg. in fast fluidized bed, near the wall 
region, long and dense clusters were observed going downward 
forming a local countercurrent flow. That is, in countercurrent flow 
we expect long and dense aggregation while in cocurrent flow, we 
expect small and loose aggregation. 
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ABSTRACT 

A pse udo-Lagranglan model for coagul ation is developed , employing a 
spec1al coordinate tr1nsfor~atic~ onto the class1ca: k1~etic coagulation 
e~uation, in order to solve some probleMs ar1s1ng f r o~ the fixeà 
siz~-class a;J;l ro aon. A :1U!1er:.çal fonn;:!.ation us1n g osculatory qu~dnti c 
spllnes on ilnite e:e~cnts is ]:oresented . For sone special kernels, the 
result s ir~~ the no~el are s~cvn to compare very 1ell ~ith so~e an!lytic 
and n~ner:cal solu~lc~ - . 

THE PSEUDO-LAGRANGlAN MODEL 

ln th1 s Section, we define and d1scuss a special 
coordinate transformation onto the classical 
coagulat1on equation, l eading to the so-called 
pseudo-Lagrang ian models and their simpl i ficati ons. 

Let us cons ider the kinet ic equa tion [1]: 

nf( v.t)/àt =- f K(v,u) f(v,t) f(u,t) du+ 
o 
v 

1/2 f K(v-u,u) f(v-u.t) f(u.t) du. (1) 
o 

Now let us define the par ametri c transformation 

spec1f ied by the expression 

8 v( v
0

,t)/8 t = f K(v(v
0

,t), u) f(u,t ) dt 
o 

(2) 

(3) 

ln terms of the differential of v in (2), we 

(4) 

Now, cons1der the distr\bution den~ity function 
f(v,t) = f(v(v 0 ,t) , t) f (v

0 
,t), 1n terms of 

differentials 

df = af(v, t)ja v dv + 8 t (v, t)/8 t dt. (5) 

Firs t substitute (4) in (5 ), t hen consider v as 
constant. F1 nally, substitute the expressions (1) 

0
and 

(3), in order to ge t 

m 

Õf. (v
0
,t)ja t =- f (K(v (v

0
, t ),u) f (v(v

0
,t)· 

o 

f(u , t)du+ 

1 / l/ K(v(v
0

,t)-u,u) f(v(v
0

,t)-u,t) 
o 

f(u,t)du + 
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~ K(v(v
0

,t),u) (8f(v,t )/8 t) · 

f (u,t) u du (6 ) 

Dif fe r entiat ing (3) with respect to v and with 
a little help from a Leibniz-type formu la [~] , we can 
show that the transformation (2) is invertible , i. e. 
one-to-one. 

where 

We rearrange (6) into the form 

., 
à f.(v

0
,t)jat =- f K(v(v

0
,t),u) f(v(v

0
,t),t) 

o 

f(u,t) du + l(v(v0 ,t) ,t) 

l( v (v0 ,t) , t)= / I 1/2 K(v(v0 ,t)-u,u)· 
o 

[ (at(v(v
0

,t),t)/8v) u-

( 7) 

f(v(v 0 , t) , t) ]I f(u,t) du . (8) 

ln particular , if one assumes I(s,t) = o for any 
(v0 , t) , it is poss ible to obt~1n an approximate 
cont i nuous pseudo-Lagrangian model for coagulation, in 
the form of the system 

"' f K(v(v0 ,t),u) f(v(v0 , t), t ) 
o 

à f(v( v
0

, t),t )ja t 

f(u,t)du, (9 ) 

a v (v 0 • tl ;a t = 1 K (v < v 
0 

• t > • u > f ( u. t > u d u . ( 1 o> 
o 

Pseudo-Lagrangian models, f requently cited i n 
the Russian Literature, are apparently due to Sternin 
(Palatnik & Azhibekov) [3]). although Tolfo [4] has it 
attributed to Fuchs and Sutugin [5] . He has observed 
that the approximate pseudo-Lagrangian description 
could be useful for the cases in which the 
d1stributions are ne1ther too concen trat ed i n few 



classes nor the coagulation kernels too l arge. 
Replacing the equation (1) by the syst em (9) 

and (10) offers some advantages for coagulation 
calculations. It can be seen that not only the total 
mass is conserved throughout , but its allocation to 
each class is dctermlned by the process i tself. In 
fact, one may interpret those equations as if 
following the evolution of particles with given 
ini tial volume, whose number concentration decreases 
by absorption by the larger particles. and whose 
volume increases by absorbing the smaller ones (hence 
the name pseudo-Lagrangian description) . 

Even though the system (9) and (10) is 
inherently approx1mate, the newly developed system 
formed by the equations (3) and (6) is exact and 
retains most of the features of the more simplified 
aproach. Its extra terms , however , seem to introduce 
considerable difficulty into 1ts solution. A numerical 
solution for the complete syst em eQploying splines on 
finite elements is analysed in the next Section. 

A NUMERICAL FORMULATION FOR THE MODEL 

I n the system (3) and (6) the quadratures must 
be evaluated using variabl e and unequal width 
intervals between each two points (classes), although 
the number of classes is fixed and defined by the 
discretized initial distribution. \le discretize the 
ini tial number density distribution f (v), such that . . o . 
we are allowed to attr1bute the 1-class to v

0
l1thout 

any ambiguity . \le assume also that p classes can 
adequately "cover" the initial number distribution. 
Substituting the integrals by quadratures , we replace 
our system of two integro-partia! diff erential 
equations by an initial-value system of nonl1near 
ord1nary diff erential ones . 

Most finite dif ference schemes (with respect to 
volume) imply some arbitrary assumptions on the 
particle distribution within a class and on the 
outcome of each coagulation, which becomes clear not 
only from simple schemes, such as \lilliam's [6) , but 
also from more sophisticated ones, such as Bleck's 
[7). ln order to represent exactly a distribution, the 
number of classes in a finite-difference scheme must 
be very large. In addition, substantial errors might 
appear due to the finite representation of the 
integral terms (finite domain errors). In order to 
allow for the unequal intervals and to avoid the 
troublesome aspects previously discussed. we decided 
on a finite-element scheme, in which the number 
densi ty function is replaced by splines defined on 
eachinterval (v . , v ) . \I e describe next an approach 
based on a very heHh spline. 

THE SHAPE-PRESERVING QUADRATIC SPLINES 

Shape-preserving quadratic splines are based on 
a remarkable property of the quadratic Bernst eln 
pol ynomials. For a continuous function f defined in 
the interval [o , 1). without loss of generality, t he 
Bernstein polynomial of n-order is defined by [8) 

B (f) 
n 

L f (k/n) 
k= I 

p n , k 
(11) 

with 

[n] k r.- k 
P n , k (x) = k x (1 - x) (12 ) 

Therefore, the quadratic polynomial i s 
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B2 (f) f (O) ( 1 - x) 
2 + 

2f (I / 2) X ( 1 - X) + f (I ) X J (13) 

Hence we are able to conclude that not only Bj f) 
preserves the shape of f, but i t h as a continuous 
fir n derivatlVe on [o . t). while f (x) does not. Using 
th 1s prcperty, we construct a piecewise-linear 
f 11-:" t 1on f in [o. 1), which h as slope M

1 
at o and M, at 

• and such that the 1nterva1 (o , t) can be partitioiíed 
1 :1to subintervals in sucb way that the 
p te cewise-quadratic polynomial S, satisfying S = ~ (f) 
on each sub1nterval, is a quadrat1c spl1ne S. Of 
course. there are many possib1l1ties for partit 1on1ng 
the interval (o , 1), and consequently such sol1nes are 
unique only upon the partition. The following 
algorithm, from [9), offers JUst one solution. 

Let us consider as qiven the pairs of data 
(x . , y ) , j = 1 ... , N. strictly increasing x , and the 
slbpe~ M at x (Figure l). 

tiO!,C I - "", 

Figure 1. The scheme for tbe determ1nat1on of the 
quadratic splines for each normallzed interval [o , 1]. 

Upon the normalization variable r. 
some easy calculations , the express1ons 
normal ized quadratic splines become 

and after 
for the 

with 

(a) if r i r 
0 

: q = r /r 
0 

2 2 
s(q) = y

1 
(1- q) + 2 P

1 
q (1- q) + P ~ q ; 

(14) 

(b) ifr > r
0

: q=(r-r
0

)/(1-r
0
), 

? 2 s (q) = p (1 - q) - + 2 p q (1 - q) + y q ; 
3 2 2 

P
1

=1/2"t r
0

+y
1 

P
2 

= 1/2 M
2

• (r
0 

-1) + y
2

• 

P
3 

=P
1 

-r
0 

(P
1 

-P
2

) 

(15) 

The slope at an inter1or po1nt lS determi n~d 
using the two neighbouring data points, while at an 
endpoint, the two points immediately preceding (or 
succeeding) it. Let us define S as 

SI = (yi - Yl-1 )j(x i - x ,_,) i = 2 .. , N . (16) 

Consider an 1nterior point i , t , i c N. If S.· 
S c O, then we set M. = o . Otherw ~se, let 

1 

L+ 1 l 



( 17) 

As fo r the endpo1nts, we h ave two cases t o be 
cons1dered: 

(a) i = N: 

if 5 
~-I s ~ < o then MN = 2 5 •. Otherwise , let 

M, 2 5~ - M N- I 
(18) 

(b) 1 = 1: 

if 52 s1 ( o then M 2 S
2

. Ot herw1se, le t 
I 

Mt = 2 52 - M2 (19) 

In the scheme above the deri va tives are 
determined at once from the da t a , and the quadra tic 
shape-preserving splines are calculated for each 
interval. 

Now, we define 

(20) 

X= v/v (21) 

where v is the mass average volume 

ro 

v= J f (v , t ) v dv/(f f (v,t) dv) , (22) 
o o 

and A is a cons tant convenient l y defined according to 
the kernel specification . For 1ns tance, A 1s 
proportional to v for the kernel propo rt1ona l to the 
sum of volumes . 

Finally we recast the syst em (3) , (6 ), with the 
help of (12-19) in to a nondimens1 onal semi-discretized 
for m on the finite-elements , whe re the integrals are 
to be replaced by quadratures for each interval 
between x . and x

1
•

1
, and the der1vat1ve by its spline 

coun terpat t for each x . There lS one spllne 
evaluation for the nondime~sional number concentrat1on 
densi ty \1 , used for the int erpo lations at the 
intermediat e values, in the integrands . Using a 
Lagrange interpolation formula [2] , we obtain the 
5impson's quadrature for unequal intervals. The 
system is now ready for the time integration. 

THE TIME INTEGRATION 

lle perform the integration in time by means of a 
Runge-Kutta scheme, based on th~~ 1calcula t1on of a 
five-stage fourth-order formula y . us1 ng ,tJlf' flrst 
fi v e K. of a six-stage fifth-order method y . That 
proced~re i s known as Runge-Kutta- Fehlbe rg or 
RKF45 [10] . 

The local truncation errar < ,pf th '( ~ flethod is 
given by the absolute value of y - y and the 
relative errar by 

( 1 ' 
y j ;<0,( 23 ) 

and . based on the L
1 

Norm. we define the average errar 

as 

(24) 
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as well as the maximum integration interval, which is 
du ly normalized t o 1. The s tep \e~gth is halved if ~ 
1s less than or equal to E/ (2 5 h ) (because this is a 
fourth-order method ) [10] , where h • is a fraction of 
the normalized full step. Additionally , in th~ case of 
h • becoming smaller than a minimum (e.g. 2- 0

), the 
procedure is halted and a warning is emitted. 

The main advantages of the scheme above become 
apparent when one considers the fact that the 
coagulation i s very fast at the beginning , s lo'ling 
down as the t otal number concent ra tion diminishes. 
All algorithms were coded in Standard Pascal , for 
microcomputer. 

The numer ical scheme for the coagu lation problem 
in terms of the sys tem (3 ) and ( 6) is next submi t ted 
to some tests. 

TEST CASE 1: COMPARISON IIITH ANALYTICAL 50LUTIONS 

Classic analytical results were developed by 
Scott [11], although these are subject to some 
limitations exposed by Drake [1]. Employing Laplace 
transforms, Scot t evaluated the infinite series 
solut ions f or three special kernels: constant , 
proportional to the sum of volumes , and proportional 
to the product of volumes, for the following family of 
init1al cond itions: 

11
0 

(x) = [ ( s + 1) 
( s + 1 1 

/f( s + 1)] x
5 

with 

x= v/v 

-" e 
( s + 1 ) 

( 25) 

(26 ) 

(2 7) 

where s is a posi t1ve real number, ~ is t~e initial 
total number concent ra t ion of part1cles , v is t he 
initial ma ss average particle size (or volumes), ~(v) 
is the initial number distribution as a function of 
particle volume v, and f(y) is the Gamma function . 

Figure 2 shows at the selected time intervals of 
100, 200 and 1000 seconds, t he analyti cal and 
numer ical solu tions for constant kernel and s = o 
(exponential) for the number density. 
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F1gure 2. Evolution of the nondimensional number 
density as a function of the volume ratio x = v/v, 
with t1me , f or constant kernel and initial condition s 
= o in the equation (25). Comparison between the 
analytic solution [11 ] and the present model. 



The analytical results for the t otal number 
concentration are, for constant kernel , g1v~n by 

N(T )/N
0 

= 2/(T + 2) , (28) 

lle have used Scott' s data [11) for the results 
in F1qu re 2, i.e. d = 20 t•m. and coefflClents b" and 
B such that, for constant kernel 

'1'= 0 . 0429 t (29) 

Gelbard [12) has presented a numerical method 
based on orthogonal collocation on finite elements 
[13], for exponential initial distribution (s = o ) and 
the same kernels we have been d1s cussing. 
Unfortunately, bis results are presented in such a way 
that is not possible to observe the detail ed behaviour 
of the tail end of the distributi on s , al though we can 
safely say that the results using the present 
(nonoptimal) model are at least as good as the ones in 
[12]. 

TEST CASE 2: COMPARISON IIITH A NUMERICAL SOLUTION 

A somewhat more realistic situation was the 
object of discussion in [14) , in which the Brownian 
kernel for Kn << 1 was used: 

K(x,y) = 2 + (x/y) i/ 3 + (y/x)
1

/
3 

• (30) 

ln [14], one representative of the Method of 
Residuals (orthogonal collocation) [13) was 1mplemented 
into a perturbation solution for the "approximate 
problem" (constant kernel). 

The comparison between the results using [14) 
and our model for exponential initial condition can be 
examined in Figure 3. 
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Figure 3. Evolution of the nondimensional number 
density as a function of the volume r a tio x = v (v, 
with time , for Brownian kernel and exponential inltial 
condition (s =o). Comparison between the results by 
the meth od 1n [14] and the present model. 

\le ha ve superimposed the results from the 
present model onto the curves presented in [14), since 
the actual data was not availahle. Even considering 
those limitat1ons , there is a very good agreement 
between the "dots" and the curves , at least up to T = 
10 , resulting in a reduction in the total number 
concentration to a few percent of N . 

CONCLUSION 

Either for analytical solutions or numer ical 
ones, for kernels as distinct as constant and 
Brownian, the quality of the comparisons attested by 
the Figures 2 and 3 is quite remarkable. 
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ABSTRACT 

A simplified cne-dimensional model of Lhe flow inside a 
Lransonic LesL secLion wiLh venLilaLed walls is presenLed, Laking inLo 
accounL Lhe mass exchange through Lhe wall s, a cross-secLi onal area 
variaLion, and f"riction . The boundary conditions aL Lhe walls are 
consi dered to be homogeneous, as in t he classic wall inLerference 
theory, and Lhe wall behaviour is described by a linear cross-flow 
<.;haracter ~s tic. The resul t.s yielded by t.he modal correctly predicLed 
Lhe main feaLures o!" the flow developmenL . 

Shortly after lhe end of lhe Second 
World War, Lhe advenL of ventilaled-wall 
transonic wind lunnels provided lhe 
scientific and industr ial communily with Lhe 
needed daLa about the flighL behaviour of 
aircrafLs operaling near the sonic velociLy 
(1) . Since LhaL lime, much knowledge has 
been gained in lhe understanding of lhe 
differenl faclors aff"ecling lhe flow in such 
lunnels, specially in terms of t he 
wall-inLerference phenomena . 

Methods of wall i nler ference 
correction can be classified in two dislincl 
groups : 

Ci) 'Simplified' procedures, ranging from 
one-di mensi onal anal yses ( 2J to 
sophisticaled compuLaLional algorilhms (3J 
[4), having in common lhe facL of using lhe 
classic theory of wall inlerference, which 
represenLs lhe wall by an homogeneous 
boundary condilion ; 

Cii) Detailed procedures, using boundar y 
conditions measured during lhe lesls lo 
oblain an equivalenl geomelric model, which 
represenls lhe actual one, including viscous 
effecls . Such equivalenl model is, lhen, 
used as an input in non-linear lransonic 
computar cedes, determining ils behaviour . in 
free flighl (5) [ISJ . 

The melhod presenled herein may be 
classified as belonging lo lhe firsl group 
above, represenling an exlension of existing 
cne-dimensional melhods, allowing a f"irsl 
eslimale of viscous effecls . 

FORMULATION 

Statement of lhe Problem . The eslablishmenl 

o!" a uniform flow in lhe lesl seclion of a 
lransonic wind lunnel is accomplished by lhe 
combl.nalion of a number of faclors [2J. In 
general, the lwo mosl imporlanl ones are: 
Ci) wall venlilalion, usually wilh an 
auxiliary compressor-driven evacualion 
syslem; Cii) wall inclinalion. Therefore , 
lhe main ob j ective in this paper is lo model 
lhe flow in an emply passage (no model) . 
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w~ th mass exchange through lhe 
cross-seclional area varialion, 
f"ricLion . 

walls, 
and 

Basic Equations Ai r, considered as a 

perf"ecL gas wiLh constanL specif"ic heaLs, 
flows along a ducL wilh cross-seclional area 
varialion . Throughoul the passage, Lhere is 
an exchange of mass belween lhe main currenl 
in Lhe Lest secLion and an adjacenL plenum 
chamber . This is represenLed in Figure 1 . 

The f"low is considered lo be 
cne-dimensional. Using lhe conlinuiLy, 
momenlum and energy equaLions, logelher wiLh 
some auxiliary relalions, one geLs Lo lhe 
f"ollowing expression: 

dp rt.F- dm rt.F- dA 
+ 

p t.f--1 m t.f--1 A 

r t.f- ( 1 + Cr-D t.f-) dx 
+ 4/ 

2 ( t.f--1) H 

(1) 

which gives lhe relalionship among lhe 
varialion o!" Lhe slalic pressure , p and 
l he inf"luence f"actors namely, mass 

exchange, dm / m, cross-secLional area 
variaLion , dA / A, and f"riclion , 4/ dx/H. 
In lhe above equalion, M represenLs lhe Mach 
number and r lhe relation belween specific 
heals . The local wall cross-f"low per unil 

area is indicaled by mx Coulflow being 

positive), and , lhus : 

CZ) 

where ~ is lhe lesl seclion laLeral area . 



lhe 
One of the 

integralion 
main problems preventing 

of equalion Cl) is t.he 

modeling of the influence factor dm / m . 
As i t wi 11 be shown 1 ater. t.hi s factor is 
usually expressed in t.erms of the pressure 
loss t.hat. the flow experiences when crossing 
the walls . This pressure loss, which is the 
difference bet.ween t.he stat.ic pressure 
levels in t.he t.est section and in t.he plenum 
chamber, is strongly dependent. upon t.he kind 
of vent.ilated wall being used . 

Anot.her equat.ion, allowing t.he solving 
of the problem, is that whi ch describes the 
ventilated wall behaviour. In the present 
analysis, it was decided t.o use the classic 
theory of wall interference, in order to 
keep the equations as simple as possible. 
The boundary conditions imposed by the 
presence of the walls are t.aken as 
homogeneous t.hroughout. t.he test. section, 
creating lhe figure of the 'equivalenl 
homogeneous wall' . This assumplion yields 
satisfact.ory results in describing lhe flow 
nol near lhe wall, where the individual 
influence of each wall openning is not felt. . 

Furthermore, lhe following hypothes:es 
were made. 

(i) Venli la ted walls wilh linear 
cross-flow versus differenlial-pres:sure 
relalionship . Such behaviour is 
charact.eristic of perforated walls wilh 
small viscous effecls Clhin boundary layer, 
when compared wi lh a lypical lenglh in lhe 
tesl seclion , specially the diameter of lhe 
wall opennings) . Thus, one can wrile : 

mx c::n Ap 
0.: ------

~ (pu) 00 

where Ap is t.he difference bet.ween t.he 
st.atic pressure in the test section and in 
lhe plenum chamber, q

00 
is the dynamic 

pressure at the test section entrance, mx is 

the mass flow per unit (lateral) area 
passing through the wall ,and Cpu)

00 
is the 

mass flow per unil Ccross-seclional)area at 
t.he test section entrance. 

The wall constanl K may be obt.ai ned 
from a non-viscous simplified analysis, 
using the Prandtl-Glauert small perturbat.ion 
approach to the compressible flow (2), 
result.ing in the expressions listed below, 
whi eh appl y to thi n wall s: wi th small 
open-area ratio: 

1 4 1 
K 

J -t.f!-
n R 

1 
Csubsonic flow), ( 4) 

2 1 

) K = (--;--1 
Jt.f!--1 

Csupersonic flow), (5) 
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where R is: lhe wall open-area ratio. 

When lhe above equalions do not. apply, 
as l. n t.he case of t.est.l. ng mod.;.l s n .... r t. he 
sonic condition or in special wall 
configurat.ions Ce . g., with inclined holes), 
care must be t.aken in using values of K 
derived from experiments. If t.he wall 
c haracteris:tic is: not linear Cequation (3) 

does not. hol d t.r ue) , a numer i cal sol ut.i on 
for t.he problem may still be obt.ained. using 
the actual wall behaviour . 

(ii) Test section wl.t.h square 
cross-section and infinit.e length. 

C i i i) All wall s converged/ di verged by 
the sarne amount . 

When t.hese hypot.heses are used, 
equat.ion (1) becomes 

dm 8p rt.1-
X --- = --

KC t.f!--D (- pum~ose 
dCx/Ho) 

where e is 
walls, and H o 
i t.s entrance . 

This 
numerically, 
condition : 

m = 
X 

o 

u 
00 

t.g e + C1+Cr-Dt.1-) ~ J 
(6) 

the divergence angle of t.he 
is t.he test sect.ion height at 

equation may 
subject.ed t.o 

l>po C pu) oo 
---

qoo K 

be 
t. he 

solved 
i ni ti al 

(7) 

where Ap
0 

is the static pressure difference 

between t.he flow ent.ering the t.est. section 
and t.he air in the plenum chamber . 

RESULTS 

Figure 2 shows the resul ts obtal.ned 
with 22 X-open parallel walls, not taking 
into account friction lesses. Two differenl 
cases: are pres:ented, corres:ponding to the 
s:ubs:onic and s:upers:oni c regimes: . The 
init.ial conditions: were s:et as: to give the 
indicated overall mas:s: flow ext.raction from 
the tes:t s:ection . It is: interes:ting to note 
that t.he influence of the mass: ext.raction is: 
fel t. mai nl y i n res:t.r i cted regi ons: of the 
tes:t. s:ection length . For ~he s:ubs:onic case, 
onl y t.he downs:t.ream s:tati ons: are affected, 
whereas: wit.h s:upers:onic condit.ions: only t.he 
upst.ream ones: are. One import.ant. conclusion 
t.hat. can be drawn from t.hese result.s: is: t.hal 
t.he mas:s flow ext.ract.ion alone is: not. 
s:ufficient. t.o permit an effect.ive boundary 
layer control throughout t.he t.es:t s:ectl.on. 
The capabilit.y of influencing t.he 
boundary-layer growt.h is of paramount 



imporlance in reducing wall inlerference 
problems ( 2l . 

Figure 3 iluslrales lhe influence of 
varying lhe wall selling . The overall mass 
fl ow ext.r acli on is lcepl conslanl and 
friclion lasses are nol compuled. I l can be 
seen lhal a small convergence is sufficienl 
lo eslablish a nearly conslanl oulflow along 
lhe lesl seclion lenglh . Thus, lhe varialion 
of lhe wall inclinalion, logelher wilh a 
proper overall mass flow exlraclion, becomes 
an effecli ve way of i nfl uenci ng lhe 
boundary-layer behaviour in lransonic wind 
t.unnel lesling . Figure 4 presenls lhe sarne 
resulls in lhe form of Mach number 
dislribulion. Il is significanl lhal a 
correcl posilioning of lhe walls greally 
improves lhe flow qualily. reducing lhe 
axial veloci ly varialion from a nominal 
condi lion. 

Figure 5 demonsl rales lhal l he 
influence of fri c lion is fell in a similar 
manner as lhat. of having a wall convergence . 
Il is apparent. from Figure 6 t.hal t.here is a 
necessit.y of having a mass flow ext.ract.ion 
from lhe lest. sect.i on in arder lo prevent. 
lhe cholcing of lhe st.ream. This resull, 
which is supporled by experimental dat.a, was 
nol foreseen by lhe frict.ion-free 
cne-dimensional analysis present.ed in (2J . 

CONCLUSION 

The st.udy present.ed herein, in spit.e 
of ils simplicit.y, is or greal value in 
unders t.andi ng lhe complex phenomena lhat. 
occur in a venlilaled t.est. sect.ion . The main 
aspect.s, lhe ones lhat. define a proper 
set.ling of lhe walls, are all represenled in 
lhe model, which, lhen, becomes of great. 
help t.o lhe wind lunnel praclicing engineer. 
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ABSTRACT 

The process of injection, as applied to a w~nd tunnel, 1s 
considered . The dissipative effects in the miXJ.ng region can be 
classified as "internal", dueto the shear layer between t..he t..wo jet..s, 
as well as "external", due to t..he frict..ion on t..he walls and, 
eventually, t..he drag of immersed bodies. The aim of t..h1s work ~s t..o 
use opt.1núzat..~on t.echniques t..o analyse t..he inject..i o n proces:s t..ak~ng 

into accounl all possible kinds of dissipative effecls:. 

I NTRODUCTI ON 

The result of ~njecting a high-speed 
current of gas in the main st..ream of a wind 
tunnel ~s a ga~n on the stagnation pressure 
of lhe main stream. This is a very desirable 
effect.. when one is interested in expanding 
the Reynolds number range of a continous 
w1nd t..unnel, without augment.ing the fan 
power . 

Studies of inject. ion processes when 
applied lo wind tunnels, especially when 
transon1c, are rather scarce . The number of 
para.met.ers which interfere 1n lhe mix!ng 
phenomenon is great and an optinuzat.ion 
approach seems t..o be appropriate . The 
i rreversibili ties in the núxi ng region 
inside a wind t unnel are due mainly lo lwo 
causes . P1rst..ly, t.here is dissipat..ion in the 
mi x1 ng process i tsel f, a cause one coul d 
call "internal" Csee Pig. 1) . Secondly, there 
is frict1on between the st.reams and the wind 
tunnel walls and, eventually, drag of 
i me r sed bodi es , tha t coul d be cal! ed 
"ext.ernal" . In design and in the computation 
of wi nd tunnel pressure lasses both causes 
are important.. Carr1ere ( 1 J and Mignosi · el 
al C 2J made an attempt towards an 
optimizat..ion of t.he inject1on parameters . 
Nevertheless,this aut..hor look in accàunt.. 
only ~nternal dissipat..ion . 

The aim of this work is t..o apply 
optinuzat~on princ1ples to lhe st.udy of the 
inJection process, considering bot..h causes 
of dissipation as well as ot.hers import..ant 
aspec ls. 

F'ORMULATI ON 

Bas 1 c equa t1 ons- The probl em lo be 

tackled is shown schematically in Fig . 1 . 
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Ml. XJ. ng Regi on 

··I ~ ~~- Mj 

--~-----------~ ~~~1-~-o-r---------------

M 
m 

Figure 1 - Basic Configurat..ion 

A current of low-speed gas C~ndicat..ed 

by subscript 1) is driven by lhe high speed 
of t.he injected st.ream(ind~cat.ed by 
subscript. j). In a t..ransonic wind tunnel t..he 
high-speed current.. is almost.. always 
supersonic. During nuXJ.ng, t.here occurs a 
fall in t..he st.agnat..ion pres:su e of t.he high 
speed stream and a rais:e in t..he stagnat.ion 
press:ure of the low s:peed st.ream. Our 
ult..imat..e aim is t..o det.ernune t..he best. 
combination Cif such "best. combinalion " 
eXJ.st.s) of the paramet.ers involved, in arder 
to have t..he best compronuse of h~ghes\.. raise 
in stagnat.ion pressure of t.he ma1n 
Clow-speed) current.. . 

The gas in bot..h currents is air, 
considered as thermally and calorically 
perfect... The flow 1s cons:id~red as 
cne-dimensional in the entrance Cat leas:t 
for each of the s:treams separately) and in 
t..he exi\.. planes of the nuXJ.ng reg1on and t..he 
currents are taken as: parallel. Under \..hes:e 
condi\..1ons: and assumplions, the basic 
equations of con\..inuit..y , momentum and 
energy,\..oget..her with some auxiliary 
rela\..ions,yield 

P M P M p M 
1 1 J J m m 

+ T --- (1 + T) 

~ 
J 

(1) 



p 

T 

~ 

l 
~ 

Cl .,. Y 

+ w T 
l 

.;=.) 
~ 

J 

+ T p C 1 .,. y .;=.) 
J J 

C1 + T) p C1 .,. 

C1 + w) T 
l 

m 

M 

r.J?-
m q- ) 

C2) 

C3) 

where P is s~a~ic pressure, M 1s Mach 
number, T, is s~agna~ion ~empera~ure. T is 

~he relaL1on beLween cross-secL1onal areas. 
A,/ Ad, w is ~he relaL1on beLween mass 
!'luxes , qv'q~. y is Lhe rela~1on be~ween 
spec1fic heats; Lhe subscripLs indicate : 
....... Lhe low-speed st.ream; "j"~ t.he 
h1gh-s:peed s:t.ream;"m", conditions: aL Lhe 
exi t of Lhe mi xi ng regi on; . The par ameter cr 
is: Lhe one Lha~ carr1es Lhe in!'ormaL1on 
about Lhe externa! dis:s:ipa~ive ef!'ects. and 
is: def1ned by 

1 
cr C4) 

( 1 + +] 

where K is Lhe pres:s:ure-los:s: facLor of Lhe 
mix1ng region. When cr equals: 1 CK=O), Lhere 
is: no externa! dis:s:ipation . 

The number of unknowns: is: greaLer Lhan 
Lhe number of equations, and ~hen extra 
condit..ions: have Lo be 1nLroduced. One 
usually cons:1ders: LhaL Lhe s:LaL1c pres:s:ures: 
of both s:Lreams: are equal and LhaL some 
pre-fixed relation exis~s: beLween Lhe 
iniLial s:~agna~ion Lemperatures:. Equali~y of 
sLatic press:ures is: als:o imporLanL Lo avoid 
disconLinuiLies:, s:pecially s:hocks. 

E!'ficiency n as a !'unc~ion of en~ropy 
var1atlon . ln lhe cours:e of calculal1ons: 
~he efflciency n is obtained as: a function 

of Lhe injec~ion process en~ropy variaLion. 
In Lh1s sense n Lurns: ouL to be a "measure" 
of all the irreversibili ties in Lhe mixing 
region.The parame~er n is defined as 

T) 

/;. s: 
~ 

/;. s 
J 

C5) 

where /;.s and /;.s are Lhe entropy variat1ons 
~ J 

in Lhe mixing region • non-dimensionalJ.zed 

by ~he mas:s: !'lux q
1

. 

Op~imization approach. In prac~ical 

Lerms: one wishes: ~o have maximized Lhe 
relaL1ons At/ AJ. q~/q,. n and Pll/ PlJ. IL 1s 
apparenL from Figs:.C2),C3),C4), LhaL Lhe 
maxima of Lhose parameLers ~aken 

1 ndependenLl y occur for d1 f!'erent val ues of 
~ - The idea Lhen is Lo define an objecLive 
funcLion LhaL combines Lhe parame~ers. 

Carriere (1) uses a variable defined by 
Amqm/ AJqJ. In Lhis work. an objec~lve 

!'uncLion which cons:iders: all Lhe main 
effecLs: is inLroduced 
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- 2 - 2 - 2 - 2 CCtA) + CC2q) + CCzoP) + CC .. s:) 
!' 

C~ 2 
+ C2 2 + C9 2 

+ c .. 2 

C6) 

where Ã is: C Ad / AJ) / C Ad/ A,) m<1X, q is: 
C qt/ qj) /C q~/qJ) max, P iS C Pt/P J) / C Pt/P j) max, 

s is C-t.st//;.sJ)/C-t.s:t/l:J.sJ)mox. Besides. Eq. 
C6) allows a norm.all.zed s:Lruc t.. ure f'or Lhe 
opLimizaLion . 

RESULTS 

Star~1ng Wl.~h some pre-fixed 
condi~ions:, Lha~ one can recogn1ze as Lhe 
desi~ point, i~ is: pos:s:ible lo solve 
numer1cally equaLions C1),C2),C3). Coupling 
Lhis: wi~h Lhe opLimizaL1on ~echrll.que some 
impor~anL parameLers: can be deLerm1ned, as 
for e .xample, Mm, T and w. Figures: (2) ,(3). 
(4) s:how some res:ulls: of Lhose calculat..J.ons 
f'or a equal Lo one, whJ. ch reproduce 
perfec~ly ~he resul~s: of' Carriere. 
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Fig . (5) shows curves of n as a 
func t.ion of M• and MJ. Observe t.hat. as Mi 
t.ends t.o MJ Cor vice versa), n t.ends t.o 1 
also, what. confirms t.he t.heoret.ical 
predict.ions Cin t.his case Tu/TlJ is 
considered equal t.o one) . It. i s import.ant. t.o 
point. out. t.hat. t. he a nal ysis bas ed on ent.ropy 
cons~derat.ions int.roduced in t.his work is a 
novel feat.ure, whi ch had not. appeared in t.he 
lit.t.erat.ure i n t.he cont.ext. of inject.ion 
proc esses f or wind t. unnels . 

EFFICIENCY BASED ON ENTRCPY 'NIATION 
1ru:cnON OAr.l • t.oe 

QOL-L---~--~--~----L---~--~--~~ 
0.2 na o• oo o.e 01 o.a 0.11 

M1 

Fl~Jlt& 6 - Ernolaro( bafled on entrcpy 

Plot. s of f CEq. (5)) a r e 
Fig . C6) for C•=C2=Cs=l, C•=O and 
ext.ernal dissipat. i on) . 
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oer1 ----------------·--------------------~ 
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1n 
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Observe t.hat. as MJ varies lhe pai nt. of 
maximum as a f unct.. ion of Mi moves lo lhe 
right.. Int.roduc~ng lhe e xt.ernal dissipat.ion 
Cvalues of a less t.han 1) lhe curves ~ n t.he 
figure above are all shi ft.ed t.o lhe left.. 
This is shown, in a sl~ght. different. form. 
in Fig . C7), where one c an see t.hat. as a 
decreases Cwit.h increasi ng K) t.he maxima of 
f occur for ~maller value~ of Mi. This 
result. has béen verified ~xperiment.ally by 
Carriere (1J wit.hout. any t.heoret.i c al 
explanat.~on. Now, one can clearly see lhat. 
t.hi s resul t.s from ext.ernal di ssi pat.i on 
effect.s . 

Mtj 

MAXMJM \tWJE I..OCATION 
Of THE OPTMZATION F~CTION 

INJ. GAIN • t08 

aer ~ 
K • 0.01 0.7~ ~ 

f p KoOn 
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Flgll& 7 - Mexlrrun VeiUEI looallon 

APPLI CA TI ON 

All lhe t.echniques present.ed above 
has been applied t.o a case st.udy. This 
corresponds t.o a future Bra2ilian t.ransonic 
wind t.unnel facilit.y. In Fig.C9) an envelope 
for t.his case st.udy is present.ed. The 
reduct.ion of power is about. 40X for lhe 
range covered in t.he figure . The appropriat.e 
use of inject.ion in a wind t.unnel can bring 
about. t.hen a great. reduc t. ion in power 
reduct.ion t.o t.he fan. 
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OTIMIZAÇÃO NO PROJETO CONCEITUAL DOS RESERVATORIOS 

PARA TONEL SUPERS.ON I CO DE SOPRO e JOÃO B.P. FALCÃO F., SIDNEY L. NOGUEIRA 

CTA- IPD - GTTS 

S.J.CAMPOS, SP - tel (0123) 211311 R.3421 

RESUMO 

A expansão do ar dos reservatórios de ar comprimido de túneis intermiten­
tes de sopro ("blowdown") passando por uma matriz de capacitâncias térmicas (fei­
xe de placas metálicas) é modelada em análise uni dimensional para a determinação 
do coeficiente poli trópico equivalente do conjunto ' reserv~tório e matriz de ça­
pacitâncias té rmicas' para levantamento dos principai§ parametros de projeto ot~­
mo dos reservatórios (volume e quantidade de massas termicas). 

I NTROOUCÃO 

Dev i do ao alto custo de Ins ta la ção e 
operaç~o de t0ne ls supers6nlcos continuoe. 
nossa at enção 8 vo l tada para a solução 
I ntermitente QUe atende satisfatoriamente ã 
ma i or i a dos ensa io s na fa i xa supers6n1ca , 
sendo o tune l do tiPO Inte rm itente de sopro 
C"b l owdown "l o mais ampla mente empregado pela 
slmPi /cidade e ba i xo custo de ope ra ç ~o e 
manutenç~o [ 1J. 

Num túnel int erm i tente de sopro 
C"b l owdown" l con venc.onal o pr1nc 1Pal 
fen6meno envolv i dO ê a Queda de temPer •tura 
de estagnação do ar escoado dos reservatór i os 
pela exPansão PO I l tróplca ocorr i da, com 
coef i Ci ente compreendido entre o Isotér mico e 
o adlabát l co, 1 < n < 1.4 , na equação Que 
re 1ac1ona as temPeraturas e pressões 1n1c1als 
e f i nais do Processo , 

T l 
=[::J (n-11/n ( 1) 

Tt 

A var iação sofr 1da no número de Mach da 
secào de testes causada Pela oueda de 
temperatura durante o ensa 1o , rePresenta a 
pr,nc•Pal preocupacão na determ l naç~o de 
c r i tér ios para a queda máx 1ma de temPe rat ura , 
sendo considerado ace 1tá ve l para a ma 1or la 
dos ensaios na faixa suPe rs ôn l ca um valor de 
ate 10 K. 

Das soluções emPregadas para min i mizar 
estes efeitos a ut1 1 1zaçdo de caPac i tânc la s 
térm icas dentro do reservatório apresenta 
meno r cus t o sendo obJeto deste trdb llh o. 

ESQUEMA FfS ICO 

Na f1gura 1 vemos a dispos i ção das 
capac1tânc1as termlcas ao lo ngo do 
reser vatóriO, Que são fe1xes de p l acéls 
met~ 1 1 c as 1gua I mente espaçadas. Estão 
apontados na f1g ura os or1nC 1Pa1s Parâmetros 
de proJeto : 
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o ~ o ~ D ~ 

..1!. 
\... 

' 
fluxo i 

'l 

~ 

~~l i t 
g 

flgur~ 1 : esQuema fis lc o 

EsPessuras t i olcas dessa s chapas são de 
0.5 mm d 2 mm e as diStânc i as entre cnao as 
entre 0 .5 mm e 3 mm , normalmente em aço 
carbono . O fluxo de massa será consi derado 
constante durante o ensa1o. 

MDDE LAMEN TO ATR AVéS DA TR AN FERÊNCI A DE CALOR 

A taxa de ca lo r transferido pelas 
placas met~l 1cas Para o ar por temPo C ti e 
por irea (51, i dada Par· 

Q h . ( Tm - Ta I , ( 2) 

onde < Tm- Ta 
temperaturas do 
coeficiente de 
equacão da 
~edemas esc1·ever 

e a diferença entre as 
metal e do ar , e n e o 

transferência oe calor. Pela 
conser vação da energ1a 



q s . dt Ma . Ca . dTa ( 3) 

e 
q s dt - Mm . cm . dTm ( 4) 

onde Ma e Mm s~o as massas de ar e do me tal 
envo l vida s no processo de troca . Ca e Cm os 
calores esPecíficos do ar e do meta i. 
respectivamente . 

Man iPUla ndo essas equações chegamos à 
forma segu i nt e: 

Ma .Ca dTa 
q (5) 

s dt 

Mm . Cm dTm 
q ( 6) 

s dt 

Cons ideran do que 

dT êlT "d T 
+ . w ( 7) 

dt ot õx 

onde x é a d l stdnc l a ao lo ngo do t rocador e 
w ~ õ x I o t e 1 mp o n do a 1 n da ou e a 
transferência de calor por condução através da 
placa ser~ desprezada , com o també m a 
transferênc i a de calor e ntr e as Parede s do 
reservatór io e o ar , e que ca.Cm são 
Invariantes no tempo , chegamos à forma f1na 1 
das equações , 

d Ta S. h. I 
( Tm - Ta ) (8) 

ax Ma.Ca.w 

ô Tm S.h.t 
( Tm - Ta ) . ( 9) 

Ôt Mm. Cm 

o n d e x x I t e t = t I t~ < t t é o 
tempo para descarga comp l eta do r eservatór i o). 

A solução ana l i t l ca desse s1stema reca i 
na determinação de equação d i ferencia l 
hiperból i ca , so l uc i onável pelo mátod9 de 
I ntegração de Riemann, não apresentando 
I nteresse prát ico. A solução numér i ca do 
s i stema fo i comparado com a solução anal ít l ca, 
apresentando erro de 1 ~ no va l or da 
temperatura do ar C3J. 

O s i stema de equações em d i ferenças 
f i n i tas toma a seguinte forma : 

Ta cx+t.x . tl = Ta cx , tl + 

+o< r::,. x I Tm c'K,tl - Ta cx,tl ( 1 o) 

Tm cx . t+Et l = Tm cx , tl + 

+f/::,.t I Tm cx,tl - Ta cx , tl ) . ( 11) 
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onde 

Cf . f I 8 ( 12) 

e -< f Wl .G il .Cf . t I Cm. E, .JL, (13) 

obt i dos a Partir da s constantes das eouações 
(5) e (6) , através da cons i de raç ão da 
analog ia de Reynolds para o es coamento entre 
as p l acas, ond e POdemos faze r 

Cf . Ca . Wl2 ( 1'1) 

( f é a de nsida de do ar). O coefic i ente de 
atr i tO Cf para tubos lis os em reg i me 
tu rbulento pode ser aProx i mado do d iagra ma de 
"Moody" por : 

Cf exp( .11 42-2 . 293. l n< ln( Re l) , ( 15) 

onde Re é o número de Reyno l ds do escoamento 
c o n s I de r ando a d I me n sã o 2 8 se ndo t a 
de nsida de do metal (aço) . 

As condições de con torno são 

Ta Cii, OJ Tm Cx , OJ TI ( 16) 

<1 -1) 
Ta (o' tl Tl ( 1 - t ) ( 17) 

e 
Tm CO,t+&ll Tm [0 ,tl + 

+f>!:::. t ( Tm CO,tl- Ta CO ,tl I , (18) 

onde Ti é 
térm l co e 
do ar. 

a temperatura I n i c i al de equ ilí br i o 
~ =1 .4 é o coef I c I ente lsentróp 1 c o 

RES ULTADOS 

Fo i elaborada r ot i na numér i ca com 30 
Inter va l os em x e em t que , com 6 
Iterações obt i vemos erro de convergência 
menor que 1'Jo. 

Alocando uma matriz de capacltãncla 
térmica na sa í da do reservatório , com os 
Pr i ncipais parâmetros de proJeto dados na 
Tabela 1, obtivemos a evolução de 
temperaturas ao l ongo do trocador como mostra 
a figura 2 : 

tabela 1: parâmetros de proJeto 

VO LUME 00 RESERVAT6R I O ....... . 
PRESS~O IN ICIAL ... ... .' .... .. . . 
FLUXO OE SA f OA .............. .. 
ÁREA FRONTAL DA MATR IZ ....... . 
ESPESSURA DAS PLACAS . .... , ... . 
OISTlNCIA ENT RE AS PLACAS .... . 
COMPR IMENTO DA MATA I Z ........ . 
MATER I AL 00 TROCADOR .. ....... . 

CTES CA LCU LADAS : ~ = - 5.90 1 

400 m3 
4000 KPa 

250 Kgls 
8 m2 

.001 m 

. 002 m 
2 m 

aço -c 

o< = 6. (i 



TEMPERAnJRA ANAL (K) 
TI • 300K 

-p::=~ 
.--- ~ I ·Mr;/ .. 1 

~r/ ············ 1 

I ~ /t • .8 , v t ' 
100 

o 10 20 ao <O 

MASSA. [X) TR<X'A[X)R ( tCll} 

flgun~ 2 evo l ução da temPer atura 

Assim obt1 vemo-5 na f ig ura 3 a evolução do 
coef ici ente aolltr oPIG..ll eoulvalente Para o 
coni unto ' reservatór 1 o e massas tíorm1 C àS', 

para um fluxo de saída con~~ante e var i ando a 
quant i dade de massas térm i cas . Este gràflco 
ap resenta uma extensão dos conceitos 
apresentados na f i gura 2 : 2 de [ 2J , que mostra 
a evolução para um reservatório sem mas sas 
térmicas, sendo as trocas de calor real i zadas 
entre as parede s do reser vatório e o ar . são 
apresentadas curva s de PI/Pf obt i das atra vés 
da var i ação do f l uxo de sa í da, quando na 
ma i or i a dos casos na orãtlca lmp6e-se fluxo 
constante. 

COEF1CielTE POlJTFI)ptCO 

10 20 eo •o 

MASSA 00 TRQCA[X)R (ton} 

f igura 3 : coef.o olltróo l co eou1va1ente 

Fi nalmente, sa be ndo que o Preço das 
' aoacltinclas tirm ,c as no mercado nactonal i 
de ~.500 $ por t on e lada de aço e o or eço do 
reser vat óri o para uma oress~o de trabalho de 
40 00 K?a e volume ent re 200 m3 e 1000 m3 é 
ap rox imadamen te de 1200 I m3 obtemos as 
cur vas a seguir, oue ev id enc i am os pontos de 
otlmtzacão do cus to associa do dO POnto ue 
proJeto (temoo de ensa i o). 
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PFECO EM 1000 $ 
T I •800K 

600r------------------------------------, 

•ooL-~::~~~~~ 

200F-- -

1/tt 

pL-----~------~------~------~ 
o 10 20 8() •o 

tv1ASSA. 00 TR<X'AOCJR ( tCll} 

figura 4: curvas de ottmt z açio do vo l ume 
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THE PRODUL1ION DF HIGHLY 

SHEAIB) PROFILES 'rN HIND T~NELS ; 
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P~og~na de Engen~a MecânÃ.ca - COPPE/UFRJ 

ABSTRACT 

The genera tion of unif or mly sheared s treams in wind tunnels by means of double 
gauzes of unifo rm porosity is analysed ma thematically in this paper . A theore t ical 
ana l ysis of the flow through double gauz es of uniform porosity is developed and t he 
results of this analysis are compared with experiments per formed in a wind tunne l. The 
expressions obtained from the theory seem t o be a convenient toql for eva l uating the maxi mum 
shear rates ob t ainable with given screens, and also for des i gning gauzes t hat produce 
high and spec ific shea r rates. 

I. lNTRODUCTION 

The generation of streams with specific ve l ocity 
profiles in wind tunne l s is associated with a particular 
class of problems in f luid mechanics . ln these, instead 
of analysing the flow determined by giv n kinematic and 
/or dynamic conditions at boundar ies of prescribed 
geometr y , one is in t eres ted in fi nd ing t he geometry of 
t he boundari es at which thes e cond i t ions are satisfied 
that provides a given f l ow . 

One technique which has been often used to generate 
sheared streams in wind tunnel is t he us e of corved gauzes 
placed transversally t o t he .oncoming s tream. 

The non-uniform f l ow t hrough wire gauzes has been 
ma t hema7ically ~nalysed by Davis [1957=1 and ElderiJ959J. 
The bas1c relat1ons for the shape of gauzes forparallel 
channels were determined by Elder [1959] for steady two-
dimensional flows. Assumi ng that the influence of 
viscosity is sensible only in the immediate v i cinity of 
the gauze, Elder described the velocity f ield in terms 
of a stream func t ion ljJ , which is perturbed in the vicin­
ity of the gauze. This stream function satisfies 
'iJ 2 \jJ = w , where w is the vorticity, and it can be 
written as the sum of a stream function f or this dis ­
turbance flow, lj!d, and a stream func tion for the base 
flow (invariant with x) , lj!b ( ljJ = \jJb + \j!d) . 

The further assumption that the max1mum transverse 
displacement of the streamlines produced -by th e gauze 
is a small par ame t er (let 1 s say, E= maximum transverse 
displacement/L)leads to w (x,y) = w (~ , y) + O(E) . 
T~erefore, lj!b and ljJ d satisfy 'iJ

2 1jJb = w I x-+oo + O (E) , and 
'iJ lj!d • O(E). 

This permited Elde r to evaluate a fi rst arder ap­
proximation for lj!d by r equiring 'iJ 2 •.(1d = O. 

lt is worth mentioning that flows with uniform 
distributions of vort icity do not require theassumption 
of small displacement of streamlines t o s ati s fy 'iJ 2 \jJd =o . 

Linearized boundary conditions at the gauze were 
obtained by Elder by assuming that the angle be tween 
the unperturbed stream and the normal to t he surface of 
the gauze is small in t he whole extent of the lat ter. 

Particular solutions of this lineari zed mode l for 
the case of producing uniformily sheared flows fr.om 
uniform oncoming streams were obtained by Maull [ 1969] . 
Accor ding to Maull, the expression relating the shape 
of the gauze , it s porosity (for square mesh wi re screens 
of uniform porosity), and the slope of the linear vel­
ocity profile ob tained f r om an oncoming uni form stream 
in a tw~-dimensional channel is : 

f L cos I (2n+l >2.L!J _ ~ _1_} 
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were E = 1-K cos2 
A I { 2 + K cos 26 - B J, K is the scr een 

r es istance (or dr~ g) coef fic ient, 0 B is the lift coef­
f icient of the gauze, 6 is the "mean" angl e of the 
gauze , L is the channel0width, ~ - 3U / 3y L/~ (Doo- f ree 
stream velocity) i s t he slope of the linear veloci ty 
profi l e produced , and (x, y) are the coordinates of the 
gauze . Figure 1 shows a schematic representation of 
th is flow. 

The result above i s valid only "or gauzes ><here the 
tangent of t he angl e be t ween a unperturbed stream and t he 
normal to the gauze i s assumed to be small in the whole 
extent of the latter . Neverthless, (1) has been used 
for designi ng gauzes where the "mean" tangent of this 
angle is of 0 (1 ): l t i s a s triking fact that even a t 
these l arge angles , Elde r 1 s linearized model provides 
shapes for the gauze t ha t i ndeed produce satisfactorily 
linear profiles . ln many cas es , however, the slope of 
the linear profi le actuall y procuded is smaller than 
the slope of t he prof i le of the theoretical flow de­
scribed by the mode l ( f or i ns t ance, Maull reports the 
construction of a gauze t ha t actually pro duced w~ 0.25 
fo r a theore tical value of ' 0 .4). 

2. EFFECTS OF THE DlFFERENT E~lRlCAL EXP RES SlONS FOR 
THE LlFT COEFFlClENT: 

The reasons for thi s dif fe rence between ac tual and 
theoretical values of w s eem to be related to the ex­
pressions which have been used to evaluate B. Elder de­
rived (based on dimensiona l gr ounds )the relation 

B=l- (1 + / k )- 112 , However , Turner [1969 ] observes 
that the empirical r e lation used by Owen & Zienkiewicz 

[1957 J , B=l - 1.1/ v"T++Z , i s more firmly based on 
experimental data. 

As a matter of fact, Owen 1 s relation is simply an 
~~proxi~ation forsmall angl es of inclination (i.e., 6=0) 
for t he em~irical re lation established by Dryden & 
Schubauer Ll947] , which is: 

B = 1-1.1/ /1:..--r<; ( f or K6 > 0.7), (2) 

where K 9 = K cos
2 

9 . Thus , Owen 1 s expression i s a sat­
isfact or y appr oxi ma tion for gauzes with small mean 
angles 6 only, and Owen & Zienkiewicz use i t in their 
study be8ause it i s concerned with a plane non-uniform 
grid placed normally to the f ree stream (i. e. , 6 =O). 

As a matter of fact, Maul l [ 1969] overpredicted 
the theo retical value of w for t he gauze cons truc t ed by 
h im , by us ing the overpredic t ed values for B given by 
Elder 1 s relation. Maull 1 s fir st gauze has a porosity 
B = (1- d/1) 2 = 0,4537 (where d a wire diameter and 
1 = wire spacing) , and was t ested in a fl ow ••here 
R/3300(Rd=U

00
d/v) . The empirical expr ession (Elder[l959] ) 



K = [1 - 0.9513 ]
2 

o. 9513 + 
88(1 - 13) 

Rd 
( 3) 

leads, in this case, to the estimated value K=1.76. Co~ 
sidering the mean angle of inclination of the gauze , 
e D Tr/4 , (2) leads to the predicted value B = 0.1977' which 
c8ntrasts with Maull's overestimated value B = 0.3444. 
The correct theoretical value for B as given by (2) 
leads to w ~ 0.23 . This results is indeed in agreement 
with the velocity profile obtained by Maull with his 
first gauze (Maull [1969 J ) . 
3. THE DEPENDENCE OF THE SHEAR RATE ON THE MEAN ANGLE 

DF THE GAUZE: 

Defining the 
tan e , as L 

mean tangent of the angle of gauze, 
T 

o 

T = ~ J( 
o L 

T(y) dy , where T tane , 

o 

one can obtain from (1) the following relation for 
(where B = B(e

0
) andE= E(e

0
)): 
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The expression above relates the slope of the lin­
ear profile produced and the mean angle for the gauze 
for a given screen (K). This relation shows that there 
is a maximum slope, w , that can be obtained with any 

. max 
g~ven screen. 

Figure 2 shows plots w X e for a few values of K, 
where these curves are compared0 with those obtained 
assuming Elder's relation instead of (2). From Figure 
2 one can clearly see how the former leads to over­
estimated values for w as the mean angle e increases. 
Since (2) is valid only for K > 0.7 (for i&stance, it 
gives B <0 for K < 0.21), the theoretical relation de­
rived by Dryden & Schubauer [1947], B = 2 Ke/(8 + Ke), 
is used in these graphics for Ke < 1 . This relation 
shows satisfactory agreement with experimental data for 
Ke < 1.4, and does lead to B = O for Ke = O. 

4. PRODUCING STREAMS WITH HIGH SHEAR RATES 

The highest constant shear rate obtained with 
gauzes which has been reported in the literature is that 
of Woo et al. [1981]. They have achieved avalue of 
w = 1.8 with a pair of gauzes of variable porosity. 

According to (2) and (4), velocity profiles with 
shear parameters as high as that achieved by Woo et al. 
[1981] can only be reached with single gauzes when 
screens with K > 10 are used. The flow through such 
high drag screens usually experiences instabilities 
that lead to the formation of large scale turbulence 
downstrearn of the screen. However, the difficulties in­
volved in the construction of variable porosity gauzes 
like those of Woo et al. seem to justify, at least, an 
attempt to produce high shear strearns using high drag 
single gauzes of uniform porosity. 

A high precision polyester wire screen with a wire 
diarneter d = 105 microns and 56.2 mesh/cm (Simon PE 
105/627 Polyester Mesh) was used for this purpose. The 
value of the drag coefficient was evalueated using the 
empirical relation (3). For an unperturbed upstream 
velocity Uoo = 2m/s (air flow), the value of K for this 
screen (d/1 = .408, ~ = 9.4) is K = 10.1. 

According to the theory, a gauze built with this 
screen, and that has a mean angle e = 50 degrees, would 
provide w = 1.67 (for Rd = 9.4). rRese theoretical 
values were substituted in expression (1) and the shape 
of the gauze was calculated. The profile of the gauze 
is shown in Figure 3, and it was mounted in the wind 
tunnel of the Department of Engineering of the Univer­
sity of Cambridge, described by Head & Bandyopadhyay 
[1981] , which has a woorking section measuring lm X lm 
and a top speed of 2 . 5 m/ s. Measurements of the veloci ty 
and turbulence profiles forthis gauze are shown in Fig-

ure 4. The shear rate produced (w = 1.7) is fairly 
uniform and agrees quite well with the theoretical 
value . 

Because of the high screen resistance, the forma­
tion of large eddies in the lower half of the tunnel 
was observed. Although this leads to large RMS values 
in this region (see Figure 4), the upper half section 
of the wind tunnel showed a quite steady flow with 
turbulence intensities below 0.57. . 

The production of linear velocity profiles with 
slopes greater than w can be achieved by using 
screens with variablem~~rosity and/or by using sets of 
two or more gauzes. As a matter of fact , Woo et.al. 
[1981 J have used a doub l e gauze to produce the previous ly 
refered linear velocity profile with high shear. How­
ever, their gauzes were constructed following a design 
process (described in Woo et. al [1981]) which involves 
the computacional scheme derived by Turner 1969] 
(which applies only to single gauzes) for determining 
their shape, and a posteriori empirical ajustments on 
the variable porosity of the upstream gauze . Woo ' s 
report shows that the construction of a set of gauzes 
for producing velocity profiles with specific shear 
rates using this technique is a difficult and time con­
umihg task. 

5. A LINEAR MODEL FOR THE FLOW THROUGH A PAIR OF GAUZES 
THAT PRODUCE UNIFORM SHEAR : 

As an alternative to this semi-empirical technique, 
relations similar to those obtained for single gauzes 
can also be derived to provide the theoretical shape 
for a pair of identical gauzes with uniform porosity 
that produces sharp linear velocity profiles. 

The flow through a pair of gauzes that produce a 
uniformily sheared flow is schematically represented in 
Figure 5. The flow in each of the different regions of 
the flow is described by the stream functions ~l ' ~ 2 and 1jJ • 

~ecause the flow in region 1 is irrotational, and 
the flow in region 3 is uniformly sheared, " l =. bl +.' dl 

1/JJ = 1/Jb3 + 1/Jrl3 ' where 1/Jbl and 1/Jb3 are base flows 
(invariant witn x), and 1/Jdl and 1/Jd 3 are irrotational 
disturbances. Nothing can oe said a priori about the 
flow in region 2, but one can seek a solution of the 
kind 1/J 2 .= ~b 2 + 1/Jd 2 , where 1/Jd2 is also irrotational, 
by restr~ct~ng these to cases where tbe transverse 
displacement of the strearnlines in this region is small 
(Elder's assumption). 

However, there is an infinite numbe r of combinations 
of different shapes for each of the gauzes that provide the 
sarne downstream flow. This multiplicity of solutions 
can be reduced by restricting the analysis to flows 
where both gauzes have the sarne shape. Even with this 
restriction one could imagine different shapes for this 
"double gauze" producing different flows in region 2 
but still producing the sarne downstream flow. The 
existence of these different solutions for the double 
gauze case cannot be verified a priori but this poss­
ibility suggests that a solution where the flowbetween 
the gauzes is also uniformly sheared might exist. 

Assuming these simplifying hypotheses, and also 
assuming, like Elder, that the mean angle of inclination 
of both gauzes i s small, one can seek solutions for the 
double gauze case in the form (refering to Figure 5): 

1/Jl 

LU 

1/J2 

LU 

+ L 
n=l 
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1 

~bl + L - 1- P10 expÇn(x x~ )/Llsin(nn y/L) , 
n=l nTT L :J 

X 

' (x <-_o_) 
2 

1/Jb 2 + I -1- P2n exp[n rr(xà.)/Jsin(nrry/L) + 
n=l nTr L 2 :J 

r:: X l X X 

nTT 
Q20 Lxp nrr (x-+)/Lj s in(nny/L),(- -;- <x< ? 



2= I' 1 ljlb3 + L 
LU n=l nll 

X 

(x >_o_) 

2 

where ljl 1, ljl 2 , and ljl 1 are the stream functions for each 
of the regions o~ tne_flow, .ljlhl' ljlh2 , and ljlb1 represent 
the base flows (1nvar1ant w1tn x) for eacn of these 
re~ions, P10 , P20 , Q20 , ~nd Q30 are constants, an L,U 
su1table lenth and ve1oc1ty scales. 

\~e call u and v components- of the veloci ty in the 
x and y directions, respectively, and the suffix b de­
notes the base flow components. 

Considering the f o llowing relations for the bas e 
flows, 

~1 u vbl o ' 00 

~2 uoo + L R cos(nny/L) vb2 = O , and 
n=l n 

~3 uoo + w(-L- _1_) u + L s cos ( nny /L) , L 2 00 

n=l n 

where w 
dUb3 

and 

s 
n 

ay 

- ---4---for n odd and S = O for n even (see Maull 
llz 0 z n 

[ 1969 ]) one can s cale wi th respect to Uoo and L .md 
also obtain expressions for the vel ocity components u 
(x direction) and v(y direction) in term of serie s of 
terms with undetermined coefficients. 

Following Elder, the conditions to be satisfied on 
the gauzes are: 

+ + + * * * 
ul = u2 = q u2 u3 q 

+ + + + + * * * * * B T (1- B )v
1 - v2 B T z (1-B )v2 - v3 o o 

+ (q+ -1) * * 
~1 - ~2 

= yo ~2 - ~3 = yo (q - 1) 

where q is the magnitude of the velocity just before the 
gauze, B the lift coefficient (a fa ctor which gives the 
change of the normal component of velo city across the 
gauze such that u7 - U = B u1 , where the subscript 
t denotes the tang~ntialtcomponeÔt) T = tan 8 , and 
y = K cos 2e = K (e = e ). The super~cripts 0 + and * 
d~note funct~ons evaluat~d at the gauze. 

Applying these conditions to the expressions for u 
and v, and recalling that for identical gauzes B =B*=B 
r+ = T* = T0 and y+ = y* = y , the problem can be reduced 
t8 n °independent0 syst~ms o~ linear equations (see 
Coelho [1988]), i.é., 

(l + y+) p = p2n + Q2n exp(-nl!x
0

) ' o ln 
+ 

pln - P2n exp(-nllx
0

) - Q2n and s - Q3n = yo ' n 
+ 

y~) * yo p = (1 + 5n- yo Q3n ln 

Re-introducing (x,y) as dimensional variables, the 
solutions for Pln , P20 and Q2n lead to (for a

0 
= x

0
/L): 

4w I' sin \ (2n+l) lly/L\ 
BT =- Ell 2 n~O K(2n+l) (2n+l)z ' where 

E (2 + yo - B) ' and 
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1- 2 E2 exp(-nna ) +[E(y +B)/y l 2exp(-2nna ) 
K o o ~ o 
n-(2-y )+y E+2E/y [2-B{l+y )J exp(-nna )+BEexp[-2nna ) 

o o o o o o 

(5) 

Integrating the expression for BT, one finds the 
following relation for the shape of the gauzes : 

4 ( I' cos\(2n+l)ny/LI 
L K(2n+l) (2n+l) 3 

n=O 

(6) 

This exfression is somewhat similar to the expres­
sion Maull 1969] obtained for the form of single 
gauzes (the above expression with K( 2n+l) = 1). The 

coefficients K account for the interference between 
the gauzes in na double gauze mounting (Davis [ 1957} 
has obtained these coefficients for a pair of plane 
gauzes of uniform porosity placed perpendicularly to an 
arbitrary oncoming stream). 

is: 
Considering (6), the expression relating T

0 
and w 

f(a
0

, y
0

, B) = 8 L 
n=O 

K(2n+l) 

(2n+ 1) 3 
(7) 

Expressions (4) and (7) lead to the following rela­
tion between the far downstream vorticity produced by 
a pair of gauzes (w) and the far downstream vorticity 
produced by a single gauze with the sarne mean angle 
e (w ) : 

o o 

w 
o 

( 8) 

Assuming (2), f becomes a function of a and y , 
only, and plots of the "amplification facto~" f /f~a , 
y ) against the distance between the gauzes a 0 are0 

sRown in Figure 6 for a few different values 8f y . It 
can be seen from these plots that f /f increases ~sa 
decreases, and that there is a spec~fic critical valu~ 
Ycrit below which ~is always greater than w

0
• For 

y > y . there 1s always a value a (y ) above 
o cr1t ocrit o 

which w < w • y . i s evaluated by taking the limit of 
(5) as ao o~ oo , crlt 

lim K 
a ~00 

n (2 - y ) + y E o o o 

which leads to: 

n 3EB X 4 
L cos \ (2n+l)li~/L I 

w 1 (2- Y )+ Y E (2n+ 1) 3 
o o n=O 

(9) 

for a ~ (Figure 
ationg f( a ~ 00 

, o 
Thefore, the 

becomes: 

6 indicates that, for practical situ­
, y ) = f(a > · 1.5, Y ) . 
amp~ificati8n factor 0 f /f for a ~ 00 

o o 

f 
o (lO) 

produced is not modified 
similar gauze (at a0~) 

and the linear velocity profile 
by the introduction of a second 
when (2-Y ) + Y E = 1. 

Thus, 0 Y . 0 is the solution of Y (1- E) cr,t o 
= 1, and 

considering (2), 



y . 
cr1t 

ll+ycrit 
1 + 

1.1 
=> Ycrit = 2.7637 (11) 

It is worth mentioning that although (9) and (lO) 
show that the shape of double gauzes for a ~ is simi­
lar to the shape of single ones, the shape0 of double 
gauzes for finite a (a < 1, in practice) does not show 
this sarne property .

0 
TRefore, gauzes designed to be 

used as double gauzes with a >> 1 do provide linearvel­
ocity profiles when used ind~vidually. This is not true 
for gauzes designed to be used as double gauzes with 
a < l. 

o 
Summaring, depending upon the value of y and B, a 

second similar gauze can even reduce the slop~ of the 
linear velocity profile produced by the first one . The 
amplification (or reduction) of y depends upon the 
values of y and a . Reducing a 

0
leads to an increase 

in the ampl~ficati8n factor, and 0 to each value of 
y0 > ycrit' there is a a 0 crir for which a

0 
>a0 crit => 

w <w 
0
fhefore, although in one hand the only way to pro­

duce large w with single gauzes is to use screens with 
large K's (whi ch is inconvenient because of the insta­
bilities that m;ght occur in the flow), on the other 
hand, double gauzes allow for screens with lower K to 
be used for producing this sarne w. Figures 2 and 6 
are convenient tools for the designing of single or 
double gauzes for the production of uniformily sheared 
streams. 

In face of the results of this theoreticalanalysis, 
another gauze similar to that shown in Figure 3was built 
and used together with the first one as a pair of 
gauzes. This second gauze was placed at a distance 
a = 0.625 from the first one . According to the theory, 
tRis value of a introduces only negligible changes in 
the form of the

0
double gauze that produces linear velo­

city profiles, and at the new flow conditions (Rd = 8.6) 
the theoretical shear rate is w = 1.7~. The profiles 
obtained are shown in Figure 7 (where w= l. 73) and , 
again, compare well with the theoretical value (W= 1. 74 , 
for Rd :: 8 . 6). 

6 . CONCLUDING REMARKS 

The analysis of the results which have been ob-
tained with single gauzes that produce uniformily 
;sheared streams have shown that the poor theoretical 
evaluations of the shear rate that have been reported in 
the literature seem to be related to the different empi­
rical expressions which have been used for the lift 
coefficient of these gauzes. In particular, it shows 
that the commonly used expression for B, which was pro­
posed by Elder, is an incorrect approximation for gauz es 
with the usual mean angles of inclination around n /4. 

The the~retical analysis of these flows shows that 
streams with uniform shear rates as high as that of Woo 
et al [1981=1 (w ~ 1. 8) can only be obtained with single 
gauzes when high drag screens are used. This has the 
disadvantage of producing large scale turbulent motion 
downstream from the gauze. 

As an alternative to this single gauze approach , 
and to the semi-empirical technique used by Woo et al . 
of constructing a double gauze with non-uniform porosity 
t he theore tical analysis of the flow throughdouble gauzes 
of uniform porosity has led to a useful method of de­
signing gauzes for high shear rates. It seems to be a 
convenient tool for evaluating the maximum shear rates 
obtainable with given s creens, and also for designing 
gauzes that produce specific shear rates. 

The results of the theoretical analysis of doubl e 
gauzes indicate that the most appropriate method of 
producing high shear rates with lowturbulence intensities 
is to use a set of several gauzes of low resistance. A 
modification of the theoretical expressions obtained for 
double gauzes that accounts for the presence of more 
gauzes might be a valuable contribution forthe designing 
of gauzes for highly sheared streams with low turbulence 
int ens ities. 
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APUCAOO IE IJI'A lECNICA EXTCNSO'ÚRICA 
W\ 1·EDICÃD IE <lffiCIENTES AE!mlrWvliCOS e RAUL JOSe MARCHESINI FONSECA 

PHILEMON MELO CUNHA 

Departamento de Engenharia Mecânica, PUC-RJ 

RESUMO 

Neste trabalho ap r esenta-se mais uma aplicação de técnica extensométrica no estu 
do sobre escoamento em torno de perfis no interior de um túnel de vento . Um dos moti~ 
vos desta aplicação é a grande dificuldade encontrada na medição de forças ortogonais ' 
(arraste e sustentação) simultâneas. Apresentam-se r esultados de perfis simétrico, as 
simetrico e cilíndricos considerados satisfatórios quando comparados com os existentes 
na literatura . 

INTRODUÇÃO 

Extensômetros elétricos são sensores capazes de 
medir deformações em corpos sujeitos a esforços mecâni­
cos tais como tração, cisalhamento, torção e flexão . 
Sua constituição básica é um elemento sensível, compos­
to por uma liga metálica, instalado em fino suporte iso 
lante que é, por sua vez, colado na superfície do corpo 
estudado; assim, quando o corpo é solicitado e se defor 
ma , o condutor sofre variações em suas dimensões e tem 
o valor de sua resistência elétrica alterado. Esta va­
riação é, dentro das faixas usualmente trabalhad~. dire 
tamente propordional ã deformação ocorrida. A constante 
de proporcionalidade , ou fator de sensibilidade é uma 
característica do extensômetro e seu valor é fornecido 
pelo fabricante, o que permite a determinação da defor­
mação ocorrida a partir da variação da resistência elé­
trica verificada. 

Neste trabalho, apresenta- se a aplicação desta 
técnica ao estudo de escoamento em torno do perfis aero 
dinâmicos, o que permitiu a determinação experimental 
das forças de arraste e sustentação atuantes. As cur­
vas levantadas apresentaram excelente linearidade e os 
resultados foram considerados satisfatórios quando com­
parados com os existentes na literatura- ref . [4] e 
[5]- ~ interessante ressaltar a facilidade de instala­
ção e o baixo custo do aparato experimental que foi in­
tegralmente desenvolvido e montado no Laboratório de 
Termociências da PUC-RJ. 

MEDIDA EXTENSO~TRICA DE DEFORMAÇÃO 

Partindo da relação existente entre a resistência 
elétrica de um condutor uniforme (R), seu comprimento 
(L), sua resistividade ( p ) e a área de sua seção trans­
versal (A) dada pela expressão 

R= p 
L 

A 

Dally e Riley - ref [I ] - mostram que a variação 
de resistência elétrica é diretamente proporcional à 
deformação axial do elemento sensível (Ea)• ou seja, 

onde 

6R 

R 
S E 

g a 

S é o fator de sensibilidade do extensômetro. 
g 

Pode-se medir a variação da resistência e létrica 

através da utilização de uma ponte de Wheatstone que 
é composta por quatro resistores, uma fonte de alimenta­
ção (P) e um voltímetro (G) como mostra a figura abaixo. 

A A 1 • A3 • A2 · A4 r--------:-. 

p 
D 

Figura I 

Havendo um balanceamento do circuito, a diferença 
de potencial entre os pontos B e D é nula. Variando-se 
uma das resistências, o estado de equilíbrio é alterado; 
esta variação pode ser quantificada pela medição da cor­
rente ou tensão de desequilíbrio com o auxílio de resis­
tênciasconhecidas . 

A ponte pode ser formada por um, dois, três ou qua 
tro extensômetros, dependendo do tipo de ligação deseja~ 
da. Para o caso geral, a tensão de desequilíbrio é da­
do por: 

6V = P 
RI R4 MI 6R2 6R

3 
6R

4 - --
(RI+R4) 2 RI R2 R3 R4 

onde 

6V= tensão de desequilíbrio 
P = tensão de excitação da ponte 

SELEÇÃO E INSTALAÇÃO DO EXTENSÕMETRO 

Entre os fatores a serem considerados em uma corre 
ta seleção,estão: a faixa de deformação e temperatura de 
trabalho, o nível de precisão almejado, o material que 
compõe o corpo em questão, a resistência do condutor , 
etc . A não observância destes aspectos podem implicar 
na obtenção de resultados totalmente distorcidos . 

Antes de ser efetuada a colagem, deve-se proceder 
a um ritual de limpeza e desengorduramento da superfície 
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do corpo. Realiza-se então a colagem, promovendo-se o 
isolamento da área com verniz e a soldagem do cabeamento 
aos terminais. Finalmente, instala-se uma camada prote­
tora sobre o extensômetro de forma a evitar influência 
nociva da umidade e proteção contra choques mecânicos. 

ESCOAMENTO DE FLUIDOS EM TORNO DE CORPOS IMERSOS 

Corpos que não possuem um eixo de simetria, ou cu­
jo eixo de simetria não está alinhado com a direção do 
escoamento, apresentam um campo de velocidade assimétri­
co, já que as velocidades e pressões locais são diferen­
tes em cada lado do perfil. Assim sendo, é gerada uma 
força resultante que age sobre o corpo em questã~ segun­
do duas componentes conhecidas como força de sustentação 
(LIFT), perpendicular à direção do escoamento; e força 
de arraste (DRAG), que atua na direção do escoamento. Um 
exemplo clássico é a chapa aerodinâmica (vide Fig. 2) on 
de podem ser vistas a sustentação L, o arraste D, a for~ 
ça resultante F, o ângulo de ataque a e a corda C (o com 
primento da chapa, perpendicular ao plano do papel chamã 
-se envergadura), sujeita um campo de velocidade unifor 
me V0 • 

Figura 2 

DIAGRAMAS DE SUSTENTAÇÃO E ARRASTE 

Um método extremamente importante na apresentação 
de dados sobre perfis aerodinâmicos é a construção de 
gráficos que relacionam os coeficientes de arraste (CD), 
sustentação (C1 ) e a razão L/D com o ângulo de ataque. 
Destes grpaficos podem ser retiradas informações interes 
santes, entre as quais a inclinação do trecho linear da 
curva CL, a localização onde a razão L/D é máxima e a 
forma da curva CD. 

A relação entre os coeficientes de sustentação e 
arraste sugere a construção de um gráfico, conhecido co­
mo "diagrama polar" que é largamente utilizado em ·proje­
tos de aeronaves. Esta razão pode ser determinada para 
qualquer ponto da curva através da inclinação de uma re­
ta traçada, à partir da origem, até o ponto es~udado. 
Estes gráficos, portanto, permitem a localização dos pon 
tos onde a sustentação é nula e o arraste é mínimo, do 
ponto onde a sustentação é máxima e do ângulo de ataque 
máximo acima do qual a sustentação deixa de crescer. 

DESCRIÇÃO DO EXPERIMENTO 

O medidor de arraste e sustentação consta, =s sen­
cialmente, de uma haste de aço inox, e seção transversal 
retangular, engastada em sua extremidade (vide fig.3e4). 
Na prática, o trecho CD está torcido de 900 em relação 
ao trecho AB. Desta forma, o extensómetro colado em CD 
fornece a deformação do haste provocada pela força de 
sustentação e isto explica o fato da superfície mais lar 
ga de CD estar paralela ao escoamento. No trecho AB, lo 
calizado fora do túnel de vento, há um extensômetro que 
mede a deformação decorrente da força de arraste atuante 
no perfil. Com esta montagem obtém-se uma área miníma 
da haste oferecendo resistência ao escoamento . O trecho 
DE é um parafuso colocado na haste, e destina-se à fixa­
ção do perfil aerodinâmico através de uma porca. 

Durante a realização do experimento foram utiliza-

dos duas pontes BAM-1 ligadas uma a cada extensômetro, 
de forma a possibilitar a realização de medidas simul­
tâneas das deformações, provocadas pelas forças de ar­
raste e sustentação, independentemente. Este tipo de 
equipamento permite que medidas estáticas sejam forne­
cidas diretamente através de um indicador de escala 
ajustável, enquanto que para medidas dinâmicas existe 
a possibilidade de acoplamento a um osciloscópio. 

As medidas do ângulo de ataque foram obtidas, a 
partir do valor nulo, variando-se a posição do perfil 
e tomando-se como referência sua extremidade . Utilizou 
-se, ainda, um tubo de Pitot com o objetivo de se verT 
ficar a uniformidade do escoamento; assim, as medidas 
só foram realizadas após a estabilização da variação 
de nível, no monômetro diferencial. 

Para cada perfil, foram realizadas medidas até 
ser observada a perda de sustentação, indicada pela 
obtenção de um valor de deformação inferior ao ante­
rior. Após a troca de perfil, a ponte era recalibrada 
e o procedimento acima descrito repetido. 

Optou-se pela montagem dos extensõmetros em 1/4 
de ponte, utilizando-se três fios para a interligação 
de cada um dos extensômetros à sua respectiva ponte 
(vide ref . [1]),oque permite a eliminação de defeitos 
parasitários por simetria. 

EXTENSÓMETRO t 

Figura 3 

RELAÇÃO ENTRE O COEFICIENTE AERODINÂMICO E A DEFORMAÇÃO 

De acordo com a referência [8], a relação entre 
o coeficiente aerodinâmico (CF)e a deformação (sF) é 
dada por: 

onde 

E b t 2 
A=--

1 6! 

2 

- relação tensão-deformação (viga em 
balanço sob flexão) . 

- (análise dimensional) 

Nas relaçÕes acima, E é o módulo de elasticida­
de, b e T são a largura e a espessura de seção trans­
versal, .e. a distância do extensómetro ao ponto de 
aplica~ão da força, p é a densidade do ar, V a veloci­
dade media do escoamento e A a área de projeção máxi-
ma do perfil. P 

. A ~ariável A1 é tirada da inclinação da curva de 
caltbraçao (Fig.S) e depende do tipo de esforço atuante. 

A variável A2 depende do tipo de perfil analisa­
do (Tabela 1). 
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Tabela 

A2 (N -1) 

~ PERFIL 1 4 ,80 

' 

~+ > PERFIL 2 4,03 

® CILINDRO 1 15,48 

G CILINDRO 2 11,91 

t.O 

CARACTERÍSTICAS DOS EQUIPAMENTOS UTILIZADOS E CONDIÇÕES 

DE TESTE 

- TÚnel de vento 

Fabricação: Laboratôrio de Termociências da PUC-
RJ (ref. [6]) . 

Compr imento: 11 00mm 

Área de Escoamento: 200x200mm 

Velocidade Média: 11,6m/s 

- Pontes de Wheatstone: 

Fabricação : Vishay Instruments (ref . lJJ) 

- Extensômetros Elétricos 

Fabricação: BLH - ELETRONICS- BALDWIN 

Geometria: Uniaxial (0 , 79mm de comprimento) 

Especificação: FAE-03-12-S6 EL 

Resistência: 120 í2 :!: 0,2 í2 

Fator de Sensibilidade: 1,89:!: 2% 

- CondiçÕes em que as medidas foram realizadas : 

Temperatura (T): 296K (23°C) 

·Umidade Relativa (Ur): 81% 

Pressão Absoluta (P) : 1, 016 . 10 5 Pa 

Aceleração da Gravidade (g) : 9,81 ~2 s 
Densidade da água (p): 1000 ~ 

. m 
Viscosidade Dinâmica do ar ( ~ ): 

ar 
Densidade do ar (par) : 1,20 Kg / m' 

1,78.10- s ~ 
m.s 

RESULTADOS OBTIDOS 

Para melhor entendimento das curvas obtidas grá­
ficos 1 e 2 - foram realizadas comparações com as dis­
poníveis na literatura - ref [4 ] e [5] . Notou-se uma 
satisfatôria semelhança apesar das diferenças entre as 
condições em que os experimentos foram realizados , tais 
como o número de Reynolds, os prôprios perfis e a razão 
envergadura/corda (razão de aspecto, Pa) . 

A curva CL x a do gráfico 1 apresentou um trecho 
linear até a = 470 com Clu, = 1,15 e a do gráfico 2 até 
a=440 com CL c1,25. a~eralmente, com o aumento do 
número de Rey~!ds, CL tende a aumentar e o ângulo de 
ataque diminuir [7], verificando a veracidade do fato. 

As curvas CD x a - gráficos 1 e 2 - apresentaram 
um acréscimo acentuado de Co com o ângulo de ataque 
pois , sendo os perfis de envergadura finita, existem os 
efeitos de extremidade que reduzem o coeficiente de sus 

- tentação e cansam o aumento do coeficiente de arraste.­
Assim , os valores da razão sustentação/arraste, CL/CD , ' 
que podem ser atingidas na prática, são inferiores a 
aqueles obtidos através de testes bidimensionais. A ra 
zão para o gráfico 1 foi de CL/CDmax= 3,0 em a = 15°C e 
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para o gráf~co 2 CL/Cnmax= 3,0 em a = 10°C. . 
A razao de aspecto encontrada para o perf1l 1 

foi baixa (Ra
1 
= 0,65), o mesmo acontecendo para o perfil 

2 (Ra 2= 0,55) . Isto explica a alta resistência CD en­
contrada (da mesma ordem de grandeza do coeficiente de 
sustentação). 

1,4 

I 
1,2 

CL 
1/J 

o,s 

o,s 

PERFIL I 

' ' I 

R• c· 4,9•to4 

tO" 20" :300 40" ~ 60" 

0,2 0,4 0/3 0,8 1,0 1,2 

Gráfico 

a. 
C o 



No gráfico 2, verificou-se que o perfil 2 (assimé 
trico) apresentou, para Ct = 0°, CL = 0,12. 

Os valores obtidos para os cilindros (CD 1= 0,71 e 
c02= 0,70), utilizados para a calibração do dispositivo, 
ref [4], embora um pouco abaixo dos valores esperados, 
são da mesma ordem de grandeza e permanecem constantes 
para diferentesnúmeros de Reynolds. 

Cilindro 

Cilindro 2 

Re= 1,6 x 16 4 

Re= 1,8 X 10" 

1,4··--------------------......, 
PERFIL 2 

10" 20" 30" 40" !!()" 80" a. 
o.2 OA of> o,s 1.0 1,2 c0 

Gráfico 2 
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ABSTRACT 

The present paper presents another application of 
the extensiometric thechnique in the wind tunnel s tudies 
of flow around aerodynamic profiles. The motivation for 
this application resides in the difficulty of obtaining 
simultaneous measurements of orthogonal forces (lift and 
drag). The results presented encompassed symmetric, 
assymmetric , and cylindrical profiles, and were found to 
be in good agreement with the data from the literature. 
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ON FINITE ELEMENT FORMULATIONS FOR THE STOKES FLOW PROBLEM 

e LEOPOLDO P. FRANCA e 
Laboratório Nacional de Computação Científica 

Rua Lauro Muller 455 
22290 - Rio de Janeiro, Brasil 

ABSTRACT 

We review our recent efforts in developing finite element formulations for the 
Stokes flow problem. The methods are construc ted by adding to the usual Galerkin 
method terms that are of least-square type. Additional stability is obtained and 
finite element interpolations, which are unstable in the Galerkin approach, are now 
conve rgen t. 

INTRODUCTION 

The Stokes flow problem models the behavior of 
creeping flows (very slow flows). Its equations are 
also form-identical to the ones governing incompress­
ible linear isotropic elasticity . The continuity 
equation (which reduces to satisfaction of divergence 
free velocity fields) and the momentum equation are 
solved for the velocity and the pressure variables. 

The variational formulation in terms of velocity 
and pressure has the format of a mixed formulation. 
Well-posedness of mixed formulations is governed by 
stability conditions derived by Babu~ka (1] and Brezzi 
[2]. The convergence of classical Galerkin finite 
element methods depends on the satisfaction of the 
discrete version of the Babu~ka-Brezzi condition. 
This severely limits the applicability of the finite 
element method: only a few combinations of interpola­
tions for the velocity-pressure pair satisfies the 
Babu~ka-Brezzi condition (see, e.g., [6]). 

The present work has its roots in [8]. Therein 
the authors developed a method which is stable for any 
combination of continuous interpolations for the 
velocity and pressure variables. Their method 
Circumvents the 8abu~ka-Brezzi condition and for this 
reason we shall refer to-it by the CBB abbreviation. 
The method is constructed by adding to the Galerkin 
method a term which gives extra pressure stability. 
One drawback of this formulation is the nature of the 
additional term: it is non-symmetric. 

The formulations we shall investigate precludes 
this problem by adding terms that are in essence 
constituted by least-squares of the Euler-Lagrange 
equations. The resulting formulations preserve the 
symm~try of the original Galerkin method. This idea 
has been applied to various problems written in terms 
of a mixed formulation (see [3] and references 
therein). For the Stokes problem in terms of the 
primitive variables (velocity and pressure), the 
formulation ensued preserves the main result of the 
formulation of [8]: ~ combination of continuous 
interpolations for the velocity and pressure variables 
is convergent . 

We will also explore the Stokes problem 
emanating from the Hellinger-Reissner principle. In 
this formulation stress and velocity are the dependent 
variables. Contrary to the velocity-pressure 
formulation, here the key stability condition is not 
the Babu~ka-Brezzi condition, but the so-called 
K-ellipticity condition. The additional least-square 
type term improves upon the K-ellipticity stability 
for combinations of interpolations that already 
satisfy the Babu~ka-Brezzi condition. The SBB method 
derived is stable for various combinations of 
discontinuous stress with continuous velocity 
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interpolations. 
An outline of the paper follows. In the follow­

ing two sections the statement of the Stokes problem in 
terms of velocity and pressure and the corresponding 
variational formulation are given, and the finite ele­
ment approximation of the CBB type is presented . ln 
the last two sections a similar presentation is made in 
terms of stress and velocity variables. The finite 
element approximation employed is of the SBB type. 

STOKES EQUATIONS AND VARIATIONAL FORMULATION 

Let n be an open, bounded region of Rd where 
d = 2 or 3, with piecewise smooth boundary r. The 
equations of the Stokes flow are: 

di v (J + f o on n ( 1) 

div u o on n (2) 

(J = -pi + 2]J e:( u) on n (3) 

u = o on r (4) 

where Q is the Cauchy stress tensor, f is the body 
force, u is the velocity, p is the pressure, I is the 
identity tensor, ~(~) is the symmetric part of the 
velocity gradient, and ]J is the viscosity (assumed 
constant). 

The boundary value problem consists of finding 
~ = ~(x) and p = p(~) satisfying (1)-(3) v~ 6 n and 
the prescribed boundary condition (4). 

Let L2 (n) denote the space of square-integrable 
functions . The space of square-integrable derivative 
with zero value on the boundary is denoted by H1 ( rl ). 
The appropriate spaces we will work with are 0 

v 

w Lz (n)/R 

The variational formulation corresponding to 
(1)-(4) is: Find {~ ,p } 6 vx W such that 

where 

a(~,~)+ b(::,p) = f(~), 

b(~ , q)=O, 

a(~,~)=2]J(:(~), ;:C~)) 

b(v,p) = -(div ~ ,p) 

f(v) = (f ,v) - - -

Vv 6 V 

Vq 6 W 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 1 O) 

( 11) 



and ( •,• ) denotes the 1 2 (~ ) inner product. 
The variational formulation (7)-(8) fits in the 

framework of a mixed formulation and its well-posedness 
is governed by stability conditions due to BabuYka and 
Brezzi (see [1, 2]) . 

VE10ClTY-PRESSURE FlNITE E1EMENT METHOD 

Consider an element partition of ~ into nel ele­
ments. 1et ~e be the interior of the e-th element and 

~ = U ~e (element interiors) (12) 

Consider the set of all polynomials of degree not 
greater than k and denote its restriction to ~e by 
Pk(~e) . 1et us construct 

v h { uhlu~ 6 Pk {ne), i=1, .. • ,d, e=1, ... , n 
1

} n V 
- l e (13) 

Wh = {phiPe 6 P1(Qe), e=1, ..• , nel } nH 1 (Q ) / R (14) 

The approximation of (7) -(11) employing the CBB 
method [3, 4, 7] is: Find {~h ,ph } 6 vh x Wh such that 

where 

ah (~h':::h) + bh <:::h,ph) = fh <:::h>' "':::h € v h (15) 

bh (~h ,qh) +eh (ph,qh) = gh (qh)' l,lqh € wh <16) 

ah(~h':::h> 

bh(:::h,ph) 

ô h
2 

l . 
a(~h':::h> -2iJ (2)J d1v ~(~h) , 

2)J div E(vh)) - + - - ~ 

:::h> ( 17) + 2)J ô2(div ~h' div 

Ôlh2 
b(:::h,ph) + """"2il (2)J div ~ <:::h),9ph) ­

? 18 ) 
ô h

2 
1 

ch(ph,qh) =- -2- (9ph , 9qh) _ 
)J 2 ~ 

( 19) 

fh <_'h) 

gh(qh) 

(~ . :::h> 
2 

Ô1h 
- 2il 

Ô1h 
+ 2iJ (~ , 2)J div ~ (:::h)) _ 

~ 

(f, 9qh) il 

(20) 

(21) 

and ( •,• ) - denotes the 1 2 (~ ) inner product. 
~ 

Remarks. 

1. By the regularity requirements the pressure approxi 
mat i on, i n principle, may consist of discontinuous­
functions . The continuous approximation employed 
here is necessary for the error estimates derived 
in [3]. 

2. The finite element !rrors satisfy [ 3 , 4] 
2 ô 1 h 2 

)J II E(uh-u) 11 + - 2- 11 9(ph-p) 11 - + 
- - - )J ~ 

li 
. 11

2 
2k 2 (1+ 1) + 2)J ô2 d1v (~h-~) ~ C(~)h + C(p)h (22) 

for ô1 suff iciently small if div ~ <:::h) ~ O. 

3. The present formula t ion is stable for any combina­
tion of continuous finite element polynomial 
approximations of velocity and pressure. ln 
particular, 

for k ~ 1+1, it is convergent with optimal rate 
for the velocity errar in the H1 -norm and sub­
optimal (optimal if k=l+1) rate for the errar 
in pressure gradient in the 1 2-norm (with "gap" 
1+1-k). 
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for k > 1+1, it is convergent with optimal rate 
f or the errar in pressure gradient in the 1 2- norm 
and suboptimal rate for the ve l oc ity errar in the 
H1 -norm (with "gap" k-1-1). 

4 . A variant of the present method with the ô1 s i gn 
changed is proposed in [9]. Therein the dis conti­
nuous pressure approximations are stable. 

5. A formulation which allows combination of arbitrary 
velocity/pressure spaces was developed in [7] . The 
formulation possesses one additional term compared 
to the present method. This term enforces pressure 
continuity weakly and its inclusion allows use of 
all discontinuous pressure approximations, which is 
not permitted within the present method. 

STRESS- VE10CITY EQUATlONS ANO VARlATlONA1 FORMULATlON 

ln terms of stress and ve l ocity the Stokes equa­
tions are: 

div a + f = O - -
.:!...[a-.!.. tra I] = E(u) 
2)J - d 

u = o - -
Defining 

W = ( 12 ( ~))d(d+1)/2 

V= (Hl(Q))d 
o 

on ~ 

on ~ 

on r 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

the variational formulation corresponding to (22)-(24) 
is: Find { ~ ,~ } 6 wx V such that 

where 

a(~ , ~ ) + b(~ ,~) 

b(a ,v) 

0 , l,IT 6 W 

f(v) , l,lv 6 V 

1 1 
a(a , T) = - -2 [(a , T)- -d (tr a ,tr T)] 

)J - -

b(T,u) (T, E(u)) 

f(v) (f,v) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

STRESS-VE10CITY FINITE E1EMENT METHOD 

Consider the following discrete spaces 

wh = { ~hl a~€ pl(~e),i=1,~.,d(d+1)/2,e=1, ... ,nel } 

(32) 

vh = { ~h lu~€ pk(~e),i=1 , .. . ,d,e=1, ... ,nel } n v (33) 

The approximation of (27)-(31) employing the SBB 
method [4, 5] is: Find {~h ' ~} 6 Wh x Vh such tha t 

ah(~h' ~h) + b(~h'~h) = gh(~h)' "'~h € wh (34) 

b ( ~h • :::h> = H :::h> • "':::h 6 vh (35) 

where 

ah(~h' ~h)=a(~h' ~h)- ~~2 (div ~h,div ~h) fí (36) 

ôh 2 • 
gh( Th) = -2-(f, dlV Th) _ 

- )J - - ~ 
(37) 

Remarks. 

1. Note that stresses are approximated by disconti­
nuous finite element polynomials. This allows e li­
mination at element level, resulting in a matrix 
formulation in terms of velocity only. 



2. For triangular finite element polynomials with 
2 :ó k :ó 1+1 and for quadrilateral finite element 
polynomials with 2 :ó k :ó 1, the errors in the finite 
element solution satisfy [4] 

(38) 

3. Requiring velocity interpolations of arder greater 
or equal than two, provides stability of the piece­
wise constant modes of the pressure part of the 
stress variable. All other pressure modes are 
controled via the additional ó-term. 
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ABSTRACT 

New mixed Petrov-Galerkin finite element methods for Stokes problem with conti­
nuous velocity and discontinuous pressure interpolations are presented. Stability and 
convergence of mixed methods rely on the satisfaction of Babu~ka-Brezzi condition 
(LBB), which normally imposes severe limitations to standard Galerkin formulations. 
With the new formulation LBB is restricted to an elementwise constant pressure field 
and stability is achieved for equal order interpolations which are Galerkin unstable. 
Numerical examples show the performance of the new method compared with classicalones. 

INTRODUCTION 

Galerkin's method has been the most popular ap­
proach in constructing finite element approximations of 
boundary value problems. For strongly elliptic pro­
blems it is normally very efficient and extremely easy 
to implement, but when applied to internally constrain­
ed boundary value problems Galerkin's approach may lead 
to severe limitations in constructing finite element 
approximations. ln the Stokes problem the constraint 
originates from the divergence free condition on the 
velocity field. To avoid the satisfaction of this in­
ternal constraint from the start it is usual to apply 
the Lagrange multiplier technique which begets a mixed 
method. For this kind of formulation, it is well 
known that only very few combinations of velocity and 
pressure interpolations are stable within Galerkin 
approach . For example, equal order discontinuous 
pressure and continuous velocity interpolations are 
Galerkin unstable exhibiting pathologica l phenomena 
like locking of the velocity field and spurious pres­
sure oscillations. 

ln this work the mixed Petrov-Galerkin finite 
element formulation introduced in [1) is applied to the 
analysis of incompressible Stokes flows . It is cons­
tructed by adding to the classical Galerkin formulation 
least-squares of the governing equations in the inte­
rior of the elements, accomodating discontinuous pres­
sure interpolations of any order combined with qua­
dratic or higher order continuous velocity interpola­
tion. 

With the new formulation, the LBB condition [2,3) 
is restricted to an elementwise constant pressure 
field, recovering stability and convergence of rather 
general combinations of velocity and pressure interpo­
lations which are Galerkin unstable. 

STATEMENT OF THE PROBLEM 

Let () be a bounded domain in Rn, n i:: 2, with 
smooth boundary 3Q . Let L2 (Q) be the Hilbert space of 
square integrable functions on n with inner product and 
norm defined, respectively, by 

(f ,g) 

11 gll 

JQ f g d(J, 

= (g,g)l/ 2 

W,g 6 L2 (Q) , ( 1) 

l,tg 6 L
2 

((J) (2) 

Let H1 (Q) = {f6L 2 (Q); 1Jf6(L 2 (Q)) n, f=O on 3Q} ,withnorm 
o 

li f li H [(f,f) + (IJf, 1Jf)]
112

• (3) 

With 
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w = {g 6 

V = {v 6 

L2 (n) ; J Q q dQ 

(H~(Q))n} 

O} and 

representing the space of pressure field p , and veloci­
ty field ~· respectively, the Stokes problem governing 
linear incompressible creeping flows consists in 

Problem M. Given the density of bo&y forces f 6 V* 
dual space of V, find the pair {u,p } 6 V x W ~uch that 

a(~,~) + b(p, ~) f (v), l,tv 6 V, 

b(q , ~) - o, l,tq 6 w. 

Where the bilinear forms a( • , • ): v x V-> R and 
wx V->R are given by 

a(u,v) = 2~ J c (u)c(v)dQ, Vu , v 6 V, 
Q - -

b(q,u) s Jn q div u dQ, l,tq 6 w. 

(4) 

(5) 

b( • • • ): 

(6) 

(7) 

with E (~) = ( IJ~ + IJ~T)/2 and ~ being the viscosity of 
the fluid and f( • ) is the following linear form 

f(v) - r ~ · v dQ, 
Jn- -

l,tv 6 V. 

Existence and uniqueness of the standard mixed 
Problem M are dictated by Brezzi's theorem [3]. 

GALERKIN FORMULATION 

(8) 

Choosing finite dimensional sub~~aces Vh c V and 
Wh c W, in which Wh is the space of C piecewise 
polynomial finite element interpolations of degree i 
and Vh the space of C0 polynomial finite element inter­
polations of degree k, homogeneous on the boundary and 
h being the mesh diameter, the standard Galerkin method 
is defined by 



Problem Gh. Given f, find {~h 'ph } 6 V h x Wh such that 

a(~h'~h) + b(ph,~h) z f(~h) , r.rvh 6 vh, (9) 

b(qh , ~h) = o, >,rqh 6 wh. ( 10) 

Brezzi's theorem is also applicabl e to prove 
existence and uniqueness of Problem Gh. Vh-epplipti­
city of a( • ,•) is immediate since Vh c V anda(·, · ) is 
V-elliptic. The problem is the discrete LBB condition, 

sup 

~h6Vh 11 ~hll V 

( 11) 

which has to be verified for each particular combina­
tion of Vh and Wh with 60 independent of h. It is well 
known that very few comb1nations of ~h and Ph interpo­
lations are able to fulfill Eq.(11)within Galerkin 
formulation. Violation of the discrete LBB leads to 
non uniquenes s of the pressure field and degradation of 
the velocity approximation . 

Pathologies mentioned before can be seen in fig. 
2, 3 and 4 for the cavity problem o f fig. 1. ln fig. 2 
the locking of the velocity field is illustrated for 
the 4 x 4- discontinuous pressure element. The sarne 
phenomenon occurs for the 3 x 3- element with discon­
tinuous pressure. Fig. 3 shows the velocity field for 
the 4 x 4- continuous pressure element with its corres­
pondent pressure oscillation field. For the 9 x 9- dis 
continuous element the velocity behaves as in fig. 3a , 
but its pressure oscillates as can be seen in fig. 4a. 
Fig. 4b represents the pressure field for the 6 x 6-
continuous element which illustrates the spurious 
"checkerboard" mo de. 

Ul I. Uy ' 0 . 

"•' o "•' o. 
Uy 'O "y • O. 

Ux' 0 . Uy' 0 . 

Fig . 1 - Cavity problem 

... 

Fig. 2 - "Locking" of u for the 4 x 4-disc. element 
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f (["'?(i: -.. '~J.::--.:1\4,1~ : I ,t\1 •• ,,, 1 
I ' '''-'// I I \ \ \', __ .... /I z I 

I\\\''---..... /////' 
' \ \ '\ ', ___ ...... / / I I I 

'\\''-'----,.,~I' , 
• ' \ ' '-----,, / I I ______ ,,, ... 

.., ______ , 

(a) - velocity field 

(b) - pressure oscillation 

Fig. 3 - 4 x 4-cont. pressure element 

(a) 9 x 9- di se. element (pressure) 

(b) "Checkerboard" pressure- 6 x 6- cont . element 

Fig. 4 - Pressure oscillations 



It is also r ecommended reference [4], chapter 4 
in which an inte r esting "big- picture" for mixed Galer­
kin fini t e element approximations is presented. 

PETROV-GALERKIN FORMULATION 

Within the previously defined finite element spa­
ces Vh and Wh we can generate stable finite element ap­
proximations for the Stokes problem by considering the 
following Petrov- Galerkin me t hod . 

Problem PGh . Given ~ · find {',!h , ph} 6 V h x Wh such that 

a(~h'~h)-(ph,div ~h)-(qh,div ~h)-f(~h) + 

+ 
6 ~~

2 

(-2~ div c (~h)+~ph-~ .- 2~ div c (~h)+~qh) + 

+ 62 2~ (div ~· div ~h) = O, 

v~h 6 vh, vqh 6 wh , ( 12) 

with the scalar parameters 61 , 62 > O. 
As stated , Problem PGh does not fit in with the 

classical format of mixed method studied by Brezzi , 
but we may restate it as 

Pr oblem PGh . Given ~ · find {~h,ph} 6 V h x Wh such that 

* * - * ah(~h,ph; ~h,qh) + bh(ph , ~h) = Fh(~h,qh) , 

* -V~h 6 V, Vqh 6 Wh/Qh (13) 

bh{qh , ~h) =O , Vqh 6 Qh, (14) 

which falls into the standard framework of mixed me­
thods , with 

* * * * ah(~h,ph ; ~h ' ~)=a(~h ' ~h)-b (ph , ~h)-b(qh , ~h) + 

6 h
2 * * + --1iJ ( -2~div c (~h) + ~Ph'- 2~ di v E (~h ) + ~qh) + 

+ 62 2~ (div ~h' div ~h ) (15) 

bh(ph , ~h) -f ph div v dR n - h , 
(16) 

* . ~ . 61h
2 * Fh(~h , qh)=r(~h)- 2~ <: , 2~d1v c (~h)+ ~(~ . ~qh), 

(17) 

* - * -qh = qh + qh , with ~qh = ~qh , ph defined e l ementwise as 

pe 

Qh 

f pe 
R e 

díl /f dR 
R e 

{qh 6 Wh; ~qe 

and ( 18) 

o}. 

For suitable choices of 61 and 62 , we can pr~ve 
continuity and ellipticity of ah( • , ·; · , • ): (VhxWh/Qh) x 
(vhxwh/Qh) ->-R , [5]. 

Therefore the stability condition for this type 
of Petrov-Galerkin method is the following restricted 
format of LBB condition 
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sup 
::!h6Vh 

(qh,div ~h) 

11 ~hll v 
~ 8 11 qhll w• Vqh E Qh ( 19) 

which is clearly much easier t o satisfy than its coun­
terpart Eq. ( 11) for Galerkin method. It makes possible 
new choices of Vh and Wh, and even equal order interpo­
lations become available. 

As can be seen in the following figures for the 
sarne example of fig. 1, with all meshe s done with 289 
nodes. Fig. 5 shows resul ts for the 4 x 4-PGh s tab le 
element with ô1=1., 6zz 10 .. Fi g . 6 depicts the stable 
pressure field for 6 1 =100., 62 =10. wit h the previous 
element. Solutions for the 9 x 9-PGh stable element 
are illustrated in fig. 7 fo r 61 =1 ., 62 =5. , fig. 8 
for 61 =10 3

, 62=10 . and fi g . 9 f o r 6 1 =1., 62=3., with 
the velocities being very likely tha t of fig. 7a and 
pressure contours also like fi g . 7c . 

f {~?( ?~(~J.\1 :'\ l L~\\\. . ,,,1 I 
1\\\\ ' '" - ...-/// I 
I\\\ ' '---..-,...../ I Z 1 
I \\ '\, ..... - ..... ..... /I I I I 
I \ \ \. '..._ __ - ...... / / I I I 

I\\ '- '- '--- - ..- .... // I 
' ' , , ___ _ ,~/I' .... , _____ _ ,, 
·-------- -, 

(a) velocity field 

r~ 
(b) pressure field 

Fig. 5 - 4 x 4- PGh element, ô1 1 •• õ2 10. 

Fig. 6-4 x 4- PGh element, 6 1=100 . , 62=10. (pressure) 



{n{-;.::~ .::....\ \ 
,. I 1 , - , \ :-., \ ~ ~~ n\\''-,J'llj 

: \\ \~~~_::~117. I 
1 \ \ \ "\. ....._ _ _.. "/ I 
I\\\''- ///lf I 
I ' \ ' ' ..... _ - .... , / I I • 

-_.,.///I • 
• ''\,, ____ ,,/I I' ............. _____ ~ 

...... ______ ,_ .. 

(a) velocity field 

l. 
(b) pressure field 

(c) pressure contours 

Fig . 7 - 9 x 9- PGh element, 61 

Fig . 8 - 9 x 9- PGh element, 61 a 10 3
, 62 10. (pressure) 
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Fig . 9-9 x 9- PGh element, 61 3. (pressure) 

CONCLUSIONS ANO REMARKS 

Stability of these new formulations is enhanced by a 
wide range of 61 , 62 terms, by restricting LBB condi­
tion to a piecewise constant pressure field. 
Taking 61 =62 =0, Problem PGh gets back to Galerkin for 
mulation which in this case is unstable. When 61=0 -
only PGh falls into what is called augmented Lagran­
gian method [6] which is also unstable . 
This method differs from a simi lar one introduced by 
Franca [7] for the sarne problem. Differences stay 
in the fact that here the pressure is discontinuously 
interpolated and LBB condition is not cir cumvented 
but weakened due to an elementwise constant field. 
This type of mixed method has been successfully 
applied to construct stable finite element approxima­
tions to other internal constrained problems as can be 
seen in [1, 7, 8] and references therein . 
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DUAL AND PRIMAL MIXED PETROV-GALERKIN FINITE 
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ABSTRACT 

New mixed finite element formulations for the steady state heat transfer problem are 
presented with no limitation in the choice of conforming finite element spaces. Adding least 
square residual forms o{ the governing equations to the clBSBical Galerlcin formulation the 
original saddle point problem is transformed into a minimization problem. Stability analysis, 
error estimates and numerical results are presented, confirming the errar estimates and the 
good performance of this new formulation. 

INTRODUCTION 

Constructing finite element approximations for the cla.ssical 
heat transfer equation presents no difficulty, in general. It can 
be formulate as a minimization problem in which any conforming 
finite element method is normally convergent with optimal rates. 
ln this formulation the flux can only be ca.lculated as derivativa 
of the temperature fleld. To improve the flux a.pproxima.tion we 
can consider temperature and flux as independent variables gen­
erating a saddle point problem. Two a.lterna.tive formulations are 
usua.lly presenteei: the prima.! mixed formulation with tempera­
tura in H 1 and flux in (L2 ) 2 , and the dual mixed formulation 
with temperatura in L2 and flux in H(dív) , as first propoeed by 
Raviart and Thomas [1]. ln both íormula.tions we are limited in 
the choice oí the finite element spaces, which must satisíy a com­
pa.tibility condition known as LBB condition [2,3]. ln this pa.per, 
íollowing the methodology introduced in [4], we derive new mixed 
finite element íormula.tions for the heat transíer problem in tem­
perature and flux with less and even no limitation in the choice of 
the finite element spaces. We show that by consistently adding 
least square residual forme of the governing equations we can 
transform the original saddle-point problem into a minimization 
problem. 

CLASSICAL M!XED FORMULATIONS 

Let O be a bounded subset of R2 with smooth boundary r. 
Let L 2 (0) be the Hilbert space ofsquare integrable scalar valued 
functions defined on n, with inner product 

(f,g)- J lodO VI, o E L 2(0), 
n 

and associated norm lllllo = (1, 1)112 • Let nm(O) be the Hilbert 
space of arder m, 

Hm(O)- {!E L2(0); Va, iai $ m, tJa I E L2 (0)} , 

with the usual inner product 

(f,g),.;;;; L J8af8agd0 "1/,gEHm(O), 
ial5m n 

norm III IIm ;;;; (! , /)~2 and seminorm I I Im ;:; ( tJm /, 8m!) 112
. 

Let V denote the subspace of H 1(0) offunctions with zero values 
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on the boundary, i.e., V"" HJ(O)- {I e H 1(0), I"" O on r}. 
We a.lso need to define the product space U = L2(0)2 with norm 

liqllu "" ( q, q)112
, 

and the subspace H(div) = { q E U, divq E L2 (0)} with norm 

liqll8 (div) = {(q, q) + (divq, divq) }112
. 

The Prjmal Mjxed Foanulatjon. The steady state heat tran&­
fer problem we consider here consiste in: For a given heat source 
f find the heat flux p : O- R2 and the temperature u : O- R, 
satisíying 

divp + f =O and p = K'ilu in O, 

subjected to Dirichlet boundary condition u(x) = o on r, with 
the conductivity tensor K being symmetric and positive definite. 
Of course, more general boundary conditions can be considered. 
Admitting f E H-1(0), p E U and u E V, ll.!ling Hellinger­
Reissner Principie we can state our model problem as 

Problem M: Find (p, u) EU x V, such tha.t 

a(p, q) + b( q, u) ;;;; O Vq E U, 

b(p, v)+ l(v) =O Vv E V, 

with a(p, q) = (K-1p, q), b(q, v)= -(q, 'ilv) and /(v)= (f, v). 
We can prove that Problem M is equivalent to find the saddle­
point (p, u) E U x V o! the following lagrangian 

1 
L(q, v)"" 2a(q, q) + b(q, v)+ l(v) Vq EU Vv E V. 

An ana.lysis of this clase oí mixed methods ca.n be performed 
using Brezzi's theorem [3] which, in addition to continuity oí the 
bilinear forms a(·,·) and b( ·,·), and the linear functional/(-), 
requires the following hypotheses to demonstr&te existence and 
uniqueness oí solution: 
(Hl)-(E-ellipticity oí a : U x U - R): There exists a constant 
01 > O such that 

a(q, q) ~ allqll~ Vq E E= {q EU, b(q, v)= O Vv E V} 

(H2)-(The LBB condition): There exists a constant fJ > O such 
that 

b(q, v) > /31\vl\v, 
sup llqllu -qEU 

Vv E V. 



These hypotheses are obviously verified by the bilinear forms 
a(· , ·) and b( ·, ·). Therefore we h ave guaranteed e:ristence and 
uniqueness of solution for Problem M in U x V. ln fact, hy­
pothesis (H 1) is fulfilled in a stronger sense: The bilinear form 
a(·,·), as defined before, is not only E-elliptic but also U-elliptic, 
i.e., there exista a constant a > O, such that 

a(q, q) ~ aiiqll~ Vq EU. (1) 

This fact has a beneficial effect in constructing stable finite el­
ement approximations for Problem M, as we show next. For 
simplicity we admit that n is a polygonal domain discretized by 
a unüorm mesh of N e elements such that 

Ne Ne 

o = u o· with " = n n•' 
••1 ••1 

where n· denotes the interior of the e-th element, and o· its 
cloeure. Throughout, h = max h,, denotes the mesh parameter 
and h. is the diameter of element e. Let Q~(f!) be the space of 
c-1 piecewise polynomial finite element interpolation of degree I , 
and s~ ( n) be the space of co piecewise polynomial finite element 
interpolations of degree /e, in a single vatiable for quadrilateral 
elements or in ali variable for triangular elements. ln other word 
Q~ and s:(n) are standard isoparametric finite element spacea 
of order I and le, respectively. For retangular elements 

and 

where 9'1~ and v~ are the restrictions of 41,. and v,. to element e, 
and ~ J ( n·) is the set of polynomials defined on n· t with degree 
less or equal i and i in ~~ and ~2. respectively. For triangular 
elements 

and 
SZ(f!) ={v,. E H 1 (!1), v; E P~t(n")} 

where Pi(f!•) is the set of polynomials defined on n•, with degree 
less or equal i in Z1;112. We recall the following interpolation prop­
erties of the ftnite element spaces SZ(!l) and Q~, whose proofs 
can be found in CiiLrlet [5] . 

Theorem 1. For any v E Hm(!l) and ,P E H"(!l) there 
exist constants c1 and c2 and projections VA E s:(n) and ~lt. E 
Q~ such that 

Galerkin finite element appraximation for Problem M in the 
product space U~ X ~k = (Q~) 2 X s:, is 

Problem M,. : Find (p,., u,.) E UL X v"•' such that 

a(PA 1 ~) + b(qA, u,.) =O Vq,. E UÁ, 

b(pA, VIl)+ /(vil)= o Vvll E v,.•. 
To prove existence and uniqueness of solution for Problem M, 
we need to verify the satisfaction of discrete versions of (Hl) and 
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(H2). ln our case (Hl) is automatically verified due to Eq. (1) 
and the fact that we adopt a conforming flnite element space, 
UÁ C U. The discrete version of (H2)1 

(H2)~o-(Discrete LBB condition): There exists a constant {1,. >O 
such that 

impOI!Ie& a compatibility condition hetween UL and V!: Not any 
choice of UL and v,.• satisfies (H2),.. But for Problem M,. it 
ia quite easy to obtain combinations of UL and v,.• capable to 
Culfill this condition. For example for I ~ i:, hypothesis (H2),. 
is trivially verified, since with this choice we can always choose 
~ = q,. = -Vv,. E UL for any v,. E vil•, such that 

and ( H2)h follows immediately írom Poincaré inequality. Once 
hypotheses (Hl).r. and (H2),. are verifled, we can use Brezzi's 
theorem [3] on the appraximate problem to derive the following 
estimate for (p,., u,.) 

IIP- P11llu + !ln- u.r.llv $ C(llp- q.r. llu + lln- v.r.llv) 

(4) 

which shows that the error in the flux IIP - P.r.llu and the error 
in the temperature llu- u.r.llv are coupled. Therefore, concern­
ing to convergence rates, it does not help to increase the order 
of the finite element interpolation for the flux independently of 
the order oí the interpolation used for the temperature, and vice 
versa. For exa.mple, taldng I = k, a good choice from computa­
tional point of view, írom (4) and using classical resulta of the 
finite element interpolation theory we have the following error 
estimates: 

The same rates of convergence are obtained with the cla.ssical 
kinematic formulation. Note in addition that even with l > i: 
these estimates are preserved. For l < /e we may have problems 
with the satisfaction of the discrete LBB condition with /J11 in­
dependent of h, except for l = i: - 1 and triangular elements. 
Conclusion: This type of mixed methods tends to work 
like the correspondent ldnem.atic model. 
The Dual Mixed Formulatjon. We now suppose that f E 
L2(!1), p E H(div) and u E L2(!1), and restate Problem M•: 
Find (p1 u) E H(div) x P(!l) such that 

a(p, q) + b*(q, u) =O Vq E H(div), 

b*(p, v)+ /(v)= O Vv E L2(!l) 1 

with a(·,·) and /(·) as defined before but in H(div) and L2(!l), 
respectively, and 

b*(q, v)= (divq, v) Vq E H(div) Vv E L2(0). 

ln this dual Íormulation continuity of a(· 1 ·)1 b*(-, ·) and /(·) are 
preserved in H(div) and L2(!1). The LBB condition for v is also 
verified, but the ellipticity of a( ·,·) in H(div)-norm is restricted 
to the subspace oí selí equilibrated flux E= E( O), i.e., 
(Hl)*-(Erl!llipticity of a: U X U- R): There exists a constant 
a > O such that 

a( q, q) ~ al!qll~(div) Vq E E, 



(H2)"-(The LBB condition) : There exists a constant t3 >O 
such that 

sup b"(q, v) 
qEH(div) llqll

8
(div) ~ .BIIvllo, 't/v E Lz(O) . 

Hypothesis (H1)• is immediate, since by definition we have E= 
{q E H(div), divq = 0}. Hypotheses (H2)", the LBB condition, 
is proved by solving the auxiliary problem. For each v E L2(0) 
find tPv E Hó (O) such that divV<Pv =v. Therefore, Qv = Vt/Jv E 
H(div) with 

b(qv , v)= llvll~ and llqviiH(div ) $ Cllvllo · (5) 

The LBB condition then follows from Eq.(S). To approximate 
Problem M• we consider Raviart-Thomas spaces wt x Mt of 
arder k. Where M~ c L2(0) is identical to q~- 1 , a.nd 

Wf = { Q/1 E H(div), q~ E Pll,ll-1 (O•) x P~>-1 , 11(!1 • )} 

for retangular elements, or 

Wt:::: {q~o E H(div) , qÃ E P11- 1(!1') x P11-1(!l•) + xP11-1(!1•)} 

for triangular elements. These finite element spaces have the 
following interpolation property whose proof can be found in 
Raviart and Thomas (1] or in Roberts and Thomas (6]. 

Theorem 2: There exists a constant C and one projection 
iL. E W f such that 

llq- éihllo $ Chmlqlm Vq E (Hm(!l))2
, 1 $ m $ k, (6) 

lldiv(q- éih)llo $ Chmldivqlm Vq E (H1(0))2 with 

divq E Hm(n), O$ m $ k . (7) 

Galerkin approximation of Problem M• in these spaces is 
Problem M:: Find (p 11 , u 11 ) E w: x M: such that 

a(ph, Q/1 ) + b0 (Qio, uh):::: O VQII E Wf, 

b•(p~o , v~o ) +/(v ~o)= O Vvh EM: . 

Raviart-Thomas spaces are constructed such that for ali Vf\ E 
Mk there exists Qh E Wf with divQII :::: v~o , and vice versa. 
Consequently El = {Q/1 E Wt , b0 (QII , v~o) = O 't/v~o E Mt} is 
contained in E. Therefore, with this finite element spaces the 
discrete version of hypotheses (H1)• and (H2)0 are verified. , i.e., 
(Hl)Ã -(E~o-ellipticity of a : Wt x Wt -.R): There exist a h >O 
such that 

a(q~a,Qh) ~ a~allq~all~(div) Vq~a E Eh , 

(H2)~-(The discrete LBB condition): There exists a constant 
.81a > O such that 

b•(q~o, v~o) k 
sup li li ~.B~ollv~ollo. Vv~oEM11 • 

q.ew: QA H(div) 

Since the discrete hypotheses (H1)Ã and (H2)Ã are verified we 

't/q11 E Wt Vv~o E Mt , 
which combined with Eq.(6) and Eq.(7) leads to the a priori error 
estimates 

lln- U,\llo ~ Ch
11

' IIP- P.\IIH(diV) ~ Ch
11

' 

valid for solutions (p , u) suffiently regular, that is p E (H1(0))2 

with divp E H 11 (0) and u E H 11 (!1) . We note that this dual 
formulation improves the rate of convergence of the fl.ux approx­
imation compared to the primai mixed formulation. However, 
the opposite happens to the approximation of the temperature. 

PETROV-GALERKIN FORMULATIONS 

Let UÁ be any conforming finite element subspace of H(div). 
ln parti :ular Ut can be a subspace of (H1 (!1W. We know that 
for I E L2(0) and n regular, the solution (p, u) of Problem 
M is in H(div) X HJ(O). Therefore, the following question 
comes out naturally: Why don't we look for approximate S<r 

lution of this problem in ftnite element subspaces of U = H(div) 
and V = H 1(0) Because the Galerlcin finita element approxi­
mation may be unstable in this subspaces. To overcome this 
limitation we consider the following dual mixed Petrov-Galerlán 
approximation of Problem M in the finite element spcaces 
Ut c H(div) and Vi c H 1(0). 

Problem PG6: Find (Ph, uh) E Ut x Vi , such that 

A6((ph , n~o) , (qh, VA)) + F6((Qio, VA)) = 0 V(QII , V~o) E u: X Vi, 

where 

A;((ph, nA) , (QA , VA)) = a(ph, Q/1) + (divph , vh) + (divqh , nA ) 

+c51(divpA,divQ11) + cS2(K- 1PA -VoA , Qh- KVvA) , 

F6((qh, VA)) = /(vh) + c5t (/, divQA). 

We note that Problem PCJ6 is equiva.lent to the following min­
imization problem: Find (p , u) Eu: x V~ such that 

J6(ph , UA) ~ J6(Qio , VA) V(QII, VA) E Ut X Vi, 

with 

J6(qA, v~o):::: ~A6((Qh, VA), (qA, VA}) + F6((Qil, VA)). 

Analysis of Problem PCJ6 is immediate since we have: 
1. Consistency: The exact solution, (p, u) E H(div) x Hó(O) , 
of Problem M also verifies Problem PCJ6 , that is 

Ai{(p, u), (qA , VA ))+F6((qn, v/\))= 0 V(qA , VA) E Ut xQ~ , (8) 

since Problem PG6 is baseei on residual forms of the governing 
equations. 
2. Continuity of A6 (-. ·) : U x V x U x V- R: There exist a 
constant M < oo, such that 

A6((p, u), (q, v))$ M ll (p , n)lluxv ll(q , v )lluxv 

V(p , u) , (q,v) EU x V , (9) 

can apply Brezzi's theorem to prove existence and uniqueness of with 
8olution for Problem Mk a.nd to derive the following estimate 

IIP- P~o ii H ( div ) + lln- n~a llo $ C(IIP- Q~a lln(div) + lln- vh llo) 
ll(q, v) lluxv = ll q ll n (dÍv) + llviiH Vq EU Vv E V. (10) 
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3. Ut x V~-Ellipticity of A6: There exists a constant ett. >O, 
independent of h, such that 

A6((qt., v~o) , ( q~o, v~o)) ~ cr~oll(qt., v~o)llbxv 

'v'(qh, V,\) EU! X V~ . (11) 

ÁB a consequence of Eqs.(8)-(11) we have the following result on 
existence uniqueness and errar estimates for Problem PG6. 

Theorem 3: For any choice o( u: X v~ c H(div) X Hl(O) 
Problem PG6 has a unique solution (PII I Ut.) e u: X v~ such 
that 

(12) 

Proof: Existence and uniqueness follow immediately from Lax 
lemma and Eqs.(9) and (11). Eq.(12) is just the expression of 
Céa's lemma. in the product spa.ce Ut x V{ Admiting Ir: = I, 
v; ""s: ~~ond u: "" (S:)2 or u: "" ~: from Theorem 3, ~nd 
considering Eqs.(2) and (6), for sufticlently regular exact solutlon 
(p, u) we derive the estimates: 

lln -ut.llo+hiiVn-V'nt.llo $ ChHl I IIP-Pt.lln(div) $ oh•. 

With this new formulation we have improved the rate of conver­
gence for the fiux approximation without compromising the rate 
o! convergence for the temperature. 

Altem~~otively, we can also consider the following primai 
mixed Petrov-Galerkin approximation of Problem M in the 
finite element spaces Ut and V~11 = s: n HJ(O). 

Problem PG6 : Find (pt., nt.) eu: X v~h • such th~~ot 

A,((PA 1 U4), (q4, VA))+F6((~, VA)) = 0 'v'(qA, VA) E Uf X Vcih' 

with 

A 6((p1 , u 11 ), (q11 , v.\))= a(p1 , '1.\)- (p~o, 'Vv~o)- ('III• 'Vnt.) 

+c51 (divp~o , divq,.) + 62(K- 1 p~a- V'nt., 'lh- KVv~o) · 

NUMERICAL RESULTS 

To confirm the rates of convergence predicted in the analysis 
we consider a simple problem with known exa.ct solution, consist­
ing in solving Problem M, with K =I, in a unit ~uare ~gion 
(l = [0, 1] x (0, 1), subjected to a heat souroe / = s~ li'Z sm 'Ir I/· 
ln this case the exact solution is u = 1/21f2 stn1fz stn'TfJI, P1 = 
l/27r cosu sin 'lrl/ and p2 = l/27r sin n coe1ry. 

o. 

-I. 

~ -2 
t .. 
ã. 
o -3. 

-4. 

-5. 
-.2 .o .2 .4 .6 .8 

log<Nel 

Fig.l. Prima! mixed Galerkin formulation. 
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Fig.2. Dual mixed Petrov-Galerkin Íormull!.tion. 

ln the finite element analysis we adopted uniform meshes 
with 1, 4, 16 and 64 equal-order bilinear elements (k =I= 1) as­
sociated with the primai mixed formulation with discontinuous 
ftux interpolation (Problem MA) and the dual mixed Petrov­
Galerkin formulation with continuous ftux interpolation ( Prob· 
lem PGj.). ln Fig. 1 we plot the logarithm o( the number of 
elements versus the logarithm o( the L 2-norm of the errar of the 
finite element approxima.tions: PA, divpA, Vp,., n1 and Vu,. . 
This study confirms the predicted rates o( convergence for u,., 
'Vnt. and PA (in this case PA = Vu,.). No convergence is ob­
tained in the L2-norm for divp11 or Vp,.. ln Fig. 2 we present 
the sarne type of graphic for the dual mixed Petrov-Galerkin for­
mulation with continuous fl.ux interpolation, with 61 "" 0.1 and 
c52 = 1.0. Note the rem~t.Cbble improvement in the flux ~~opprox· 
imation: Not only Pll but also divp,. and Vp,. converge in the 
L2-norm. 

CONCLUSIONS 

Adding to the classical mixed Galerkin formulations least· 
squares of the governing equations o( the heat transf'er problem 
we transform saddle-point problems into m.inimization problems 
with no restriction in the choice oí the finite element epace for 
temperature and heat fiux. With these formulations we improve 
the rate of convergence for the heat ftux without compromising 
the rate of convergence for the temperature. Numerical resulte 
confirm the error estimates and the good performance of the new 
formulation . 
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ABSTRACT 

An exponential function defined along the streamlines is used to modify the linear 
convection-diffusion differential operator. As the modified operator is self-adjoint the 
Galerkin method is suited for the finite-element discretisation. Applications of the 
modified operator concept to one and two-dimensional .steady-state problems are 
presented and analysed. 

INTRODUCTION 

Jt is well known that the main difficulties ansmg in the numerical 
solution of the convection-diffusion equation are due to its non 
self-adjoint character. The Galerkin method, which is suited for 
self-adjoint problems, leads to non-physical spatial oscillations 
('wiggles') when applied to the high convective case, unless 
relatively fine meshes are used . ln the finite element context 
most of the efforts to solve convection-diffusion problems have 
employed Petrov-Galerkin formulations with various different 
weighting functions [1), [2). Here we present a different 
approach, related to the early ideas of Guymon et ai [3). The 
differential operator is modified by an appropriate multiplying 
function . The modified operator is self-adjoint and the Galerkin 
method becomes suited for the approximation. For the 
one-dimensional convection-diffusion equation the scheme thus 
obtained leads to nodally exact results, without using any adjustable 
parameter nor any previous knowledge of the solution 
(contrariwise to the so-called 'optimal upwind' scheme). 

The generalisation to multidimensional flows of successful 
one-dimensional 'upwind' techniques often give rise to overdiffusive 
solutions [2) . The 'streamline upwind Petrov- Galerkin' (SUGP) 
method [2), also known as 'Anisotropic Balancing Dissipation' [4), 
have completely eliminated this overdiffusive behaviour. 
Nevertheless, the SUPG method allows for the occurrence of 
'wiggles' near sharp layers [5). These unbounded 'wiggly' 
solutions seem to result from the lack of diagonal dominance of 
the system matrix [6). lmprovements on the SUPG method have 
been recently obtained by the addition of 'discontinuity capturing' 
terms to the weighted residual formulation [5) . Although good 
results have been achieved, the method is self-adaptive and 
demands an iterative process even for linear problems. 

ln this paper the modified operator concept is also applied 
to solve the two-dimensional, steady-state, convection-diffusion 
equation. The procedure is a compromise between the simplicity 
of the algorithm and a sensible construction of the mesh. ln fact 
the Galerkin method is applied to the modified operator, with 
integration being performed along selected streamlines. The system 
matrix arising from the discretization always has diagonal 
dominance , a sufficient condition to rule out unbounded solutions. 
Furthermore, it will be shown that as the Peclet number tends to 
infinity, the streamlines propagate the inflow boundary data in a 
'characteristic-like' way, allowing for sharp layers to be properly 
represented. 

DIAGONAL DOMINANCE ANO THE OCCURRENCE OF 
'WIGGL Y' SOLUTIONS 

We consider here the convection-diffusion problem given by 
the energy equation for an incompressible flow: 
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ar a ar 
pcpu Ox - Ox (KOx) - Q ( 1 ) 

where 

p Is the denslty (Kg/m3) 
cp Is th~ speclfic heat at constant pressure 

(J/Kg C) 
K Is the thermal conductivity (W/m'c) 
u Is the (low velocity (m/s) 
T Is the temperature ('c) 
Q Is the volumetrlc heat source (W/m3). 

Discretizing Eq.(1) using the standard Galerkin method and 
linear elements, the general equation below is obtained for an 
uniform mesh. 

p p Qh2 
- (1~) T1_1 + 2T 1 - ( I - !) T1+1 - ~ (2) 

P is the element Peclet number (P • fcpuhiK) . 
h is the element size (m). 

lt should be noted that for P=2 the coefficient multiplying 
Ti+! changes sign and equation (2) toses the diagonal dominance 
property.Considering the homogeneous case (0=0) and Ti-l, Ti+! 
to be boundary conditions, the temperature Ti can be written as: 

I P I P 
TI -! (!~) Ti-l +! (1 - !) TI+! (3) 

From Eq.(3) it is easy to see that non-physical results may 
arise if P>2. (For P=lO, Ti-l = to'c and Ti+l = 20 'c 
equation (3) gives Ti = -tO'C!!) . ' 

lt is also worthwhile to consider the analytical solution of 
the discrete equation (2), also for the homogeneous case (0=0) : 

2+P I 
TI - cl + c2 <!=Pl (4) 

The above discrete solution shows an oscillatory behaviour 
for P>2, with the last term giving a positive/negative contribution 
for even/odd numbered mesh node. Thus the 'heuristic' analysis 
based on the diagonal dominance property is consistent with the 
behaviour found in Eq.(4) . ln fact it is far easier to analyse the 
diagonal dominance property of the algorithm than its analytical 
discrete solution, especially in multidimensional situations. ln this 
paper the assessment of numerical methods for convection-diffusion 
problems, with respect to 'wiggly' solutions, will be based on the 
verification of diagonal dominance of the system matrix. This is a 
sufficient condition to avoid an unrealistic behaviour to develop 
and enhances the possibilities of using iterative solvers . At the 
sarne time, the undesirable overdiffusive behaviour will be tested 
against a standard problem. 



ONE-DIMENSIONAL CONVECTION DIFFUSION 

Consider again the one--õimensional convection-diffusion 
Eq.(l). The as.sociated differential operator is : 

(5) 

Using an idea presented by Guymon et ai. (3] and also 
described in Zienkiewicz (8], the differential operator can be made 
self-adjoint using a suitable multiplying function. In the following 
developments velocity and physical properties are considered to be 
constant within each element . Using a weighting (<l>f), the 
following formulation is obtained integrating Eq.(l) over a typical 
element : 

1
12 

aT a aT 112 
(~f)[pc u~- ~x (K~)]dx- (~f) Q dx _ 
12 

p ox ox ax _ 
12 

(6) 

The diffusive term is integrated by parts to give : 

~12 aT ar 1/2 ~ aT J ~[pc uf+K~]dx + Kf~ ..,- dx 
-h/2 x p ox -h/2ox ox 

~/2 
- J (~f) Q dx + [C~f) K ~ )h/h/

2
2 -~2 = - (7) 

Tbe first term, which is non-symmetric and responsible for 
tbe Jack of self-adjointness, can now be set to zero by chosing 
tbe function f as : 

r = ce-CIX 
o = pcp u/K 

(8) 
(9) 

One can now define the modified operator L* = Lf, for 
whicb the Galerkin method has the 'best approximation property' 
and can be successfully applied . 

Two Alternative Formulations. Basically there are two 
alternative formulations that can be used. The first one comes 
from Eq.(7) : 

~/2 ~ aT h/2 
J Kf Ox Ox dx - J ~f Q dx + [C~f) K~) (10) 
-h/2 x X -h/2 ox_h/2 

Using the above formulation the function f should be 
constructed element-wise in such a way that it is continuous over 
a typical assembly. For linear elements such assembly involves 
only two consecutive elements and f is chosen as : 

p p 
- f + - f 
2 2 I 

( 11) 

2 
f - h x (non-dlmenslonal coordlnate) (12) 

An alternative formulation is obtained using Eq.(6) and the 
integration by parts identity. Tbe identity is added to Eq.(6) 
giving : 

h/2 aT 
J ~f [pc u Ox 
-h/2 p X 

h/2 h/2 

I ~ aT I + Ox K Ox dx - (~f) Q dx + 

-h/2 -h/2 

h/2 

[ ~K ~ l 
-h/2 

(13) 
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Tbis can be written as the standard Galerkin formulation 
(weighting function ~) plus an additional weighting function applied 
to Eq.(1): 

1
12 aT h/a.s, aT 
~pc u...- dx + J riv K ~ dx + 

_ 12 p ox -h/lx ox 

Jh/
2 

[ aT a aT ] + ~(f-1) pc u...- - ~ (K ..,- ) dx -
-h/2 p ox ox ox 

h/2 h/2 h/2 
J ~ dx + J ~ (f-1) Q dx + [ ~K~ ] (14) 
-h/2 -h/2 X -h/2 

Using the framework presented by Hughes and Brooks 
(9] one can see tbat the weighting ~f-1) does not need 
to be continuous. The continuity requirements imposed 
to f wben using formulation (1 O) can be dropped if formu 
lation (13) is chosen. Nevertheless, we use f as defined in 
Eq.(11) either with Eq.(lO) or Eq.(13). For linear 
interpolation being used both formulations result in the 
sarne discrete equation: 

1 PeP/2 

- l slnh(P/2) TI-l + p coth(P/2) TI -

1 p~P/2 
- l slnh(P/2) 

Qh2 
Tl+l - K (15) 

ln tbe above scheme diagonal dominance is preserved for 
ali range of the Peclet number. In particular, the inlet data is 
propagated in a 'characteristic-like' way when P tends to infinity. 
Eq.(15) leads to nodally exact solutions for ali range of P. ln 
fact this result is the equivalent of using an 'optimally' adjusted 
'upwind' parameter as described in (1]. Here, tbough, no 
previous knowledge about the solution has been employed in 
obtaining the 'optimal' scbeme. We credit this good result to the 
'best approximation property' of the Galerkin method when applied 
to the modified operator. 

TWO-DIMENSIONAL PROBI.EMS 

ln this section we extend the previous analysis to include 
convection--õiffusion problems in two--õimensional domains. This is 
dane by writing the differential equation using 'local streamline 
coordinates• and establishing a weighted residual formulation similar 
to Eq.(6) . Green's identity is discretized and combined with the 
streamline weighted residual statement at element levei. The 
element contributions are then assembled in tbe usual way. 

Given a 20--õomain n with boundary r , the problem 
consists in finding tbe temperature field T which: 

i) Satisfies the differential convection--õiffusion equatian within 
the domain i.e. 

(16) 

ü) Satisfies the imposed temperature and heat-flux conditions 
at the boundary : 

T - T 

aT -K Ori - q over r . 
q 

(17) 

(18) 

!'T and rq are non-overlapping parts of the boundary r . 
T and q are prescribed temperature and heat-flux data . n is the 
outward normal direction. 



ln the general case the exact solution T cannot be found 
in a closed form . Our approach here is to look for a discrete 
approximation which becomes closer to T as the mesh is refined. 
We use rectangular finite elements and the velocity is assumed 
constant within each element. With these approximations we 
rewrite Eq.(16) using 'local streamline coordinates' as shown in 
Figure 2. This figure also shows the streamlines SA and Ss 
passing through nodal points . 

3 
SA 4 ~ 

---1 5 ,.._....--

~!,-- - -'C--:'-r.-" 
-------------1 z. 

h= A3+1B 
2 

Figure 2. Local streamline coordinates. 

Eq.(16) is written element-wise as : 
aTa aTa ai 

pcpi);!IOs -Os (KOs ) -Os' (KOs') - Q (19) 

The similarity of equations (I) and (19) suggests the 
weighted residual statement: 

I [ aT a ai a aT ] I S~f pcpuOs--Os(KOs)-Os'(KOs') dS- S~fQ dS (20) 

The above statement generalises Eq.(6), previously applied 
in the 1D - context : If the 'lateral' flux KaTtas• is zero, Eq.(6) 
is recovered . 

We discretize Eq.(20) using linear interpolation to get : 

I · ar I · ~f[pc u aslds - ~f Q dS 
s p s 

( 21 ) 

~ and T are discrete counterparts of <I> and T , respectively . 

The function f is determined by Eq.(8) changing x, which 
is the streamline for the I D problem, by the coordinate s. The 
convective contributions are then determined as for the 
one--Gimensional case. The contribution to node 3 comes from 
integrating Eq.(21) over SA. Similarly, the comribution to node 
involves integration o ver Ss. As will be shown la ter, optimal 
results are obtained when A and B are coincidem with nodal 
points . 

We also use linear interpolation to discretize Green 's identity at 
element levei: 

I 
(a~ K ai + a~ K ar )dÜ _ J ~K ai dr 

ne Ox Ox dy dy re dn 
(22) 

Oe is the element area and r e is the element boundary. 

Equations (21) and (22) are then combined to give: 

0
e I · [ ar] I a~ ar h <l>f pcpuOs dS + <ax K Cíx 

s re 

+ a~ K ai )dO 
dy dy 

-:e Is ~f Q dS + Ire ~K ~ dr (23) 
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The factor Oe/h is introduced to give dimensional 
consistency. The length h is defined in Figure 2. 

lt is importam to note that ~ is a linear weighting function 
defined over the streamline, while q, is a bilinear weighting 
function defined over the element area. 

General Eauation for an Uniform Mesh 

For the sake of simplicity we limit the following analysis to 
a mesh composed of square elements and for an uniform velocity 
field . Without loss of generality the flow direction 8 is taken to 
satisfy 0<8<.-14. A general equation for an internal node (i,j) is 
assembled adding contributions from the four surrounding elements 
as shown in Figure 3. 

wi th: 

Cj-1,j-1 Ti-1,j-1 + Ci,j-1 Ti,j-1 + Ci+l,j-1 Ti+l,j-1 + 

Ci-1,j Ti-1,j+Ci,j Ti,j + Ci+1,j Ti+1,j + Ci-l,j+l Ti-1,j+l 

+ Ci,j+1 Ti,j+l + Ci+l,j+l Ti+l,j+l = Fi,j (24) 

Í-l,jtl 1.)+1 i1-IJJtl 

<±) @ 

i-1 , j l,j 

CD ® ~:-
i+l.j 

H,j -1 i.j-1 f+l~-1 

Figure 3 - Elements contributing to node i,j. 

The coefficients in Eq.(24) are given by : 

p 
P 2 2 I 

Cl-l,j-l-- 4 e ( 11+ I 2 )cos 8 tg8 - 3 

c -c -c -c -- 1 
l,j-1 l+l,j-1 l-l,j+1 l,j+1 3 

p 

p 2 2 1 
Cl-l,j- - 4 e (1 1+ 12 )cos 8( 1-tg8)-b 

p 

ci+I,J 
p -2 
4 e ( 11 

2 1 
12 )cos 8 (l- tg8)-b 

2 p p 
• Pcos 8 2 -2 8 

C;,J ----;r- [(1 1+ 12 )e - ( 11 - 12 )e ]~ 

p 
P -2 2 I 

cl+l,j+1- 4 e ( 11- 12 )cos 8 tg8 - 3 

p p 

f . . 
one 2 -2 

'•J -~(e ( j - ~ ) +e (j + ~ )] 

P - pcpuh/K 

4 
11 - p slnh(P/2) 

8 4 
12 - ~ slnh ( p/ 2) - - cosh(P/2) 

p p 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(3 1) 

(32) 

(33) 

(34) 



lt is interesting to analyse the behaviour of Eq.(24) as P...O 
(diffusive limit) and as P- (convective limit) . ln the first case 
Eq.(24) becomes the sarne discrete equation ooe would have 
obtained by applyiog the Galerkin method witb bilinear shape 
functioos. This result is important in order to show that the 
factor Oe/h makes the integration of the source term (over the 
streamline) consistent with the integration of the diffusive term 
(over the element area) . On the otherhand , as P is increased 
towards the convective limit, the eP/2 terms completely dominate 
over the remaining contributions. For large P only Ci-1,j-1• 
Cj 1 · C· · and F · · are non-neglegible . Some numerical 
diÍru5l~n lsl introdu2Jd if the temperatures TA and Ta are 
ioterpolated from nodal values CCj-1 ,j-1 and Ci-l,j ar~ 
simultaneously present). Nevertheless, provided the pomts A aod 
B are coincident with element nodes, either Ci-1 ,j-1 .or Ci-1,j 
vanishes . ln this case the inflow data is propagated m a 
'cbaracteristic-like • way without dissipation. With a sensible 
coostruction of the mesh good results can be expected even for 
high Peclet numbers. 

lt is interesting to note that Eq. (24) preserves the diagonal 
dominaoce property for ali range of P . This allows itera tive o r 
semi-iterative solutioo of the equation system and prevents 'wiggly' 
pa tterns to de velop. 

A Standard Problem 

The problem presented in [5] has beeo used to test the 
performaoce of the present algorithm in a highly convective 
situatioo (P=IOO). The example employs a IOxiO uniform mesh . 
Dirichlet boundary conditions are imposed as shown in Figure 4. 

r-o 

T=o 

T=O 

Figure 4. Test problem for large P. 

lt is clear that for large Peclet numbers the steep 
temperature profile specified at the inlet is propagated downflow. 
At the sarne time, the downflow boundary cooditions must be 
satisfied, which causes the formation of a boundary-layer. 

Although the mesh of 1 Oxl O elemeots is too coarse to 
capture the detailed features of the bouodary:layer, . the solutions 
achieved are oodally exact for 8=0 and 8=45 . Thts IS e.xpected 
since A and B are coiocident with element nodes for these 
aogles. For other flow directions some numerical diffusion is 
iotroduced due to interpolating TA aod T B· Accurate bounded 
solutions can be recovered, though, by modifying the mesh, taking 
into accouot the known flow field in order to reduce the 
interpolatioo errors. 

CONCLUSION 

An exponential function defined along the streamlines has 
been employed to modify the linear convection-diffusion differential 
operator. The modified operator is self-adjoint and the 'best 
approximation property' of the Galerkin method is regained for 
such problems. 

For one-dimensional flows the 'optimal' scheme (which 
leads to nodally exact results) has been achieved without using any 
adjustable para meter. 
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ln two-dimensional problems some numerical diffusion is 
introduced when the selected integration streamlines do not lie 
over element notes and interpolation is required. Nevertheless, by 
suitably defining the mesh these interpolation errors can be greatly 
reduced and accurate bounded solutions can be achieved even for 
high Peclet numbers. 

The resulting equation system preserves the diagonal 
dominance property. This prevents the development of unrealistic 
solutions and enhances the possibilities of using iterative solvers. 
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ABSTRACT 

Nurnerical transient one dimensional solutions of parallel and 
counter current heat transfer processes are obtained by the use of a 
finite element technique with arbitrary initial and inlet conditions. 
The results are verified with available in literature. 
The main features of the mathematical model is the use of the Galerkin 
finite elements method getting very satisfactory results in extremely 
low computation time. 

NOMENCLATURE 

A heat transfer surface (m2 ), 
c specific heat (Jjkg K) , 
L exchanger length (m), 
M mass of the tube bund~e (kg), 
S flow cross section (m ), 
T temperature (K), 
t time (s), 
u fluid velocity (mjs), 
z longitudinal coordi~ate (m), 
p fluid density (kgjm ), 
~ time step (s). 
subscripts 
a primary fluid, 
b secondary fluid, 

lower node of a finite element, 
s upper node of a finite element, 
w wall. 

INTRODUCTION 

Since many decades heat exchangers have 
been investigated (mainly for steady state 
and effectiveness purposes), but the analyses 
concerning their transient behavior are not 
assessed, even if recently a paramount 
interest is born in this field. ln fact the 
knowledge of transient temperatures of fluids 
leaving heat exchangers is essential for 
process control strategies, ma i nly in 
advanced heat transfer applications 
(industrial plants, chemical processes, 
energy saving, heat recovery) , where the 
systematic use of automatic control devices 
requires a deep knowledge of the working 
conditions. 
Parallel and, mostly, counter current heat 
exchangers are extensively used in many 
fields of therrnal engineering, and in 
fundamental heat transfer theory, their 
analysis constitutes a well known masterwork. 
The mathematical solution of the steady state 
problem is simple and quite defined, while a 
general analytical solution for the transient 
problem is not obtainable, due to the 
complexity of the governing equations 
(temperature dependence of the physical 
properties and heat transfer coefficients, 
arbitrary initial and inlet conditions, 
presence of split boundary conditions for the 
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counter current exchanger) . 
The most general analytical solution was 
obtained by Jaswan and Smith (1], with 
severa! simplifying hypotheses, but it is 
given in forrn of complicated series requiring 
very high computing time. 
Romie (2] presented an exact solution for 
parallel flow units with inlet step change 
including the effect of the core therrnal 
capacitance, but restricted to gas-to-gas 
heat exchangers, or to situation s in which 
the two fluid velocities are equal. 
Li [3] proposed analytically the step 
response of the parallel flow unit, but 
neglecting the core therrnal capacitance and 
assuming infinite core therrnal conductivity. 
It is strange to notice that the 
investigation of cross-flow heat exchangers 
(whose two dimensional design seems to be 
more complicated) allows to deduce general 
analytical solutions (4], while parallel and 
counter flow units (whose design is one 
dimensional) are not yet provided of exact 
general solutions in literatura. 
Hence, at present, the general tr.l TJS i.ent 
solution for parallel and counter flow heat 
exchangers can be obtained only numer ically 
(5-6]. All the numerical solutions ava ilable 
in literature are based on the finite 
difference methods, the cell or lumped 
parameter model, the method of 
characteristics. 
The purpose of this papers is to presents a 
quite general numerical transient solution, 
for parallel and counter flow heat 
exchangers, resorting to the finite element 
method. This procedure allows to obtain a 
very fast convergence for the solution of 
energy balance equations, providing the 
transient longitudinal profile of the fluid 
temperatures and the two dimensional 
temperature distribution in the core 
separating the two streams. 

ASSUMPTIONS ANO FORMQLATION 

The following analysis is concerned 
with a direct transfer type, single pass and 
straight tube heat exchanger, having walls 
separating the two fluids streams. Stream a 
flows in the shell side, stream b in the tube 
side. The theoretical model is based on the 
classical usual assumptions: 



- the exchanger shell or shroud is adiabatic, 
- no heat is generated, 
- no heat is conducted in the axial 
direction, 
- the fluids are single phased and 
incompressible. 
Inlet temperaturas are allowed to be time 
dependent, the heat transfer coefficients are 
deduced by the suitable correlations (Dittus­
Boelter [7) for the tube side, Weismann [8) 
for the shell side) and can be comprehensive 
of fouling. 
Three partial differential equations are 
required to define the behavior of the 
exchanger. An energy balance on an elemental 
length of the tube gives the two equations 
for the fluids: 

o ( 1) 

o (2) 

The fluid a is flowing following the 
direct ion of the longitudinal coordinate z, 
while, in Eq. (2), the sign + (-) refers to 
parallel (counter) current processes. 
The third energy balance equation, providing 
the wall temperaturas appearing in Eqs. (1-
2), is given by the Fourier equation for the 
exchanger core (supposed to be a circular 
tube with azimuthal symmetry): 

o (3) 

The inlet conditions related to the Eqs. (1-
2) are: 

T
8

(0,t) 
Tb(O,t) 

Tb(L,t) 

for parallel 
current process (4) 
for counter current 

process 

The initial temperatura profile is quite 
arbitrary for the exchanger core and fluids. 

SOLUTION BY THE FINITE ELEMENT HETHOD 

The numerical approach is based on the 
residual method for the longitudinal 
coordinate, resorting to an implicit method 
for the time independent variable. 
The Eqs. (1-3), related to only one radial 
element, must be assembled together to all 
other elements at the sarne axial coordinate, 
impos ing the continuity of temperatura at 
every nodal interface between adjacent 
elements. 
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The Eqs. (1-3) can be rewritten in the matrix 
form: 

k T + r T' + c t o (6) 

where k, r and c are square matrices, whose 
elements are respectively the terms of Eqs. 
(1-3), row by row, and Tis the vector whose 
elements are the temperaturas of fluids and 
wall, T = (T ,T ,Tb) . 
In this scheiat1zation the axial trend of 
temperaturas in both the fluids and in the 
wall, is assumed to be a linear combination 
of the temperaturas at the nodes, weighted 
through the linear shape functions: 

with j=a,w , b 

being: 

z - z z - zi 5 
Ni N5 

z - zi z5 - zi 5 

[ gi 
o o N5 o o 

N ~i o o N5 o 
Ni o o N5 

In order to make discreet the system of Eqs. 
(6), the residual Galerkin method is applied 
obtaining: 

o r 

o 

where NT is the transpose of the matrix N, 
while the elements of the matrix B are the 
spatial derivativas of all the elements of 
the matrix N. 
The Eq. (8), in matrix form, read as: 

(7) 

(8) 

(9) 



where the matrices k', r' and c' are the 
results of integration and algebraic 
operations on the Eq. (8). 
The Eq. (9), assembled all over the length of 
the heat exchanger, taking account of the 
continuity of the temperatures at the 
interface of adjacent axial elements, are 
written as 

(K+R)TE + CTE = O 

where T is the vector of the three 
tempera~ures Ta, Tw and Tb at every node 
along the z-ax1s. 

(10) 

Such a system of nonlinear differential 
equations is easily solved through an 
implicit method, which allows to obta i n a 
very satisfactory convergence and stability 
of the numerical solution by an appropriate 
choice of the constant 8: 

[C + ll(l-8 ) (K+R) JTE(t+e) 

[C+ li8(K+R)]TE(t) (11) 

In the Eq. (10), the coefficient of the 
unknown vector TE(t+ll) depends on the vector 
itself, for this reason the solution is 
obtained through an iterative procedure. 

RESULTS 

The numerical solution for parallel and 
counter current heat exchangers provides the 
transient temperature distributions inside 
the whole transfer zone. 
For counter flow heat exchangers the 
validation of the solution is performed 
through comparison to the numerical (explicit 
finite difference) solution proposed by Romie 
[10]. 
As previously discussed, this finite 
difference solution is obtained only for the 
step response, while the finite element 
solution here presented is quite general. 
The dimensionless results are plotted in 
Figures 1-2, they are not distinguishable by 
the prediction obtained by Romie (see Figure s 
3-4 in [5]). 
For parallel flow heat exchangers, the 
validation is performed through the transient 
analytical solution obtained by Li (3], 
restricted to the step response with 
negligible thermal capacitance of the 
exchanger core. 
The numerical predictions are plotted in 
Figures 3-4; in this case too the analytical 
results are coinciding (see Figures 6-7 in 
[ 3]) • 
It can be aim of more specific work to 
investigate and emphasize the different 
particular application relevant to industrial 
practice, which can be characterized by 
governing parameters varying in a wide range 
and by the most different inlet 
perturbations. 
What is worth to point out is the capability 
of the solution here proposed to simulate any 
transient response of straight tube heat 
exchangers, with any kind of fluid, for any 
initial and boundary conditions. The 
numerical method has no problem of 

1. 0 

,;. 
t'aoo 

0 . 8 

0 .6 

0 . 4 

0 . 2 

o 
o 0 . 5 1.0 1 .5 {} 2 .o 

Figure 1 - Step response of the primary fluid tempera­

cure , in the counterflow process. For the 
nomenclature see Reference 5 . 
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1. 0 

,;b 
t'boo 

0 . 8 

0 . 6 

0 . 4 

0. 2 

o 
o 

E= R= 1, V=O 

0 . 2 0.4 0 . 6 0 . 8 {} 1.0 

Figure 2 - Step response of the secondary fluid tempera­
cure , in the counterflow process . For the 
nomenclature see Reference 5 . 

convergence and the predictions are obtained 
in a very short CPU time on a medium size 
computer. 
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Figure 3 - Step response of the dimensionless tempera­
cure of both fluids, in the parallel flow 
heat exchanger. For the nomenclature see 
Reference 3 . 
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Figure 4 - Step response of the dimensionless tempera ­
cure of both fluids, in the parallel flow 
heat exchanger. For the nomenclature see 
Reference 3. 
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RESUMO 
É analisado o problema de convecção natural no interior de co l etores sol ares 

concentradores com absorvedores cilindricos , através da resolução numerica das equ~ 
çÕes de conservação . Foi utilizado o método de elementos finitos para se determinar 
o nÚmero de Nusselt médio no absorvedor em função do nÚmero de Grashof e do ângulo 
de inclinação da cavidade. Os resultados podem ser correlacionados por uma equação 
na forma Nu= c (Gr . Pr)n, onde c e n são parâmetros que dependem do ângulo de inclina­
ção da cavidade . 

INTRODUÇÃO 

A sol ução de problemas de convecçao natural lami 
nar em cavidades confinadas tem particular interesse no 
campo da engenharia. Entre as várias aplicaçÕes , é de 
particular interesse o estudo da convecção natural nos 
cole tores solares concentradores , visando o aprovei t~ 
menta de energia solar . A maioria dos trabalhos que tr~ 
tam dos coletores concentradores são relativos a proj~ 
to e estudo Ótico, sendo raros os trabalhos que estu 
dam a convecção natural . 

O presente trabalho tem como objetivo o estudo 
teÓrico da convecção natural , bidimensional em regime 
permanente para o coletor da Figura 1 , e obter e rela 
ção entre o coeficiente de transferência de calor médio 
em função dos parâmetros térmicos e geométricos do con 
centrador . 

Figura 1. Geometria do problema . 

O coletor concentrador da Figura 1 é constituido 
de duas superficies isotérmicas e duas superficies is~ 
ladas . A superficie s1 é mantida na temperatura quente 
Th , a superficie s2 é mantida na temperatura fria Te , 
e as superficies S3 são isoladas . 

As equaçÕes para construção da geometria dos re 
fletores da figura 1 foram obtidas de Zaparoli [1]. 

Abdel- khalik e outros [2) foram os primeiros a es 
tudar a convecção natural no interior de coletores co~ 
centradores com absorvedor plano. Na análise teÓricabi 
dimensional eles utilizaram o método de elementos fini 
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tos . Foram considerados como parâmetros , ofator de con 
centração (C) variando de 2 a 10 , o fator de truncamen 
to (Tr) 1/3 , 1/2 e 1 , nÚmero de Rayleigh de 2 x 103 ; 
1 , 3 x106 e o ângulo de inclinação (a) fixado em zero 
grau. Não foram realizadas medidas experimentais para 
comparação com os resultados teÓricos . 

Iycan e outros [3 ,4 ) apresentaram um estudo teó 
rico e experimental de convecção natural numa cavidade 
trapezoidal , com os refletores planos formando um âng~ 
lo de 30 graus . O estudo teÓrico feito por Iycan e ou 
tros [3) considerou escoamento bidimensiona l e utilizou 
o método de Galerkin para resolver as equaçÕes de con 
servação . Considerou o nÚmero de Ray l eigh variando de 
1 , 24 x 103 a 2 , 71 x 1c6 , o ângulo de i nclinação de 0° a 
180° e o nÚmero de Prandtl 0 , 71 . Iycan e outros [ 4) 
apresentaram um estudo experimental , onde o nÚmero de 
Rayleigh variou de 2 x 103 a 5 x 107 , o ângul o de inc l i 
nação de 1800 e de oo a 90° , com 150 de incremento . A 
relação entre o nÚmero de Nussel te o nÚmero de Ray l eigh 
foi apresentada por uma equação na forma Nu = eRa~ o~ 
de c e n são parâmetros que dependem do ângulo de incl~ 
nação a . Os resultados teÓricos e experimentais , no g~ 
ral apresentam boa concordância , entretanto , parapequ~ 
nos ângulos de inclinação o desvio é grande . 

Meyer e outros [ 5) apresentaram um estudo teÓrico' 
e experimental de convecção natural no interior de ca 
vidade trapezoidal . Na análise teÓrica foi utilizado o 
método de elementos finitos . Foi estudado o efeito do 
número de Rayleigh, do fator de concentração e do âng~ 
lo de i nclinação sobre o nÚmero de Nussel t . O nÚmer o de 
Ray1e i gh variou de 103 a 107 , o ângulo de i nc linação 
de 30° a 90° , o fator de concentração 2 , 3 , 4 e 5 . Os r~ 
sultados podem ser bem representados pel a equação Nu = 
= c1 [c os ( a - c2) ) n1 Ran2 , onde c1 , c2 , n1 e n2 são par~ 
metros dados em [5], os quais dependem do fator de co~ 

centração . 
Menon [ 6) e Menon e outros [ 7) apresentaram um e~ 

tudo teÓrico e experimental de convecção bi dimens i ona l, 
em regime permanente num coletor concentr ador com abs oE:_ 
vedar plano . Na análise teÓrica foi uti l izado o mét odo 
de elementos finitos . Os resultados teÓricos foram apr~ 
sentados para fator de concentração de 2 a 10 , fator de 
truncamento de 0 , 3 a 1 , ângulo de inclinação medidos a 
partir da horizontal variando de 0° a 180° , nÚmero de 
Grashof de 2 x 104 a 3 , 5 x 106 e nÚmero de Plandtl O, 71. 
Os resultados teÓricos e experimentais apresentam boa 
concordância para ângulos de 300 a goo . Para ângulos 



entre 300 e ao foi apresentada uma equação baseada nos 
resultados experimentais, já que os resultados experi­
mentais e teÓricos não apresentam boa concordância . 

No presente trabalho o método de elementos fin~ 

tos foi utilizado para solução das equaçÕes de conserv~ 
çào . Os resultados teÓricos consideram ângulo de incl~ 
nação de ao a 90°, fator de concentração 3,64 , fator de 
truncamento 0 ,5, nÚmero de Prandtl 0,733 e numero de 
Grashof entre 105 e 106 . O nÚmero de Nusselt médio do 
absorvedor foi determinado como função do numero de 
Grashof e do ângulo de inclinação . 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Considera-se o escoamento em regime laminar , nao 
permanente , bidimensional e incompressivel, sem dissip~ 
ção viscosa e sem efeitos de compressibilidade e com as 
propriedades do fluido como constantes, exceto a densi 
dade nos termos de empuxo. 

No sentido de generalizar a solução numérica do 
problema são definidas as seguintes variáveis adimensio 
nais. 

X = x/H , Y = y/H, U = uH/u, V = vH/u , 

p = pH2/pu2 , T _ Vl -HZ e= (T-T0 )/(Th- T0 ), 

Pr ~Cp/K, Gr = g6(Th- Tc)H 3/u2. (1) 

As definiçÕes de função corrente evorticidade sao 
introduzidas respectivamente pelas seguintes relaçÕes: 

u ~ 
ay ' v a ii -ãX (2) 

w av au 
ãX-ãY (3) 

Observando as definiçÕes de função corrente (2) , 
vorticidade (3) e das variáveis adimensionais, o probl~ 
ma em questão é estabelecido pelas equaçÕes de continu~ 
dade, quantidade de movimento e energia , na seguinte for 
ma: 

a2"' a2"' 
ãi(7 + ijY1 = -w ' ( 4 ) 

a2w a2w ai> aw al(l aw Gr -ª.2 
w + iiY1 + ãX ãY - ãY ãX + 2 cos " ax 

Gr ae aw 
- - sena - = -

2 ay a, (5) 

Superficie isolada (S3) : ~=O 

Contorno (S 1+S 2+S 3) : 11! =O 

ww = -

a ii 
ãn 

21jlo 
í'>n) 2' 

o • 

onde ww representa a vorticidade no contorno e wo 
lor da função corrente , distante ón do contorno . 

MÉTODO DE SOLUÇÃO 

(9) 

( lO ) 

e va 

O sistema de equaçoes (4 ) a 6), juntamentecom as 
condiçÕes de contorno (7) a (10) , foram resolvidas usa~ 
do o método de elementos fin1tos. Detalhes da solução 
numérica sâo apresentados por Nascimento [ 8]. 

O nÚmero de Nusselt médio no absorvedor definido 
como Nu = hH/K , onde h é o coeficiente médio de convec 
çào , pode ser calculado pela equação: 

Nu ~ r 1 ael 
SI Js I- 2 m SI dS . (11) 

RESULTADOS 

Foi desenvolvido um programa computacional para 
calcular o nÚmero de Nusselt médio em função do numero 
de Grashof, do nÚmero de Prandtl e do ângulo de inclin~ 
ção do concentrador. A Figura 2 mostra amalha deelemen 
tos finitos com 392 elementos usada para a solução. 

Figura 2 . Modelo da malha utilizada . 

As figuras 3 e 4 mostram as distribuiçÕes da fu~ 
çao corrente e da temperatura adimensional no in terior 

1 [a 2e a2e] aw ae a>~J ae ae 
?r w+ãYZ +axãY-ãYax=ãT 

(6) da cavidade , considerando Gr = 105 , Pr=0 , 733, Tr=0 ,5, 
C = 3,64. Nas figuras 3 e 4 consideram-se respectivame~ 

te " = 0° e " = 30° . 
As equaçoes (4), (5) e (6) formam um sistema de 

equaçoes diferenciais não lineares e acopladas em termos 
da função corrente , temperatura adimensional e vortic~ 
dade , sujeitas as seguintes condiçÕes de contorno , refe 
ridas à figura 1: 

Superficie isotérmica quente (S
1

): e 1 , (7) 

Superficie isotérmica fria (s 2 ) : e -1, (8 ' 
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A figura 3 mostra que para" = 0° , o escoamento 
tem duas células convectivas simétricas em relação ao 
eixo Y e na figura 4 para" = 30°, o escoamento é assi ­
m~trico com uma ~nica c~lula convectiva . 

A Figura 5 apresenta o nÚmero de Nusselt médio na 
superficie quente em função do nÚmero de Grashof de 
105 a 106 , para ângulos de inclinação de 0° , 300 , 60o e 
900 , nÚmero de Prandtl 0 ,733 e fator de truncamento0 ,5 . 

O nÚmero de Nusselt médio da Figura 5 podem ser 
correlacionados pela seguinte equação : 



tbl e 

Figura 3. (a) Distribuição da função corrente , (b) Dis­
tribuição de temperatura adimensional, para 
Gr = 105; Pr= 0,733; Tr =0 ,5; C=3,64; o.=0°. 

Nu para (12) 

onde c e n são parâmetros dados na Tabela l em função 
do ângulo de inclinação 

Tabela 1. Parâmetros da equaçao (12) . 

(), ao 30° 60° 90o 

c 0 , 0925 0 , 2739 0 ,3395 0 ,1677 

n 0 , 3788 0 , 2706 0,2598 0 ,3129 

CONCLUSÕES 

O método de elementos finitos foi utilizado para 
estudar a convecção natural no interior de um coletor 
concentrador com a absorvedor cilindrico totalmente ilu 
minado. 

193 

Figura 4. (a) Distribuição da função corrente, (b) Dis­
tribuição de temperatura adimensional, para 
Gr=105 ; Pr=0,733; Tr=0 , 5; C=3,64;o.=30o . 

20r-----------------------------------------~ 

Nu 

tO 

9 

11 

7 

6 

Pr •0.733 
c. 3 .64 

Tr • 0,5 

41Lo~5------------~2--------3L---~4~--~.---L--L--L~_J 
" 6 7 11 9 106 

Gr 

Figura 5. NÚmero de Nusselt médio versus 
numero de Grashof . 



Os resultados do numero de Nusselt médio foram 
apresentados para ângulos de inclinação de O, 30 , 60, 

90 graus e nÚmero de Grashof de 10 5 a 106. Se verifica 
que o nÚmero de Nusselt mÍnimo, que corresponde a mi 
nima perda de calor, ocorre para ângulo de 90 graus com 
105 ~ Gr ~ 1,8 x 105 e para ângulo de 30 graus com 
1,8 x 105 ~ Gr ~ 106. 
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ABSTRACT 

Convecção 
Absorvedor 
EFEI, Ita 

The problem of internal natural convection of so­
lar collector concentrator with cylindrical absorber, is 
analysed through the numerical solution of the conserv~ 
tion equations. The method of finite elements has been 
used to determine the average Nusselt number in the 
absorber which is a function of Grashof number and the 
inclination angle of the cavity. The results may be cor 
related by an equation of the form Nu = c(Gr.Pr)~ wher; 
c and n are parameters that depend on the angle of in 
clination of the cavity. 
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RESUMO 

~ feito um estudo experimental análogo ã transferência de calor por convecçao na 
tural num canal vertical constituÍdo por duas placas planas paralelas sendo uma isotér 
mica e outra adiabática. Os resultados apresentados foram obtidos utilizando-se a ana 
logia existente entre os processos de transferência de calor e massa. Neste trabalho~ 
em particular, utilizou-se a técnica de sublimação de naftaleno. Os resultados obtidos 
sªo apresentaaos na forma do número de Sherwood médio versus o parâmetro (b/~)GrmSc. 
Sao descritos o procedimento e a metodologia experimental utilizada, bem como as prin 
cipais dificuldades encontradas. -

INTRODUÇÃO 

Com base na analogia existente entre o pro cesso de 
transferência de calor e o processo de transferência de massa 
ê possível avaliar coeficientes de transferência de calor 
através de resultados experimentais obtidos com a trans 
ferência de massa. 

A técnica de sublimação de naftaleno tem sido uti 
lizada com sucesso em experimentos com convecção força 
da. Diversos trabalhos nesta linha foram realizados pÕ 
dendo-se citar, a titulo de exemplo, os trabalhos de 
Fernandes e Saboya [1 e 2] e Saboya e Saboya [3]. 

Por outro lado, poucas tentativas foram feitas no 
sentido de adaptar esta técnica ã problemas de convec 
ção natural valendo, entretanto, citar os trabalhos de 
senvolvidos por Bahrami e Sparrow [4] e por Kaminski [sr. 

A primeira dificuldade, bastante visível, reside 
no fato do escoamento de convecção natural ser extrema 
mente dep~ndente das con~i~Ões ambientai~ e de eventuais 
perturbaçoes dessas cond1çoes . Tal fato e agravado pela 
necessidade de um perfeito controle das condiçÕes ambi 
entais por um longo intervalo de tempo a fim de promÕ 
ver um "desgaste" da placa de naftaleno compatível com 
a precisão dos instrumentos de medida. 

Para o escoamento de convecção natural as condi 
çoes dinâmicas do escoamento são determinadas pelo nu 
mero de Grashof (Grm) definido, por exemplo, como 

Grm (1) 

onde g ê a aceleração da gravidade local, Pê massa es 
pecÍfica da mistura ar e naftaleno, p é a concentra 
ção de vapor de naftaleno adjacente ãn~laca, b ê a aber 
tura do canal e ~ ê a viscosidade dinâmica da mistura 
ar e naftaleno. 

Como a concentração do vapor de naftaleno depende 
exclusivamente da temperatura da superfÍcie da placa de 
naftaleno, observa-se a possibilidade de variar o nÚme 
ro de Grashof e, portanto, as condiçÕes dinâmicas do es 
coamento , através da variação da temperatura do sÓlidO, 
ou seja, do prÓprio ambiente, já que a placa de naftale 
no tem que estar em equilÍbrio térmico com o ambiente~ 
para que ocorra unicamente o fenômeno de transferência 
de massa. Uma outra possibilidade de variação do número 
de Gra~hof consiste na variação do parâmetro b. Dessa 
forma, variando-se convenientemente a temperatura ambi 
ente, de 26 oc ã 35 °C, e a abertura do canal, de 9,0 
mm ã 33,0 mm foi possível estudar a região compreendida 
entre a entrada do canal e àquela próxima do escoamento 
completamente desenvolvido, isto ê, 6 < (b/~)GrmSc< lOOO. 
Essa faixa de estudo corresponde ao regime de escoamen 
to laminar entre as placas. 

APARATO EXPERIMENTAL 

Com o objeti.vo de simular , com precisao, o exper~ 
menta com transferência de massa construiu-se um apara 
to experimental que pode ser dividido em 4 partes . sãõ 
elas: câmara primária (CP), câmara secundária~S), dis 
positivo de teste (DT) e placa de naftaleno (PN). 

A CP consistiu do prÓprio recinto do laboratório 
cujas dimensÕes eram de 4,7 m x 4,9 m x 3,6 m. Nessa câ 
mara era fei to o controle da condição de temperatura 
através de um conjunto de 10 resistências elétricas. 

No interior da CP situavam-se a CS e todos os equi 
pamentos necessários ã realização dos experimentos exce 
ção feita ao sistema de leitura de temperatura que foi 
instalado numa sala ao lado, devido ao nível de temper~ 
tura atingido na CP. 

A CS tinha por objetivo assegurar, tanto quanto 
possível, as condições ideais ã realização dos expe~i 
mentes, quais sejam : ausência de correntes de convecçao 
induzidas por gradientes térmicos e rigoroso controle de 
temperaLura. 

A CS foi construÍda em madeira, possuindo isola 
mente térmico de lã de vidro (0,25 m de espessura).Suas 
dimensões internas eram de 1,0 m x 1,0 m x 1,5 m, sendo 
revestida internamente com placas de alumínio (1,0 mm 
de espessura) e, externamente, com madeira compensada 
(0,01 m de espessura). A finalidade do isolamento ter 
mico foi de tornar as condiçÕes internas as mais esta 
veis possíveis evitando, assim, que uma perturbação de 
temperatura na CP afetasse a temperatura interna da CS, 
ou seja, o isolamento térmico possibilitava a correção 
da temperatura da CP antes que a temperatura da CS fos 
se afetada. Sendo a CS um ambiente confinado, suas di 
mensÕes devem ser de tal ordem a não possibilitar que a 
massa sublimada ao longo de uma corrida (50 mg, em mê 
dia) não altere, significativamente , a concentração de 
naftaleno no seu interior a qual, por hipótese, ê consi 
derada nula. Nos CapÍtulos 4 e 5 de [6] ê feita uma anã 
lise da influência desse efeito sobre os resultados ob 
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tidos. 
O DT tinha por finalidade propiciar um 

suporte ã placa de naftaleno, bem como prover 
adequado 

um adequa 
DT devia do ajuste da abertura do canal. Alem disso, o 

possibilitar uma rápida montagem e desmontagem do canal 
de modo a minimizar a perda de massa durante o referido 
processo. A Figura 1 ilustra o DT. 

O DT era fixado a um suporte horizontal disposto 
no interior da CS, através da mesa (1). As guias late 
rais (6) tinham por finalidade prover um adequado ali 
nhamento ã parte móvel da morsa (2), quando da sua aber 
tura. O valor máximo para o desalinhamento entre as pla 
cas apÔs a abertura do canal (medido nos cantos superiÕ 
res e inferiores das mesmas) era de cerca de 2%, relati 
vamente ao valor media, ou seja, o prÓprio b utilizadÕ 
no processo de redução de dados. 



ACRÍLICO 

2 50 MM 150M m 

Figura l. Componentes básicos do 
dispositivo de teste 

• 
~ 

Os suportes de duralumínio (3) perm1t1am, além da 
fixação das placas de naftaleno e de madeira (4), que o 
canal ficasse a uma certa distância da morsa evitando, 
assim, uma obstrução não desejável ao escoamento . Com o 
objetivo de fornecer uma melhor vedação durante a fase 
inicial do exper imento interpôs-se, entre a placa de ma 
deira e a de acrÍlico, uma fina camada de espuma . A mo 
vimentação da morsa era feita através do eixo (5) que li 
gava o f uso da morsa à parte externa da CS. Dessa form~ 
a dis t ância entre placas (b) era facilmente ajustada, 
através de marcas previamente feitas neste eixo. A fim 
de evitar os efeitos de borda, no escoamento entre as 
placas, obstruiu- se as extremidades laterais do canal 
(7). 

Essa oonfiguração do DT permitia uma facil montagem 
e desmontagem da placa de naftaleno por ocasião da real i 
zação da corrida, visto que a mesma é apenas encaixada 
no DT, (8). O DT permitia também a realização de experi 
mentos objetivando simular o problema de convecção natu 
ral em uma placa plana vertical bastando, para tanto~ 
tornar máxima a abertura do canal (5 , 5 cm) . 

O fator determinante do dimensionamento da placa 
de naftaleno (PN) foi a capacidade máxima da balança de 
precisão disponÍvel (0,2 kg) . Em media cada placa pesava 
0,185 kg e suas dimensÕes eram de 0 , 08mxO,ll6mxO,Olm . 

O naftaleno utilizado nos experimentos foi obtido 
aparti r da des tilação de naftalina comercial. Em [6] é 
feita uma descrição detalhada do processo de destilação 
do naftaleno assim como do molde e processo de fundição . 

CONTROLE DE TEMPERATURA 

O nível de t emperatura alcançado no interior da 
CP era função do número de resistências eletricas acio 
nadas, sendo essa relação obtida de modo aproximado~ 
através de experimentos auxiliares. Com a finalidad e de 
possibilitar um controle mais pr eciso do nÍvel de tem 
peratura fez-se com que duas dessas resistências tives 
sem suas potências variáveis, de O à 800 Watts, através 
de um regulador de tensão. 

A leitura das temperaturas era realizada através 
de um termômetro digital que, juntamente com um seletor 
de canal, permitia selecionar o ponto no qual deseja 
va- se medir a temperatura . A Figura 2 mostra uma vista 
em cor t e da CS ilustrando o posicionamento dos termopa 
res (Cu-Co de 0 , 84 mm de diâmetro). -

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

O procedimento exper imental era iniciado na noite 
anterior à rea lização da corrida quando a placa de naf 
taleno, embrulhada em papel aluminizado, era colocada 
no interior da CS, a fim de permitir que na manhã cor 
respondente a realização da corrida a mesma estivesse 
em equilÍbrio térmico com o meio. Nessa fase , era tam 
bem acionado um ventilador com o objetivo de homogenei 
zar a temperatura da CP . -
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Figura 2 . Posicionamento dos 
termopares da CS 

Por ocasião do início da corrida efetuava- se a pe 
sagem da placa e sua instalação do DT . Feito isso, fe 
chava-se o DT até que a placa de naftaleno encostasse a 
placa de acrílico evitando sua sublimação durante o pe 
rÍodo subseqUente do procedimento experimental . ApÕs is 
so, eram instaladas as tapagens laterais do canal . -

Decorrido o intervalo de l hora (necessário para 
estabilização das condiçÕes internas da CS) procedia -se 
a abertura do DT utilizando-se o eixo que ligava o fuso 
da morsa à CP . Durante a corrida, que durava de l a 4 
horas, era feito um rigoroso contro l e de temperatura da 
CP. Esse controle era baseado na leitura, a cada inter 
valo de lO minutos, dos lO termopares most rados na Fí 
gura 2. 

REDUÇÃO DE DADOS 

Com a finalidade de fo rnecer os resultados na for 
ma adimensional definiu-s e o número de Sherwood médio 
(Sh), análogo ao número de Nusselt médio, na forma: 

Sh = k b 
D ' 

(2) 
n 

onde b e a abertura do canal, Dn é o coeficiente de di 
fu são do naftaleno no ar , definido pela relação 

D = 1!.... (3) 
n Se ' 

sendo ~ a visco s idade cinemática da mistura ar e nafta 
leno e Se o aúmero de Schmidt (Sc=2,5) . k representa Õ 
coeficiente médio de transferência de massa, definido, 
como 

k 11 (4) 
A (pnw- pnoo) 

onde M e taxa de transferência de massa, A é a ãrea su 
perficial da placa,~pQw é a concentraçã~ de vapor ~e 
naftal eno na superf1c1e da placa e Pnoo e a concentraçao 
de vapor de naftaleno no meio . 
Portanto : 

Sh = M b - (5) 

. ~Na obtenção ~a equação (5) considero~-se Pnoo =O, 
1sto e, concentraçao de naftaleno nula no 1nter1or da 
cs. 



A taxa de transferência de massa foi determinada 
divid i ndo-se a variação de massa da placa (ôM) pelo in 
t ervalo de tempo (ôt) da corrida . Na determinação de fiM, 
foram descon t adas as perdas de massa decorrentes de fa 
lhas na vedação durante a fase inicial do experimento 
(cer ca de 2, 0 mg) , bem como a que ocorria durante ades 
montagem , pesagem e montagem da placa (cerca de 2 , 5 mg). 

A concentração de vapor de naftaleno na superfíci 
c i e da placa (Pnwl era obtida utilizando-se a eguaçãO 
ger a l dos gases perfeitos , juntamente com a relaçao de 
Sogi n [7], sendo esta Última apresentada a seguir 

13 564 - 3729,4 
' T 

(6) 
w 

onde Pnw ê a pressão de vapor de naftaleno em [N/m2J e 
Tw temperatura da placa em [K]. 

Da equação de estado dos gases perfeitos 

p 
nw 

&r 
n w 

(7) 

onde Rn ê a constante de gás do naftaleno. 
O parâmetro adimensional utilizado para correla 

cionar o número de Sherwood médio foi o parâmetro (b/~) 
Grm Se, onde ~ representa o comprimento do canal, ou se 
ja , o comprimento da placa de naftaleno. 

APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Como forma de se validar a aplicação da técnica de 
sublimação de naftaleno ã experimentos de convecção na 
tural iniciou-se com a simulação do problema de convec 
ção natural em uma placa plana vertical isotérmica . Ou 
tro objetivo desse procedimento foi o de aferir as con 
diçÕes do aparato experimental utilizado, bem como dÕ 
procedimento experimental. 

Até que fossem obtidos resultados satisfatórios e 
confiáveis foi necessário a realização de cerca de 30 
experimentos. Nessa fase foram feitas modificaçÕes no 
aparato e procedimento experimentais a fim de melhorar 
a qualidade e confiabilidade dos resultados obtidos . 

Os resultados experimentais obtidos para o proble 
ma de convecção natural em uma placa plana vertical apre 
sentaram um erro médio da ordem de 14%, relativamente 
aos previstos teoricamente, [8] . Uma possível explica 
ção para essa ocorrência seria a existência de correntes 
de convecção natural no interior da CS induzidas por pe 
quenos, porem, quase sempre existentes gradientes de tem 
peratura no seu interior . Vale ressaltar que, apesar d~ 
placa plana vertical ser a geometria mais simples para 
efeito de análise teórica e para montagem do aparato ex 
perimental ê também a mais susceptÍvel ã ação de corren 
tes de convecção induzidas por gradientes térmicos. -

A partir dos resultados obtidos para a placa pl~ 
na ve r tical iniciou- se a simulação do problema de con 
vecção na t ural em um canal vertical . 

A Figura 3 apresenta os resultados 
obtidos para o número de Sherwood médio , 
parâmetro (b/~)GrmSc . 

experimentais 
em função do 

A fim de melhor apresentar os resultados experi 
menta i s ob t idos foi determinada, através do Método dos 
MÍn imos Quadrados , a equação que melhor descreve esses 
resultados , sendo da forma 

Sh = 
12

1 L {1 - exp [221,22 ~- 47,75 L- 7 ,69)}, (8) 

onde L= [(b/~)GrmSc]- 1 • 
Foi observado um erro médio , relativamente aos re 

sul t ados previstos teoricamente ([9] e [10]) , de 8%. 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

Pelo fato do escoamento de convecção natural ser 
extremamente dependente das condiçÕes ambientais e de 
eventuais perturbaçÕes dessas condiçÕes e, consideran 
do- se ou t ros resultados experimentais obtidos para si 
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tuaçÕes envolvendo convecção natural ( [ 4] , [11] e [12] , 
por exemplo ) conclui-se que os r esultados obtidos foram 
sat isfatórios. 

- CURVA TEÓRI CA 

_, 
I 03~~--~~ILO~,--~(Lb/_I_)•G-r•m~S•c~~IO~l;-~--~~~~~1~0 .. 1 

Fi~ura 3 . Variação do númer o de Sher wood 
médio com o parâme t ro (b/~)GrmSc 

Deve-se ressalta r con t udo que , t ão impor tante quan 
to os resultados apresentados , f oram a s conc lu sÕes obti 
das a respeito de qual seria a me l hor configur ação dÕ 
aparato experimental como t ambém do melhor procedimento 
experi mental. 

Conforme j á citado, a provável exi s t ênc ia de cor 
rentes de convecção , induzidas por gradientes térmicos~ 
no interior da CS devem ter sido as pr i nc ipais responsá 
veis pelos erros verificados vis to que de acordo com Õ 
Apêndice C de [6], onde ê feita uma análise de incert~ 
zas na obtenção de SK e (b/~)GrmSc , nas s ituaçÕes mais 
desfavoráveis ê de se esperar um err o aleat ór i o de 2 ,0% 
para o número de Sherwood médio e de 1,0% para o parâme 
tro (b/~)GrmSc . Portanto , são sugeridas a l gumas modifi 
caçÕes no aparato e pr ocedimen to experimenta i s com o i~ 
tuito de se evitar o apa r eciment o de t ais correntes . 

Conforme pode ser observado na Figura 4 , a d iferen 
ça entre a configuração proposta e a que foi utilizada 
ê a existência da câmara t erciár ia (CT). Nessa configu 
ração , a CT teria a mesma função da CS an t er io rmentedes 
cri t a devendo , entretan t o, possuir di mensões superiÕ 
res , a fim de permitir uma maior quantidade de ma ssa s~ 
blimada por corrida sem o efeito i ndesejável do aumento 
da concentração de naftaleno no meio de t es t e , is t o ê , 
na prÓpria CT . A CT, deve , 1nc l usive , ser t ermicament e 
isolada, a fim de prover condiçÕes es táve i s ã r ealiza 
;ão dos experimentos. 
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Figura 4. Configuração suge r ida para o 
aparato experiment a l 
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A finalidade da CS na conf i guração mostrada na Fi 
gura 4 ê o de"amortecedor" o gradiente t érmic o exi s tente 
na CP. Tal fato, aliado ao iso lamento térmico das pare 
des da CT , possibilitaria a exis t ência de condiçÕes 
ideais ã realização dos experimentos , quais sejam : un i 
formidade de tempera t ura e, conseqUentemente, ausência 



de correntes de convecçao natural induzidas por gradie~ 
tes térmicos . 

Nessa configuração a CP desempenharia a mesma fun 
ção exercida na configuração atual tendo, entretantO, 
um dispositivo automático de controle de temperatura, 
ou seja, um termostato. Esse termostato deve possuir um 
diferencial "liga-desl i ga " o menor possivel (0,3 oc, por 
exemplo). Um reforço adicional seria a instalação de 
um sistema de aquisição de dados, o qual possibilitaria 
a leitura e o registro de temperaturas, automaticamen 
te, por um longo intervalo de tempo. 
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ABSTRACT 

ln this work is made an experimental study 
analogous the natural convection heat transfer in a 
vertical channel fcrmed by two parall el flat plates 
being one isothermal and the other adiabatic. The 
presented results were obtained using the analogy 
between the heat and mass transfer process. Particularl~ 
in this work, was utilized the naphthalene sublimation 
technique. The obtained results are showed under the 
fcrm of average Sherwood number versus (b/ ~)GrmSc 
parameter. The experimental pro~eeding and methodology 
are described, as well as the mains difficulties found. 
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ABSTRACT 

A visualization technique based on the illumination of neutrally-buoyant solid 
particles suspended in water was implemen ted with the objective of studying the 
flow patterns prevailing in natural convection through open-ended inclined channels 
heated from below. For certain operating conditions, secondary motions in the form 
of longitudinal streaks were observed and photographically documented. 

lNTRODUCTION 

There exists an extensive body of the literature 
dedicated to the study of laminar natural convection 
in open-ended channels (e.g. [l]). Most of the work, 
however, has been directed to the vertical orientation 
of the channel. The effect of inclining the channel 
relat ively to the gravitational field was first 
investigated by Elenbaas [2] in 1942, which studied a 
channel configuration with both walls heated at the 
sarne temperature level, elevated in relation to the 
ambient. 

ln that pape r, the heat transfer results ·..rere 
presented as function of a modified Rayleigh number 
calculated with the streamwise component of gravity. 
This dimensionless presentation was suggested by an 
analysis of the two-dimensional boundary layer form of 
the governing equations . The heat transfer data for 
the vertical orientation of the channel were very well 
correlated by the suggested dimensionless parameter. 
However, considerable spread of the data was verified 
for the inclined channel configuration. 

This outcome indicates that the inability of a 
dimensionless parameter, obtained from 
dimensional analysis, to correlate the data, 
due to the presence of secondary motions 
channel, i.e., three dimensional flow. 

a two 
might be 
in the 

lt is known that heating from below can have a 
destabilizing effect on fluid layers due to the 
existence of a top-heavy situation. lndeed, Sparrow 
and Husar [3] have demonstrated that secondary motions 
in the form of longitudinal vortices were present in 
natural convection flows over inclined flat plates 
heated from below. The sarne flow pattern was revealed 
by visualization experiments conducted on laminar 
mixed convection through horizontal ducts of 
rectangular cross section [4]. 

ln a recently published paper, Azevedo and 
Sparrow [5] studied inclined channels in natural 
convection. This study investigated the effects on the 
average heat transfer from the channel walls due to 
interwall spacing, wall-to-ambient temperature 
difference, angle of inclination, and mode of heating 
(i.e., heating from below, heating from above, and 
both walls heated). Perfect correlation of the heat 
transfer data were reported by using t he modified 
Rayleigh number suggested by Elenbaas, when the 
channel was heated from above. Heating from below, 
however, produced data displaying a separate 
dependence on interwall spacing, wall-to-ambient 
temperature difference, and angle of inclination. For 
a fixed spacing and angle of inclination the heat 
transfer data progressively lift off the vertical 
channel results as the Rayleigh number (i.e., the 
dimensionless wall-to-ambient temperature difference) 
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increases. The heat transfer augmentation was shonw to 
reach as much as twenty percent beyond the vertical 
channel values . The sarne general trends, although not 
so pronounced, were reported for the channels with 
both walls heated. 

With the objective of explaining the just 
described behavior of the heat transfer results, 
Azevedo and Sparrow reported flow visualization 
experiments [5], employing the thymol blue 
visualization method [6]. This is an electrochemical 
technique in which a change in fluid color is produced 
by changes in pH brought about by an imposed d.c . 
voltage. The main feature of this method is to produce 
a neutrally-buoyant tracer fluid which faithfully 
follows the natural-convection-induced rnotions . The 
heating surface of the channel was employed as the 
tracer producing electrode,so that, when the d . c . 
voltage was irnposed, the whole surface of the heating 
wall (i.e., the lower wall) was covered with tracer 
fluid which was carryed along with the flow passing 
through the channel. 

The flow visualization results revealed that, up 
to a certain value of the wall-to-arnbient ternperature 
difference (for fixed values of the interwall spacing 
and angle of inclination), the tracer fluid emerged 
from the channel exit opening as a continuous shee t , 
indicating the existence of flow stricly in the 
strearnwise direction. Beyond a critical value of the 
temperature difference, this pattern was replaced by 
an array of more or less regularly spaced streaks 
adjacent to the bottom wall. For the sarne angle of 
inclination, the spacing between two adjacent streaks 
was shown to be a function of the ternperature 
difference. ln addition, when the upper plate was used 
as the tracer producing electrode, a continuous sheet 
of tracer fluid was observed at the channel exit, fo r 
the whole range of pararneters investigated . 

The forrnation of the longitudinal streaks was 
attributed to the presence in the channel of a system 
of counterrotating longitudinal vortices, which sweeps 
the layer of tracer fluid adjacent to the heated wall 
in the transverse direction, accurnulating it at the 
boundary line between two vortices. The observation of 
a continuous layer of tracer fluid adjacent to the 
upper wall was interpreted as being an indication tha t 
the vortex system does not occupy the entire cross 
section of the channel. An illustration of the vortex 
sys tern just described is presented in the inset of 
Fig. 4, which was reproduced frorn [5]. 

The aforementioned visualization experiments were 
unable to capture the complete structure of the 
longitudinal vortex system described, since it only 
documented the effects of the secondary rnotions on a 
layer adjacent to the heating wall (i.e., the 
longitudinal streaks). lt is the purpose of the 



present research to implement a visualization 
technique capable of revealing the details of the 
whole flow field, thereby verifying the correctness of 
the flow structure inferred from the thymol blue 
visualizations. 

The choice of the visualiza tion technique to be 
employed is constrained by the nature of the flow 
under investigation. Unlike in the case of forced 
convection and, to some extent, mixed convection, 
natural convection flows can be disturbed by density 
differences between the tracer fluid and the working 
fluid. For this reason, the techniques based on the 
injection of a tracer fluid, widely used for mixed 
convection flows were discarded. 

The flow visualization method employed in the 
present research is based on long time exposure 
photographs of small, neutrally-buoyant solid 
particles evenly distributed in the working fluid. The 
flow is made visible by illuminating a particular 
channel cross section with a plane of light. This way, 
two-dimensional slices of the three dimensional flow 
can be obtained and used to visualize it. 

lt should be emphasized that the main objective 
of the present paper is to report on the research 
conducted towards the implementation of the choosen 
visualization technique. The results to be presented 
do not intend to be a complete parametric study of the 
flow structures in inclined channels in natural 
convection. This latter objective is being pursued in 
a experimental program in course at the Thermal 
Sciences Laboratory of PUC/RJ . 

EXPERIMENTS 

The Tes t Section. The visualization experiments 
were conducted in water utilizing the apparatus which 
will now be described. 

The main component of the experimental setup is 
the test section shown schematically in Fig. 1. As can 
be seen in the figure, the channel geometry is formed 
by two main walls, one heated and one unheated, and by 
two side walls. 

The heated wall was a 12-mm-thick copper plate 
with height H of 150 mm and width W of 100 mm. ln 
arder to simulate a constant temperature condition at 
the heating surface, the plate was electrically heated 
by means of three independtly controlled heating 
circuits. This heating-circuit layout was designed 
based on previous knowlodge of the behaviour of the 
rate of heat transfer from the plate, which decreases 
along its height. 

Three regulated d.c. sources supplied power to the 
heating circuits. The voltage drop across each heater 
was carefully adjusted with the objective of attaining 
temperature uniformity at the heating surface . This 
adjusting process was guided by the readings of eigth 
pre-calibrated thermocouples distributed in the plate. 
The thermocouples were made of 0.127-mm-diameter, 
Teflon-coated, chromel-constantan wires, and were 
installed in holes drilled though the back side of the 
plate . The junctions of the thermocouples were 

UNHEATED 
WALL 

H-----~-SLIT 

SI DE 
WALL 

Fig . 1 Test Section 
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positioned about 0.5 mm from the front face of the 
plate . A digital voltmeter with an accuracy of 1 ~V 

was used for the readings of the thermocouples. 
Extraneous heat lesses from the heated plate were 

minimized by affixing to its rear face a 40-mm-thick 
block of closed-pore water-tolerante polystyrene. 

The unheated wall was a plexiglass plate having 
the sarne dimensions as the copper plate. 

To complete the channel geometry, two 1.5-mm­
thick plexiglass side walls were fabricated. These 
walls served a dual purpose. Firstly, they were used 
as spacers to mantain the desired interwall spacing S. 
For this reason a pair of such plates was available 
for each interwall spacing investigated. Secondly, as 
will be explained shortly, they were also used to 
partially block the incident light during the 
visuali zation runs,in arder to provide an illuminated 
plane of fairly constant thickness. To this end, the 
inner face of both side walls were covered with black 
tape normally used for electrical insulation. Then, a 
1-mm-thick slit was cut horizontally on the tape, 
along the width of the side walls. This slit allowed 
for the illumination of the channel. Gare was taken to 
guarantee that the slits in both side walls were cut 
at the sarne axial position. 

The two main walls and the side walls were 
mounted in a plexiglass supporting frame (not shown in 
Fig . 1). This supporting frame was designed soas not 
to obstruc t or deflect the flow passing in or out t he 
channel opennings. A special mechanism was provided in 
the supporting frame to allow the setting of the 
inclination angle e. 

The Test Environment. The test environment for 
the visualization runs was provided by a water-filled 
plexiglass tank with dimensions 420 x 450 x 720 mm 
(height x width x lenght), in which the supporting 
frame carrying the test section was positioned. 
The temperature of the water in the test tank was 
monitored by three thermocouples (0 . 127-mm-dia ., 
chromel-constantan) located approxima tely 300 mm away 
from the test section. The thermocouples were fixed on 
a vertical rod at, respectively, 40, 205, and 370 mm 
from the floor of the tank. 

Visualization Technigue. The flow visualization 
technique employed in the present research relied on 
low intensity light reflected by small illuminated 
plastic particles carried along the flow . For this 
reason, all possible extraneous sources of light 
should be eliminated, otherwise the quality of the 
photographs obtained would be affected. With this 
objective, the inner surface of the tank walls were 
covered with plastic panels painted with flat black 
paint . Slits were provided in two opposing panels to 
allow for the illumination of the test section. ln 
addition, during the photographic sessions, the water 
tank was covered with a black sheet of fabric. Small 
openings in the sheet were provided for illumination 
of the test section and for the camera. 

The photographs were taken through the water 
sur face maintaining the camera in a plane parallel to 
the exit plane of the channel. As it would be expected 
in this situation, refraction of the light rays will 
distort the image of the channel . To avoid this 
effect, a plexiglass box with dimensions 200 x 200 x 
150 mm was constructed and partially submerged in the 
water, with its base parallel to the exit plane of the 
channel. The photographs were taken through the base 
of the plexiglass box. 

Photographs were obtained with a 35-mm Pentax 
camera utilizing a 50-mm macro lens, and 400-ASA Kodak 
TRI-X black and white film . 

A uniform illumination of any particular channe1 
cross section was obtained by utilizing two Kodak 
slide projectors. The projectors were situated in 
opposite sides of the tank. The plane of light 
necessary for the visualization was obtained by 
inserting in the projectors slides with 1- mm-thick 
slits . The plane of light from the projectors reached 
the interior of the channel after passing through the 



openings in the fabric sheet, through the slits in the 
panels covering the tank walls, and through the slits 
in the side walls of the channel. This multiple slit 
arrengement produced a plane of light in the channel 
with a fairly constant thickness of approximately 1 
~. 

Experimental Procedure. The experiments consisted 
of the photographic documentation of the flow patterns 
prevailing in the channel for different operating 
conditions. Each data run was characterized by a value 
of the interwall spacing S, the angle of inclination 
of the channel, and the wall-to-ambient temperature 
difference. 

Visualization of the flow patterns were conducted 
utilizing time exposure photographs of illuminated 
solid particles dispersed in the water. The particles 
utilized were 50-~m Pliolite resin made by the 
Goodyear Rubber Co .. These particles are well suited 
for visualization experiments in water since they are 
nearly neutrally buoyant (specific gravity of 1.02). 

The optimum particle concentration is a function 
of the flow characteristics being observed. ln the 
present research severa! te s te runs were conducted 
leading to an optimum concentration in the range of 
0.5-0.8 grams per 100 liters of water. 

The particles were mixed with water in a separate 
container. Vigorous mixing and some drops of liquid 
soap w~re necessary to obtain a good dispersion and 
avoid the formation of cluster of particles. This 
solution was added to the tank where the visualization 
experiments would be carried out . Stirring of the tank 
was necessary to evenly distribute the particles and 
to eliminate possible temperature gradients in the 
water. This condition was verified by monitoring the 
three thermocouples deployed in the tank. An hour 
wait ing period was allowed to guarantee that all 
motions generated by the stirring operation had died 
away. 

After the waiting period, power was applied to 
the t hree heating circuits, and the attainment of the 
steady-state condition was verified by monitoring the 
plate thermocouples. At steady-state, the wall and 
fluid temperatures and the heaters voltages and 
currents were recorded. 

At this point, the projectors were switched on 
while the lights of the laboratory were switched off. 
Severa! photographs with different exposure times were 
taken. Then, the new voltage settings for the next run 
were dialed in and the power switched off. The water 
in the tank was stirred and, after an hour ' s wait, a 
new data run could be performed . 

RESULTS AND DlSCUSSlON 

As stated in the lntroduction, the preliminary 
experiments to be reported in the present paper were 
conducted with the objective of implementing a 
visualization technique le of revealing secondary 

(c) Tw- T~ ~ 7.6 °C 

Fig. 2 Flow visualization for S/H • 0.066 and 0 • 45° 
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motions within the channel. They did not intend to be 
a parametric study of the flow conditions in the 
channel. However, even with a limited number of 
experiments, some interesting observations could be 
made, as will be described shortly. 

Heat transfer data in the form of Nusselt numbers 
were obtained and compared with the available 
literature [5) with the objective of validating the 
experimental procedure and the apparatus constructed . 
ln all runs performed the average Nussel t numbers 
agreed to within five percent with the data from the 
literature. 

Visualization experiments were performed for a 
fixed angle of inclination equál to 45 degrees, and 
for dimensionless spacings S/H of 0.066 and 0 .100. For 
each dimensionless spacing three levels of the wall­
to-ambient temperature difference were investigated. 

Figure 2 presents photographs of the cross 
section of the channel for three different levels of 
the wall-to-ambient temperature difference, for a 
channel with S/H equal to 0.066. The cross sec tion 
photographed was situated at a dimensionless axial 
distance from the inlet of the channel, x/H, equal to 
0.95. The exposure time for all three photographs was 
equal to 40 seconds. 

An overall observation of Fig . 2(a) shows that 
for low temperature differences (Tw - T~ = 1 OC) the 
flow is stricly in the axial direction. A carefull 
observation along a vertical line crossing, for 
example, the mid-plane of the cross sec tion, shows a 
gradient in the illumination of the picture. Close to 
the top (unheated) wall there exists a dark region 
which slowly becames .more illuminated as one moves 
towards the bottom (heated) wall . A brighter region 
means that more light-reflecting particles have 
crossed the illuminated plane in a fixed time interval 
(40 seconds in this particular case) . Thus, a brigther 
region can be associated with higher axial velocities. 
Following this line of argument, it can be concluded 
that the axial velocity profiles are not symmetric, 
displaying higher velocities in the lower half of the 
cross section. A similar velocity distribution has 
been numerically predicted for mixed convec tion flows 
through horizontal ducts heated from below [7). lt can 
also be observed in Fig. 2(a) the existence of one 
cell of secondary motion adjacent to each side wall. 
This is attributed to free convective motions 
induced by heat lasses from these non-insulated walls. 

Figure 2(b) displays a flow structure totally 
distinct from the one previously described. This 
situation corresponds to a wall-to-ambient temperature 
difference of 4.2 oc, The secondary motions areclearly 
visible in the central region of the cross section, 
although, as predicted by [5], these cells do not seem 
to touch the upper wall. lt should be noted that the 
cells adjacent to the side walls have grown into the 
cross section of the channel . 

(b) Tw - T~ • 2.8 °C 

(c) Tw- T~ ~ 7.8 °C 

Fig. 3 Flow visualization for S/H • 0.100 and 0 • 45° 



As the temperature difference is increased (Fig. 
2(c), Tw- T~ = 7.6 C) , the well organized structures 
of Fig. 2(b) tend to disappear . Vortices of different 
sizes occupy the channel cross section . 

The thymol visualization experiments [5] were not 
able to reveal this new flow structure, yielding the 
sarne qualitative results for the cases corresponding 
to Figs. 2(b) and 2(c), i . e . , regularly spaced 
longitudinal streaks adjacent to the heated wall . This 
outcome suggests that there should exist a smaller 
vortex system acting closer to the heated wall and 
responsible for the formation of the longitudinal 
streaks shown by the thymol blue visualizations . These 
smaller vortices would coexist with the larger 
structures revealed by the visualization experiments 
of the present research . 

Figure 3 presents photographs of a cross section 
of the channel positioned at a dimensionless axial 
distance from the inlet equal to 0 . 95,for a channel 
with S/H = 0 . 100, inclined at 45 degrees . As can be 
seen,the qualitatively results are similar to the case 
described in Fig. 2, i.e ., axial flow with natural 
convection cells close to the side walls for small 
temperature differences, and the development of 
secondary motions as the temperature difference is 
increased . Figur e 3(c) shows clearly the presence of 
vortices of different sizes, which corroborates the 
arguments of the precending paragraph. 

The information extrac t ed from the visualiza t ion 
experiments will now be compared with the results from 
[5], as far as the wavelenghts of the longitudinal 
vortices are concerned . The inset in Fig . 4 helps 
define the wavelength for a pair of counterro t ating 
vortices, which was computed from the distance between 
two adjacent longitudinal streaks in the thymol blue 
visualization studies . This figure was adapted from 
[5] , and displays the dimensionless wavelenght À/S as 
a function of the Rayleigh number, given by Ra 5 
(gS(Tw - T~)S3fv2)Pr . The data points presented in the 
original paper were replaced here by a curve fitted 
line sided by two dashed lines which represent the 
uncertainty levels associated with the experiments. 
Figure 4 also presents information regarding the 
transition of the flow f r om a pure streamwise motion 
to one in which secondary flows are present. The 
transition values are represented in the figure by the 
arrow-attached symbols . 

Figures 2(a) and 3(a) represent situations of 
predominant axial flow. These two cases are plotted in 
Fig . 4, respectively as a dark circle and a dark 
diamond . As it can be verified in the figure, these 
data points are in agreement with the measured 
transition values, i . e., they lay to the left of each 
transition value . 

Results related to t he wavelenght of the vortices 
were very difficult to be extracted from the 
photographs presented in Figs . 2 and 3 . This was due 
to the complex nature of the secondary flows observed 
which , as already mentioned , presented different 
vortex sizes . However, specifically for Fig. 2(b), the 
better organized flow structures allowed the 
measurements of the wavelenght of the vortex pair . 

T 
TRANSITION VALUES 

e 5/ H-0.066 
T SIH-0.100 ) r- -~'------ ---- -~~~-~t -~ 

1.0 --- ~~-- ~ ~~ ~ -------------

...__x~ 

)j>J~~)i 
STREAK 
POSITIONS 

... ......... -....... .... ... 

Q21 I I I I I I I I I , I I I I I I I I I 

2 x1o" 105 Ra
1 

d 

Fig. 4 Wavelength for pairs of vortices [5] 
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This result is plotted as an open circle in Fig . 4, an 
it is seen to agree very well with the solid line 
representing the data from [5]. 

CUNCLUSIONS 

A visualization technique based on the 
illumination of neutrally-buoyant solid particles 
suspended in water was implemented to study the flow 
patterns prevailing in natural convection in open­
ended inclined channels. It was observed that, 
as the temperature difference was increased, the flow 
patterns changed from predominantly axial flow to a 
regime where secondary motions were present . The 
results obtained were compared with previously 
published data . They were found to be in good 
agreement with those data regarding the transition 
from the axial flow regime to the secondary flow 
regime. 

Based on the results obtained with the 
visualization technique employed, it was suggested 
that distinct flows structures represented by 
different vortex sizes coexist in the channel, the 
smaller ones being responsible for the longitudinal 
streaks revealed by the thymol blue experiments 
report.ed in the literature. 
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ABSTRACT 

A numerical investigatioo involving natural convection and thermal radiatioo in inclined 
square cavi ties having isothermal walls has been conducted. The radiation transpor! equation 
has been reformulated in differential form by adopting the method of moments. The coupled 
system of conservation equations is solved numerically by implementing a combination of SIMPLER 
and MSI algorithms . Numerical results have been determined for a wide variety of parameters 
controlling the convective-radiative phenomenon. 

INTRODUCTION 

Natural convection in enclosures has been extensively 
studied owing to its wide ranging applications as witnessed 
by an outpour of publications i n the heat transfer litera­
ture. ln the maio, the investigations are restricted to 
buoyancy driven flows and do oot account for the simultan­
eous effect of natural convection and thermal radiation in 
gaseous media. However, recent findings for a vertical 
square enclosure clearly demonstrate the important influence 
of radi ation on the natural convection phenomenon [1). Cor­
respondingly, in the present paper a more general situation 
is exami ned wherein, ao inclined square cavity is considered 
and the combination of natural convection, thermal radiation 
and inclination angle is determined. ln principie, the 
natural convection motion is assumed to be laminar and two­
dimensional with the axis of the flow pattern parallel to 
the th.ird dimension. Experimental evidence demonstrate that 
th.is assumption is expected to be valid for Rayleigh numbers 

up to 106 [2]. Flow visualization experiments indicate 
that as the enclosure is inclined toward the vertical posi­
tion, a transition in the flow pattern occurs (at a critica! 
angle, ac) from Bernard cells to a two-dimensional flow 
with fluid moving up the hot wall and down the cold one. 
For the particular case of a square cavity, this angle is 
observed to be a weak function of Rayleigh number. A list 
of flow visualization studies of severa! investigators has 
been reported i n [3] and it was concluded that the largest 
value of ac is 25 degrees . There are related investiga­
tions describing the influence of rotation on the heat 
transfer across cavities [4,5]. However , radiation has been 
neglected i n ali of them. 

ln the present paper, the radiative contribution of the 
participating gas has been modeled by the method of moments 
in two-di mensions wherei n the radia tive transfer equation 
(RTE) is expressed in differential form [6). The salient 
feature of this approach is that the RTE, accounting for 
gray gas behavior is of elliptic type and consequently may 
be accommodated into a general diffusion-convection type of 
equation [7) . Correspondingly, this approach provides an 
addi tio na! conservation equation. 

ln view of the foregoing, the full set of conserva­
tion equations providing the mathematical specification to 
the problem is solved by a finite-volume based procedure 
called SIMPLER (7]. The nodal point layout is carefully 
tailored to resolve the large velocity, temperature and heat 
flux gradients at the solid-gas interfaces . ln addition to 
this, the MSI algorithm is being used for the solution of 
the resulting system of algebraic equations [9). An overall 
energy balance serves to validare the numerical algorithm 
used. l ,n ali cases studied energy conservation is satisfied 
within 1%. 

Results are presented in terms of velocity, temperature 
and heat flux fields for the situations characterized by 
natural convection wi th and wi thout radiation as they are 
affected by the pertinent thermal and geometrical para­
meters . The effect of the angle of inclination is investi-

gated over the range 30 degrees to 90 degrees for an aspect 
ratio of one. Variations of total heat transfer rates are 
plotted in terms of radiation parameters and the inclination 
angle and they are compared wi th the case where the c avi ty 
is vertical. Detailed comparisons for limiting benchmark 
solutions (vertical and inclined) have been also made to 
validare the numerical methodology adopted here. 
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Calculation of the radiation enhanced heat flux is made 
and is found to be in good quali ta tive agreement with those 
obtained in earlier studies . 

Mathematlcal Analysis. The dimensionless 
equat ions for the conservation of mass, momentum, energy 
and radiative transfer in the inclined square cavity of 
Fig. 1 are 

~ + ~ • O (I) 

é(UU) + é(VV) = - éJP + ifu + ifu - Gr9 sina (2) -w:- -w- ax. ax.2 ay2 

gUV) + gYY) - _ éJP + ;jy + ;jy - Gr9 cosa (3) ax. 8V - fJY ax.2 ay2 

(4) 

(5) 

The cavity consists of two adiabatic walls and two 
isothermal walls that are differentially heated. 1t is 
filled with an absorbing and emitting medium, (Pr=0.7) 
which behaves according to a gray gas model. The angle, a, 
designates the degree of inclination of the hot plate from 
the horizontal plane. The thermoconvective flow induced by 
buoyant forces is interpreted as steady with two-dimen­
sional laminar motion [2] . All physical properties are 
treated as constant, except for the buoyancy term where the 
classical Boussi nessq approximation 

(6) 

allows for the variation of density with temperature in the 
momentum equations. 

The boundary conditions associated to Fig. I, where 
the walls are considered black, may be stated as follows 



U=V=v Y=O,Y=l (7) 

U=V=O X= O, X= I (8) 

9 = o y =o (9) 

9 = I y =I (10) 

. éG • 
ay=-1.5r(l-G) y =o (II) 

éG' • • 
ay = 1.5r [( I + ~) - G ] y =I ( 12) 

é(i. .. • 
715[ = -1.5r [( I + #) - G ] X= O ( 13) 

éG' • • ax = 1.5r [( I + 4HJ - G ] X= I (14) 

ãJ I (éG') ax + 3N~ ax = 0 X= O, X= I ( 15) 

The dimensionless variables and parameters employed 
for the mathematical analysis are defined in the Nomencla­
tore. 

METHOD OF SOLUTION 

The two-dimensional radiative transfer equation (RTE) 
when modeled by the method of moments becomes an elliptic 
partial differential equation of diffusion-convection type, 
Eq. (5). Correspondingly, the salient feature of the 
methodology is that the set of conservation equations ( 1)­
(5) is of diffusion-convection type: 

~i ( r; :J..j ) + sfl = o ( 16) 

where rfl and Sfl are the appropriate dimensionless diffusion 
coefficients and source terrns respectively. The system of 
equations represented by Eq. ( 16) was solved i teratively 
using a version of SIMPLER algorithm for integrating a sys­
tem of elliptic partia! di fferential equations. Although 
the general idea of the method is described by Patankar 
[7], the treatment of the pressure-velocity coupling 
adopted in this paper incorporates the improvement sug­
gested by Raithby and Schneider [8]. 

ln this sense, primitive variables U, V, P, 9 and 
G' are used in a staggered grid system. The computational 
domain is divided into rectangular control volumes with one 
grid point located at the center of the control volume 
forming the basic cell. Pressure, P, temperature 9 and 
irradiation G' are calculated at these grid points , while 
veloci ties U and V are calculated at points that li e on the 
faces of the basic cells. The resulting system of alge­
braic equations is solved by the MSI algorithm developed 
by Schneider and Zedan [9]. The nodal point layout accommo­
dates the large velocity and temperature gradients, and an 
overall energy balance is satisfied to within 1%. 

PARAMETERS OF INTEREST 

The controlling parameters in the set of conservation 
equations are the Rayleigh number Ra , the inclination 
angle , a, the Planck number, N, the optical thickness , r, 
and the temperature ratio, ~-

The overall rate of heat transfer inside the inclined 
square cavity is conventionally represented by a total Nus­
selt number NuT: 

NuT = Nuc + NuR (17) 

where the convecti ve component is 

204 

Nuc •- ~ lw ( 18) 

and the radiati ve component is 

NuR • (3~~)( ~f) I 
w 

(19) 

respectively. Therefore, the total Nusse lt number NuT is 
a function of the above cited physical parameters. 

For engineering applications, the parameter of para-
mount interest is the mean Nusselt number. ln general, it 
is usually defined as 

1 

Nu' = J Nui dx 
o 

(20) 

where i = C, R, T identifies the specific mechanis m. Addi­
tionally, for a differentially heated square cavity having 

adiabatic end walls , the mean tocai Nusselt number NuT is 
indep.endent of Y, and consequently i t has identi cal values 
at each of the isothermal walls . That is 

NuT(Y) = NuT(O) • NuT(l) (21) 

Furthermore, as a validation of the numerical procedure 
thi s equality also serves as a criticai test to check the 
accuracy of the algori thms. 

l
x/A 

T~ 2 I ° C 

4o, / Th 
-..... _:,.. ~ 

~~ (l' 

---
Fig. I Orientation of cavity 

NUMERICAL RESULTS 

The Rayleigh number was varied over a range from Iol 
to 106 for a series of cavity inclinations si nce the 
largest criticai angle was found to be ac = 2SO. Therefore, 
it was decided to report results for a 2: 30° only. Addi­
tionally, the radiation parameters of the participating gas 
( Pr=O. 7) were varied systematically. 

Thermal Quantities . The temperature gradient , 

~· at the midpoint C of the cavity is plotted against Ra in 

Fig. 2 for t wo angles of inclination: a=30° and 60°. For 
rela ti vely low values of Ra, Ra = 100 heat is transferred 
by conduction and radiation and the asymptotic value of 
9Y~ is 0. 874. As may be observed in the figure this 
quantity is independent of the angle of inclination. As Ra 
increases, the conduction-radiation regime prevails up to 
Ra = 1400 and 4100 for a-30° and 60°, respectively. There­
fore, for this situation the onset of thermoconvective 
currents is retarded when the angle of inclination 
increases to 60°. This analysis is based on the classical 
criterion suggested by Thomas and de Vahl Davis . Addi­
tionally, the onset of boundary layer flow takes place at 
Ra = 1.5 x 104 for a = 60° and Ra = 2.5 x 104 for a = 30°, 
respectively. These numerical values correspond to 9Y~ = O. 
ln view of th is, radiation tends to shift the criticai 
Raleigh number Rac to the right . This number delineates 
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Fig. 2 Y -variation of the temperature gradients at midpoint 

the boundary between the conduction-radiation regime and 
the development of boundary layer currents. 

Fig. 3 i llustrates the influence of the Planck 
number, 10-1 < N < 10, on each of the mean Nusselt numbers 
for a si tuation characterized by Ra - 104 and a - 30°. The 
numerical va lues of the rem aining parameters appear in 

the legend. The dependence of W with N is extremely 

weak. However , t he variati on of I'IUR with N is very 
strong, and performing a regression analysis may be repre­
sented by a power law equation: 

where C = O. 718 for the above -ci ted parameters. There­

fo re, I'IUR varies i nversely wi th N. ln general , the pro­
port ionality factor, C, depends on r and a, but based on 
numeri cal experi ments, thi s dependence seems to be stronger 
with the former and weaker with the latter. 

Nu 

1o'----- --------------------------------------

I 

Ra : 10,4 a= 30 ° 

RAO paramcters· 
;fi:: 1, ~= 0.5 

Nu R 

,o·:'-o _-, -----------~"'""",o-o----~--~---~._::,._~'-', o 
N 

Fig. 3 Variation of total Nusselt numbers with N 

Streamllne and lsotherm Contour Plots . Figures 4-7 
present the streamline and isotherm contour maps for a 
number of representative situations for Rayleigh number, 
Ra - 104

, and angles of inclination of a • 30° and 60°. The 
various cases analyzed involve pure natural convection and 
combi ned natural convection and radiation. For the latter, 
the radiation parameters selected for purposes of compari­
son are N s I, r = I and ; - 0. 5. The value of the 
stream function is associated to each streamline. The iso­
therm contours have been drawn in increments of 0. 1 from a 
núnimum value of O to a maximum value of I. 

ln Figs . 4- 5 the contour plots are shown for a cavity 
inclined at 30°. The uni-cellular flow pattern is unaffected 
by t he presence of radiation, but it does accelerate the 
flow i n the central region. The influence of radiation in 
the iso therm contour plots may be explained in terms of the 

temperature gradient . It is observed that heat flows from 
the lower adiabatic wall to the participating medium and 
from here to the upper adi abati c wall. However, i n the 
vicinity of hot wall, heat is transferred from the medium 
to both adiabatic walls . The upper part of the cold wall 
is dominated by a conduction mechanism showing straight 
line patterns. 

\ 

= 30• ( w radiation) 

Fig. 4 Streamlines 
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" = 30' (w/o radiation) 

/ 

a = 30' (w radiation) 

Fig. 5 Isotherms 
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NOMENCLATURE 

D 

g 

G 

G' 

Gr 

h 
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acceleration of gravity 
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pressure 
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temperature 

T, cold wall tcmperature (Fig. I) 

Th hot wall temperature (Fig. I) 

T
0 

mean temperature 

v o reference ve loci ty, p:D 

U,V nondimensional velocity components, 

X,Y nondimensiona l coordinates, 

Greek Letters 

a angle of inclination (Fig. I) 

f3 thcrmal expans ion coefficient 

emissivity 

X 

0' 
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u v 
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nondi mens ional temperature, 
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(Th - T,) 

l/o kinematic viscosity 

po density 

a Stefan-Bolt zmann constant 
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METODOLOGIA PARA PROJETO DE COMBUSTORES AUTO-ASPIRADOS 
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e 
RESUMO 

O objetivo desse trabalho é apresentar uma metodologia para projeto de combu~ 
tores auto-aspirados . Descreve-se, a partir das equaçÕes de conservação , os passos 
para se obter a razão de alimentação de ar induzida pelo efeito de convecção natural 
em uma câmara de combustão . Considera- se o efeito de perda de carga tanto nas par~ 

des internas do combustor como em um leito fixo. A metodologia desenvolvida é geral 
e particularmente Útil para o projeto de combustores de grande porte onde a necessi 
dade de compressores pode ser evitada sem prejudicar o controle da razão combustivel/ar . 

INTRODUÇÃO 

No projeto de sistemas de combustão , o uso de 
ventiladores ou compressores para alimentação de ar p~ 
de se constituir em um custo adicional que frequente 
mente é bastante representativo . Por exemplo , no cas~ 
de um combustor experimental desenvolvido no INPE [ 1 ] , 
que prt,duz 53 kw a partir da queima de carvão mine 
ral, usa-se um compressor radial de 7 , 5 c. v . , o que re 
presenta 10,6% da potência gerada pelo prÓprio combu~ 
tor. Esse é um caso particular mas, em diversas situa 
çÕes, o projeto adequado de um combustor considera~ 
do a possibilidade de se extrair ar por convecçao na 
tural pode representar uma atraente alternativa . 

O presente trabalho analisa o caso de um combus 
tor tubular vertical com um leito onde o combustivel 
é consumido. A vazão de ar induzida por convecção na 
tural é calculada como função da temperatura média 
dos gases de combustão e das perdas de carga por fri~ 
ção nas paredes do tubo e do l eito, estabelecendo- se 
um intervalo possivel para a vazão de combustivel na 
operação auto- aspirada de um determinado combustor . 

MODELAGEM 

..J .. T",p, . 
jJ, vq ZONA QUENTE .. ( q) 

.c 
..J 

-SEÇÃOOE 

] 

AQUECIMENTO 

ZONA FRIA ( I ) 

Figura 1 . Esquema do combustor . 

zona quinte 

t-r--1 TA~.p. U· H-H--~: 
zona frio 

o) inslonlei-A11 

pATjj+PA 0 (h +y) 

b) inslonle t c) instante t+At2 

Seja o combustor tubular esquematizado na . Fig~ 

ra 1, alimentado em uma seção localizada a s L de sua 
base (O 5 s 51), onde L é o comprimento do tubo . Con 
siderando um elemento de massa que cruza a seção d; 
aquecimento (Figura 2) , tem-se , por balanço de forças 
no elemento e aplicação da 2• lei de Newton: 

dxCG 
vCG dvCG = (pA-p)ghA m 

Figura 2. Esquema do e l emento de massa ao cruzar 
a seção de aquecimento . 

(1) 

onde vCG e xcG sao, respectivamente , a velocidade e a 
posição do centro de massa do elemento, PA e p, res 
pectivamente , as massas especificas do ar e do prod~ 
to de combustão , g a aceleração da gravidade, h a al 
tura do tubo acima da seção de aquecimento , A a area 
da seção transversal do tubo e m a massa do elemento . 
Devido à adição de massa de combustivel , m é variável 
e dada por 

m = pA A y + p A z , (2) 

onde y e z sao distâncias definidas na Figura 2. 
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Como m é uma função linear de z , ou seja , 

m mA + K p A z, 

onde mA e a massa inic i al de ar no elemento e K 
medida da razão combustivel/ar, tem- se 

dxCG =~ {[=-~J =-(= --=-) m~ } dm, 
m 2K A p PA m p P A m' 

o que, apÓs inserção na Equação (1) e integração 

tre os limites mA e mA+ me = mA/(1 - K) , onde me 

(3) 

uma 

( 4 ) 

en 

e 



a massa de combustivel inserido no elemento , resu l ta 
em 

_ - + tn 1 {[ 1 (K- 1)' ] 
v~-v~=(pA-p )ghi(' ~ _ P_A_ 

(1 - K) + 

+ : (~ _ _:_ ) ( (1-K)' -1)} , 
2 p PA 

(5) 

onde vq e vf sao , respectivamente, as velocidades do 
elemento nas zonas quente e fria . 

É pertinente observar que , quando não há adição 
de massa (o caso de aquecimento sem reação quimica) , 
obtem- se diretamente da integração da Equação (1) , com 
m constante , 

(

1 1 ) - + ' v' -v'= (p -p )gh = -
q f A p pA 

(6) 

resul t a do que pode ser obtido resolvendo o limite , 
quando K tende a zero , da expressão do lado direito 
da Equação (5). É também pertinente observar que o r~ 
sul tado da Equação (5) independe , como esperado , dos 
val~res de mA , A, ir e iq (ver a Figura 2 para a defi 
niçao de ir e iq) . 

Ini cio do Escoamento . Quando o escoamento se 
i nicia, a condição de contorno para a região fria e 
vq ~0 . Con~iderando que~ p~ra obter a re l ação entre 
TA/T e pA/ p, onde TA e T sao , respectivamente , as te~ 
peraturas do ar e do produto de combustão , a pressão 
ao l ongo do tubo é aproximadamente constante e i gual a 

PATM' tem- se : 

vq= { T: (1-T;)gh ; , {[-l+T; (K-l)'] ~n(l - K)+ 

1 T [ ]}}1/2 
+ 2 (1 - ;) (1- K)' - 1 (7) 

Observa- se que so haverá escoamento se inic i a! 
mente T # TA. O elemento de massa da Figura 2 é acel~ 
rado ao cruzar a seção de aquec i mento e , no caso hip~ 
tético de não haver fricção , prossegue sua trajetÓria 
no t ubo com ve l oc i dade constante . 

Regime Permanente . No regime permanente , apl~ 

!
gh T (1- T~) -=- {[-l+T!(K- 1)' ] 

T ! ~ T 
A + 

vq= [ - (1 - K)' T'A J 
1 

(l +K)' T" 

~n(l -K) 

]

1/2 
((1 - K)' -1)} 

(1-K)' T'A J 
(l+K)' T' 

1 T 
- (1 - ~) 

+ 2 f (8) 

[1 
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Obtem- se , assim , a seguinte expressao para a vazao de 
ar induzida: 

m = 
Ar 

( ) lgh/!-1) {[ 1 -T!(K-l) ' ] ~n(l -K ) 
P A 1-K T T 

ATM + 

R(TAT)
1

/
2

K [ l - (1 - K) ' T'A] 

(1+K)' 7' 

1 TA 
- (1--=-) 

+ 2 T 
((1 - K)' -1)} 

[1-
(l-K)

2 
T' ] 

(l+K)' ,/ J

l/2 

(9) 

Observa-se que , se nao houver perdas por fri~ 

çao nas paredes do tubo ou no leito combustivel , a v~ 
zão mássica de ar induzida pode ser calculada diret~ 
mente com o conhecimento da área da seção reta do t~ 

bo, A, da pressão_atmosférica, ~ATM ' e da relação :~ 
tre temperaturas T/TA como funçao de K. A relaçao 
T/TA depende do combustivel utilizado e seu valor te~ 
rico pode ser obtido através do programa NASA SP -273 

[2) , o qua l permite o cálculo de propriedades de equ~ 
librio de produtos de reação de misturas . 

Perdas por Fricção . O valor de vq dado na Equ~ 
ção (8) e o correspondente valor de vr para a região 
fria do tubo são valores ideais obtidos sem considera 
çÕes sobre as perdas por fricção nas paredes do tubo 
e no leito combustivel . Levando- se em conta as perdas 
por fricção , as velocidades (eas vazÕes mássicas) s~ 
rão menores . Do bal anço de energia para o escoamento 
real tem-se 

(lf 

2 P A v' + Q 
fr 

':.3 
2 

v2 + H (lO) 
qr 

onde Clf e Clq são fatores de correção da energia cin~ 
tica nas zonas fria e quente e Q é uma função de T/TA 
e K, calculável a partir de um balanço análogo para 
um escoamento ideal , i . e . , 

Q 

1 

2 (p v' 
q PA v~) (11) 

O termo H, relativo as perdas viscosas, pode ser obti 
do da seguinte forma [ 3 - 5 ] : 

h 1 
H=f --pv' + 

q $ 2 qr 

L-h 1 1 
+ f -- p v' + k f 2 PA v' + 

f $ 2 A fr fr 

[ 

(1 - E )' ii" (l - E ) p 2 ] 
p p v +26 150 --, - -( --),v +1 , 75----- qr ,(12) 

E ~$ qr E ~$ p p p p 

onde fq , fr e kf são fatores de fricção , $ o diâmetro 
do tubo , 26 e EP' respecti~amente, a espessura e a 
porosidade do leito combustível , ~ e $p,respectivame~ 

te, a esfericidade e o diâmetro médio das particulas 
do leito , ~a viscosidade do produto de combustão 
r um subscrito que denota condiçÕes reais. 



Na Equação (12) as duas primeiras parcelas r e 
presentam as perdas viscosas, supondo-se o escoamento 
desenvolvido, e a terceira, seguindo recomendação de 
Ol son e Sparrow [3], engloba os efeitos de entrada 
(desenvolvimento do perfil interno e possivel descol~ 
mento do escoamento). O coeficiente de perda kf é uma 
função de alguns parâmetros: comprimento da região . 
analisada , nÚmero de Reynolds do escoamento e geom~ 

tria da entrada . Em regiÕes de análise com comprime~ 
to suficientemente longo, para que haja o completo d~ 
senvolvimento do escoamento é necessário que o valor 
de kf seja uma constante [3 ]. No atual trabalho, o v~ 
lor de kf foi considerado constante com um valor de 
1 [4], aproximação que se torna não razoável a medida 
que o escoamento se torna laminar e a região analisa 
da encurta . Os valores do fator de correção da ener 
gia cinética (fq e ff) foram assumidos como 2 para o 
regime laminar e l para o regime turbulento [4]. 

Continuando na Equação (12), seu Último termo 
do lado direito é a clássica equação de Ergun, quede~ 
creve o diferencial de pressão em leitos fixos gran~ 

lares com uma precisão de 25% [5] . No modelo propo~ 
to, a massa adicionada ao escoamento nessa regiao, 

proveniente da queima do combustivel, é computada in 
tegralmente na definição da vazão que atravessa o 
meio poroso . 

A substituição das EquaçÕes (11) e (12) na Equ~ 
ção (10), o balanço de massa global do escoamento 
(i . e., me + PA Vfr = P Vqr) e a relação entre a velo 
:idade na zona fria , _vfr' e;a vazão ?e ar aspirado, 
mAr' geram uma equaçao implícita em mAr que pode ser 
resolvida numericamente . Nesse procedimento, o fator 
de atrito fé calculado pela equação de Churchill [6] 
e as propriedades fisicas da mistura na zona quente 
são consideradas iguais à do ar na temperatura cor 
respondente. Um fluxograma para solução da Equação 
[10] é apresentado no Apêndice. 

APLICAÇÃO 

O modelo foi utilizado em um tubo de 20 cm de 
diâmetro e 280 cm de altura , com um lei to combusti vel 
si tu ado a 70 cm de sua base (similar ao combustor da 
referência 1). Considerou-se a queima de carvao betu 
minoso cuja análise elementar era 77,16% de carbono, 
4,95% de hidrogênio, 1,35% de nitrogênio, 7,43% de 
oxigênio, 2, 09% de enxofre , 5, 37% de cinzas e 1, 65% de 
umidade. A temperatura de chama adiabática para a 
queima de tal carvão com diversas razÕes ar/combusti 
vel foi calculada através do programa NASA SP-273 [2J 
e encontra-se apresentada na Tabela 1 . A rugosidade do 
tubo foi assumida como sendo 0,15 mm e a temperatura 
ambiente como 303 K. 

Tabela 1 . Temperatura de chama adiabática como fun 
ção da razão ar/combustivel para o car 
vão considerado 

Razão ar/combustivel T (K) 
7,40 
8,17 
8,71 
9,10 
9,60 
9,80 

10,00 
10,40 
10,70 
11,00 
11,80 
13,60 
14,29 

1980 
2130 
2195 
2240 
2260 
2255 
2250 
2220 
2195 
2170 
2080 
1890 
1805 
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A Figura 3 mostra os resultados obtidos para os 
casos ideal e real, ambos com espessura de lei to nula . 
O cruzamento das curvas de vazão de ar induzida com 
as curvas de temperatura de chama adiabática determi 
na o ponto de operação do combustor. Assim ,nas condi 
çÕes com fricção ao longo do tubo , com espessura de 
leito nula, o combustor é capaz de queimar 4,5 g/s de 
combustivel em condiçÕes aproximadamente estequiom~ 
tricas. Uma taxa de alimentação superior (ou inferior) 
a 4, 5 g/s implicará em um processo ineficiente pois h~ 
verá excesso de combustivel (ou de ar). Deve-se notar 
que o caso real sem leito corresponde a queima de com 
bustivel liquido sob forma atomizada ou gasoso. 

120 

~ 
o E 

600 

Figura 3. 

800 

IDEAL,SEM LEITO 

TEMPERATURA 
DE CHAMA o 

AOIABÁT~ 

1000 1200 1400 1100 1100 2000 z.zoo 
T (K l 

Vazão de ar induzida e vazão de ar neces 
sária para consumir uma certa taxa de 
alimentação de carvão (espessura do lei 
to nula). 

A vazao de ar induzida e extremamente depende~ 

te da espessura do leito, como mostra a Figura 4 . Para 
um leito de 10 cm , a vazão reduz-se a menos que 10% 
da vazão obtida quando se considera apenas a fricção 
nas paredes . No caso, assumiu-se um diâmetro efetivo 
de particulas igual a 5 mm e uma porosidade de 70%, 
que são usualmente encontrados em combustores. 

10,0 

GOO 800 1000 1200 1.00 1000 1800 2000 2&00 

T (K) 

Figura 4. Vazão de ar induzida com função da tem 
peratura média para diversas espess~ 
ras de leito. 

A Figura 5 mostra um caso real com leito de 
espessura igual a 2, 5 cm para os mesmos diâmetro efe 
tivo e porosidade do caso anterior. Observa-se que 
a queima de 0,9 g/s de combustivel ocorrera aproxim~ 
damente na estequiometria . 



20,0 

18,0 

··~ ~ .:: 
.c 14 

•E 

12, 

too 1000 1200 1400 1600 lioo 2000 zzoo 
T (K) 

Figura 5 . Vazão de ar • induzida e vaz"o 
de ar necessaria para consu · 
mir uma certa taxa de alimentação de car 
vão (espessura de lei to igual a 2 , 5 cm) :-

As Figuras 3, 4 e 5 ilus tram a aplicação do m~ 

dele para um caso particular. Contudo , o procedimento 
é totalmente similar para tubos de quaisquer dimensÕes 
queimando quaisquer combustiveis. 

Deve-se mencionar que, devido à transferência de 
calor para o ambiente através das paredes do tubo, a 
temperatura média dos gases quentes deverá ser menor 
que a temperatura de chama adiabática para as diversas 
razÕes ar/combustivel . Isso significa que o ponto de 
operação situar-se-á, na realidade , em uma vazão ind~ 
zida de ar maior que a de projeto para uma determinada 
taxa de alimentação de combustivel (o que é conservat~ 
voem termos de projeto) . Por exemplo, deslocando-se 
aproximadamente 300 k para a esquerda as curvas de te~ 
peratura de chama na Figura 5 , indica a possibilidade 
de operação com taxa de alimentação de 1, O g/s em CO!:_ 

diçÕes estequiométricas. Finalmente, deve-se observar 
que a transferência de calor através das paredes não a!_ 
tera as curvas de vazão de ar induzida, uma vez que, p~ 
ra essas curvas, a temperatura média T é uma variável 
independente. 

CONCLUSÃO 

Um modelo para projeto de combustores auto-asp~ 
rados foi derivado e um programa para sua utilização 
desenvolvido . O modelo permite o cálculo da vazão de 
ar induzida por leitos em combustão . O cruzamento de~ 
sa curva de vazão com a vazão de ar necessária paraco~ 
sumir uma certa taxa de alimentação de combustivel d~ 
termina o ponto de operação do combustor.Considerou-se 
os efeitos de adição de massa e de perda de carga nas 
paredes do combustor e no l eito fixo. 
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APÊNDICE 

A seguir está esquematizado o fluxograma do pr~ 
grama utilizado na solução da Equação (10), que perm~ 
te relacionar a vazão de ar aspirada como uma função 
da temperatura média da zona quente, conhecidos os pa 
râmetros aperacionais (m0 , ô, < , Ç$p, TA) e geométr~ 
cos ($ , L, S) do combustor . 

Figura 6 . Fluxograma do programa utilizaou . 

ABSTRACT 

This work presents amethodolog; for the design 
of self-aspirating combustors . Effects of pressure 
drop a long the internal wall of the combustor and 
through the fixed combustion bed were considered. 
The developed model is general and particularly 
useful in the design of large combustion units . 
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RESUMO 

O desempenho de torres de resfriamento é usualmente avaliado através de méto­
dos que se baseiam na equação de Merkel. Os princípios de um desses métodos são revis­
tos . t deduzida uma equação recentemente proposta , que descreve os fenômenos envolvi­
dos no processo de transferência de calor e na qual as principais aproximações exis­
tentes na teoria de Merkel foram eliminadas. A equação é comparada com a equivalente 
aplicável a trocadores de calor convectivos . É discutida a in~luência das variáveis 
que intervêm no processo, sobre o desempenho da torre de resfr1amento . 

INTRODUÇÃO 

Torres de resfriamento são equipamentos que pro­
movem o resfriamento de á gua através da r emoção de ca­
lor da mesma para a atmosf era. A transferência de calor 
é feita por contato direto do ar com a água e envolve 
mecanismos de convecção e evaporação. 

O desempenho de uma torre de resfr~amento é ava­
liado pela diferença entre as temperaturas da á gua fria 
(TAF) e da fonte fria com a qual ela troca calo r . Esta 
Última é a temperatura de bulbo Úmido do ar ambiente 
(TBU). 

A abordagem do desempenho de torres de resfria­
mento envolve três aspectos: o equacionamento do 
probl ema de transferência de calor, o desenvolvimento 
de métodos de avaliação de desempenho baseados nestas 
equaçÕes e a identificação da sensibilidade do desempe­
nho a variações no valor dos parâmetros que intervêm no 
processo de transferência de calor. Observa-se que, 
normalmente, a literatura não aborda estes três aspec­
tos em conjunto. 

Tradicionalmente, o desempenho de torres de res­
friamento é analisado através de métodos que se baseiam 
em uma equação deduzida por Merkel [1] em 1925. Um des­
tes métodos foi proposto por Lichtenstein [2] em 1943. 
Este método contribuiu decisivamente para a difusão da 
equação de Merkel, por possibilitar de forma simples 
o cálculo da temperatura de água fri~ produzida por um~ 
torre de resfriamento, em uma larga faixa de condiçÕes 
de operação [3]. Posteriormente o método foi desenvol­
vido pelo Cooling Tower Institute [4]. Recentem~nte, 
Lefevre [5] deduziu uma equação em que as principais 
aproximaçÕes feitas por Merkel são eliminadas . Subse­
qUentemente, Lefevre (5] propôs um coeficiente de cor­
reção a ser introduzido na equação de Merkel de modo a 
minimizar os erros decorrentes das aproximaç~es feitas 
na dedução da mesma. 

Este trabalho apresenta inicialmente as equaçoes 
que descrevem o processo de transferência de calor em 
torres de resfriamento e mostra a analogia entre as 
mesmas e a equação aplicável a trocadores de calor onde 
apenas mecanismos de convecção estão presentes. 

Em seqUência são apresentados os princípios do 
método de avaliação de desempenho desenvolvido pelo 
Cooli~g Tower Institute- CTI (4], que baseia-se na 
equaçao de Merkel. 

D~scute-se por fim o limite de temperatura até o 
qual a agua pode ser resfriada em uma torre de resfria­
mento! a equação proposta por Lefevre, as limitações da 
equa~ao de Merkel e a influência das variáveis que in­
tervem no processo da transferência de calor, sobre o 
desempenho deste tipo de equipamento. Identifica-se, em 
particular, o fator que torna a diferença (TAF-TBU) al­
tamente dependende da temperatura de bulbo úmido na 
qual a torre opera. 

213 

EQUAÇÕES DE TRANSFER!NCIA DE CALOR 

ses: 
Estas equações baseiam-se nas seguintes hipóte-

Existência de apenas uma resistência térmica, 
localizada na camada limite formada pela peli­
cula de ar próxima ã água; 
Esta película encontra-se na temperatura da 
água com a qual tem cantata; 
A película de ar está saturada de vapor d ' água. 

O cantata da agua com o ar se faz no denominado 
enchimento da torre . Ao entrar em cantata com o ar a 
água que~te troca calor com o mesmo por convecção e 
evaporaçao. A taxa de calor trocado por convecção, dQ , 
em uma superfície de área elementar é da forma [5] : c 

H (T ' -T) adV ( 1) 

onde T ' é a temperatura da pelicula de ar satu­
rado de vapor próxima da água e T, a temperatura do ar 
longe da água; H é o coeficiente de transferência de 
calor por convecção; a é a área da superficie de cont a­
to ar-água por unidade de volume do enchimento e dV , o 
volume do elemento do enchimento da torre . 

A taxa de evaporação, dmev' no mesmo elemento de 
área é da forma [6]: 

dm 
e v 

M JadV 
v 

B'M (x' - x) adV 
v 

(2) 

onde J é o fluxo molar evaporado, x' e x são, 
respectivamente, as frações molares de vapor, na pelí­
cula próxima ã água e no ar afastado da mesma, B' e o 
coeficiente de transferência de massa por evaporação e 
Mv ' a massa de um mol de vapor. 

Para o vapor d ' água e a mistura ar-vapor, a bai­
xas pressões, valem as relações: 

p v 
v 

pV 

n RT 
v 

nRT 

(3) 

(4) 

onde pv é a pressao parcial do vapor e p , a pres­

sao da mistura ar-vapor . Dividindo (3) por (4) ob­
tém-se: 

n 
v 

n 

(5) 
X 



A taxa de evaporação, dm , e a taxa de calor 
trocado no processo de evapora~Xo, dQ , são: e v 

pv 

dmev = S (p~ - pv) adV (6) 

M 
S = S ' ....::!.. p (7) 

dQev = S(p ' - p )hf adV (8) 
v v g 

onde hf é a entalpia de evaporação da água, p' e 
sao respec~ivamente as pressões parciais do vaporvna 

película próxima ã água e no ar afastado da mesma. 
A taxa de calor transferido por convecção e 

poração é dada pela soma de (1) e (8) [5]. 

eva-

dQ {H(T'-T)+S(p ' - p )hf }adV 
v v g 

(9) 

Esta taxa de calor transferido, por sua vez é 

[2): 

dQ = Gdh ( 1 O) 

onde dh é o aumento diferencial de entalpia da 
mistura ar-vapor por unidade de massa de ar seco e G, a 
vazão em massa de ar seco circulando pela torre . Igua­
lando-se (9) e (10) obtém-se: 

Gdh = {H(T'-T) + S(p ' - p)hf }adV 
v g 

( 11) 

É conveniente substituir os coeficientes H e S 
por outros fatores de modo a se escrever a taxa de ca­
lor transferido como sendo proporcional a um coeficien­
te global de transferência de calor por convecção e 
evaporação. Isto é feito introduzindo-se a relação de 
Lewis [5]: 

H H ( 12) 
Le = scc = Kc 

p p 

M 
a c = M Pa ( 13) 
v 

M e p são respectivamente a massa de um mel e a 
pressãoaparcral do ar seco; C é o calor específico a 
pressão constante do ar seco~ Introduzindo-se as rela­
çÕes (12) e (13) em (11) obtém-se: 

K 
Gdh = {LeKC (T'-T) + - (p' - p )hf }adV 

p c v v g 
(14) 

M 
L --1-- dh={LeC (T'-T)+ ~ Mv (p'-p )hf }KadV 

L/G P P a a v v g 
( 15) 

Rearranjando os termos e integrando ao longo do 
enchimento todo da t orre obtém-se: 

K~ --· r dh (16) 
L - L/G M 

LeC (T'-T) + .2_ ....::!.. (p'-p )h 
p Pa Ma v v fg 

h 
s 

O termo apresentado no lado direito da equação 

(16) é um fator adimensional, denominado coeficiente da 
torre, número de Merkel, comprimento térmico da torre 
ou KaV/L. 

A equação (16) possibilita o cálculo do coefi­
ciente requerido para que uma torre de resfriamento 
opere em condições especificadas. Essa equação mostra 
que o coeficiente requerido é proporcional à integral 
do ganho de calor da mistura ar-vapor por unidade de 
vazão de ar seco (dh), dividido pela soma de dois ter­
mos proporcionais aos potenciais motores: um de convec­
ção e um de evaporação . Esta equação é semelhante à que 
governa a transferência de calor em trocadores onde 
apenas mecanismos de convecção estão presentes: 

UA 
ib J' 

h 
e 

dh ( 17) 

T1 - T2 

onde UA ~a condutância térmica do trocador, m e 
h são respectivamente vazão e entalpia do fluido de 
processo e (T1-T2) é a diferença de temperaturas entre 
fluidos de processo e serviço. 

A equação (16) pode ser simplificada de modo a 
agrupar os dois potenciais motores em um único , fazen­
do-se Le = 1 e reescrevendo o termo referente à evapo­
ração , em função da umidade absoluta. 

Por definição, a umidade absoluta e: 

w 
m 

v 
m 

a 

pvMv/RT 

PM7Rr a a 

p M 
v v 

pM 
a a 

( 18) 

Introduzindo-se a definição de umidade absoluta 
no termo de evaporação da equação (16) obtém-se: 
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M M p' M p 
v __ 1 __ (p'-p )h = {....::!.. v v ....::!..}h 

"M -"M ~ 

a pa v v fg Ma Pa a Pa fg 

M p' M pv 
= {M v 

v v 
P,:; - Ma 

--}h = (w' - w)h (19) 
a 

pa fg fg 

A en tal pia da mistura ar-vapor é aproximada por 

[2): 

h C T + wh 
p fg 

(20) 

Substituindo-se (20) em (16) obtém-se finalmente 
uma expressão conhecida como equação de Merkel: 

KaV 
1 LJG l 

h 
e 

dh 
h'- h 

(21) 

Alternativamente, a equação de Merkel pode ser 
reescri ta na forma em que é mais comumente encontrada e 
utilizada: 

h 

L~Gr 
h 

e 

dh 

h'- h L J 
h 

e 

T 

Js d(L'cT) = 

L h'- h 

Gdh 

h'-h 
T 

e 



~~JS cdT ~ JS~ (22) 
= h'-h h'-h 

T T 
e e 

KaV J cdT (23) 
L h'-h 

T 
e 

Nesta forma, mais uma aproximação é introduzida, 
qual seja, a de que a vazão de ãgua (líquida) através 
da torre (L ') é constante . Da equação (22) tem-se que: 

Gdh LcdT e dh 

dT 

L c 
(24) 

G 

~ possível definir-se uma diferença média de en­
talpias llh através da seguinte relação: 

1 
llh J

TS 

1 cdt 
dT -T ) h'-h 

s e 

T 
e 

(25) 

Tendo em vista a difusão e a aceitação da eq uação 
de Merkel, Lefevre (5] propÕe que a mesma continue sen­
do utilizada com a introdução porém de um coeficiente 
de correção , M, denominado fator de Merkel: 

KaV 
L 

M 

c = 
o 

c = 
1 

c = 2 

C3= 

1 Js LTG 
h 

e 

+ exp {C
0 

+ T' (C
1 

+ T(C
3

+C
2
T'+C

4
T) } 

-7,845656 

0,0730229 

-6, 29829 X 10- s 

0,0112047 

Mdh 
h'-h 

+ T' (C
5

+T'C
6

)] + 

C4= -7,646384 X 10- 7 

c
5

= o,ooo3884 

C6= 1, 26972 X 10- 6 

METODOLOGIA DE AVALIAÇÃO DO DESEMPENHO 

(26) 

(27) 

Um dos métodos mais aceitos para a avaliação do 
desempenho de torres de resfriamento é o estabelecido 
pelo Cooling Tower Institute- CTI [4]. O método tem 
como um dos objetivos avaliar a temperatura da água 
fria produzida pela torre para qualquer condição de 
operação da mesma. Através de um processo gráfico, de­
termina-se a temperatura de água fria que uma torre cu­
jo coeficiente é conhecido produzirá em condiçÕes de 
operaçao especificadas. O método está ilustrado na fi­
gura 1. 

Em geral o coeficiente disponível de uma torre de 
resfriamento é determinado experimentalmente para cada 
tipo de torre e fornecido pelos fabricantes na forma de 
uma curva característica, função da relação entre va­
zÕes em massa de ãgua que chega ã torre e ar seco 
(L/G). Como este coeficiente é função de propriedades 
de transporte do ar e de características hidrodinâmicas 
dos escoamentos, é comum que a curva característica se 
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altere com variaçÕes na temperatura de água quente 
(TAQ) e com variaçÕes na velocidade do ar, para um mes­
mo valor da relação L/G [7]. 

Por outro lado o coeficiente requerido para que a 
torre opere em condições especificadas é, para um dado 
valor da relação L/G, função apenas das temperaturas da 
água na entrada e saída da torre e da diferença de po­
tenciais disponível. Por isso, esse coeficiente só de­
pende de propriedades termodinâmicas dos fluidos em es­
coamento e não, de características da torre. Esse 
coeficien~e é calculado a partir das equações (23) e 
(24). ~possível construir familias de curvas do coefi­
ciente requerido, em função da relação L/G. Cada famí­
lia é construída para um valor fixo de TBU e da dife­
rença entre as temperaturas da água quente e fria 
(TAQ-TAF). Cada curva de uma mesma família é constru ída 
para um valor fixo da diferença (TAF- TBU). Estas curvas 
sao denominadas de demanda. 
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-Figura 1: curvas de demanda e característica de uma 
torre de resfriamento. 

A determinação da temperatura de água fria que a 
torre deverá produzir em uma dada condição de operação 
é feita da seguinte forma: 

Identifica-se inicialmente o ponto (KaV/L, L/G) 
no qual a torre está operando, sobre a curva caracte­
rística da mesma; 

SuperpÕe-se o ponto de operação sobre a família 
de curvas de demanda definida pelos valores de 
(TAQ-TAF) e TBU com os quais a torre opera; 

A superposição identifica a curva de demanda de­
finida pelo valor de (TAF-TBU) com o qual a torre deve­
rá operar; a partir deste valor , determina-se a tempe­
ratura de água fria procurada. 

CONCLUSÕES 

Limite de resfriamento da á ua em torres de res­
friamento. A equaçao de Merkel 21 mostra que a ental­
pia do ar agrupa e substitui como potencial motor os 
dois potenciais evidenciados na equação (16): .tempera­
turas e pressões parciais de vapor. Assim sendo, a di­
ferença de potenciais se anula quando a entalpia do ar 
na camada limite junto ã água e fora da mesma forem 
iguais. Cabe ressaltar que a temperatura do ar na cama­
da limite é admitida como sendo igual ã da água. 



Por outro lado, a entalpia da mistura ar-vapor só 
depende da sua temperatura de bulbo úmido [3] . Assim, a 
condição de diferença de potenciais nula, representada 
por entalpias iguais na camada limite e fora dela im­
plica em estar a água na temperatura de bulbo úmido do 
ar . Portanto , a temperatura de bulbo Úmido do ar é o 
limite até o qual é possível resfriar-se a água através 
dos mecanismos de convec~ão e evaporação combinados. 

Relação de Lewis e a e or Lefe-
vre. A equaçao 16 foi proposta recentemente por Lefe­
vre-[5], que adotou no entanto o valor 1 para a relação 
de Lewis. Lefevre argumenta que para Le = 0,9 o erro 
introduzido na avaliação do coeficiente KaV/L é da or­
dem de 3% . Lichtenstein [2], Baker [3] e outros adotam 
Le = 1 embora alguns indiquem como sendo 0,9 o valor 
correto, para a mistura ar-vapor d'água. 

Lichtenstein [2 ] e Baker [3] indicam ser o valor 
da relação de Lewis constante para a mistura ar vapor. 
Por ser constante , a manutenção do mesmo não introduz 
dificuldades na integração da equação (16). Por este 
motivo o mesmo foi mantido na equação mencionada. 

LimitaçÕes da equação de Merkel . Lefevre [5] in­
dica que a equaçao de Merkel conduz a valores subdimen­
sionados do coeficiente requerido de torres de resfria­
mento. Entretanto, para torres operando com temperatu­
ras de água quente inferiores a 50°C, o erro é inferior 
a 12% e decrescente com a queda de temperatura. Para 
temperaturas acima de 50°C, o erro é crescente, atin­
gindo cerca de 100% , para temperaturas de água quente 
de 95oc. Um número significativo de torres de resfria­
mento opera com água a temperaturas abaixo de 50°C. A 
ut ilização da equação de Merkel em tais casos conduz a 
erros normalmente aceitáveis pelos usuários. Tal fato, 
aliado à facilidade com que a equação de Merkel pode 
ser integrada, através do método proposto por Lichtens­
tein [ 2] por exemplo, justifica a difusão que a mesma 
teve. O coeficiente de correçào proposto por Lef evre 
[ 5] possibilita que a equação de Merkel continue a ser 
usada , melhorando a precisão com que as curvas de de­
manda são construídas . 

Influência das variáveis relevantes no desempenho 
de torres de resfriamento . A influencia das variaveis e 
anal1sada tomando-se por base a equação de Merkel. Con­
sidera-se uma torre de resfriamento do tipo contra-cor­
rente e constrói-se um diagrama h-T, no qual são repre­
sentadas as curvas descritas no mesmo, pelas misturas 
ar- água da camada limite junto à água e fora dela (Fig. 
2) . A curva descrita pelo ar na camada limite tem a 
forma da curva de saturação de uma carta psicrométrica 
[3]. A curva descrita pelo ar fora da camada limite é 
uma reta de inclinação Lc/G ou, omitindo-se c (c é 
igual a 1 quando medido em kcal/kg°C ou Btu/lbmOF), 
L/G, conforme a equação (24). Como a diferença de po­
tenciais motora do processo de transferência de calor é 
igual ã distância média (25) entre as duas curvas, al­
gumas conclusões adicionais podem ser tiradas do mesmo 
diagrama: 

Efeito da aproximação de TAF para perto de TBU. 
Esta aproximação reduz a distância média entre 
as duas curvas, aumentando o coeficiente reque­
rido. 
Efeito da redução de TBU na diferença (TAF­
TBU). 
Devido a inclinação decrescente da curva de sa­
turação com a queda de TBU, para uma diferença 
(TAF-TBU) constante , quanto menor for TBU, me­
nor será a distância média entre as duas curvas 
e, conseqUentemente, maior o coeficiente reque­
rido. Este efeito é ilustrado na figura 2. Al­
ternativamente, para um coeficiente disponível 
constante, quanto menor for TBU, maior a dife­
rença (TAF-TBU). Tal fato faz com que a t empe­
ratura da água fria efluente de uma torre de 
resfriamento não possa ser avaliada, para car­
gas térmicas constantes , pelo acréscimo de uma 
diferença fixa de temperaturas, à temperatura 
de bulbo úmido. 
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Efeito da variação de L/G. 
O aumento da relação L/G (para TAQ-TAF constan­
te) faz aumentar a inclinação da reta de opera­
ção do ar fora da camada limite, reduzindo a 
distância entre as duas curvas e , conseqUente­
mente, aumentando o coeficiente requerido. 

T1 e T1' ' TEMP. BULBO ÚMIDO 
T2 e Ti ' TEMP. ÁGUA FRIA 
T3 oTs ' TEMP. ÁGUA QUENTE 
Tz ·T1 =T~-T1

1 

T,- T2' T~ - T~ 

TI T2 Tl T' 
I 

T • 
2 

T' 
3 T 

Figura 2: curvas de operação de torre de resfriamento. 
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ABSTRACT 

Performance of cooling towers is usually evalua­
ted by methods based on Merkel ' s equation. The princi­
pies of one of these methods is reviewed. A recently 
preposed equation that describes the phenomena ocurring 
in the heat transfer process in cooling towers is deri ­
ved, in which the major approximations of Merkel's 
theory are eliminated . The equation is compared with 
the equivalent, applicable for convective heat exchan­
gers. The influence of the relevant variables on the 
performance of cooling towers is discussed . 
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DEPOSIÇAO EM TROCADORES DE CALOR: 

e II - DETERMINAÇAO DE PARÂMETROS DE OPERAÇAO 
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RESUMO 

Este trabalho, utilizando a simulação estacionária de trocadores de calor bitu 
bulares e multitubulares, apresenta uma rotina computacional que permite restabelecer 
a carga térmica de projeto através da variação da vazão e/ou da temperatura de entra­
da de um dos fluidos, avaliando a ocorrência da deposição ao longo do tempo . Nesta 
simulação são utilizadas novas correlações disponíveis na literatura e o método de 
Bell-Delaware. Paralelamente, analisa a viabilidade e a eficácia das correções dos 
referidos parâmetros de operação. 

INTRODUÇAo 

A deposição em superfícies de troca térmica 
constitui-se em um grave problema operacional nos tro 
cadores de calor industriais, causando a redução da 
taxa de transferência de calor e o aumento da queda 
de pressão das correntes de fluido. Além destes efei 
tos perniciosos, freqüentemente ocorrem processos cor 
rosivos sob os depósitos, o que costuma afetar a vida 
útil dos equipamentos . 

O estudo da deposição, objetivando a sua elimi­
nação, minimização ou controle, possui grande relevãn 
cia:ilevido às suas implicações técnicas e econõmicas 
em vários setores industriais, tais como: químico, pe 
troquímico, de refino de petróleo, de alimentos, de 
geração de potência e nuclear. De fato, o fenC\meno 
da deposição consiste, provavelmente, no problema 
mais crítico que afeta a operação de trocadores de ca 
lor, e que introduz uma grande incerteza no projeto 
destes equipamentos (Kakaç et alli [I); Somerscales 
& Knudsen [2)). 

O procedimento usual de projeto térmico de tro­
cadores baseia-se na utilização de um valor constante 
para a resistência térmica de depósito (fator de depó 
sito ou de sujeira), no cálculo do coeficiente global 
de transferência de calor . A hipótese implícita é 
que tal fator é igual ao valor terminal ou assintóti­
co da resistência térmica de depósito ao final da ~am 
panha do trocador. A área de troca térmica é então 
determinada em função do coeficiente global de proje­
to. Entretanto, ao iniciar o seu ciclo de operação, 
o trocador encontra-se limpo, passando a operar com 
um coeficiente global bem maior que o de projeto, e­
xistindo, em conseqÜência, um excesso de área disponí 
vel para a troca de calor especificada no dimensiona~ 
mento. Assim, com o objetivo de manter-se a carga 
térmica do projeto para que fiquem constantes as en­
talpias de saída das correntes de processo, torna-se 
necessário adotar medidas operaciona is. 

Nesta oportunidade, é importante ressaltar que 
os fatores de depósito recomendados pela TEMA [3), 
usados tradicionalmente nos cálculos de projeto de 
trocadores de calor, sofrem fortes restrições (So­
merscales & Knudsen [2); Kern [4); Epstein [5)): não 
reconhecem a natureza transiente do fenõmeno da depo­
sição; não definem de uma forma precisa o período de 
operação continua para que seu valor seja atingido; 
não relacionam-se às características de projeto e de 
operação de equipamentos específicos; não analisam a 
natureza físico-química dos depósitos, nem as condi­
ções utilizadas em suas determinações; restringem-se 
a um pequeno número de fluidos, principalmente água e 
hidrocarbonetos. 

O presente trabalho, utilizando a simulação es­
tacionária de trocadores de calor, apresenta uma roti 

217 

na computacional que permite restabelecer a carga tér 
mica de projeto através da variação da vazão e/ou da 
temperatura de entrada de um dos fluidos, avaliando a 
ocorrência da deposição ao longo do tempo. Paralela­
mente, analisa a viabilidade e a eficácia das corre­
ções destes parâmetros de operação . 

FUNDAMENTOS DA DEPOSIÇAO 

A acumulação de materiais sólidos em superfí­
cies de trocadores de calor é um processo transiente, 
envolvendo o transporte simultâneo de momento, calor 
e massa, freqüentemente combinado com fenC\menos quí­
micos, físico-químicos e/ou biológicos. A análise de 
talhada dos principais tipos de deposição, bem como 
dos mecanismos e modelos que descrevem o fenõmeno, é 
apresentada em um trabalho anterior dos autores (Fer­
nandes et alli [6)). 

Os principais parâmetros e variáveis cont r olado 
res da deposição são os seguintes (Somerscales & 
Knudsen [2); Kakaç et alli [7)): velocidade do flui 
do; tensão de cisalhamento na superfície sólida; tem~ 
peraturas da superfície de troca térmica, da superfí­
cie do depósito e do fluido; características do flui­
do, dos sólidos em suspensão e do depósito; natureza 
dn material e acabamento da superfície de troca de ca 
lor; configuração do equipamento; tipo do processo 
térmico . 

Segundo Kern & Seaton [8), a dinâmica da deposi 
ção resulta da competição entre dois processos simul~ 
tâneos: um de formação do depósito e outro de sua re­
moção . Este mecanismo genérico, amplamente aceito, 
pode ser expresso através da seguinte equação: 

(1) 

onde Rd é a resistência térmica de depósito e Ad e 
f 

Ad são chamadas de função de formação e função de re-
r 

moção, respectivamente, relacionadas com o fluxo más ­
sico de formação e com o fluxo mássico de remoção do 
material do depósito. 

A modelagem da deposição consiste,essencialmen­
te, no desenvolvimento de expressões para os termos 
de formação e de remoção em função do tempo e das va­
riáveis e parâmetros do processo particular de deposi 
ção em estudo. Constata-se experimentalmente que o 
fenômeno em análise apresenta três tipos de comporta­
mento dinâmico, denominados linear, taxa decrescente 
e assintótico (Kakaç et alli [1); Epstein [9)). No 
caso de correntes de hidrocarbonetos e de água de res 



friamento, como atestam Kern [4], Crittenden & Kolacz­
kowski [ 10] e Knndsen [11], prevalece o mecanismo as­
sintótico, genericamente representado pela expressão: 

Rd Rd*(1-exp(-t/T)), (2) 

onde Rd* e T são o valor assintótico da resistência de 
depósito e a constante de tempo da correspondente cur­
va de deposição. 

Se ambas as correntes de fluido formarem depósi­
tos sobre a superfície de troca térmica, torna-se con­
veniente utilizar, para fins de cálculo, a resistência 
térmica total de depósito (Rd ), definida para super­
fícies não aletadas pela segu~nte equação: 

Rdt : (Ae/Ai)Rdi + Rde ' (3) 

onde A e A. são as áreas externa e interna de transfe 
rênciaede cãlor e Rd. e Rd são as resistênciAs térmi~ 
cas dos depósitos inferno ~ externo. 

A influência dos depósitos no desempenho térmico 
de trocadores de calor é quantificada através do coefi 
ciente global sujo ou de projeto (U ), que pode ser e~ 
presso em função do coeficiente glogal do trocador lim 
po (U) e da resistência térmica total de depósito: -

Ud = (Rdt + (1/U))-1 (4) 

Como o fenômeno em questão provoca a diminuição do coe 
ficiente global de operação (U - valor instantãneo 
real), à medida que cresce a c~gada de depósito, surge 
a necessidade de adotar procedimentos operacionais cor 
retivos, sem os quais a carga térmica do trocador so~ 
frerá uma redução em relação ao valor apresentado no 
início da campanha . Convém ainda notar que a deposi­
ção também pode modificar a taxa de transferência de 
calor através de variações da performance fluídodinãmi 
ca do equipamento, ou seja, alterações nas vazões das 
correntes de fluido causadas por elevações nas quedas 
de pressão. 

SIMULAÇÃO DE TROCADORES COM DEPOSIÇÃO 

Simular a deposição em trocador de calor sígnífi 
ca determinar a interação entre a dinâmica da deposi~ 
ção (comportamento transiente de sua resistência) e 
o desempenho termo-fluidodínãmico do equipamento . Crí­
ttenden et alli [12] desenvolvem estudos de simulação 
de baterias de trocadores, incorporando rotinas espect 
ficas de deposição. Fryer & Slater [ 13] analisam pro~ 
cedímentos de operação de permutadores sujeitos a depo 
sição por r eação química com pequena constante de tem~ 
po . 

No presente trabalho é desenvolvido um algoritmo 
que,a partir de informações provenientes da operação 
do equipamento, determina as modificações necessárias 
visando restabelecer a carga térmica especificada no 
projeto (q ). Considerando que a corrente principal 
(fluido derprocesso)admite apenas pequenas flutuações 
nas suas condições operacionais (vazão mássica - ~ -
e temperatura de saída - T ) de modo a manter inafte­
rados os níveis de produçãgsda unidade industrial, as 
estratégias para neutralizar os efeitos prejudiciais 
da deposição concentram-se na corrente secundária 
(fluído de serviço), promovendo o ajuste de sua vazão 
(m ) e/ou de sua temperatura de entrada (T ). São 
assseguíntes as opções disponíveis: se 
a) variação de ~ com T fixa; 
b) variação de ~s com u~~ nova T pré-estabelecida; 
c) variação de Ts com m fixa; se 
d) variação de Tse com u~a nova ~ pré-estabelecida; 

se s 

A versatilidade de operação da corrente secundá­
ria e uma avaliação complementar de custos indicam a 
alternativa mais viável, que pode ser também a opção 
por uma parada para manutenção e limpeza. No que con­
cerne à vazão, o procedimento proposto neste trabalho 
estabelece para a fase inicial da campanha valores in­
feriores ao de projeto; sucessivos aumentos da vazão 
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podem levar a um ponto onde se requer potência extra 
de bombeamento. Por outro lado, a variação na tempe­
ratura de entrada está condicionada ao limite físico 
de seu sistema de origem no fluxograma de processo.Um 
exemplo típico é o circuito de água de resfriamento 
que tem como limite mínimo a temperatura de bulbo úmi 
do local. -

O aumento da vazão do fluido de serviço implica 
na elevação da diferença média efetíva de temperatura 
(FôTm

1
l, em conseqÜênci~ da diminuição do diferencial 

de temperatura na refer1da corrente, bem como do coe­
ficiente global de operação. Esse efeito será tanto 
mais significativo quanto maior for a importãncia da 
resistência convectíva no lado do fluido de serviço, 
como pode ocorrer na fase inicial dos ciclos de opera 
ção, quando as resistências individuais de depósitos 
ainda não apresentam contribuição significativa,pois, 
à medida que se desenvolve a formação dos depósitos, 
sua eficácia normalmente restringe-se à alteração em 
FI\T 

1
. 

m Neste contex$o· o valor da resistência total de 
depósito máxima (Rd ), para o qual há possibilidade 
de operação do trocãdor sem comprometimento definiti­
vo das características da corrente de processo, é cal 
culado pela expressão: 

qr 
(T -T )/ln((T -T )/(T -T )) 

pe ps pe se ps se 
+ 

Rm + Rcp + Rdt 

(5) 

limite teórico alcançado quando a vazão do fluido de 
serviço tende a infinito, e seu diferencial de tempe­
ratura a zero. Nesta expressão R e R representam, 
respectivamente, as resistências ~érmiêgs condutiva 
da parede metálica e convectíva na corrente de proces 
so, e T a temperatura de entrada do fluido de pro~ 
cesso. pe 

A potência máxima disponível no sistema de bom­
beamento não permite que, na prática, tal situação 
ocorra . Atinge-se um ponto onde não é possível man­
ter a carga térmica apenas com a manipulação da vazão 
do fluido de serviço, definindo-se assim um valor cri 
tico da resistência total de depósito (R~t): 

F ôTml 
(6) qr 

R + R + R + Rcd cs m cp t 

onde R é a resistência convectiva no lado do fluido 
de ser~tço. 

A segunda estratégia consiste na variação da 
temperatura de entrada do fluido de serviço, que tem 
seus efeitos mais facilmente analisados através do mé 
todo E-NUT para projeto de trocadores de calor. Esta 
medida visa o aumento do diferencial máximo de tempe­
ratura disponível no trocador <Ir -T ll a fim de 
restabelecer a carga térmica, semp~lt~far as vazões, 
o número de unidades de transferência (NUT) e, conse­
qÜentemente, a efetividade (E). 

Admitindo que o fluido de processo seja o flui­
do mínimo, observa-se, pela análise da figura 1, que 
a gradativa diminuição do coeficiente global de opera 
ção (U ) desloca o ponto de operação de A (início de 
um per~gdo com a carga térmica requerida) para B, on­
de a menor efetividade evidencia a operação fora de 
especificação, mantidas as condições de entrada das 
correntes. Agora então, com o valor da efetividade 
fixo, a carga térmica original é reobtida através de 
um aumento do diferencial térmico máximo disponível. 
Note-se ainda que a magnitude desta variação é maior, 
para iguais variações absolutas do NUT, à medida que 
o valor deste parâmetro diminui . 

É importante ressaltar que, nestas análises,con 
sidera-se as propriedades termofísicas dos fluidos in 
dependentes da temperatura; ou seja, o coeficiente 
global varia somente com a resistência total de depó­
sito e, provavelmente, com a vazão do fluido de ser-
viço. 
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Figura 1. Gráfico Tfpico do Método E-NUT. 

Descrição do Algoritmo. Com o objetivo de es­
tabelecer um procedimento de avaliação e correção da s 
condições operacionais de trocadores bitubulare s, a­
través da variação dos parâmetros da corrente secundá 
ria, desenvolveu-se uma rotina computacional em For~ 
tran-77, que pode ser utilizada em microcomputad ores 
compatíveis com a linha PC, cujo fluxograma é apresen 
tado no apêndice. -

Através do método de projeto E-NUT, elabora-se 
a análise do equipamento térmico em função de suas 
grandezas médias, ou seja, o coeficiente global e as 
temperaturas das superfícies não variam ao longo da 
área de transferência de calor . Assume-se a operação 
em regime estacionário, hipótese razoável na maioria 
das aplicações industriais, onde a escala de tempo ca 
racterística do proce sso de deposição é bem maior que 
a do equipamento . Sendo assim, mesmo com uma varia­
ção temporal da resistência total de depósito, é pos­
sível simular o trocador em regime pseudo-estacioná­
rio. 

O sistema de aquisição das propriedades termo­
físicas apresenta uma opção de considerá-las dependen 
tes da temperatura, caso em que seus valores médios 
são igualados à média aritmética das propriedades cal 
culadas nas temperaturas de entrada e de saída da co~ 
rente em questão. 

O núcleo principal do programa é dividido em 
duas partes e pressupõe o conhecimento das caracterí~ 
ticas geométricas do troca dor de calor . A primeira, 
determina a resistência total de depósito e a tempera 
tura de saída do fluido de serviço, a partir dos da~ 
dos operacionais (condições de entrada e temperatura 
de saída do fluido de processo). Esta última grande­
za, calculada diretamente do balanço térmico na unida 
de, permite a verificação da qualidade dos dados ana­
lisados, quando comparada com o correspondente valor 
de operação . A resistência total de depósito é usada 
na segunda parte do programa, onde são calculadas as 
novas condições de entrada da corrent e secundária pa­
ra que ocorra o restabelecimento da carga térmica es­
pecificada, fixando-se a temperatura de saída do flui 
do de processo segundo os critérios de projeto. 

Entre as sub-roti nas, a mai s importante é res­
ponsável pelo cá l culo dos coeficient es globais de ope 
ração (U ) e limpo (U), sendo também determinada's as 
temperat~~as médias interna e externa da parede metá­
lica. Neste sub-programa estão incorporados o método 
Bell-Delaware [I], e correlações especificas par~ a 
transferência de calor em região anular [14] e no in­
terior de tubos, como a de Palen & Taborek [ 15] , que 
se aplica para baixos valores de Reynold s e altos de 
Prandtl, e a de Sleicher & Rouse, que apresenta boa 
concordância com a de Gnielinski, atualmente utiliza­
da como padrão de referência para a convecção térmica 
no regime turbulento [7]. 

No seu atual es tágio de desenvolvimento, o pro­
grama não contempla os efeitos da deposição no compo~ 
tamento fluidodin~mico do equipamento. 

ESTUDO DE CASOS 

Foram escolhidos dois exemplos para ilustrar a 
aplicação do algoritmo aqui desenvolvido. Após espe­
cificar uma carga térmica, os parâmetros operacionais 
que sofrem variação são apresentados ao longo de uma 
campanha hipotética, com as correções sendo efe tuadas 
quando 0 desempenho t érmico da unidade atinge um limi 
te mínimo tolerável . 

No primeiro caso é analisado um bitubular, ope-
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rando em contra-corrent e (com~rimento total: 27,3 m; 
tubo interno: ~· = 0,036 m e ~e = 0,043 m; tubo e~3 
t2rno : ~· = O,OS4 m), projetado com Rd = 0,42xl0 
m K/W pa~a resfriar 1,51 kg/s de etlieno-glicol de 
355,2 K a 335,8 K (corrente principal). Para tal, é 
utilizado tolueno (fluido de serviço), alimentado a 
299,7 K, com uma vazão de projeto igual a 1,33 kg/s. 
A tabela 1 apresenta os resultados da simulação des­
te exemplo , onde as propriedades termofí sicas são 
consideradas função de temperatura, segundo correla­
ções fornecidas por Daubert & Danner [16]. 

Tabela 
Simulação da Operação do Trocador Bitubular 

% q 
T r 
Ups 

u 
~~~X ](j 
m 
Ts 

ss 

INÍCIO DA FINAL 
CAMPANHA ETAPA 

100 95 
335,8 336, 8 

1092 . 1 1090, 8 
1092, I 942, o 

- o, 1 45 
0,942 0,9 42 

345 ,o 342 ,8 

APÓS FINAL APÓS 
CORREÇÃO ETAPA 2 CORREÇÃO 

100 95 100 
335,8 336,8 335,8 

1103. 1 1101 .9 1115.2 
95 1,1 840,2 847.9 
o, 145 0,283 0,283 
1 ,038 1 ,038 1. 164 
340,9 338,9 336,6 

un idades no SI 

Em seguida, elabora-se um procedimento análogo, 
cujos resultados estão listados 2a tabela 2, em um 
multitubular CT 1-2 (A= 278,6 m ; 918 tubos de~· = 
0 , 016 m) projetado para resfriar 27,8 kg/s de meta­
nol de 368 K a 313 K (fluido de processo), utilizan­
do_égu2 [17]. Para um Rdt de projeto igual a 3,75x 
10 m K/W, é prevista uma vazão de água de 68,9 
kg /s disponível a 298 K. 

% q 
T r 
Ups 

Tabela 2 
Simulação da Operação do Trocador CT 1-2 

INÍCIO DA FINAL 
CAMPANHA ETAPA 

100 9 o 
313,0 31 8,4 
808,7 80 8,7 

APÓS FINAL APÓS 
CORREÇÃO ETAPA 2 CORREÇÃO 

100 90 100 
313,0 318,4 313,0 
864,3 864,3 932,7 

u 808,7 60 4,3 634,8 521,8 546,0 
R0 Px10 3 - o, 418 0,418 o. 760 o, 760 
· dt m 50,61 50 ,Iii 66,28 66,28 95,73 
Ts 318,4 31 7,4 313,6 312,8 308,8 

ss 

unidades no SI 

Uma análise das tabelas 1 e 2 r evela que,na me 
dida que U diminui, a correção de idênticas redu~ 
ções perceg~uais na carga térmica requer maiores va­
riações na vazão da corrent e secundária. Nos dois ca 
sos, a resistência convectiva no fluido de serviço 
não é desprezível, pois nota-se o efeito do aumento 
da vazão no valor de U . 

Os resultados da0~abela 3 possibilitam uma com 
paração ent re as quatro opções de correção disponí~ 
veis. Pode-se verificar a grande eficácia da varia­
ção da temperatura de entrada. No exemplo, uma redu 
ção de 2 K neste parâmetro diminu i de 31 % (opção aT 
para 12% (opção b) a necessidade de acréscimo na va­
zão em relação ao inicio da campanha, que poderia fi 
car inalterada se houvesse uma queda de 3,7 K nesta 
temperatura (opção c) A quar~a possibilidade (op­
ção d) refere-se a uma elevação arbitrada de 10% na 
vazão do fluido de serviço . 

Quando a corrente secundária for também um 
fluido de processo e sua vazão não puder ser altera­
da, admitindo-se, porém, pequenas variações em sua 
temperatura de saída (caso típico de recuperação de 
calor), a estratégia proposta neste trabalho é apli­
cável desde que a operação desta corren te seja rea­
lizada através de um by-pass . 



Tabela 3 
Comparação das Estratégias de Correção no CT 1-2 

ao Final da I ~ Etapa 

OPÇÃO PARAMETRO ,it 
VARIADO T s u u se 

(Wim2K) 
op 

(kgls) (K) (Wim2K) 

a ,it 66,28 298,0 864,3 634,8 s 
b ~s ; Tse 56,79 296,0 832,9 617,7 

c T 50,61 294,3 808,8 604,3 se 
d T . m 

se ' s 55,67 295,7 828,9 615,5 

OBSERVAÇ0ES FINAIS 

O programa de simulação de trncadnres de calor 
mostrou grande potencialidade na análise de unidades 
bitubulares e multitubulares. Da me sma forma, a meto 
dologia desenvolvida revelou-se eficiente na determi~ 
nação e ajuste dos parâmetros operacionais de equipa­
mentos térmicos sujeitos à deposição. 
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APÊNDICE: FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO DO PROGRAMA 

N 

CARAC GEOM I PARM OPERAC 
FLUIDOS I T DE PROJETO ps 

MtTODO €-NUT - U 
PROP TERM FL SE!& 

SUE-ROTINA - U 
R = I IU - IIU dt op 

PROP 

T = T 
PR<JF" TERr-fSfL SERV 

BAL TÉRMICO - ,it 
SUB-ROTINAS - U s;€ 
MET €-NUT - T op 

ssc 

T =T e T =T 
se pdinf' TERM'h "Sifuv 

SUB-ROTINAS -
MET €-NUT -

BAL TÉRMICO 

m · T 
s ' se 

ABSTRACT 

This work presents a steady state simulation 
of double-pipe and shell-and-tube heat exchangers, 
which permits to restore the design heat load through 
adjustments of flow rate andlor inlet temperature of 
either one of the fluids, taking into account the 
occurrence of fouling. New correlati ons available in 
the literature and the Bell-Delaware method are used 
in this study. The feasibility and efficacy of 
variations imposed to those operating parameters are 
also analyzed. 
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RESUMO 

Neste trabalho apresenta-se um modelo numérico capaz de simular o comportamento 
d: tubos c~pilare=, utilizados como dispo=itivos de expansão em sistemas de refri~era­
çao comerc1al. Sao apresentadas comparaçoes com resultados experimentais , as qua1s re 
velam que o desempenho do programa é excelente. ComparaçÕes efetuadas com o méto 
do gráfico da ASHRAE, indicam que aquele método é impreciso, notadamente na determin~ 
ção do comprimento de tubos capilares . 

INTRODUÇÃO 

Durante a elaboração de um programa computacional, 
para a análise dinâmica de sistemas de refrig~ração 
[l:2.J. tornou-se necessár ia a utilização de um modelo n_~:~_ 
mer1co para calcular o fluxo de massa de refrige rante , 
ao longo de um tubo capilar, a partir das dimen s~es fí­
sicas do mesmo e das ca racterísticas de operaçàu do sis 
tema de refrige ração . -

Infelizmente, os modelos encontrados na literatura 
[3,4], além de apresentarem al gumas limitaçÕes termodi­
nâmi cas, prestam-se tão somente, à determinação do com­
primento de tubos capilares. 

Desta forma, procurou-se desenvolver uma estrutura 
computacional que eliminasse a maioria das limitaçÕes 
termodinâmicas, encontradas nos modelos existentes, e 
que tivesse a versatilidade de poder calcular o compri­
mento do tubo capilar ou o fluxo de massa de refrigeran 
te através do mesmo. -

Após a conclusão e validação experimental de tal 
programa resolveu-se, com o auxílio do mesmo, testar a 
confiabilidade do método gráfico, para dimensionamento 
de tubos capilares, indicado pela ASHRAE [s] . Tal pro­
cedimento justifica-se por ser este , nas empresas de re 
frigeração, o Único processo de dimensionamento de tu~ 
bos capilares disponível, além dos procedimentos experi 
mentais tipo cortar e tentar e dos testes experimentais 
normalizados pela ASHRAE [6]. 

DISTRIBUIÇÃO DE PRESSÃO E TEMPERATURA EM TUBOS CAPILA­
RES 

O tubo capilar, apesar de aparentemente simples, a 
presenta, em operação,um comportamento bastante comple~ 
xo [7]. A Figura 1, p~r exemplo, mostra a variação da 
temperatura e da pressao de um refrigerante, ao longo de 
um tubo capilar. 

Ao adentrar o tubo capilar o refrig~rante, no esta 
do subresfriado , sofre uma pequena reduçao de pressao . 
Do ponto 2 ao ponto 3, a pressão se reduz linearmente e~ 
quanto que, considerando-se o escoamento como adiabáti­
co, a temperatura se m~ntém constant~ . No ponto 3 o e~ 
coamento atinge condiçoes de saturaçao, sendo que a pa~ 
tir deste ponto a redução de pressão acentua-se na dir~ 
ção do final do tubo capilar e as linhas de temperatura 
e pressão são coincidentes. 

As linhas tracejadas, da Figura 1, indicam situa­
çÕes que também podem ocorrer em um tubo =apilar, depe~ 
dendo das dimensÕes do mesmo e das condiçoes do escoa­
mento. 

Entre os pontos 3 e 4: evidências experimentais 
[7] indicam a presença de líquido a uma temperatura su­
perior a sua temperatura de saturação, caracterizando 
assim um escoamento metaestável . Este comprimento adi­
cional da região lÍquida, por apresentar um gradiente 
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de pressão menor em relação a regiao bifásica implica 
num aumento do fluxo de massa de refrigerante. 

A diferença de pressão, indicada entre os pontos 4 
e 5, deve-se ao escoamento ter atingido condiçÕes sôni ­
cas no final do tubo capilar. Tal condição, também re­
ferenciada como condição crítica, corresponde ao ponto 
em que a entropia do refrigerante atinge um valor máxi ­
mo. A pressão nesta condição, denominada pressão cr íti 
ca, deve ser convenientemente determinada pois, caso ã 
mesma seja superior a pressão de evaporação, formarácom 
a pressão de entrada no tubo capilar , o diferencial de 
pressão, necessário para iuduzir o escoamento do ref r i­
gerante através do tubo capilar. 

2 3 

REGIÃO dOUIDA REGIÃo 
BIFÁSICA 

o 
•<I 
(/) 
(/) 
UJ 

"' <l. 

4 ' 
' ESCOAMENTO sdNICO '~ 

DISTÂNCIA A PARTIR DO INICIO DO TUBO CAPILAR 

Figura 1. Variação da pressão e da temperatura 
de um refrigerante ao longo de um tu 
bo capilar. 

MODELO NumRICO 

O modelo numer1co, em questão, baseia-se nas segui~ 
tes hipóteses simplificativas: 
a) escoamento unidirecional e permanente 
b) escoamento adiabático 
c) variaçÕes de altura desprezíveis 
d) mistura homogênea entre vapor e lÍquido 
e) escoamento sem presença de Óleo 
f) escoamento sem regiÕes de metaestabilidade 



Para a região líquida do t ubo capilar, de acordo 
com a Figura 1 , a diferença de pressão, entre os pontos 
l e3 , pode ser dada por: 

pl - p3 
2 

(1 + Kf + fLsub/D)G /2p2 
(1) 

onde: G - fluxo_de massa por unidade de área 
p - pressao 
Kf - fator de perda de carga na entrada do tu 

bo capilar 
- fator de atrito 

L 
sub - comprimento da região lÍquida 

D - diâme t ro 
p - densidade 

As pr:ssÕes p1 e p3 ~orrespondem~ respectiva~ente, à 
pressao de condensaçao e a pressao de saturaçao, corres 
pendente a temperatura de saturação diminuída do grau 
de subresfriamento sendo empregado. O fator de atrito, 
para a região lÍquida , é obtido através da equação (2) , 
ajustada a partir do diagrama de Moody, para uma rugosi 
dade relativa (E/D) de 0,0006, considerada típica para 
tubos capilares . Tal equação possui a seguinte forma: 

R.nf 0,75- 0 , 68 R.n Re + 0 , 024 R.n Re 2 (2) 

onde Re é o número de Reynolds baseado no tubo capilar. 
Para a região bifásica, o escoamento ocorre segun 

do uma linha de Fanno. Aplicando- se a equação da ener= 
gia a tal região, obtém-se : 

H 
2 

h3 + G /2p
3 

2 h4 + G /2p4 
(3) 

A equação(3)demon~tra, claramente, que o escoamen 
t o, ao longo de um tubo capilar, não é isentálpico . -

Os valores locais das propriedades termodinâmicas , 
ao longo do tubo capilar, podem ser calculados através 
do a uxí l i o das seguintes equaçÕes : 

h = hR. + xhR.v (4) 

e 
1/p V,q_ +X (vV- V,q_) (5) 

onde x e v correspondem, respectivamente, ao título eao 
volume específico do refrigerante e os subscritos R. e v, 
correspondem , respectivamente, as fases lÍquida e vapor. 

As equações (3), (4) e (5), quando combinadas, for 
necem, de acordo com a equação (6), o título local do 
refrigerante , em função das propriedades termodinâmicas 
do refrigerante na saturação e da entalpia de estagna­
ção, H. 

2 2 2 
x = {- hR.v - G vR.vR.v + [ChR.v + G vR.vvR.) -

2 2 2 2 l/2 2 2 
2(G v ,q,) (hR. + G vR. /2- H)] }/G vR.v ' (6) 

Aplicando-se a equação da quantidade de movimento, 
a um elemento de fluido na região bifásica, de compri­
mento óR., de acordo com a Figura 2, obtem-se: 

pA- [P + (dp/d R. )óR.J A- 10 íoDÓR. 

[v + (dV/dR.)ÓR. - v) pVA 

simplificando-se e considerando- se que 

(7) 

<o = fpv2/8 (8) 

obtém-se: 
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dp + pfV
2 

dR. + pVdV 
2D 

1:0 rc061 

o 

l(P+ :~ 6i) A 
I" 
I V+ d V 6 i 

d i 

j-6.t -l 

Figura 2. Notação para ap licação da equaçao da con 
servação da quantidade de movimento. 

(9) 

Utilizando-se a equação da continuidade e, integrando­
se a equação (9), entre os pontos 3 e 4, obtem-se: 

- 4 2 
f Lsat/D = 2R.n (p4/ p3) - (2 !

3 
pdp) /G (10) 

O fator de atrito médio ao longo da região bifãsi 
ca, f, é calculado de acordo com a equação (11), propos 
ta por Erth [8] . -

f 3,1 Re~0 • 5 exp [Cl - x . )
0

•
25

/2,4] 
1 1 

(11) 

onde Re. e x. correspondem ao número de Reynolds e ao tí 
tulo do

1
refrigerante no início da região bifásica . -

A integral, da equação (10), é avaliada, numérica 
mente, através do processo de Romberg l9J . As propri~ 
dades termodinâmicas do refrigerante sao ob tidas de e­
quaçÕes, ajustadas a partir das tabelas fornecidas por 
Reynolds [10], ou então diretamente da referên 
cia [11]. -

A avaliação da ocorrência ou não de escoamento sô 
nico, é feita calculando-se os valores locais da entro: 
pia, através da equação (6) e das propriedades termodi­
nâmicas do refrigerante na saturação. Através de um 
processo numérico avalia-se a pressão para a qual a en­
tropia atinge o máximo valor. Tal pressão , denominada 
pressão cr ítica, é então comparada com a pressão de eva 
poração (ponto 5) . Aquela que apresentar o maior valor, 
será a pressão! p4 , utilizada na equ~ção (10). . 

As equaçoes apresentadas anter1ormente, prec1sam 
ser resolvidas apenas uma vez quando o objetivo é o cãl 
culo dos compri~entos Lsub e Lsat' a partir.de um fluxÕ 
de massa por untdade de area, G, conhectdo. 

Entretanto, quando o objetivo é o cálculo da va­
zão mássica de refrigerante, a partir de um comprimento 
de tubo capilar conhecido, necessita-se empregar um pro 
cesso iterativo. Isto deve-se ao fato da vazão mássi: 
ca, G, ser função do fa tor de atrito, o qual é funçãode 
Re, que por sua vez é função de G. 

COMPARAÇÃO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Os resultados, fornecidos pelo programa, são co~ 
parados com resultados experimentais obtidos, por Ungar 
et al [12] e Bolstad [13] . Tal comparação é apresenta­
da nas Figuras 3 e 4. 

Conforme pode-se concluir, da análise das Figuras 
3 e 4, a concordância entre os resultados experimentais 
e numéri cos é excelente para todos os pontos anal~a 
dos. 
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Figura 4. Comparação en tre os fluxos de massa ca l­
culados pelo programa e os experimen tais . 

COMPARAÇÃO COM O MtTODO GRÁFICO DA ASHRAE [5] 

Os resultados obtidos com o programa, a partir dos 
dados experimentais , fornecidos por Ungar e t al [12] e 
Bo lstad [13J , são comparados com os resultados obtidos 
através do método gráfico da ASHRAE [sJ . Tal compara­
ção é apresen t ada nas Figuras 5 e 6 . 

Através da análise das Figuras 5 e b, verifica-se 
que o método gráfico da ASH~ [SJ , apresenta discrepâ~ 
cias consideráveis em relaçao aos resultados fornecidos 
pelo programa . 

· Tais diferenças podem ser exp licadas através da a 
nãlise dos trabalhos de Whitesel [14 ,15], os quais for~ 
mama base do método gráfico da ASHRAE [5] . ~1itesel , 
além de consider a r uma densidade média ao longo do tubo 
capilar, expressa como uma função empLrica de p

1 
e x. , 

para permitir a integração direta do t ermo fpdp , na ~e­
quação (lO), utilizou um fa t or médio de a trito dado pe­
la seguinte equação, 

(12) 

onde f~ e fv referem-se ao fator de atrito nas fases lL-
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Figura S. Comparação entre os 
dos pelo programa 

comprimentos calcula 
e pelo método da 

ASHRAE [5) . 

quida e vapor, os quais foram ca l culados pela equação de 
Blasius, a seguir : 

0 , 328/Re0 •
25 

(13) 

Para a determinação do fa t or K, Whitesel [14, 15] compa­
rou os seus resultados numéricos e experimentais , e de­
terminou, para cada ponto, um valor de K que promovesse 
a melhor comparação entre tais resultados. Posteriormen 
te, tais valores foram corr elac ionados, em f unção dasca 
racterLsticas de operação do sistema de refrige ração, ~ 
través da equação a seguir. 

1/2 2 9 
K=exp{[l-(p /pcrit) J (1- x.) /0,66 (14) 

1 ~ 

onde pcrit r efere-se a pressao crítica do escoamento. 
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Figura 6 . Comparação entre os fluxos de massa 
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úbviamente, a expressão (12), utilizada por White 
sel [14,15] não é a forma mais adequada para estimar-se 
o fator médio de atrito ao longo do tubo capilar. O fa 
tor K, reflete apenas um coeficiente de ajuste entre um 
modelo numérico, que apresenta várias restriçÕes termo­
dinâmicas, e dados experimentais que, naturalmente, pos 
suem um determinado grau de incerteza associado aos mes 
mos. 

Tal constatação serve para explicar porque a dife 
rença entre os resultados fornecidos pelo modelo numér1 
co sendo apresentado, e pelo método gráfico da ASHRAE 
[5j, são maiores no cálculo do comprimento do que nccá! 
culo do fluxo de massa . Na equação (10) ao explicitar­
se G em função de Lsat• verifica-se_que G é inversamen­
te proporcional a raiz quadrada de f. Caso L seja 

- . . sat- . 
expresso em fun~ao de G,_ver~f~~a-se q~e.Lsat e ~nve~ 
samente proporc~onal a f. Ass~m, ver~f~ca-se que as a 
proximações feitas no cálculo de f, influenciam, mais 
fortemente, a estimativa do comprimento do que do fluxo 
de massa . 

CONCLUSÃO 

~ apresentado um modelo numérico para a determina 
çao do comprimento ou do fluxo de massa, através de um 

tubo capilar, utilizado como dispositivo de expansão em 
instalações de refrigeração comercial . 

Tal modelo pode ser empregado em estudos de simu 
lação numérica de instalaçÕes de refrigeração e, também, 
constitui-se numa alternativa, rápida e confiável, para 
o dimensionamento de tubos capilares. 

O processo gráfico recomendado pela ASHRAE [5], re 
velou-se , ao menos para as situaçÕes analisadas, impre= 
ciso, notadamente para a estimativa do comprimento de 
tubos capilares . 

Todas as comparações apresentadas, referem-se ao 
refrigerante 12 . Esta não é, entretanto , uma limitação 
do programa, podendo o mesmo vir a trabalhar com qual­
quer tipo de refrigerante. Desta forma, ao contrário 
do processo da ASHRAE [5], que aplica-se somente aos r~ 
frigerantes 12 e 22, o programa é de extrema importân­
cia para testar- se alternativas de tubos capilares em 
função da substituição do refrigerante 12, comumente em 
pregado em instalaçÕes de refrigeração, por outro tipo 
de refrigerante que tenha um menor efe ito sobre a cama­
da de ozônio da estratosfera. 
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ABSTRACT 

The objective of this work is t o present a 
numerical mode1 to simulate the behaviour of capil1ary 
tubes, employed as expansion devices in refri geration 
systems. The program resu1ts a r e compareci with 
experimental data and a good agreement is shown . 
Further comparisons with the ASHRAE graphica1 method 
revea1 that that method is inaccurate, main1y in 
estimating capillary tubes 1ength. 
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ABSTRACT 
A modified cne-dimensional formulation is proposed for radial fins , based on the 

ideas of the reccntly advanced Coupled Integral Equation Approach. which allows for 
significant accuracy improvement over the classical fin formulation , extending the 
range of applicability of the simple cne- dimensional analysis, with respect to the 
related Biot number . 
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The classical cne-dimensional fin-type analysis 
[ l-3] is a well-established and widely employed tool 
in the approximate solution of various heat transfer 
problems related to extended surfaces, and applied to 
practical calculations in the design of heat exchange 
equipment. Analytical solutions were, therefore, made 
available for different fin geometries and boundary 
conditions [ 2,3 J . The basic assumption of negligible 
temperature gradients within the fin ' s cross section, 
and therefo~e relatively uniform temperature distribu­
tions, imposes severe limitations in applying the clas­
sical approach to problems with even relative~ small 
Biot numbers. A limited amount of work [ 4,5 _I is 
available, that attempted to establish error bounds for 
such approximate expressionstin terms of the transver­
sal Biot number. ln general 4, 5], this approach is 
not recommended for Biot well abo;e 0 . 1. However, so 
as to alleviate such difficulty, a new approach was 
quite recently proposed [ 6], that takes into account, 
though approximately, the non-uniform temperature pro­
file across the fin, by making use of the ideas in the 
Coupled lnte~ral Equation Approach, also recently ad­
vanced [ 7, 8 _j. The resulting cne-dimensional formula­
tion is then expected to correct for non-negligible 
temperature gradients and provide a wider range of the 
Biot number in the realm of applications . The~resent 
note brings the extension of the analysis in L 6 l, so 
as to include radial fin configurations, here illustrat 
ed through a straight annular fin . Then, the accuracy­
of the approximate solutions are critically examined 
against the exact two-dimensional results. 

Fig. 1- Geometry and coordinate system for radial f in 

analysis . 

ANALYSIS 

We consider steady-state, two-dimensional heat 
conduction through a straight radial fin, as depicted 
in Fig. 1 below, with constant thermal conductivity , k , 
and subjected to an ambient temperature, ~. andbase 
temperature, Tb. The problem formulation is th cn WYi tten 
in dimensionless formas: 

(1. a) 

225 

with boundary conditions 

1 ., ae(l , Y) + atKe (l,Y) = o, o~~l _a_R __ 

ae cR,ol aecR,l) 
~·-=o; --w- + Bi0(R , l) O, ~<R<l 

(l.b, c ) 

( l. d , e) 

where various dimensionless groups are defined as: 

0 (R,Y) 

K= 

R= _!_ • Y= _:t_ 
r e ' w /2 

Bi= h(w/2) 
----r- (2 ) 



and the heat transfer coeff icients at the lateral sur­
face, h, and fin tip, he, were allowed to differ. 

The exact solution of the two- dimensionalproblem 
(1) is readily obtainable by separation of variables in 
the form: 

0 (R,Y) 2 ~ 
n=l 

sinÀncos(ÀnY) 

[ Àn+sinÀ cosÀ -~ · F(Àn , Rl , (3.a) 
n n-

* F(Àn ,R)= { K0 (ÀnKR) [ Bii0 (ÀnK) + Ànil (ÀnK)] -

* - I
0 

(ÀnKR) [ BiK
0 

(ÀnK) - ÀnKl (ÀnK) ] } I 

* I { K
0 

(ÀnKRb) [ Bii
0 

(ÀnKl + Ànll (ÀnK)] 

* - I 0 ( ÀnK~) [BiK0 (ÀnK) - ÀnKl (ÀnK)] } , (3.b) 

where Iv(x), Kv(x) are modífíed Bessel functions and 
the eigenvalues Àn ' s are obtaíned from the solution of 
the transcedental equatíon 

ÀntanÀn = Bi (3. c) 

A dimensionless average temperature at each cir­
cunferential section of the fin can be obtaíned from: 

G(R) =I: 0 (R,Y)dY (4. a) 

and accordíng to eq.(3.c) , given by 

G(R) = 2 í. 
n=l 

sin2À (4,b) _ _ . F(Àn ,R) 
Àn [ Àn+sÍnÀncosÀn J 

Also of interest is the determínation of the to­
tal heat exchange through the fin's base, Q~, which is 
here defined in dimensionless formas: 

or, 

Q~ 
Qb= 2nrbK(Tb -r.) 

- W dG(R) I 
Qb= re ~ R=O 

-2 
K 

dG(R) I 
dR R=O 

and obtained from eq . (3.a) as 

Qb= 4 ~ 
n=l 

sin 2 À 
An+sinÀ:cosÀn · G(Àn) , 

G(Àn)= { Kl( ÀnKRb) [ Bfr
0

(ÀnK)+Ànil (ÀnKÜ+ 

+ r 1 (ÀnKRb) [ BiK0 (ÀnK)-ÀnK1 (ÀnK) ]} I 

1'-: * -·~ 
I { K

0
(ÀnKRb) LBii

0
( ÀnK)+Ànil (ÀnK) _ -

-I
0

(ÀnKRb) [ BiK0 (ÀnK)-ÀnKl (ÀnK)] } 

(5 . a) 

(S . b) 

(5. c) 

(5 . d) 

The classical fin formulation [ 1-3], when 
applied to the configuration here considered, yields : 

R 

and 

d [ dG(R) J _ BiK2G (R) = O, Rb <R<l dR R dR (6 .a) 

G(Rb) = 1 d0(1 ) + BiKG(l) - _d_R_ o (6 . b ,c) 

which is solved as 

0 (R)= {K
0

(/BI KR) [Bh
0

(/BI K)+/BI 11 (/SI K)] -

I 0 (/SI KR) [ BtKo (/iii K)-/iii K1 (/iii K) T I 

I { K
0 

(/iii KRb) [ Bti
0 

(/iii K) +/iii I 1 (/iii K) ]-

- 1
0

(/iii K%)[B1Ko(/iii K)-/iii K1(/BI K)] } ,(6 . d) 

while the dimensionless heat exchange is given by 

~- 2/iii {K1(/iii K%l[Bfr
0

(/BI K)+/iii I1(/iii K)] + 

+I1(/BI ~)[BfK0 (/iii K)-/iii K1(/iii K)]}l 

* I {K0 (/iii ~) [ Bii0 (/iii K)+ /iii Il (/iii K[l-

-10(/iii ~)[BtK0 (/iii K)-/BI K1(/BI K)] } 

(6 . e) 

A critical comparison of results from eqs.(S.c) 
and (6 . e) reveals that the a~proximate solution ~sumes 
errors of roout 53% for Bí=Bi=lO and 107. for Bi=Bi=l, 
which clearly demonstrates that the classical formula­
tion is severely restricted to very small Biot numbers, 
íf accuracy is at a premium. Therefore , it would be 
extremely desirable if an alternative formulation could 
be developed, providing some reasonable accuracy impro­
vement, but keeping the sarne degree of simplicity as 
for the classical formulation. Such an approach was 
successfully reached in [ 6 J, as applied to longi tudi­
nal and pin fins , and is here extended to radial fins 
as follows. By following the formalism in the so-called 
Coupled Integral Equation Approach [ 6-8 J, we define 
an additional dependent variable 

V(R,Y) = 
(l0 (R,Y) 

(ly 

and rewrite system (l) as shown below: 

l a 
[R 

<l0(R1Y) J + K2 <lV(R 1Y) = O 
T """ãit <lR (ly 

0 (R Y) = 1 · <lG(l ,Y) * b• ' ()R + BiK0( l,Y) =O 

V(R,O) = O; V(R,l) + Bi0 (R,l) = O 
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(7 .a) 

(7 . b) 

(7.c,d) 

(7 .e, f) 



Eqs.(7.a-d) can now be integrated in Y, and the 
definition of the average temperature recalled,together 
with boundary conditions (7. e ,f ) , to yield: 

and 

J~ V(R, Y)dY 

1 d 
R dR 

1; 

El (R , l) - 8 (R , O) 

dÊi (l) 
Ci"i't 

* -+ BiK0 (1) ~ 0 

(8.a) 

o (8 . b) 

(8. c ,d) 

Clearly, by assuming negligible temperature gra­
dients , i.e., El (R,l) = ê (R) in eq.(8.b), the c1assical 
formulation of eq . (6) is recovered . Therefore, in or­
der to approximate1y take into account the effects of 
a non-uniform temperature distribution, one needs to 
relate somehow the average and boundary temp era t ures . 
Allthough higher order and more involved expressions 
[ 7-8 J could be employed, it is here sufficient to con­
sider th e s traightforward trapezoidal rule to approxi­
mate the integrals in eqs.(4.a) and (8 . a), toprovide : 

2 
[V (R, 1) + V(R,O) J = 8 (R , 1) - 0 (R, O) (9. a) 

El (R) = + [ 0 (R,l) + 0 (R, O) J (9 .b) 

and after using boundary conditions (7. e.f) , and rear­
ranging 

r si ) 0 (R,O) - l l + ~ 0 (R, l) = O (10. a) 

0 (R , O) + 0 (R, 1) 2G(R) (lO . b) 

The algebraic system above i s readi1y solved for 
the boundary temperature to yield 

0 (R, l) = 
ê (R) 
1 + Bi 

4 

(11) 

Eq . (11) is then the desired relation to beplug ­
ged back into eq.(8 . b) and produce the still one-dimen 
sional, but modified formulation : 

d0 (1) 
~ 

* -+ BiK0 (l) = O 

where the modified Biot number,Bt , is given by 

Bi 
T+Bi 

4 

(12. a) 

(1 2 .b•c) 

(12. d) 
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Th e so lution of system (12) is entirely similar 
to that of system (6), and obtained by replacing Bi by 
th e modified Biot number, Bi+, in eqs. (6.d.e), and 
there is no need to repeat them here . 

RESULTS ANO DISCUSSION 

Severa1 sets of resu1ts were obtained from the 
exact, c1assical and modified approximate solu t ions t or 
the situation B~ = Bi, and for typical values of the 
re1ated parameters , Bi = 0 . 01 , 0.1, 1. 0 and 10. , Rb = 
0.3, 0 . 5 and O. 7, and K = 1 . to 20 . In tab1e I it is 
shown the dimensionless heat transfer rates at the fin ' s 
base, for ~ = 0.3 and different values of Bi and as­
pect ratio, K. The c1assical and modified approaches, 
a& expected , provide practica1ly the s arne f~gures as 
Bi--> O, while the former rapidly degenerates for Bi 
1arger than about 0.1. At Bi = 1. the improved so lu tion 
still involves a negligib1e error of abou t 0.6 %, pr ovi­
ding conservative estimates for larger Bio t numbers . 
Apparently , the aspect ratio K does not play a major 
ro le in the relative merits of each solut ion . 
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Table I - Comparison of dimensionless heat transfer 
rates at the fin's base for differ ent Biot 
numbers and aspect ratio. 

Figures 2 and 3 present average temperature pro­
files , for Rb = 0 . 3, Bi = 1 or 10 and, respec tivel y , 
K = 2 and 5 . Clearly , the situation is even mo r e favo­
rab1e for t he modified approach , since its tempe rature 
dis tribution is prac tically coincident wi t h th e exact 
results, while the classical solution reaches r e lative 
errors over 100% within the íin ' s length (Bi=lO) . 
Such situation does not seem to be altered signi fican­
tly when the fin is made shorter with respect t o t he 
base radius (larger values of Rb), as demons t ra t ed in 
figures 4 and 5, respectively , for Rb = 0. 5 and O. 7. 
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for average temperature distributions (Rb=0 . 3 
and K=5) . 

The approach here presented is certain1y an im­
provement of an arder of magnitude over the wide1y em­
ployed classical formulation and higher arder solutions 
can be pursued , at the cost of further analytical invol 
vement , by considering approximations for theassociated 
integrals that include derivatives at the Y boundaries. 

"' 
"' 

t. ~~ 

! . 6! 

8. b! 

!. I! 

o. 18 

~. 
'\\ 

''"· ~ 
I ~ 

I \ ~\ 
\ \\ . ~\ .. 

\ 
\ 

\ 
\ 

' '• 

\ 

' ~ .. ~ 

' 

' ..... 

' ' ,, , :r:>'>:· ... 

'- ~ 

·---

- - Te 81 •!. e 

···-· ftTt 8 I • !. ~ 

Te 8; · t. a 

Te 8 i · te. 

--- Tm B i •!8. 

Te Bi • !!. 

··· · :·:··~ · :1' "---~·:· : .. :·· · 

!. !! - • ---
8.5! --~ 

ft. b! 8.18 ! . B! n. sa t .no 

Fig . 4 - Exact, classical, and modified fin solutions 
for average temperature distributions (Rb=0.5 
and K=5). 
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SUMÁRIO 

O p!LUen.te tJr.a.ba..tho :tAa;ta. do duempenlw .tvun(.c.o de ~upVL62uu a.le.ta.dM em uc.oa. 
men.to .tWLblLf.en.to. E mM.tJw.do que .tal du empenho depende pM.nupa.ôrren.te do NúmeJLo r1e. 
NuMe..U e da eS.<'.uê.nUa. da. Jteg.<.iio. EMU pa.Jtíime.tJto~ úo 6unc;õu do NiimeJLO de Reyno.ed.ó 
do uc.oa.men.to e da geomet!t.<'.a do p!toblerna. Pa.~ta .<'.M.tiLM o método, vâlu:.o~ exemplo~ ~iio 
dado~. 

INTRODUÇÃO 

A teoria relativa à transferência de calor em su­
perfícies aletadas [1] mostra que,para determinar-se a 
taxa de troca de calor associada a mesma, é necessá rio co 
nhecer- se o coeficiente de filme médio, h, e a eficiên~ 
cia da região aletada, n, além da área e da diferença de 
temperaturas entre a superfície primária e o fluido . Ini 
cialmente, em uma revisão da literatura, constata-se uma 
grande deficiência de dados, para diversas geometrias , 
no que se refere aos coeficientes de filme médios de re­
giões aletadas (superfície primária e aletas) . flui tos 
autores, como por exemplo Sparrow [2], fornecem o coefi­
ciente associado apenas a uma aleta ou pino , que certa­
mente difere do coeficiente médio da região. Adotar-se 
tal coeficiente no projeto de trocadores de calor compac 
tos, ou seja, com uma elevada udensidade" de área de 
troca de calor por unidade de comprimento devido a colo­
cação de aletas, pode comprometer o projeto. Da mesma 
forma, a utilização do coeficiente de troca de calor da 
superfície lisa (sem aletas), também pode acarretar er­
ros consideráveis em tais projetas. 

No presente trabalho são apresentados dois métodos 
para a análise do desempenho de superfícies aletadas. A 
diferença fundamental entre os métodos reside na defini­
ção de eficiência da região aletada. Conforme será mos­
trado na "Análise Teórica" , a det ermi nação da efic iência 
da região envolve o conhecimento da eficiência da· aleta 
ou pino, além dos coficientes médios de troca de calor. 
Para a determinação de tal eficiência, no caso de uma 
aleta, foi utilizado um modelo bi-dimensional [3J . Com 
o objetivo de ilustrar os métodos de análise, são apre­
sentados vários resultados originais envolvendo geome­
trias diversas. 

ANÃLISE TEÓRICA 

A Figura 1 apresenta esquematicamente um canal for 
mado por uma superfície aletada (pinos ou aletas) e ou-

~ r,, ~ 

l t ~ ,- ISO~AMENTO 

~
't ~ TERMICO 

~ r;f ~ w e 
ALETAS CURTAS OU PINOS 

Fig. 1 Representação esquemática da região aletada 

*Membro da ABCM 

tra adiabática . Tal configuração é t1p1ca de trocadores 
de calor compactos. A superfície primária da região ale 
tada é suposta isotérmica, à temperatura T . Através dÕ 
canal escoa um fluido , com uma vazão mássi~a m, com tem­
pera~uras Tfe e Tfs• na ent rada e saída do mesmo, res­
pect1vamente . 

Para efeito de análise, é admitido que as aletas 
possuem um comprimento pequeno na direção do escoamento, 
de tal modo que se possa conside r ar a t emperat ura do 
fluido constante sobre cada uma das mesmas. 

19 Método de Análise. A taxa total, Q, 
calor entre a superf1cie aletada (área At) e 
que escoa no canal é dado por 

Q 

de troca de 
o fluido 

( 1) 

onde Qwé a taxa de calor dissipada pela superféie primá­
ria (A) e Q é a associada às aletas (A) . Ainda nes ta 
equaçã~, h éao coeficiente médio de troe~ de calor e n a 
eficiência da região . aletada usualmente definida pela 
relação Q/Q.d, onde Q.d é a taxa de calor (ideal) troca­
da se a ale~a fosse iãotérruica à Tw. 

Poroutro lado, as taxas Qw e Qa podem ser expres­
sas por 

Q = hA liT w w e (2 ) 

Q = n hA ClT 
a a a 

(3) 

onde liT é a diferença média logarítmica de temperatura da­
da pela fração da equação (l ) e n a eficiência da al e ta 
ou pino. a 

Combinando-se as equações (1), (2) e (3) obtém-se: 

n=( l - (1- n )(A /A)) 
a a t 

(4) 

Pode-se observar que Q depende fundamentalmen t ede 
h e n. O coeficiente h é geralmente fornecid o em t ermos 
do NÚmero de Nusselt (Nu), enquanto, através de (4), veri 
fica-se que n é função de na . -

Definindo-se a temperatura adimensional 6fdo flui 
do como sendo 

6f= (Tf-Tf )/(Tw- Tf ) , (S} 
e e 

229 



e considerando-se o balanço de energia no fluido, 
-se escrever: 

efs 
Q= nhAt(Tw-Tfe) i n(1/(1 - 8fs)) mcp (Tf s -Tfe) 

Daí, resulta 

efs= 1- e-ne, 

pode-

(6) 

(7) 

onde e= hAt/mcp. ~ coveniente ressaltar que, sendo conh~ 
cidos os valores de n e h que caracterizam o desempenho 
da superfície alet~da, pode-se determinar efs (ou Tfs) e , 
consequentemente, Q. 

29 Método de Análise. Rosman, Carajilescov e 
Saboya [4) sugerem uma definição alternativa para a efi­
ciência da região aletada, n* . Assim, 

mcp(Tf - Tf ) * s e 11 = . 
mcp(Tf

1
- Tf) s e 

efs 
1 
ef s 

(8) 

i . . .. 
onde, Tf ser1a a temperatura do flu1do na sa1da se a ale 
ta fossesisotérmica à Tw· Ressalta-se que, na definição 
clássica (equação (1)), supõe- se inalterada a temperatura 
do fluido na saída, Tf , quando se determina Óid· s 

Poder-se-ia reescrever a equação (6), para a. aleta 
isot~rmica, subs:ituíndo-se Tfs e ~fs ~or Tf~ e e f~ , re~ 
pect1vamente, alem de 1gualar 11 a un1dade. Tal proced1 
menta equivale a se fazer 11= 1 na equação (7). Deste mo 
do, 

e/= 1-e-e 
s 

(9) 

De forma idêntica ao 19 método, n* e h caracterizam 
o desempenho da superfície. Para obter-se Q = . 

mc p ~fs(Tw-Tfe) atravé~ do 29 método,. determina-se ef~ 
(equaçao (9)) e, em segu1da, efs= n*ef~ 

Relação entre n e n*. ~ possível estabelecer uma 
correlaçao entre ambas as definições de eficiência de su­
perfícies aletadas, substituindo-se (7) e (9) em (8). As­
sim, 

n*= [ 1-e - ne J j [ 1_e -e J (10) 

A Figura 2 
metrizada por e. 
n, excetuando-se 
de constata-se a 

t,OO 

0,75 

1l* 
0 ,50 

0 ,25 

0,00 

apresenta graficamente t a l função para­
Observa-se que n* é sempre maior do que 

os ex tremos do interval o (zero e um), on 
igualdade entre n e n*. 

0,25 0,50 0 ,75 t/X) 

11 
Fig. 2 Relação entre n e n* 
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Eficiência de Pinos e Aletas. A Figura 3 apresenta 
esquematicamente o pinoeaaleta, cujas eficiências devem 
ser determinadas . 

PINO ALETA CURTA 

Fig. 3 Geometria básica do pino e da aleta 

Em regime permanente, um balanço de energia no pino 
uni-dimensional fornece: 

d
2

e/dX
2

- c 1e =o 

onde o parâmetro cl é dado por 

C1 = 4 
H' k~ 
---Nu 
ooh k 

As condições de contorno da equação (11) sao: 

(1) Em X= O (base do pino): e= 1 

(2) Em X= O (ponta do pino): de/dX= -(D/4H)c 1e 

Nas equaçÕes (11), (12) e (14), tem-se: 

e= (T-T~)/(T -T~ ) 
w 

X= x/H 

Nu= hDh/k ., (Número de Nusselt) 

T = temperatura local do pino 
Oh = diâmetro hidráulico do canal 
~ = condutividade térmica do fluido 
k = condutividade térmica do material do pino 

( 11) 

( 12) 

( 13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Ressalta-se que a distribuição de temperatura no pi 
no, e consequentemente a eficiência do mesmo, depende so= 
mente do parâmetro C1 (eq . 12) e da relação 0/H, conforme 
pode - se observar através das equações (11) e (14). 

De forn~ análoga, um balanço de energia 
bi-dimensional da Figura 3 fornece: 

na aleta 

a 2 e/ax 2 + a 2 e/aY 2 
- c, e = o 

onde o parâmetro C2 é dado por: 

c = 2 

H2 

tDh 
~Nu 

k 

As condições de contorno da equação (18) sao: 

(1) Em Y= O (base da aleta): e= 1 

(2) Em X= O (lateral esquerda da aleta): ae / ax 

= (t/H)C, e 

(3) Em X= i/2H (linha de simetria da aleta): 

aetax= u 
(4) Em Y= 1 (ponta da aleta): ae /aY= -(t/H)C, e 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 



Em adição a nomenclatura já definida, Y= y/H e 
2t é a espessura da aleta. 

De forma semelhante aos pinos, verifica-se que a 
eficiência das aletas é função do parâmetro C2 e das rela 
çÕes t/H e i/2H. 

Tanto no caso dos pinos quanto para as aletas, sen 
do conhecida a distribuição de temperatura e, pode-se de= 
terminar a eficiência. Deste modo, 

(24) 

onde A é a área total de troca de calor da aleta. 

RESULTADOS 

Conforme mencionado anteriormente, o desempenho de 
superfíc ies aletadas depende basicamente da eficiência 
da região (n) e do número de Nusselt médio (Nu) associado 
à geometria da superfície. Para um dado fluido escoando 
através do canal (Figura 1), o NÚmero de Nusselt médio é 
função do NÚmero de Reynolds (Re• vDh/v) . Por outro la­
do, a equação (4) mostra a dependênc1a de n em relação a 
n (eficiência do pino ou aleta). Deste modo, constata­
-~e a influência do NÚmero de Reynolds (Re) na eficiên­
cia n através dos parâmetros C1 e C2 para pinos e aletas, 
respectivamente. Assim, conclui-se que, fixados a geome­
tria e o material, o Número de Reynolds é, em Última aná­
lise, o único parâmetro independente. 

Região Anular com a Superfície Interna Pinada. A 
Figura 4 apresenta esquematicamente a geometria em análi­
se. 

ISOLAMENTO 
TÉRM ICO 

Fig. 4 Região Anular pinada 

Os valores dos adimensionais que definem geometri­
camente o problema são: D/H= 0,5, (D2 -D 1)/H= 0,858 e 
D1 /H= 3,428. Ressalta-se,ainda, que existem oito . pinos 
por seção e que os pinos pertencentes a duas fileiras su­
cessivas são posicionados de forma defasada, formando tri 
ângulos isósceles . O passo longitudinal, p, que é equiva 
lente a altura do triângulo isósceles, é dado pela rela= 
cão p/H= 1 ,299. 

Para este caso, a integração das equações (11) e(24) 
fornece: 

1 
n = a 
~ (1+D/4H) 

1+(D/4H)rc;,- e-2~ (1-(D/4H) ~) 
(25) 

1+(D/4H)~ + e -2/C;" (1-(D/4H) ~) 

onde C1 é dado pela equação (12). Uma vez obtido n , po­
de-se determinar a eficiência da região, n, atravésada e­
quação (4). Observa-se que, fixados as relaçÕes geométri 
cas fornecidas anteriormente, a relação A /A da equação 
(12) é constante, independentemente do co~prtmento do ca-
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nal. Deste modo, para o presente cas~ Aa/At= 0,530. 

Nieckele (5], em trabalho experimental, fornece o 
Número de Nusselt médio em função do NÚmero de Reynolds 
na faixa de 10 .000 a 82.000, para a geometria anterior­
mente especificada. Conforme sugerido em [6], com o obje 
tivo de generalizar-se os resultados para vários fluidos-;­
uma vez que os experimentos de Nieckele foram realizados 
com ar, o NÚmero de Nusselt é dividido pelo fator Pr0,4, 
onde Pré o NÚmero de Prandtl. Desde modo, 

Nu/Pr
0

•
4

= 0,121Re
0

•
717 

, (26) 

onde Re e o NÚmero de Reynolds baseado no diâmetro hi­
dráulico, Dh, da região anular lisa, ou seja, Dh=D 2 -Dl. 
Assim, 

4moh 
Re= __ ____;;:_____ 

4m 
(27) 

11( D:-D~)~ 

sendo ~ a viscosidade dinâmica do fluido. 

A equação (26) é valida para escoamento desenvol 
~!~~e). a superfície primária sendo isotérmica (Tw= cons-

Duto Triangular Equilateral Pinado. A Figura 5 mos­
tra de modo esquematico a geometria em estudo. 

Fig . 5 Duto triangular equilateral pinado 

Os adimensionais que definem a geometria do proble 
ma são: D/H=0,5,e/H=~ p/H=1,5 e i /H=9,25. Observa-se, ai; 
da, que existem oito pinos por seção e que os pinos per~ 
tencentes a duas fileiras sucessivas são posicionados de 
fasadamente, formando triângulos equiláteros. -

De forma semelhante ã região anular pinada, a efi­
ciência n é dada pela expressão (25), enquanto a rela­
ção AiAtaa0,386. 

S.L. Braga (7] obteve experimentalmente o Nusselt 
médio também em função do Número de Reynolds, para a 
geometria triangular pinada especificada anteriormente . 
Generalizando-se a expressão sugerida pelo au0o~ para o~ 
tros fluidos, além do ar, através do fator Pr ' , ob tém­
se: 

Nu/Pr
0

•
4

= 0,025 Re
0

•874 
(28) 

A relação (28) é válida ·para escoamento desenvolvi 
do, com T constante e para a faixa de Reynolds (Re) com 
preendidawentre 5.000 e 35 . 000, sendo que 

(29) 

onde_ Dh e A são, respectivamente, o diâmetro hidráulico 
e a area de ~scoamento da seção triangular lisa (sem os 
pinos): 

sen(2a) i 

1 +sena 
0,577 i 2a (30) 



A
5 

= sen cx. . cosa V..
2 = 0 , 4)) _Q, 7 (31) 

Região Anular com a Superfície I nt e rna Al etad<~. A 
Figura 6 mostra de forma esqucmatica a geomet r ia ana- li s.J 
da . 

""- ESPESSURA 2t 

fD D2 

-ISOLAMENTO 
TÉRMICO 

Fig . 6 Região anula r aletada 

Os adimen s ionamentos que definem geometricamente o 
probl e ma são 2t/H, ~/ H ( ~ é o comprimento de cada a l e t a) , 
(D 2-D 1 )/H e 0 1 /H. Res salta-se,ainda , que existem 20 al~ 
tas por seção e que as aletas per t encentes a duas filei ­
ras consecutivas são posicionadas de forma de fasad a , con 
fo rme mo str ado na Figu ra 6 . As aletas r epresentadas por 
linhas tracejadas pe rtencem a uma fi leira ime diata mente 
anter ior ou poste rior ~ file ir a de aleta s r e presentadas 
por linnas contínuas. Alé.m disto, o término de urna fi­
leira co incide com o iníc i o da seguinte , não sendo, por­
tan t o , carac terizado um " pa sso 11

, como n o cas o dos p inos. 

C.V. M. Braga [ 3 ], em pesquisa expe r imenta l, anali­
sou t al geome t ria, var ian do a a ltura da s a l etas . A Tabe ­
l a l for nece os va l ores dos adimen s ionai s menc ionados a n 
ter iormente, al ém da re l ação A /A , par a o s do is casos 
analisado s. a t 

Tabela 1. Ad irnens ionai s g e om~t ric os 

PARÃMETRO I ALETAS BAIXAS I ALETAS ALTAS 

2t / 11 0,220 O, 110 

l/H 4 2 

(0 2-Dl ) / H 5 ,080 2, 540 

u, / 11 5 ,080 2,540 

Aa /At 0,801 0 ,885 

A in teg r ação das eq uaçÕes ( 18) e (24) possibi l it ''" 
a r ep res ent aç ~o atlali ti ca das ef ici ~nc i as da s 3 le tas [1], 
através do aj uste de po l inôrnio s do 29 grau em c 2' pc 1 u 
método dos mí n imos quadrados, com desvi o médio infe r ior 
a O, 1%. Assim , re spect i vame 11 te para as al eta s ba ixa (~ 

a lta , tem- se: 

~.a = 0,999 - 0 , 353 c, +0 , 095 c ~ (0 , 05~ C
2

c 1) (32) 

rr
11

= 1,0 16- 0,365 C,+0,098C ~ ( 0, 05 ~ c
2

·., 1) (33) 

F ina l men t e , em [ JJ,c ncontra- se o Nusselt médio, pa 
ra escoamento desenvolvido e T constan te refe ren t es àS 
reg i~es anula re s e sp ec ifica da s~ como fun ç~o do Rey11olJ s 
def i nido pe l a cquaç~o (27). Deste modo , pa r a as seç~c s 
com al e t as ba ix as e a ltas re spec tiva ment e ,tem- s e: 

Nu/Pr0 ,4 

Nu/P r0 , 4 

0 , 008 Rc0,8 51 

O,OO h Re0 , 947 

(34) 

(3 5) 

As fai xa s de Rey nolds da s e-qua çÕes (34 ) e ( ) ") ) sao, 
r espect ivament e , 10.000 a 50.000 c 10.000 a ]O . >liJU . 

COME NTÁRIOS FI NA IS 

Mos trou- se,no pre sent e tr abJll'll), qu ;._• u dt· s(,··mp t:nh~_1 

t é rmi co de reg i ~es a l e ta das ~ ~a r a c terizado p ri nw rJ i ~ t l ­
ment e pel a e fi ciê ncia e NÚmer o de :.Jusselt médi o da rt..! ­
gi~o . Assim , fixada a geome tria e o N~me ro de Reyno l ds , 
determina - se , imedi a tamen Le , o Nusse lt médi o (t•q u ~H; ã o :?:6 , 
28, 34 ou 35 ) e , conforme o cas o (p ino s uu ale ta s) , u pa 
rim~tro c 1 ou C

2 
(equaçio 12 ou 19). _com o va l or dc~L; 

p a ran~t ro, po de- se de termtnar na a traves das equa~ oes 

(25) , (32) ou (33) , de acor do com o t i pu de i eumetr i a. 
Fi na lme nte , a ef ici ê ncia da r eg ião (r >) l~ lJbti. da pe la ~_'x ­
pres são (4 ). Po der- se - ia, a in da, ob u• r u va l or de ··! -..·', \k ­
finido pe l o 29 Mé t odo de Análise ( equa -.;à o 10 o u i-' i :•,u r d 

2) . Re ssa l.ta- se qu e todos o s resul t ados ; tp r t·~.:.: nt,l dl)S 
são ap li cáve i s a f amí lias de fl'gi ~-H·s gt.!urn~..· tricamente s~...' ­
me lha ntes, ca rac terizada s pe los p.:1râmetr~...)s (~eomêtrit~ u:-:.) 
adimens i ona is definidos para os vã r l OS ca :--;,, s , ap re sen ­
tad os no presente trabalho. Finalment e , dev~..·-s o..:o ob ser v ~lr 

qu e os núme ros de Nu s se 1 t, dados pela s eq ua çÔL· s ( 26 ), ( 28 ), 
(34) e · (35), for a m obtidos expe rime ntalme n te P'l ra regi úvs 
com r1~ 1. Assim, el es dependem ap ena s do ~lin~r o de 
Reynolds, não de pende ndo do mat e rial da a le ta. 
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AIRFOIL BOUNDARY Li\Y~:R LNDUCED BY TURBULENT PLANE JET 

e CARLOS ALBERTO FIALHO THOMPSON LEITE 
JOS~ CARLOS ALBANO DO AMARANTE 
IVANDO .lliNQUEIRJ\ .IUN!OR 

e 
Instituto ~lilit.1r de Engenharia,RJ 

AIIS'I'RAI' I' 

The turbulent viscous actinn nr "" illcompressibile plane jet on a NACA 0012 
airfoil is studied nume ricall y 11ncl '' ' l"'rimt·nt.<lly. An npen- ci r cuit low-ve loc it y wind 
tunnel has been used to obtain t 1, . ll•>w d.>l 't. The exp<'r Íme nt a l conditions are Re:molds 
number , based on the airfoil c ho>cl, 1. 2 l·.o·, tnd ?.e ro deg r ee angle of attack. As the 
free jet is turbulent, the establ, ,;l,l'cl l>"""cl.>ry IAyer sta rt s turbulent fr om Lhe 
ai rfo Ll leading edge . Loca l and illl · · ~r, ll clta r .lcll'risL i c paramete rs o[ the turbulenL 
boundary laye r are ob tained botlt PXp<· riml'ntally and nume ri ca ll. y . 

INTRODUCTION 

Turbulence is a phenomenum largely observvd on 
flows oround airfoils, wings , airplanes and mi Hs i l es 
and it s study is of great concern to Aerodynumi rs . 
The fundam ental nature of such flows is re lat cd boLh 
to lhe free-stream chara c Leristi cs and to the visrous 
cffccts of the fluid on the vehicle solid surface. 

Although beeing very imporLant and subjected to 
an inc reasi ng amount o( research, the turbulence 
rcmains a scarce l y known phenomenum. Specifical l y , 
Hussain and Reynolds [I], Hu ssa in and Thompson [ Zj , 
Thompson [3], Matt ingl y and Criminale [4], Lato [5] 
and PisLono [61 hav e dedica t ed special attention to 
pla ne j et turbulencc , whose main c harac t e risLi c is 
the flux variaLion a lon g the longit udin a l axis. The 
velocity diffe r ence betwee n th e flowing fluid and the 
s urroundin g stationary fluid indu ces a vortical 
moLio n, responsible for mass inj ec ti on of sLationary 
fluid in th e main strcam. 

The conLinuuLion of studies lead Lo an 
exper iment a l invest i ga tion of the turbulent viscous 
action of a n incompressible plane je t on a NACA 0012 
airfoil and the development of a computati onal code 
for numcr i ca l corroborat ion of the expe rimental data 
of turbulent boundary l ayers (Junqueira[?]). 

BASIC E:QUATIONS 

The turbul ence , c iLher on the plane j~t or on 
the airfoil boundary l. ayer , is co nsid e red isotropi c 
and ~) n i.t s Lill•orL·lica\ t rcat rnent is used Lhe 
phenomano lo g i co l app roach , bas ed on a formulation 
that, despite bccing empiri ca l and original of the 
seventi es , is stil l large ly em p loycd [8]. The 
phenomenological approach relat es thc fluctuaLing 
Lerms with the m0an ve l oc it y in arder to r educe the 
number of unknown s and Ln so l ve the parti a ] 
differential eq uatio ns governing the turbulent flow. 

The gove rning equati ons for a s t eady , 
incompr ess ibl e , plane and turbulent boundary lay e r 
a round a n air[oil on a plane turbulent jet with mean 
velocity ue(x) a re [ 7 J: 

a l m 2 
ãil [ ( I+ V)fllfl l + (y+l )ffllll + 2y(1-fll) 

2x (f f - r f ) 
ll llX X llll 

( I ) 

where 

ll y~~~x (2) 
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th ~· qtlantity y is a nondime ns io na l parameler of 
pr~ssure gr adi ent defi ned by 

y 
dü 

x e 
u 

e 
dx 

(3) 

and v and E arP the dynamic and apparent viscosity 
respective l~ . The Cebeci-Smith [9] mi xing l c ngth model 
ha s heen empl oyed. f(x,n) is rel.ated to a [unction 
tha t satls fi es implicitly the continuiLy equdtion 
throu gh the following express ion: 

f(x,n) 1/J(x , '1) I /2 vxü., 

Tl w bo11nda r y co nd i.t- i.n ns are: 

RI lh<' w;t l[ - f(x , O) = 0 

f
11

(x , O) = o 
a t th" edge - f

11
(x,' le) = üe (x) 

The variables are nondimensionalized wiLh 
the airfnil cho rd, c , and the mean ex iL 
tl1P free je L, ü (x) . 

NUMERlCAL MODEL 

(4) 

(5a) 

(5b) 

(5c) 

rcspl'Cl to 
ve locity of 

The selectcd numerica l proc~dur e i s the Box 
MeL hod which wa s developed by Ke ll e r [ 10] a nd used by 
Keller and Ceberi [ 1 1 ] , Cc bec i and Bradshaw ( 12] and 
Am<trAnLe [ 13 ] . 

This nume ri ca l method i s impli c it , unconditionally 
sLable a nd sccond-ordcr accurat e . Basi ca lly, the idea 
i s to write the gove rnin g equa tion (7) in a form of a 
first-order sys Lem: 

with 

f ll 

t 
ll 

g 

3 r m 2 an r<1 + v-li + <Y+ l Hg + 2y(1-t l 

2x(ttx- fxg) 

the resultin g sys t em and on 

(6a) 

(6b) 

(6c) 

arbitrary 



rectane,ular net (figure 1) , simple centert·d-differenc e 
quotients are uscd and averages nrc taken al the 
midpoinls of net segments o r nel rcclangles, as 
requircd . 

Tf 
k" 

n j r.- r, 
-~ 

n J- '12 o h · 
p I p J 

·~ "j - l •-- I 2..1. 
J - I 

n- l x" - 'ta n 
"J-l ·-_ t_ K K 

n -1 n • K 

Figu•e 1. Arbitrary rectangular nel of int cg ratinn. 

The equalio ns 
about (x 11 , Tl ._

112
) " 

x-deriva L i v~s: 

(6a) and (6b) are to be " centcrcd 
since Lhey do nol involve 

h-:1([~-[~1) 1 (t~+ t~ ) n (7a) 
1 1 J- 2 J 1- 1 tj- 1/2 

h-: 
1 (t~- tn 1) 1 n n n (7b) 2 (g. + g. 1) gj- 1/ 2 J J J- J J-

on thf' o~~Tlzhand , th~ eq uati on (6c) is to be " cenlcred 
about (x , n. 

12
) : 

whL' r c 

b I 

I'! I = y 

n-1 
Rj-1/2 

j-1 

"' + 

n 
I+ Cl + 

n-1 n n n-1 
fj-1/2gj- 1/2) + 2Y = Rj-1/2 

(7c) 

n-1/ 2 2x 
{'( (8). (9) 

kn 

2y n 
(lO). (li) a2 = +C't 

n- 1 2 n- 1 n-1 2 n- 1 
+ 2y 11 -(L )j- I / 2J}+a[(fg)j_ 112-(L )j_ 112 

( 12) 

Th~ houndarv condi L ions at xn are: 

rn 
" 

() 
n 

l 
o 

o and ~~ ( !3a-c) 

An imp1ic il nonlinear a lgebraic system of 3J+3 
l· qut'lt ions in a c; many unknowns as (f~ , t~ and g?) is 
r hlnincd from Lhe cquations (7) subjc~ t edJto bodndary 
conditions (13). Th is systcm is vcry effecL ively 
so1vcd firsL through I inear i zat ion , by us i ng Newton ' s 
mvlhod , and Lhcn by usi ng the block-elimination method 
on Lhe resulling sel of equations [ 13]. 

FXPERU1ENTAL 1\PPARATUS 

1\n opcn-circuit l ow-ve locity wind Lunnel, whose 
ai r <'jt>cL ion opcning measures 110mm x 740mm , has been 
us ed to obLain flow daLa around a NI\CA 0012 airfoil. 
Thr tunncl dimensio ns are shown in figure 2. The 
· pe ning is vertica l and i s l ocatcd in a central 
·· •s i L ion between the f l oor and the cei l ing of the 
IHhoratory. Thc air eject ion is dan e to Lhe laboratory 
inl l rior that occupies a volume of 16m x 8m x 3m. 
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Figure 2 . Dimens ional Scheme of Lhe Wind Tunnel. 

The Lunnel is made by independcnt modules 
diU•·s<>rs, stabi li zation chamber , nozzle - LhaL can be 
joined differenLly,giving to Lh e device an aditiona l 
versatility. All internal surfaces of the tunnel are 
rcvested by smooth and polished Forrrica two milimeters 
thick. ln thc modules unions , thick rubbcr l i ners are 
used to dampen the vib r ations from the Lunnel motor. 

i\ constriction of the suction sec Lion o f a 
centrifugai fan control s the air flux, providing seven 
differ nt flow velocities. The fan rotor , with an 
external diameter 500mm wide, is driven by a GE 
electric moLar of 5cv and 3530 rpm. 

The NACA 0012 a irfoil has a chord of 152.4mm , a 
maximum thickness of 18mm and a wingspan of 450mm. It 
was posiLioned on the test sccLion as shown on figure 3. 
The mean and f l uctuation velociLies were measured with 
a plalinum-coated tungsten hotwire with a diameter of 
0.0005mm , a l e ngth of 5mm ~nd an ovc rhcaL ing of 0.4. 

Fieure 3. 1\irfoil Positioning . 

The experimental data were obtained on Lhe airfoil 
pla ne of symmetry. The boundary-l.ayer mean velocity 
profile and free-stream mean velocity were measured a t 
stations 6 to 13 (figure 4) . On the other hand, only 
the free-sLream mea n velocity was obtai ned aL sta tions 
I Lo 5 , since at those points the boundary-laye r 
thickness is too sma ll and comparablc to Lhe hotwire 
diam ter. 

(, 7 
10 11 

13 
8 

12 

Figure 4. NACA 0012 Profile- Measuring Stations. 

Figure 5 shows the data co llection scheme . A DISA 
55MO I constant temperature a nemometer (CTA) i s used for 
process ing the hotwi r e output. The CTA outpu t is 
linearized through t he DI SA 55M25 device. The mean 
voltage and RMS we r e read by means of a digita l vo ltmeter 
DISA 5503 1 and voltmeter DISA 55D3J , respectively . The 



hotwire probe i s DISA 55420 with its r espective support. 

STil.li~ G .., lriiOi ll~/ 

CHAM& < O ,~~ 

-·-·- .J. HOT .. IO( 

--- ~ PROII 

·-====:!.-----.___ 

,/'r~10j 
Figure 5 . Data Collection Scheme. 

RESULTS 

The exp~rimental co nditions are Reynolds numbe r, 
bas ed on the ai rfoi l chord, 1. 2 E05 and ze ro degr ee 
angle of at ta ck. The fr ee-s tream uni formity around the 
bod y i s expcriment a ll y [ 14) verifi ed, as s hown in 
figure 6 and based on the fact that the airfoi l trailing 
edge position is on l y 1.65 times the opening he ight. 
The turbulence l evel on the fr ee two-dimensional j e t 
vari es f rom 4% on Lhe proximities of the le ading edge 
to 13% on the vi c inities of Lhe trailing edge (fi gure 
7) . 
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Figure 6. Mean Ve l ociLy Dis tribu tion withouL ai r fo il 
at: t est sect ion, 30mm and 165mm away from 
the t es t sec tion. 
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The mean ve loci t y di s tribution o( the fr ee stream 
around the airfoil is obtained experimenLall y - figure 
8 - and is us ed as a boundary condition for the 
numerica l so lution of the turbul ent boundary l ayer . The 
expe rimental and nume rica l profiles of the boundary­
layer mean ve loci t y ar e shown on figur es 9, 10 and 11. 
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Fi gure 8. Mea n externn l ve locity d is Lribu Li on a round a 
NACA 001 2 Airf o il at zero degree ang l e of 
a Lt ack. 
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Fi gure 9. Boundary-laye r mea n v~ l oci L y profi le at 

sta ti o n 6 . 
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Figure 10 . Boundary-laye r mea n velocity profile a t 
station 9 . 
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Figure 11. Bound ary- l ayer mean vcloc ·it y profile at 
station 13 . 

The exper imenLa l mean velociLy profile on the 
five first staLions were noL access ipl e wi th Lhe 
available hotwire device. On the ot he r heand , the ini­
tial ization of Lhe nume ri cal turbul nt boundar y layer 
with a mea n veloc ity profile frnm Lhe 1/ 7 Lh-powc r law 
can nnL be performed becausc the mea n velocily doe' noL 
exis L aL x-0 . The so luLi on is Lo initiali ze the 
inle~ralio n with the Hi emenz sta~nation laminar prnfile 
and to promote art ifi cia l Jy the Lransi.ti on to Lurbulenl 
boundary la ye r on the nexl staLion. However , suc h 
procedure on l y produces good results on positions away 
from Lhe leading edge. 

Local and integ ral character isLic parameters o[ 
the Lurbulenl boundary l ayer are obrained borh expe ri­
menLa l ly and num<'rica ll y: skin fricl ion eneffic i enr 
(figure 12), vorl i c il y Lhickness(figure 13), displacement 
Lhickn<'ss(figure 14 ) a nd mom<?ntum Lhi ckn <'ss(figure 15) . 
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Figure 15. Mnmentum Thickncss. 

As the free jet is turbulent, the established 
boundary layer starts turbul ent from the airfoil l eadi ng 
edge , although beeing the Reynolds number on l y 1. 2 E05 . 
The nume rical diffi culty assoc.iated with a turbul e nt 
iritialization imposes an artificial laminar initial 
profile. Consequently, the numerical so lut ion only 
produces good r esu lts on stations away from the l ead ing 
edge . 

The compari son between Lh e expe rim ntal 
external velocity di st ributi on around the airfoil 
the potential distributíon [ 15] (figure 8) 

rnean 
a nd 

s hows 



discrepanci es c lose to the leading and the tra iling 
edges. Globally, the disagreement may be due to flow 
tridimensiona l effects because th e airfoil span/chord 
ratio is only 2.95. Besides , the discrepancie s on the 
leading edge region may be attributable to the 
uncertaint y of the experimental data due to the 
dimensional íncompatibility be tween the hotwire device 
and the boundary-laye r thickness . On the other hand,the 
trail i ng edge r eg ion co rresponds to a station sítuat ed 
at a d is t ance two times gr eat e r than the width of the 
tunne l openíng . Experimental data on two-dimensional 
j e t s by Thompson [3) indica t e a strong inj ec tion rat e 
of mass on t he region of that station. This phenomenum 
ca n exp l ai n the observed disagreement. 

Ce beci-Smith [9) nume rica l mode l relating the 
Reyno ld s t e ns ion to the mean ve loci t y gradient f or 
turbulente flows is not universal. Howeve ~ it ha s shown 
t o be adequa Le t o predict the mean velocity profiles 
around the NACA 0012 airfoil fo r a Reynold s number of 
1. 2 E05 and zero deg ree angle of attack. The experimental 
and nume ri ca l prof iles of the boundary-layer mean 
velocity revea l a very good agreement(figures 9, 10, 11), 
principally at stations c lose to the cen t er of the 
airfoil cho rd. 

The l oca l and integral characteristi c parameters 
of the turbul ent boundary layer obta ined, both 
experimental l y a nd nume ri ca lly, agree reasonably well 
(figures 12 , 13, 14 a nd 15). The d.isplacement, momentum 
and veloc iL y thi cknesses s ugges t that after x/ c=0.86 
there are ev idences of the beg ining of a region c lose 
to separatio n. 

Th e Simp son (16/ sepa ratio n problem, work ed by 
Cebeci a nd Bradshaw [1 2 ] and by Junqueira [7], shows 
simi lar symptoms on t he above di sp l aceme nt s prof i les 
before tha t t he skin fri c tion distribution a nd Lhe mea n 
velocit y prof il e have cha rac t e ri zed the begining of a 
separation region. rn Lhe present case , as for the sk in 
friction distr ibution a nd the mean veloci t y profile on 
the station nea rest of the trailing edge there are no 
siens of scpa rated flow, one can inf er that the 
fo reseable separat ion region is the wake flow, to whPre 
t he bounda r y- laye r vorticity is trans port ed by 
convection. 
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SliHMliRY 
The objective of the paper is to show how aparticular type of perturba tive method ,th e 
intermediate variable method, can be used to develop approxir.1ate solutions to probl<>ms 
of turbulent boundary layers with heat transfer. The main featurc of the solution is 
that they are associated to domains of validity which are exp r essed as a function of 
the Rey nolds number, of the Prandtl number and of a reference velocity , the friction 
velocity. The classical logarithmic laws for the velocity profile and for the tempera­
tore profile are derived from the intermediate equations.lt is sh<wn that the domains 
rPferred to the defec t lay e rs are always coupled whereas the domains referred to the 
wall layers might be uncoupled depending on the order of magnitude of the Prandtl number . 

lNTRODliCTION 

It is only natural to expect that, to this date, 
theoretical so lutions for basic turbulent boundary laye r 
problems with heat transfer should be available in the 
lit e rature . Unforlunately , this is not the case if such 
simp le effec Ls as compressibi Litv and mass i nj ection 
are taken into cons ideraLion . Asamatter of fact , the 
com?ress ibl e problem presents a formidable challenge 
even for the impermeab l c surface case . To get a good 
qualitative and quantitative knowledge of this phenome­
non is, h oweve r, very i.mportant due to the l arge number 
of pr<~ctic;~l Rpplirfltions it has. ln fact , it is well 
known thaL turbulence enhan ccs heat transfer and so the 
majorily of the indust rial processes which involve 
forced convection occur in this regime. 

To understand this ph e nome non, several experimen­
tal and theoretical trch niques have been dcvised. ln 
particular, perturbation meLhods have been very helpful 
in finding approximate solutions and in identifying the 
relevant parameters to the problem. The incompressible 
problem wi thout hPat transfe r a nd mass injectj.on was 
s tudied by ~1e llor ~-1 J and Bush e FendeU L 2 ]using 
th e method of matched asymptotic expansions. The under­
l y ing id<·a is that Lhere are different layers, the 
defecL l ay0 r and Lhe wlll I l<~yer, whose properties can 
b~ d_es crihNI by thri r rPspec tive 1 e ng L h s cales. Af za l 
' 3 I atLempLed Lo ex Lc nd this Lheory to the compressi­

b-Je êase , however, he ran into difficulties , in perfor­
mi ng Lhe matching o[ Lh e defec L layer so lution a nd of 
tf'e ~·.• I I layer so lution. Onc of Lhe pre sc•nt authors 
r 4 _I, t 11cn used thc i ntermed iate variable technique 
.._ 5,6 ] and Lh e mllLChPd asymptotic e xpansions method 
to show how adequaLe correc tions could make the match­
i ng f e as i b I e. 

The objec tive of Lh e present work is to study the 
problem of a Lwo-dimensional, incompressible , turbulent 
boundary layer flowing over a surface with heat transfer 
employ ing th e intenne diate variable technique [ 5 ,6] . 
To these au thors knowledge , this is the fi rs t time such 
an approach is us ed. This techniqu uses the concept of 
intenncdiate limiL to obtain se Ls o[ approximate equa­
ti ons to the gove rn in g eq ua t ions, which are uni formly 
va lid in d iffere nt parts of Lhe domain. Thus approxima 
t P solu ti ons are nssociated to domains of validit~ Thi; 
m.1kes the dP t c rminat ion of Lhe overlap domains straigh!_ 
fo rward. 

The analysis o[ the present problem is a necessary 
c; rst stcp towards th c analysis of problems involving 
compressibi lity and mass injecLion , which constitute 
the ma in targe t of th ese authors . ln fact, we hope 
th~t the sol11tion of this prob lem together with the 
S<> l utions pr<·-;e• nt ed in references [ 4, 7] can be com­
bill,•rl so thal a solution for the problem with heat 
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transfer and mass injection is obtained . 

THE EQUATIONS OF MOTION 

The time-averaged equations of motion for a two­
dimensional, turbul ent, steady flow can be written as 

a) Contint•irv equations : 

= o 

b) Navier-Stokes equations : 

- a;:; - a ;:; l ~ + 2_1-~· + a ;:;-~ + u - + v- v 
dX ay p ax ay L ay -

I 
v _§_l a I 

u ' 2 
(2) I - + + Tx I 

L ax J 

- a;; - a;; aj;" a [~2 a;; J + u 
ax 

+ v ãY ax 
+ ãY 

+ v-
p ay-

a r () ;; -, + I - u'v ' + (3) 
ay I v--

L ax-

c) Energy equations: 

- a"t - ct ~~-~· a--~ 
u 

ax 
+ v- + a__..!:. + 

ay ayL ay -

+ a ~~~ a"t -, 
dx 

+a-
L ax 

ln the above equations the "lo tation i s class i cal , 
thus the bars denote time-averaged quantities whereas 
the superscripts denote turbulent fluctua ti ons. 

The mean variables in the above equations will be 
non-dime nsionalized based on properties evaluated at 
external flow conditions. The fluctuations are referrcd 
to the friction velocity , uT , and to a characteristic 
temperature, t T, defined as 

(5) 

and t T 
(6) 



where T = s hear stress at the wall 
~ = densi ty 
q = heat flux at the wall 

'1- = spe cifi c he at 

Now, bas ed on the r es u1ts of Orlando et a1 [ 8 ], 
wP cnnc lude that the flu c tuations u', v ' and t' are al1 
nf til e same orde r of magnitude, i.e., of the order of 
u

1 
é-tnd t

1
. ll ence we wr i te 

o \~ ) () [ :,: 1 = o ( €) 
(7) 

Wi th thE' SL' r c•s ults Lhe non-dimens i onal equations 
I H~t'(lllt t:. 

a) Conl iuui t y : 

J u av 
5"x + ãY 

b) Momen tum: 

= o ( 8) 

u ~+v~ = 
a [ € 2 

T + € 2ê au -~ + 
ay ay - ay uv -ay -

+ _;_ 
ax 

r e 2 T + € 2ê ~ -~ 
L uu ax _ 

(9) 

dv a v ap a [ 2 2€ av -, u - + v ãY =-- +- € T +€ - + 
dX ay ay vv ay _ 

3 r 2 2 - av I 
+ -- e t + e e - - 1 :Jx L uv 3x _ 

(lO) 

c ) Enl' rgy : 

' l t d t rl r 2 2€ a t J 
" · •v :J=rv e t +e ·a + .l x c y y L vt y 

d [ € I T + € 2 € d t -~ (11) 
él x ut ãX 

!!, " ' • L'co <relations of th e type -a'b' are denoted 
loy '<> I•· 1' 1><· s in gu lar pe rturb a tion parame t e rs €, ê and 
6 <>r ~ d~fined by 

€ u~ T W 
U

00 
= p

00
u'X) 

(12) - 1 2 _....!.._ € 2€ = - , € € - nn , R ~r 

where R(=~L/v) is the Reynolds number based on exter­
na l flow condi tions a nd Pr ( =IJ /CpK) is the Prandt1 
number. 
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ANALYSIS OF THE DOMAIN OF VALIDITY OF APPROXIMATE SOLU­
TIONS 

To find th e approximate equations we app 1y the 
1imit process n-limit [ 6] to equations (8-11). The 
n-limit of an equation E(x,y ,e) is defined as 

lim
11 

E(x, y ;€)= 1im E (x, n (E) y ; €) as €-> O 
wi th fixed y (13) 

where y is th e so-called intermediate variabl e and n(€) 
is an arbitrary f unction of e. Func tion n (€) i s in fact 
a s tre t ching fun c tion. The idea is t o subs titute 
y=Yn(€) into eq ua tions (8-11) and, assuming th a t y and 
the de rjvat es are of order unity, study how an arbitra­
ry cha nge in the order of magnitude of 11 (€) a f fects the 
equations of motion . 

Vary ing the o- c 1as s of n we then obtain th e 
following formal limits [ 6] of Eq. (9) : 

o rd n = 1: u au + v au = - ~ 
ax dY dX 

ord e 2 < ord 11 < 1: u ~~ +v ~=-~ 
ay ax 

(14a) 

(14b) 

ord ll ord€ 2: u~ 
ax 

dU 
+ v ay ~+~v (14c) 

ax dy 

ord ê < ord n < ord e
2

: ~;uv o 

ê at a
2 

u 
o rd 11 = ord : ~v + ay' = o 

d2 
ord n < o rd ê: ~ = O 

The energy equa t ion i n i ts turn yie lds 

ord 11 
at 

1: u ax 
a t 

+ v ãY o 

2 a t 
o rd € < ord 11 < 1: u ãX + v 

ord ll 
2 at a t 

o rd € : u ax + v ay 

ord € < ord n < ord €
2

: ~;v t 

at a 2 t 
o rd 11 = o rd €: eyvt + ay< 

a2
t 

o rd 11 < ord €: ay' o 

o 

dt 
ay 

at 
ayv t 

o 

(14d) 

(14e) 

(14f) 

OS a) 

o (lSb) 

(l5c) 

(15d) 

(lSe) 

( lSf) 



The continuity and y-momentum equations do not 
p~ovide any r e levan t informa tion concerning the domáins 
of v a li di ty. For ins tance , the y-momen tum eq uation wha t­
ever is th e arder of n, yields 

o (16) 

Now , accordi ng to the definition of formal domain 
of validity of an equation [ Lagerstrom and Casten, 5] 
we say that the domains of validity of Eq.(l4c) and of 
Eq . (l4P) are res pec tively: 

and 

D om 

D. 
lffi 

{ n I ord ê < ord n < 1 } 

{ n I ord n < ord €
2

} 

(17) 

(18) 

Thus the de finition of formal domain of validity 
of an eq uat i on implies that Eq . (14 c) con tains Eqs .(l4a) 
(14b) and (14d) whereas Eq.(l4e) contains Eqs. (14d) 
and (14f). TI1e two Eqs . (14c) and (l4 c) , are the two 
important ones . Indeed , they govern the motion of the 
fluid in the defect layer, (14c), and in the wall la yer, 
(14e). 

Sets (17) and (18) together with Kaplun ' s[ .6] 
matching principle , yield that the overlap region is 
given by 

D = D (I D. 
cm om 1m 

{ n I ord ê < ord < ord €2
} 

(19) 

This result implies that there is a region c lose 
to the wa 11 whe re th e Reynolds s tress te rm is the do­
minating term in th e x-momentum equati on. Solution of 
Eq . (14d) togethe r with th e mixing-length theory and the 
hypothesis that th e mixing-Jength is proportional to 
the di stance of th e wall gives 

u €(11ny+€) , € 
K 

the classical law of th e wall. 

Cons tant, (20) 

Results (17) and (18) give a very interesting 
interpreta tion of the l ogari thmic r egion1 Eq . (20)1 defi­
ned by set (19). Contrary to what is normally taught 
in fluid mechani cs t extbooks, the l ogari thmi c region 
is not a region in i ts own ri gh t, bu t jus t a re gion 
wh e re the defect layer and the wall layer overlap . 
Thus the wall layer and th e defec t laye r solutions must 
behave in s uch a way that in r egion (19) they r educe 
to solution (?O) . 

Of course, very close t o the wall, in the r egion 
n<<G , one finds a linear solution. These two simple 
solutions, Eq. ( 20) and th e linear solu tion, are obtained 
through the inte rmediate Eqs. (14d) and (14f) , and hence 
do not have an overlapping region. This is very impor­
tant because it is common practice in the literature 
to adopt these simple so lutions and use some sort o f 
physical argument to pat ch th em in th e region ord n= 
ord ê. Thus, our analys is shows that this process can­
not be carried out in a s mooth way. 

A novelty of the present analysis is the deriva­
tion of the intermediate equations, which would have 
been omitted by classical perturbative me thods . More 
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important though is the fact that all the approxima~e 
equations are associated to domains of validity. Thus, 
if the present solution is used in conjuction with 
some sort of numeri cal technique , the patch ing of adja­
cents regions is easily performed. 

The same typ e of analys is app lied to the energy 
equation yields that the domains of validity of Eqs. 
(15c) and (15e) are respectively 

and 

D 
o e 

D. 
1e 

{ n I brd !l < ord n < ord (1) } 

{ n I ord n < ord € 2 
} 

so that, the overlap region i s given by 

(21) 

(22) 

D 
c e 

D 11 D. 
oe ~e 

{n I ord R < ord n < ord e2
} 

(23) 

An interesting r esul t which arises from th e above 
analysis is that th e upper bounds of the overlap r egions 
defined by sets (19) and (23), are always coupled . The 
coupling of th e lower bounds howeve r depe nds on the 
relative order of magnitude of parameters ê and €. For 
example, if ê and R have the sarne order of magnitude, 
i.e., Pr i s 0(1), these two domains are coupled, other­
wis e they are uncoupled. 

Assuming now that heat and momentum are transfered 
by similar proce sses, so that a mixing-l ength propor­
tional to the distance of the wall can be associated to 
the heat transf er process, it follows that th e sqlution 
of Eq.(l5d) i s give n by 

t Ç (1 lny+ D) 
K 

(24) 

where ç = t lt and D is a constant. The above 
equation is tRe cÓunterpart of th e law of the wall for 
the problem with heat transfer. 

The bounda ry ~ayer thicKness , defincd as the re­
gion outsi de of which viscous effects can completely be 
neglec t ed , and th e wall layer thickness, defined as th e 
region where only laminar stresses are important, are 
determined by an ex t ension of the previous analysis to 
higher order approximations.In fact, we find that for 
the velocity profi le th e defect l ayer thickness is 0 (€), 
whereas , the wall layer thickness is O(eê). For the 
t empera ture profile, we find that th e defect laye r thi ck 
ness i s 0(€) whereas th e wall layer thickness , where -
only conduction terms are important, is O(€R). 

These results yie ld that for turbulent boundary 
I ayer flow, th e defec t layer thi cknesses of the ve l ocity 
profile and of th e temp era ture profil e are a lways coupled 
and of O (€). A s uffi cient condi tion for this conclus ion 
is obtained just by assuming that the velocity fluctua­
tions and the temperature fluctuations are of th e sarne 
order, i. e. , of order €. The wal l layers, however , are 
uncoup l ed depending on the relative orders of ê and of 
€ . This si tuation is illustrated in the figure be l ow. 

The hi ghe r order analysis also reveals that, even 
for thi s case , the l eng th of the overlap domains is 
main tained. 

FINAL REMARKS 

An extension of the above analysis t o higher 
orders of magnitude shows that the second-order approx-



irnations for both the velocity profile and the ternpera­
ture profile contain bilogarithrnic terms [ 4 J. The 
sarne is also true if fluid is injected into the boundary 
layer ; however, in this case the bilo~ar~thrnic terms 
appear even in the first-order terms L 7 I. It can be 
easily shown that s uch injection of fluid does not 
change the th ree-deck s truc tu r e of the boundary l~er. 
For cornpressible flow the results are similar [ 4 J, 
that is,the dornains of validity are the sarne as for in­
compressib le flow and the solutions present logari thmi c 
and bilogarithrnic terms. 

"'í7' ---~ 
defect layer 

O(€) 

o<eê) 

wall l ayer 

a) velocity distribution 
dornain 

defect layer 

0(€) 

0(€€) 

wall layer 

~---, 

b)temperature distribution 
domain 

Figure 1. Comparison of dornains of validity 
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ESTUDO PARAMÉTRICO DA TRANSFERÊNCIA DE CALOR E MASSA 
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RE SU!·10 

Este estudo aborda o problema da transferência de calor e massa em fios embebi­
dos de solução binária onde o fio tem velocidade uniforme na direção axial. A teo­
ria de camada limite e a analo gia de Chilton- Colburn são utilizados para formular a 
solução do problema. O método de Kãrmán-Po hlh ausen é empre gadn no cãlsulo da de ter­
minação da solução. A solução de camada limite é comparada com a soluçao obtida da 
analogia empregada. A influência da atividade da solução no comportamento da trans fe 
rência de massa é aval iada comparando a solução líquida real com a solução ideal . 

INTRODUÇÃO 

O processo de tra nsferênc i a de ca l o r e maHsa em 
fios ocorre na produção indu s tri a l de Fibras, na esmal­
tação de f i os e no processo de limpeza de fios metá li­
cos . Em gera l, o fio e ntra e m um rese rvat5rio de ca lor 
a uma t empera tura maior o u menor que a t e mpe ratura do 
reservatório. O f luid o do re se r va t ório pode ser um gás 
ou um liquido . O co nhecimento do processo industrial 
requer previamente o es tudo paramétrico do processo por 
duas razÕeH que são : a de t erminação do núme ro de parâ­
metros que influenciam o processo e que devem ser consi 
derados na experimentação ou no co ntrole do processo i 
a influênc ia destes parâmetros no processo de transfe­
rência de ca lor e massa . 

Uma prime ira análise do problema pode ser feita 
sem a nec ess idade da solução das equaçÕes , de camada li 
mite , fazendo-se a hipótese da analogia de Chilton-Col 
bun1. Neste trabalho , a so l ução das equaçÕes da ene r:: 
gi a e da transferência de ma ssa no fio é denominada de 
so lu ção (I). Uma se)•,undil análise do problema pode s er 
feita fazendo-se a hipótese de camada-limite l am ina r 
e resolvendo estas equaçÕes pelo mé t odo de Kármin-Pohl 
lhausen [lj. A solução neste <:aso será d ·~ nom inada de 
solução {2). 

A tratlsfcr~ncia de massa cm sup r(!cies is o t~rmi­
cas supondo-se a ve locidade de tr anspira ção nula (low 
mass transfer rate) é gnvernada pe l a t eor i a de di. fusão 
clãssic<) ÍL , cuns id rando-se que a força motriz respon 
s~ vcl pé l a lra ns f e rinc i n de massa ~ n di[erença entre i 
press~o do v;lpor na su perf t ie c a pressio parcial do 
vap0r nó meio exte rior . No caso de so luçÕes ideais ou 
muito di luidas , a pressão parcial do vapor na s upe rfí­
c ie de •vaporação é ip.ual a pressão de sat•Jração· do IÍ­
~uido que se evapora. N<> caso de so luçÕes e l e tro lÍticas 
11u or g3n i cns polim~ric ;ts us so luç~es se desv iam lar ga­
mente da LPi <.lc kaoult e consequentemente es t e desvio 
pudf' inrtucncinr o processo de tr ansferênc i a de ma ssa . 
!': um dos propósitos deste t rabal ho abordar es ta questão 
formulando o pr<""~blema de nwn e ira a chns idc rar tamb ém 
o cfC'ib> dos ca l ores de mi st u ra e diluição da solu­
ç ao l Íquida com a qual o fi o es l á coberto . As t e orias 
de solu ç oes biniír i as C'IPLrn l lLí c as es t ;io basta nt e de­
sf~ nvnl v idt1S r3] (-'nqunn LO CjUC' as t co riJ S de s oluçoes biná 
rias e t e rnár i as para pol.lm rns apresentam resultadoS 
~astante promissores com os trabalhos de Flory &llu ggins 
L4] e l'ri)l<> g ine- Flory [s] . 

A tellr i a de cnmada-1 i mi l c· tc·m sido utiliza da na 
formu l açiío de prohJ mas de transferênc i a de cal o r em fi 
"'' metã L icos e fibras . A so lu ção do problema da trans= 
ler~ncia de ca l or em f i os i so t irm i cos ~o ar Foi apresen 
tadn por Karnis f, Pcciloc [6} ut i I i za ndo o método de Kar 
má11- Po lilhauscn. Bourne & Di xon 17] reso lve ram o mes­
mo problema considerando a va riaçao de temperatura no 
f io na direção axial , e nquanto qu e Cbida & Katto [8] re 

solveram esse problema para fios_e fitas considerando e 
fe itos bi-dimensionais de co ndu çao do calor. Em [Sj s~o 
também relatados r esu ltados experimentais obtidos por 
método de int e rferometria de Ma ch- zend er para o caso de 
fita me tálica, mostrando que a teor ia de camada-limite e 
o método de solução de Kármán - Pohlhausen é adequado p~ 
ra a sol ução deste tipo de problema. O presente traba­
lho aborda o problema da trans fe rência de calor e massa 
em fios metálicos utilizando solução análoga àquelas a­
pres entadas em [6, 7, 8] . 

EQUAÇÕES BÁSICAS 

O problema em análise consiste de um fio c ircular 
de diâmetro d e temperatura To e velocidade uniforme Vf 
adentrando reservatório de calor e massa cons t itu1do de 
ar puro a Ta · Este fio é previamente embebido de solu­
ção orgânica que lorma camada axissimétrica de espess u­
ra ~ou de espessura ~2 f de soluto após desti l ação com­
pleta, onde e2f< e << a . 

Seja x a coordenada axial e r a coordenada rad i al . 
Defina-se as variáveis adimensionais seguintes C x/d , 
n = r/d, u = U/Vf, v = V/V[ onde U e V são respectiv~ 
mente as velocidades ax ial e r adia l na camada- limite do 
fio. Seja O = (T-T8 )/T0 a temperatura adimensional do 
ar , fls = Ts/T0 a temperatura adimensional do fio e 
9,. = Ta/To. 

As seguintes hipó t eses sio aqui admitidas 
(i) A termodinâmica da sol u~ão binária é re gida pe l a 
t eor i a de Prigogine-Flory [SJ e pe l as equaçÕes de Bonner 
& Pra us nitz [9] . 
(ii) A difusão do so lvente no lÍquido não interfere na 
difusão do vapor de solvente no ar. 
(iii) A t emperatura do fio é uniforme ao lon go da secção 
tra nsversal e a condução de calor axial é desconsiderada. 
(iv) A tempera tura da solução em cada pon to é i gual a 
do fio , isto é, a resistência t é rmi ca da camada da solu 
ção é desconsiderada. 
(v) Admite-se que a transferência de massa é de baixa in 
tensidade, isto é , a velocidade de transpiração é baixa .­
(v i) Na solução (1) admite- se a validade da analogia de 
Chilton-Colburn e a solução ga sosa de so l ven t e e ar é ~ 
ma solução ideal. 
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(vii) As propriedades fÍsicas dos fluidos são independe~ 
tes d~ t emperatura . 

As equações adimensionais básicas do problema pa­
ra a so lução (1) são as seguintes: 

Equilíbrio Termodinâmico (Ref . [9 , 10] ), 

(w es P) h-~ Y o = ai lo • ' p 

[ ~ ( Pls ( 9 5) - YIO )] exp tis p ( 1 ) 



onde YlO e a fração molar do solvente (l) na interface 
solução lÍquida - vapor, a, e a atividade do solvente 
(l) na SOlução, p e a pressão atmosferica, W! O e a fra­
ção m~ssica d~ solvente (l) na solução lÍquida , b11 (es) 
(= p B11 (Ts)/R To) e o segund~ coeficiente do virial a­
dimensional para o solvente , R e a constante univers a l 
dos gases ideais. 

Transporte de Massa do Fio para o Ar (Ref. [10]). 

dw1o 
dÇ 

~~~ Sh f lo (1-w ,o ) 2 

es (1-y, o) (l+y lo -bl l (es)7es) 
(2) 

onde A~ = rr, /Pe2 , rr, = p DPa /ks To, Pe 2 = e2f Vf i/ 
V2( ks M, sendo Pe 2 n~mero de Peclet baseado na solução, 
V2f e O volume eS p0cÍfico do SOluto no fim da destilação, 
o P3 a difusividade do solvente (l) no ar, Sh e o n~mero 
de Sherwood molar definido com base na concentração mo­
lar da mistura c(= (l+y lu b 11 (C' s)/ es) p/i To) , conside 
rando-s e a mistura como solução ideal. 

Equação da Energia no Fio (Ref. [10] ) · 
A equaçao da ene r g1a no f 1o, embebtdo na solução 

e desenvolvid a faze ndo uso do conceit o de entalpia de 
mi s tur a e t em a forma adimcnsional que segue 

1 élfl9T2 w 1 o des 
[Pe 2 (1_w 10 aãS" + l-w ,o cp1 + cp2 ) + Pes ] (i"Ç 

+ ( óQ, -~ltv ) Pe 2 dwl o - Nu (es- ea) K 
(l-w ,o ) 2 dÇ 

o (3) 

ond e Cpi = Cp i/R , ; i= 1 , 2 e o ca lor espec Í f i co adimen­
sional do componente (i) na so lução onde o soluto (2) e 
o polÍmero, Pes z Ps cps d Vf/4 ks e o n~me ro de Pec let 
do f io, ó~,T = óhT2/RJ To e a entalpia de mistura adi­
mensional da solução lÍquida, Ó~J = óh,/R t To e a ental 
pia de diluição da solução e Nu e o n~mero de Nusselt 
definido por Nu = h d/ka, K = ka /ks , ~ttv = h 1iv/R 1 To 
e a entalpia de vaporização adimensionaldosol ven te e R1 
e a constante de Clapey ron do solvente. 

Analo gia de Chilton-Colburn (Ref . [2] ). 
Essa analogia estabelece que o numero de Sherwood 

e relac ionado ao n~mero de Nusselt pela relação adimen­
sional 

Sh =Nu (Sc/Pr) 1/ 3 (4) 

onde Se = Va /D Pa e o n~mero de Schmidt e Pr = Va/a a e 
o n~mero de Prandtl. O n~mero de Nusselt no presente 
caso foi obtido da solução da ref e r ência [7] . 

Para a solução (2), as equaçÕes (1), (2) e (3) são 
modifi cadas (Ref. [11] ) e conju gadas as equaçÕes de ca­
mada-limite que s eguem. 

Equação do Movimento . 

au él u 1 1 él él u 
u élç + v ãTl = Re 11 d11 ( 11 an> (5) 

onde u e v satisf~zem a equação da continuidade 

élu + .!. 2 ( 11 v) = O 
élç 11 él11 

(6) 

onde Re = Vf d/Va ê o número de Reynolds 

u(Ç,l/2) (7) 

u( Ç,11) =O 11-+oo (8) 

Eguacão da Energia· 

u ~ + v ae = _ 1_.!. 2 (11 .a~) 
él~ él11 Re Pr 11 él11 él11 

(9) 

onde e satisfaz as condiçÕes de con~orno 

e(t;,l/2) = es-ea (10) 
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e 
ãfl ( Ç,l/2) = Nu (9ç ea) (ll) 

e ( ç , 11) =o ; n-+ oo ( 12) 

Equação da Transferê nc i a de Hassa no Ar 

él'+' 1 a'!' , 1 1 a < a'+' ,> 
u ã"Ç + v ãil = Re Se Ti éln 11 ãil (13) 

onde '!', e a f r ação mãssica de solvente no ar que satis­
faz as condiçÕes de contorno 

'1' 1 (1; ,1/ 2) = '!',o ; 

'+', <r; , n) = o ; n -+ oo 

a'+', 
ãil (ç , n) =o ; 11 ... oo 

onde '+'1o = Yto Mt/ [yto M, + (l-y,o )Ma1 

sendo que Ylo satisfaz a equação (l). 
Da def inição do coeficiente de trans ferê ncia 

mas sa krt , segue-se que 

l!l( r 1/2) = -(kn d/ Pa D~a) '!',o 
an " ' 

Def inindo Sh = kr t d/Pa D~8 resulta 

él'l't ãil( Ç,l/2) =- Sh '!' 10 

onde Pn ê a ma ssa es pec1 f i ca do ar. 

Equação de Transferência de Massa no Fio. 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

de 

( 18) 

(19) 

Neste caso a equaçao (2) modificada para a presen­
te análise t oma a forma 

dw 1 o = - S h ~~~ '!' 1 o 
dÇ (l-w 1 o ) 2/ (1- '1' 1 o) (20) 

2 
onde fim = K Pr rr2 Ma/M, Se Pe2 ( 21) 

e IT2 = p/ Pa Cpa To 

A velocidade de transp iração Vw = v( s ,l /2) pode ser cal ­
culada da equa ção do f luxo de massa no f i o . A forma adi 
dimen s ional para Vw e expressa por 

Vw Sh '+'1o / Se Re (l- '1'1o ) (22) 

SOLUÇÃO DE KÃRMÃN-POHLHAllSEN 

Os perfis de Kãrmin-Pohlhausen para o caso das 
equaçÕes (5) e (9) são expressos na forma 

u( n , Ç) = l - t n(2 n) / ~ n( t\ ( 1; )) ; Óv 
a 

c (23) 

A( n, l;)/(8s-ea) = l-!Cn(2n)/q n (6t(Ç)) ; ó t = ef3 (24) 

ond e Óv - l e Ót - 1 são respec ti vamente as 
das cama da s -limite do movimento e da ene r gia 
pelo raio do fio. 

Por a na l ogia , a solução da eq. (1 3) seri 
por 

espessuras 
div ididas 

expressa 

'P 1 /'!' 1 o = l - l n ( 2 n) I t n ( 6m ( Ç) ) ; om = e y (25) 

ond e Óm- l e a espess ura adimensional da camada-l imite 
mãssica. Os perfis de Kãrmãn-~ohlhausen Rão res tritos 
à r egi ão interna à camada -limite , pois fo ra desta 
temos o infiniLp fi s ico. 

Integrando a eq . (5) em n no inte r valo (1/2, 00
) , e­

liminando v pela eq.(6), substituindo u pelo per f i l da­
do por (23), usando as condiçÕes de conto rno dadas pe­
l as eqs . (7) e (8) e expressando o resultado na função 
a resulta o que segue 



(26) 

Fazendo-se ope raçoes semelhantes a equação da e­
nerg i a (9) com as condiçÕes de contorno (10) e (12) re­
sulta 

da = .!_ { [l6 (--1- + vw) _ _L d8s] dÇ _ f} ( 27) 
da e a Re Pr 2 8s-8a dÇ da 

onde e = e 2a (l-l/a )/a 2 + (1+1/a )/62 

f 

g 

(2/a-l/a 2-2/a+2/a6-l/a 26) + (l+l/6)/a2 

(1/a-1/6+1/aa ) - (2+1/a +l/ a+l/aa) 

pa ra Pr < 1. 
Da me sma forma para a equação da trans[erência de 

ma ss a (1.3) com as condi çÕes de contorno (14) e (15) re­
s ulta 

d) { [ L6 (--1- • vw) _ _Q_ ~o] d ç _ F} ( 2S) 
dL< E y Re Se 2 ~ ' 1 0 dr; da 

onde E e 2 r (2/y-l/y 2-2 /t<+2 / u:y -l/n y2 ) + (l-l/a )/y 2 

F e 2Y (l-l/y) / a 2 + (l+l h )/a 2 

G e 2Y (l/y-1/o.+l/ yo. ) - (2+1/ o.+l/y +l/ay ) 

pa r a Se > l. 

A der ivada d~1o /d Ç que a pa rec e na eq . (28) ê calcu 
la da po r 

~ dW! Q 
+ --10 dÇ 

(29) 

onde d'1o /dy , o ê calculada analiticamente pe la eq.(l7), 
enquanto que dY!o/ d8 s e vy ,o / w1 o são calculadas numêri 
camente pe la equação implícita (l). Da definição do co 
eficiente de pelÍcula h pode-se provar que Nu = 2/6 e 
da definíção do coefic i ente de transferência de massa 
resulta Sh = 2/ y. Em n• s umo, a soluçãp do presente pro­
blema envolve as funç Ões inc6gnitas w1o , ~1 0 , 8s, a , 6 
e y e requer a solução do sistema de equaçÕes formado 
pelas equaçÕes (1), (3), (17), (20), (22), (26) , (27) , 
(28) e (29), das quais as equaçÕes (3), (20) , (26), (27) , 
(28 ) e (29 ) s ão equaçÕes dífe renc iais ordinárias de la . 
o rdem. As funções inc6gnlta s lis tad as são funçÕes da 
coordenada axia l r; e dos pa rime tros Ra , Pr, Se, K, TI 2 , 
Pe 2, l'e s e 8a. 

SOLUÇÃO NUM~RICA 

As equa çÕ s corres pondente s a solução (2) fo ram re 
solvidas pelo método Run ge-Kutta de quarta o rd em com 
passo variá ve l . As condiçÕes inicía i s es t a be l ec id as são 
w1o (Ç=O) = wo, 8s(Ç=0) = 1, '' o ( Ç=O) ~ O, a ( Ç=O) = O , 
6 (o. (Ç=O)) =O e y (o. (Ç=O)) =O onde a e y são aproximados 
por polin6mios na vizinha nça de a = O ji que as equa­
çÕes ( 26), ( 27) e (28) são singulare s em rt = O. Para 
o caso aqui considerado Pr = O, 7 e Se = 2, 7. Como 
Pe = O(l) e Pe 2 = 0(10-'' ), somente o t e rmo corresponden­
te a Pes foi considerado na eq.(3). Para inicializar o 
~roblemaj a exemplo das soluçÕes dese(lvolvidas em [6], 
L7] e [a , a e y foram expandidos como polin6mios de a 
na forma S = b , a + b 2 o.2 + b 3 a 3 e y = c 1 o. + c 2 a 2 + 
c 3 a

3 
onde os coeficientes b1, b 2, b 31 C!, c 2 e C3 são 

obtidos reduzindo-se todas as informaçÕes do problema à 
vizinhança de a = O, onde os polin6miOs são válidos. 
Nes te processo todas as equaçÕes s ão utilizadas . Essa 
redução é extremamente tediosa e as expressões desses 
coeficientes são demasiadamente e xtensas para r e latar 
neste trabalho. As expressÕe s finais ficam reduzidas em 
termos de Re, Pr, Se , Pes, Pe 2 , K, TI 2 e 8a · Um caso ti 
pico fo~ computado para avaliar a relação entre espes su 
ras decamada-limite (Ôm-1)/( ôl-1) = (Pr/Sc) 113 na vizi~ 
nhança de a = O. Neste caso 
(Ôm- 1)/(ô t-1) ;; (ect o._l)/(eb! O._l) = ~: . Para Pr =0,7 , 
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Se = 2,7, Re = 23, Pe 5 = 1,1, Pez = 7 .10- 4 resultou 
b1 = 1,26018, b2 = -0,07532, b3 = -0,89162 e c,=0,57902. 
A razão (Ôm-1)/( ôt-1) resultou 0,4595, enquanto que 
(Pr/Sc ) 1/ 3 = 0,6 299 . Po rtanto os resultados são compari 
veis. A solu ção de Bourne e Dixon [~ para o problema 
de transferência de calor com mesmos parâmetros Pes , Re 
e Pr resultou em b1 = 1, 2857, b2 -0 , 0755 e 
b3 = 0,000 8654. Pode-se observar que os dois primei­
ros coeficientes relativos a transferência de calor são 
bastante pr6ximo s . O coeficiente b3 no presente caso e 
bastante diferente daquele de [7] em decorrência de b3 
ser fortemen t e influenciado pela transferência de mas­
sa. 

As equaçÕes (1) - (3) correspondentes a solução 
(1) foram r esolvidas pelo método Runge- Kutta, resolven­
do-se primeiramente a equação de transferência de calor 
(3) sem transferência de mass a e em se guida as equaçÕes 
(1) e (2) simulta ne ament e , com o auxilio da eq. (4). 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Os casos analisados foram computados para solução 
biniria de polies tire no (M 2 = 360.000) e tolueno. A ter 
modinâmica desta solução e satisfatoriamente explicada 
pel a teoria de Flory-Hu ggin s . A atividade a1 do solven 
te nesta solução depende essencialmente da fração missT 
ca do solvente na so lução. Em consequênc ia o calor de 
diluição é nulo . Res ultados expe rimenta i s de a, foram~ 
pres entados por Bawn e t alli [1 ~ . A a tividad e a1 foi 
equacionada como fun ção de w1o . O fi o por sua vez ifei 
to de cobre. As propriedades t e rmodinâmicas do solven~ 
te foram ajust ada s em f unção da t empe ratura na faixa en 
tre 25 e 90 °C. A s oluçã o polimé ri ca r esultante não obe~ 
dece a lei de Raoult, mesmo para bai xas fra çÕes molares 
de soluto. A fi gura (1) ilustra o comportamento de at 
com w1 o onde Wt o = 0,5 correspond e a fr ação molar i gual 
a 0,000277. 

A figura (2) ilustra o comportamento da fração mis 
sica do solvente na solução do fio para três valores do­
número de Reynolds, para espessura da camada de esmal t e 
e2f igual a 5~m e ea = 1, 24 . 

Esta fi gurA apresenta também as curvas corres-
pondentes aRe= 3 , 70 para a solução (1) , c para a sol:,: 
ção (2}, in c lusive para o ~ aso rarti ~ular de solução i­
deal isto é, a 1 = 1 .0 . 

A figura (3) ilustra o comportamento das espessu­
ras de camada-limite Ôv , Ôt e Om com o comprimento para 
o caso computado. 

'l',o 

Fi gura 1. Atividade do tolueno na solução. 

A figura (2} nos mostra que a taxa de destilação 
do solvente depende da velocidade do fio (Re), isto é, 
do tempo de residência do fio para um comprimento deter 
minado. O aumento do nÚmero de Reynolds diminui a taxa 
de destilação, como era de se esperar . 
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A figura ( 2) mostra que as soluçÕes (1) e (2) são 
essenc ialmente equivalentes . A analogia de Chilton-Col 
burn foi demonstrada em [12] para o caso de transf erên~ 
cia de ca lor e massa em placa plana para camada-limite 
laminar no caso de su perfic ie isotirmica e de condição 
de contorno de transfe rência de massa uniforme . No pre 
sente caso es ta analogia parece ser válida mesmo para o 
caso de tempera tura e co ncentra ção mã ss ica variáveis. A 
curva correspo ndente a a 1 = 1 . 0 por sua vez difere das 
cu r vas correspondentes a a1 variável apenas no fi nal do 
processo, ond e os va lores de Wto são pequenos, isto i, 
no f inal do processo de destilação . Isto i compreensi 
ve l, porquanto durante o processo de destilação com WJ; 
alto , com a solução diluída, o sol uto influencia pouco 
a pressão de vapor do solvente e por t anto, a solução 
com a, = 1.0 não deve diferir da real. No final do pro 
ces so por outro lado. o efeito do soluto sobre o solven 
te i intenso , provocando a queda da pressão parcial do 
solvente na interface gás- líquido e forçando então w1o 
t ende r a zero assintoticamente . Esta conc lusão é aná­
l oga a comparação da secagem governad a pela temperatura 
de saturação na superfície de um me i o poroso e aquela 
secagem onde a superficie porosa sofre iutenso efeito 
de difusão interna . O processo final de destilação i a 
companhado do aumen to intenso da espessura da camadã 
limite mássica e de um aumento moderado da camada- limi 
te do movimento e da energia . 
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Embora existam alguns trabalhos na ârea de trans 
ferência de ca lor em fios em movimento longitudinal , poÜ 
co se tem trabalhado na área de transferência de massa 
com efeitos químicos . Por is so não se encontrou uma so 
lução do problema aqui abordado para comparação , excetÕ 
aquela de Bourne & Dixon [7] para a transferência de ca 
lor com a qual os resultados do presente trabalho con:" 
cordam plenamente . 

CONCLUSÃO 

Uma solução de camada-limite para o probl ema da 
transfe rênci a de massa em f ios embebidos de solução or­
gânica polimi rica foi obt ido pelo mitodo de Kârmân-Pohl 
hausen. Esta solução foi comparada com a analogia de 
Chilton-Colburn com resultados pouco discordantes. A so 
lução de camada-limi te obtida é pouco sensível com o cÕ 
ef iciente de atividade da solução orgânica esco lhida-;­
exce to no fi nal do processo de destilação onde os efe i­
t os da atividad e são intensos . O processo de des tila­
ção da solução para o caso de solução binár ia i parame­
trizado pelos números de Piclet do fio (Pes) , da solu­
ção (Pe 2), pelo n~mero de Reynolds (Re) , pelo número de 
Schmidt e pelo núme t·o de Prandtl. Embora ~ tn;oss;J es pe­
cifica da mistura ar-so l ve nt e varie com a concentraç~o 
do solvente, esta rni cons iderada co nstaute . Nes te 
sentido uma sol ução analítica fo i obtida . Uma soluç~o 
numérica consid era nd o as prop ri <'dade s variáve is poderia 
~val i a r os efe itos da concentração na so lução gasosa 
então fortale cer a validade da sol ução apresentada . 
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ABSTRACT 

The pres ent pa per is conce r ned with a parametric 
3 tudy o f the hea t and mass trans[er process in wires 
covered by a tllin 1ayer of an organic polymeric 
solution. TI1e so l~tion of t he problem is obtained by 
the boundary laye~ theory making use of the Kârmãn -
Pohlhausen technique . The numerica l results are 
compared with those obtained by the Chilton- Colbu rn 
3nalogy . These rcsults agree pretty well for 
significant val ues of the Reynolds number . 
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FLOW OF A FALLING FILM 

AROUND A HORIZONTAL CYLINDER e P. fi. S•>uza. M~ndes 
Department of Mecha.nical Enginecring 
Ponti ffcia. Univel'!lida.de Católica- RJ 
ruo de Janeiro, RJ 22453 - BR.AZIL 

ABSTRACT 

A theoreiicaJ inve~tigal.ion of the motion of a layer of a viscous fluid around a horitontal C)•linder is reported in 
this pap•r. The layer has initially an uniform thickn!'SS, and, a.t some instant oi time, ii sta.rts to flow due lo Lhe 
pr<:'l!enr.e of a gravity field. The rt'Suli sought is the film thickness as a function of time and angular positbn. The 
mas~- and momenium-conser\'lllion principies are ~rnpl oyed in conjunction with the integral method, and a system 
of two non-linear hyperbolic equations is shown to govern the problern. The results show that the fiow tends to a.n 
equilib rium conflguration 'tl'here the fiuid weighi is balanced by thc su rface tension elfects. For low viscosity fiuids, an 
vS<'i llatory motion is observerl, which remains unlil ali the kinetic energy is dissipated by the viscous effecl. 

!NTRODUCIION 

An effective si mu lation of coating processes of eleclrical wires is still 
a.n unresolved question. The processes employed tio not perform satisfacto­
rily, a.nd therP.fore need improvcment. However, lhe physical mecha.nisms 
involved are very complex, and a. model that is both realistic and amenable 
to mathematical solution is yet to be developed. 

Specifically. when horitontal wire coating is employed, the gra.vity ef­
fect cause!i the liqnid coa.ting material previously dep osited to fi ow down 
around lhe wire before solidiflcation. This causes eccentric layers o! de­
posited material , which is highly undesirable. 

(o) (b) 

Figure 1. The physi c :~.l model. 

Thercfore, prediction of the flu id motion around the wire is nccessa.ry 
to control th• eccentricit)• of th• deposited layer of elertrical insula.tion. 

Coating processes hav~ dcserved some attention in the Auid mechanics 
literature. Taylor jiJ proposPd the so call•d paio$ brush model to simu­
late the <lep osition of a fiuid on a plane surface. Savage J2J employed lhe 
lubricat1· n the<lry t.o study the Aow of a newtoni3ll Auid in lhe narrow 
gap betw e~n a pair of rollers of dilferent radii a.nd at dilferent periphcral 
~peeds . His pr~dictions for the 111m thicknPSs w~re found to co mpare well 
with experirncnts. 

Ki~tl•r a.nd Scriven J3J describe a number of v-a.luable computalionaJ 
strategio.s lo tacklc coating fl ows. Prcdictions based on two dilferent theo­
riM, one ba.•ed on a.•ymptotic expansions and lhe olher on the full solution 
vf thc Na.vier-Stokes cquations, are compared with the prediclions of the 
luhrir•tion lhNlry for Aows in forwarrl-roll coa.ting [4/, and it was concluded 
that the lattrr theory is realistic on ly for high capil ary numbers. 

The roating process or a cylindrical wire moving in its axial direction, 
howcv~r. ha.• not he•n addrcssed to date. The present research is focused 
on the i..,.t,., of conlrolling the •ccentndty of the deposited layer. The 
physical model is d~picted in fig. L Ai time t' = O, a fluid layer of 
uniform lhicknPSs bô is deposited around a. horiwntaJ cylinder (or wire), 
and a gra.vity field g di rected uownward is switched on(Fig. la). At some 
h ter time I' , lhe flow has moved downward due to gravity, and surface 
t•nsion effects together with viscous forces tend to decelera.ie the motion. 
For I h e sought-for a.pplication, lhe film thickness is typically very small, 
genera.lly of the order of L or 2% of the wire radius. 

249 

THE ANALYSIS 

The principies or mass and 8-momenlum conservation are evoked, and 
applied to the deformable conlrol volume shown at some instant t' in Fig. 2. 

ln t.his two-dimensional analysis, lhe Huid density p is a.ssumed to be 
invariant. The velocity fleld is given by it = tt'ê, + v' ê,. V' stands for the 
the velority component v' evalualed at the interface, i.e. , 

V'(8,t'):; 11'(R + 6' , 8, t' ) (I) 

wher-. 6'(0, t') is lhe film t.hickness, mea.sured in the radial direclion, at 
some instant and 8 location. 

Figure 2. Magnification of the deformable conlrol volume. 

There exisls a pressure difference l:J.p' across lhe interface, due to 
the surface tension. Since the present sludy is focused on very thin fllms 
(6' << R), the curvalure radius of the interface is nearly consla.nt and 
close to R+ óô, where 6ô is the initial ( and uniform along 8) tlim ihickness. 
Therefore, if 11 is the surfa..:e tension, 

(2) 

Ma.ss Conserv;úion. The continuity equation for the control volume 
shown in Fig. 2 is ( n is the unitary vector normal to lhe conlrol eurfa..:e): 

O= f « ·n dA 
]cs 

= J iZ · ndA+ h :i · ndA+ h a-ndA+ J. t1·ndA 

At surface I, ü = O, and hence f1 ü · fi dA = O. At surface 2, 

- dé' ' • ' d ' ' . • u=Fe,+ves an n=cosae,-smaes . 

Then, at surfa..:e 2, 

(
dó' ) il -n= F-v'tana cosa. 

(3) 

(4) 

(5) 



N ow ii is observed lha! 

1 {)6' 

tana= R+S'75õ and 
d5' 86' v' (}6 ' 

iftõ=ãF"+ R+ 6' 7ff (6) 

Substituting the a.bove equalions into eq. (5), the dot product il·n becomes 
simply equal to ~cosa, and 

h ü · fi dA=:~: (R +6') AO, (7) 

where, a.ssuming a unitary length a.Iong the third direction, dA was subsli· 
tuted for by (R+ ó')d8/ cosa. 

It is not difficult to see that 

i ü ·n dA+!. il · ndA= :o [f' v'dq'] õe (8) 

where q' = r - R. 
Now, eqs. (7) a.nd (8) are plugged into the continuity equa.tion (eq. (3)), 

yielding 

( 
6' ) fJé' 1 {) [ t ] o= I+ R w+ Rõi é'V' }o vd, 

where 'I = 11' fó' and v = v'/V' . 
The above equation is Lhen made dimensionless, yielding 

where 

{)é {) [ t ] O = ( l +é) lJt + 8 8 V 6 }o 11 dq 

ó' (i 
6= R' t=t·v~ · and 

v· 
v= Jill' 

11 being the acceleration due to gra.vity. 

(9) 

(LO) 

(11) 

Momentum Conxrvatjon. ln the 8-direction, the principie of conser· 
va.tion of momentum gives, when applied lo the control volume shown in 
Fig. (2), 

F. + F. = lcv lJ~~~·) dV + ks v' pil · ndA. (12) 

The contact forces F. are dut to lhe shea.r stress ai surfacc l and to 
the pressure acling on surfaces 3 and 4. Then, 

86' 
F. = -r.,R68 - 6p' 7fõ6e, ( 13) 

where 6p' is given by eq. (2). lt is observed from eq. ( 13) tha.t the sur· 
face tension eiTect depends directly on lhe lhickness gra.dient aJong O, lhe 
derivative 86'/88. The shear stress a.t the wall r., is obtained by 

r,.(O,t )=p.- =-, -, fJv'] p.V' fJv] 
8r r=R 6 81} ,=a 

(14) 

The externa! forces F. are due to gra.vity, and hence given by 

r6· ( 6.2) F.= }o pgsin9(R+'I')d8d,'=pgsin9 Ré'+T 69. (15) 

The first term on lhe right·ha.nd side of eq. (12) ma.y be written as 

{ c'J(pv')dV =pAU f6
' c'Jv'(R+n')dq' 

}cv fJt• }o fJt• ., 
t 8(vV) 

=pgR2668}
0 81 (1+6q)dq 

(16) 

If the sarne reasoning employed to obta.in the mass conserva.tion equa· 
tion (eq. (10)) is followed while working on the right-most term of eq. (12), 
the expression below is obtained with no particular difficulty: 

las v' piZ · ndA = pV' ~~: R(1 + 6)68 +:e [6'V' 2 t v2dq] pôS (17) 

Now eqs. (2) , (9), (12}, (13), (14), (15), {16) and (17) are combined, 
yielding, alter some algebra, lhe following dimensionless equation: 

V ôv] ( 1 ) 686 
-Re 8'1 ,=0 - srr:+6J Fé 

. ( ó) t fJ(vV) +sm8 1+ 2 62 =62
]

0 
----m-(1+61/)dq 

+6:9 [~ h1 

u2d11] -W :e [w f vd11] . 
(18) 
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where 
Re =R/ii[/ v and S:pgR2 /u (19) 

Eqs. (10) a.nd (18) a.re subjected to the following initial conditions: 

V(9 ,0)=0; a.nd 6(9,0) =6o (20) 

The boundary conditions are: 

V(O,t) = V(w,t) =O; and 
86 86 
88

(0 ,1) = 
86

(w,t ) =O (21} 

Evaluation of the Integral Terms. F\u1her inspectlon upon eqs. (lO) 
and (18) showslhat there are four terms where the ta.ngential component 
v = u'/V' of the velocity appea.rs, three of them involving integrais, a.nd 
the fourth involving a. deriva.tive eV11.lua.ted at Lhe wall. It is clear lha! lhe 
eva.Iua.tion of these terms requi re the knowledge of the function v'(q, S,t). 

ln the present work, a linear proftle of the form v= aq+b was adopted. 
lt is worth noting that this assumption is quite rea.sona.ble when 6 << L, 
since any continuous function can be a.pproximated by a. stra.ight line in 
such a. small interval. 

Using the facts that, at 11 = O, v = O, a.nd a.t 11 = L, v = 1, it is 
straightforward to obtain v = 'I· This proHle is used in the four terms 
mentioned 'above, and lhe following resulta are obtained: 

lo ' I la' l fJv] v dr} = - ; v1 d•1 = - ; - = I ; 
o 2 o 3 811 •=O 

,. ~ (8V VfJó) (L 6) and ]o 8t (L +6r})dq = Tt - 6Ft 2 + 3 

(22) 

With the above results, the final form of the governing equations ca.n 
be obta.ined: 

(1+6)86 ~8(V6 ) =O (Z3) 
{)t + 2 89 

and 

(
L 6) {)6 { ( l ) V2 } 86 v 2 + 3 6Ft- s(t + 60) - 6 6 

88 

2 (1 6)flV VS
2

8V v . ( s) 2 -6 - + - ----=- - sme 1+ - é 
2 3 8t 6 86 Re 2 

(24) 

The problem under study Is gov~med hy th~ above parti ai dilf~rtniial 
equations for 6 a.nd V, together wiLh Lhe initial a.nd boundary wndiLions 
given in eqs. (20) a.nd (21). 

lt can be seen tha.t ihe parameters that influence this physicaJ siLuation 
are S, Re and and l he dimensionless initial 111m thickness bo. S is lhe 
ratio between gravity forces a.nd forces dueto surface tension, whereas lhe 
modifled Reynolds number Re rompares gravity forc"-S with viscous forces. 

METHOD OF SOLUTlON 

lt can be observed tha.t eqs. (23) and (24) form a non-linear system 
of hyperbolie pa.rtlal diferential equations. Since no discontinuities are ex· 
pected in the sought·for solution, a. llnite-differtnce sch•m• is, in principie, 
a.ppropria.te for the integration of the governing equa.tions. ln lhe presenl 
work, lhe Crank-Nícolson implicit scheme was employed to genera.t.e th~ 
algebralc discretiza.tion equations, which were solved with the aid of lhe 
Thomas &l gorithm together wlth an it•ra.tiv• scheme. 

This itera.tive scheme consisted basically of, for a given instant o! time, 
(i) a.ssumi ng lnitlal gul'135es for ó a.nd V; (ii) solving the set of algtbra.ic 
equa.tions genera.ted from eq. (23} using the Thomas algorilhm a.nd the ini· 
tia! guesses for 6; (ii i) solving the set of algebra.ic •qua.tions genera.tfd from 
eq. (24) using the Thomas algorithm and the present values of V; (lv) going 
ba.ck to step (ii) , but now using the present values of é; (v) proceeding in 
tbis manner until convergente is achieved. The initiaJ guesses menlioned 
a.bove were just the valuPB at the previous time step. Converg~nce wa.s 
typicaJly achieved in three or four itera.tions. 

Du e to symmet ry, the solution domain in e is from O to •· The grid 
employed was uniform, with 33 nodal point! in O a.nd lime steps varying 
from case to case in the range 0.001- 10, depending upon the Rtynolds 
number Re. 

RESULIS ANO PISCUSSlON 

Attention will now be focused on the results obtained with the just 
described model. Fig. 3 shows lhe variation of the film lhiclm~s é with 
the angular position 8, for the case 60 = 0.02, S = 0.2 and Re = 5.0. From 
this figure it is eeen that, at instant t = O, the 111m thicknet18 is uni!orm 
and equa.l to Its lnltlal V11.lue 6o. As time ella.pses, the nuLd falis around 
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Figure 3. Film thickness versus angle for various times. 

the cylinder due to gravity, a.nd therefore the film thicknet111 ai the upper 
region diminisbes, wbereas at the lower region the thiclmesa increases. 

However, once a thickness gradient in the 8 direction is estabilished, 
a. force due to surf&ce tension appean, and a.cts to ba.lance the gravity 
effect. Furthermore, the viseous force also a.cts against the movement, and 
the overa.ll effect is tbat lhe fluid tends uymplolieally lo a.n equilibtium 
configura.iion, where the surface tension effeds exa.ctly ba.la.nce the fluid 
weight. This equilibtium configura.iion satisfies 

( 
1 ) dó . ( ó) S(l+ôo) di-sm8 1+ 2 6=0, (25) 

which expre!!SeS the equilibrium belween gravily a.nd surface-tell!ion forces. 
The solulion o! eq. (25) is 

(26) 

The value of 6(0, oo) is obtained by aasuring overali11W8 coll!erva.iion, 
i. e., 

2 f 6(8,oo) ( 1+ ó(02oo)) d8 = • {(1 + 6o)2 -1}. (27) 

The curve ln Fig. 3 indlcated by t = oo, which wu obta.lned via. numer· 
ieal inlegration of eqs. (lO) a.nd (18) for la.rge times, wisfies the a.na.lylical 
rela.tion given in eq. (26) witlún le511 tha.n one percent. This fact slrongly 
suggests that tbe numerica.l scheme employed performed sa.iisfa.ctorily. An· 
olher inlerestinJ fa.ct tha.t is indica.ted in Fig. 3 is tba.t the fllm tbickness 
a.i an angular posilion of "' 1000 is nea.rly independenl of time, and equal 
to lhe initial tlúckness 60 • 
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Figure 4. 'Iàngenlial velocity venus a.ngle for various limes. 

Tbe beha.vior of the la.ngential velocity ai the interface is illustra.ted 
in Fig. 4 for tbe sarne cue sbown in Fig. 3. lt ca.n be seen tha.i the fluid 
a.ccelerates very fast a.i the onset of the motion, when the only force acting 
on it is gravity. Soon lhe surface tension a.nd viscosity effech become 
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importa.nt, and the velocity dislribution V(9, t) rea.ches maximum values 
ai some ea.rly instant of time a.nd then sta.rta decreasing to zero until lhe 
equilibrium conllgun.tion is reached. It c&IJ also be seen that the Joca.tion 
of maxirmm velocity happens in the range 800 < 8 < 1000, depending 
up on the lime imla.nl. 
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Figure 5. Film thickness a.t f = 00 venus time for various Re's. 
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The effecl of the fluid viscosity is now addressed. Figa. 5 a.nd 6 show 
the varia.i ion of lhe film lhiekness a.t s = o• with time, for different values 
of tbe modilled Reynolds number Re. From its dell.nition, it can be seen 
tbat Jow values of Re indica.ie high fluid viltcosity, and vice-versa, for a. 
given cylinder radius a.nd gravity fleld. Fig. 5 shows the cases of lúgb lluid 
viscosities, whereu ia Fig. 6 the cases of Jow lluid viscosilies are illustra.ied. 

Ia Fig. 5, ii is observed that, for infinite fluid viscosíty ( Re = O), 
the fluid flows at infinitely sma.ll velocity, a.nd no cbange in lhickness ilt 
observed. AJ lhe viscolity decreases, tbe lluid flows faster, needing le511 
a11d lese time to rea.ch the equilibrium conflgun.tion. 
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Figure 6. Film thickness at S = 00 venus time for various Re'a. 
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If the Ouid viscosity gets very low (Fig. 6}, the viscous forcett are not 
inlense enough to diltsipate at once ali the ftuid initial polential energy, a.nd 
a. da.mped oscilla.tory motion is observed (Re = 5 X 106). For the extreme 
cue of zero fluid viltcosity (Re = oo), lhe equilibrium conflgura.tion cannot 
be rea.ched, since no viscous da.mping for the fluid kinetic energy ilt a.vaila.ble. 

It is worth to mention a.t lhis point that, for lhese c:aaes where oscil­
latory motions a.re expected, tbe present simple model may nol be a.ppro· 
priate. The reuon is tha.t ii is most probable lhat recircula.iio01 occur, as 
well as sha.rp ripples a.i the Interface. ln fa.ct, lhe case Re = oo shown in 
Fig. 6 refused lo yield a pl:wsible solution for la.rger limes tban lhe ones 
shown. However, even for these cases, lhe presenl model serves to gener· 
ate some qua.lita.tive informa.tion tha.i may be uselul ia developiog more 
sophistica.ted modela. 

The effecl of surfa.ce tension 11 on lhe Oow under study will now be 
ana.lyted. In Fig. 7, lhe efJecl of lhe pa.ra.meter S is illustra.ied. It ca.n 
be seen tha.i, for S = O (inflnite surface tension ), there is no llow, since 
gravity is not strong enougb to move the fluid. For la.rger values of S, i.e., 
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Figure 7. Film thickness at 8 = o• versus time for various S's. 

for lower values of u, fluid motion is observed. The lower is the surface ten­
sion, the longer it takes for the lluid lo reach the equilibrium conllguration. 
Moreover, the equilibrium configuration ge~ farther from lhe initial config­
uration of uniform thickness, since lhe low value of u must be compensated 
for by a high vari&tion of 6 wilh 8, in order to bal&nce gravity. 

FlNAL REMAR.KS 

The purpose of lhe reeearch reported here was to develop a simple 
methodology to simula.te lhe molion of a falling fllm around a horironta.l 
fllm, almlng &t the process or wlre coating. ln lhe r&nge or parameters tbat 
is important for lhis industrial process, lhe presenl simulation seems lo be 
appropriate, lacking, however, experimental confirmation lo va.lidate lhe 
proeedure. 

It is worth to emphasize, however, th&t tbe present model is not valld 
for 6, ~ 1 or Ia.rger, l.e., in the cuee that lhe surface le11.1ion forcee are 
never lntense enough lo balance wilh gravity. ln lbese cases, lhere will be 
no equilibrium con6guration, a.nd the fluid will fali and separa.te from lhe 
cylinder. 
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RESUMO 

O presente trabalho apresenta os resultados numéricos validados experimentalmen­
te, da transferência de calor em difusores radiais quando o disco frontal é adiabãtico. 
O problema numérico é resolvido pelo método dos volumes finitos para o ar em escoamen­
to laminar, incompressível com propriedades constantes. A validação do modelo numéri­
co foi realizada experimentalmente, utilizando-se a analogia entre a transferência de 
calor e massa através da técnica de sublimação do naftaleno. 

INTRODUÇÃO 

O escoamento radial, entre discos circulares con­
cêntricos é de interesse em diversas situaçÕes em enge­
nharia . Exemplos destas situaçÕes incluem aeronaves 
VTOL (~ertical IakeQff and ~anding) com jatos centrais 
posicionados para baixo, mancais de escora aeroestat ~­
cos, impactares de aerosóis, válvulas do tipo palheta, 
e di f usores radiais. Do ponto de vista fundamental o 
escoamento radial apresenta questÕes que permanecem em 
aberto . O próprio conceito de escoamento plenamente de 
senvolvido quando aplicado a escoamentos radiais conduz 
a inconsistências físicas conforme explorado por Bird et 
al. [1]. Adicionalmente, o escoamento laminar é instá­
vel para determinadas combinaçÕes da distância entre os 
discos e da vazão, gerando oscilaçÕes au to-mantidas pe­
lo prÓprio escoamento [2] . 

A motivação para o presente trabalho vem de sua a 
plicação para o projeto de válvulas do tipo palheta,muT 
to utilizadas em compressores herméticos de refrigera=­
ção . O escoamento em difusores radiais é uma aproxima­
ção bidimensional do escoamento nas válvulas do tipo pa 
lheta. -

O pequeno afastamento existente entre o assento e 
a válvula, associado ã mudança de direção do escoamento 
através da válvula, origina grandes gradientes de velo­
cidade e, conseqUentemente grandes coeficientes detrans 
ferência de calor . Assim sendo, o refrigerante ao. ser 
succionado pelo compressor é aquecido ao passar pelavál 
vula e tem seu volume especÍfico aumentado . Volumes es 
pecíficos maiores implicam em uma menor vazão mássica 
bombeada pelo compressor e, conseqUentemente, em · perda 
de eficiência do compressor. 

Dados recentes indicam que 21% da energia elétri­
ca consumida na região Sudeste do Brasil refere-se ao 
consumo doméstico, e que o consumo de um refri~erador 
representa_aproximadame~t~ 3?% deste montante 13J. De! 
t a forma, e grande a ex~genc~a para que os fenomenos f~ 

sicos associados ao funcionamento do compressor sejam 
melhor entendidos. ~ neste contexto que se enquadra a 
presente pesquisa. 

Uma revisão da literatura indica poucos trabalhos 
relacionados com o assunto. Em se tratando de transfe­
rência de calor em válvulas de compressores, Hughes [4] 
realizou um estudo para válvulas do tipo anel e sugeriu 
relazões para o cálculo do número de Nusselt médio como 
funçao dos números de Reynolds e Prandtl. Motivados tam 
bém pela transferência de calor em válvulas de compres-­
sores,Hurjun e Yezheng [s] realizaram alguns experimen­
tos utilizando a técnica de sublimação de naftaleno e a 
presentam correlaçÕes entre os números de Nusselt, Pran 
dtl e Reynolds para diferentes geometrias . Embora a si 
tuação considerada em [s] se assemelhe àquela investig~ 
da aqui, devido ã forma resumida e pouco precisa comque 
aquele trabalho foi escrito, a utilização das informa-

çoes lã registradas fica prejudicada. 
Dois trabalhos fo ram encontrados que 

transferência de calor em difusores radiais. 
tratam da 
Krei th [ 6] 

investigou o escoamen to na região entre os di scos, assu 
mindo perfis de veloc idade definidos. Mochizuki e Yao 
[7] analisaram o escoamento desde a entrada no difusor; 
introduziram no entanto um raio de arredondamento a fim 
de suavizar os altos gradientes associados ã mudança de 
direção do escoamento que de axial na entrada do difu­
sor passa a radial . 

Nenhum dos trabalhos mencionados anteriormente in 
vestiga a transferência de calor em difusores radiais a 
partir da entrada no orifício alimentador do difusor. 

O objetivo principal da presente investi gação é 
analisar a influência do afastamento entre os discos do 
difusor e da vazão de ar, sobre a transferência de ca­
lor em difusores radiais. O calor é transferido para o 
ar tanto na entrada do orifício alimentador do difusor 
como na região do difusor. A investigação envolve es t u 
dos numéricos e experimentais. Na analise numérica as 
equaçÕes que descrevem o problema f í sico são discretiza 
das utilizando-se a técnica de volumes finitos e o algo 
ritmo SIMPLER [8) para o acoplament o entre pressão e ve 
locidade . Para os experimentos utilizou-se a analogia 
entre transferência de calor e massa . Na transferência 
de massa empregou-se a técnica de sublimação de naf t ale 
no [9] . -

O presente trabalho é uma extensão do problema h i 
drodinâmico associado a difusores radiais e abordado em 
( lO - 14] . 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

A Fig . l mostra a geometria do problema inves t iga 
do no presente trabalho. Conforme indicado na figura~ 
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Fig. 1 - Geometria do escoamento. 

a alimentação do ar para o difusor ocorre através do o­
ri f ício de passagem de diâmetro d e comprimento s . A 
r egião onde foi colocado o orifício é denominada de as­
sento, e o disco superior é denominado de palhe t a , fa­
zendo alusão a válvulas tipo palheta, utilizadas em com 
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pressores alternativos . O diâmetro da palheta e D e o 
afastamento ent re palheta e assento e s . No orifício 
de passagem, o escoamento e axial (direção x) . Ao atin 
gir a palheta, o escoamento e defletido e passa a ser 
radial (direção r). 

As eq uaçÕes que descrevem o problema em questão 
são as equaçÕes da continuidade, componentes axial e ra 
dial da equação de Navie r- St okes , e energia . Para es= 
coamento laminar, com densidade constante e regime per­
manente, estas equaçÕes são expressas por , 

au; ax + (1/R) 3( RV)/3R =o (l) 

uau;ax + vau/aR - 3P / 3X + 17 2 U (2) 

uav;ax + v av/ aR - 3P / 3R + 17 2 V (3 ) 

uae ;ax + vae;aR ( 1/Pr) 17 2 e (4) 

onde U e V são , respectivamente, as componentes axial e 
radial da velocidade , p é a pressão , e é a temperatura, 
Pr e o número de Prandtl , e 17 2 é o operado r laplaceano 
em coordenadas cil índricas. Ao escrever as equaçÕes (1) 
a (4) , as seguint es adimens i onalizaçÕes fo ram adotadas, 

X x/d, R = r/d 

u ud/v , V = vd/V, P Pp/(l.Jd) 2 (5) 

e = (T-Te)/(Tp-Te) 

onde v é a viscosidade cinemática , T e a temperatura do 
ar na entrada do orifício de pas sage~ e T é a tempera­
tura das paredes do orifício e di f usor. P 

As condiçÕes de contorno a serem satisfeitas por 
U, V e e serão discutidas a seguir. Inicialmente serão 
apresentadas as condições de contorno para o problema 
hidrodinâmico. 

Nas paredes sólidas, U=V=O . Para a saÍda do difu 
sor, R= D/(2d), utilizou-se as condições de contorno 
para escoamento parabólico, ou seja, 3U/ 3R = 3 (RV)/ 3R = 
O. No t e-se que para o componente V introduziu-se R den 
tro da derivada em virtude da velocidade do fluido no 
difusor diminuir com R, uma vez que a área disponível 
ao escoamento aumenta ao longo de R. Na entrada do ori 
fício de passagem , X=O, fez-se V=O. Para a ve locidade 
U foram testados três perfis: ~erfil uniforme U=Re · 
perfil parabólico, U=Re(0,25-R2

); e um perfil' obtid~ 
quando se inclui, no domínio de solução do problema , a 
canalização a montante do orifício de passagem. Para es 
ta Última situação, o perfil de U na entrada do orifí= 
c i o se a presenta deformado em relação aos perfis parabó 
lico e uniforme, e V deixa de ser zero . Es ta deforma= 
ção ocorre pois já na entrada do orifício a presença da 
palheta é detectada pelo escoamento. Detalhes sobre a 
obtenção dos perfis de U e V para es t a situação podem 
ser obtidos em [12] . 

Para a temperatura, 6=1 nas paredes do orifício de 
passagem e do assento . Na saída do difusor fez-se 36/3R 
= O, e na entrada do orif í cio de passagem, e=l. No 
disco fro nta l ao orif í cio de passagem (palheta) , fez-se 
36/3X = o, simulando desta forma uma palheta isolada . 

Tendo em vista que o escoamento ê axissimétrico,a 
p~nas uma fatia de um radiano da geometria apresentada 
na f i g . l é utilizada como domínio de solução . No e i xo 
de simetria , R=O, fez -se G = 3V/3R = ae/3R = O. 

A região sólida ocupada pelo assento foi incluÍda 
no domínio de solução a fim de que as equaçÕes diferen­
ciais pudessem ser resolvidas através de um programa ge 
ral escrito para coordenadas cil Índricas . A inclus ãO 
do sól i do faz com que o domínio de solução se torne uma 
fatia de cilindro l i mitada pelas l inhas de coordenadas, 
X=O, X=(e+s) /d , R=O e R=D/(2d) . Do ponto de vis t a com­
putacional, esta região só lida é tra t ada como sendo um 
fluido de viscosidade e condutividade t érmica infinitas 
[15 J . 

A formulação do problema está agora completa. Na 
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presente investigação , o único parâmetro geométrico a 
ser var iado e o afastamento entre os discos do difusor 
radial, s/d. Alem do afastamento s/d , o problema é ain 
da governado pe l os números de Prandtl e Reynolds. 

SOLUÇÃO NUM!RICA 

As equaçÕes dife renc i ais (1) - (4) foram resolvi­
das numer icame nte pelo método dos volumes f initos . Nes 
te método , divide-se inicialmente o domínio de so luçãO 
do problema em pequenos volumes de controle não sobrep~ 
tos. A seguir, a t ribui-s e a cada volume de controle um­
pon to nodal . Integram-se então as equaçÕes para U, V e 
e ao longo de cada um destes pequenos volumes de centro 
l e e, desta fo rma, ob t ém- se , para cada ponto nodal, umã 
equação algébrica que relaciona o valor da variável (U , 
V ou 6 ) no ponto nodal , com aqueles dos quatro pontos 
nodais associados aos volumes de controle adjacentes . A 
pressão P é determinada através da equação da continui­
dade, ou seja , para um dado campo de velocidade calcula 
se o campo de pressão que obrigue aquele campo de velo= 
cidade a satisfazer a equação da continuidade . Es t e a­
coplamento entre pressão e velocidade é fei t o através do 
algoritmo SIMPLER (8 , 16, 17). 

Escrevendo as equaçÕes algébricas para todos os vo 
l umes de· controle no domínio de solução , tem-se um sis-­
tema de equaçÕes que é resolvido iterativamente pelo mé 
t odo linha-por-linha. Es te método é uma combinação do 
método de Ga uss-Seide l com o algo ritmo TOMA [8] . Tendo 
em vis ta a não linearidade da equação de Navier- Stokes , 
sub-relaxaçÕes se fazem necessárias para que o processo 
iterativo convirja [16] . A f im de acelerar a convergên 
c i a do método, utilizou-se ainda o algoritmo de corre= 
ção em bloco de [18] . 

Devido ao desacoplamento entre o problema hidrodi 
nâmico e o térmico, na obtenção da solução numérica o 
cálculo do campo de tempera tura só era iniciado depois 
dos campos de velocidade terem sido obtidos . 

A precisão da solução numérica está relacionada 
com o número de volumes de controle utilizados na dis­
cretização do domínio de solução. No presente trabalho 
foram empregados 1120 pontos nodais na região do orif í­
cio de passagem e 1040 pontos na região entre os discos 
do difusor. Estes números representam um compromisso en 
tre as melhorias oferecidas por uma população maior de­
pontos nodais e o tempo computacional necessário para se 
obter uma solução convergida . A comparação entre os re 
sulcados numéricos e experimentais serviu de suporte a= 
dicional para a validação da solução numérica . 

EXPERIMENTO 

A determinação experimen tal dos coeficientes de 
transferência de calor entre o f luido e as paredes aque 
cidas é fe ita indiretamente a través da analogia exis ten 
t e entre a trans ferê ncia de calo r e massa [19] . No pre 
sente trabalho utilizou-se a técnica de sublimação de 
naftaleno [9] . Es t a técnica consiste em substituir asu 
perfÍcie que deveria estar aquecida a uma temperatura 
constante, por uma superfície coberta com naftaleno . A 
remoção de naftaleno, devida ao escoamento sobre a su­
perfície, durante um certo intervalo de tempo , fornece a 
t axa de tr ansferência de massa da superfície . Associa­
do a es ta massa t ransferida define-se o número de Sher­
wood, que é análogo ao número de Nussel t. Nos parágra­
fos subseqUen t es serão apresentados detalhes sobre o ex 
perimento. -

Uma visão esquemática da ba ncada experimental é 
mos trada na fig . 2. Conforme mostra a figura , ar ambi­
ente é succionado através do tubo principal, e após per 
correr 33 diâme tros chega na câmara de acrílico. No in 
terior da câmara de acrílico es tá a secção de t este do 
expe rimen t o . O ar entra na secção de teste escoando a­
xialmente através do orif í cio de passagem , deflete-seao 
sa ir do orif í c io devido ã presença da palheta, e , esco­
ando radialmente, entra no ambiente da câmara de acríli 
co . A s uper fíc ie do orif í c i o de passagem e a superfície 
do difusor cor responden t e ao assen t o (ver Fi g . l), es­
tão cobertas com naftaleno . A câmara de acr ílico tem o 
formato de um prisma hexagonal com 41 cm de comprimento 
e raio da c ircunferência circunscrita à base igual a 
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Fie. 2 - Vista esquemática da bancada experimental. 

25 cm. Uma das faces laterais do prisma é a tamEa da 
camara. A abertura desta tampa dá acesso ã secçao de 
testes, permitindo a colocação e retirada da peça com 
naftaleno. 

O ar é succionado da câmara de acrílico e entra no 
tubo secundário através de oito furos distribuÍdos cir­
cunferencialmente na região posterior ã palheta. Do tu 
bo secundário o ar é bombeado para a secção de mediçãO 
de vazão. A mangueira flexível colocada entre o tubo 
secundário e o ventilador permite a movimentação deste 
tubo a fim de se estabelecerem os afastamentos deseja­
dos entre palheta e assento. 

Para succionar o ar utilizou-se um ventilador cen 
trÍfugo, marca IBRAM, com vazão máxima de 2,5 m3 /min. A 
vazão de ar é controlada por uma válvula reguladora mar 
ca FESTO, tipo 2103. Ao sair da válvula o ar escoa a~ 
través de uma canalização de PVC com 78 mm de diâmetro 
interno e 6 m de comprimento até chegar no orifício me­
didor de vazão. A placa do orifício medidor de vazão 
foi projetada e fabricada conforme recomendaçÕes daASME. 

A placa é de cobre com um orifício de 10 ~ 0,015 
mm, disposta perpendicularmente ao escoamento. As toma 
das de pressão são posicionadas a 78mm a montante e 39 
mm a jusante da placa de orifício. 

A pressão diferencial do orifício medidor de va­
zão e a pressão a montante da secção de teste foram me­
didas com um micromanômetro inclinado marca Wilhelm-Lam 
brecht, com menor divisão da escala de 1 mm e álcool e~ 
tílico (P = 790 kg/m 3

) como fluido de trabalho. Um ba­
rômetro Sato Keiryobi_com resolu!ão de 0,5 mbar foi u­
tilizado para a mediçao da pressao ambiente. 

A temperatura ambiente foi medida com um termopar 
de Cobre - Constantan com diâmetro de 0,5 mm e compensa 
ção eletrônica. Testes indicaram que a temperatura dÕ 
ar permaneceu constante ao longo de todo o circuito de 
medição. 

Os afastamentos entre o assento e a palheta foram 
efetuados com gabaritos em forma de calha, com. superfí 
cies retificadas e variação máxima de 4~m ao longo da se 
mi-circunferência. -

As mediçÕes das quantidades de massa sublimada fo 
ram realizadas com uma balança eletrÔnica digital, mar~ 
ca Sartorius com capacidade de 200g e resolução de 0,1 
mg. O controle do tempo foi efetuado com um cronômetro 
Hanhart com menor divisão de O,ls. 

O molde utilizado para a deposição do naftaleno 
lÍquido é composto por uma peça de alumínio que conterá 
o naftaleno durante os testes, um eixo e uma tampa de a 
ço. O eixo e a tampa, com superfícies polidas, permi~ 
tem a obtenção da região de análise do experimento. O 
processo de deposição é realizado no molde previamente 
aquecido a 6QOC utilizando-se um funil. Uma saÍda de 
ar permite o enchimento completo do molde. Efeitos de 
contração durante a solidificação são compensados atra­
vés da colocação de uma quantidade adicional de naftal~ 
no, após alguns segundos do enchimento inicial do molde. 
O molde é então resfriado, desmontado e a peça com o naf 
taleno é limpa com um pincel de cerdas macias . A se~ 
guir a peça é pesada e montada na bancada de testes,co~ 
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trolando-se o tempo gasto desde a pesagem. A distância 
e o paralelismo entre a peça e a palheta são ajustadas 
cuidadosamente e então inicia-se o teste em corridas pa­
drÕes de 30 a 50 minutos. Durante os testes são anota­
das as pressões e temperaturas em intervalos iguais de 5 
minutos. Encerrado o teste, a peça com naftaleno é reti 
rada da canalização e pesada. A diferença de massa an~ 
tes e depois do teste inclui a sublimação ocorrida duran 
te a montagem e desmontagem. Estas quantidades são de~ 
terminadas simulando-se estas operaçÕes após a segunda 
pesagem. Assim a massa total de naftaleno sublimada du­
rante o teste é determinada. Utilizou-se como parâmetro, 
com vistas ã diminuição do erro experimental, uma subli­
mação da ordem de 100 mg durante os testes, para os dife 
rentes números de Reynolds do escoamento. Maiores deta~ 
lhes sobre o experimento estão apresentados em [20] . 

RESULTADOS OBTIDOS 

Com vistas ã validação do esquema numer~co utiliza 
do foram feitas várias comparaçÕes entre os resultados 
numéricos e experimentais do número de Nusselt médio to­
tal para diferentes afastamentos entre a palheta e o as­
sento, na faixa laminar do escoamento. A Fig. 3 apresen 
ta tipicamente esta comparação para três afastamentos in 
termediários. Outras comparaçÕes feitas estão apresenta 
das e discutidas em [2d]. O número de Prandtl para esta 
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Fig. 3 - Comparação entre os resultados numéricos 
experimentais para diferentes Re e afas­
tamentos da palheta. 

validação foi mantido em 2,5, que corresponde ao número 
de Schmidt do naftaleno. As linhas cheias representam 
os dados obtidos numericamente enquanto que os símbolos 
correspondem aos resultados experimentais, medidos atra 
vés dos ensaios de transferência de massa. Para todos 
os afastamentos testados, a maior diferença entre os re 
sultados numéricos e experimentais é inferior a 8%, Õ 
que permite a validação do modelo numérico utilizado. 

O nÚmero de Nusselt médio corresponde à media pon 
derada, com base nas áreas de troca de calor, dos núme-­
ros de Nusselt locais ao longo do orifício e do difusor. 
O número de Nusselt local é definido como 

Nu (6) 

onde h é o coeficiente local de transferência de calor 
e q é o fluxo local de calor entre o fluido e as pare­
des aquecidas. ~ importante notar que o número de Nus­
selt definido pela equação (6) é, na realidade, um flu­
xo de calor adimensional, uma vez que o coeficiente de 
transferência de calor h é baseado em uma diferença de 
temperatura constante . A temperatura de mistura foi cal 
culada levando-se em conta os perfis de velocidade e de 
temperatura na secção desejada, conforme [20] . 



A incer t e za assoc iada com as mediçÕes do número de 
Nusselt médio t otal ao longo do orifício e difusor é in 
feriar a 15%. 
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A Fi g . 4 apresen ta a influência do afas tamento da 
palheta sobre o número de Nusselt mêdio t o t al para dife 
rentes númerosde Reyno lds do escoamento no orifício alT 
mentador e a Fig . 5 apresenta a influência do número de 
Reynolds sobre a temperatura média de mistura na saÍda do 
difusor, para diferentes afastamentos da palheta. 

0 ,8 

0 ,6 

rl 
0,4 

0,2 

"~'--·. "', \ ., ....... ....... 

·." ·"·<'' ............ __ 
" "·~ . ......._ 

" ·· ........ . --.. .. _ 
--s/d= O, OI 
---s / d= 0,02 
-·-s/d= 0,03 
- ··-s/d= 0,05 

0+-----.-----r-----r---~ 
o 600 1200 

R o 
1800 2400 

Fig. 5 - Influência do número de Reynolds sobre a 
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CONCLUSÕES 

O presente trabalho apresentou uma investigação nu 
mérica com val idação experimental , dos principais aspec­
tos da transferênc ia de calor laminar em válvulas de com 
pressores. 

Result ados assoc iados ã transferência de ca l or nas 
válvulas foram apresentados para diferentes vazÕes e a­
fastamentos entre o assento e a palheta . O fluido de tra 
balho foi o ar com Pr = 0, 7 . Para comparação dos resul= 
tados numéricos com os experimentais utilizou-se a técni 
ca da sublimação do naftaleno . Nes ta comparação a solu­
ção numérica foi obtida para Pr = 2,5. -

O número de Nussel t mêdio total aumenta bastante 
com o aumento do número de Reynolds e com a diminuição 
do afas t amento e, para números de Reynolds baixos, o a­
fastamen t o tem pequena influência sobre o número de Nus 
selt médio total. 

Tanto a metodologia numérica como a experimental a 
presentadas neste trabalho mos traram ser adequadas pará 
a análise da t rans ferênc ia de calor em válvulas de com 
pressores. 
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ABSTRACT 

The present work presents the numerical results 
experimental ly validated, of the heat trans fer in radial 
diffusers when the frontal disc is isQlated, Tbe 
numeri~al problem is solyed by tbe tinit e volumes 
~ethod considering a laminar, incompressíble , constant 
properties flow of air. The validation of the numericru 
model is per formed by means of the analogy be tween heat 
and mass transfer using the naphtal ene sublimat ion 
technique . 
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RESUMO 

O presente trabalho é uma investigação numérica do escoamento turbulento, incom­
pressível e isotérmico em difusores radiais, utilizando-se o modelo k- e: de turbulência. 
A motivação do trabalho se deve ã importância que o entendimento de tal fenômeno tem 
no projeto de válvulas tipo palheta, muito usadas em compressores alternativos. Resul 
tados experimentais para a distribuição de pressão ao longo do difusor são obtidos vi~ 
sando a validação da solução numérica. 

INTRODUÇÃO 

Com o objetivo de determinar os parâmetros mais 
importantes na análise de sistemas de válvulas de com­
pressores herméticos é necessário um completo entendi­
mento do escoamento através dessas válvulas. Tal enten 
dimentv é particularmente importante em válvulas tipo 
palheta porque nestas situaçÕes o prÓprio escoamento é 
responsável pela abertura e fechamento das válvulas, sen 
do por esta razão denominadas automáticas . -

A análise do escoamento através de válvulas auto­
máticas pode ser muito complexa e laboriosa, espe~ial­
mente se a geometria completa do sistema for considera­
da. Com o objetivo de se obter uma boa aproxima~ão des 
te tipo de escoamento, geometrias mais simples sao uti~ 
lizadas. O escoamento através de difusores radiais po­
de ser considerado o problema básico para a análise de 
sistemas de válvulas, e é a geometria usada na presente 
investigação. 

O difusor radial é composto de dois discos circu­
lares, paralelos e concêntricos, sendo que um deles con 
tém o orifício alimentador, como mostrado na fig. 1. -

Fig. 1 - Geometria do escoamento. 

Por analogia a um sistema de válvulas, o disco com 
o orifício por onde é suprida a vazão de fluido corres­
ponde ao assento, o orifício é denominado orifício de 
passagem e o outro disco é denominado palheta. Esta no 
menclatura será utilizada ao longo do desenvolvimento 
do trabalho. 

Muitos investigadores têm estudado o escoamento 
em difusores radiais porque o mesmo serve como base pa­
numerosas aplicaçÕes tecnológicas. Além da relevância 
do escoamento no projeto de válvulas de compressores, a 
análise de mancais de escora a ar e impactares de aero­
sol são exemplos adicionais . 

Uma boa revisão dos trabalhos teor~cos e experi­
mentais publicados antes de 1956 é apresentada por Woo­
lard [1] . O_artigo de Ferreira e Driessen [2] apresen 
ta a discussao de diferentes tipos de escoamentos comu~ 
mente encontrados em válvulas tipo palheta, bem como a 
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revisão da bibliografia publicada anteriormente a 1986 . 
Mais recentemente, uma solução numérica do escoamento 
laminar, incompressível e isotérmico do ar em difusores 
radiais, validada experimentalmente, foi a~resentada 

para pequenos afastamentos entre os discos [3J . No en­
tanto, observa-se que, para o caso do escoamento turbu­
lento, soluçÕes são obtidas somente em formas simpl ifi 
cadas, utilizando-se o método integral [4] ou a conser~ 
vação da quantidade de movimento linear [5]. , 

O presente trabalho tem o objetivo de investigar 
numericamente o escoamento turbulento, incompressível e 
isotérmico em difusores radiais, tendo em mente o siste 
ma de válvulas de compressores herméticos. -

As equaçÕes que regem o fenômeno são resolvidas u 
sando-se o método dos volumes finitos, com o auxílio da 
técnica dos domínios sobrepostos. As quantidades perti 
nentes ao escoamento turbulento são calculadas utilizan 
do-se o modelo de turbulência k-e:. 

Os resultados numéricos são comparados com os re­
sultados obtidos experimentalmente e, além disso, sao 
discutidos alguns aspectos do modelo de turbulência uti 
lizado. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

O presente trabalho tem o objetivo de fornecer u­
ma solução numérica do escoamento turbulento através da 
válvula representada na fig. 1. Como mostrado na figu­
ra, a alimentação do difusor é realizada através do ori 
ficio de passagem de díâmetro d e comprimento e. No o­
rifíco de passagem o escoamento é axial (direção x) . Ao 
atingir a palheta, o escoamento é defletido e passa a 
ser radial (direção r). O diâmetro da palheta é De o 
afastamento entre palheta e assento é h. A vazão de 
fluido através do sistema de válvulas é_=aracterizad~ ~ 
lo número de Reynolds, Re, baseado no d~ametro do or~f~ 
cio de passagem. 

O cálculo numérico do escoamento foi baseado nas 
equações de Navier-Stokes, tomadas como uma média em re 
lação ao tempo, para a situação. axissimétrica . Para o 
escoamento permanente, isotérmico e incompressível, as 
equaçÕes da continuidade e da quantidade de movimento 
linear, utilizando-se a hipótese da viscosidade turbu­
lenta, são: 

a (RU) 
---ax-

u au 
ax 

+ a (RV) 
aR o (1) 

1p au 1a 
+ Re [ax ()J e ax> + R aR 



u av v av 
li+ dR 

ap 1 [ a av 1 a av ] ãR + Re ax <weaxl +R aRCRI.leaal + 

_ [ a au 1 a av v] 
+ Re ax Cl.le ãR) + R dR (RI.le dR) - 2 IJe R (3) 

onde U e V representam, respectivamente, as componentes 
axial e radial da velocidade e P é a pressão . A visco­
sidade efetiva 1J , que representa a soma da viscosidade 
física do fluidoee da viscosidade turbulenta, é obtida 
do modelo de turbulência k-~. proposto por [6] . As e­
quaçÕes diferenciais para k e ~ para a situação axissi­
métrica são 

onde 

ou 

onde 
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Nas equaçÕes acima as seguintes adimensionaliza­
çoes foram adotadas, 

l.le {IJ + IJt)/J.! l.lr = J.l/J.l 

X = x/d 

p/(p-;;. 2) 

R = r/d U = u/-;;_ V = v/-;; (8) 

p E = ~d/-;;_ 3 K = k/-;;_ 2 

Re = p-;;d/J.! 

onde p e J.l sao , respectivamente, a massa específica e a 
viscosidade absoluta do fluido que escoa através do ori 
fício de passagem com velocidade média ü. Além disso~ 
p é a pressão manométrica no escoamento, J.l é a visco 
sidade turbulenta, k é a energia cinética e t E é a dis~ 
sipação da energia cinética turbulenta. 

As constantes no modelo de turbulência são toma­
das diretamente de Launder e Spalding [6) e são: 

CJ.l 0 , 09; c, 1,44; c 2 1,92; ok = 1,0; o~=l ,3 

(9) 

A seguir são apresentadas as condiçÕes de contor­
no do problema . 

Para o eixo de simetria (R=O), V=3U/ 3R=O. Quanto 
à prescrição das co ndiçÕes de contorno na entrada do o­
rifício de passagem, deve-se ter em mente que no presen 
te trabalho são analisados escoamentos com pequenos a~ 
fastamentos entre palheta e assento. Isto faz com que 
o perfil de velocidade prescrito na entrada do orifício 
de passagem tenha pouca influência na distribuição de 
pressão sobre a palheta, conforme demonstrado em [7] . O 
perfil de velocidade adotado na entrada do orifício foi 
o uniforme dado por U=l . Na saída do difusor, as condi 
çÕes de contorno para a componente radial v e para acom 
ponente axial U são a(RV)/ aR = U =O . Nas paredes sólT 
das, a condição de não escorregamento, ou velocidade ze 
ro, é adotada para a componente da velocidade paralela 
à superfície da parede . Para a outra componente, assu­
me-se que sua derivada na direção normal à superfície 
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seja i gual a zero. Para a energia cinética K e sua dis­
sipação E assume-se que na região de entrada do orif ícw 
de passagem o escoamento turbulento seja completamente 
des=nvolvido . Desta forma, c~nforme Karki Ia] , as co~ 
diçoes de contorno ness a regiao para K e E sao K =0,001 
e E = 0,1K2. Na saída do difusor, as condiçÕes de con­
torno foram tomadas como a (RK)/ aR = d (RE)/ aR =O. Os 
gradientes normais de quantidades escalares em relação 
ao eixo de simetria devem ser nulos, logo 3 (RK)/ 3R = 
3(RE)/aR = O. Finalmente, para as paredes sólidas é ne 
cessário um tratamento um pouco mais elaborado. A difu 
são da energia cinética nas paredes foi assumida nula~ 
Já para o caso da dissipação da energia cinética é um 
tanto difícil fixar uma condição de contorno nas pare­
des sólidas já que nestas regiÕes E ~ oo. Para contor­
nar este problema, fixa-se o valor de E para os pontos 
nodais adjacentes à parede de acordo com a seguinte ex­
pressão , apresentada em [a], 

E C 3/'t Kl/2/(0,4 Xp) 
IJ 

(lO) 

onde X é a distância adimensional do ponto até a pare­
de . P 

Nas regiÕes próximas das paredes sólidas ocorre a 
redução da intensidade da turbulência e na subcamada li 
mite viscosa, os efeitos da turbulência são desprezí= 
veis. O emprego do modelo k- ~. adotado na presente aná­
lise, não é adequado nestas r eg iÕes. Por esta razãoj 
a função - parede sugerida por Launder e Spalding [6 
foi utilizada para unir os pontos dos contornos sólidos 
com os pontos internos do domínio de cálculo. 

A formulação do problema está concluída. Das e­
quaçÕes diferenciais e das condiçÕes de contorno vê-se 
que o único parâmetro não geométrico a ser prescrito 
o número de Reynolds . 

A seguir é apresentada a metodologia utilizada na 
solução do problema. 

SOLUÇÃO NliMtRICA 

As equaçÕes diferenciais que governam o escoamen­
to turbulento e as do modelo de turbulência k- ~ foram 
resolvidas utilizando-s e o método dos volumes finitos 
[9] e observando-se as condiçÕes de contorno apresenta­
das anteriormente . No método dos volumes finitos, o do 
mínio de solu~ão é dividido em volumes de controle que 
não se superpoem e as equações diferenciais são então 
integradas em cada um destes volumes . Desta integração 
resultam equaçÕes al gébricas que, quando res o lvidas, for 
necem os campos de velocidade , pressão, energia cinéti: 
ca e sua dissipação. O algoritmo SIMPLER [10] foi usa­
do para a solução numérica das equaçÕes al gébricas. Pa 
ra acelerar a convergência na obten~ão da solução, o ai 
go ritmo de correção em bloco de [llj foi implementado no 
programa computacional. 

Na solução numérica foi utilizada a técnica dos do 
mínios sobrepostos. Tal técnica é particularmente inte 
ressante quando regiÕes sólidas, que não contribuem nã 
solução do escoamento , devem ser excluÍdas do domínio 
de cálculo . Geralmente, o uso desta técnica representa 
economia tanto no tempo computacional gasto como no ar­
mazenamento de variáveis. No presente trabalho foram u 
tilizados dois domínios sobrepostos, conforme ilustradÕ 
na fig. 2. Na solução das equaçÕes discretizadas, os 
dois domínios são considerados individualmente como se 
fossem independentes, embora estejam acoplados pelas 
condiçÕes de contorno. As soluçÕes são obtidas para ca 
da domínio através de um processo iterativo, no qual os 
dois domínios interagem entre si até a solução final. 
Esta interação é realizada através da região de sobrepo 
sição, via condiçÕes de contorno das fronteiras destã 
região até que as grandezas de interesse não mais se al 
terem. Para maiores detalhes sobre esta metodologia de 
solução ver [7]. 

Atenção especial foi tomada na escolha da malha a 
ser utilizada na discretização do domínio de cálculo . 
Para o domínio A foi utilizada uma malha 38xl5 nas dire 
çÕes x e r, respec ti vamente. Por sua vez, para o doml­
nio B utilizou-se uma malha l5x34 . A malha utilizada 
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Fig . 2 - Geometria do escoamento e fronteiras dos 
domínios de cálculo do difusor e orifÍ­
cio de passagem. 

em ambos os domínios não foi uniforme, dando-se um ma­
ior refino nas regiÕes próximas das paredes sólidas . 

EXPERIMENTO 

A fig. 3 apresenta uma vista esquemática da banca 
da experimental utilizada para validar os resultados nÜ 
méricos. Ar comprimido armazenado em 3 reservatórios 
com aproximadamente 1,6 m3 e pressão máxima de 11 bar 
escoa através de um duto, de 7Smm de diâmetro e 6,5 m 
de comprimento, até chegar ã seção de tt•ste . Uma vista 
ampliada da seção de teste é mostrada na fig. 4 . Na fi 
gura pode-se ver o assento, o orifício de passagem, a 
palheta e o resto da estrutura usada no p~sicionamento 

da palheta. 

s 

Fig . 3 - Vista geral esquemática do experimento. 

Palheta 

Fig. 4 - Secção de teste e sistema de posicionamento. 

O diâmetro e o comprimento do orifício de passa­
gem são , respectivamente, 30 e 28 mm e o diâmetro da p~ 
lheta é 90 mm (e/d = 0,933 e 0/d = 3). 

O maior .nteresse na presente investigação é a de 
terminação da distribuição de pressão na palheta. Por 
este motivo, a palheta tem uma característica especial 
como mos t rado na fig . S . Ao longo do diâmetro da palhe 
.ta é ins t alado um cursor contendo uma tomada de pressãõ 
(0 , 7 mm de diâmetro). Esta tomada de pressão, por sua 
vez, é in t erligada a t ravés de um canal interno até uma 
das extremidades do cursor e ali conectada a um transdu 
t or indutivo de pressão . Na outra extremidade é conec~ 
tado um transdutor indutivo de deslocamento, responsá-
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vel pela leitura da posição instantânea da tomada de 
pressão. Ambos os sinais dos transdutores indutivos são 
introduzidos em uma ponte amplificadora e depois a umre 
gistrador X-Y. À medida que o cursor é movido ao longo 
do diâmetro da palheta, o registrador X-Y vai desenhan­
do simultaneamente sua distribuição de pressão. O t ran s 
dutor de pressão t em um fundo de escala de 0 , 01 bar e o 
transdutor de deslocamento de + 100 mm . 

Interno 

Tra nsdutor 
de Pressão 

Fig. 5 - Palheta com tomada de pressao deslizante . 

Um sistema de posicionamento foi usado para forne 
cer a posição correta da palheta, que é um requisi to es 
sencial no experimento. Ambos os discos devem es tar con 
cêntricos, paralelos e colocados a uma determinada dis-­
tância um do outro. Inicialmente , a palhe t a é cui dado­
samente posicionada utilizando-se uma máscara desenhada 
no assento, de tal forma a assegurar a concentricidade e 
alinhamento entre os discos. Três mesas mi cromé t r i cas 
com divisão de escala igual a 0,01 mm permitem o des l o­
camento da palheta nos três eixos de coordenadas da f i g. 
4. Ajustes finos na rotação da palheta em t orno de ca­
da um desses eixos são possíveis com o uso da mesa de 
deslocamento angular . 

Num próximo passo, duas esferas de aço com di âme­
tros de 9,520 e 3 , 960 mm suspensas em finas linha s de 
seda são postas em diferentes posições entre os d i scos 
para a verificação do paralelismo e afas t amento entre os 
mesmos . A verificação final do posicionamento é feita 
através da simetria da distribuição de pressão obtida s o 
bre a palheta. -

As principais quantidades medidas no experimento 
sao: distribu ição de pressão ao longo da pa l he t a , f lu­
xo de massa no difusor e afastamento en t re pa lheta e as 
sento. O fl uxo de massa através do difusor foi obt i do 
através da queda de pressão em um orifício cal i brado 
com um diâmetro mín imo de 15 mm . A queda de pres sao foi 
medida com o uso de um manômetro diferencial de á gua em 
"U", com altura máxima de 1000 mm . 

A análise da incerteza associada aos resultados 
experimentais foi efetuada seguindo-se a metodo logia des 
cri ta por Moffat 112] . A máxima incerteza experimental~ 
referente ã pressao na região de estagnação da palhe ta 
(R=O) e menor do que 3%. 

A seguir são apresentados alguns resultados calcu 
lados pelo modelo de turbulência k-E para a d is tribui~ 
ção de pressão na palheta . Adicionalment e, são indica­
dos aspectos críticos e possíveis modif i caçÕes no mode­
lo numérico. 

RESULTADOS 

As figs. 6 e 7 apresentam a comparação entre os 
resultados experimentais e a solução numérica para h/d= 
0,05; Re = 13325 e h/d = 0 , 05 ; Re = 23275, respec t iva­
mente. Na abcissa das figuras está a posição radial a­
dimensional R enquanto que na ordenada está o dobro da 
pressão manométrica adimensional P. Observa- se , em am­
bas as figuras, a boa concordância en tre os r esultados 
para R<O , S. Porém, para a região de R>O , S os níveis de 
pressão negativa preditos pela solução numérica , em am­
bas as situaçÕes, são menores do que aqueles obtidos ex 
perimentalmen te . No entanto, a forma das curvas depres 
são experimental e numérica são semelhantes . -
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Fig. 6 - Comparação entre resultados numérico 
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Fig . 7- Comparação entre resultados numérico 
e experimental; h/d=0,05, Re=23.275. 

O fato da distribuição de pressão obtida com a so 
lução numérica não concordar plenamente com o resultado 
experimental tem algumas prováveis justificativas . Ini­
cialmente, deve- se lembrar que o modelo de turbulência 
k-c, embora testado em muitas situaçÕes e ser o modelo 
mais difundido na análise de escoamentos turbulentos, 
têm algumas restriçÕes quanto ao seu emprego. Ele não 
é recomendável em regiÕes onde o escoamento não seja com 
pletamente turbulento, por exemplo . Também regiÕes de­
separação e de aceleração do escoamento tem efeitos ne­
gativos sobre o modelo numérico. Segundo [3], o escoa­
mento em difusores radiais apresenta basicamente as três 
características de escoamento apontadas acima. Na re­
gião central da palheta (R<0,5), devido ao pequeno afas 
tamento entre palheta e assento, ocorre a estagnação do 
f luido e possivelmente ali os níveis de turbulência se 
jam baixos. Por outro lado, na entrada do difusor (R~ 
0,5) ocorre grande aceleração do fluido devido ã dimi­
nuição da área de passagem. Além disso, na entrada do 
difusor também ocorre a separação do escoamento em núme 
ros de Reynolds elevados. -

Apesar destas restriçÕes, insistiu-se na utiliza­
ção do modelo k-c , com o objetivo de promove r altera­
çÕes no esquema numérico que viessem a melhorar sua ca­
pacidade de previsão para es t e escoamento . A seguir são 
apresentadas algumas sugestÕes. 

Para contornar o problema da existência de regiÕes 
com níveis baixos de turbulência, urna possível modifica­
ção no modelo numérico é a inclusão da relarninarização 
do escoamento , conforme proposto por Launder e Spalding 
[6]. Esta técnica prevê o retorno do escoamento turbu-
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lento para laminar. 
Outra alteração a ser introduzida no modelo k- E é 

a consideração da anisotropia da turbulência em virtu­
de da aceleração do escoamento na entrada do difusor. 
Kobayashi e Yoda (13] obtiveram sucesso na utiliz~ção 
deste modelo quando o perfil de velocidade axial médio 
era distorcido e muito semelhante ao encontrado na pre­
sente situação . 

CONCLUSÃO 

O presente trabalho apresenta uma investigação nu 
mérica do escoamento turbulento, incompressível e iso~ 
térmico em difusores radiais , utilizando-se o modelo de 
turbulência k- E. Na solução do escoamento , o rnétododos 
volumes finitos foi utilizado com auxílio da técnica dos 
domínios sobrepostos. A motivação do trabalho veio da 
importância desta geometria no estudo do carregamento 
de válvulas tipo palheta utilizadas em comp ressores her 
méticos . Perfis de pressão ao longo da palheta fo~ 
ram obtidos numericamente, em função do afastamento en­
tre os discos e do número de Reynolds do escoamento sen­
do comparados com resultados obtidos experimentalmente. 
Por fim, são apontados al guns aspectos críticos do mode 
lo numérico com relação ao escoamento analisado e indi~ 
cadas fo.rrnas a serem implementadas no futuro. 
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ABSTRACT 

This paper is a numerical investigation of the 
turbulent radial outflow between parallel discs , using 
the k- c turbulence rnodel . The problern is analyzed fo r 
steady , incornpressible and isothermal flow. The motiva­
tion of this work comes from the irnportance that this 
type of flow ha~ in reed type valves design, widely used 
in reciprocating compressors . Expe rimental results are 
ob t ained for pressure profiles along the diffuser in 
order to validate the nurnerical solution . 
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RESUMEN 

La necesidad de disponer de un quemador de aserrrn que permita la combustlón 
de partrculas en suspensión, con alto rendimiento de quemado, originó este trabajo. 

Se uti lizaron diferentes promotores de giro para imprimir Swirl a las partfcu 
las a la sal ida del quemador, con lo que se logró incrementar el tiempo de residen~ 
cia en la zona, alcanzando el proceso de combustión en la total idad de ellas. 

La obtención de frente de llama estable muestra la factibil idad de utilizar 
quemadore para aserrrn en suspensión. 

INTRODUCCION 

Como cons ecuencia de procesos de elaboración de 
maderas se generan importantes volúmenes de aserrrn. 

La energfa calórica que puede aportar este re­
curso en proce sos de combustión, hace que se conside­
re como alternativa atractiva, mâxime si se alcanzan 
procesos de alto rendimiento de quemado, que trae co­
mo consecuencia ademâs, no generar contaminación am -
biental . 

DESARROLLO 

Se disenó y construyó un prototipo de quemador 
que permitiera, a través de los ensayos, precisar los 
parâmetros para alcanzar el proceso de combustión del 
aserrrn, se determinó la velocidad de transporte, dis 
tribución granulométrica, concentración de partfculas 
y perfiles de velocidad uti 1 izando tamanos de 100% b~ 
jo 12, 16, 20 y 30 mallas . 

Por ref. [1], [2], [3], [4], (5], [6], se tiene 
para el transporte de partfculas: 

v 
_j>_ 
V+Vp 

Vp Concentración total de sólidos 
CR Concentración volumétrica de sólidos 
V = Volumen del fluido 
CT = Concentración de transporte 
/tf =Carga del f l uido . 

Coeficiente de arrastre de las part!culas 

1 24 4 
=-+-.L+ 0.4 

Rep Rep~ 

Câlculo de resistencia para el transporte de 
part!culas. 

2 
+(1-~) 

u 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

V e 1 o c i dad de f 1 ui do ü > v e 1 oc i dad c a i da es taci o-
na ri a . 

upy « ü uydy % O 
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(5) 

Se valera la resistencia adicional mediante: 

~= 1 
u p 2/3 

1 +C·(~ -1) p 

(6) 

El desarrol lo analftico precedente y mediciones 
de laboratorio permitieron precisar velocidad de t rans 
porte 12 (m/s). -

Se disenaron tres promotores de giro con ~ngulos 
de63°,67"y71° [fig.1]. 

AF Area de Flujo: 1 ,77 E-3[m 2], 
Ah = Area de hélice: 0,40 -3[m2], 
Z =Número de entradas: 6 
Los difusores se construyeron con ~ngulos de 15°, 

20 °. 30° y 45°. 
Por ref. [7] se ut ilizó pa ra la determinaci ón 

del número de Swir l : 

t go( 
(dex2 - di n2) d 

(7) 

Para alcanzar efecti vamente el proceso de combu s 
tión del aserrrn se determinó la relación aire- com bu s~ 
ti ble mediante relaciones estequiométricas [8] [9] ; en 
las experiencias de laboratorio se determinó la rela -
ción real. 

Las mediciones que permitieron obtene r los perfi 
les de velocidad y concentración de partrcu las se hi ~ 
cieron en equipo mostrado en la fig. [2] 

. -.... , ...... ' __ , .. . 
11 I .... I ...... IIHMI 

o no-M!Of'\-

Figura 1 Figu ra 2 



Perfiles de Velocidad obtenidos 

Ex : Promotor de giro exterior 
1° y 2° dígito: ângulo promotor de swirl 
3° y 4° dígito: ângulo difusor 
5° - 7° dígito: distancia axial quemador-co lec tor 
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Con promotor 
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Grâfico 2 

Concentraci6n 
_?_e part!culas 

Con promotor 
de 71° 

Grâfico 3 

Con promotor 
de 63 ° 

Gráfico 4 

Con promotor 
de 71 ° 

Grâfico 5 

Con promotor 
de 68° 

Grâfico 6 
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Grâfi co 8 

BANCO DE PRUEBAS HORNO ISOTERMICO 

@@ @@@ @ 

1 • Turbosop 1 ado r 
2. Medidor flujo aire primario 
3. Calefactor aire primario 
4. Motor alime ntador de aserr!n 
5. Entrada aire primario 
6. Quemador 
7. Selector de termocuplas 
8. Estanque de ll enado 
9. Display de temperat ura 

10. Analizador de gases 
11. Entrada de agua a la red 
12. Soplador para tira je inducido 
13. Medidor de flujo de agua 
14. lntercambiador de calor 
15. Mi ri llas ai hogar 
16. Horno isotérmico 
17. Entrada aire secundaria 
18. Medidor de flujo aire secundaria 



ENSAYOS REALIZADOS EN EL BANCO DE PRUEBAS HORNO ISOTER 
MICO. -

Se precalentO el horno mediante quemador uti li -
zando F.O.N° 2. Una vez instalado el prototipo de que­
mador para aserrfn, se conectan los calefactores de ai 
re primaria y secundaria, controlando las revoluciones 
dei alimentador para tener centro! exacto de la masa 
de combustible suministrada. 

Se instalan tres promotores sucesivamente en el 
quemador, para todos los ensayos. 

Se espera las condiciones de estabil idad de todo 
el sistema y se procede a registrar los valores reque­
ridos para el an~lisis en forma simultanea, una vez 
que se observa la formaciOn y caracterrstica de la lia 
ma. 

Ensayos 1-2 

Vo I . hogar 0.213 [m 3J 
28 [kg/hr] 

Ensayos 3-4 

0.213 [m3] 
28 [kg/h r] 
2o•c 

m com bus ti b I e 
t• ai re normal 
parti cu las 
t 0 ai re primaria: 
t• a i r e secund. 
~ngu I o hé 1 ice 
promotor 

2o•c 
100% 
so •c 
1 oo•c 
63° 

bajo 12 mail . 100% bajo 16 mallas 
so•c 
1 oo•c 
71 o 

ENSAYOS 1-2 

Vtotal VAP VAS 

À 
(-) mlwih m

3/h \1\P mlw/h m3/h m3n/ h m3/h 

20 22,4 23,9 89,6 95,9 

1.1 ll2,08 ll9,9 25 28,0 29,9 84,1 89,9 

30 33,6 35,9 78,5 83,9 

35 39,2 41,9 72,9 77,9 

20 24,2 25,8 96,5 103,2 

1,15 120,64 129 ,09 25 30,1 32,2 90,4 96,8 

30 36,2 38,7 84,4 90,3 

35 42,2 45,1 78,4 83,9 

ENSAYOS 3-4 

vtotal VAP VAS 

~ 
1-1 mlw!h m3t h \1\P mlw/h m

3/h m3n!h m3/ h 

20 24,1 25,8 96, 5 103, 2 

1,1 120,64 129,09 25 30,2 .32,3 ~0.5 96, 8 

30 36,2 38,7 84,4 90, 3 

35 42,2 45,2 78,4 83,9 

20 25 ,2 26 ,9 100 ,9 107 , 9 

1,15 126,13 134,96 25 31, 5 33,7 94,6 101,2 

30 37,8 40,4 88, 3 94,4 

35 44,1 47,2 81,9 87,7 
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2 

3 

4 

RESULTADOS OBTENIDOS 

Parts. 100% bajo 20 mal las À= 1.1 

Parts. 100% bajo 20 ma11as À 1.12 

Parts. 100% bajo 30 mal las À 1. lO 

Parts . 100% bajo 30 mal las À I. 12 



Mezcla ai 50 % 20-30 mal las À 1.12 

5 

Mezcla ai 50% 20-30 mal las À 1. 23 

6 

DISCUSION 

En gráficos 1 y 2 se aprecia que los ângulos de 
hé li ce ut i 1 izados en los promotores, se logró perfiles 
de velocidad prâcticamente constante para las distan­
c ias axiales y radiales medidas. 

Las experiencias realizadas en la concentración 
radial de partfculas, permitieron determinar que los 
ângulos de promotores que se util icen en este tipo de 
quemadores, estân entre los ensayados, se alcanzaron 
mezclas homogeneas; los máximos de concentración se al 
canzaron en 3 6 4 puntos, gráfico 3-8, lo que implicã 
una mejor distribución de la mezcla aserrín-aire. 

Con los ensayos se logró la relación aire prima 
r io y secundaria adecuada, cuando esta no ocurre, en 
el centro dei charro se observan partfculas con tra­
yectorias recti lfneas, que no alcanzan a adquirir el 
momentum angu l ar, para aumentar el tiempo de residen­
cia a la salida dei quemador. 

En fotog raf(as 1 y 2 se aprecian partículas in­
candescentes con diversas trayectorias y retroceso dei 
frente de 1 lama, esta se generó por no existir aún vo 
Iumen de hogar adecuado. 

En 3 y 4 se alcanza el proceso de combustión pa 
ra ese tamano de partfculas, se mantiene la relación­
de aire de ensayos anteriores y se aumenta el volumen 
de hogar. 

En 5 se aprecia el quemado dei combustible, sin 
lograr aún frente de llama definido. 

En vista 6 se aprecia el frente de llama defini 
do y estable, alcanzando el proceso de combustión ade 
cuado . 

266 

CONCLUSIONES 

Los resultados alcanzados en el trabajo experi­
mental permiten recomendar que la velocidad promedio 
de transporte para este tipo de aserrfn es 12 (m/s). 

El coeficiente de transporte promedio, para los 
tamanos de partfculas tratadas es 0,8. 

El frente de !lama estable se logra con caudal 
de aire primaria 33 [m3/hrs] y secundaria de 100 
[m3/hr]. 

Dei aire total suministrado al proceso de com­
bustión, el 25% corresponde ai aire primaria. 

La proporción de aire con que se alcanzó mayor 
rendimiento de quemado es À ; 1 ,23. 

El rendimiento de combustión de 87% se alcanzó 
con 17,2% de C02 en los gases productos. 
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ABSTRACT 

The requi rement of to have a burner for sawdat 
that allow us the suspension particles combustion with 
hight-efficiency burnt-out, is the origin of this 
pape r. 

Di fferent turn prometer were used for to give up 
Swirl to particles in the burner diffusor. This is a 
method for to increase time residence in that zone, 
burning ali sawdat particles, wath give us an steady 
flame. 
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ABSTRACT 
A comparison between the flow behavior inside two types of turbine f l owme t er 

is produced in this pape r . The two types are the helical and straight blade shape . 
The study was based on the experimental velocities measured using a Laser Doppler 
Velocimeter (LDV) technique . The f low pattern inside the two types was pic t ured by 
two components of velocity: the axial and the circumferential one. Conclusions abou t 
the influence of the met e r geometry on the flow field are finally produced . 

I NTRODUCTION Table l - Geometrical Characteristics of the Turbine 
Meters 

A turbine meter (TM) is a simple turbomachine 
which produces no external work. All the energy 
collected from the main flow is used to overcome the 
internal resistance which are very small comparing to 
the overall energy available in the flow . 

The total resistance can be treated as consis­
ting of two groups of different nature: the mechanical 
friction (non-fluid) and the fluid drag resistance. 
The former depends basically on bearing friction, hub 
thrust friction and pick up resistance while the latter 
depends on hydrodynamic drag on the blades, on the hub 
and at the tip . The flow behavior is affected by bo th 
groups through the physical and geometrical parameters . 
The main ones to be considered are : bearing specifica­
tions, number of blades, blade shape (twisted or 
straight), blade dimensions such as, thickness , chord, 
hub and tio radii, tip clearancP., P.tc. 

The paper investigates the flow patterns of two 
t ypes of TM having different blade shape: helical and 
straight one . The study is aimed at understanding the 
flow process through the blade passage and the influ­
ence of the meter geometry on the flow field. Part of 
this study was already presented at the NEL Conference 
[l] and part at t he COSEM 87 [2] . 

At the present stage no attempt was taken to 
predict the meter factor. It is believed that only 
after the flow throughout the meter is completely 
determined the meter factor can be better predicted . 

TESTED TURBINES 

The test rig, the equipment and the LDV tech­
nique adopted for the experimental measurernents were 
presented and discussed in Ref . [3] and [4]. 

Four differ ent 2" diarneter turbine meters were 
used for measuremen t purposes. Two helical blade shape 
defined as type B and C and two straigh t blade defined 
as type D and E. 

ln arder to have the fluid behavior affected by 
only one parameter (the blade shape), the tested tur­
bines were designed to have similar the other remaining 
parameters. The mechanical friction was also minimized. 
The pick up resistance was virtually eliminated by 
using an optic- tachometer and the bearing friction 
reduced using ball bearing types. All turbine rneters 
have the sarne flowrange and can perfectly fit inside 
t he sarne test section using the sarne supports and 
hangers. Table l shows t he rnain geornetrical character­
istics and Fig . l presents the four calibration curves. 
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Tu r bi ne B Turbtne C I Turbl ne D I Turblne E 
( heUcal) ( helical) (atnleh t) ( a t r a l i ht) 

No . Bladea I 10 10 10 10 
Ble de Thi ckneu . 6 to 1.3 . 6 to 1.3 . ~ . 5 

(aa ) 
Blade AnK' le 20 to 40 20 to 40 30 30 

(Dee ree ) 
Ti p Rad iua 22.25 2~ . 25 22 . 21 22 . 15 

I 

(aa) 
Hub Rad tua t .75 I i . 75 t . 75 11 . 75 <••) I 

I Hub Len0th 15.6 15 . 6 15 . 4 15 . 4 
( aa ) 

OUter •eter 22 . 65 
Rad l ua (aa ) 

22 . 65 22 . 85 22 . 65 

He lical PI tch 164 . 4 184 . 4 -- --<••) 
Cha• t e r ed 30' 30' 30' o• 

Anele ( lnle t ) (outlet) ( 1nlet) 

' !0-1 CALIBRATION CURVE 
10.~ 

3: 
9 . CI J 

o 

; 
9. '~ 

8 .50 

o" o li • di' • :I • o o • o Jl o "' ... oo o ... . 

••• " o. Q,. • ol ~ 6) . • • o 

7 .SJ 

Tul"'b&ne 

TlPE 8 

:J 
o T'fPE C 

' J' j:!E O 

TlPE E 

o ,, ,, ,. ,, ,. 
" 

Fig. l Calibration Curves (turbines B, C, D, and E) 

Meter Factor (%) • Meter Factor (pul ses/m3
) 

50530.85 
Eq. l 

The value 50530.85 P/m3 is the me t er fac t or 
for Turbine B at 20m3 /h . 

j 
I 
30 

I 



Severa! radial planes of measurement (Stations) 
were chosen along the test section defined by the 
z-coordinate [2]. At each stations two profiles of the 
velocity vector were measured. Every single profile 
comprised a maximum of 12 points from hub to tip. 

Two different flowrates, both in the linear 
part of its calibration curve were tested: flowrate 
(6m3 /h) and flowrate 2 (20m3 /h) . 

The rotor of the turbine C was in fact the sarne 
as that of turbine B, mounted in reverse orientation. 

MEASURED RESULTS 

Two components of velocity were measured inside 
the blade passage: the axial component Vz• and the 
circumferential one, V~ . Although influence of the 
rotating blades was expected upon the two components, 
no dependence with the ~-coordinate, was experi­
mentally verified. The flow field inside the TMs was 
then considered axisymmetric, that is: 

V= f[Vz(z,r), V~(z,r)] Eq. 2 

Axial Velocity Component- (V.) . The axial 
component showed sensitivity to the flowrate and to 
the position of the measurement (z, and r-coordinates). 
lts variation (in magnitude) was linearly dependent on 
the flowrate, as was expected. For the sarne turbine at 
different flowrates, the non- dimensional representa­
tion of the profiles were practically unchanged. At 
the inlet, upstream of the rotor, the small difference 
of the flow pattern among the four turbines was 
attributed to the overall uncertainty of the measure ­
ment . At these stations the main conditioning of the 
flow was effectively performed by the supports and the 
meter central body . 

At the leading edge , the most significant 
effect was the blockage caused by the blades . The flow 
acceleration depends on the blade shape, blade thick­
ness and on the blade chamfer angle. lf the chamfer 
angle was different from zero, the flow was acceler­
ated in accordance with the inclination of the leading 
edge (turbines B and D) . lf the blades had zero 
chamfer angle , the flow acceleration has occurred 
equally at the sarne station (turbines C andE). The 
flow acceleration was more pronounced at the hub of 
the turbine B because its blade roots were thicker. 

ln the blade passage there was a remarkable 
difference between the helical and the straight blade 
shape turbines . Between helical blades the axial flow 
was practically unchanged . The blade shape compensated 
the distortion caused by the leading edge acceleration 
keeping the flow profile flatter than it was at the 
inlet . lnside a straight blade passage the axial flow 
was driven towards the tip producing a small radial 
cross-flow. This fact was visually confirmed after 
severa! hours of test running. Small streak !ines were 
noticeable running from hub to tip as the flow devel­
oped axially. 

At the trailing edge the deceleration caused by 
the absence of the blades works in the opposite way t o 
the leading edge. ln the outlet region, as far as it 
could be measured, the flow pattern kept the shape 
produced inside the blade passage. The "helical outlet" 
pattern was similar to the flow inside the helical 
blade passage. 

The turbulence intensities for the axial comp o­
nent were higher (7 % to 12%) at the wall than at the 
center of the passage (mid-radius). Closer to the 
leading edge the turbulence intensities were higher 
(12%) at any radius because the approaching blades 
introduced perturbations in the flow. At the outlet 
region the turbulence intensities were even higher 
(12% to 20%) due probably to the influence of the wake. 
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Fig. 2 (a , b) shows axial velocity for turb ines B 
(helical) and D (straight), respectively . 

AXIAL COMPONENT 
1 . 001~--~--~----~--~--~----~------~--~----

o.oo 

0.701 

~ \?O 

O.bOl P l·o Ctles 

\lD· • IEZ· O 

o IFl , O 

O. sol o IGZ ' O 

o lllZ , O 

Vt /Vm 

0 . 10+-----+--.o.o.;---+---1---+--+-------~ 
n.so o.so o.1o o.ao o.90 1.oo 1.10 1.20 I. Jo 1. 10 1.10 

Fig . 2( b) axial velocity profiles (Turbine D - Flow I) 

Circumferential Velocity Comp onent- (V~ ) . The 
circumferential component was much more sensitive t o 
th e blade shape than the axial one. lts value was 
pos itive or negative depending on the shape o f the 
blades. The helical blade shape turbines showed always 
posi t i ve values whereas the straight blade s hape 
turbines had values ranging from positive near the hub 
til! mid-radius to negative from mid-radius t o t he tip. 

Although the magnitude of the circumferential 
component was very small, the influence of the r ot or 
on the incoming fluid was noticeable. At inlet the 
value of the circumferential component was different 
from zero. ln all tests a pre-&otation was noticeable 
and caused by the presence of the blades. 

No linear dependence of the circumferential 
component with the flowrate was detected. 



Fig. 3(a, b) shows circumferential velocity for 
turbines B and D, respectively. 
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DISCUSSION 

The distribution of the flow energy throughout 
the blade passage is analysed using the Effective 
Momentum Angle parameter (EMA) defined in Ref. [2]. 

The differential angle between the blade angle 
f3 (r) and the rela tive flow direction angle cx.(r) is 
the angle EMA. 

EMA differs from angle of attack because it is 
defined in whole blade passage , EMA = EMA (r,~,z). The 
value of EMA can be positive or negative. Where EMA is 
positive the flow delivers energy to the rotor and 
where EMA is negative the blades drive the flow. The 
measurements inside the blade passage showed that the 
velocity components did not change much with the z and 
~ coordinates. For analysis purpose EMA was calculated 
based on the mid-passage . So the value of EMA is repre­
sented depending only on r and given by: 

EMA(r) =~(r) -~(r) Eq. 3 
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where ~( r) is related to the axis of the turb ine and 
cx.( r) is defined as: 

~(r) = tan-1 [W~(r)]= tan-1 [rwa- V~(r)] Eq. 4 
Vz(r) Vz(r) 

Fig. 4(a, b) shows the value of EMA versus radius for 
the helical blade t ypes (B and C) and for the straight 
blade ones (D andE), respectively. 
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The blade shape affects the distribution of the 
Effective Momentum Angle along the radius. Turbine 
meters with helical blades always had positive EMA, 
with the maximum value at the center of the passage 
(mid-radius). Lower flowrate produced higher EMA. This 
seems to indicate that at low flowrates the retarding 
effects (mainly the bearing friction) were propor­
tionally larger than those at the high flow. 

The straight blade turbines produced maximum 
(positive) EMA close to the hub and minimum (negative 
value) at the hub compensated the negative one at the 
tip. The value near the hub (from 150 t o 200) suggests 
that separation should occur a t the suction side of 
the blade. The negative region of the EMA distribution 



(at the tip) proved that in this region the blades 
drove the flow instead of being driven. This region 
is defined as "pumping effect region" commented early 
in the study [1]. 

CONCLUSIONS 

The main conclusions are : 
* The flow field inside both types can be con­

sidered as a two-dimensional one, V= f(z,r). This 
explains why two basic theories, airfoil and angular 
momentum, used since the early stage of development, 
could explain reasonably the meter characteristic in 
the linear region. Apart from their limitations caused 
by the simplifying assumptions, both models are essen­
tially of two-dimensional nature. At the rising portion 
of the calibration curve though, both models have 
failing systematically . Presumably because in that 
region the three-dimensional effects are significant. 

* The helical blade shape meters produced less 
disturbance in the flow so less energy was taken from 
the main flow and higher rotational speed was achieved . 

* Assuming that the mechanical frictions for 
both types of blade were almost the sarne, the fluid 
drag resistance for the helical shaped blade was less 
than for the straight blade. 

* It is interesting to note that, although both 
blade shapes had completely different flow character­
istics expressed by EMA both operated linearly over 
the sarne flowrange tested. 
With respect to the viscosity the following conclu­
sions seem to be apparent: 

* Hutton [5) has shown that in the linear range 
of operation, the helical bladed turbine meters are 
much less affected by variation of the viscosity than 
the straight bladed ones. This is probably because the 
helical types have a more uniform and always positive 
energy distribution along the radius. 

* The fact the meter characteristic for straight 
bladed turbines increases with viscosity in Hutton's 
work [5) is probably because an increase of viscosity 
represents a modification of the incoming velocity 
profile to a more parabolic shape . At the inlet region 
the axial velocity profiles become more peaked near 
the hub. The boundary layer at the pipe wall (at the 
tip) is even thiker than for the flow with low viscos­
ity. So there is an increment of axial velocity in the 
region of positive effect and a decrement of axial 
velocity in the negative one. As a result the rotor 
should speed up. 

All the conclusions presented so far are, 
strictly speaking, valid only within the linear region 
of the calibration curve, where the experimenta took 
place. Further conclusions beyond these limits should 
be regarded as an extrapolation from the basic results. 
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MODELO DINÂMICO DE BCMBA CENI'RÍFUGA PARA 

UTILIZAÇÃO EM APLICAÇÕES EM TEMPO REAL e LUIZ VALCOV LOUREIRO 

ANI'ONIO CARLOS DE OLIVERIA BARROSO 

COORDENADORIA PARA PROJETOS ESPECIAIS - COPESP 

RESUMO 

O modelo de bomba centrifuga desenvolvido, insere-se no contexto de um simulador 
em tempo real para uma planta de processo. Permite a simulação deste equipamento em 
situações de regime estacionário e transitÓrio. Em regime estacionário foram utiliza 
das as curvas caracteristicas fornecidas pelo fabricante e , durante os transitÓrios~ 
as leis de afinidade em conjunto com a equação da quantidade de movimento angular re 
solvida através do método de Heun . 

INTRODUÇÃO 

Os transitÓrios decorrentes da partida/parada 
de bombas e da abertura/fechamento das válvulas 
associadas devem ser analisados quando do projeto e 
análise de sistemas termohidráulicos. 

A modelagem e simulação de tais transitÓrios é 
abordada de diferentes maneiras em fUnção das 
informações disponiveis a respeito dos equipamentos 
envolvidos e conforme a aplicação desejada. Diversos 
cÓdigos computacionais para simulação de 
transitÓrios de bombas, sobretudo em instalações 
nucleares, são encontrados na literatura. 

Daleas/1/ e Grandia/2/ simulam a evolução da 
vazão no circuito primário de um PWR durante a 
parada das bombas. A altura manométrica e a energia 
transferida ao fluido têm sua evolução descritas a 
partir das curvas de quatro quadrantes fornecidas 
pelos fabricantes das bombas. 

O tratamento dado por Fuls/3/ é semelhante ao 
de Daleas e Grandia sendo que a curva 
caracteristica da altura manométrica é tratada 
através das leis de afinidade, e a transferência de 
energia para o fluido é avaliada através de métodos 
empiricos. 

Wylie e Streeter/4/, Agrawal e Khatib-Rahbar/5/ 
e Vanni/6/ empregam tanto para a curva 
caracteristica da altura manométrica, como para a do 
torque no eixo, as curvas homólogas utilizadas para 
bombas de mesma rotação especifica. 

Em todos as referências citadas acima, não há a 
preocupação com a simulação do transitÓrio de 
partida e parada de bomba em tempo real . 

O presente trabalho insere-se no contexto do 
desenvolvimento de um simulador em tempo real para 
uma planta de processo. Assim, a escolha do método 
numerico para a resolução do modelo e o tratamento 
conferido aos fenômenos em questão visam atender a 
condição de tempo real. 

Testes realizados numa instalação experimental 
do IPEN foram comparados com resultados obtidos a 
partir do modelo proposto, sendo o transitÓrio do 
sistema (tubos, válvulas, trocadores de calor) 
simulado como uma sucessao de estados "pseudo" 
estacionários. 
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DESCRIÇÃO DO MODELO 

O modelo de bomba centrifuga aqui desenvolvido 
se aplica para simulação deste equipamento em 
situações de regime estacionaria e transitÓrio. 
tanto de partida como de parada da bomba. 

Em regime estacionário foram utilizadas as 
curvas caracterlstkas fornecidas pelo fabricante . 
para o cálculo da vazão e altura manométrica 
transmitidas ao fluido pela bomba. 

Durante os transitÓrios . foram empregadas as 
leis de afinidade em conjunto com a equações de 
conservaçao da quantidade de movimento angular do 
rotor para avaliar as variações da altura 
manométrica, vazão e velocidade de rotação da bomba. 
O método de Heun foi utilizado na resolução da 
equaçao de conservação da quantidade de movimento 
angular, por ser um método expÜci to e portanto 
veloz e permitir intervalos de integração maiores. 

O fenômeno da c avi tação não é simulado, assim 
como não foi considerada a possibilidade de fluxo 
reverso na bomba, devido à presença de válvulas de 
retenção nos sistemas para os quais este modelo será 
empregado. As situações de vazamento, extração e 
vazao para resfriamento de selo não foram também 
consideradas. 

yüRMUI.AÇÃO MATEMÁTICA 

No caso de regime estacionário a bomba recebe 
energia através do motor que . a aciona, sendo que o 
torque do motor elétrico é suficiente para manter a 
velocidade de rotação aproximadamente constante. 
Neste caso o comportamento da bomba pode ser 
avaliado diretamente através da curva caracteristica 
que relaciona vazão e altura manométrica. A curva 
caracteristica foi aproximada por um polinômio 
usando o método dos minimos quadrados. 

Quando da análise de transitÓrios, necessita-se 
conhecer o comportamento dos torques envolvidos , da 
vazao, da altura manométrica e da rotação no tempo. 
É através das leis de afinidade e da equação de 
conservaçao da quantidade de movimento angular 



que pode-se avaliar o comportamento da bomba nestas 
circunstâncias. 

HipÓteses. As principais hipÓteses assumidas no 
desenvolvimento do modelo são as seguintes: 

- fluido incompressivel, 
- escoamento adiabático, 
- não há fluxo reverso na bomba, 

a variação da rotação nominal do motor e 
desprezivel com a mudança de carga aplicada 
(baixo escorregamento) . 

Equação da Continuidade. Como o fluido e 
incompressivel e assumindo que não há estocagem do 
mesmo no interior da bomba, a vazão mássica na 
sucção, Ws , é igual à na descarga da bomba, Wd. 

Ws Wd (1) 

Equação da Conservação de Energia . A altura 
manométrica é o acréscimo de energia transmitido ao 
fluido num processo adiabático. O rendimento efetivo 
da bomba é definido conforme a equação que segue: 

Ref = f .H.g . gc I (hd-hs) 

onde Ref = rendimento efetivo. adimensional 
J = massa especifica, kg/m 3 

H = altura manométrica , m 

(2) 

hs = entalpia do fluido na sucção, Jlkg 
hd = entalpia do fluido na descarga,Jikg 

g =aceleração da gravidade, mls 2 

gc = fator de conversão, 1 kg.m/N.m' 

Conservação da Quantidade de Movimento. A 
equação de conservação da quantidade de movimento 
angular para a bomba que inclui o motor elétrico, é 
a seguinte: 

J.dwldt l:'T (3) 

onde J = momento de inércia das partes 
girantes da bomba, m'ls 

dwldt = derivada da velocidade angular da 
bomba, radls 2 

Í:T = somatÓria dos to~ues envolvidos, Nm 

Os torques nas partes girantes incluem o 
torque no rotor, induzido pela transferência de 
energia para o fluido, o torque resistente nos 
mancais e no enrolamento do motor , este devido à 
resistência do ar e o torque elétrico. O torque 
magnético foi desprezado. 

O torque no rotor, também denominado torque 
hidráulico, costuma ser dividido em dois termos, 
torque hidráulico Útil e dissipado. A expressão do 
torque hidráulico Útil, Thu, que corresponde à 
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energia transmitida ao fluido sob a forma de 
acréscimo de pressão, é apresentada abaixo. 

Thu ~.g.Q.Hiw (4) 

onde Q = vazão volumétrica , ní' Is 
w = velocidade angular do rotor, radls 

Quanto ao torque hidráulico dissipado, Thd, que 
corresponde à energia perdida sob a forma de 
transferência de calor ao fluido, pelos efeitos da 
turbulência e viscosidade, é proporcional ao 
quadrado da velocidade relativa entre o rotor e o 
fluido. O torque hidráulico dissipado pede ser 
calculado a partir de uma condição nominal de 
funcionamento conhecida, segundo a expressão (5), 

estimando-se o rendimento hicráulico, Rhn, a partir 
da expressão (6) sugerida per Karassik et allil71. 

'? .g .Qn.Hn (Rr .w - vJ' 
Thd = ---------- (11Rhn - 1) ---------- (5) 

wn (r;r.lm - vnf 

Rhn 
-0,25 

1 - 0,0713. (Qn) 

onde Qn 
Hn 

vazão volumétrica nominal. m 'Is 
altura manométrica nominal, m 
velocidade angular nominal, radls 
raio do rotor, m 

(6) 

wn 
Rr = 

V= velocidade do fluido na descarga da 

bomba, mls 
Vn = velocidade do fluido na descarga da 

bomba nas condições nominais, mls 

O torque resistente, Tr, devido ao atrito nos 
mancais e a resistência do ar nos enrolamentos do 
motor, possui um comportamento que varia conforme a 
velocidade de rotação da bomba, como mostra as 
equações (7), (8), e (9). 

O torque resistente, assim como o torque 
hidráulico dissipado, pode ser calculado a partir de 
uma condição nominal de funcionamento conhecida. O 
torque resistente nominal, Tm, é calculado segundo 
a expressão (10) , onde o rendimento mecânico, Rm, é 
avaliado através de correlações obtidas a partir do 
gráfico sugerido por Karassik et alli. 

Tr = Tm.(wl wn)' se w' ~ 0,035 .wn' (7) 

Tr = 0,035.Tm se O < w2~ 0,035.wr.' (8) 

Tr = 0,1.Tm se w =o (9) 

Tm = )' .g.Qn .Hn.Rmlw (10) 

O torque elétrico , necessário para análise da 
partida da bomba, pode ser avaliado através da curva 
caracteristica do torque fornecida pelo fabricante. 



Na ausência dessa informação, pode-se aproximar esta 
curva por trechos de reta entre seus pontos de 
conjugado com rotor bloqueado, minimo , máximo e 
nominal, disponÍveis na Norma NBR-7094, conforme a 
categoria do motor. 

Curva Caracteristica do TransitÓrio. A partir 
das leis de afinidade deduz-se, conforme Fuls, a 
expressao abaixo para relacionar a altura 
manométrica com a vazao e a rotação da bomba, em 
situações de regime transitÓrio. 

2 2 2 
(HO-H1)(Q/Q1) + (Hl(Q0/02}-HO).(w/wn) 

H 

onde 0,1 

(11) 

(QO/Q1) 2
- 1 

indices correspondentes à dois 
pontos conhecidos da curva carac­
teristica para regime estacionário 

Método Numérico . A solução da equaçao 
diferencial ordinaria (3), correspondente à 
conservaçao da quantidade de movimento angular, foi 
resolvida através do método de Heun, ou Euler 
modificado. A escolha deste método explicito se 
justifica devido à rapidez inerente a este tipo de 
processo de solução numérica e à possibilidade de 
utilização de um passo de integração superior ao do 
método de Euler puro. 

RESULTADOS 

O circuito experimental, descrito no fluxograma 
simplificado na figura 1, foi utilizado para 
levantar dados que permitiram a validação do modelo 
proposto. Este circuito consta, basicamente, além 
da bomba centrifuga, de um aquecedor- elétrico, de 
uma secção de testes, de um trocador de calor casco­
tubc e de um pressurizador. 

pressurizador 

bomba 

resfriador 

secçao de 
testes 

pré-aquecedor 

Figura 1 . Fluxograma do circuito experimental. 

As principais caracteristicas do conjunto 
formado pela bomba e o motor elétrico, fornecidas 
pelo fabricante, encontram-se listadas a seguir: 
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- desempenho no ponto de rendimento máximo 
vazão volumétrica 0,020 m3 /s 

. altura manométrica = 90 m 

. rendimento efetivo = 22% 
- altura manométrica com vazão nula = 103 m 
- rotação nominal = 3540 rpm 
- potência nominal do motor = 85 kW 

Parâmetros Cri ticos . A validação do modelo 
proposto foi feita através da comparação dos valores 
experimentais e calculados dos parâmetros criticas 
do sistema de bombeamento. As variáveis escolhidas 
como parâmetros cri ticos levaram em conta a 
disponibilidade do sistema de medição da instalação 
experimental. Os parâmetros empregados foram a vazão 
mássica e altura manométrica da bomba. A rotação 
também é uma variável de interesse na validação, mas 
como a bomba é encapsulada, não foi passive! ter 
acesso às partes girantes para efetuar sua medição. 

Dados Experimentais. Os dados experimentais 
sobre a parada da bomba, foram obtidos na instalação 
experimental, sob as seguintes condições de - . operaçao: apos o regime permanente ter sido 
atingido, iniciou-se o registro de dados por 10 
segundos, quando então o motor elétrico de 
acionamento da bomba foi desligado, sendo, a partir 
dai, registradas as condições do circuito por um 
periodo de 100 segundos. 

Quatro diferentes experiências foram realizadas 
para a mesma vazão mássica de 5 kg/ s, em regime 
estacionário . Variaram-se as condições médias de 
temperatura e pressao no circuito, conforme 
apresentado na tabela 1 . 

Tabela 1 . Condições das experiências . 

EXPERIÊNCIA 
PARÂMETRO 

A B c D 

Temperatura 
média (grau C) 160 70 180 90 

Pressão média 
(bar) 19 19 70 70 

Comparação de Resul tactos . Os cálculos de vazao , 
altura manométrica e rotação foram realizados com o 
modelo proposto. A condutividade hidráulica do 
circuito, Ch , definida em (12), foi avaliada através 
de uma correlação, onde o número de Reynolds, Re, é 
a variável independente. A correlação, l evantada a 
partir dos dados dos quatro testes, é apresentada na 
equação ( 13) . 

- 0,5 
Ch w.( f .g.H) 

-0,16485 
Ch 14,8832.Re 

(12) 

(13) 



Os pru. âmetros criticos, vazão mássica e altura 
rnanométrica, foram nonnalizados com relação aos seus 
valores em regime estacionário. Foram levantadas 
curvas dos parâmetros em função do tempo, para o 
caso de parada da bomba, nas condições descri tas na 
tabela 1. Devido ao comportamento semelhante dessas 
curvas nos quatro testes realizados, apresentam-se 
dois gráficos que correspondem aos testes B e C. 
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Figura 2 . Evolução dos parâmetros criticos 
(Teste B) . 
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Figura 3 . Evolução dos parâmetros criticos 
(Teste C) . 

As linhas continuas representam os resultados 
obtidos através do modelo e os pontos os valores 
medidos experimentalmente . 

Como pode- se observar nas figuras 2 e 3 , 
verifica- se uma coincidência satisfatÓria entre os 
valores calculados e medidos da altura rnanométrica 
da bomba. No que concerne à vazão mássica, no inicio 
do transitÓrio a vazão calculada cai mais 
rapidamente que a medida , situação que se inverte 
com a evol ução do fenÔmeno. Pode- se observar além da 
curva da rotação nonnalizada que, 
testes, os tempos de "coast- down" , 
medido , coincidem . 

em ambos os 
calculado e 
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CONCWSÃO 

A modelagem de parada de bomba, como uma 
sucessão de estados "pseudo" estacionários, can a 
utilização conjunta do método de Heun, de expressões 
simplificadas para os torques e para a curva 
caracteristica da bomba em transitÓrio - sem a 
utilização das curvas homólogas - proporciona uma 
simulação precisa do fenÔmeno. 

O tempo médio de processamento para a simulação 
da parada da bomba da instalação experimental, em um 
micro-computador IBM PC-XT, compati vel, com 
coprocessador aritmético 8087 e "clock" de 4, 77 MHz, 
foi de 2,5 segundos, sendo que o fenômeno dura 
aproximadamente 17 segundos. 

Uma vez que a diferença entre o tempo de 
processamento e a duração do fenÔmeno é grande, 

sistemas 
de terrpo 

torna-se possivel a simulação de 
hidráulicos complexos , atendendo à condição 
real. 
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ABSTRACT 

The present worl< takes part in the developrent 
of a real time simulator for a process plant . 

The simulation of a centrifugai pump was 
performed , e i ther in steady-state o r in transient 
condi tions , with a low time processing model. 'Ihe 
comparison wi th experiments permi ts the validation 
of the proposed model. 



ANALISE DE SISTEMAS TERMICOS 

275 



ENCIT 88 - Águas de Lindóia, SP (Dez.. 1988)/(0ecember 1988) 

e 
APLICAÇÃO DO MÉTODO DA EXERGIA À ANÁLISE TERMODINÂMICA 
DE SISTEMAS DE COGERAÇÃO EM USINAS DE AÇÚCAR E ÁLCOOL e JORGE I . LLAGOSTERA BELTRAN, GEORGE A. OLIVA e SÉRGIO SALAZAR 

Engenheiros da Companhia Paulista de Força e Luz 
Assessoria de P & O - Área de Engenharia Térmica 

C.P. 1808 - tel. (0 192) 41-8645 r.576 - 13100 - Campinas, SP . 

RESUMO 

O método da exergia é ~p~icado à análise termodinâmica de sistemas de produção 
de potência elétrica e mecan1 c a em usinas de açucar e álcool para aval1ação de 
alternativas de coge ração, com base em dados técnicos obtidos junto a usinas locali­
zadas na área de concessão de fornecimento de energia elétrica da CPFL - Companhia 
Paulista de Força e Luz. São identificados os pontos onde ocorrem as maiores irrever­
sibilidades, e são analisadas possibilidades de incremento da produção de pot ênc ia e 
seus efeitos sobre o balanço energético e exe rgético dos sistemas. 

INTRODUÇÃO 

Na area de concessao da CPFL localizam-se mais de 
oitenta usinas de açÚcar e álcool e destilarias, res­
ponsáveis pela moagem de cerca de 40 % do total da cana 
processada no paÍs. É usual nessas instalações o empre­
go de sistemas de produção simultânea e sequencial de 
potência elêtrica e mecânica e de energia térmica, a 
partir de um Único combustÍvel, no caso, o bagaço de 
cana, caracterizando um processo de cogeraçâo que uti­
liza turbinas a vapor de contrapressão como acionadores 
primários, e que opera em ciclo tipo "topping11

, onde a 
produção de potência se dá no fluxo de vapor de maior 
temperatura e pressão (1). Atualmente, essas indÚstrias 
produzem, em média, cerca de 70 % de suas necessidades 
de energia elétrica, correspondendo a uma potência 
instalada da ordem de 300 MW, e vem se observando um 
processo de incremento dessa auto-produção (2). 

A CPFL vem promovendo o desenvolvimento da coge­
ração e a possível aquisição de excedentes de energia 
elétrica de autoprodutores em sua área de concessão. 
Entre os estudos que a empresa realiza, inclui-se a 
análise termodinâmica de sistemas de produção de po­
tência em usinas de açÚcar e álcool, que tem como obje­
tivo básico avaliar as potencialidades de cogeração de 
alternativas técnicas em discussão. 

METODOLOGIA 

Método. O método da exergia (3) foi aplicado a 
análise---termodinâmica do sistema de produção de 
potência de usina s de açÚcar e álcool, visando a compa­
ração de alternativas de cogeração . Os balanços de 
energia usualmente efetuados (4) são complementados por 
balanços de exergia . Foi desenvolvido um programa com­
putacional para o cálcu lo dos fluxos de energ ia e exer­
gia, a partir dos dados de processo fornecidos pe la s 
usinas, para as linhas e equipamentos dos circuitos de 
vapor direto. Os resultados dos cálculos são utilizados 
para a elaboração dos diagramas de Sankey e de 
Grassmann correspondentes a cada caso . 

O diagrama de Sankey mostra a distribuição dos 
fluxos de energia no processo, correspondendo a uma 
abordagem baseada na Primeira Lei da Termodinâmica. O 
diagrama de Grassmann indica, por meio dos fluxos de 
exergia, as potencialidades de realização de trabalho e 
a dimensão das irreversibi l idades nas diversas partes 
do sistema, correspondendo a uma análise com base na 
Segunda Lei da Termodinâmica. A utilização do conceito 
de exergia permite, na análise de sistemas térmi cos de 
produção de potência, uma identificação mais nÍtida dos 
pontos onde ocorrem as maiores irreversibilidades e uma 
melhor avaliação das possibilidades técnicas de aumertto 
da produção de potência. 
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Programa. O programa desenvolvido ca l cu la i ni­
cialmente os fluxos de energia e exergia à saÍda das 
caldeiras, a partir da vazão e das propriedades do 
vapor gerado. A seguir é ca lculado o consumo de bagaço, 
com base em suas características fÍsico-quÍmicas, na 
eficiência das caldeiras (base PCI), e nas vazões e 
propriedades do condensado e da água de repos1çao. 
Posteriormente são avaliadas as irreversibilidades nos 
processos de expansão e mistura verificados entre a 
saÍda das ca ldeiras e a entrada das turbinas . Em sua 
parte final o programa calcula, em função da eficiência 
isentrÓpica das turbinas, os fluxos de energia e exer­
gia, e suas respectivas variações, em cada máquina e em 
cada grupo de máquinas, bem como as irreversibilidades 
decorrentes dos process os de mistura do vapor antes de 
o mesmo ser enviado ao processo industrial. 

Os fluxos de energia no circuito de vapor sao 
avaliados considerando os fluxos de entalpia, referida 
a 25 •c, e os relativos ao combustÍvel são determinados 
a partir do PCI do bagaço de cana com 50 % de umidade. 

O PCI do bagaço é obtido em kJ/kg pela expressão 
( 1), onde A, Z eU representam os teores per ce ntuais de 
açúcar, cinza e umidade, respectivamente ( 5). 

PCI = 186,1( 100- 0,18A- 1,13U- Z + 0,01ZU ) (1) 

Para o bagaço seco obteve-se 1817 1 kJ/kg, e para 
o bagaço com 50 % de umidade 7842 kJ/kg, com teores de 
2 % de açÚcar e 2 % de cinza. 

Os fluxos de exergia no circuito de vapor sao 
avaliados conside rando os fluxos de exe rgia fÍsica, 
referida a 25 •c, a partir dos valores específicos 
obtidos de acordo com a expressao (2). 

h - h 0 - T 0 (s - s 0 ) (2) 

Os fluxos de exergia do combustÍvel são calcula­
dos por correlação entre a exergia qu Ímica específica 
(estado de referência a 25 •c) e o PCI, estabelecida 
por - Szargut e Styrylska para combustíveis sÓlidos (3), 
e corrigida em função do teor de umidade do bagaço. No 
ca so de combustÍveis sÓlidos secos onde as frações em 
massa de oxigênio e carbono satisfazem a relação (3), 
sao utilizadas as expressões (4) e (5). 

0,667 < o < 2,67 (3) c 
e:qo(s) PCI(s) lj!(s) (4) 

a + b H c Q ( 1 + d !:!) N 

lj!( s) 
c- c c + e c (5) 

1 - f Q 
c 

a 1 ,0438 b o, 1882 c 0,2509 
d 0,7256 e 0,0383 f 0,3035 



CARACTERÍSTICAS DAS CALDEIRAS E TURBINAS 

CALDEIRA PRESSÃO/TEMPERAT. PROIJUÇÁO EFICieNCIA 
(kgf/cm 1 aba.//'C) (t/h) (%) 

~- ~-
CD I • CD2 22/280 2x55,0 80,0 
CD) e CD4 22/280 2x40, O 74,0 
CDS e CD6 22/280 2x30,0 68,0 

-----
TURBINA POTeNCIA CONSUMO EFlC I RNCIA 

(CV) (t/h) (%) 

TGI e TG2 2x2650* 2x32,8 68 ,O 
TMI 1200 15,5 48,0 
TM2 1150 13,9 51 ,o 

P22 I T T T T TM3 1200 16, I 46,0 
TM4 1150 14 '2 50,0 
TDI 1500 19' 7 4 7 ,O 
TD2 1500 18' 5 50,0 
TPI 1400 16,6 52,0 .- .- + .- TP2 1400 16,3 53,0 

auxiliare s 

.j,:- • 

das 

P2,5 

TBI 800 12' 7 39 ,O 
TD2 800 li ,O 45 ,O 
TVI a TV8 8x125 8x I, 93 40,0 

Oba.: *Potência doa turbogeradorea em kW 

LEGENDA PARA IDENTIFICAÇÃO DAS MÁQUINAS 

CD - Caldeira 
TG - Turbogerodor 
TM - Turbomoendn 

TP - Turbopicador 
TB - Turbobomba 
TV- Turboventilador 

" TO - Turbodesfibrador 

Figura 1. Configuração atual do sistema de potência. 

Nessas expressões H, C, O e N representam as 
fra~Ões percentuais em massa de hidrogênio, carbono, 
oxigênio e nitrogênio, respectivamente. 

Para combustÍveis sÓlidos contendo umidade a 
exergia quÍmica é calculada pela expressão (6), onde U 
corresponde ao teor percentual de umidade no combustí­
vel. As fra~Ões em massa adotadas foram 6,2 % para o 
hidrogênio, 49,5 % para o carbono e 44,3 % para o 
oxigênio (5). O conte~do de nitrogênio foi desprezado. 
A exergia quÍmica obtida foi de 20517 kJ/kg para baga~o 
seco, e de 10258 kJ/kg para baga~o com 50 % de umidade. 

e:qo(u) = PC I ( 5 ) ( 1 - 1 ~O) ljl ( s) (6) 

Alternativas. A metodologia descrita e ilustrada 
nest e trabalho por meio de sua aplica~ão ao estudo do 
sistema de produ~ão de potência de uma usina de açucar 
e álcool, e de três possíveis alternativas para o 
aumento de sua produção de energia elétrica, visando a 
gera~ão de excedentes comercializáveis. 

O fluxograma esquemático da configuração atual do 
sistema de potência da usina e suas principais caracte­
rÍsticas técnicas são apresentados na Figura 1. Para 
alguns dos parâmetros, são utilizadas as unidades de 
medida comumente empregadas pelos técnicos do setor . 

As outras configurações analisadas permitem au­
mentar a produção de energia elétrica, por meio da 
elevação da pressão e temperatura do vapor e do uso de 
caldeiras mais eficientes, promovendo a redução das 
irreversibilidades no processo de produção de vapor e 
um melhor aproveitamento do bagaço. Na primeira confi­
guração o vapor destinado aos turbogeradores é produzi­
do a 43 kgf/cm

2 
(alternativa A). Na segunda configura­

ção, vapor gerado a 63 kgf/cm 2 é utilizado em cascata, 
inicialmente para o acionamento de turbogeradores de 
alta pressão e, a segui~, dos turbogeradores atuais e 
das demais turbinas. Nessa configuração foram estudadas 
duas possibilidades: geração parcial (alternativa B) ou 
total (alternativa C) de vapor a alta pressão. 

Em todas as alternativas permaneceram inalterados 
a quantidade de cana processada, o consumo especÍfico 
de vapor no processo, e as caracterÍsticas técnicas das 
turbinas de acionamento mecânico. As configurações e 
alternativas correspondentes são esquematizadas nos 
fluxogramas simplificados apresentados na Figura 2, e 
suas carac terÍsticas principais estão na Tabela 1. 
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RESULTADOS 

Configura~ão atual. Os diagramas de Sankey e de 
Grassmann referentes--a-configuração atual do sistema 
estão apresentados nas Figuras 3 e 4 respectivamente, 
juntamente com os valores dos principais fluxos de 
energia e de exergia representados nos diagramas. 

conflgur.:Jçdo 
atudl 

Jl ternJt i '-'d 
A 

alternJtivds 
B e C 

B ~.,9 I 
processo 

P22 

P2,5 

processo 

processo 

Figura 2 . Configurações alternativas simplificadas . 



Tabela 1. CaracterÍsticas das alternativas. 

Cana moÍda 
Geração de 

a P22 
a P43 
a P63 
total 

Eficiência 
caldeiras 

(t/h) 
vapor 

(t/h) 
(t/h) 
(t/h) 
(t/h) 

média das 
(t/h) 

Bagaço de cana 
consumo (t/h) 
excedente (%) 

Consumo de vapor nos 
turbogeradores 
P22 a P2,S (t/h) 
P43 a P2,S (t/h) 
P63 a P22 (t/h) 

Potência mecânica 
produzida (kW) 

Potência elétrica 
P22 a P2,S (kW) 
P43 a P2,S (kW) 
P63 a P22 (kW) 
total (kW) 

Expansão direta de 
vapor (%) 

confi­
guração 
atual 

soo 

250,0 

250,0 

74,9 

111 ,3 
14,4 

65,5 

9635 

5300 

5300 

5,8 

A 

soo 

184,5 
65,5 

250,0 

79,4 

107,2 
17 '5 

65,5 

9635 

7563 

7563 

5,8 

alternativa 

B 

soo 

12S,O 

12S,O 
250,0 

82,2 

107,9 
17,0 

62,5 

125,0 

9635 

5300 

6820 
12120 

10,0 

Observações: 
- Pressões (Pnn): em kgf/cm

2
, absolutas. 

- Expansões diretas: entre P22 e P2,S. 
Eficiências das caldeiras de alta pressão: 
P43 (85,0 %); P63 (85,0 %). 

- Eficiências dos turbogeradores: 
P22 (68,0 %) ; P43 (68 ,0 %); P63 (70,0 %). 

- Temperaturas do vapor produzido: 
P22 (280 "C) ; P43 (390 "C); P63 (4SO "C). 

- Retorno de condensado: 90 %. 

c 

soo 

250,0 
250,0 

85,0 

110,5 
15,0 

59,5 

250,0 

9635 

S300 

13640 
18940 

14,3 

As maiores perdas de energia ocorrem na geração 
de vapor, e podem ser reduzidas pela utilização de cal­
deiras mais eficientes. As perdas ocorridas nas linhas 
de vapor não são conside radas. A energia efetivamente 
transformada em trabalho constitui apenas uma pequena 
parcela da energia total referente ao bagaço gerado. 

Em relação ao balanço de exergia podem ser anali­
sados três processos: de produção de vapor, de produção 
de potência e de expansões e misturas. 

O processo de produção de vapor e responsável 
pelas maiores irreversibilidades: as intrÍnsecas ao 
processo de combustão, que se realiza a temperatura~ 
bastante superiores à do ambiente; as relacionadas a 
transferência de calor entre os produtos de combustão e 
o fluido de trabalho com grandes diferenciais de tempe­
ratura, as quais podem ser reduzidas com a produção &I 
vapor a níveis superiores de temperatura e pressão; e , 
finalmente, as irreversibilidades decorrentes de perdas 
térmicas diversas para o ambiente. 

No processo de produção de potência as irreversi­
bilidades relacionam-se à eficiência dos equipamentos 
de conversao . A redução das perdas de exergia nesses 
processos passaria pela substituição de equipamentos 
por outros de maior eficiência, o uso de turbomáquinas 
operando a níveis de pressão mais elevados ou o emprego 
de motores elétricos para o acionamento de bombas, 
ventiladores e moendas. 

O processo de expansao direta de vapor, conve­
niente para o controle operacional do sistema, pode 
apresentar uma disponibilidade nao desprezÍvel de rea­
lização de trabalho, se parte desse vapor puder ser 
expandida nos turbogeradores. Na usina analisada, essa 
disponibilidade corresponde a 1,2 MW, da qual poderia 
resultar uma produção adicional de potência da ordem de 
0,8 MW. Os processos de mistura de fluxos de vapor à 
mesma pressao, embora a temperaturas ligeiramente dife­
rentes, nao acarretam irreversibilidades importantes. 

Da exergia total do bagaço, 2 1 6 % é convertido em 
potência mecânica, 1,4% em potência elétrica, e 11,7% 
é enviado ao processo industrial. 

Configurações alternativas. Por meio da elevação, 
parcial ou total, do n~vel de pressão e temperatura do 
vapor, gerado em caldeiras mais eficientes, é possível, 
como pode ser visto na Tabela 1, aumentar a produção de 
potência elétrica de modo significativo e simultanea­
mente reduzir o consumo de bagaço. De acordo com os 
resultados e Índices comparativos apresentados na Tabe­
la 2, pode-se confrontar as três alternativas com a 
configuração atual. Por exemplo, na alternativa C, que 
apresentou um aumento de 257,4% na produção de 
potência elétrica, obteve-se uma redução de 0,7% no 
consumo de bagaço, conseqUência direta da maior efi­
ciê ncia das caldeiras utilizadas para a geração do 
vapor de alta pressão. Para essa mesma alternativa, a 
energia incorporada ao circuito de vapor aumentou em 
12,8 % enquanto a exergia i ncorporada elevou-se em 
31,4 %. Considerando que em todas as alternativas a 
geração total de vapor manteve-se inalterada, esses 
dois Índices representam o efeito da qualidade do vapor 
nos fluxos de energia e de exergia, evidenciando a sua 
i nfluência acentuada sobre a potencialidade de realiza­
ção de trabalho. 

n: fluxo de energia MW % 

01 produção total bagaço 283' 18 100,00 
02 retorno de condensado 17,01 6,01 
03 excedente de bagaço 40,80 14,41 
04 perda• nas caldeiras 60,87 2 I, 50 
05 vapor total 21 kgf/cm' 198,52 70, lO 
06 vapor turbogeradorea 52,0 I 18.37 
07 vapor moendas A 52,22 18,44 

~ ~ 
08 vapor moendaa B 51.78 18,29 

---< 7'" 24 09 vapor bomboS' 18. 79 6,64 
lO vapor ventiladores 12.27 4,33 
11 vapor direto 11,44 4,04 
12 potência turbogeradorea 5,30 I, 87 
14 potência moendaa A 3,86 I, 36 

•18 ==---=- 16 potência moendaa 8 3,86 I, 36 
18 potência bombas I, 18 0,42 

~ 
20 potencia ventiladores o, 74 0,26 

r 2Q 24 vapor para o processo 183,58 64,83 
11 

Figura 3. Diagrama de Sankey. 
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n~ fluxo de exergia MW % 

01 produção total bagaço 370,42 100,00 
02 retorno de condensado I ,63 0,44 
03 excedente de bagaço 53,37 14,41 
04 perdaa nas calde i ras 249,35 67' 32 
OS vapor total 21 kgf/cm' 69,32 18' 72 •• 06 vapor turbogeradores 18' 16 4 '90 
07 vapor moendaa A 18,2 3 4,92 
08 vapor moendaa 8 18,08 4,88 
09 vapor bombas 6,56 1' 77 
10 vapor ventiladorea 4,28 1' 16 
11 vapor direto 4,00 1,08 
12 potência turbo~eradorea 5,30 I ,43 
13 perdoa turbogeradorea 1,86 0,50 
14 pot;ncia moendaa A 3,86 1,04 
15 perdas moendas A 2,93 o' 79 
16 potência moendaa D 3, 86 1,04 
17 perdas moendas 8 2,89 O, 78 
18 potência bombas 1' 18 0,32 
19 perdas bombos 1,20 0,32 
20 potência ventilodorea o' 74 O, 20 
21 perdaa ventiladores 0,81 o' 22 
22 perdas expanaão direta 1' 18 O, 32 
23 perdaa mistura O, 10 0,03 
24 vapor para o processo 43,42 ll' 72 -

Figura 4. Diagrama de Grassmann. 

Em termos das condi,ões do vapor enviado ao pro­
cesso industrial, observou-se um incremento de 5,7 % 
quanto ao fluxo de energia, e de 11,6 % em relação ao 
de exergia. Para as outras alternativas os resultados 
são bastante similares. 

Pode-se também comparar o desempenho do sistema 
de máquinas nas diversas alternativas por meio de sua 
eficiência racional, definida como a rela,ão entre a 
potência total produzida e a diferença entre a exergia 
incorporada ao circuito de vapor e a exergia enviada ao 
processo, apresentada também na Tabela 2, observando-se 
a sua eleva,ão à medida que aumenta a fração de vapor 
de alta pressão, indicando um melhor aproveitamento das 
potencialidades de realização de trabalho. 

Tabela 2 . Compara,ão entre as alternativas. 

confi- alternativa 
gura,ão 
atual A B c 

Fluxos de energia 
baga>o consumido 242,4 233,5 234,9 240,8 

( 100,0) ( 96,4) ( 96,9) ( 99 ,3) 
vapor gerado 181,5 185,5 193' 1 204 ' 7 

(100,0) ( 102,2) ( 106,4) ( 11 2 ,8) 
processo 166,6 168,3 171,3 176' 1 

( 100,0) ( 101 ,O) ( 102 '9) ( 105 ' 7) 
Fluxos de exergia 

baga>o consumido 317,0 305,5 307,3 315,0 
( 100,0) ( 96,4) ( 96,9) ( 99,3) 

vapor gerado 67,7 71 '2 78,3 88,9 
( 100,0) ( 105 ,2) ( 115' 7) ( 131 ,4) 

proc esso 41 ,8 42,3 43,3 46,6 
( 100,0) ( 101 ,2) ( 103,5) ( 111 ,6) 

Potência 
mecâni c a 9,6 9,6 9,6 9,6 

( 100,0) ( 100,0) ( 100,0) ( 100,0) 
e l ét rica 5,3 7,6 12, 1 18,9 

( 100,0) ( 142, 7) (228, 7) (357,4) 
total 14,9 17' 2 21 '7 28,5 

( 100,0) ( 115 ,2) ( 145' 7) ( 191 '3 ) 
Efici~ncia racional 57,5% 59,5% 62,0% 67,4 % 

( 100,0) ( 103' 5) ( 107 ,8) ( 117 '2) 

Observa,ões: 
- Os valores estão expressos em MW, exceto os da 

efici~ncia, e os números entre parênteses 
representam Índices comparativos. 
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CONCLUSÃO 

Por meio da aplica,ão do método da exe rgia a 
análise termodinâmica de sistemas de produ,ão de 
potênc ia, como indicado neste trabalho, pode-se obte r 
uma identifica,ão mais comple ta e abrangente dos aspec­
tos técnicos relevantes na gera,ão de irreversibi­
lidades termodinâmicas, as quais afetam diretamente a 
eficiência dos sistemas. Torna-se possível, também , 
comparar tecnicamente, com maior nitidez, as possÍveis 
alternativas visando o aumento da produ>ão de potência . 
No caso especÍfico de usinas de açÚcar e álcool, em que 
fica evidente a forte influência da eleva,ão do nível 
de pressão e temperatura do vapor gerado sobre a poten­
cialidade de produ,ão de potência, a utilização do 
conceito de exergia permite uma melhor compreensão da 
qualidade e da extensão dessa influência . 
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ABSTRACT 

The exergy method is applied to the thermodynamic 
analysis of electrical and mechanical power systems in 
sugar and alcohol industrial plants. Cogeneration 
alternatives are evaluated and compared using technical 
data obtained from industrial plants whi ch are supplied 
by CPFL . The main thermodynamic irreversibilities are 
identified and some increasing power production 
possibilities are analysed, as well as their effects on 
energy and exergy balances. 
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APLICAÇÃO DO MtTODO DA CONVOLUÇÃO NA ESTIMATIVA DO 
C~PORTAMENTO ENERGtTICO DE SIST81AS DE COGERAÇÃO e LUIZ AUGUSTO HORTA NOGUEIRA 

AFONSO HENRIQUES MOREIRA SANTOS 
Instituto de Engenharia Mecânica 

Escola Federal de Engenharia de Itajubá 

REsurm 
Em sistemas de cogeração e importante conhecer as eventuais disponibilidades de 

excedentes energéticos. Isto impÕe determinar as curvas de cargas tipicas e analisar 
instante a instante, o que em geral não é possivel. Este trabalho propÕe um enfoque a~ 
ternativo, aplicando-se a convolução entre as distribuiçÕes de probabilidade do consu 
mo de vapor e de energia elétrica/mecânica . Obtém-se o valor esperado de excedente ou 
deficit energético, bem como os parâmetros técnicos caracteristicos de cogeração. 

INTRODUÇÃO 

Os sistemas de cogeração, acoplando a produção de 
calor Útil à geração de energia elétrica ou mecânica, 
configuram uma maneira eficiente e racional para a ut.!. 
lização de combustiveis. Suas vantagens são reconheci­
das, existindo diversos segmentos industriais no Brzsil 
que já empregam tais sistemas, com destaques para o s~ 
ter sucro-alcoleiro , através de turbinas a vapor de co~ 
trapressão. Ainda assim, acredita-se que exista um amplo 
espaço para a difusão de sistemas de cogeração no pais, 
com efeitos positivos importantes sobre a situação ene~ 
gética brasileira. 

O conceito de cogeração não pressupÕe a interli 
gação do autoprodutor com a concessionária, mas é sob 
estas condiçÕes que se potencializam as vantagens da c~ 
geração, [1] . Esta prática já é comum em vários paises 
e busca-se atualmente implantar condiçÕes para seu cre~ 
cimento no pais. Nesta situação, podem ocorrer transfe 
rências de energia em ambos sentidos entre a concessio­
nária e a indÚstria cogeradora, em função das disponib.!. 
lidades ou necessidades de potência, cujas variaçÕes de 
demanda são inerentes aos processos industriais . Neste 
trabalho se discutem os métodos que permitem avaliar , 
probabilisticamente, os blocos de energia a transacio­
nar, cuja determinação é essencial na análise das cond.!. 
çÕes de concepção e operação de sistemas de cogeração, 
bem como para a discussão de contratos de interligação. 

CONDIÇÃO DE OPERAÇÃO DE SISTEMAS DE COGERAÇÃO 

O sistema de cogeração mais difundido e com 
maiores possibilidades de penetração é constituido por 
turbinas a vapor de contrapressão, em que a exaustão do 
vapor se realiza em niveis de pressão acima da condição 
atmosférica, de acordo com as imposiçÕes de temperatura 
do processo associado. A figura 1 esquemátiza este sis 
tema. As condiçÕes do vapor de alta pressão situam-se g~ 
ralmente entre 21 atm e 2800C e cerca de 60 atm e 4500C, 
determinando a relação entre o trabalho e o calor prod~ 
zidos, para um dado valor de pressão de escape e do re~ 
dimento da turbina. A Figura 2 apresenta a variação do 
parâmetro a. definido como o quociente entre a potência 
disponivel na turbina e o calor latente no vapor de es 
cape [ 2]. 
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1-----...---r------Vopor de 
alto prenao 

r-----L----~--1-~--·~~( 

Proc .. ao 
dettcepe 

Figura 1. Esquema de sistema de cogeraçao com turbina a 
vapor de contrapressão . 

P IKttlcof!J/TI"CJ .. 
entrada .. turbiM 

Figura 2. Variação de a com as condiçÕes do vapor adm.!. 
tido e rendimento da turbina, para uma pres­
são de escape de 2,5 ata [2]. 

Para apresentar as condiçÕes de operaçao de um 
sistema de cogeração não interligado, admita-se inicial 
mente uma demanda térmica constante e uma demanda de 
energia elétrica crescente, a partir de um valor nulo . 
Em uma primeira condição, a exaustão da turbina, em co~ 
diçÕes normais, não é suficiente para cobrir as necess.!. 
dades de vapor para processo. Nesta situação , é preciso 
expandir vapor em um "by-pass" ou reduzir a eficiência 
da turbina, através de expansÕes isentálpicas no sistema 
de regulagem da mesma. Continuando a elevação da deman 
da de energia elétrica, atinge-se outra condiçã~ corre~ 
pendente ao equilibrio entre a necessidade de vapor de 
escape e sua produção pela turbina . Prosseguindo o au 
menta de demanda de energia elétrica , tem-se uma terce.!. 
ra situação, quando a produção de vapor de escape e su 
perior à demanda, sendo geralmente liberado o excedente 



para a atmosfera. 
Quando interligado à concessionária o sistema de 

cogeração pode operar com menor irreversibil i dade e 
maior eficiência , já que na condição de menor demanda de 
energia elétrica, mantém-se a geração em niveis corre~ 
pondentes à necessidade térmica entregando-se à rede o 
excedente . Analogamente , altos niveis de demanda deene~ 
gia elétrica podem ser atendidos complementando- se a a~ 
toprodução com energia oriunda da rede, sem perdas de 
vapor. Além dos aspectos estritamente termodinâmicos, a~ 
saciam-se vantagens como maior confiabilidade operaci~ 

nal, estabilidade nos sistemas , etc. 
A determinação do nivel de autosuficiência ener 

gética a ser adotado é tema de consideraçÕes técnico-
econÔmicas e estratégicas em cada caso , mas a cogeração 
interligada é sempre interessante, sobretudo quando co~ 
xistem altas demandas de vapor de baixa pressão e cons~ 
mos variáveis de eletricidade . A figura 3 compara esqu~ 
maticamente a cogeração independente e a interligada . É 
preciso qualificar a geração de irreversibilidade e a 
venda de energia associada como potenciais , já queestão 
condicionadas à existência de uma demanda de vapor de 
processo em volume compativel . 

Geroçao 
propria 
IMWI 

Potlnc:io 
máxima 

1 rreversibilidodt 
potenc ial 

Demando de 
E. Elt'tr ico (MW) 

(A) Cottro'lo indtptnlkllte 

Gera,ao 
propno 

IMW) 

Potlnc: io 
móximo 

/ 

Compro do 
con~r:•ionó · 

Ofl!Mnda de 
E. EWtr ict (MW) 

I B I Co;eresk \ntwl i90do 

Fi gura 3 . Comparação da cogeração independente e inter 
ligada . 

SIMULAÇÃO DA OPERAÇÃO DO SISTEMA 

apresentado . No entanto os modelos disponiveis são 
da pouco conclusivos, como o proposto por Hu [3], que 
assume uma curva de carga conhecida e simplificada , de 
dificil aderência à realidade industrial , onde as dema~ 
das são bastante aleatÓrias e as vezes com grande ampl~ 
tude . A Figura 4 apresenta o registro de consumo de va 

120 1 ~ (ton/~J 

11 5 

110 

10 5 

10 0 

95 

90 

85 

Vapor paro 

enero ia elé­

tri ca/mef:ã-
nico 

8 ~0~0~~~--~+-----~---4----~----4-~--~--~~_. 
90 0 1200 1500 1800 2100 270 0 3000 

H o,.. 

Figura 4. Registro diário de consumo de vapor para pr~ 
cesso e geração de energia em uma usina de 
açÚcar (4]. 
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por para geração de energia elétrica/mecânica e para pr~ 
cesso em uma usina de açúcar e álcool [4] , onde fica p~ 
tente a dificuldade de análise . 

O método deterministico para avaliação da oper~ 
ção permite calcular o excedente ou deficit de potência 
em valores instantaneos, sendo contudo de pouca aplic~ 

bilidade, devendo ser construida uma curva de duração de 
excedente . Esta curva é o complemento da função probab! 
!idade acumulada , F, relativa ao excedente. Observe-se 
que este método se apoia essencialmente no conhecimento 
preciso das curvas de carga representativas do sistema 
industrial , o que em geral é difÍcil em plantas existen 
tes e mais ainda em plantas novas. 

Ao se construir a curva de duração de excedente 
perde-se a informação sequencial de ocorrência de disp~ 
nibilidades , aspecto irrelevante se considerada a lim! 
tada reprodutibilidade das curvas de carga.Por outro 1~ 
do , as curvas de duração contém informaçÕes de fácil m~ 
nuseio para a identificação de condiçÕes operacionais 
do sistema de cogeração . A Figura 5 apresenta uma curva 
genérica de duração de excedente, e a sua relação com a 
curva de probabilidade acumulada . Seja a função densida 
de de probabilidade de ocorrência de um dado nivel de e; 
cedente, f(exc) , cuja probabilidade acumulada é: 

ex c 
F(exc) ; J f(x)dx (1) 

A função duração de excedente é dada por: 

D(exc) ; 1 - F(exc) (2) 

i<'"' 0 (t&C) 

eactdtnte 
tacedlftt. 

•t. tltftpo • probab il idade 

Figura 5. Curva generica de duração de excedente . 

A curva de duração dos excedentes de vapor pode 
ser transformada em uma curva correspondente para a p~ 
tência , situação em que permite interessantes avalia-
çÕes do sistema de cogeração, como mostra a Figura 6, s~ 
ja priorizando a geração de vapor ou energia elétrica. 

Potlncio 
IMWI "z 

p1 

p3 

~cccccccú(<'l!'{>i*kj' """"• •t. Tempo 

5:1 

Figura 6. Curva de duração da potência excedente . 



Assim, nesta figur~ a area sob a curva no prime~ 

ro quadrante , S1, representa a disponibilidade energét~ 
ca que pode ser vendida à concessionária de energia el~ 
trica. A área sobre a curva s2 , no quarto quadrante, r~ 

fere- se a energia a ser complementada pela rede para a 
operação em condiçÕes de equilibrio. A área sobre a cur 
va no primeiro quadrante, relativa a uma potencia P1, r~ 
ferida na Figura como S3 , somada à S2, associa-se ao re 
querimento adicional de vapor para assegurar em 100% do 
tempo a geração a um nivel de potência P1 . Em termos de 
potências , P2 corresponde à máxima potência excedente 
disponivel, P3 a máxima demanda complementar, a ser su 
prida pela rede e Pf à potência excedente firme que no 
conceito usual dos sistemas hidrelétricos corresponde a 
wna duração de 95% do tempo . Desta forma , Pf poderia 
ser a potência a ser contratada pelo cogerador em um foE:_ 
necimento a rede . Outra interessante linha de estudos 
sobre a curva de duração contempla a otimização das co~ 
diçÕes de geração de vapor de alta pressão . E fácil peE:_ 
ceber que ni veis mais elevados de entalpia na entrada da 
turbina deslocam verticalmente e de forma a assimétrica 
a curva de duração. 

As curvas de duração são de uso corrente no setor 
energético e sua estimativa pode ser feita de diversas 
formas , desde métodos simplificados , como aproximação l~ 
near até modelos mais detalhados , envolvendo séries po­
linomiais . No caso linear , o conhecimento do fator de 
carga e da potência média , em energia elétrica/mecânica 
ou calor , são suficientPs para a estimativa da curva de 
duração . Um caso in~ediário é aproximação em patama­
res, que requer maiores informaçÕes do sistema . A Fig~ 
ra 7 apresenta esquemas destes casos 1[5]. 

MW 

.,_Tempo 

oproa . Hnur a pro• . por potoMOrtl 

b_ 
.. TeMpe 

aproa. polinon~iol 

Figura 7. Curvas de duração aproximadas tipicas. 

O MÉTODO DE CONVOLUÇÃO NA ANÁLISE DA OPERAÇÃO 

ApÓs apresentar as limitaçÕes da análise determi 
nistica dos sistemas de cogeração através das curvas de 
carga e caracterizar os recursos analiticos que a inteE:_ 
pretação das curvas de duração possui , descreve-~e as~ 
guir a pr oposta metodolÓgica central deste trabalho. 

Essencialmente , prescinde-se das curvas de carga 
e estima- se curvas de duração de demanda para energia e 
calor de processo. Efetuando-se a convolução das fun ­
çÕes distribuição de probabilidade para calor e traba­
lho, obtem-se a função distribuição de probabilidade do 
excedente energético . As estimativas das curvas de dur~ 
ção de demanda que dão origem as densidades de probab~ 
!idades podem resultar de transposiçÕes de configura-
çÕes industriais semelhantes ou de análises cuidadosas 
das condiçÕes operacionais, sem impor uma fase anterior 
de elaborada aquisição de informaçÕes , essencial no me 
todo deterministico . 

O excedente energético em um sistema de cogeração 
depende, para uma dada configuração operacional, do ex 
cedente mássico de vapor , exc , dado por: 

exc q - p (3) 
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onde q e p referem- se respectivamente as demandas de 

vapor para calor e para energia elétrica . Sejam as se 
guintes funçÕes densidade de probabilidade: 

- densidade de probabilidade da deman 
da q, associada ao cal or de processo 

f ( q- exc) -densidade de probabilidade da deman 
da p , associada à potência elétrica/ 
mecânica 

Considerando- se que as variaveis aleatÓrias calor 
e trabalho são independentes, pode- se mostrar que a de 
manda de probabilidade para o excedente , f3(exc), e da 
da pela segu i nte integral de convolução modificada: 

(4) 

logo, tem-se que : 

dF2 
dQ ('1- exc)dq (5) 

e , dai , 

(6) 

onde D e F referem-se à funçÕes duração e probabilidade 
acumulada respectivamente, defini das em (1 ) e (2) . 0bser 
va-se de (6) que conhecendo- se as duraçÕes das demanda; 
de cal or e potência elétrica/mecânica , tem-se a distri 
buição de probabilidade do excedente . 

Numericamente, a i ntegral em (6) pode s er resolvi 
da discretizando-se as curvas de duração, como mostra a 
figura 8, que permite obter as funçÕes discretas de pr~ 
habilidades . 

.. 

., •z . . . .. 
Figura~ . Discretização das curvas de duração e da fun­

ção discreta de probabilidade . 

Combinando-se as funçÕes discretas de probabilid~ 
de para calor e potência , tem- se a função discreta de 
probabilidade do excedente de vapor . Isto é, em suma, a 
convolução das funçÕes . De posse da função discreta de 
probabilidade para o excedente, pode-se obter diretamen 
te a curva de duração desta variável . 

APLICAÇÃO DO MÉTODO 

Como o objetivo de mostrar a pertinênc i a e adequ~ 
çao do método probabilistico proposto, desenvolve-se a 
seguir uma análise comparada com o método deterministi 
co . Para tanto , utilizando-se de recursos computacionais 
e partindo das curvas de carga reais apresentadas na F~ 
gura 4, discretizada em intervalos de 15 min, obteve- se 
a curva de duração do excedente por ambos métodos . A f~ 
gura 9 apresenta os resultados obtidos nesta aplicação . 
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Figura 9. Comparação dos resultados para a curva de d~ 
ração de excedentes pelos métodos determini~ 
co e probabilistico , considerando as curvas 
de carga da figura 4. 

Observa-se nesta figura a aderência da curva apr~ 
ximada com a curva real , de maneira bastante satisfat~ 
ria, neste nivel de discretização. Também o traçado da 
curva pelo método deterministico , em largos patamares 
foi resultado da magnitude da classe do histograma cor­
respondente à esta, e um maior número de classes certa 
mente favoreceria a aproximação entre as curvas. 

CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS 

O método proba listico proposto permite sem o co­
nhecimento prévio das curvas de carga , determinar a cu~ 
va de duração dos excedentes em sistemas de cogeração e 
a partir desta estimar indices e parâmetros fundamentais 
para o dimensionamento e operação econÔmica , como aene~ 
gia excedente e a adquirir , e a potência firme a contr~ 
tar . Em avaliaçÕes tarifárias horosazonais , em que é i~ 
portante o horári o de ocorrência da disponibilidade de 
potência, impÕe-se uma adaptação do método . 

Este método , associado a um programa de análise 
energética global do sistema de cogeração , permite ape~ 
fei çoar a determinação de condiçÕes da operação do si~ 
tema , como por exemplo os niveis Ótimos de pressão e 
temperatura a adotar em determinada configuração . Acr~ 

dita- se que tal ferramenta analitica seja de efetiva 
aplicação para o setor produtivo, sobretudo quando se 
consideram as atuais perspectivas de abastecimento ener 
gético. 
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ABSTRACT 

In interconnected cogeneration systems is important 
to know the availabity or scarc ity of energy, in arder 
to design and operate correctly these systems and to 
make possible energy sales agreements with public util! 
ties. The usual method for this kind of energy analysis 
requires knowledge of thermal and eletrical I mechanical 
load curves , which is in general difficult to obtain .F~ 

cing this obstacte , in this paper one proposes a prob~ 

bilistic approach , based in the convolution integral of 
probabili ty distribution function of therma l and electr! 
cal/mechanical power demands . Besides this , a discussion 
of the method is made for an application in real condi­
tions of a sugar industry . 
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RESUMO 
O aquecimento industrial de fluidos numa faixa de baixas temperaturas (< ~0°C) 

constitui-se num campo atraente para a utilização de coletores solares planos. Neste 
trabalho é apresentada uma metodologia de cálculo para redes de coletores com uma 
alimentação contínua de fluido e sem estocagem térmica . São analisados os requerimen 
tos relativos aos nÍveis de temperatura e de energia propiciados pela instalação so= 
la:. Com? um exemp~o de aplica~ão é analisado o ca~o de u~a ~nstalaçã~ solar para o 
pre-aquec1mento de oleo combust1vel pesado entre 35 C e 51 C a uma vazao de 700 kg/h . 

INTRODUÇÃO 

A utilização de redes complexas de coletores sola 
res para o aquecimento de fluidos na indústria é um as 
sunto que vem sendo objeto de estudos recentes encon= 
trados na literatura aberta. Isto sem dÚvida ê devido 
a importância crescente que vem tendo as fontes de 
energia renováveis, notadamente a solar , em programas 
de conservação de energia nas indÚstrias. 

Entre as possíveis aplicabilidades pode-se citar 
aquelas, que requerem baixas temperaturas e grandes 
quantidades de energia térmica. Uma instalação solar 
adequada a este tipo de solicitação poderia ter umaali 
mentação contínua do fluido de trabalho e não possuii" 
uma estocagem térmica. Para estas instalaçÕes a deter 
mina~ão da ãrea requerida de coletores solares e dã 
fraçao de contribuição solar é um assunto que vem sen­
do tratado na literatura, [1] 

No entanto, visando uma segurança com relação ao 
funcionamento de tais tipos de instalaçÕes de aqueci­
mento solar, observa-se que há a necessidade de serem 
incorporados ã metodologia existente, os seguintes cri 
térios adicionais: (i) a restrição do nível de tempe= 
ratura requerido ao fluido de trabalho na saÍda dos co 
letores, (ii) situaçÕes de variação de vazão para o 
fluido de trabalho, (iii) tipos de arranjos dos coleto 
res nos ramais, (iv) consideração das perdas térmicas­
na instalação. 

Sendo assim, o presente trabalho pretende extender 
a metodologia existente para o projeto de redes comple 
cas de coletores planos, sem estocagem, incorporando õS 
pontos indicados. 

TEORIA 

Considerando uma aplicabilidade industrial, há a 
necessidade de ser fixado como exigência de projeto o 
valor da temperatura do fluido de trabalho na saÍda da 
rede de coletores. Para tanto, necessita-se de curva 
de eficiência instantânea do coletor que será instala­
do, e de serem feitas correçÕes apropriadas visando a 
instalação em •rede . 

Curva de Eficiência Instantânea. é definida como 
a razao entre a energia efetivamente cedida ao fluido 
circulante, pela energia solar total incidente e medida 
normalmente ao plano de abertura do coletor. f prat1ca 
usual um ajuste por mínimos quadrados dos pontos experi 
mentais por uma reta: 
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sendo: F : fator de transferência de calor, é função 
do tipo ãe fixação tubo-absorvedor, da vazão e massa 
es pecÍfi ca do fluido e do coeficiente de transferência 
de calor sólido-fluido e perdas para o ambiente; I: ni 
vel de insolação total instantâneo e normal ao plano de 
abertura do coletor; TR : temperatura de referência do 
cole tor; T

00
_: ~emperatura ambiente; UL : coeficiente . 

de transferenc1a de calor coletor-amb1ente; a : absorv1 
dade do absorvedor; T : transmissividade do vidro. 

CorreçÕes para a Curva de Eficiência: no processo 
de seleçao de um coletor apropriado a uma instalação é 
comum o estacrelecimento de comparaçÕes entre as eficiên 
cias apresentadas pelos fabricantes. Surgem porém dois 
problemas: (i) quase sempre hã temperaturas de referên­
cia TR distintas (t~m~eratura de entrada do fluido Te' 
ou a temperatura med1a do coletor T ) acarretando va­
lores distintos para F (F ou F) emnR (n ou n ); 
( . ") mb- - R e m c . m 11 ta em as vazoes de testes podem ser d1ferentes 
porém estando situadas , dentro de uma mesma faixa de 
257. , quando se admite uma cor~eção, [2 ] 

F (Ta) = 
e n 

1 
1 L 

-=y m--,-( T=-a')_n_ + --=2..,.(-Ta-')i'-n-w-.-c-P-

1 
1 +----

Fm UL 2w cp 

onde c : calor específico do fluido de trabalho; w = va 
zão má~sica por unidade de área de caletor. 

(ii) Também para f1ns de comparação das eficiências as 
vazÕes de teste devem estar dentro de uma faixa de 257. 
para se admitir uma correção: 

(F ) 
e novo 

(F e) anterior 
(FeUL)anterior 1 + _.=-.;=-~~.::..:..0. 
2(wc ) 

p novo 

(FeUL)anterior 

2 (wcp)ante rior 

Após, selecionadoo coletor, a curva de eficiência 
instantânea deste deverã sofrer novas correçÕes para 
que se possa representar fielmente o comportamento da 
rede. 

(i) Como na prat1ca o coletor solar é montado inclinado 
em relação ã horizontal (em ângulo prÓximo ã latutide 
do lugar), e os raios solares com ângulo variável (di~ 



rio e sazonal) é necessário uma correção no fator (Ta)n 
para que possa representar de fato o comportamento 
anual do coletor, [3] , resultando um Ta . 

(ii) Quando for necessário montagem de coletores em sé 
ries, a eficiência de cada co letor no ramal poderá ser 
calculada, segundo [4] : aplicando-se o fator CFN ã 
curva básica: 

CFN = N~ { 1 - (l - ~)N } 

onde N: n9 de coletores no ramal, ~= FRUL/(wcp), 

(iii) Considerando o problema da concepção da instala­
ção, [5] sugeriu a adoção dos fatores de correção a se 
guir levando em conta os diâmetros e ex tensÕes das tu~ 
bulaçÕes, acessórios e isolamentos: 

u~ 

( m) ' = (m) I l + -+-E-_ [ U A 

UL [ 1 -

U A. 
____E____!_ + 

m cp 

m c 
p 

U (A. + A ) 
p l o 

A F e UL 

U A 
1+~ 

m c 
p 

sendo A. (A ): área para perdas t érmicas dos tubos na 
entrada1 0 (saída) do coletor, m2

, m: vazão massica no 
co l etor ; U : coeficiente global de transferência de 
calor da tRbulação W/(m2K). 

Temperatura de saída do . fluido no coletor. Consi 
derando a inercia termica, a temperatura de saÍda do 
fluido será: 

T s 
I-X 
WC 

p 
F Ta 

e 

F e UL Too 
+ -=--=--

w c 
p 

+ T 
e 

r 
Ll -~] w c 

p 

sendo I: nível de insol~ão (W/m2
); X: nível de insola 

ção para n =O (= [uL/Ta ](T -T
00
)); [6]. Para a re~ 

gião consiáerada, dev1do ã gfande r>egularidade c limáti ca 
Íoi adotado para a radiação solar um modelo senoidal 
de variação diária e um valor médio anual para a radia 
ção instantânea de 459 W/m2 

, e T
00 

= 22,6°C; [7]. Atrã 
vés desta expressão pode-se analisar o comportamento -
das temperaturas do fluido de trabalho ao longo de uma 
montagem de coletores em série. 

Dimensionamento da instalação e fração de contri­
buiçao solar . Levando em conta a temperatura pre-fi xa 
da de saÍda do fluido de trabalho, as condiçÕes locais 
de insolação e temperatura e a curva de eficiência ins-

:,tantânea do coletor, é possível numa primeira etapa de 
cálculo se estabelecer: um arranjo para a rede de cole 
tores , a área de captação e da energia disponível . ApôS 
é feito o dimensionamento da rede de tubulaçÕes e iso­
lamentos , Ficam determinados então as perdas de car­
ga na rede devidas ao escoamento do fluido (necessária 
para o cálculo da bomba) , e as perdas térmicas para o 
ambiente, Numa terceira etapa o sistema é recal culado 
para levar em contas estas perdas de energia e avalia­
ção do nível final de temperatura a ser atingido pelo 
fluido de trabalho na saÍda da rede, para uma fixada 
área de captação . Neste ponto se avalia a contribui 
ção que o sistema poderia dar em termos energéticos. -

Como numa linha de N coletores montados em série 
sao distintas as temperaturas de entrada do fluido em 
cada coletor, haverá para cada um destes uma insol~ão 

. mínima para que possa entrar em operação , Ocorrerao 
, em consequência num mesmo ramal diferentes contribui­
çÕes da parte solar dependendo da posição do coletor 
no ramal. Define-se então, um valor médio para a fra­
ção de contribuição solar do ramal , I: 
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N 
I l: 

i=l 
f. /N 

l 

Quando a rede possuir em 
de coletores esta fração 
será a mesma do sistema. 
[1] como: 

f. 
l 

.9. (n) 

t(Imáx-X) 

cada ramal um número idêntico 
de contribuição solar do ramal 

A fração fi é definida por 

f . : fração de contribuição ~nual em termos energé ticos 
p~lo coletor , I - : inso laçao de pi co , máximo no ano 
para o sítio; q~~~: fator dependente do tipo do co letor 
do lugar e da média anual de radiação solar incidente, 
[1] , t: (=3 ,17 x l07s) . 

A energia Útil solar fornecida pelo sis t ema duran­
te o ano (carga de 24h) ê ca l culada por : 

Qútil (J/ano) =I . t . Qs 

sendo Qs: taxa de aqu ecimento correspondente ao sistema 
(J /s). 

Caso a ser anali sado. Projetar uma ins talação de 
coletores solares planos para o pré-aquecimento de Óleo 
combustível ~tilizado em ~eradores de vapor . âão dadoa : 
(i)localizaçaodolugar: RioGrandedo Norte4 , 7 . S,37 ,5 E 
(ii) Óleo combustível: vazão de 7UU kg / h entrandoa35°C 
e saindo a 5lOC, Cp = 2142 J/(kgK), p = 875 kg/m 3 

k = O, 135 W I (mK), ponto de fluidês (APF): 35oc 
a = 1,85 x lo-4 m2 /s). (iii) água de alimentação provin 
da de poço artesiano a 400C e sendo aquecida pela bate~ 
ria de coletores atê 620C, 

RESULTADOS 

Curva de eficiência para o coletor . Em decorrên­
cia de analise efetuada para as eficiências instantân~s 
apresentadas por seis fabricantes nacionais: Giacome t , 
Espectrosol, Embrasol , Heliodinâmi ca , J. LowB eer e Tuma 
chegou- se a conclusão que a seguinte reta de eficiência 
seria a representativa para os cole tores nacionais : 

ne = 0,7283- 7,4489 (Te - T
00
)/I 

e a vazão de teste de 0 , 024 kg/s e l,6m2 de area . 

Configuração do sistema. Na figura 1 ê apresent! 
do esquematicamente o sistema de pré-aquecimento solar . 
A água quente proveniente dos coletores ê bombeada num 
circuito fechado trocando energia com o Óleo por meio 
de dois permutadores bi-tubulares idênticos. O Óleo 
flui no tubo interno 1 1

/'" BWG 18 e em contracorrente a 
água escoa no tubo externo l 31' " BWG 12, sendo o compri 
menta do permutador de 23m. As tubulaçÕes de alimenta~ 
ção (drenagem) e dos ramais dos coletores são de 11

/
2

" 

e 3/4" respectivamente. As perdas de cargas nas tubula 
çÕes e acidentes foram calculadas usando-se [8]' e as 
perdas de cargas nos coletores nacionais foram obtidas 
através da expressão resultante de média para os coleto 
res aqui fabricados: 

óp(em mca) = 0,180 + 2, 727[~ (em kg/s) - 0 ,057] 

Nos cálculos das perdas térmicas foram usados para o ma 
terial isolante (k = 0 ,03 3 W/(mK), h= 10W/(m2 K) e es= 
pessura de 33mm, [sj . 

Os resultados da simulação do sistema para duas 
vazÕes características de âgua nos coletores (0,018 e 
0,024 kg/s) e em função do número de coletores por ra­
mal são apresentados na Tabela l . Pode ser visto que 
para a vazão menor (0,018 kg/s) são ne cessários 6 cole­
tores em série para a elevação da temperatura de água 
atê 62DC e com uma eficiênc~ de coletor ainda razoável 
(n = 0,355), sendo então esta a configuração adotada . 
A ~axa de energia conseguida no ramal QR ê de 1,67 kW. 
Assim, o sistema serâ constituído de uma bateria com 
24 coletores (38 , 4m2 de área) : 4 ramais com 6 coletores 
em série por ramal, fornecendo uma taxa de energia Útil 



de 6,68 kW. A fração de energia solar Útil anual f é 
igual a 21,3%, conseguindo-se aproveitar uma energia 
anual de 44,8 GJ. 

lli.! 
r, • sz•c 

~ 
~ 

Y/2 '0 0361Q/s 
\' 

r,, 40°C 
y '0.0721 q/s .J \ 

r:-
~ 

~ 

~ 

ÓLEO 

Tj'35°C 
'"o'0.1941q/s 

Figura 1 - Representação Esquemática do Sistema 

Conclui-se então que a metodologia apresenta é viâ-
vel para o dimensionamento de sistemas complexos de re-
des de cole tores para uma utilização sem estocagem térmi 
ca. 

vazao: 0,018 kg/s 

N r (o C) T (°C) nc nR QR (kW) f. e s 1 

40,000 48,007 0,539 0,539 0,60 0,242 

2 48,007 53,388 0,469 0,495 1,10 0,227 

3 53,388 57,005 0,422 0,455 1,28 0,215 

4 57,005 59,436 0,390 0,420 1,46 0,206 

5 59,436 61,070 0,369 0,389 1,59 o, 199 

6 61,070 62,168 0,335 0,361 1,67 0,194 

vazao: 0,24 kg/s 

N T (°C) T (°C) nc nR QR(kW) f. e s 1 

1 40,000 46' 131 0,550 0,550 0,62 0,242 

2 46' 131 50' 722 0,496 0,516 1,08 0,230 

3 50,722 54' 161 0,455 0,484 1,42 0,221 

4 54,161 56' 737 0,424 0,455 1,68 0,213 

5 56,737 58,665 0,401 0,428 1,88 0,206 

6 58,665 60,110 0,384 0,404 2,02 0,201 

TABELA 1 - Parâmetros do sistema para distintas 
v a zoes e número de coletores por 
ramal. 
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ABSTRACT 

Solar industrial process heat using flat plate 
collectors are tecnically viable and suitable for low 
temperatures applications. This paper describes a 
theoretical procedure to design series/parallel col­
lector networks without thermal storage. 

An example is presented for the case of heating 
heavy oil, (rate of flow: 700 kg/h) , between 35°C and 
51°C. The heated water from the collectors array 
circulates inside a closed-loop and provides through 
heat exchangers the required amount of heat and the 
temperature level for the oil . 
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RESUMO 
O presente trabalho insere-se no contexto de um desenvolvimento de um simulador 

em tempo real para uma planta de processo . Neste tipo de planta, embora exista um 
grande número de sistemas que conduzem fluidos, estes podem ser decompostas em redes 
de pequeno porte, que são modeladas independentemente . Ao invés de algoritmos gerais 
de solução, aplicáveis a qualquer rede, optou-se por algoritmos especificas para ca 
da pequena rede hidráulica, no intui to de obter processamento computacional mais e-;_ 
pedi to . 

INTRODUÇÃO 

A distribuição de vazões em regime estacionário, 
numa rede de tubulações é um problema que, tanto 
tratado pela formulação nodal como pela formulação de 
malha resulta num conjunto de equações algébricas não 
lineares . 

Um grande número de trabalhos tem abordado este 
problema e algumas tendências podem ser observadas. 

a . Embora o método de Newton e seus derivados 
/ 1/ , possam ser usado em conjunção com 
ambas as form.üações, aquelas baseadas na 
formulação nodal produzem equações que 
favorecem a eficiência destes métodos . 

b . Para redes grandes, mais de 100 nos, as 
dificuladades inerentes ao método de Newton e 
seus derivados tendem a se acentuar, isto é, 
o número de avaliações de funcões necessárias 
ao cálculo da matriz Jacobiana e os 
requisitos de mémoria avoluman-se tendendo a 
cancelar as vantagens da rápida convergência 
do método. 

c. Algumas técnicas I 2, 3/ podem ser usadas para 
t irar partido do acoplamento restrito das 
equações do sistema, (Jacobiana esparsa) e 
reduzir as dimensões do problema original, 
substituindo-o por um conjunto de sistema 
menores e irredutiveis. 

d. No trato de redes rruito grandes, mais 1000 
nós, uma abordagem baseada na formulação de 
malha e numa modificação do método de Hardy­

Cross mostrou-se bastante eficiente / 4/ . 

O presente trabalho insere-se no contexto do 
desenvolvimento de um simulador de tempo real para uma 
planta de processo. Neste tipo de planta, embora 
exista um grande número de sistemas que conduzem 
fluidos, estes podem ser decompostos em redes de 
pequeno porte, que do ponto de vista hidráulico são 
passiveis de resolução independente. 

Para pequenas redes, algumas dezenas de nós, uma 
formulação nodal e método de solução tipo Newton 
parece ser uma abordagem adequada . 
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A nivel de implementação preteriu-se algoritmos 
gerais , aplicáveis a qualquer rede e que geram as 
equaçÕes do modelo a partir de uma descrição 
topolÓgica da mesma, optando-se por modelar 
individualmente as redes, explorando as 
caracteristicas individuais de cada uma delas para se 
obter modelos de processamento mais expedito. 

METOOOLCGIA 

Utilizando a formulação nodal escreve-se as 
equaçoes para as perdas de pressão em cada ramo e as 
equações da continuidade para os nós. A partir dai 2 
alternativas foram utilizadas: 

a. Manipula-se as equações de forma a chegar-se a 
um conjunto minimo, que tenha que ser resolvido 
acopladamente, respeitando a condição de não se 
introduzir funções irracionais . 

Seja, w o vetor de vazoes nos n ramos 
u o vetor das vazões do conjunto 

irreducivel, k vazões 
v a partição de w excluindo u 

A solução do sistema original F(w )=o . onde "' ,., , .. -
F: R- R, e reduzido a soluçao de um sistema 
menor, com k incÓgnitas : 
G(u)=o, onde G: Ft--Rk , (1) 
e ao cálculo ae n-k relações explicitas que 
seriam usadas rara obter as vazões do vetor v . 

Para a solução do slstema (1 ) in~lementou-se o 
método de Brown /5/ , que apresenta as mesmas 
caracteristicas de convergência quaàt~.~ica do método 
de Newton e reduz substancialmente os requisitos de 
avaliação das funções e armazenagem de variáveis. 

b. Observou-se que em muitos casos, a 
manipulação algébrica do sistema original, 
desde que permitida a introdução de funções 
irracionais, pode ser extendida. Nesta 
alternativa ao final da redução obtem-se 
(i) uma única equação não linear e irracional 
h(We)=O, (2) 
completada por um conjunto 
Ri(We)<O; 

de restrições 
(3) 



(ii) um conjunto de n-1 relações explicitas 
para a determinação das outras vazões . 

Para resolver a equação (1) com as restrições 
impostas pela expressão (3) , precisa-se de um método, 
como por exemplo o método da Bisecção, que faça urna 

procura de raiz em um intervalo confinado. 
As alternativas acima foram usadas na modelagem 

de vários circuitos de uma instalação experimental em 
projeto no IPEN . Dois destes circuitos foram 
escolhidos para exemplificar a abordagem utilizada e 
nas seçoes subsequentes são apresentadas as redes, as 
equaçoes, os resultados e as conclusões a que se 
chegou. 

~DELAGEM DOS CIRCUITOS 

Des:rição do Circuito 1. O fluxogz-amA deste 
circuito e mostrado na figura 1, trata-se de um 

circuito de resfriamento intermediário que atende a 10 

trocadores de calor. É um sistema fechado, por onde 
circula a agua impulsionada por duas bombas 
centrifUgas , sendo posteriormente recirculada para a 
troca térmica com o trocador de calor a montante das 
bombas. 

Na mesma figura, incluiu-se os símbolos usados 
para designar as vazões e as condutâncias nos ramos. 

As situações operacionais consideradas no 
desenvolvimento do modelo, incluem transitÓrios 
causados pelo acionamento remoto de qualquer uras das 
válvulas e o acionamento remoto de qualquer uma das 
borri:Jas. 

Tendo em vista que o interesse na simulação 
destes circuitos é apenas prever a redistribuição de 
vazoes, os transitÓrios sao simulados como uma 
sucessão de estados "pseudo" estacionário. 

Figura 1 - Circuito 1 

Equacionamento do Circuiro !· Utilizando-se das 
equações "nodais" e manipulando-as algébricamente de 
maneira que as pressões locais desapareçam e colocando 
as vazões W2 até W10 em função de W1 e utilizando-se 
da conservação de massa pe.:·a o ramo 14: 

(4) 

e definindo-se A igual, 
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A ; 1 + C2 + 
TI 

j C11A" + (C1+C2t { 
Cl C11A 

(C3+C4) C12A + 
/ c12A .. + (C3+C4 t 

(C5±C6) C13A + 
/ c13K + (C5+Cõt 

(5) 

(C7+C8+C9+C10)} 

onde, 

e 

tem-se então o seguinte conjunto de equa~oes: 

W14 A W1 

com 

r~]'\ fd16]"+ rw1f + f(W1+W2) 2.; 

[C14A [C16 [c~ l C11A 

DP1 , 

DP2 

z 

[~12.) 
(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

W,C e DP são respectivamente vazão (kg/s), 
condutância (kg/s.fbãi") e pressão fornecida pela bomba 
(bar ). 

Os ganhos de pressao fornecidas pelas bombas, 
bem como a atualização das condutâncias a medida que 
as vazões se modificam são calculadas através de 
rotinas independente do programa principal. 

Manipulando as equações acima temos urna equação 
dependence de uma váriavel ,W1: 

A W1 C15 J nP1- W1 B + C16 jDP2 - W1 B 

onde B 
z. 

r
(C1+C2) ] + 
C1 C11A 

2 

r~14ÂJ 

(11 ) 

A expressao ( 11 ) é função. só da vazão no ramo 1 , 
e pode ser resolvida pelo método da bisecção para o 
seguinte intervalo de validade no domínio dos reais. 

O< W1 < JB 
DPi 

(12) 

A simulação proposta permite a atuação do 
operador no decorrer do processo . Então , por exemplo, 
se houver uma desativação do ramo 1, causada pelo 



fechamento da válvula, o programa computacional tem 
que estar preparado para ITI.ldar a solução do sistema 
para outro rarro qualquer, de 2 a 10. 

Descrição do Circuito 2. A água captada pelo 
sistema é bombeada pelas quatro bombas centrifUgas 
para um ponto COITI.ln, de onde é distribuído para 
resfriar 6 trocadores de calor. A vazão designada como 
W7 é considerada conhecida . 

O fluxograma de modelagem mostrado na figur·a 2 
abaixo contém os símbolos das vazões e das 
condutâncias utilizadas na próxima seção. 

As situações operacionais consideradas no 
desenvolvimento do modelo, incluem o acionamento 
remoto de qualquer umas das válvulas e o 
remoto de qualquer uma das bombas . 

acionamento 

"' . . , 
•"ll! ,C: II 

Figura 2 - Circuito 2 

Equacionamento Circuito ~- Procedendo-se de 
forma análoga ao circuito anterior, tem-se o seguinte 
conjunto de equações. 

~~r= DP1 + Ps - Pd -t~f 

[gj~ DP2 + Ps - Pd -[~f 
z 2. 

[~~ l = DP3 + Ps - Pd - [~~ ] 

z 2. 

[~:] = DP4 + Ps - Pd - [~J 

W6 = W5 
C6 C5 

W7 = 10.167 

W8 = W1 +W2+W3+W4-W5- W6--W7 

(
w81"+ (w9]"+ (wn( = [wsl" 
c~ lc9 c1~ c~ 

r~f + rwl01
2

+ [wn{ = ~]2. 
~ lClc:ij cüJ lC5 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18 ) 

(19) 

(20) 

(21) 

"' 
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Wll = W8 + W7 

W8 = W9 + WlO, 

No entanto, 
que a resolução 
equaçao so. 

(22) 

(23) 

podemos manipula-las de tal maneira 
do sistema seja a solução de uma 

Manipulando as equaçoes que governam o 
movimento do fluido em cada rarro, equações (13 ) a 
( 23) , e colocando as vazões nos rarros i=l , 11 , itk , 
em função da vazão no rarro k, onde k pode assumir os 
valore de 1,2,3 e 4 ou 5 ,6 e 9. Aqui assumiremos k = 
5 . Então temos que: 

Wi = Ci j DPi +A, (24) 

2. 

com A = Ps - Pd - [~ e i=1,4 

e 

W6 = C6 W5 (25) 
C5 

Utilizando-se da equação (19), temos que 

" W8 = I_ci J oPi +A - (1+ C6)W5 - W7 
i= i C5 

(26) 

Explicitando W9 
utilizando-se de (23), 
explicitada em W5: 

e WlO em função de W5 . e 
temos finalmente uma expressão 

(l+D) we'- B [A - [<w~~ f]= o 

com B 
2 

(C9 + C10) e D = ....ii._ 

C0
2 

(27) 

A expressão (27 ) é função só da v~zão no rarro 5 
e pode ser resolvida pelo método àa bisecção para o 
seguinte intervalo de validade da equação no dominio 
dos reais . 

O< W5 < C5 / Ps - Pd + DPi , i=1,4 (28) 

Como a modelagem proposta permite que o 
operador intervenha a qualquer momento no processo 
dinâmico do planta, como abrir/ fechar válvulas, 
ligar/ desligar bombas, a programação comçutacional tem 
que estar preparada para mudru · a solução do sistema 
para qualquer outro rarro. 

RESULTADOS 

Foram 
verificação do 

realizados alguns testes para a 
tempo de execução computacional do 

circuito 1 e circuito 2, para situações de transitÓrio 



e estacionário, utilizando-se da alternativa a e da 
alternativa b. Os testes foram realizados em um IBM-AT 
compativel, com coprocessador aritmetico. Os valores 
das vazões nos ramos e o tempo de processamento, 
obtidos no teste 1 e 2, estão mostrados 
respectivamnte nas tabelas 1 e 2 . 

Teste l_ (Circuito l_ ~Circuito .?J.. Com todas as 
válvulas plenamente abertas e bombas funcionando 
normalmente . 

Teste _g_ i Circuito l ~Circuito 3_l. Parada de 
uma bomba. Partirculamente a estes c ircuitos, os 
momentos de inércia de rotação das bombas sao 
pequenos, e com isto, quando uma delas é desligada, a 
vazão no ramo correspondente tende a zero rapidamente, 
equivalente ao intervalo de tempo usado na integração 
temporal do circuito. Considera-se portanto que as 
bombas ao serem desligadas/ ligadas assumem 
instantaneamente a rotação plena/nul a. Para o circuito 
1, a bomba do ramo 16 é desligada e para o c i rcuito 2, 
a bomba desligada é a do ramo 2 . Os valores iniciais 
utilizados no método de Brown foram as do teste 1. 

TESTE 1 TESTE 2 

Circuito 1 Circuito 2 Circuito 1 Circuito 2 

RAMOS VAZi5ES (Kg/s) 

-----------------------------------------------------
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
14 
15 
16 

1.99 20.31 1.86 25 .15 
1.99 20.31 1.A6 0.00 
1.99 20.65 1.86 25.56 
1.99 20.65 1.86 25.56 
1.993 21.85 1.865 20.15 
1.993 24.89 1.865 22 .94 
2.1 10.167 1.95 10.167 
2.61 25.02 2.44 23 . 03 
0.55 23.25 0 . 51 21.40 
1.89 1. 76 1. 76 1.62 
19.0 17.84 
9.5 17.84 
9.5 0.00 

Tabela 1 - Vazões nos ramos dos Circuitos 1 e 2 
para os Testes 1 e 2 

TEMPO DE EXECUÇÃO (segundos) 

TESTE 1 TESTE 2 

Circ . 1 Circ. 2 Circ. 1 Circ . 2 

Alternativa a 1.81 1.05 3.96 1. 76 

Alternativa b 0.11 0.18 0.11 0 .16 

Tabela 2 - Tempo de execução dos Circuitos 1 e 
2 nos testes 1 e 2 

Os valores dos resultados das vazões mostrados 
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na tabela acima, tanto para a aternativa a quanto 
para a alternativa b, nos testes 1 e 2 sao os 
mesmos. 

CONCWSÃO 

Conforme os resultados apresentados neste 
trabalho, a alternativa b mostra-se bem mais vantajosa 
do que a alternativa a, mesmo que com isto , a idéia 
de um algoritmo geral não seja implementado, conforme 
comentado na introdução . Nos sistemas que nao 
permitirem a implementação da alternativa b, nos 
optaremos pela alternativa a. 

Com o intervalo de tempo de integração de 2 
segundos para todos os circuitos semelhantes ao deste 
trabalho da planta de processo, é possivel então 
utilizando-se da alternativa a, simular 
aproximadamente 10 á 15 circuitos . Entretanto, estes 
programas serão implementados em um microcomputador 
baseado em um microprocessador INTEL 80386 onde o 
tempo de processamento se acelerará em 10 vezes e, 

simulados naturalmente, o número de circuitos 
aumentará na mesma proporção. 
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ABSTRACT 

The present work is involved in the development 
of a real time simulator' for a process plant . 

ln this plant, there are many transport fluid 
systems, that can be spli tted into smaller hydraulic 
networks which are solved independently. 

It was chosen a numerical algorithm specific to 
each small network instead of a general resolution 
algo ri thm, in arder to obtain a faster computational 
solution. 
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RESUMO 

Este tr abalho descreve os detalhes de construção de um protõtipo de gela­
deira a adsorção destinado, em princípio, à conservação de leite em proprieda­
des rurais desprovidas de e letricidade . O critério de escolha do par fri go rÍfi­
co é discutido e o dimensionamento do r egenerador , condensador e evaporador é 
apresentado. A troca de calor entre os gases de combus tão e o leito de zeólita 
é feito através de tubos de calor . 

INTRODUÇÃO 

Em propriedades rurais desprovidas de eletri­
cidade, a ordenha da tarde fica frequentemente pre­
judicada, uma vez que o caminhão de leite passa em 
geral de manhã . O protótipo, destinado ã conserva­
ção de 50 litros de leite desde a ordenha da tarde 
até a manhã do dia seguinte, utiliza o par frigorí­
f~co zeólita-água num ciclo intermitente a adsor­
çao. 

O ciclo de refrigeração a adsorção tem recebi 
do recentemente uma grande atenção dos pesquisado ~ 
res, e isto se deve ã sua simplicidade e ausência 
de válvulas ou partes móveis. Além disso, possui um 
rendimento Ótimo a temperaturas não muito elevadas, 
o que o torna interessante para aplicaçÕes com cole 
tores solares planos [ 1,2,3,4,5 ]. -

O protótipo de geladeira descrito neste traba 
lho, de acordo com o conhecimento dos autores , é o 
primeiro do gênero no mundo, e foi construído com o 
apoio do CNPq e a colaboração da ENGEFRIL, de Belo 
Horizonte . Em relação às geladeiras solares, apre­
senta as vantagens de não depender das condiçÕes 
climáticas, além de sua forma mais compac ta. 

O fogão de lenha que fornecerá a energia ne­
cessária ao funcionamento do ciclo, é do tipo pré -
moldado, em argamassa armada, e foi construÍdo pelo 
Departamento de Engenharia Civil da Universidade Fe 
deral de Viçosa, com o apoio da CEMIG. 

PRINCÍPIO DE FUNCIONAMENTO 

O funcionamento do ciclo pode ser entendido 
com auxílio da Figura 1, que representa esquematica 
mente o protótipo. -

Antes do início do preparo do almoço, a zeóli 
ta está saturada com cerca de 250 gramas d'água por 
quilo de zeólita (ou 25% em peso). Durante o prepa­
ro do almoço os gases quentes são desviados perto 
da base da chaminé do fogão de lenha, sendo dirigi 
dos até o evaporador dos tubos de calor . Os tubos -
de calor, nesta fase, têm a função de transferir o 
calor dos gases de combustão até o leito de zeÓli 
ta. 

Ao ser aquecida, a água no interior da zeóli­
ta vai sendo dessorvida, migrando em forma de vapor 
até o condensador, onde se liquefaz e escorre em 
forma de lÍquido até o evaporador, onde vai se acu­
mulando. O evaporador, situado na parte mais baixa 
da máquina, fica no interior de uma câmara isotérmi 
ca feita em argamassa armada . 
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Figura 1. Diagrama esquemático do protótipo. 

ApÓs o término do preparo do almoço, os ga­
ses de combustão são desviados de volta para a ch a 
miné do fogão de lenha, de forma a permitir o res~ 
friamente do leito de zeólita. 

Tendo s ua t emperatura diminuída, a zeólita ' 
começa a sentir "sede" da água que está no evapora 
dor. Esta começa então a se evaporar, produzindo T 
frio no interior da câmara isotérmica e indo em 
forma de vapor até o leito de zeólita , onde é ad -
sorvida. Nesta fase, a função dos tubos de calor é 
invertida, passando a transferir calor do leito de 
zeÓlita para fora do regenerador . 

O protótipo funciona sem válvulas ou partes 
móveis, graças ao jogo da convecção natural. 

A ESCOLHA DO PAR FRIGORÍFICO 

O COP térmi co do ciclo (COPt), pode ser cal­
culado a partir do diagrama isostérico da Figura 2. 
Nes te diagrama, as linhas oblÍquas representam as 
isosteras ou linhas de i gual concentração. 

O COP térmico pode ser definido como : 

COPt FI (Qs + Q lat) (1) 

onde F é o frio disponível, Qs e Qlat sao as 
somatórias dos calores sensível e latente . 

A seguir explicamos resumidamente o procedi­
mento adotado para o cálculo teórico do COP térmi­
co r 3 ,4 J • 



~--~--~--------~--~-~ T <ll<is 11. Tcl-. T 

Figura 2. O ciclo simplificado no diagrama isosté­
rico. 

No trecho AB, aquecimento isostérico, o calor 
sensível do leito poroso e das partes metálicas do 
regenerador vai sendo somado, mediante sucessivos a 
créscimos de temperatura. Neste trecho, a concentrã 
ção é constante e igual ã concentração no ponto A.­
A cada acréscimo de temperatura a pressão no siste­
ma é calculada através da equação de estado do par 
frigorífico, em função da nova temperatura e da con 
centração . Quando a pressão no sistema atinge o va= 
lor da pressão de saturação do fluido na temperatu­
ra do condensador, pode-se dizer que o leito poroso 
atingiu a temperatura limiar de dessorção, Tb. 

No trecho BC, dessorção-condensação, além dos 
calores sensíveis, começa a ser somado também oca­
lor latente de dessorção, calculado como sendo o 
produto da massa dessorvida pelo calor isostérico 
de adsorção. Neste trecho, a pressão no sistema é 
suposta constante e igual ã pressão de saturação do 
fluido na temperatura do condensador. Com auxílio ' 
da equação de estado, a concentração vai sendo cal­
culada em função da nova temperatura e da pressão. 
Este cálculo termina quando a temperatura do leito 
poroso atinge o valor de Tdes, arbitrado como sendo 
a temperatura máxima de dessorção. 

Os trechos CD e DE (resfriamento isostérico e 
evaporação-adsorção, respectivamente), não precisam 
ser computados neste cálculo. 

O frio disponível F pode ser calculado mul.ti­
plicando-se a massa de fluido frigorífico condensa­
da pelo seu respectivo calor de vaporização na tem­
peratura do evaporador. 

O COP térmico do ciclo pode assim ser calcula 
do em função das quatro temperaturas seguintes: te~ 
peratura mínima do leito poroso (Tads), temperatura 
máxima do leito poroso (Tdes), temperatura do con­
densador (Tcond) e temperatura do evaporador (Tev). 
Estas temperaturas são supostas constantes no ciclo 
simplificado da Figura 2. 

A Figura 3 mostra o COPt em função da tempera­
tura máxima de dessorção Tdes, para os pares frigo­
rÍficos zeólita 13X-água e carvão ativo AC35-meta -
nol (carvão este de fabricação francesa) . Nota-se 
que o desempenho do par zeÓlita-água é superior ao 
do par carvão ativo-metanol, para Tdes superior a 
120 oc. Esta superioridade foi observada em relação 
a vários outros tipos de carvão ativo [3,6]. 

Tendo em vista o elevado nível de temperatura 
da fonte quente do nosso protótipo (gases de combus 
tão), optamos pelo par zeólita-água. Outra razão ' 
desta escolha foi sua estabilidade química já bem 
ccmprovada. 
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Figura 3. COP térmico em função de Tdes para dois 
pares frigoríficos , Tev =O °C, Tads = 35 oc e 
Tcond ~ 35 oc. 

DIMENSIONAMENTO 

A carga de refrigeração necessar1a ao resfri 
amento de 50 litros de leite de cerca de 40 °C ate 
O oc é próxima de 2000 Kcal . Para a conservação ' 
deste frio até o dia seguinte precisa-se de mais ' 
500 Kcal, aproximadamente, perfazendo uma carga de 
2500 Kcal. Esta estimativa está de acordo com cál­
culos feitos por outros autores [ 6] . Como o calor 
de vaporização da água a O °C é cerca de 600 Kcal/ 
kg, é preciso evaporar cerca de 4 ,2 kg d'água pa­
ra satisfazer a carga de refrigeração. 

Os valores experimentais apresentados na li­
teratura para a massa de água ciclada em função da 
temperatura máxima de dessorção, são em geral infe 
riores aos previstos pela equação de estado [4,7 r. 
Assim, para o cálculo da massa de zeÓlita a ser u­
tilizada dentro do regenerador, tomando como refe­
rência uma temperatura máxima de 160 oc, considera 
mos que 12 % em peso seriam ciclados . Isto corres= 
ponde a 35 kg de zeólita. 

A seguir, para o cálculo do volume do evapo­
rador, fomos mais otimistas, e consideramos que ' 
até 15% em massa poderiam ser ciclados, o que cor 
responde, em relação aos 35 kg de zeólita, a um vo 
lume de cerca de 5,3 litros. 

O REGENERADOR 

O regenerador, mostrado na Figura 4, consis­
te de uma caixa metálica em aço inoxidável , tendo 
numa das tampas uma flange para vácuo destinada ã 
introdução da zeólita. Pela tampa oposta passam oi 
to tubos de calor, de uma polegada de diâmetro. NÕ 
interior do regenerador, os tubos são aletados com 
um espaçamento de 4 cm. Na parte de fora do rege­
nerador, os tubos são aletados cem espaçamento de 
0,5 cm . Cada uma destas aletas é constituída de u­
ma placa fina de aço inoxidável, de 130 por 300 mm, 
com oito f uros circulares, pelos quais passam os ' 
tubos de calor. 

O regenerador tem ainda duas saÍdas, próxi -
mas da tampa que possui a flange , destinadas ã cir 
culação do vapor dágua entre o regenerador e o co~ 
densador. 

Os tubos de calor usam água como fluido de ' 
trabalho e telas de bronze fosforado como suporte 
poroso. Na fase de preparo do almoço (trecho ABC ' 
da Figura 2), o lado dos tubos externa ao regenera 
dor funciona como evaporador. A função dos tubos e 
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Figura 4 . Detalhe do regenerador. 

então a de transferir calor dos gases de combustão 
até o leito de zeÕlita. Na fase seguinte (trecho ' 
COA da Figura 2), a função dos tubos passa a ser a 
de transferir calor do l ei to de zeÕlita para fora 
do regenerador, dissipando o calor latente de adsor 
ção e favorecendo assim a cinética de adsorção . 

O CONDENSADOR 

O condensador, mostrado na Figura 5 , é do ti­
po inundado , e consis t e de duas serpentinas de aço , 
situadas dentro de uma caixa d'água de amianto cujo 
volume é de 250 litros . Cada serpentina é cons tituí 
da de um tub o de aço de urna polegada de diâmetro e 
cerca de 6 metros de compri mento, perfazendo urna ã­
rea t otal de tro ca de calor de quase um metro qua -
dr ado . 

A conexão entre estas duas serpentinas e as 
duas saídas do re gene rador foi feita através de du­
as conexÕes prÓprias para vácuo , com "o- ring'r e bra 
çadeiras , de forma a facilitar a instalação do pro~ 
tôtipo no loca l definitivo , bem como seu transporte . 

Figura 5 . Detalhe do condensador . 
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O EVAPORADOR 

O evaporador, mostrado na Figura 6 , consiste 
de uma serpentina feita com um tub o de aço de 10,7 
metros de comprimento e urna polegada de diâmetro, 
enrolado na forma de urna hélice com 53 cm de diâme 
tro , totalizando 6,5 voltas . A ãrea de troca da T 
serpentina é de 0 , 85 rn2 e o volume interno é de 
5 , 4 litros . 

O evaporador funciona mergulhado em ãgua, den 
tro de urna câmara isotérmica feita em ar gamassa ar­
mada . A ãgua no interior da câmara isotérmica terã 
a dupla finalidade de resfriar o ga lão de 50 litros 
de leite e de armazenar o frio em forma de calor ' 
sensível. 

r 
6"0 

l_ 
'oo---~ 

Figura 6 . Detalhe do evaporador . 



OBSERVAÇÕES FINAIS 

A massa do regenerador, Figura 4, é de 70 kg. 
A massa do condensador, Figura 5, é de 42 kg e a 
do evaporador, Figura 6, é de 37 kg (apenas as par 
tes metálicas) . Desde já pode-se prever uma redu-­
ç~o no peso do protótipo, com uma consequente redu 
ç~o de custos e aumento de eficiência. Esta redu-­
çao do peso pode ser obtida utilizando-se chapas e 
tubos com paredes mais finas, sem prejuízo para as 
propriedades mecânicas requeridas em função das 
pressÕes de operação. 

A zeólita 13X utilizada no protótipo foi fa­
bricada pela Bayer. O preço da zeólita (importada) 
é um pouco superior ao preço do carvão ativo (já 
fabricado no paÍs). 

Uma especial atenção foi dada ã desgasifi ca­
ção da zeólita e da água antes de se lacrar o pro­
tótipo. A presença de ar dentro do sistema, ainda 
que com baixa pressão parcial, pode comprometer a 
cinética de adsorção e o prÓprio funcionamento da 
geladeira. Da mesma forma, a água introduzida em 
cada tubo de calor sofreu uma desgasificação pré-
via. 

Durante a fase de testes serão monitoradas 
as temperaturas das diversas partes da geladeira, 
além da pressão em seu interior . 

Esperamos estar em condiçÕes de apresentar, 
durante nossa participação no ENCIT-88, resulta­
dos preliminares relativos ao desempenho do protó­
tipo descrito neste trabalho 
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ABSTRACT 

This paper describes the design of an 
intermittent adsorptive refrigeration prototype 
for milk cooling at remate dairy farms. The 
prototype is coupled to a wood burning stove and 
heat pipes are used to transfer heat from 
combustion gases to the zeolite bed . 
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RESUMO 

_ No presente trabalho, apresenta-se a quantificação experimental pormenorizada dos 
parametros fenomenológicos ligados ã migração de umidade envolvida no funcionamento de 
um tensiômetro. Os valores médios obtidos, bem como a dispersão dos resultados indivi 
d~ais em torno da média, atendem o grau de precisão encontrado na literatura para med1 
çoes similares. Em trabalho subsequente, pretende-se chegar ã elaboração de um modelo 
apto a reproduzir, de maneira aceitável, a dinâmica de resposta do tensiômetro verifi­
cada durante os ensaios práticos. 

INTRODUÇÃO 

A análise da dinâmica de resposta do t ens 1ometro é 
obj:to d: grande interesse no que diz respeito ã monito 
r~çao e a ~esquisa d: fenômenos ligados ã migração de u 
~1d~de, e a transferencia de massa de um modo geral , no 
amb1to dos meios porosos. A possibilidade de realiza­
ção de medidas localizadas "in situ" do potencial matr i 
cial (sucção), a simplicidade na construção e operação~ 
bem como o baixo custo , justificam a necess idade de um 
conhecimento mais profundo do tensiômetro; de sua natu­
reza e de suas potencialidades como sensor. 

No presente trabalho, procede-se a todo um desen­
volvi~ento prévio necessário ã análise pretendida das 
questoes relacionadas com o comportamento dinâmico do 
tensiômetro em problemas transientes. Primeiramente, a 
borda-se o problema da seleção e caracterização do meio 
poroso para os ensaios e o adequado acondicionamento das 
amost:as . Em segu~da, considera-se a determinação de 
propr1edades e parametros que caracterizam o processo 
de transporte sob condiçÕes de insaturação. 

Devido ã dificuldade na previsão dos parâmetros 
fenomenológicos envolvidos no funcionamento do t ensiôme 
tro - potencial matricial em função do conteúdo volum~ 
trico de umidade, ~ ( 8 ); difusividade e condutividade hi 
dráulicas em função do conteÚdo de umidade para o meio 
poroso de teste, D( 8) e K( 8); e a condutividade hidráu­
lica saturada para a cápsula porosa do tens iômetro·, Kc. 
--, torna-se necessário a adoção de técnicas experimen­

·.tais que permitam a medição di reta. 
Uma questão importante a ser considerada no· levan 

tamento dos parâmetros de transporte mencionados é a ma 
nifestação, muito comum , do fenômeno de histerese -- e;;; 
especial m que se refere a função ~ ( 8 ) -- relativo aos 
processos de infiltração e drenagem [ 1). Tal fato nor­
~lmente vem complicar e dificultar ainda mais a descri 
çao quantitativa dos processos envolvendo fluxo insatu~ 
rado . 

As técnicas experimentais de que se fez uso para 
a determinação das funçÕes ~ ( 8 ), K(8) e D( 8), utilizam­
-se de sistemas onde se verifica a cessão de á gua (mo­
lhamento) do meio poroso de teste. Esta característica 
vem de encontro ao processo de migração de umidade du­
rante as medições com o tensiômetro; desde o momento do 
contato inicial da cápsula com a amostra até o estado 
de equilÍbrio . Além disso, a preferência por métodos 
onde os ensaios fossem de duração relativamente curta(no 
máximo alguns dias), o baixo custo e a facilidade namon 
tagem e operação dos equipamentos orientaram as opçÕes 
feitas. 

NATUREZA E PREPARAÇÃO DAS AMOSTRAS UTILIZADAS NOS ENSAIOS 

Misturou-se areia com uma quantidade de caulim ne 
cessária para perfazer 5% em peso no material misto as-
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sim obtido . 
A análise da dis tribui5ão granul ométrica da areia 

foi procedida com a utilizaçao de peneiras. Para o cau 
lim, após uma análise prévia por peneiramento, realiza~ 
ram-se ensaios de sedimentação con tínua baseados na Lei 
de Stokes. -- Também se fez a determinação da área su­
perficial específica das partículas através da técnica 
de condensação de nitrogénio baseada na isoterma B.E .T. 
de ad~orção. O valor encontrado para o caulim foi de 
6 , 0 m /g. Para a areia, muito embora a referida técni­
~a não apresente grande precisão para a determinação de 
areas superficiais específicas de valor reduzido , o va­
lor encontrado foi de 0,3 m2 /g , portanto , vinte (20) ve 
zes menor do que o verificado para o caulim. -

A massa especifica média das partículas da mistu­
ra areia-caulim, O , foi determinada com o auxílio de u 
ma proveta, observ~ndo-s e o volume de água deslocado pa 
ra uma massa conhecida da mistura . -

_ . Na Tabela l, apresenta-se a distribuição granulo­
metr1ca e a massa especifica média das partículas damis 
tura, D

5
, utilizada nos ensaios 

Tabela l 
Distribuiçao Granulomé tri ca (%) , (%) ps diâmetros em um 

Areia Caulim o tal ~ (g/cm) 

297-250 250-210 210-149 149- 105 >74 74-37 

8,5 9,5 66,5 10,5 0,5 4 , 5 100,( 2,73 

Com o emprego da mistura areia-caulim foi possível 
registrar valores de sucção nas vizinhanças de 300cm de 
coluna de água . 

Para a determinação do potencial matricial , antes 
de acondicionar o material no recipiente pr omoveu-s e 
por malaxação a perfeita distribuição da,água ad i ciona~ 
da ã amostra seca. O teor de umidade foi ave riguado me 
diante a colet~ de três pequenas porçÕes da amos tra, to 
madas em posiçoes diversas, e submetidas a pesagem epos 
terior secagem em estufa . -

Buscou-se garantir , dentro das limitaçÕes operaci 
onais, que o grau de compactação fosse igual e uniforme 
para as várias amostras. O ideal seria submeter as a­
most:as a medidas de atenuação de radiação gama[2] . Co 
mo nao se dispunha do equipamento necessário , procurou~ 
-se manter igual o valor da massa especifica aparente 
global das amostras. Carregaram-se os recipientes outu 
bos, conforme a natureza do ensaio, sempre da mesma for 
ma, acomodando sucess i vas camadas de ma t erial --de mes~ 
ma espessura inicial: c inco centímetros em todos os ca­
sos -- , compactando cada uma por sua vez com o cuidado 
de proporcionar perfeito contato entre as mesmas, homo­
geneizando a zona de junção. 



Para que se evitasse a ocorrincia de diferenc iais 
de pressão entre as amostras e o meio ambiente [ 3), os 
recipientes - frascos de vidro para as medidas de po­
tencial matricial, e o tubo de vidro no caso dos ensai 
os de infiltração - foram providos de um respiro que, 
no entanto, deve ser suficientemente pequeno para que 
não se tenha problemas com perdas de umidade por evapo­
ração para o meio ambiente. 

A determinação da umidade das amostras em todos os 
ensaios foi feita por pesagem e secagem, utilizando uma 
estufa a l05 °C por um período de pelo menos 24 horas. Pa 
ra as pesagens usou-se uma balança a~alítica. -

Adotou-se o valor de 1 ,65 g/cm para a massa espe 
cífica aparente global do material poroso no estado se~ 
coem todos os casos. Não obstante os cuidados, compro 
vou-se variaçÕes de até 5% em torno desse valor. -

A determinação da porosidade foi feita com base 
nos valores da massa específica aparente global e da mas 
sa específica média das partículas . 

Todos os ensaios foram realizados em uma sala dis 
pondo de ar ~ondicionado, fixando-se a temperatura nã 
faixa de 22 - 3°C. Negligenciou- se qualquer efeito de 
temperatura nos resultados obtidos. 

O TENSIÔMETRO - CARACTER!STICAS DE RETENÇÃO DE UMIDADE 
DO MATERIAL POROSO 

O tensiômetro aqui empregado é munido de um mano­
metro de mercúrio, sendo o espaço entre a cápsula poro­
sa e o mercúrio preenchido com água [ 4]. 

As cápsulas porosas usadas foram obtidas a partir 
das guarniçÕes de suportes utilizados em laboratório pa 
ra o aquecimento de recipientes sobre bicos de Bunsen~ 
Não se dispÕe dos dados a respeito das condiçÕes em que 
foram fabricadas. Possuem um comprimento de l3mm , diâ­
metro externo de 6,9mm e interno de 4,7mm. 

Na construção da haste do tensiômetro, colou-se a 
uma das extremidades da cápsula porosa um tubo de vidro 
transparente sendo a outra extremidade vedada com resi­
na epóxi . A haste é ligada ao manômetro através de uma 
mangueira de plástico transparente flexível com especi­
ais cuidados para evi tar vazamentos. 

Para as mediçÕes de potencial matricial, as amos­
tras são acondicionadas em frascos de vidro com aproxi­
madamente 18 cm de comprimento e 7,5 cm de diâmetro in­
terno. 

Uma pequena folga entre a haste do tensiômetro e 
a tampa do recipiente propicia o permanente equilÍbrio 
da amostra com a pressão reinante no meio ambiente. 

No momento de dar início ao processo de medição, a 
haste do tensiômetro munida da cápsula porosa é inseri­
da na amostra devidamente preparada. Já nos primeiros 
instantes de cantata da cápsula com o meio poroso, o mer 
cúria do manômetro começa a ser movimentado a partir do­
nível correspondente à situação de auséncia de sucção 
("zero" do aparelho). Depois de um lapso de tempo ne­
cessário para que se atinja o equilÍbrio, a co luna de 
mercúrio situa-se numa posição que corresponde ao poder 
de suczão matricial desenvolvido, pelo meio poroso na 
condiçao de conteúdo de umidade em que se encontra, con 
forme a Fig.- l. 

CAPSULA POROSA 

NIVEL DE REFERÊNCIA 
POSITIVO P/ BAIXO 

~ .H 0 

_____ 1_1 __ 
J-~r-t-~ ·~~ 

FiQ l - OJNDIÇÃO DE EQUILIBRIO: MANÔMETRO 

UMA SUCÇÃO V TOTAL "* O 
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Os valores de sucção medidos são expressos em ter 
mos de centímetros de coluna de água: 

'I' 
m '!' H o + VH g . '!'H 

2 H O g 
2 

(l) 

onde: 'I'H20 = altura da coluna de agua no manome tro 

(cm); va lor pos~t~vo; 'I' Hg =altura da coluna de mercú­
rio no manômetro (cm); valor positivo no sentido de ci­
ma para baixo desde a interface água-mercúrio até a in­
terface ar-mercúrio. 
Como a altura da coluna de á gua num dado momento é dada 
por: 

'I'H20 'I' H
2
o

0 
- 'I'Hg/ 2 (2) 

onde 'I'H20
0 

=altura ~a.colu~a ~e água qua~d~ os níveis 
de mercur~o co~nc~dem na pos~ çao zero. 

chega-se a que: 

'I' 
m (~ · 'I' ) + ( '!'H Oo - 'I'Hg/ 2) p Hg 2 H

2
0 

(3) 

Na tarefa de obter a curva de retenç ão a partir 
de pontos experimentais, mediante a utilização de uma 
série de amostras com umidades diferenciadas e previa­
mente conhecidas, a forma de operar o aparelho pode le­
var a resultados diversos (histerese) . 

Com o fim de avaliar a importância do fenômeno de 
histerese relacionado à migração de umidade no meio em 
questão, também determinou-se uma curva segundo um pro­
cesso de drenagem a partir da saturação. Uma curva des 
te tipo representa o limite superior em termos dos valo 
res de potencial matricial para os correspondentes teo~ 
res de umidade; vale dizer, é uma curva isenta de hist! 
rese. 

Verificou-se que, sempre após a ocorrincia de des 
conexão, acontecia uma queda sensível na condutiv idade 
hidráulica das cápsulas. Mesmo em condiçÕes no rmais, 
com o uso repetido das cápsulas , notaram-se quedas de 
condutividade hidráuli ca, porém não tão drásticas quan­
to nas situaçÕes de desconexão . Observou-se que o fenô 
meno é, em certa extensão, reversível, sendo o máximO 
valor de condutividade hidráulica verificado , quando a 
cápsula é nova, ou seja, sem uso anterior. 

Levando-se em conta que na desconexão, ar a baixa 
pressão é admitido nos poros da cápsula do tensiômetro, 
infere-se ~ queda na condutividade das cáps ulas possi­
velmente está associada ao aprisionamento de uma quanti 
dade variável de ar no interior da estrutura porosa do 
material . 

Observou-se que para as cáps ulas afetadas, embora 
não haja alteraçÕes no valor final de equilÍbrio para o 
potencial de sucção medido, ocorre um atraso na etapa i 
nicial da resposta do tensiôme tro. -

Os resultados relativos ã determinação da curva 
de retenção de umid ade são apresentados na Fig.- 2 na 
forma de circunferinc ias, cada qual representando a mé­
dia de pelo menos dois (2) ensaios diversos com os con­
teúdos de umidade das amostras tão próximos quanto pos­
sível . Com relação ã reprodutibilidade dos valores me­
didos, é lícito afirmar que a mesma es tá diretamente 
condicionada ã homo geneidade das amostras (massa especí 
fica aparente e conteúdo de umidade uniformes por toda 
a extensão da amostra) . Em princípio, é difícil aqui 
estabelecer quantitativamente o grau de reprodutibilida­
de associado às mediçÕes em função de ser praticamente 
impossível obter duas amostras iguais. No entanto, uti 
lizando-se amostras tão semelhantes quanto possível(con 
teúdos de umidade muito próximos), e procedendo ã medi~ 
çÕes paralelas e simultâneas com o uso de dois tensiôme 
tros, logrou-se, na maior parte das ve zes, obter medi~ 
das com ótima concordância. 



Os resultados obtidos para a curva de retenção pe­
lo processo de drenagem a partir da saturação, são tam­
bém apresentados na Fig.- 2 na forma de trângulos, cada 
qual expressando o valor da média de quatro (4) medidas 
diferentes. 
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FiQ.2- CURVAS EXPERIMENTAIS OE RETENÇÃO OE 
UMIDADE PARA A MISTURA AREIA - CAULIM 

Em vista dos resultados apresentados, pode-se afir 
mar que o caulim atua de maneira decisiva no estabeleci~ 
menta da posição das curvas de retenção no que diz res­
peito aos conteúdos de umidade mais baixos onde se tem 
a predominância dos efeitos da adsorção relacionados à 
textura (área superficial específica) do material. Já pa 
ra os conteúdos mais elevados de umidade, onde os efei~ 
tos de capilaridade dominam, a areia, por determinar a 
estrutura (geometria dos poros), estabelece a posiçao 
das curvas. Fica ainda evidente que a curva é bastante 
mais sensível à histerese nas zonas de alto conteúdo de 
umidade . 

DETERMINAÇÃO EXPERIMENTAL DA DIFUSIVIDADE HIDRÁULICA 

Utilizou-se o método sugerido por Bruce & Klute 
(1956) [ 5). Um esquema da montagem experimental é apre­
sentado na Fig . - 3. 

PLACA POROSA 

FiQ. 3- ESQUEMA DA INFILTRAÇÃO HORIZONTAL 

A formulação matemática da situação em questão é 
feita considerando-se a equação da difusão unidirecioo:a.l: 
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~t = _a_cDC e) ~l 
OC dX dX 

com as condiçÕes de contorno 

e eo; X > O; o, 
e e,; X O; t > o, 
e eo ; x-+- 00· t > o, 

' 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

onde: t = variável temporal; eo= conteúdo volumétrico 
de umidade do meio poroso no instante inicial; e,= con­
teúdo volumétrico de umidade na fronteira de umidifica­
ção; e x = variável de posição . 

Com o uso da Transformação de Boltzmann, gera-se 
uma função unívoca entre e e a variável n, onde n(e) 
x.t- 1 12

• Procedendo- se os arranjos necessários, obtem­
se: 

D(e) (8) 

Assim, levantando- se experimentalmente a curva 
n X e e possível quantificar D(e) no intervalo entre eo 
e e, . 

As colunas da mistura areia-caulim foram acondici 
onadas num tubo de vidro de 3cm de diâmetro interno d 
qual recebia internamente uma manga de plástico com mar 
cações de maneira a possibilitar o acompanhamento da po 
sição da frente de molhamento. Tão logo interrompida a 
infiltração a coluna era retirada para fora do tubo de 
vidro, puxando a manga de plástico . A coluna era então 
cortada em fatias de lcm de espessura, sendo providenci 
ada a determinação do perfil de umidade por pesagem e 
secagem (estufa). 

As placas de contato foram construídas a partir 
de filtros de água comerciais por corte e lixamentõ . 

Na aplicação do método, os valores da derivada e 
da integral (Eq . - 8) foram obtidos graficamente a par­
tir das curvas experimentais. 

Realizou-se uma série de sete (7) ensaios de in­
filtração horizontal . Para cada um dos casos, verifi­
cou-se uma razoável linearidade na distribuição dos pon 
tos, confirmando a equação empírica de Gardner eMayhugh 
(1958) [ 6 ): D( e) = a e Se , sendo a e S constantes do pro 
cesso. Reunidos os resultados dos sete ensaios , obteve 
se uma "nuverrl'composta de um total de 182 pontos, con~ 
forme Fig.-4 . Procedeu-se, então, considerando a to t ali 
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FiQ.4 - RESULTADOS EXPERIMENTAIS DOS SETE ENSAIOS DE 
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CAULIM 



dade do s pontos , à determinação da reta de melhor ajus te 
pelo critério dos mínimos quadrados. Como resultado,che 
gou-se a seguinte expressão : -

R.nD(8) n 31,0328 . 8 - 19,3971 (9) 

com coeficiente de correlação igual a 0,9831 (linha che­
ia na Fig . -4) . R.nD( 8)m expressa o valor médio do lo ga 
ri.tmo do coeficiente de difusão hidráulica, expresso em­
m2.s-1. Um estudo estatístico da dispersão dos valores 
experimentais de R.n~( 8 ) em relação à média R.nD( 8)m i~ 
dica um desvio padrao, S, i gual a 0,4377 linha traceja 
da na Fi g .-4). A expressão para a média logarítmica pa 
ra D( 8) fica : -

D(8) rrJ.n 3 , 7667 x 10-9 . e 31,0328 (lO) 

Com isso, conclui- se que praticamente 70% dos pon 
tos experimentais apresentam , em relação à média, Eq.= 
(10) , um desvio não superior a 55% . Este nível de pre­
cisão atende perfeitamente às previsões de espalhamento 
e os resultados obtidos por outros autores em mediçÕes 
similares [ 7 , 8 ]. 

DETERMINAÇÃO DA CONDUTIVIDADE HIDRÁULICA DO MEIO POROSO 
E DAS CAPSULAS DO TENSiôMÊTRO 

A condutividade hidráulica, K( 8) , do meio 
foi determinada através da difusividade, D( 8) e 
rivadas -d~/d8 relativas à curva de retenção de 
obtida com o tensiômetro . A expressão usada no 
foi a seguint e : 

I K(8) 1 = I.D (8) I mR.n m ~ .... ~ -· 

poroso 
das de­
umidade 
cálculo 

(ll) 

onde jK( 8) I expressa um valor médio. As derivadas d~ / 
d8 foram avWliadas geometricamente . Os resultados obti 
dos com o uso da Eq .- (ll) estão registrados na Fig.-5~ 
Nessa figura, a linha cheia é resultado da interpolação 
pelo método dos mínimos quadrados, da equação empírica 
K( 8) = y8E proposta por Gardner (1960), sendo y e E cons 
tantes do processo. A equação para a referida linha é:-

IK (8) I 
a 

1, 6875 X 10- 2 85 ,8492
0 (12) 

sendo jK(8) 1 os valores de ajuste sobre as médias IK 
(8) I , dadosaem m. s-1 . A co r relação obtida com os pon­
tos m calculados através da Eq .- (ll) é de 0,9984 . 

A título de comparação valores para K( 8) foram ob 
tidos por dois outros métodos diversos. O primeiro de= 
les trata- se do método proposto por Milling t on e Quirk 
[9] e o segundo o de E. G. Youngs [10]; estes resultados 
estão também registrados na Fig.- S. 

A determinação experimental da condutividade desa 
turação das cápsulas , Kc, foi feita com base na Lei de 
Darcy. Encontrou-se K = 9,44 x l0- 8m . s - l para cápsu­
las novas, podendo hav~r decréscimos com o uso. 

CONCLUSÃO 

Apesar das limitaçÕes impostas pelas técnicas ex­
perimentais e pelas condiçÕes de trabalho, lo grou- se de 
terminar os parâmetros fenomenológicos , necessários ao 
estudo do Tensiômetro, com graus de precisão comparáve~ 
aqueles encontrados na literatura para mediçÕes simila­
res . Esses resultados serão utilizados num próximo tra 
balho. 
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Abstract 

This paper pres ents the detai1ed experimental 
evaluation of the parameters re la ted with the migration 
of moisture produced during the operation of a tensiome­
ter . The attained average values , and the dispersion of 
individual results agrees with the degree of accuracy 
found in the literature. 
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RESUMO 

Este trabalho, propoe um equacionamento para o problema do tensiômetro envolven 
do o tempo de resposta associado ãs mediçÕes. Procede-se a resolução numérica do mod~ 
lo com a utilização do Método da Colocação Ortogonal. Os parâmetros fenomenolÓgicos e~ 
volvidos na análise foram quantificados experimentalmente em trabalho an~erior .. Obti­
dos e analisados os resultados , conclui-se que o modelo reproduz de mane~ra sat~sfato­
ria o comportamento do tensiômetro observado nos ensaios práticos. 

INTRODUÇÃO 

Um equacionamento para o problema da interação en 
tre um tensiômetro, munido de um manômetro de mercúrio~ 
e uma amostra finita de material poroso (mistura de a­
reia com 5% de caulim) com conteúdo de umidade conheci­
do ê proposto. 

Através do modelo ora apresentado, torna-se possí 
vel prever, de maneira satisfatória, o comportamento do 
tensiômetro verificado durante os ensaios práticos . Pa 
ra a resolução do modelo, ê fundamental o conhecimento 
dos coeficientes e parâmetros físicos pertinentes ao fe 
nômeno. Esse levantamento foi feito a nível experimen= 
tal e constitui-se objeto de trabalho anterior [ 1 ) . 

As simplifica)Ões e ~ipóteses adotadas na consid~ 
raçao do problema f~sico sao apresentadas. 

Por fim, discute-se os resultados da resolução nu 
mêrica do modelo pelo Método da Colocação Ortogonal, pro 
cedendo-se ainda um cotejo junto aos resultados experi= 
mentais. 

HIPÔTESES E SIMPLIFICAÇÕES 

Para a formulação e solução do problema, utilizou 
-se as seguintes hipóteses simplificativas: i) Conside 
ra-se que os fenômenos de migração de umidade ocorrem 
exclusivamente na direção radial (problema unidirecio­
nal), e adota-se, por conveniência, coordenadas ci lín­
dricas; ii) Admite-se que~ (potencial matricial) e u­
ma função única de 6 (conteúdo de umidade); iii) Não se 
considera qualquer efeito de temperatura; iv) Tanto o 
meio poroso (amostra) quanto o material da cápsula sao 
considerados meios contínuos e indeformáveis; v) Despre 
zam-se os efeitos de fricção e aceleração da coluna de 
mercúrio no manômetro; vi) Admite-se que a resistência 
hidráulica de contato entre a parede externa da cápsula 
e a amostra ê desprezível; vii) Admite-se que os poros 
da cápsula estão permanentemente saturados; viii) Admi 
te-se não existir acumulação de lÍquido no interior da 
cápsula (a água ê considerada incompressível); ix) Coo 
sidera-se a condutividade hidráulica da cápsula Kc cons 
tante. 

EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA 

Utilizando-se a equação da difusão em coordenadas 
cilÍndricas considerada apenas na direção do raio, 

ao a (D(a ) aa > 
--at= r- ar ar 

(1) 

Observando a Fig.- 1, tem-se como condição inici-
al do problema, o a= 6o; > (2) = : r r ' 

a = a r = 1 (3) s; r ' 1 

303 

Fig. 1 - PARÂMETROS GEOMÉTRICOS 
RELATIVOS A cÁPSULA 

= raio do recipiente, 

onde: t =var iável tem 
poral; r 1 : raio ex­
terno da capsula do 
tensiômetro; a con 
teúdo de umida~e ~n~­
cial da amostra (cm3 . 
cm-3); e e s = conteú­
do de umidade de satu 
ração (cm3.cm-3). As 
condiçÕes de contorno 
são : (a) fluxo zero na 
parede do rec~p~ente 

que contêm a amostra. 

t > 0: ~ = O; r=r~= 

(4) 

(b) na unidade de t empo, o volume de água deslocado do 
interior do manômetro é igual ao volume de água que a­
flora ã superfície da cápsula passando para a amostra . 
Não existe acumulação de lÍquido no interior da cápsu­
la. 

t>O: A K( a)a~ 1 = A$m ah; r = r , (5) 
c ar- -2- ãt 1 

onde: K( a ) = condu tibilidade hidráulica do meio poroso ; 
~1 =_potencial de sucção em cm de H

2
0 na earede externa 

da capsula (r=r 1) ; ~ =potencial de sucçao em cm de 
H20 na parede interna0 da cápsula (r= r); A =área da 
superfície externa da cápsula do tensiôgetro~ A~m =área 
da secção transversal do tubo do manômetro; h = diferen 
ça entre os níveis de mercúrio em cm. 

Tendo-se que: DH20 . ~0 = (pHg.h) + (ho _I ). pH
2
o e 

h0 = desnível entre a cápsula do tensiômetro e a posi 
ção zero em cm, veja Fig.-

3
2 . Considerando que PHg 

= 13,6g/cm3 e pH O= lg/cm , e fazendo os arranjos ne­
cessários, a conaição expressa pela Eq.- 5 pode tomar a 
seguinte forma: 

AcK(a)l!l = ~ ~ - A$m in(r~/ro) ~ (K(a)~);r =r1(6) 
ar 26,2 at 26,2 21rKd a t ar 

Exprimindo a Eq .- 6 em termos de conteúdo de umidade a , 
tem-se: 

(o( a ) aal ). r = ri 
'dr' 

~n (n/ro) 
21TKd 

(7) 

onde : o(a) difusividade hidráulica do meio poroso; 
Kc = condutividade hidráulica saturada da cápsula ; a1 

con teúdo de umidade na parede externa da cápsula; ~ 
comprimento da cápsu la. 



E a Eq.- 7 traduz a condição de contorno expressa pela 
Eq.- 5 em termos do conteúdo de umidade e . 

O exame daEq . -7 deixa claro que a taxa de varia­
ção do conteúdo de umidade na parede da cápsula el com 
o tempo é estabelecida em função de duas parcelas dis­
tintas. A primeira delas - correspondente ao membro es 
querdo da equação - mostra a atuação do meio poroso ao 
proporcionar a força motriz necessária ao transporte, a 
qual se configura pela existência do gradiente ~~ _ . 

A outra , representada pela segunda parcela no m~~b~õrhi 
reito da equação, estabelece a influência da resistên~ 
cia hidráulica da cápsula em interação com o meio poro­
so. Percebe-se que quanto maior a resistência hidráuli 
ca da cápsula, maior a influência da taxa de variaçãO 
do fluxo na dinâmica do processo. 

Uma vez solucionada a Eq . - l submetida às condi­
çoes (2), (3) ,(4) e (7), obtem-se os resultados em ter­
mos de conteúdo de umidade e . Os resultados experimen­
tais, passíveis de comparação com a solução obtida a 
partir do modelo, dizem respeito ao acompanhamento da 
evolução da coluna de mercúrio do manÕmetro durante a 
realização das medidas de potencial matricial das vári ­
as amostras testadas, ou seja, ~ o em função de t para um 
determinado eo . Portanto, é interessante expressar as 
previsÕes do modelo em termos de ~. Para isso, pode- se 
escrever: 

~o(t) = ~1 (t) + R.n(r1/ro) D(e) ae1 (t); r=r1 (8) 
2~KcÍ ~ 

sendo '!'1(t) obtido através da curva experimental '!' ver­
sus e. 

RESOLUÇÃO NIDlliRICA DO MODELO PELO Mll:TODO DA COLOCAÇÃO 
ORTOGONAL (Apêndice) 

O Método da Colocação Ortogonal aplicado na dire­
çao radial (variável r) reduz a equação diferencial par 
cial não linear com suas condiçÕes de contorno a um sis 
tema de equaçÕes diferenciais ordinárias não lineares 
que podem ser inte~radas p0r um método do tipo Runge­
Kutta Gears. ( 2 , 3 J 

Primeiramente, as Eqs.- 1, 4 e 7 são adimensiona­
l izadas com relação ã variável r, de maneira a satisfa­
ze r o i n tervalo de ortogonalidade do polinõmio interpo­
lador . A adimensionalizaçâo resulta na seguinte formu­
lação: 

a e ae D(6) r n 

êt = ~ l r*n + r1 3r* 

Condição inicial : 

t = o : e = eo ; r* > O, 
a = e : r* = O . 

s 

CondiçÕes de contorno : 

t >O:~=O· * 
3r * ' r 

2 
+ 8(~) 

3r* 
a

2
e l 

+ 3r*2 

t > O : aD(e)a e 
ar* 

b D(e) ~... .?_ <D( e) ae ) . 
K( e ) at c at ar* • 

(9) 

(lO) 

(ll) 

r* = O (12) 

onde : r*= (r-rl)/(roo-rl); n = r oo- r 1; D(e) = Qe 8a ; 

K(e ) = yeE; a = Ac ; b = A~m/26 , 2; c = -A~m . R.n(rl/r 0 )/ 
/52,4 . rr.Kc. i . 

Na resolução numérica, todas as grandezas sao ex­
pressas em unidades de centímetros e/ou segundos . Os va 
leres numéricos utilizados foram os seguintes~5 r1 = 
= 0,345; r o = 0,235; roo= 13,96; a = 3,7667.10 ; 8 = 

31 , 0328i
3
: = ~,6875: E= ~,8492; .a= :,82; b: . 

1,76.10 , c- 8,74, A~m- 0,046, Kc- 9,44.10 6, R. 
1,30; es = 0,3089 . 

A aplicação da colocação ortogonal nas Eqs.- 9, ll 
e 12 usando como pontos de colocação internos as raízes 
do polinÕmio de Jacobi, transforma-as no seguinte siste 
ma de equaçÕes : 
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se [ N+2 dai(t) _ ae __ n __ E 
_d_t ___ - ---n- ri*n+r1 j=l 

N+2 2 
Ai. a · ( t) + 8 ( E Ai . e . ( t)) + 

J J j= l J J 

+ E B . . e. (t) 
N+2 ] 

j =1 1J J 
(13) 

deN+2 (t) 

dt 

del ( t) _d_t ___ 

a 
r, 

N+l 
- ( E An+2'j 

j=l 
dei )/An+2 ,n+2 
dt 

N+2 . . c d N+2 . . 
j~lA l ,J eJ (t) - n dt(j~lAl, J a J(t)) 

___ b ___ + c8 N*2 . . 
K(a!) n .E Al ,JaJ(t) 

J=l 

(14) 

(15) 

onde: N =número de pontos de colocação internos, i,j 
subÍndice que designam determinado ponto de colocação; 
ai(t) = conteúdo de umidade no ponto de colocação i; 
Aij = derivada do polinÕmio de Lagrange, .t. (r*), em r'<= 
= r*.; B .. =derivada segunda do polinÕmioJ de Lagrange 

1 1J 
em r* ·= r* .. 

1 

H{J 

:---:1--.... ~ .~.·-r: 
-~LA.rl 
·~··:·); 

• ~ .. ";J 
~ · í I". ' • l)·r· í -;,, . ·; ~ - , ./ "l 

ho I :<"-· .:..: ·-~ 

.- -, 
/ '\ 

I \ 
119,~, 

\~/ 
\ / ....... __ ..,.,. 

FiQ. 2 - TENSIÔMETRO NA CONDI~ INICIAL 
(ACUSANDO SUCÇÃO ZERO) 

A resolução numer1-
ca desse sistema foi 
efetuada com o uso 
de um microcomputa­
dor do tipo PC com­
patível 4 . 
Obtidas a 1( t) e as 
derivad as da 1(t) re 

lativas a umgt dad~ 
condição inicial 9o 
de conteúdo de umi­
dade da amostra --­
o subÍndice l indi­
ca a posição corres 
pendente ã parede 
externa da cápsula 
do tensiõmetro . ---, 
determinou-se '!'o (t) 
com o uso da Eq. - 8 
devidamente adimen­

sionalizada. Para isso, os valores de '!' 1( t) correspon­
dentes aos de el (t) foram obtidos através da curva expe 
rimental '!' X e determinada para o material das amostra~ 

Para os cálculos, o r a io do frasco que contém o 
meio poroso, r oo , foi tomado como igual a i3,96cm em vez 
do valor real que é igual a 3,75cm . Isso se deve ao fa 
to de que no modelo é considerado que a migração de umí 
dade ocorre exclusivamente na direção radial. Se fosse 
mantido o valor de 3,75cm, o conteúdo de umidade 1n1-
cial do meio 9 o sofreria um aumento 8ensível, maior do 
que o verificado na prática, em função de que o volume 
efetivo para a migração de um1dade é bem menor do que a 
quele disponível na situação em que se realizaram os ex 
perimentos. Por isso, optou- se por considerar um raio 
maior, de maneira a preservar o volume na qual se dá em 
realidade a migração de umidade. 

O número e a distribuição dos pontos de coloca2ão 
utilizados ficaram sujeitos a determinadas restriçoes 
impostas pelas carac terísticas do método numérico. Cons 
tatou-se sérios problemas de instabilidade numérica ao 
se tentar situar pontos de colocação internos nas proxi 
midades da parede da cápsula do tensiÕmetro. Por esta 
razão, optou-se por distribuir os pontos de colocação 
de maneira a concentrá-los mais na região junto ã fron­
teira impermeável . Maiores detalhes sobre a natureza 
do problema podem ser encontrados na referência [ 4 ]. 

Normalmente, no Método da Coloca~ão Ortogonal o 
aumento do número de pontos de colocaçao usados tende 
a melhorar a precisão da solução. Para o presente pro­
blema, começa-se a ter pioras na solução a partir de um 
determinado número de pontos, chegando-se por fim a pro 
blemas de convergência. O motivo para tal comportamen= 
to, reside possivelmente no fato de que, com o aumento 
do número de pontas, alguns deles passam a se posicio­
nar demasiado prÓximos ã parede da cápsula, ã despeito 
dos parâmetros de distribuição adotados . Com isso, vol 



ta a se manifestar o problema de instabilidade menciona 
do. Para cada caso, o número de pontos internos de co= 
locação foi escolhido em função da consideração do pro­
blema de instabilidade numérica e da melhor precisão 
dentro da tendência observada . Para a totalidade dos 
casos a utilização de um ponto a mais ou um ponto a me­
nos não alterou sensivelmente a solução obtida; ou se­
ja, o Método da Colocação Ortogonal fornece soluçÕes a­
proximadas que, para fins de comparação com os resulta­
dos experimentais, são satisfatórios. 

Uma dinâmica de resposta acelerada numa primeira 
etapa, seguida de um comportamento bastante mais moroso 
até a condição de equilíbrio, é uma característica ge­
ral encontrada para os casos computados. Esta caracte­
rística é menos marcante para os casos onde o con~eúdo 
inicial de umidade eo tem valor superior a 0,07 cm) . 
crn-3, observando-se respostas relativamente rápidas . Em 
situaçÕes extremas o valor final do potencial é atingi­
do em poucos minutos. Observe a Fig . - 3. 

..J 
<l 
ü z 
'"' 1-:r 
8 

10 0 

9 0 

8 0 

. .. 
" ., 

.. .. 
OS VALORES RELATIVOS A CAOA CURVA 
CORRESPONOEM A 9o OADO EM cm3 cni 3 

0- 0. 0416 0- 0.06 27 
• - 0.0470 
' - 0 .0553 

• - 0.0782 
• - 0.0912 

_ MODELO TEÓRICO 

0 +--------.--------r-------~------~ 
l lO 100 1000 10.000 

TEMPO (min) 

Fi9 3 - COMPARAÇÃO ENTRE OS TEMPOS OE RESPOSTA PARA 
DI FERENTES VALORES OE Bo 

Nas curvas que representam as soluçÕes numéricas 
obtidas para valores de 6 0 inferiores a 0,07 cm3 . cm-3, 
observa-se uma inflexão que pode ser considerada como e 
vidência da existên~ia de duas etapas no desenvolvimen= 
to da resposta. Para os casos em que eo possui valores 
mais elevados, a inflexão não é visível, possivelmente 
por ocorrer no transcurso do primeiro minuto, o qual não 
está computado. 

Pelo exame da Fig.- 3 constata- se de maneira indu 
bitável que a constante de tempo relativa ao processo 
de medição do potencial matricial, tal como descrito p~ 
la resolução do modelo, depende do conteÚd o de umidade 
eo do meio po r oso. A constante de tempo --- e ntendida 
aqui como o tempo necessário para que uma determinada 
[ração do valor final da resposta seja atingida--- é, 
para os casos computados, progressivamente menor ã medi 
da que a condução eo do meio tem valores maiores. 

Ao examinar-se a influência do valor adotado para 
a condutividade hidráulica da cápsula K nas soluçÕes 
obtidas, constata-se que as mesmas sofr~m variaçÕes ap~ 
nas no que se refere ã primeira etapa da resposta, jus­
tamente quando o fluxo de água através da cápsula é po­
tencialmente maior. Observando-se a Eq.- 12, percebe­
-se que Kc, incluÍda na constante c , é tanto mais impo~ 
tante para a definição do fluxo j unto ã parede da cáp~ 
la quanto maior a derivada deste mesmo fluxo em relaçao 
ao tempo . Como o fluxo varia intensamente na fase ini­
cial da resposta, passando posteriormente a apresentar 
mudanças com grande lentidão, tem-se a justificativa p~ 
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ra o fato apontado. Em todos os casos utilizou-se K 
= 9, 44xlo-6cm s-1, conforme determinado exper '.mentalffien­
te. 

Em suma, pode- se dizer que a dinâmica ue resposta 
do tensiômetro está subordinada a um conjunto de duas 
principais resistências ao rluxo associddas em série. 
são elas: 

- a resistência relati va ã cápsula porosa do tensi 
Ômetro, a qual é daoa por in( rt/ro)/2nK t ; 

- e a resistência ao fluxo insa t urãdo no seio do 
próprio meio poroso, onde se realiz a a medição. Esta re 
sistência, relacionada com a resistividade hidráulica dÕ 
meio l/K(e), varia durante a medição , sendo forteme nte de 
pendente do conteúdo de umidade e . 

Na fase inicial da resposta , a resistência ao flu­
xo no seio do meio poroso é mí nima em função dos con teú­
dos de umidade elevados nas proximidades da cápsula . A 
resistência da cápsula é suportamente constant e durante 
todo o processo, entretanto , no que concerne ã definição 
da dinâmica de resposta do tensiômetro , deve perder im­
portância frente ao incremento da resis t ência oferecida 
pelo meio poroso, em especial ao se configurar a segunda 
etapa da resposta . 

Todos os resultados experimentais aqui expos t os fo 
ram obtidos mediante a utilização de um conjunto de cáp= 
sulas de cerâmica. As cápsu las foram usadas alternada­
mente, sem a observância de um critério mais rígido . 

Pela observação da Fig.- 3, cons ta ta- se que o com­
portamento delineado pelos pontos t<Xperimentais é da mes 
ma natureza daquele previsto pelo modelo. Percebe-se qu~ 
quase para a totalidade dos casos , a f ase inic i al da r es 
posta observada experimentalmente exibe um cer t o atraso 
em relação ã previsão . Esta discordância inicial parece 
indicar a presença de resistênc i as adicionais como , po r 
exemplo, a resistência hidráulica de contato entre a cáp 
sula e o me i o poroso, e/ou um acréscimo na resi s tênciã 
hidráulica da cápsula em re lação ãquela considerada no 
modelo. Conforme discutido no trabalho an t erior ( 1 ] , as 
cápsulas são bastante suscetíveis ã inclusão de ar, o que 
provoca o aumento da resistência hidráulica das ~esmas . 
Como, em todos os casos , o valor de K ut ilizado nos cál 
culos (9 , 44xlo-6 cm . s-1) corresponde ã cápsulas sem uti= 
lização prévia , portanto , apresentando condutividade hi­
dráulica máxima , é possível que o efeito da inc l usão de 
ar esteja se manifestando . 

Principalmente para conteúdos de umidade inicial 
do meio, eo , mais baixos , consta t am-se discrepâncias a­
centuadas no que se refere ã fas e final da respos t a. Es 
se tipo de ocorrência pode ser explicado em função do 
fato de que na resolução do modelo , a condição de umida 
de do meio poroso eo , sofre um i ncremento em relação aÕ 
valor inicial. Tal incremento é tan t o mais sens í vel 
quanto menor o valor da condição in i cial So , pois nes­
tas situaçÕes um maior volume de água é transfer i do do 
manômetro para o meio poroso . Além di sso , na fa i xa de 
baixos conteÚdos de umidade , uma pequena variação em e 
produz grande alteração no valor do po t encial matrici­
al, 11'. 

Na situação experimental, esses acréscimos em eo 
foram considerados , de forma que , na dete rminação dacur 
va o/ xe para o tensiômetro , os con teÚdos de umi dade das 
amostras são relativos ã condução de equil Í br i o , já i n­
cluído o volume de água transferido do manÕme t ro . 

CONCLUSÃO 

Não obstante os problemas de ins t ab i lidade numer1 
ca e as discrepâncias apontadas pode-se dizer que o mo­
delo descreve de maneira satis t a t ória a di nâmi ca de re s 
posta do tensiômetro , observada experimentalmen t e. Pa= 
ra vários cas os , os desvios para toda a extensão dares 
posta, a menos da porção correspondente aos primeiros 
minutos , não ul trapassam a 10% . Nos casos ext remos de 
baixo conteÚdo de umidade, 9 o, os desvios máxi mo s sao 
da ordem de 20%. 
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ABSTRACT 

de tensiô­
modelação 
Florianóp~ 

The dynamics of the response of a tensiometer is 
important in measuring the transient physical phenomena 
r elated to moisture transfer in unsaturated porous 
media . Tensiometers are measuring devices widely used, 
specially in soil physics , for measuring the energy 
state of water inside porous media. The transient 
response of a tensiometer, depends on the moisture 
diffusivity in the medium, which is a strong function 
of the water content, on the saturated hydraulic 
conductivi t y of the porous cup and on the moisture 
potential characteristic curve . These parameters have 
been experimentaly determined by the authors in terms 
of the water content, for a sand-kaolin mixture . ln 
the present work, these parameters have been used for 
predicting the dynamical response of a cylindrical 
ceramic cup tensiometer, by using a collocation method . 
The results are compared with experimental data 
obtained by monitoring the time evolution of the 
tensiometer readings. 

Apêndice: MtTODO DA COLOCAÇÃO ORTOGONAL 

A colocação ortogonal é uma técnica que pertence 
ã classe dos métodos conhecidos como "Métodos dos Resí­
duos Ponderados " que, normalmente, reduz a dimensão do 
sistema de equaçÕes matemáticas do modelo para determi­
nado problema, permitindo um decréscimo no tempo e no u 
50 de memória do computador, sem perda de precisão na 
solução numérica. 

Os "Métodos dos Resíduos Ponderados" - para um es 
tudo mais aprofundado consulte FINLAYSON [ 2 ] - requerem 
uma solução polinomial aproximada, que, tendo em vista 
o problema abordado no presente trabalho, pode ser re­
presentada pela seguinte equação: 

eN(r* , t) =~~i aj ( r*)ej(t), (A.l) 

N corresponde ao número de pontos dentro do domínio da 
solução. As funçÕes perturbação, e ., podem ser escolhi­
das livremente, desde que satisfaçám as condiçÕes de con 
torno da equação e sejam linearmente dependentes, VILLA 
DSEN e MICHELSEN ( 3 ) . A substituição da solução polinÕ 
minal aproximada na equação diferencial , fornecera uma 
expressão chamada de resíduo , R~(a , r*), função dos coe­
ficie n tes a.. Os "Métodos dos ResÍduos Ponderados " de­
terminam osJvalores de a. impondo que: 

J 
1 

J ~(a , r*)Wj(r*)dr* 
o 

o (A . 2) 

Os di ferentes métodos caracterizam-se pela esco­
lha da função de ponderação W.(r*). Para o caso: 

J 

Wj(r*) = (r*- r*j) com j = l , 2, ..• ,N; (A.3) 
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com 
Wj(r*) = 

para r* = r* . 
O para r* " r*~ 

J 

onde r*j são N pontos dentro de um dado intervalo. 
to de outra forma: 

~(a,r*j) =O com j = 1,2, . . . N 

Di-

(A . 4) 

ou seja, o resíduo será nulo em cada ponto r*., chamado 
de ponto de colocação. A colocação ortogonalJé uma ex­
tensão deste método para quando os pontos são as raízes 
de um polinômio ortogonal e a função e .( t) faz parte de 
uma famÍlia desses polinômios. J 

Na resolução do modelo proposto usou-se a seguin­
te aproximação para o conteÚdo de umidade, e , na dire­
ção radial r: 

eN(r*,t) =~~i2j (r*) e j(t) 

onde 2 .(r*) é um polinômio de Lagrange, 
J . 

2 j (r*) N+2(r* 
=il!l 
i#j 

- r*i)/(r*j - r*i) 

(A . 5) 

(A . 6) 

e r . , j = 2, ... ,N + 1 são os zeros do polinômio de Jaco 
bi Jde ordem N. Os N pontos de colocação internos rara 
satisfazer a Eq.-9, devem apresentar resíduos nulos. Ja 
os pontos externos 1 e N + 2 devem satisfazer as condi­
çÕes de contorno em r* = O e em r* = 1, respectivamente. 
Substituindo-se a aproximação na Eq . -9 e nas condiçÕes 
de contorno, dadas pelas Eqs . - 11 e 12, obtêm-se as ex­
pressões para os resÍduos. Essas expressÕes devidamente 
tratadas levam ao sistema de equaçÕes diferenciais ardi 
narias não lineares, conforme representado pelas Eqs.~ 
13, 14 e 15. 

Ao ser aplicada a colocação ortogonal, dois fato­
res são particularmente importantes para estabelecer a 
prec isão da solução e o tempo de computação gasto: as 
propriedades do polinômio ortogonal escolhido, e o núme 
rode pontos de colocação usados . -

De forma genérica, os polinômios ortogonais podem 
À , ~ 

s;r.representa~os por Pi(x)• send~ os membros ~estafa-
mJl~a ortogona~s em relaçao a uma funçao peso 
À ,~ À , ~ À ~ 

W(x) . Desse modo, para W(x) = (1 - x) . x , di fe rentes va 
lares de À e/ou ~ produzem diferentes polinômios. Os va­
lores de À e ~ determinam a distribuição dos zeros do 
polinômio dentro do intervalo de aproximação. Quando À 
e ~ são grandes , os zeros encontram-se no meio do inter 
valo . A utilização de valores baixos faz com que os z! 
ros f iquem mais distribuÍdos. 

O grau de aproximação ob tido em relação à distri­
buição de zeros depende do problema especÍfico. A ado­
ção do polinômio adequado pode significar boa precisão 
para poucos pontos de colocação e, consequentemente, pe 
queno tempo de processamento. Para o modelo do tensiô~ 
metro em estudo, tendo em vista suas características e 
a estabilidade das aproximaçÕes obtidas , acabou-se por 
adotar À = 1 e ~ = 3. 
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INTRODUCTION 

THEFrOHYDRA.ULICS lN Lôf·1lti~R FLO'f! OF 

I ~T'1ISCIBLE LIQUIDS FOR FOULING REDJCTIOO 

E.NOGUEIRA ANO R.M. COTTA 
PROGRA~~ DE ENGENHARIA MECÃNICA-COPPE/UFRJ 

ABSTRACT 
An analysis is made of pressure drop and hea t transfer rates in cocurrent lami­

nar flow of immiscible liquids in direct contact inside simple shaped duc t s such as 
circular tubes and parallel-plate channels . The analytical expressions obtained ar e 
read i ly applied to the solution of a water- kerosene system of i n ter es t t o fo uling 
and corrosion reduction in heat exchangers . 

e 

(la ,b) 

Thermohydraulic analysis in cocurrent flow of 
directly contacting immiscible liquids within pi pes and 
channels has been of recent interest [ l-4 J, in 
connection with pumpin~ of ver y vi s cous oils and / or 
heat transferenhancement purposes . Basically, the 
addition of an outer thin layer, in contact with the 
duct wall , of a less viscous and more conductive liquid 
than the original fluid in the singl e phase situation , 
can markedly aff ect pumping power requirements and 
heat excha~e rates . Such a problem was quite recen t ly 
addressed L 5 J and analytically handled to provide 
thermal entry region solutions in laminar flow of 
immiscible liquids, under the assumption of a perfect 
core-annular flow configuration for circular tubes and 
sheat-core flow for parallel-plate channels , wíthout 
interface instabilities . Extensive numerical results 
were then obtained for an oil-water combination, and 
the relative merits of adding the water film were 
analysed, under different operating conditions as 
compared to the single phase problem . A second and quite 
relevant application in this class of problems [ 6 J, is 
that concerned with fouling prevention i n heat exchange 
equipment through the addition of an outer solven t 
layer, which can eventually be more viscous and less 
conductive than the working liquid and , therefore , 
might affect the overall heat exchanger performance . 

subjected t o t he fol l owing inlet and bounda r y conditions 

Tbe present contribution makes use of the analytical 
developments in [ 5 J to study such a situation, here 
illustrated through a water-kerosene system , for various 
operation conditions and both circular tube and parrulel 
-p la t es geometry. Numerical results for pumping power 
and heat transfer rates are then critically compared for 
various relative thicknesses of the kerosene layer and 
examined against the single phase results (wa t er f l ow 
only). 

ANALYSIS 

Tbe problem formulation is given by the energy 
equation for thermally deve loping , hydrodinamically 
fully developed cocurrent flow of immiscible liquids 
in direct contact within circular tubes or parallel -
plate channels . Under the assumptions of cons tant phys~ 
cal properties , negli gible viscous dissipation and axial 
conduction, and a stable interface between the fl uids 
without considerable stratification, the appropria t e 
equations are writ t en as: 

Um(r) 
a 

ar J 
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Tm(r , O) = 

arl(r , z) 

ar 

T1 ('i, z) 

""" . -[: 

Tom ' rrn-1~r$rm 

Ir : 

o 
o 

o 

Tz(r l, 

z>O 

z) . z>O 

Kz ---­
ar 

, z>O 

fo r para l e l l -p la tes 

fo r ci r cular duc t 

(l. c ,d) 

( l.e) 

(1. f) 

P O ( 1. g) 

(l.h) 

which allow definition of the fo llowi ng dimens ionless 
groups 

R : z : K 

(2.a-f) 

where , 

(2. g,h) 

and n11 is t he duct 1 s hydrauli c diame t er. 

Sys t em( l ) above can be r ead i l y solved by the 



integral transform technique [ 7 J, from the establish­
ment of the related eigenvalue problem 

d 
dR [ Rn dW.,;(R) ]+ 

dR 

2 

Àf [ ~~ ) CWm(R)RnWmi(R)=O, 

in ~-l<R<~ , ffiE1,2 (3.a ,b ) 

with boundary and interface conditions 

dWli (R) = o , R
0

=0 (3 . c) 

dR 

wli<Rl = W2i(R) , Rl = ô (3.d) 

dWli (R) dWzi (R) , 
Rr= o K =---

dR dR 
(3, e) 

Wzí(R) =o , Rz (3.f) 

where, 

(4.a,b) Wm(R) = ã Um(R) C=~ 
et,nC 

, 
2 

and the dimensionless velocity profiles given b~ the 
solution of the appropriate momentum equatíons LS] 

u
1 

(R) 

u
2

(R) 

with, 

~ = 
c[ 1-õ2 + Ç( ô2 -R2)] , O~R.;ô 

-
u ôn+3(í]:-l) + 1 

(4. c) 

uz(r) c[1- R2] 
~--- = , ô.;R~:l (4.d) -u 

p: 

u 

~ 

on+3(í}-l) +l 

viscosities ratio = _H2_ 

~1 

average flow velocity 
Kr 2 
- 2 

(n+3) (n+l) ~ 2 

[ ôn+3 (í}-l)+l] (4.f) 

-~ 
dz 

pressure gradient (4.g) 

The St~rm-Liouville type problem (3) can be quite 
accurately and automatically solved for the associated 
eigenvalues, Ài's , and eigenfunctions, Wmi'S , by 
making use of recently advanaed extensions to the so­
called sign- count method C 7 J . Once such eigenquan­
tities have been evaluated, the analytical solution of 
problem(l) is computed from 

0m(R,Z) 
f' . 2 L ~ Wmi(R) exp (-ÀiZ ) (S. a) 

i=l Ni 
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where, the normalization integral and transformed inlet 
condition are given by 

2 

JRm Wm(R) Rn W~i(R) dR Ni= L 
m=l 

~-1 
(S .b) 

Rm 
íi = I I Wm(R) R~m(R)Wmi(R)dR 

m=l ~-1 
(S . c) 

Quantities of practical interest in heat exchanger 
desi gn can then beconsidered , f rom tbe above determined 
velocity and temperature profiles, eqs . (4 . c ,d) and 
(S.a), re spect ively. Therefore, tbe requi red pumping 
power fo r an specified duct l engh t L, is obtained 
from 

w = K L m z ! L(~1A1 + ~zAz) (6. a) 

where the total flow rate m is obtained from adding up 
the flow rates for each liquid. For comparison pu~oses, 
however, we take the pumpíng power ratio , wíth respec t 
to the single (internal) fluid situation, wbich becomes 

K 
[ on+l ~ ~] w - + (1 + ôn+l) 

"~"· 
= ---::t; - ,. -* !5 u u 

(6 .b) 

wbere, 

w* -* * -* -K L m = K L u* (Al + Az) (6 .c) 

is the required pumping power when the internal fluid 
occupies the entire channel cross section. Eq.(6 .b) 
above allows the ínspection of the extra power required 
by adding an outer layer of a more viscous liquid 
(Õ<R<l), between the duct's wall and the working fl uid. 
Also, the total heat exchange rate with the wall, over 
a leght z of ducç is obtained from: 

Q(z) = - P J: Kz 
aTz(rz,z.) 

ar 
dz 

where P is the wetted perimeter of the duc t, 

(7.a) 

For the flow of just the inte rnal fl uid , t he 
maximum beat exchange rate, obtained fo r an infinite 
duct, is given by 

* Q {<x>) E 

-* 
P rz PlCpl u 6T 

(n+l) 

(7.b) 

whích can be used to normalize Q(~) and provide the 
heat exchange ratio in the form 

Q(Z) = gQl • [ ôn+l ~ + (1- ôn+l) 
* -" Q("') u 

C(n+l)Kzu 
+ 

P 1Cp1ã~" 
í 

i=l 

fi 

etNi 

dWzi (1) 

dR 

PzCpzuz 
---_-* 
PlCplu J + 

e-ÀiZ 

(7.c) 



where, 

(7 . d) 

The asymptotic heat exchange ratio, attained for 
a sufficiently long duct is then recovered by letting 
z - > m in eq . (7 . c) above, yielding: 

Q(m) 
[Cn+3) (l+o 2 <íl-ll )-(n+l)jjo2 J 

2 )J 

- n+l n+3 - ,. 
L<n+3) (1- o )+(n+l) (o -1) j J 

2 íl 

(7,e) 

Eq . (7. c ) above allows for the ins pec tion of the 
heat exchange rates reductíons when an outer layer of 
a more viscous and less conductive liquid is added to 
the main internal flow . _ -* 

lt should be notíced that K and K were allowed 
to differ, since one might be particulãrly interested 
in prescribing either the total flow rate or just the 
internal fluíd flow rate, after adding the outer layer, 
despite the flow area reduction. Ac tually, for eqs,(6.b, 
7.c and 7.e) to be computed for different values of the 
dimensionless interface position, o , knowledge of the 
average velocitíes ratio is required, once some operating 
condition has been prescríbed, i.e., flow rates, pumping 
power, or pressure gradients ratio with respect t o the 
single fluid situation. Therefore, we have chosen to 
consider the following conditions more closely: 

a) g 

b) tÍl 

c) ffit= 

d) 'W 

K* - sarne prescribed pressure drop for the 
double and single fluid flow situations; 

·* - total flow rate kept unaltered, after m 
adding the ou ter liquid layer; 

* th flow rate of the internal(original) fluid 
kept unaltered; 

w*- pumping power kept unaltered . 

RESULTS AND DlSCUSSlON 

An application is considered that deals with the 
quite relevant problem of reducing fouling and corrosion 
in beat exchangers, through adding a thin layer of sol­
vent, such as kerosene, between the main water stream 
and the duct 1 s wall [ 6 J. The objective is then to 
investigate how the pumping power and heat exchange rate 
are affected, for different thicknesses of the kerosene 
layer, with respect to the pure water original flow 
situation. The required data are the viscosities , thermal 
conductivities and thermal diffusivities ratios, here 
taken as : 

6 . 99 

Also, both streams are considered to enter the 
channel at the sarne uniform temperature, T0 , and exchange 
heat with the wall at the prescribed temperature T~, 

For the sake of comparing numerical results tor 
various interface positions , 0 1 S, it is of interest to 
define a dimensionless axial coordinate that does not 
depend on the value of o . Therefore , for ghaphing purp~ 
ses, the following coordinate is defined in terms of 
properties for the internal fluid only as: 

* z 
(8. a) 
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where, 

* ~ax (8.b) 

First, on figures l and 2 , it is shown the pum­
ping power ratios from eq,(6.b) as a function of in­
terface position, o , for different operating conditions 
and, respectively , for a circular tube (n~l) and a 
parallel-plates channel (n=O), When the total flow rate 
is to be mantained (m=ffi*) after adding the kerosene 
layer, the pumping power has to be increased, so as to 
accomodate the larger friction due to the presence now 
of a more viscous fluid close to the wall; in thi s 
case, the pumping power ratio tends to the viscosities 
ratio as the internal fluid vanishes ( o-->0). For the 
case of m1 = m* , the pumping power needs to inc r ease 
markedly, so as to conserve the sarne water flow rate 
through progressively smaller cross sectional areas; 
however , for thin kerosene films, the extra power re­
quired for these two situations are practically 
coincident to the graph scale. lf the pressure drop is 
pr escribed (K = K*) then the pumping power ratio de­
creases with-o , since smaller flow rates are now needed 
to dissipate the sarne amount of energy through fri c tion 
with the wall, tending to the inverse of the viscosiries 
ratio as o ~ O. 

Figures 3 and 4 present the asymptotic heat 
exchange ratios, eq,(7e), in terms of o f or all four 
operating conditions here considered and, again, for 
both circular tubes and parallel-plate channels. As 
expected, at least from intuition, the tota l heat ex­
change decreases due to the addition of a less conclue­
tive layer of fluid close to the wall, for tbe cases 
K = K*. w = w *. and m •m *. However when the water flow 
rate-is conserved (ml = m*), the beat exchange attually 
increases as o decreases , allthoughn.ot signifícantly for 
thin kerosene films . Such a bebavior is due to the 
larger velocities imposed to the overall flow field, 
making the convective exchange gain more important then 
the added thermal resistance of the kerosene layer; of 
course, the heat transfer enhencement observed is paid 
at the price of a quite significant increase inpumping 
power , as shown in figs. l and 2 . 

Figures 5 to 8 correspond to the heat exchange 
ratios , Q(Z*), along the thermal entry region within a 
circular t ube for the operating conditions, respecti­
vely, IDl = m~ • m = m* , w = w* , and K = K*. The repre­
sentative values of o = 0,9999, 0.99: 0.95, 0.8, and 
0,6 were taken , where the value o:0 , 9999 was considered 
so as to verify the convergence to the singl~ fl~id flow 
solution. For the cases m = m* , w = w*, and K = K*, tbe 
thermal entrance length does not seem to be-signifi­
cantly altered by the second fluid layer , even for 
smaller values of o(0.6) , ln the case of m1= m* (fig.S), 
however, some interesting remarks can be made. First, 
for sbort ducts , a decrease in heat exchange ratio is 
observable , with respect to the maximum heat exchange 
rate , Q*(m) , Clearly, it takes a certain duct length 
for the convective gain to overcome the added conducrive 
resistance , and reach tbe integrated resulta presented 
in figs.3 and 4 . Therefore, close to tbe inlet, tbese 
two effects practically compensated each otber, and the 
curves for different values of o were not so different 
from each other. ln the remaining figures , the two 
effects work in the direction of reducing heat exchang~ 
since flow rates are less or equal to the original one 
and the less conductive fluid is still present, and 
the various curves for different o 1 s are markedly dis­
tant even for short duct length. Also, from fig.S, it 
can be said that the thermal entrance length in this 
case (ml = m*) increases as o --> O, sine e i t now takes 
a longer duct for full heat exchange to be attained. 
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OBTENÇÃO DE PERFIS DE TEMPERATURA POR SIMULAÇÃO ESTOCÁSTICA DO 

TRANSPORTE DE CALOR EM ESCOAMENTO TURBULENTO CISALHANTE 
ANISOTRÓPICO ENTRE PLACAS PARALELAS. 

8 RALF GIELOIII 
Instituto de Pesquisas Espaciais - 12201 São José dos Campos - SP 

DALE III. KIRMSE e RAY III. FAHIEN 
University of Florida - Gainesville FL 32601 

RESUMO 

Perfis de temperatura para um escoamento turbulento entre placas paralelas de 
temperaturas constantes são obtidos através de simula~ão estocástica Lagrangeana uti 
lizando estatisticas locais experimentais. A comparaçao dos resultados co~ dados exp~ 
rimentais é favorável, desta forma apontando uma alternativa para a soluçao da equ~ 

ção da energia (ou da conservação de espécies em mistura), em especial para geometri 

as complexas. 

INTRODUÇÃO 

Turbulência e uma das ocorrências mais comuns em 
qualquer sistema em escoamento, natural ou artificial. 
FenÔmenos atmosféricos, oceanográficos e fluviais de 
grande e pequena escala são usualmente turbulentos, 
tal como muitos sistemas astrofisicos. O mesmo é váli 
do para a maioria das situaçÕes industriais e domésti 
cas onde ocorre o escoamento de fluidos ou a sua mist~ 
ra . Não obstante, dada a complexa natureza estocásti 
ca não-linear dos fenÔmenos turbulentos, seu tr~ 
tamento ainda é bastante incipiente, mesmo nas situa 
çÕes mais simples. Neste trabalho, apresenta-se um mo 
delo estocástico para simular o comportamento dos ele 
mentos de fluido em escoamento turbulento não-homog~ 
neo anisotrÓpico permanente, aplicando-se-o para a ob 
tenção do perfil de temperatura em um escoamento de 
Hagen-Poiseuville incompressivel entre placas para!~ 
las infinitas . 

MODELO 

Movimento. 
do é dada por 

X(t +t) 
o 

A trajetÓria de um elemento de 

Y...<\lt0 ,~)d\, 

e sua velocidade é expressa por 

onde 

V(t +t) 
- o 

~(t) 

e a aceleração Lagrangeana e t o tempo. 

flui 

(1) 

(2) 

(3) 

Desenvolvendo a velocidade e a posição em séries 
de Taylor em torno de um instante de tempo arbitrário 
tk, resultam 

v. (t) 
1 

(4) 
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X. (t) 
1 

+ 
1 

2 
(5) 

Em campo turbulento estacionário os elementos de 
fluido são continuamente submetidos a forças aleatÓri 
as, que se manifestam sob a forma das aceleraçÕes ale 
atÓrias V. Os componentes destas forças são supostas 
atuarem ;em memÓria de efeitos anteriores, além de po~ 
suirem propriedades estatisticas dependentes de posl 
ção. Desta forma, pela escolha aleatÓria de flutuaçÕes 
de aceleração estacionárias para os tempos entre mud~ 
ças nas forças que atuam sobre em elemento do fluido em 
escoamento anisotrÓpico não-homogêneo como os eis~ 
lhantes, a trajetÓria deste elemento e dos componentes 
de sua velocidade podem assim ser computados através 
da aplicação sucessiva de equaçÕes (4) e (5) . 

Evidências experimentais como as obtidas por 
Simmons and Salter (1938)[1] e Townsend (1947)[2] mos 
tram que as distribuiçÕes probabilisticas marginais 
das flutuaçÕes de velocidade e de aceleração turbulen 
tas são normais para todos os efeitos práticos, como 
sejam, respectivamente, V. n N (<V .>,a ) e 

1 1 vi 

V ~ N (<V.>;a ), onde< .•. > é o operador valor esp~ 
i 1 vi 

rado (média) e a' a variância. 
Como as forças que causam as flutuaçÕes de acele 

ração atuam sem memÓria, o tempo entre suas mudanças 
é exponencialmente distribuido (3], isto é, 
T. n exp (À ), onde o parâmetro é o tempo médio entre 

1 ti 
mudanças em cada direção i [4] . Para o caso isotrÓpl 
co (unidimensional), partindo do tempo médio entre os 
zeros de uma função estacionária normalmente distribui 
da V, Kirmse (1964) (5] concluiu que Àt = Kav/o~ , com 
K < w, tendo Gielow (1972) [6] determinado por experl 
mentação numérica ser K igual a 0,5, deste modo mos 
trando Àt igual a 1/(2w) do tempo médio entre os z~ 
ros da função V. Este resultado é então estendido para 
o caso não-homogêneoanisotrÓpico (b1- e tridimensi~ 
nal ) , supondo-se-o válido independentemente em cada d! 
reção, como seja, À = 0,5 a /a , onde Àt· represe~ 

ti vi vi 1 

ta o tempo médio entre as mudanças do i-esimo 
nente da aceleração aleatÓria ~· 

comp~ 



Des te rrtodo . :e~-se t o dos os conceitos pAra e f e 

tuar as integraç~~s n as e quaçoes e (2 ! , ,.~~ a con 

se q~en~e ob ten~~o ja ~cs1ç~o e vel ocidade do t':~~:enLo 

àe fluido cor.side:-aào . Case este elem e n t:o <!":::""<c~ ~ Hi: , : 

das paredes , sua t r aJetbria sofrer~ r·efl ~ x~c :r~3 ~. Po r 
sinal, dev e-se notar q ue os va l ores das p:·o!-J :' .i -:-daàes 

estat i sticas âo escoarr:ento var iam com a pos1· ; ~c no es 

paço . Por es te mot ivo , div i de - s'= o t empo d e 1ntegr·açào 

em s ub-incrementos 1 , su f i cientemente i' equcnos , ao 

f"im de cada u m dos quai s se atua l izan: ns pr·o~lriedades 

c itad~s. cu jos va~ ores s~o obtidos de dados experime~ 
t~is. Ver esquema na Figura l. 

T 
1--1 

Lu....J_~,d, rl 
...... i'"'" ~ ~ "'"'1-

1 Tl Tf 

UuL 

Fig u ra 1 . Ob tenção da ace leração , ve l ocidade e pOSl<;c,o . 

Par·a o escoamento de Hagen-Po i seui ~ le 1ncomp !·~s 

sivel permanente completamente estabelecido ent:·e p l ~ 

cas paral elas infinitas , das Equaç;es •4) e (5) resu l 

ta, para cada s ub- i ncremento 1, que: 

v ( t +1) 
z k 

v ( t ) + 1 (<V (y l > + v • < t I I 
z k z z k 

v ( t + T I = v ( t ) + T( <V (y ) > + li' ( t ) ) 
y k y k y y k 

Z(\+T ) Z ( \) + 

Y(\+ t) = Y(\) + 

1 

2 

1 

2 

(V ( t ) +V ( t +T )) T 
z k z k 

(V ( t ) +V ( t +t))T 
y k y k 

( 6 ' 

(7) 

(8 .l 

19 ' 

em que todas é6 méclias e v a ri a ncias nece s s a : ·.i.a s depe nd e m 

t~o somen te da posiç;o lateral y qu e o eleme nto de 

fluido ocupa no i nstante tk. 

Tr·ans porte de Calor . Pa ra simular o transpo:·•n 

de ca l or· com paredes atuando como f'ontes o u s um idouro:­

deste, segue- se simu ltaneamente um nÚ:r.ero sufi c ::.en-ce 

de elemen tos de f l u ido qu e se desl ocam independenteme~ 

te como acima descrito , partindo de posic;Ões aleat.Ó:--2_ 

as no interi or da reg i ~o de inter esse e senào r·eposto::. 

sem al t e raç~o fluidodin~mica na entrada do regi~o case 

a deixem. Adi a nte se descreve a determinaçio d8 temr~ 

ratura de c a da elemen t o de fluido. Outross im, p a 1 ~ o b .,. 
ter os perfi s de tempera tura, a regi ao àe interesse e 

divid i da em célul as , cuja temperatura num dado i nstan 

te ~ de t erminada pela m~d ia das tempera turas dos ele 

men t es de fluido nelas contido~ nes te instante , proc~ 
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dendo-se assi~ s~ J C0~Sl vnm e nte at~ ch egar ao 

2~'r·mane~t P , no ~lln l :, ~O rll.lgtJr':i~~o cto cJmp o de 

:-..::-g ,_ ~~:e 

(· ~~:.:. t' 

~·::;tur as m ·~~d iar, J.(".'l'~:'li~~ ;_;c nnancce est <:tt ~~t·ir-.~t::1t.~ r -;---_·, _::;_;r;s 

~-'1n ~ ~~· . . •\s s Lrr., p :-·, ;· .s.. o caso perr:1 <::U1 cnt e , é SULlClt::'nl~ 

·_1com ~ .:mna: · :.tf.Jenas um e l emento de fluuJ ~l , como de se:·~ 
t-o , po r· um nÚmero ~u t' ic i c nte de passap,-,_·ns p~lCJ r·e:sl-ao 

··i e i n ~c:-·ess~ . Na p:-á ti c a , L'm tempos lf.,U<J. l me n t e esp~ 

çados, dete t'm l na - se a c~ l t J l~t e m qu e se sttua o e l eGe~ 

~~o de f l u i do e se adiclon c:t s ua tempe r·atura J.O :.acumula 

dor a "~la :Jssoc i ndo ; Q tcmpe!'3tu:·a de c:~da célula , n o 

fin1 , ~ ob t1d~ divJdi ndo- se o vnl o~ de set; ~~:u~:~l~do :' 
pelo nÚ mero oe cletCI'''T•1 n~-K ~~e ~ n··l <. I ~·e l L .. 1.-, . 

T em1•c r·é1 t:_l:·;:1 . 

elem ento el e f lu icio , 

No que 3e ~·ct'cr·~ a t(!r. ~ 1 e r· ~a:u r· ~ :: 

: · <:~~: 1-:• 1 :--_ t-. e~' es:'_;~:> ll :-". L ~~:;i.ri.:.t 

po:- p :n·(·dr>:-; l.a t,E-r-a.:.~J -~~ d:·.-l; ilda er1 ;· r-r:~oe:·_: ~ .... ~.:- ~ ,~ ~ 

TJ'PC:x ; ':-: - :.:~ .; . - :~"'f.~.···~âes r.3o se podendo ne.c:: r:. :..L-3 Úl ti111.::1.s -c~ 

ja csre~sur·a ~ 1gual ao dobro da subc~1mada vtscosH -
àespr·ez . .:u· o t:·<-Jns por·te mo lecular de calor· . Se o cl-=-

mento de flu1do i n )c l .:::t seu mo vimento n;:1 :·e-gi;c ce~ 

t n :-tl , fic.:1 com .:1 te!':pe~·ntur·a íl a e r. tr· ·J.Jtt; ... ~ ·- :-30 ·:-cn-t::·~ 

rio , recebE> ( l tcmpC':':ttur--::1 det(':·~indi~ -- : :;ei .:. ; · ~- :·: -t l :ie 

Deissler par·u u subc.'GI ~Jda vi scosd ~~~ n .:~ :r. · . e:-- ;~:-1ce 

desta com .:1 regiuo centr:::il. Ou :!·oss: :: , ::o;::> r.:; ;. : ·<: -1~l C' 

tra j et Ó!~i J s ub sequente de· e • -?r. e~. ~·--~ d o? f ~ ;_ll .Jo ; ". -:-: ~:: t:-- :J. I' 

em subcamada v i scosa , :jclqulr'e 8 ~-e~p e: · :•tur·~ J el~: co r· 

respondent e . 

DADOS 

A simu laç~o da trajeL~ : - :~ de e~~mer.to Je ~lu1do 

confcrme o mode l o cú":;c ~ · t to : -e .T:e;- o c0n:-:ecir.~-er.:o :-ias 

p!·op r iedades est .:t 1 :-:. ~ ~c::-15 L~1g : --Jn. g·-::·ar.:: ~;; -jo ·:-sc ·::.;,:;-:~:"1:o 

turbulento. Ent:-·t- - ::JT-:tr:·. os ci~1dos ~"'x:~ <:':·:;:-.er:~nis ,_~;,:;~~ 

n~veis s~o ~~l e~:.!~os . po!s s~o ~cà i ~os e~ po~:~s ~: 

xcs e suponüo o h1pÓ ~. esc· e·>'~ ; i""c .~ .....,;jl1 da , est~l :i l':l~o 

i~pl i cand o a iguai~3=e rios n~e~·ad or·es v~ l o:· ~5pe~uac 

< ••• > e méu i a ter;;~ .. o :·.:1.l 

Feli ::::'7lent:(.- , .. :o r:-1 :"::1 1:- x c·: -~·;.i;J ,:.:t 3 v ::t: ·i anc:as ~ ::::~ ::: co::-, 

po:: e nt es da :.l C(• .: ••·:· ::: ~·~ : o , ro,i.:,l:-; ::1s c;_: __ \ ~~ r_ erl .-~ :l c3.s :_g_ 

grangean as 

obtidas de 

E) [ 6 ] . 

de E'S.~O~~~n to SdO :2u~1s a , '~ pode~ se~ 

J3~os Eu l cr ian os ' Gielow, ~972 , /\pênàice 

Para dete ~·mi nar· 3 v ar·1anc i tt da -·~ c'C'lo:·~-1 · .!c La 

grnngeana l oc~ l . supoe- se uma 

t:-,· as macJ'Oesca l as tempo r ais 

!Mickel sen , 1966 [8 ] ; Kirmse, 

depend~Gcia l~n~~!· e n 

E u l e r i ~n~ e ~agrangeana 

1964 [ 5] ; , resu; ::mdo 

r 
o ·~· 

7. 

s· 
l 

a. , -; 
v 

y 

du ' 
? 

.~ z 

L: ' 
\' -,- , 

·1Y J 

• / ' 

a ' u 
z 

•/ 2 

a ' u 
y 

o nde ~ e um par;netro e u' a flut uaç;o Eu l er i ana 

( 10 

I ll) 

da 

·..;c- :oc i da de . ('l v~ lo :· dP B, para o nÚmero de Reyno l ds 

:cu :cd tt 12 . 300 (.. 0 , 7 [ 6j, t e ndo s i do o bt i d o por ten t~ 
t1 v;:1 e er~r ·o de qut:> :--esu l tou ~->imulaçào do espâl!l amento 

l .:='t t e t·al Y · ~ 1 ctênt.i c o ao esper~do ma terr\a t 1camen te ; por 

m : l ~ '(' l::-tdo, par·a o C3SO- l lm i te isotrÓ p1co , es':a s1r:.~ 

~=~ çao rep:·od u z bem ri3dos e x p er·1menta is de ils~e t·s;o 

g~so sa m pci ici o~ rlo r· ~'l i nt et ali i 1960) [ 9 ]. 

Neste tr3b a lh 0 s e estu ti8 a simul aç;o do t rans 

~orte de ca l or entr0 r•lacas par·alel as co rn o numero 

(}p Reyn o l ds igual 8 17.300 , ut i l iz and o- se dados 0XP! 

r imen t~1 s obtidos po r Laufer ( 1952) [ 10] e Comte-

I 
1 
-~ 

1 

í 

_...... 



Bellot (1965) [11) , devidamente adimensionalizados 
mostrados na Figura 2. 
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Figura 2 . Dados utilizados na Simulação. 

ALGORITMO 

A simulação dos perfis de temperatura em um es 
coamento turbulento cisalhante anisotrÓpico permanente 
entre placas paralelas mantidas a temperaturas cons 
tantes , com o fluido entrando isotermicamente na reg~ 

ão de interesse, é feita através de algoritmo , elabo 
rado em conformidade com o modelo descrito. Os passos 
deste algoritmo são os que se seguem , em que os dados 
necessários são sempre determinados na posição lateral 
onde o elemento de fluido se encontra (ver Figura 1): 
a) Escolher aleatoriamente a posição lateral inicial 
y e determinar a velocidade média local e todas as 
suas caracterÍsticas estatÍsticas, assim como a temp~ 
ratura (z*=O);b) escolher para i= y,z, fazendo t =t , 
os valores V. (t ) ~ N (<V.> , a . ) ; c) para i=y,zk gs 

1 o 1 vi 
colher IV

1
.1,.... N (<V.>, a.), positiva; d) para 

1 vi 
escolher S '""' N (<V.>, a. ) ; para cada i, se S > V

1
. 

l. vi 

i=y,z 

fa 

zer 'V.> O ou, se não, 'V <O ; e) para i= y,z escolher 
1 i 

o tempo T n EXP(À ) de atuação de 'V. e dividir T 
ti 1 

em 

sub-incrementos t; f) calcular , utilizando as equaçÕes 
(6) a (9) para cada increme~to T, o~ valores de Vy; 
Vz , Y e z,_verificando se ha reflexao em parede ousa~ 
da da regiao de interesse (prosseguindo em conformida 
de com o verificado );at~alizar os dados estatísticos 
para a nova posição lateral, além de verificar se há 
alteração de temperatura, acumulando a informação a 
esta referente na célula em que o elemento de fluido 
então se encontra . Existe provisão para tratar os eve~ 
tuais sub-incrementos temporais finais Tf' menores que 
T, e consequentes sub-incrementos t

1 
mostrados na Fig~ 

ra 1; g) incrementar o tempo de Te repetir os passos 
a partir de (c) até alcançar o nÚmero desejado de pa~ 
sagens do elemento de fluido pela região de interesse , 
ocasião em que se obtém a temperatura de cada célula. 
Estas temperaturas são iguais ao valor por célula acu 
mulado conforme (f) dividido pelo nÚmero de acumula 
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çÕes nela realizadas, podendo-se suavizar os 
de temperatura resultantes. 

perfis 

Este algoritmo pode ser caracterizado como um 
método de Monte Carlo, pois envolve o uso de técnicas 
de amostragem estatÍstica para a solução de um probl~ 
ma . No caso, para o computador de 32 Bits utilizado , 
os nÚmeros aleatÓrios necessários foram obtidos pela 
relação recursiva multiplicativa congruencial 
R = 65539R (mod 231) (IBM, 1970 ) [12) , cuja ale~ 
t~~Iedade loc~l foi provada pelos testes usuais como 
os de Kendall e Babington-Smith (1938) [13) . A Figura 
3 mostra algumas trajetÓrias tÍpicas na região de in 
teresse, tendo- se acompanhado o elemento de fluido em 
cada uma por 200 unidades adimensionais de tempo; 
outrossim, as reflexões nas paredes são indicadas por 
traços verticais onde ocorrem . 
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Figura 3. TrajetÓrias TÍpicas . 

RESULTADOS 

Perfis de temperatura obtidos pela simulação 
para um escoamento turbulento cisalhante anisotrÓpico 
permanente entre placas paralelas - com nÚmero de 
Reynolds igual a 12.300 e com a temperatura adimensi~ 
nal da parede inferior mantida em - 0 ,5, a superior em 
0,5 e a de entrada na região em 0 ,0 - são mostrados 
na Figura 4. Referem-se (i) à região de entrada, que 
se estende axialmente (z* ) de O a 23,75 distâncias 
entre as placas, cujos perfis foram obtidos com 590 
passagens do elemento de fluido pela região [esque~ 
da) e ( ii) a região mais extensa-tÍpica de equipamen 
tos experimentais [14 , 15) -que se estende até z*= 
237,5, cujos perfis foram obtidos com 240 passagens 
pela região. O comportamento dos perfis obtidos é coe 
rente com o fisicamente esperado. 

Outrossim , para a posição axial adimensional 
z* = 237,5, o perfil simulado compara-se bem com med~ 
das realizadas por Page et alii (1952) [14) , com dif~ 
renças da ordem dos erros experimentais . Finalmente, 
para uma simulação de transporte de massa semelhan 
te, o perfil de umidade para z* = 87,5 também se com 
para favoravelmente com dados experimentais obtidos 
por Tow1e e Sherwood (1939) [15), sendo as diferenças 
da ordem dos erros experimentais . 
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Figura 4. Perfis de Temperatura Simulados . 

CONCLUSÕES 

Os perfis de temperatura (e umidade) obtidos 

... 
.11 .. 

•• as 
-.so 

p~ 

lo método apresentado simulam razoavelmente bem resul 
tados experimentais existentes, desta forma indicando 
um modo alternativo para a solução da equação da ene~ 

gia (ou conservação de espécies em misturas ) de um e~ 

coamento turbulento anisotrÓpico, principalmente co~ 
siderando geometrias mais complexas para as quais es 
ta metodologia pode ser estendida sem dificuldades. 
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ABSTRACT 

Temperatura profiles for a turbulent flow 
between parallel plates maintained at constant 
temperaturas are obtained through a Lagrangian 
s tochastic simulation which utilizes local 
experimental statistical data. The comparison of 
the results with experimental data is favorable, 
thus showing an alternativa way to solve the energy 
equation (or the conservation of mass equation ) , 
specially for more complex geometries . 
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TRANSFERÊNCIA DE CALOR TRANSIENTE NO INTERIOR DE DUTOS 
COM TEMPERATURA VARIANDO PERIODICAMENTE NA ENTRADA . 

8 JERÔNIMO DOS SANTOS TRAVELHO e 
WILSON FERNANDO NOGUEIRA DOS SANTOS 

LaboratÓrio de Combustão e Propulsão - LCP/INPE 

RESUMO 

O presente trabalho apresenta um método de solução para a transferência de c~ 
ler por convecção forçada laminar no interior de um canal de placas planas paral~ 
las, onde a temperatura na entrada varia periodicamente e na parede sendo uma função 
desconhecida do tempo e posição , determinada dinamicamente por um balanço da taxa de 
transferência de calor e energia armazenada. Este método consiste em empregar-se 
transformada de Laplace e integração numérica. 

INTRODUÇÃO 

O estudo da transferência de calor por convecçao 
forçada, no regime transiente no interior de dutos e 
com condiçÕes na entrada variando periodicamente, tem 
sido de interesse para controle de trocadores de ca 
ler. Para muitas aplicaçÕes em engenharia, os transie~ 
tes iniciais são negligenciados e a solução quase-est~ 
cionária e normalmente assumida para fornecer o campo~ 
tamento térmico do equipamento. 

Como uma consequência deste interesse, alguns 
trabalhos tem surgido na literatura. 

Sucec e Sawant [1] analisaram este problema no 
interior de um canal de placas planas paralelas, onde 
a temperatura da parede não era determinada a priori, 
mas determinada por um balanço da taxa de transferên 
cia de calor e energia armazenada. O perfil de veloci 
dades empregado foi o parabÓlico e a solução foi obti 
da para um regime quase-estacionário . 

Novamente, Sucec (2] analisa o mesmo problema 
considerando o escoamento do tipo "Slug Flow" e a ite 
raçao entre parede-fluido ocorrendo apenas em uma par~ 
de. 

O modelo de escoamento do tipo "slug flow" tem 
sido empregado na solução de um nÚmero de problemas 
transiente conjugado, simplificando então a análise e 
sendo representativo de situaçÕes fÍsicas em 
ria. 

Importantes contribuiçÕes foram dadas 
Sparrow e Farias [3] e Cotta el al [4]. Sparrow 

engenh~ 

por 
and 

Farias estudaram o problema transiente conjugado no in 
terior de um canal de placas planas paralelas (assumi~ 
do "slug flow") e obtiveram uma solução na forma de s~ 
rie de exponenciais cossenos . Esta solução no entanto 
necessitava do cálculo de autovalores complexos que 
dependiam das propriedades do fluido e parede , e da 
frequência de oscilação da temperatura. Um processo de 
tentativa e erro foi tulizado para avaliar numericame~ 
te as partes real e imaginária dos mesmos. Cotta et 
al avançaram nesta análise extendendo-a para o escoa 
mente no interior de tubos, e sugeriram o uso do méto 
do da contagem (Count Method) para a obtenção dos auto 
valores complexos. 

O presente trabalho apresenta uma maneira alter 
nativa de se resolver a mesma situação fÍsica apresen 
tada por (3] e (4] , sem a necessidade do cálculo dos 
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autovalores complexos. Esse cálculo é evitado aplica~ 
do-se a transformada de Laplace as equaçÕes e condi 
çÕes de contorno que descrevem o porblema. A anti-
transformada, que é a soluçã o do problema original, e 
obtida numericamente . 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

O trabalho aqui analisado, considera a transfe 
rência de calor por convecção forçada, transiente no 
interior de um canal de placas paralelas separadas de 
2L e espessura 1. A temperatura do fluido na entrada 
varia senoidalmente. A temperatura na parede não é co 
nhecida, mas determinada por um balanço da taxa 
t r ansferência de calor e energia armazenada . 

de 

A formulação matemática do problema, levando- se 
em conta que as propriedades de transporte do fluido 
e parede foram mantidas constantes e que a condução 
axial em ambos foi negligenciada , é dada por 

em 

at 
T ( x,z,t) + U 

at 
T (x , z, t) 

aT 
a a;T (x ,z,t ) 

o< X< L, z >o, t >o . 
Com a condição na entrada dada por 

T (x , o ,t ) = T + 6T 
o o 

iwt 
e 

e as seguintes condiçÕes de contorno 

ax T (x ,z,t ) I =O 
X =0 

-K T (x ,z,t ) l = p c 1 
ax x=l w w a t 

T(z,t) 

Como o objetivo do trabalho é obter a 

(1) 

(2a) 

(2b) 

(2c) 

solução 
periÓdica , então torna-se desnecessária a condição ini 

cial em t=O· 
Assumindo escoamento do tipo "slug flow", U= 

const, as equaçÕes (1) e (2) são modificadas pela in 
tradução dos seguintes parâmetros adimensionais: 

X 
X = 

L (3a) 



z 

o 

a* 

az 
UL2 

at 
L' 

(X,Z , T) 

.,L' 
a 

pCpL 

p c 1 
w w 

T (x ,z,t)- T0 

6T 
o 

(3b ) 

(3c) 

(3d) 

(3e) 

(3f) 

Portanto as equaçoes (1) e (2) 
das transformam-se em : 

adimens1onalisa 

em 

a e 
3T 

+ 
a e 
az -

a'e 
ax' 

O<X<l , Z>O ,T >O 

(X , O,T ) 
iOT 

e 

__ a e ( x ' z ' T ) I x=O ax 

a* ai-e<x .z,T ll+ 
X=l 

o 

aT 

(4) 

(5a) 

(5b ) 

6( l, Z, T) o (5c) 

Para se obter a solução periÓdica a partir da 
equaçãc (4) sujeita as condiçÕes impostas em (5) , defi 

ne-se que 

e(x,z, T) T+(X,Z) 
iO(T-Z) 

e (6) 

Resultando no seguinte problema para T+(X,Z), 
apos ser introduzida nas equaçÕes (4) e (5): 

a 
az 

T+ (X,Z) a' - ~ + ax' T (X ,Z ) 

T+ (X, O) = 1 

ax 

a 
ax 

T+ (X,Z) 
X=0 

o 

T (X,Z) + i b* T (l , Z) + I + 
X=l 

o 

(7) 

(Sa) 

(Sb) 

(Se) 

O parâmetro adimensional b* que aparece na equ~ 

çao (Se) representa os efeitos de capacidade térmica 
da parede, sendo definido por: 

O wL c 1 
w w 

b* = 
a* K 

MÉTODO DE SOLUÇÃO 

A transformada de Laplace com respeito a Z 
empregada para resolver as equaçÕes (7) e (8) , 
f ormando-as em (10) e (11 ) com T definido como: 

T = L 
z - s 

+ !00+ T (X,Z) = T (X , Z) 
-sZ 

e dZ 

o 
a' ax' T (X , s) sT (X ,s ) - 1 

(9) 

foi 
trans 

(10) 

316 

ax 

a 
ax 

T (X, s) 
X=0 

o 

T (X,s) I + ib* T(l,s) 
X=l 

o 

onde s e o parâmetro da transformada de Laplace . 
A solução da equação (10) é dada a seguir, 

T (X s) = c e y'S X + c e yS' X + 
' l ' s 

(lla ) 

(llb) 

(12) 

Aplicando as condiçÕes de contorno impostas em 
(11 ) , determina-se c

1 
e c,, e a solução da equação 

(12) é dada por: 

T (X ,s ) = 
1 

s 
ib* 
s 

( ys x -Ys'x l e + e . 

1 

[y'S <ls- e-yÇ') + ib*(eVs+e-Ys) j ( l
3

) 

Rearranjando a equaçao (13), tem- se: 
· -Ys v'S x -y'Sx 

ib* . e (e +e ) 1 

s fS' + ib* 

2ys J 

T (X ,s) = 
s 

[ 1 

- ( ~b*) e-
Vs + lb* 

(14) 

Observando-se o termo entre parenteses, verifica-se 
que o mesmo pode ser aproximado por uma serie da 
guinte forma: 

1 
l+W+W2 + 

1 - w 

se 

(15) 

onde a condição lwl <1 deve ser satisfeita para que 
a convergência seja alcançada . 

se 
Introduzindo esta mudança na equação (14) , tem-

r (X,s) 
1 ib* 

s 

-'R( Vs X -Vs X) e e + e 

s (Vs + i b*) 

[ ( 
Vs- ib* 

1 + lfS' + ib* ) 
- 2 Vã' 

e + 

+ ( Vs- ib* ) ' 
Vs .. ib* 

e - 4Vs + •.• ] (16) 

A anti-transformada da equaçao (16) que e a 
solução periÓdica do problema proposto , é obtida nume 
ricamente por 

T+(X,Z ) 
1 

2•i 

C+ico 

J esz . T (X , s) ds ( 17) 

c-ico 

onde c é escolhido de maniera que todos os pontos si~ 
gulares da expansão de T(X ,s ) em série , fiquem a e~ 
querda da linha Re{s) = c no plano complexo s . Os pon 
tos singulares são s =0 e s = -b*2 

• -

A interação foi feita numericamente utilizando­
-se a regra de Simpson . 



RESULTADOS E CONCLUSÕES 

A anti-transformada de Laplace foi obtida nume 
ricamente para os casos de b* iguai s a 5,10 e 20. Em 
todos os casos foi assumido a*= 0 , 001. Os valores de 
Z utilizados foram 0,1, 0,2, 0 ,5 e 1,0. 

Esses valores foram escolhidos de modo a po~ 

sibilitar a comparação dos resultados de Cotta et al 
com os do presente trabalho. A Figura 1 mostra tal 
comparação para a amplitude A da flutuaç ão da temper~ 
tura na parede e a defasagem 0 com relação à oscila 
çao na entrada do duto. Essas grandezas sao obtidas 
por: 

A IT+I v +' 
+Z 

+ T . = T 
r 1 

(18 ) 

0 -• ( Tr+ ) 
tg r+ - nz 

i 

(19 ) 

onde T + e T + sao as partes real e imaginária de 
r+. r i 

Como ficou evidente pelo descrito anteriormen 
te, o método apresentado é de simples aplic ação e evi 
ta a necessidade do cálculo de autovalores. Isto ~ 
possÍvel porque aplica-se as condiçÕes de contorno 
(Equação (11)) antes de se fazer a anti-transformada. 
Quando isso não é feito encontra-se a solução geral 
da equação como descrito por [3] e [4]. 

1.011""-----------------~o.o 

PRESENTE 
TRABALHO 

O AMPLITUDE 

l::, DEFASAGEM 

Figura 1 . Amplitude e defasagem da temperatura 
na parede em função da distância axi 
al. 
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ABSTRACT 

This work presents a method for the solution 
of the heat transfer with laminar forced convection 
inside a parallel plate channel. The temperature 
in the inlet varies periodically and the wall 
temperature is an unknown function of time and 
position. The latter is obtained t hrough the 
study of the transient heat transfer between fluid 
and the wall . Laplace transforms are used in this 
study together with numerical integration . 
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ABSTRACT 

The problem of natural convection of air in a two·dimensional square cavity 
is used as a vehicle to compare the accuracy and cost of solutions produced by four 
different finite difference computer codes. Velocity-vorticity and stream 
function-vorticity formulations are compared. Results have been obtained at Rayleigh 
numbers of 103, 104 , 105 and 106 using different meshes. It has been found that 
the most accurate solutions are obtained by a fourth order method and a novel super 
stable marching scheme considerably reduces the computational cost. 

INTRODUCTION 

Because of its many engineering applications, 
natural convection in enclosures has been the topic 
of much research, particularly in the last two decades. 
Comprehensive reviews by Catton [1] and Ostrach [2] 
give an account of nearly a half century of work. 
The importance of flow structure and heat transfer 
processes in double pane windows, solar collectors, 
double wall insulation, nuclear reactor insulation, 
ovens and rooms has been the stimulus for much research 
in the area. Buoyancy-driven natural convection 
in differentially heated upright cavities with 
adiabatic ends has become the classical research 
problem which has been extensively studied 
experimentally, analytically, and numerically in 
order to gain a better understanding of the governing 
processes. A large number of numerical studies of 
the problem has been reported. Reference is made 
to a comparison exercise carried out by de Vahl Davis 
and Jones (3] to which some 37 contributions from 
different researchers were submitted. ln that 
comparison exercise the solutions were compared to 
a very accurate numerical solution of the problem 
produced by de Vahl Davis [ 4] which was used as the 
bench mark. However, no comparison was made of the 
cost (i.e. computer time and memory requirements) 
of different methods used to produce a solution. 

ln the work presented here, four different 
computer codes are used to obtain solutions to the 
problem of natural convection of air in a 
two-dimensional square cavity. A comparison of the 
cost as well as the accuracy is made. 

THE GOVERNING EQUATIONS 

Consider a rectangular enclosure which has 
one of its dimensiona much longer than the other 
two, so that a two-dimensional flow can be assumed 
to exist. The standard problem is the two-dimensional 
natural convection in an upright square cavity with 
differentially heated isothermal side walls and 
adiabatic horizontal boundaries. The confined fluid 
(e. g. ai r) is Newtonian and such that the Boussinesq 
approximation is valid. The governing equations 
to be solved are 

o (l) 

- gS(T-T0 ) (2) 
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~+ u av + v a v ...!._ iE. + vV2v at ax ay Po ay 
(3) 

-ª-!.+ aT+ aT KV2T 
at 

u 
ax 

v 
ay 

(4) 

where u and v are the velocity components in the 
x (vertical) and y (horizontal) directions, T and 
p denote temperature and pressure, p 0 is the reference 
density at To, and a, v and K are the volumetric 
expansion coefficient, kinematic viscosity and thermal 
diffusivity of the fluid. 

The equations of 
equation can be combined 
~ given by 

av au 
ã; - ay 

motion and 
by defining 

the continuity 
the vorticity 

(5) 

The resulting equation, which is referred to as the 
vorticity transport equation, is 

(6) 

the set for the 
vorticity. There 

which can be used 

Equations (4) and (6) constitute 
determination of temperature and 
are two different formulations 
to obtain the velocity field. 

(i) A stream function ~ can be introduced such that 

u and v (7) 

From (5), an equation connecting ~ and ~ is obtained 

o (8) 

This equation along with Eqs. (4) and (6) can 
be solved to determine T, ~ and ~· The velocity 
components u and v are then calculated from (7). 
The boundary conditions on ~ are derived from those 
on the velocity components; the no through-flow 
and no slip conditions result in a constant value 
of the stream function and a zero normal gradient 
on the solid walls. This second condition is the 
one that can be used to construct a boundary condition 
for the vorticity transport equation. 



(ii) The velocity field can also be determined 
directly from the definition of the vorticity. By 
considering the appropriate derivatives of the 
vorticity definition (5) and using the continuity 
equation (1) the following can be derived 

a2u a2u 
a;z-+~ 

a 2 v a 2v 
a;z-+~ 

g_ 
- ay 

g_ 
ax 

(9) 

(lO) 

ln this formulation, Eqs. (4) , (6), ( 9) and (10) 
can be solved to determine T, f;, u and v. ln this 
approach, the boundary conditions for (9) and (10) 
are simply zero velocities on the boundaries. The 
temperatu re boundary conditions for the problem are 

T = TJ 

ar = 0 ax 

at 

at 

y o and 

X o and 

T T2 at y Y; 

X X 

where X and Y are the dimensions of the cavity. 

The equations are non-dimensionalized by choosing 
the appropriate scales for length, time, velocity 
and temperature. The length and time scales are 
Y and y 2j v , respectivel y. The velocity scale was 
chosen to be te / Y and the non-dimensiona 1 temperature 
was taken as 6 = (T-T J) /(T2-T 1 ). Two dimensionless 
parameters, Prandtl number [Pr = v / K1 and Rayleigh 
number [Ra = gS( T2-T J )Y 3/ Kv 1 are then emerged. For 
the case of natural convection of air considered 
here, Pr = O. 71. 

METHOD OF SOLUTION 

For most problems of engineering interest, 
the steady state solution of the equations is sought. 
It has been found [51 that the computer time for 
a numerical solution of the transient equations can 
be substantially reduced if each equation is marched 
in time to steady state with different time steps. 
The governing differential equations are approximated 
by finite differences. Forward differences are used 
for the time derivatives. Four different methods 
of solution have been developed and their features 
will be briefly discussed here. All marching in 
time is done by the false transient technique. 

Second Order Velocity-Vorticity. The velocity­
vorticity formulation with second order central 
differences for the space derivatives is adopted. 
The vorticity transport and the energy equation are 
solved by a classical scalar Alternating Direction 
lmplicit (ADI) scheme. A line Gauss-Siedel relaxation 
is used for solving the Poisson equations (9) and 
(10) for the velocity components. The computational 
mesh is staggered such that the vorticity is located 
at the corner of the computational cell and the 
velocity components are located at the cell midsides. 
It is noted that the staggering of the mesh is a 
requirement for the mass conservation. Further, 
the centre of the cell is chosen as the location 
of the temperature so that the non-linear terms of 
the energy equation are conservative which will ensure 
a uniform heat flux (i.e. Nusselt number) through 
any vertical plane. The staggering of the variables 
involves a greater complexity in developing the finite 
difference approximations. Also interpolation 
operations are required to compute the unknown 
variables at the desired l ocations which makes it 
computationally more expensive in comparison to 
non-staggered grids. Further details of this solution 
method are given by Guj and Stella [61. 

Stream Function - Vorticity. 
function-vorticity formulation a 

ln the 
false 

stream 
transient 
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time derivative term is added to the right hand side 
of the Eq. (8) which turns it into a parabolic 
equation. We have developed three compute r programs 
using this formulation. ln all of these codes forward 
time differences are used. The vorticity transport, 
stream function and energy equations are solved by 
the Samarskii -Andreyev [ 71 ADI method. Some features 
of each code are as follows. 

Second order method: The space derivatives 
are approximated by second order central differences. 
The false transient ADI solution procedure is simple 
and effective. ln fact, this code was used in 
conjunction with Richardson's extrapolation by de 
Vahl Davis [41 to produce the bench mark solution. 

Fourth order method: the space derivatives 
are approximated by fourth order finite differencing. 
ln doing so, the tridiagonal nature of the finite 
difference approximations are lost which slows down 
the ADI solution procedure. ln order to overcome 
this problem and take advantage of the efficient 
tridiagon~l solvers, the fourth order terms are placed 
on the right hand side and regarded as source terms 
such that the tridiagonal nature of the left hand 
side is preserved. Then the sarne efficient ADI 
solution · procedure used for the second order method 
can be used with the advantage of the fourth order 
terms acting as a correction (deferred correction) 
with an overall higher degree of accuracy. 

Second order super stable method: ln this 
method second order central differences in space 
are used. The only difference between this method 
and the previous second order method is the more 
stable time marching technique. Since the vorticity 
transport equation is the least stable one, this 
method is only applied to this equation. Consider 
the vorticity transport equation which is a partial 
differential equation of the form 

g_ 
at L~ + S (11) 

where L is the elliptic linear differential operator 
and S is the source term. The usual (Crank-Nicolson) 
two point finite-difference expression of this equation 
is based on the times, t = nllt, and t = (n+l)llt such 
that 

n+l n 
L...._:L 

ll t 
t (L;n+l + L~") + Sn (12) 

This is the most stable two point second order scheme 
( Crank-Nicolson). Behnia et al. [81 have shown that 
a more stable scheme can be developed by adding a 
third level intime (n-1), yielding 

g_ ( ; n+l_ ~ n) + (Hl ) (~n-~n-1) 
ll t llt 

(n - tl L~n+l 
+ (t- n) L~ n + sn/n (13) 

where n is a parameter to be chosen for increased 
stability. lt depends on the time step and other 
problem parameters. A compromised value of 1.309 
for all time steps is proposed by Behnia et al. [81. 
From a series of numerical experimenta optimum values 
of n have emerged for different problems. It should 
be noted that in this scheme an additional array 
is stored compared to the standard scheme. 

RESULTS 

Solutions of the problem of natural convection 
of air (Pr = O. 71) in a square cavity using the four 
computer codes outlined above have been obtained. 
Three different uniform computational grids of 2lx21, 
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4lx41 and 8lx81 have been used. The Rayleigh numbers 
considered were 103, 10 4 , lOS and 106. The steady 
state solution was assumed to be reached when the 
average rate of change of each variable reduced to 
lo-S (i. e. convergence criteria). In order to 
determine the CPU time required to produce each 
solution, an identical CPU timing routine was 
incorporated in all programa. For a meaningful 
comparison of computacional requirements all 
computations were carried out on the sarne computer 
(IBM 4381). Doub1e precision was used in all cases. 
The accuracy of each method was determined by comparing 
selected features of each solution with those of 
the very accurate bench mark solution [4]. 

Initial1y, several numerical experiments were 
carried out to determine the optimum time step of 
each equation for fast convergence The CPU time 
(seconds) for each iteration divided by the total 
number of mesh points for the four codes is given 
in Table 1. It is evident that the second order 
stream function-vorticity methods consume the leas t 
amount of CPU seconds per iteration. The second 
order velocity vorticity uses 26% more due to the 
additional Poisson equation for the veloc it y . The 
fourth order deferred correction' s time used is the 
highest and the additional operations on the r i ght 
hand side cost 34% more in computer time. 

Table l . CPU seconds per iteration per mesh point 

Second order ljJ ~ 

Second order V~ 

Fourth order ljJ ~ 

Super stable second order ljJ ~ 

1. 75 X 10- 4 

2.20 X 10- 4 

2.35 X 10- 4 

1. 75 X 10- 4 

The number of iterations and the total CPU 
seconds for obtaining a solution at diffe rent Rayleigh 
numbers are presented in Table 2. In all cases except 
two, it takes a larger number of itera t ions for the 
fourth order method to converge. ln fact, the fourth 
order solution time is consistently higher than the 
others. The super stable scheme is remarkably faster 
than all the others. It is noted that at Ra = 106 
this scheme converges starting from ''rest" (u=v=O) 
whilst the others require a previous solution at 
a lower Rayleigh number as the initial condition. 
The velocity-vorticity method, in some cases, takes 
twice as long as the second order stream 
function-vorticity. 

In order to determine the accuracy, a comparison 
is made between some characteristic features -of the 
solution and the bench mark values To this end, 
the maximum vertical velocity on the horizontal 
mid-plane (umax>, the average Nusselt number . (Numid) 
and 'the maximum horizontal velocity on the vertical 

centreline (vmax> are chosen. The results are given 
in Table 3. It is noted that since both second order 
stream functlon-vorticity schemes converge to the 
sarne steady state solution, only one is given here. 
Further, the maximum values given in Table 3 are 
the mesh point values (except the bench mark ones) 
and not the true i nterpolated maximums. 

In almost every case, the fourth order solution 
is generally better than the second order so1ution, 
provided that the mesh is not coarse for the five 
point fourth order approximations to handle the wall 
boundary layers. The second order velocity-vorticity 
formulation yields more accurate velocity components 
than the stream function-vorticity. This is believed 
to be due to the staggered mesh. However, the accuracy 
of this method in the calcu1ation of Wmax and Numid 
diminishes such that in all instances the error is 
higher than the second order stream function-vorticity 
s cheme. Although this might be surpr1s1ng despite 
the more accurate velocities, it can be attributed 
to the errors i ntroduced in the integration for 
calculation of the stream function and Nusselt number. 

The trade off between computacional cost and 
accuracy can be demonstrated by plotting the error 
versus the CPU time. Suppose that the error criterion 
i s the sum of the abso1ute values of the velocity 
errors. For Ra = lO S , this error is plotted against 
the CPU seconds for all four methods in Figure 1. 
The performance of the three second order schemes 
shows the sarne trend with the velocity-vorticity 
indicating a higher degree of accuracy at a given 
compute r cost. The trend of the fourth order scheme 
is somewhat different with a slope much greater than 
a11 the second order ones. If a high degree of 
accuracy is not required, a second arder method is 
more efficient than the fourth order. However, for 
highly accurate solutions, the fourth order outperforms 
all the others. A similar plot can be constructed 
for the error in Nusse1t number ( Figure 2) at Ra = lO s . 
The rate of heat transfer is not very sensitive to 
the accuracy of flow field. It is evident that second 
order super stable scheme predicts more accurate 
Nusselt numbers at a given computacional cost. 

CONCLUSION 

The comparison of four methods for the solution 
of the problem of natural convection in a cavity 
has indicated that higher order methods can only 
be justified if a very high degree of accuracy is 
required. The marching in time to the steady state 
is very criticai in saving computer time as 
demonstrated by the super stable scheme. The second 
order velocity vorticity method compared to stream 
function-vorticity gives more accurate solutions 
for a given mesh size. Super stable scheme must 
be incorporated in marching for reduced computer 
cost. 

Table 2. Number of iterations for different schemes. The figures in () are CPU seconds. 
* Starting from the previous solution. ** Starting from the second order solution. 

Mesh 

2lx21 
21x21 
2lx21 

41x41 
41x41 
4lx41 
4lx41 

8lx81 
8lx81 

R a 
2nd order ljJ~ 

321 
172 
289 

1258 
667 
1057 
1323* 

4248 
5197 

(22.5) 
(12 . o) 
(20.0) 

(345) 
(181) 
(287) 
(359) 

(4830) 
(5909) 

Number of Iterations for Convergence (CPU seconds) 

2nd order V~ 

376 
376 
651 

1326 
1200 
2000 
2300* 

7075 
8450* 

(33. 5) 
(33 . 5) 
(58.2) 

(454) 
(408) 
(680) 
(782) 

( 9964) 
( 11900) 
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4th order ljJ ~ 

521 
359 
527 

2042 
1405 
2272 
5720** 

(59.3) 
(40.7) 
(59.8) 

(927) 
(637) 

(1029) 
(2582) 

9093 (13867) 
24550** (45350) 

super stab1e ljJ~ 

62 
64 
125 

246 
180 
175 
228 

1145 
1539 

(4.4) 
(4.6) 
(8.9) 

(67.5) 
(48 .9) 
(47.5) 
(61. 9) 

(1310) 
07 54) 



Tab1e 3. Some features of the so1utions. The va1ues in () are 
percent errors from the bench mark va1ues 

Ra = 103 

Ra = 104 

Ra = 105 

Ra = 106 

1.0 

... o. 5 

" o 
" " "' o .1 

0.05 

0.01 

llx- 1 

20 
Umax 40 

20 
Vmax 40 

lji max 
20 
40 

Numid 
20 
40 
20 

umax 40 
20 

Vmax 40 
20 

lji max 40 

Numid 
20 
40 
20 

Umax 40 
80 
20 

Vmax 40 
80 
20 

lji max 40 
80 
20 

Numid 40 
80 
40 

Umax 80 
40 

Vmax 80 
40 

lji max 80 

Numid 
40 
80 

2nd SS 

10 100 1000 

CPU Time (seconds) 

2nd order ljif; 

3.594 (-2.8) 
3.675 <-o. 6) 
3.569 ( - 2.2) 
3.619 ( -0 .8) 
1.170 ( -0.3 ) 
1.173 ( -0.09 ) 
1.115 ( -0 .3) 
1.117 ( -0.09 ) 
18.47 ( - 5.9) 
19.42 ( - 1. O) 
15.78 ( - 2 . 5) 
16.09 ( -0.5 ) 
5.088 (0.3) 
5.070 (-0.02) 
2.213 (-1.3) 
2.235 ( - 0.4) 
57.68 (-15.9) 
66.28 ( -3.4 ) 
67.95 ( -0.9) 
34.97 (0 . 7) 
34.51 ( -0.6) 
34.62 ( -0.3) 
10.00 (4 . 0) 
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Figure 1. Ve1ocity error versus CPU time. 
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Abstract 

This paper shows a numerical investigation on the False-Diffu~ion problem 
appearing in t-.o-diiT'ensional convection--diffusion situations. The flow here 
considered is a stepwise scalar profile convected by a unifonn velocity field 
at a constant angle wi th the coordinate axes. Pr-afiles Stredring along the flow 
was calculated with the CEN'T'RA..., l..AIJINO, SKEW l..AIJir\V and EXF'CJIENTI~ 

differencing schemes. Best overall results were obtained with the Skew Upwind 
forfTJ.Jlation showing consistency •uth recent works in the literature. 

It is well established in the literature that 
pure-upwind differenc ing of equations gover-ning fluid 
f low phenOIT'ena leads to the so-called False-Diffusion 
problem [1]. The extrapolation of one-dl.IT'enSional 
lfCldels to ITJ.Jlti--diiT'enSl.onal flows is ccmrcnly accepted 
as the main cause of numerl.cal di ffusion [2]. When 
flow is aligned parallel to one of the coordinate grid 
lines, the magnitude of nurrerical di ffus1on is 
generally small and can be usually neglect.d. For­
comple>< multidimensional recirculatl.ng flows, however, 
the magnitude of numerical dl.ffusion increases with an 
increase in the angle between flow direction and 
coordinate grid ll.nes. E~tl.mates of false--diffusion 
effects bec:ane then of mandatory nature in arder to 
fully assess overall calculation err-ors. 

Severa! investigations have been reported in the 
literature with the al.m of reducing False-Diffusion. 
Among the most ccmrcn methods aval.lable one can 
mentions cubic spline scheme (3], skew upwind 
di fference scheme [4], quadratic upwuld di fference 
scheme (5], third--order-accurate di fferenc~t scheme [6], 
Hermi tian Scheme [7], and more recentl y the upstream 
scheme [8]. Among those, the Skew Upwind techmque of 
Raithby [4] has been successfully applied to many flow 
cases. 

The majority of the methods above was developed 
guided by the desired characteristics of economy in 
computing comple>< real flow problems and ease of 
implementation in existing fluid dynamic cedes. Other 
procedures may as well prevent false--diffusion but may 
suffer from the disadvantage of being either 
computationally more expansive ar raquiring too much 
lfCldification in alread~tablished elliptic solvers. 
Falling into this categor-y one can mention the Flux 
Cor-rect Transport theory [9,10] and the Asyrmetric 
Weighted Residual method [11]. 

Many other methods hav~t been proposed, and a 
recently-published survey on the perfor-mance of eleven 
differ-encing schemes [12] just confirms the amo.Jnt of 
work spent in this area. Usually, those works account 
for a single cell Peclet number Pe (Pe=Ccnvection 
Strength/Diffusion Strength), ar at most, refer to a 
narrow range of Pe. 

Considering the importance of false--diffusion 
studies for reliable recirculating flows calculations, 
this paper shows an evaluation of four ccmrcnly""1.1sed 
differencing schemes, namelly the l..AIJIND, CEN'T'RA..., 
EXF'CJIENTI~ anel SKEW--Lf'WIND techniques for pred1ctl.ng a 
stepwise scalar pr-afile convected by a slanted un1 fonn 
velocity field. Cell Peclet numbers equal to 50 anel 500 
were considered . Angles of attack studied were from o• 
to 45°. The findings here1n are expected to contribute 
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to the current developll'ent of a t-.o-dimensional cede 
for analyzing twin-parallel jets. 

D IFFEREIIC IIIG TED-f\II!LES 

The energy equation for a steady-state source­
free convection-diffusion problem reads 

6 [ 6~ ] o.<:; {'-1-'~ - r o.<:; = o ( 1) 

where ~ stancls for the fluid density, u _. i s the 
velocity component in the x.~--direction , r is the 
coefficient of diffusl.on and ~ is the temperature. 

Wri ting equatl.on ( 1) for planar twodiiT'ensional 
flows using the nondl.mensional parameters 

y*=y/A and Pe=pVálr 

of a characteristic 
the minimum ~.6~ the 

the domain, A a 
Pe the cell Peclet 

where u,v are the component~ 

velocity vector of length V, ~o 
maximum variation of ~ in 
characteristic cell dimension, anel 
number, the equation becOfllQS 

6 (u*~*)+6 (v*~*) = 6 [ 1 6~· ] 
~ Sy* ~ F'e~ 

+ 6 [ 1 6~· ] <2 > 
Sy* F'e Sy* 

Integrating (2) around point P in Figure 1 using 
the widely-used central-volume approach of Patankar 
[13] g1ves 

+ b (3) 

ln (3), the a · s are COitfficients reprvsenting 
convecticn -diffusion l.nfluences of nei ghbor points E, 
W, N and S in the Figure. Different finite--differencing 
schemes Wl.ll or1ginate distinct sets of coefficients . 
Three of the methods here considered are the Ur.wind 
Oifference Scheme (UDS), the Central Differençe Scheme 
(CDS), the E><PQJentl.al Di ffer-ence Scheme (EOOJ. Details 
of these schemes can be found elsewhere [13] and for­
that coefficients are here just pr~ted. The fourth 
method 1s the wJ.dely-used Skew Uowind Difference Scbeme 
(SUO) of Raithby [4] with the coeff1cients a ' s written 
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FIG. 1- Controi-Volume Nototion 

for" tt-e case of JX)Si tive ve 1 oc i t y componen ts, as 
applicable in tt-e pl"esent analys1s. Follow1ng tt-e 
tr"adit1onal notation of Patankal" [13] tt-e caeff1c1ents 
can tt-en be summal"ized in Table 1 below as 

Table 1 - Coefficients for Neighbor Points 

UDS CDS EDS SU) 

D.:+ ii ~"'•0il 0..~ .. 12 
F,. 

0.. a..: (exp(~,.7o.,l IJ 

a.... Dw+l! Fw,OII Dw-+Fw/2 
Fw exp(Fw/Dw) Dw+2(~-Kw) (exp(F,.7o.l IJ 

-DN+w-t~ ... roff o,..,..E"..,/.;;; 
FN 

0,. ar.. (eJ<p(F'N7o,.j IJ 

0.+11 Fa,OII 0.-+Fa/2 
Fe eJ<p(Fa/0..) Fa 

a. (exp(~,.7o,.l IJ 0.+2Cz--K.J 

ln Table 1 tt-e Opel"ator ua,flll means tt-e gl"eater 
between a and fl, F ,=u, A>< L 1s tre j-nondill'E!nsional 
convection stl"ength perpendicular 
D, =4><L /(Peôx,J is similal"ly tt-e 
diffusion stl"ength and K, is Raithby ' s 
the j-dil"ecbon g1ven by 

K, . ,,F,I P41Y IV IÔXL I m1n ~· ~ .1 <r 

CO'PI~US0\6 PtJD DlSCLSSlCN 

to 1-dil"ection, 
j-nondill'E!nsional 
coeffic1ent for" 

(4) 

The foul" sct-emes above were applied to tt-e two­
d11l'E!nSional f low pl"oblem of Figul"e 2 . Tt-e s1 tuahon 
1nvolves a stepwise sca lar prof1 !e convected by a 
unifol"m veloc1ty f1eld at a constant angle with the 
coordinate a xes. ln th1s case, V is the length of the 
un ifol"m veloc1ty vector, taken equal to unity. Boundary 
conditions for" tempel"atul"e at doma1n faces al"e ci>*=O for 
below the step and cl>*=1 for" above. Smeal"ed prof1les 
along tt-e line y/ 4y=5 a!"e compal"ed w1 th the 
non-diffused step pr"of1le . A total of llxl1 grid po1nts 
was used in all computations wi th .ilx=Ay=Á Resul ts a!"e 
presented for" e=o•, 22.5°and 45° and for Pe equal to 50 
and 500. 

Tt-e system (2) of algebraic is sol ved by means 
of tt-e Line-by-Line (LLJ technique. Tt-e LL method t-ere 
cons1der"ed consists of applying the Tl"i-Diagonal­
Mati"1X-Algol"1thm ( TOMA ) sequentially to all I"OWS and 
columns of the phys1cal doma1n [ 10] . Conve!"gency is 
attained aftel" l"educing tt-e l"esidual of (2) to a 
cel"tain pl"eselected value. 
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Figul"e 
for tt-e case 
Figul"e clearly 

3 showS' !"esul ts for" tempel"atul"e profile 
of cell Peclet numbel" equal to 50. The 

shows that for" e=o• all sct-emes pl"esent 
EDS which displays best 

45° tt-e SliD gave resul t s 
equal pel"fo!"mance eJ<cept tt-e 
!"esul ts·. For" EF22. 5° and 
closel" to tt-e step solut1on . 
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Comparisons for Pe=500 are presented in Figure 
4. Tt-e Figure indicates that for 9=0° all four schefres 
s row bet ter resu 1 ts tt-en for Pe=SO, indica ting, as 
expected, that false-diffus1on errors are relat1vely 
less important as tt-e flow becomes convection 
dominated. Tt-e wiggles for tt-e SUO and 9=22.5° were 
also present in (8] wt-ere computations wi th a Pe of tt-e 
sarre arder was presented. It is important to point out 
that physically unrealistic solutionS were calculated, 
since by no means equation 1 can give temperatures 
higt-er thall tt-ose at thl!! boundaries. In spite of tt-e 
economy and ease of implementat1on 1n most cedes, over 
and undershot values are kna-n as one of tt-e major 
drawbacks of tt-e SUO (8]. 
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& UPWIND 
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1.2 9 '45° 
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Figure 4 - Comparison of Severa! Differenc1ng Sct-emes 
Pe = 500 
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This paper presented an evaluation of four 
differencing schefres for calculating a step scalar 
profile convected in a un1form flow field. Results were 
presented for Pe=SO and 500. Prediction wi th the Skew 
Upwind d1 fferencing tect-nique of Rai thby were found to 
produce bet ter resu 1 ts than the other methods compared. 
Tt-ese findings are in agreement with tt-e literature 
(8]. Tt-e study t-erein is be1ng used to investigate tt-e 
recirculation zone formed by tt-e interaction of two 
parallel Jets. 

MJSL is thankful to CNPq, 8razil, for supporting 
this work under grant 1130.2276/86. 
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RESUMO 
Neste trabalho é feita uma análise numérica bidimensional da distribuição 

transiente de temperaturas, numa amostra com a geometria usada no método de fio 
quente para a medida da condutividade térmica de materiais cerâmicos isolantes e 
refratários. Uma seção transversal da amostra é discretizada com pontos formando uma 
malha de elementos triangulares e, para a variação. temporal das temperaturas, é 
empregada uma formulação do tipo Crank-Nicholson. Valores para as condutividades 
térmicas são,calculados pela técnica de fio quente e comparados com aqueles assumidos 
no cálculo numérico, afim de avaliar os efeitos de dimensões finitas . 

INTRODUÇÃO 

Nos Últimos anos tem-se utilizado bastante a 
técnica de fio quente para a determinação experimen­
tal da condutividade térmica de materiais cerâmicos 
isolantes e refratários [1). Essa técnica baseia-se 
na deteção experimental, com um termopar, de um tran­
siente térmico provocado,numa amostra do material,por 
um fio quente aquecido eletricamente. O esquema, 
usualmente empregado é o representado na Figura l . A 
amostra é constituída por 2 blocos do material cerâ­
mico a ser ensaiado, que são superpostos de morlo a 
envolver a resistência filiforme de aquecimento e o 
termopar. O cálculo da condutividade térmica do mate­
rial é feito,então, a part1r oe uma análise do tran­
siente de temperatura registrado considerando a amos­
tra como se fosse um meio sÓlido infinito. Essa 
hipÓtese implica em limitaçÕes desse método experi­
mental, uma vez que o transiente térmico registr ado 
pelo termopar no pon to de medida não pode estar 
a l terado sign i ficativamente pelo fato da amostra ter 
dimensões finitas. 

O objetivo deste trabalho é,então,o de fazer uma 
análise numérica da distribuição de temperaturas na 
amostra , em regime transitÓrio, levando em conta as 
suas dimensÕes finitas e, consequentemente, as even­
tuais perdas de calor pelas suas superfícies exter­
nas. A seguir, uti l izando o perfil de temperaturas 
obt i do numericamente naquele que seria o ponto de 
medida (PM) da técnica de fio quente calcula-se, 
adotando o procedimento padrão da técnica de fio 
quen t e, a condutividade térmica do material, que é, 
então, comparada com o valor utilizado na simulaçã o 
numérica do transiente térmico. 

/ ' ·' /l TERM_Q.'=~:.z!--
FIO QUENTE 

A~ 

Figura l . Técnica de Fio Quente: Arranjo Experimental 
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Assim, pode-se avaliar numericamente os limites 
de variação de condutividades térmicas que podem· ser 
estudadas pela técnica de fio quente, sem que os 
erros introduzidos pelas dimensões finitas da amost ra 
se tornem exageradamente significativos. 

FORMULAÇÃO 

Para a simulação numérica proposta to~a-se como 
ponto de partida , uma seção transversal AA' da amos­
tra, passando pelo ponto de medida , como mostra a 
Figura l. As dimensÕes adotadas para o cálculo numé­
rico sao aquelas indicadas na Figura 2 e são aproxi­
madamente as utilizadas em experimentos desse tipo, 
inclusive a distância r entre o termopar e o fio 
quente. 

E 
E 
o ,., 

E 
E 
o ,., 

y 

b-j 
i 

0~-r 
15mm 

100 mm 

Figura 2 . Sistema de coordenadas e localização de 
ponto de medida. 

A discretização espacial do problema é feita , 
então, considerando-se, no quadrante que contém o 
ponto de medida, um conjunto de 65 pontos, distribui­
dos de modo a formar 94 elementos triangulares, con­
forme mostra a Figura 3. Escreve-se, então, para cada 
nó, uma ~quação geral de balanço de energia que leva 
em conta as transferências de calor por condução, por 
convecçào, a geração interna de calor e a taxa de 
v~riação da energia interna do material associado ao 
no. 

Assim, referindo-se à Figura 2, para um nó i de 
um elemento triangular genérico ~ esse balanço pode 

........... 



ser representado por uma equação do tipo: 

onde 
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definida pelos nós k e i. 
térmica do material no elemen-

= area, por 
superfÍcie 
capacidade 
to ill 
taxa de variação da temperatura do mate­
rial no ponto i. 

·•· PM 

I . 
... ~ .. 

~ 
~ !I I .. 

g u ... .. iil ~ :; ~ 't ~ . 
0 0 ó .; 

Figura 3. Discretização em espaço com elementos tri -

rísticas dos elementos ill, e as condiçÕes das super­
fícies iJ., Jk e ki. 

Assim, no problema em estudo, para a simulação 
dos efeitos de geração de calor no fio quente, na 
distribuição de temperaturas no material durante o 
transiente, impÕe-se, a partir do instante inicial , 
um fluxo de calor não nulo q"o,nas superfícies delimi­
tadas pelos nós l-2, 2-3 e 3-4, da Figura 3. Já os 
efeitos de dimensões finitas da amostra são levados 
em conta considerando-se uma troca de ca lor por con­
vecção com o meio ambiente, com um coeficiente de 
troca de calor h, nas superfÍcies delimitadas pelos 
nós 58-62, 62-61, 61-65,65-64 e 64-63. O contorno da 
amostra completa-se, ado tando-se como superfÍcies 
adiabáticas (f luxo de ca lor nulo) aquelas correspon­
dentes aos pontos situados nos eixos x = O e y = O. 

RESULTADOS NÓMERICOS E COMENTÁRIOS 

O sistema representado por (2) é resolvido ado­
tando-se: 
a) fluxo de calor devido ao fio quente = 3,5 x 104wtm2 

b) material padrão com capacidade térmica = 2 x 106 
Jfm3K 

c) coeficiente de troca de calor por convecção 400 
Wfm2 K 

d) temperatura inicial do material temperatura 
ambiente 20°C e variando-se a condutividade 
térmica do material entre 0,15 W/mK e 30 W/mK. 

Os perfis de temperatura gerados pela simulação 
numérica, no nÓ correspondente ao ponto de medida da 
técnica de fio quente, são aqueles mostrados na Figu­
ra 4, onde 

em que 
TPM( t) 

To 
Ta 

T 
a 

temperatura 
tante t 
temperatura 
temperatura 

(3) 

no ponto de medida no ins-

inicial da amostra 
ambiente 

0,12 ,------ ------------ - --- -,1,2 

QPM 

0,1 0 

0,08 

angulares 65 pontos - 94 elementos. OP6 

A seguir, utilizando para a dependência temporal 
da temperatura , uma formulação do tipo c,ank­
Nicholson, normalizando parâmetros e adimensionali­
zando a temperatura (8=T/Tref), e adotando um proce­
dimento semelhante àquele sugerido [~ para a monta­
gem de programas de elementos finitos, obtem-se o 
sistema de equações (2), cuja solução são as tempera­
turas procuradas em cada nó, a cada intervalo de 
tempo 

onde 

(A).(i-k+l = [B)flk + .ll. (2) 

[A], 
_gk+l 

_gk 

[B] matrizes de coeficientes resultantes 
da discretização em espaço e tempo 
vetor contém as temperaturas adimen­
sionais nos nós, no instante k + l 

= vetor que contém as temperaturas 
adimensionais nos nÓs, no instante k 
vetor de coeficientes independentes 

O programa, assim montado, recebe como dados de 
entrada, as coordenadas dos nÓ~ i~ j ~ k, as caracte-
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OP4 0,4 

0,2 

Figura 4. Transientes de temperatura no ponto de 
medida da técnica de fio quente. 

Observa-se, na Figura 4, que os efeitos das 
perdas de calor para o ambiente, que tendem a levar a 
temperatura no ponto de medida para um valor de 
equilÍbrio, se pronunciam mais cedo para condutivi­
dades térmicas crescentes. Essa tendência ao equilÍ ­
brio torna-se evidente para tempos ainda menores , 
quanto maior for o coeficiente de troca de calor nas 
superfícies externas da amostra, em contato com o 
meio ambiente, como indica a Figura 5. 



Para avaliar quantitativa e aproximadamente os 
efeitos das perdas de calor devidas ao tamanho finito 
da amostra, pode-se aplicar a cada um dos perfis de 
temperatura, gerados pela simulação numérica e indi­
cados na Figura 4, o procedimento de análise, que se 
usa na técn1ca de fio quente para a determinação da 
condutividade térmica, e, a seguir, comparar os valo­
res assim obtidos com aqueles assumidos no cálculo 
numéric o. 

O modelo teÓrico da técnica de fio quente [3] 
prescreve que a temperatura, na realidade a sobretem­
peratura ou seja, o acrescimo de temperatura em rela­
ção à inicial, a uma distância r do fio quente, vai 
variar segundo (4) . 

onde 

e 

T(r,t) =- ~ Ei ( - ~) 
41Tk 4kt 

(4) 

T ( r, t) 

q' 

k 

acrescimo de temperatura no ponto r e 
instante t(k) 
densidade linear de potência no fio 
(W/m) 
condutividade 
(W/mK) 

térmica do material 

r = distância radial do fio ao ponto de 
medida (m) 

t = tempo (s) 
C = capacidade térmica do material (J/m3K) 

00 

função exponencial integ ral :(~ds (5) -Ei(-x) 

Um procedimento usual [4] para a determinação da 
condutividade térmica k, conhecido o transiente de 
temperatura, é anotar o seu valor em 2 instantes~ e 
2t e calcular k com (6). 

k = q' 
4ii 

-Ei(-x) 
T(t) 

onde o valor x é tal que (7) seja satisfeita. 

T(2tl 
T("t) 

Ei(-x/2) 
Ei(-x) 

(6) 

(7) 

Aplicando agora este mesmo procedimento às 
curvas de temperatura vs. tempo, geradas no cálculo 
numérico e mostradas na Figura 4, tem-se como resul­
tado,os valores indicados na Tabela l. 

Observa-se, na Tabela 1, que a divergência entre 
os valores assumidos para a condutividade térmica do 
material e aqueles calculados com as curvas tempe­
ratura vs. tempo e o procedimento de análise da téc­
nica de fio quente, aumenta para valores crescentes 
da condutividade térm1ca, sinal indicativo de que os 
efeitos de dimensões finitas podem ser extremamente 
significativos para valores muito altos da condutivi­
dade térmica do material . Note-se que, na determi­
nação das condutividades térmicas calculadas, indica­
das na Tabela 1, utilizam-se apenas 2 pontos da curva 
temperatura vs tempo, correspondentes aos instantes t 
e 2t; existef entretanto, um procedimento de análise 
mais preciso L~, mas bem mais trabalhoso, que obtem 
a condutividade térmica a partir de um ajuste por 
regressão não linear de (4) a toda a curva temperatu­
ra vs. tempo. 
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Tabela ' 1. Comparação de condutividades térmicas: 
calculada e assumida 

-=~=~~~~:=-~=~--1 k I k I [DIFERENÇA J 
t I 2 t CALC NUM % 

600 1200 o,t6 I o,15 I 6,7 

180 I 36o I t,65 I t,5o I 10,0 
----------------------------------------------

120 1 24o I 13,3 I 15 11' 3 

21 42 I 23,8 I 3o 20,7 

CONCLUSÃO 

O estudo apresentado mostrou que, sendo o proce­
dimento usual da técnica de fio quente baseado na 
manipulação de informações referentes ao trecho apro­
ximadamente linear do transiente térm1co provocado na 
amostra, a dete rmin ação de condutividades térmicas 
superiores a 30 W/mK vai rlepender de temperaturas 
observadas em tempos muito pequenos a part1r do lni­
cio do transiente, como bem ilustra a Figura 4, o que 
torna a aplicação dessa técnica, nesses casos, extre­
mamente difÍcil. 

Por outro lado, fica, também, evidente que, para 
a maioria dos materiais cerâmicos, refratários e 
isolantes, cujas condutividades térm1cas são baixas, 
o método de fio quente, com a sua hipÓtese de meio 
sÓlido infinito, é perfeitamente aplicável, respeita­
das as devidas limitações quanto aos intervalos de 
tempo a serem considerados, e utilizadas amostras com 
as dimensÕes usualmente encontradas na indÚstria 
cerâmica. 
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ABSTRACT 

ln this work is presented a numerical analysis 
of the two-dimensional temperature distribution in a 
body with the sarne geometry and dimensions as the 
ones used in samples for the applicati on of the hot 
wire technique in measuring thermal conductivities of 
ceramic materials. The numerical simulation of the 
temperature transient is accomplished with a spatial 
discretization of a cross section of the sample in a 
triangular mesh and with a discretization in time by 
using a Crank-Nicholson type formulation. The usual 
procedure for determining the thermal conductivity of 
materials when using the hot wire parallel technique 
is then applied to the numerically generated curves 
temperature f(time) and the resulting values for 
the thermal conductivities are hence compared with 
the ones assumed in the numerical simulation, 1n 
order to verify the extent of the effects of using 
samples with finite dimensions. 
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ABSTRACT 
The laminar viscous flow and heat transfer in a refrigerated mold is sirnulated in 

a body fitted curvilinear generalized coordinates systern . Plots of stream function and 
ternperature contours are presented. The sirnulation shows the existence of two stagnant 
flow regions in the vicinity of the jet entrance. In some cases, a third recirculation 
region appears downstream the jet impact zone. This recirculation affects the heat 
transfer coefficient, creating a local minirnum in the Nusselt number (Nu). The 
equations are discretized using a low numerical viscosity scherne, to allow the study 
of high Reynolds number range with good accuracy. 

Introduction 

The rnolten s t eel flow in the mold of continuous 
casting machines has an important role in the 
caracterization of the solidificat ion process and the 
qualit; of the product. An inadequate distribution of 
rnolten steel flow in the mold can result in su rface 
and internal defects or even cause a break out, as 
described by Brimacombe (1]. 

The numerical simulat ion of the fluid flow in 
the mold is a powerful too l in the study of the 
phenomena involved in the process. Using this tool, 
the influence of parameters such as casting speed, 
nozzle geome try, rnold width, superheat temperature, 
etc ., can be investigated . 

The Physical Problem 

Molten metal flows into t he continuous casting 
mold t hrough a submerged re fractary cube with two 
symmetrical bares, as desc ribe d on fig 1. 

The mold walls are refrigerated so that a thin 
shell of freezing metal developes along them, and is 
continuosly extracted from the mold by a syst em of 
pinch rolls. 

The molten pool in the mold is stirred by the 
incoming jet, forming recirculation regions whose 
amplitude and 1ntensity are modified by the cas t ing 
conditions . Consequently, the ternperature field in 
the pool and heat transfer between the rnolten metal 
and the freezing she ll , t oge ther with the fluctuation 
of non- rnetalli c inclusions are affected by t he mo lten 
s tee l flow . 

Through the 
be inferred the 
conditions and the 

Mathernatical Model 

analysis of the flow pattern it can 
relationship between operacional 
quality of castings. 

For this preliminary s tudy , it was decided to 
use a simple model as no accurate inforrnation 
concerning the relevant aspects of the flow problem 
were available and the computer requirements 
associated to a full de scrip t ion is still prohibitive . 
The most severe sirnplifications involved on the 
current model are shown on fig 2 and are listed below : 

1.-Two-dirnensional (plane ) flow 
2.-Plane symrnetry 
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FI G. 1- SUBMERGEO TUBE ANO r.IO L O SET . 

3.-Fixed walls 
4 .-Laminar flow 
5.-No latent heat involved 

.. 01..0 WAU.I 

1 .. ,.,..,.,, .... I"'WWP: .,.,.,. 

101..10 JCT.IIU. IC Sttll.l 

These limitations make the model more tractable 
but reduce the validity of the results which must be 
analysed as a first step towards a full simulation of 
the continuous casting molten metal flow . 

The equilibrium part1al differential equations 
are written in the stream function-vortici ty 
formulation ( ~ , ~ } , in generalized curvilinear 
coordinates systern. 

The discretizing grid is generated by an 
automa tic numerical method, based on the solution of a 
se t of elliptical parcial differential equations, as 
proposed by Thompson [2] . The transformed governing 
equations are: 

Si. 1.V, - 2..Q. 4-•• + :J.. 4-:77 + PIP. + Q 4-t ., - w 
~z ii r • ' ~z t 

(..L) 

and 

c[ l/-1 ~ - 41</>?] -= ~z cj>H - 2%. cj>i 'l -+ ~ .. d>,? + p~l +G ~1 
(2) 

where ~ may indicate the vor ticity profile uJ or the 
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FIG. 2- MATHEt.IATICAl WODEl : BOUHDARY CONOITIONS. 

temperature profile 9 , C indicates Re o r RePr, 
respectively, ~ /3 and ~ are the metric 
coefficients, J is the Jacobian of the transformation, 
and P and Q are spacing control functions, which allow 
point concentration towards or from any region of 
interest , such as boundaries . 

The boundary conditions are : 

constant along the non-slip walls 
l in the entrance of the jet 
O in the refrigerated wall 

O in the outflow region. 

The second derivatives appearing on equations 
and 2 are discretized using a standard finite 
difference approximation. However, the first 
derivatives appearing in equation 2 are discretized 
using a 5-point adaptative scheme proposed by Braga 
[3], which minimizes numerical viscosity, avoids 
wiggle formation, and it is stable. The reasoning for 
such scheme and a comparison with others are available 
on Braga [4] . For instance, using the adaptative 
scheme, the first derivative SÔ'I is discretized as: 

4>. _ (3-2s)rR+1 + ~s</Ji- 3(2s+ i)ci>,;_-1 + 2.s<J,c.-2. 
7 - f,J, . 

(3) 

where s is equal to 1.5 - 3/Rec, Rec being the cell 
Reynolds number. The above expression holds for 
positive flows, i. e. '#1 ~ O on equation (2) . Similar 
expressions for negative flows are available on [6]. 

Numerical Boundary conditions 

The numerical boundary condition for vorticity 
in the solid walls is given by 

w = - _!_ t./J.. (4) 
:J2 77 

The second derivative , normal to the wall, is 
discretized using a second arder aproximation 
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described by Gupta & Manohar [5] , generically denoted 
as (p,q) formulae, where p and q represent the 
distance, in nodal points, between the wall and the 
point used to evaluate the derivative. The results 
shown here were obtained using the (2 ,1) fo rmula. 
However, comparative results obtained with other 
values are shown on Mangiavacchi [6]. 

In the entrance, the vor t icity and stream 
function are calculated by a modified version of the 
method proposed by Atkins [7]. 

The discretized equilibrium partial different ial 
equations are solved by a comb ined procedure. The 
vorticity and the energy equations are solved by an 
ADI method and the stream function equation is solved 
by MSIP (Modified Strongly Implicit Procedure). 

Numerical Results 

The flow in the mold is investiga ted for lO < Re 
< 150, for l > Pr '> 0 . 01, with aspect ratio D/L 

varying from 0 . 2 to 0.5, assuming the j et entering the 
mold with a parabolic velocity distribution. 

Some tipical results for stream lines are shown 
in fig. 3 . It can be seen that, for small Re there are 

Fig. 3 Stream Line Contours. 
Aspect Ratio 12:1, D/L = 0 . 3, Pr = 1.0 
a. Re=20, b. Re-50, c . Re=125 

two recirculation zones, one above and one below the 
jet entrance. As Re increases, and D/L decreases, the 
intensity and extension of the recirculations grow, 
until a third recirculation appears ( at Re on the 
arder of 50, D/L = 0 . 3), attached t o the impinging 
wall, downstream from the region of impac t of the jet. 
The third recirculation also grows as Re inc reases, up 
to the values analysed in the present work (Re (, 150), 
in the direction of the exit of the mold. 

The simulation was interrupted at such Reynolds 
number for some reasons. Firs t, the computer 
requirements were already quite high. For example, 
the CPU time at this si tuation was about 1000 s, on an 
IBM 4381. Second, at such Re number, the real flow is 
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RESUMO 

~ apresentado um armazenador de calor sensível do ti~o tubo-carcaça onde a troca 
de calor entre o fluido frio e o flu ido quente se dá a traves de um tubo de parede espes 
saque funciona como armazenador sensível . Obtém-se a distribuição de temperatura na 
parede e a evolução das temperaturas dos fluidos ao longo do armazenador. ~ feita uma 
análise dos parâmetros efetividade e NTU. O problema de transferência de calor na par~ 
de acoplado aos balanços de energia é resolvido numericamente. 

INTRODUÇÃO 

A utilização de armazenadores térmicos em var1os 
sistemas de conversão de ener~ia tem sido amplamente di~ 
cutido na literatura [1,2 e 3J, tanto em sistemas conve~ 
cionais como em sistemas alternativos, notadamente os so 
lares. -

Os armazenadores térmicos nada mais são do que tro 
cadores de calor com um meio armazenador. O tipo mais usu 
al é o tubo-carcaça. 

Os armazenadores térmicos usuais armazenam a ener 
gia térmica na sua forma sensível ou latente [1] . Existem 
vários trabalhos sobre armazenadores por calor latente 
na configuração tubo-carcaça -4 e 5], contudo não se c~ 
nhece na literatura trabalhos em que os resultados da 
análise de armazenadores tubo-carcaça por calor sensível 
tenham sido discutidos utilizando os parâmetros usuais 
de trocadores de calor, ou seja, NTU e efetividade. 

O objetivo deste trabalho é apresentar tal análise 
que é feita com base na solução do campo de temperatura 
em tubos cilíndricos de paredes espessas, onde o proble 
ma de transferência de calor é controlado por condução .-

Figura 2 . Domínio do estudo 

Sendo o processo de transferência de 
!;::do por condução tem-se qJe a equação que rege 
dada por: 

t
, r . K ar J = C dT 

r dr ar 3t 

8 

calor cont ra 
o problema e 

(l) 

A solução da equação de energia é feita através de 
um esquema numérico utilizando a técnica dos volumes de 
controle. 

FORMULAÇÃO DO PROBLE~~ 

onde C é o calor específico volumétrico , T e a temperatu 
ra, t é o tempo, K a condutividade térmica e r a coorde 
nada radial . 

Considere o esquema do armazenador 
mostrado abaixo, 

tubo-~arcaça 

Figura 1. Esquema do armazenador tubo-carcaça 

os tubos de paredes espessas estão organizados em um ar 
ranjo triangular e em torno de cada um deles existe uma 
região hexagonal de simetria que não difere significat~. 
vamente de um circulo. 

A análise do problema será então realizada com ba 
se no domínio a seguir representado . 
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As condiçÕes de contorno são dadas por: 

- K~ (t ,r
1
. ) ar (2) 

(3) 

onde ri é o raio interno da parede cilíndrica, ro é o 
raio externo da parede, Tbi e o Tbo as temperaturas me 
dias de mistura do fluido interno e externo, hi e ho os 
coeficientes de convecção interna e externa. 

A cond ição inicial é dada por: 

T (O,r) = T. 
1 

(4) 

A análise do problema é facilitada com sua adimen 
sionalização. Define-se: 

9 = T(t ,r ) - Tbo , como temperatura adimensional 
Tbi - Tb0 (5) 



R 
r 
r. 

1 

, corno coordenada radial adirnensio-
nal; (6) 

ct 
T = --2 

Kri 

hi·ri 
B. · = -K-

11 

B. 
10 

ho . ro 
-K-

, como tempo adimensional; 

, como n9 de Biot interno; 

, corno n9 de Biot externo; 

Desta forma o problema é escrito corno: 

ae = .!_ a ( R~) 
ãT RãR \ R J 

com a condição inicial dada por: 

9(0,r) e. 
1 

e as condiçÕes de contorno dadas por: 

a e 
élR (1:,1) B .. [9(1:,1) - 1] 

11 

ae Bio 
ãR (T,Ro)=-R (T,RO) 

o 

ANÁLISE DO ACOPLAMENTO 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Para o cálculo das temperaturas méd ias de mis tura 
do escoamento ao longo do tubo, é necessário efetuar um 
acoplamento com o flu ido . Este acoplamento é consegu ido 
através de um balanço de energia corno mostra a figura 
(3) . 

l O 
2 111 

~ 

Tb ., dTb . 6• .. 

Figura 3 . Elemento de Volume para Balanço Térmico 

Para o fluido interno ternos: 

m . . C . . Tb . = Q. l::ix +m . c. Tb. + ___.l. • t:,;x ( 
dTb. ) 

1 1 1 1 1 1 1 dx 
(14) 

onde m é a vazão em massa do fluido e pode ser colocada 
corno função da veloc idade média do escoamento u corno, 

-se 

m. 
1 

p .. rr . r .. u. 
1 1 1 

Qi = - K ar 
ar 

21l . r. 
1 

(15) 

(16) 

A equação(l6) pode ser adirnensionalizada, obtendo-
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Qi 
2IT . ri ('rbi-Tb0) 

a e 
~aR (1: ,1) 

11 
Qi (17) 

Mas da condição de contorno interna dada pela equa 
çao (12) ternos: -

1 ae ~;)R (T,l) = [9(1: ,1)-1. (18) 

11 

Logo a equaçao (17) torna-se: 

Qi= [1- 9(1: ,1)] (19) 

Levando-s e a equação (19) na (14), e fazendo com 
que o sistema de coo rdenadas mova-se com o f luido, ou se 
ja: 

dx 
u .. 

1 dT. 
1 

A equação (14) torna-se: 

dTb 
i 
~ = 2 c. 

1 1 
B .. (Tb.-Tb

0
) [1-9(1:,1)] 

11 1 

Analogarnente para o fluido externo obtém-se: 

dTb
0 

dTO 

c
0

.s. 
2 10 ( ~~ Tb i-Tb 0) . 9(T,R0) 

onde c* e '* sao dados por: 

mas: 

Pc cn* C = ---- e T = ---
* p*C* * rt 

dx 
ui = dti e 

dx 
u0 = dt

0 

ou na sua forma adirnensionalizada: 

- u. u = 1 
uo = 

dTO 

d1:i 

E a equação (22) torna-se: 

dTb 0 
dT. 

1 

e o 
2 • lí 

B. __ 1_o_ (Tb.-Tb
0

) e< ·c,R) 
(R2 -R2) 1 O 

e O 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

As equaçÕes (21) e (26) são resolvidas sirnultanea 
mente, através de um processo iterativo, obtendo-se aS 
temperaturas médias de mistura interna (Tbi) e externa 
(Tbo) ao longo do tempo e também ao longo do tubo,já que 
existe urna relação entre o tempo adimensional e a coorde 
nada, através das equaçÕes (9) e (20) . -

Para a análise do desempenho através dos parâmetros 
envolvidos em trocadores de calor , nós definimos a efeti 
vidade corno a razão entre o ca lor real trocado e o calor 
máximo possível de ser trocado, ou seja: 

e: 
___ Q~=q 

~áx 

onde Q e ~áx são dados por: 

(27) 



IJIO 

n:wo ---. 
Figura 6. Influência da razão de velocidade 

Outro parâmetro analisado e a influência da razao 
de velocidade, a qual pode ser observada na figura 6. 
Note que, para este arranjo geométrico, as curvas de 
efetividade não variam significativamente o mesmo nao 
ocorrendo com as de NTU. 

Finalmente pode-se notar na figura 7, a influência 
dos números de Biot. Observe que apesar do aumento dos 
números de Biot fornecerem uma curva de NTU com valores 
mais elevados a curva de efetividade apresenta valores 
menores que para o caso de valores de Biot menores. 

•.ao~-------------------------, 

Figura 7. Influência do número de Biot 

CONCLUSÕES 

Com esta formulação e possivel avaliar o desemp=. 
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nho de uma unidade de armazenamento em termos dos param=. 
tros e:-NTU . 

No dimensionamento de um armazenador pode- se utili 
zar o programa para se saber qual serã o seu desempenho~ 
também na simulação de um sistema completo onde um dos 
componentes e o armazenador o programa possibilita a sua 
simulação. 
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ABSTRACT 

A sensible heat, shell and tube type, storage 
system is considered, where heat exchange between the 
cold and hot fluids takes place through a thick walled 
tube for storaging . The temperature distribution across 
the wa11 is obtained, as wel1 as the time history of 
the fluids temperature a1ong the storage system . A 
performance analysis is under taken through the use of 
the e:-NTU parameters . The heat transfer prob1em at the 
wall coupled with the energy balances at both fluid s, 
is solved numerically . 



Q 
m

0 
. c 

-~-- TbO (~) - TbO (O) (28) 

~áx 2IT.r0 .h
0 

[Tbi (0) - Tb0 (o)] (29) 

já que para o tempo igual a zero nenhuma energia foi ain 
da trocada e portanto a efetividade torna-se : 

E: 
m0 . c 

2IT.r0 .h0 . ~ 

Tb
0 
(~) - Tb

0 
(O) 

Tbi (O) - Tb
0

(0) (30) 

a qual pode ser colocada em função de NTU como segue: 

ebo C~> 
E: =-- (31) NTU 

NTU = 
2 IT.h0 . r 0 . ~ 

m0 . c (32) 

e = Tb 0 C ~) - Tbo co) 

bO Tb . (O)- Tb (O) (33) 
l. o 

sendo ~ o comprimento do tubo. 

OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES ALG~BRICAS 

Para discreti zação da equação diferenc i a l, será 
utilizada a técnica de volume de controle , dpsenvolvida 
por Patankar [6] , que consiste em integrar a equação di 
ferencial (10) nos volumes de controle conforme a f i g~ 
ra (4) . -

~ 
~ 

N . P 

n . 1 

S PONTOS NODA IS 

FRONTEIRAS 

Figura 4. Volumes de controle utilizado 

Efetuando as integraçÕes dentro do vo lume de con 
trole, com variação linear de e e R, supondo que e perma 
necerá uniforme durante o intervalo de tempo AT, e que 
o integral de e no tempo seja: 

onde 

T-Al 

JeP . dT 

T 

rme 1 + (1-m) e 0 ] AT L! p p 

Obtém-se as seguintes equaçÕes al gébricas: 

(34) 

e l I el ap. P-m.an. eN-m.as. S (1-m)an . e~ + (1-m)as o e; + 

+ [a - a (1-m) - a (1-m) J e o 
po n s P 

a = C 2 
po 261 (R -R 2) n s 

R .K 
n n 

an = (oR) 
n 

(35) 

(36) 

(37) 
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a 
s 

a ., 

Rs.Ks 

(oR)s 

a + ~ .a + m. a 
po n s 

(38) 

(39) 

onde a equaçao (35) é válida para pontos nao pert enc eu 
tes ao contorno. Para pontos no contorno t emos: -

-a +m o a +m o B o o o K o R J e I 
po n 1.1. s s P 

m.a .ai 
n N 

a - (1- m)a 
po n 

- B ... K .R (l-m)]8P0 + (1-m)a . 8° + B ... K .R 
1.1. s s n N 1.1 s s 

B. 
[a +m.a +m.K .R . Rl.0 ]8P1 

- m.a . 
5 

= [a - (1- m) . 
po s n n 0 s po 

R 

(40) 

(1+ Rn. B . . K .a ) ] . 8p0 + (l-m)8
5
° .a (41) 

0 1.0 n s s 

onde as equaçoes (40) e ( 41 ) são válidas para os contar 
nos internos e externos r espectivament e. 

O parâme tro m determina o tipo de esqu ema numérico 
utilizado . Possibilita os esquemas explÍc it~, implÍc ito 
e Crank-Nicolson para m=O, m=l, m=0.5 respec t~vament e oo . 
RESULTADOS 

Al guns resultados t Ípico s sao apresentados , usando 
agua como fluido de trabalho e como material do 
tubo. 

Variação de Efetividade e NTU com a geometria do 
problema podem ser vistas na f i gura 5 . 

·~~--------------------------~ 

uo 

1: 
o.al 

110•2.0 
I!E•<JI 
u - 1.0 

111101'0-

• -10 .,_..., 

ua ...---------------------------., 

·~ 
uo 

luo 
0.40 

o.al 

111101'0-

Figura 5 . Efeito da Geometria 

Observe que os parâmetros que variam foram R0 e Re. 
Quanto menor R aignif ica um arranjo de tubos mais denso 
e que a relaçã~ Re/Ro mais o valor de Ü f ixa a relação 
de vazão entre os fluidos . O dimensionamento do armazena 
dor deve s er cuidadosament e analisado em função dos parã 
me t ros , isto é, o comprimento deve ser tal que correspon 
da ao tempo adimensional em que os parâme tros não mais 
variem significativamente. 



ENCIT 88 - Águas de Llndóla, SP (Dez. 1988) /(0ecember 1988) 

DISPOSITIVOS ELETRÕNICOS REFRIGERADOS 
POR MATERiAL DE HL'DANI,.A DE FASE 

8 PAULO GILBERTO DE PAULA TORO 
Instituto de Atividades Espaciais - Centro Técnico Aeroespacial 

CARLOS LINEU DE FAR [A E ALVES 
8 

Instituto TecnolÓgico de Aeronáutica- Centro Técnico Aeroespacial 
São José dos Campos - SP 

RESUMO 

11 analisado neste trabalho um sistema de refrigeração de dispositivos eletrônicos, 
dispostos em placas horizontais, utilizando material de mudança de fase (MMF) , atuando 
como capacitar térmico. O problema no ~~W é formulado supondo que o processo de trans 
ferência de calor seja controlado por condução . A equação da energia é escrita na sua 
forma entâlpica, evitando assim a não linearidade cau sada pela movimentação da frontei 
ra s0lido lÍquido no ~~!F, sendo resolvida através da formulação numérica de volume de 
controle. são apresentadas a temperatura de parede, a massa solidificada e a de mudança 
de fase, considerando a parafina n-Eicosana como ~!XF e a água como fluido refrigerante. 

INTRODUÇÃO é a prÓpria temperatura dos dispositivos eletrônicos. 

Os componentes eletrônicos são proj etados para ope 
rarem em uma faixa de temperatura especifica . Quando es 
tes estão em ope ração dissipam uma quantidade de ene; 
gia , que é necessário retirar por algum mecan ismo térmT 
c o. O obj etivo Jo contn•le térmico é realizar a trocã 
de energia entre os dispositivos eletrônicos e o amoien 
te, de modo que a temperatura dos componentes e letrônT 
cos se estabilizem na faixa opera c ional. 

O resfriamento, que era inicialmente feito por 
convecção natural, tornou-se em alguns casos insuficien 
te e a convecção forçada foi utilizada. Porém, o dese~ 
volvimento eletrônico gerou a necessidade de pesquisar 
novas maneiras de controle térmico, pois a energia gera 
da por unidade de área de dissipação de calor aumento~ 
consideravelmente, conforme descrito em Oktay et alii 
[1] . 

O princÍpio de funcionamento do capacitar térmico 
é que o material de mudança de fase absorve e libera 
energia à temperatura aproximadamente constante , em tor 
no da temperatura de mudança de fase , fazendo que as 
bruscas variaçÕes de energia não provoquem grande s dife 
rença s de temperatura nos dispositivos eletrônicos . -

Segundo Lorsch et alii [2] a mudança de fase mais 
apropriada ao processo de armazenamento térmico é a 
transição sÓlido-lÍquido . 

vários trabalhos, [2 a 4], analisaram os diversos 
materiais de mudança de fase e concluÍram que, para tem 
peraturas baixas e intermediárias, os compostos orgânT 
cos, em especial as parafinas, apresentam vantagens so 
bre os compostos inorgânicos. Dentre as vantagens, sa 
lientam-se a solidificação sem subresfriamento , fusãO 
congruente e compatibilidade com grande parte dos mate 
riais utilizados na construção dos armazenadores têrmT 
cos . 

Witzman et alii [s] investigaram um procedimento 
simplificado, para projeto de um trocador de calor uti 
lizamo ma terial de mudança de fase, para a estabiliza 
ção da temperatura de dispositivos eletrônicos, contudo 
a solução apresentada é analítica e feita a partir de 
um balanço de energLa , ,,ão possibilitando uma análise 
mais aprofundada dos efeitos dos parâmetros envolvidos . 

Neste trabalho é analisado a montagem mostrada na 
Figura 1 , em que_o uso de MMF como capacitar térmico 
atenua as variaçoes de temperatura decorrentes da gera 
ção interna de energia pelos componentes eletrônicos~ 
SupÕem-se que os dispositivos eletrônicos , dispostos em 
placas horizontais, dissipam calor conforme Figura 2, 
com potência dissipada constante durante o tempo l i gado 
dos dispositivos eletrônicos, curva 1. 

O MMF é inserido entre duas placas finas de alta 
condutividade térmica, de forma que não hã gradiente de 
temperatura através das placas. A temperatura da placa 
de separação en tr e os dispositivos eletrônicos e o ~frW 
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FOR~ruLAÇÃO DO PROBLEMA DO MATERIAL DE MUDANÇA DE FASE 

Considerando a geomet ria ilustrada pela Figura 1, 
tendo a hipótese de que o processo de transferência de 
calor no ~frW seja con trolado por cond ução de ca lor, uni 
dimensional e transiente . Aplicando a formulação entâi 
pi ca de Bona c ina ' 6] no equacionamento energético do 
MMF, obtêm-se a equação diferencial , sendo ela válida 
para as regiÕes sÓlida, lÍquida e em mudança de fase, 
portanto: 

~(T) ~~ O<y<a, t>O (1) 



onde Te a temperatura no MMF, to tempo, y a direção do 
fluxo de calor, ~(r) a condu tividade e ~(r) o calor espe 
cifico volumétrico do MMF. Sendo: -

r= T(y,t) 

f
C I (r); 

P1 L 

~(r)=l2 tir + 

C2(T); 

H rm 
+ 

C 1 (Tm) + C2 (rm) 

+ r ~rm 

r~rm 

2 

{

Ki (r); 

"' -K(r)= K1 (rm) + + 

l K2 (r) ; r ~ rm 

K2 (rri;) - K1 (rm) 

2 t.r 

+ 
rm < r < rm 

+ rm < r < Tm 

(2) 

(3) 

(4) 

onde os Índices "1" e "2" indicam respectivamente as pro 
priedades do M: !i' nos estadus sólido e lÍquido, L e o cã 
lor latente de fusão , rm a temperatura de fusão e âr ã 
metade do intervalo de temperatura de mudança de fase, e 

+ 
rm 

Tm 

rm + âr 

rm - ór 

(5) 

A condição inicial e as condiçÕes de contorno ne 
cessárias para a solução da equação diferencial são dã 
das por: 

r(y,O) = rm (7) 

que e a prÓpria temperatura de solidificação do MMF; 

"' ar ~ ] K(r) a- (O,t) = h Lr(O,t) - rb(x) 
y 

(8) 

que e a energia transferida do MMF para o fluido de re 
frigeração por convecção , sendo h o coeficiente de co~ 
vecção do fluido, e 

"' ar -K(r) A --a (a,t) c y {
q ; O,: t ~ Mon 

O P ; â ton < t < â te 
(9) 

que e a energia gerada pelos componentes eletrÔnicos, on 
rle Aç e a área perpendicular à direção do fluxo de calo~ 
&p e a potência dissipada por unidade de área dos di~ 
positivos eletrÔnicos, âton o tempo ligado e ó tc o ciclo 
de carga/descarga dos dispositivos eletrônicos. 

Acoplamento entre Ha t erial de Mudança de Fase e 
Fluido de Refrigerante . f analisado a evoluçao da tempe 
ratura do fluido refrigerante através de um bala nço d; 
energia em um elemento de volume do fluido, como sugeri 
do por Shamsundar [7 ] · -

Considerando que a variação da temperatura de mis 
tura do fluido, rb, não varia consideravelmente com o 
tempo, já que o tempo que o fluido leva para escoar pelo 
canal e muito pequeno comparado com os tempos de evolu 
ç~o da fronteira sÓlido-lÍquido do ~ff, obtem-se a equ~ 
çao: 

~ d rb(x) = l,.h_ [r(O,t) - rb(x) ] 
dx b cf 

(10) 

342 

Colocando o sistema de coordenaaas se movendo com 
o fluido, tem-se que: 

u = 
dx 
dt 

(11) 

que relaciona o tempo que o fluido escoa no canal 
e a posição do fluido no referido canal, obtendo-se a 
t emperatura do fluido refrigerante ao longo do tempo e 
ao longo do canal de escoamento do fluido. Substituirno­
-se (ll) em (10), tem-se: 

d rb(T) • 2 h óton 9 (0, T) dT 
[rri; _ rb(T)] b cf 

(12) 

onde Cf e o ca lor especifico volumétrico do fluido e, 

9(0,T) = r(O,t) - rb(T) 
+ 

ót 
T .• óton 

rm - rb(T) 

Sabendo-se gue S(O , T) varia com T somente, 
tua-se a integraçao, obtendo : 

(13) 

(14) 

efe 

+ + ] rb(T) = Tm - [rm-rb(O) exp hóton J~o T)dT] 
[-2 ~ ' (15) 

o 

Método de Solução . Utiliza-se para a obtenção das 
equaçoes algebr1cas a técnica numérica de volume de con 
trole desenvolvida por Patankar [8] , que consiste em 
integrar a equação diferencial em cada um dos volumesda 
discretização ilustrada na Figura 3 . 

M 

~1- l 

s 
s 

2 

Figura 3. Discretizaçao do material de 
mudança de fase 

Considerando a formulação implicita, obtem-se a 
equação algébrica para os volumes de controle internos 
ã malha de discretização: 

-a 91 + [a +a +a ]91 - a 91 = a 9° ; l<P<M (16) 
s S po s n P n N po P 

Para os volumes de controle dos contornos, apli 
ca-se as condiçÕes de contorno na equação diferencial ÍÕ 
tegrada nos volumes respectivos, obtendo para o volume 
de controle l, aquele em contato com o fluido refrige 
r ante, a equação: -



[a +Bi A +a ]a 1-a a' = a a0 
po lbnPnN poP 

(17) 

e para o volume de controle M, que es:ã em contato com 
os dispositivos eletrônicos, as equaçoes: 

-a a 1 + (a +a ) a 1 
= a e 0 + L l~P 

sS posP poP 

-a e I + [a +a ] a I = a e O 
sS posP poP 

; 0<-r~l} 
1<-r<ó-r 

c 

P•M 

(18) 

onde o expoente "1" indica o tempo seguinte e o expoen 
te "o" o tempo atual, os Índices em letras maiúsculas in 
dicam os pontos nodais e as minúsculas as fronteirasdos 
volumes de controle. Sendo: 

T(Y,t) - Tb(x) 
+ e(Y,l) (19) 

Tm - Tb(x) 

(20) 

(21) 

(2L) 

o.1de: a e b são as espessuras do MMF e do fluido refrigera~ 
te respectivamente. 

Os coeficientes a , a e a são determinados por: 
s po n 

f( 
a 

__ s_ 
(23) 

s (Õy) 
s 

"' K 
a =--n- (24) 

n 
(6y)n 

"' a ~ 
po óton ÓT 

(25) 

Analisando as e~uaçoes (23-25) obserx.a-s~ que os 
coeficientes são funçoes das propriedades é e K do ~~. 
logo são funçÕes da temperatura e da posição, portanto o 
método de solução é iterativo. 

Uma discussão detalhada desta formulação pode ser 
encontrada em Toro [9]. 

RESULTADOS 

As Figuras 4, 5 e 6 il ustram a variação de temp~ 
ratura da parede, junto aos dispositivos eletrônicos,em 
função do tempo. Considerando dois regimes de escoamen 
to do fluido, regime laminar (Figuras 4 e 5) e regime 
turbulento (Figura 6). 

A Figura 4 mostra a influência da variação da po 
tência dissipada, constante durante o tempo ligado dos 
dispositivos eletrônicos, na temperatura da parede. Ob 
serva-se que quanto maior a potência dissipada maior e 
a temperatura da parede. A temperatura máxima ocorre no 
final do tempo ligado. Para uma potência dissipada de 
1000 W/m2 verifica-se uma temperatura da parede de 100 '1::, 
que ê a máxima temperatura especificada para os com 
ponentes eletrônicos, de modo que operem eficientemen 
te . 

A Figura 5 ilustra a influência da potência dis 
sipada, variável durante o tempo ligado conforme a Fi 
gura 2. Verifica-se que para uma distribuição aleatória 
no tempo ligado não se tem praticamente variação da tem 
peratura de parede, que é um indicativo do MMF, parafT 
na n-Eicosane, operar como um capacitar térmico. -
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= 10.0 

Ab = l. 0 

90 
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~7 
::::> 
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o 2000 4000 
TD!PO (s) 

a 1000 (>;/m 2 ) 

bOOu 

Figura 4 . Influência da potência dissipada 
sobre a temperatura da parede 
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Figura 5. Influência da potêncta dissipada 
sobre a temperatura da parede 
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A Figura 6 mostra a influência da variação da potên 
cia dissipada, constante durante o tempo ligado, na tem 
peratura de parede, sendo que o fluido refrigerante estã 
escoamendo no regime turbulento. Observa-se que para uma 
potência acima de 1000 W/m; a temperatura de parede (con 
siderada a prÓpria temperatura dos componentes eletrônT 
cos) é superior a 100 oc. 
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Bi a 3000 
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250 Ab • 1.0 

o 2000 4000 
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Figura 6. Influência da potência dissipada 
sobre a temperatura da parede 
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As Figuras 7 e 8 ilustram a variaçao da massa do 



MMF, nas reg iÕes sÓlida e em mudança de fase respectiva 
men te, em f unção do t empo . ~ consid erado o regime de es 
coamento turbul ent o no fl uido refrigerante. -

A Figura 7 mostra a porcentagem da massa solidifi 
cada , verificando- se que a variação da potência dissip; 
da de 250 a 2500 W/m 2 não altera a massa solidificada ,e 
que no final do ciclo carga/desca r ga tem-se aproximada 
mente 16% da massa em estado sÓlido . -

~20 

~ 

< .-:> 
< u 
ú.. 

:;lU 
c 
"' < 
"' .ll 

~ 

Bi = 3000 
l 

A = 1 . 0 
b 

<ip 25U- 500- l000-2500 (w/m 2 ) 

0 +----r--~r---~---r---,----.---,---~ 

o 2000 40011 
TEl-lPO \s) 

6000 

Figura 7. Influênc ia da potência dissipada 
sobre a massa solidificada 

8000 

A Figura 8 apresenta a massa em mudança de fase . 
Observa - se que um aumento da potência dissipada causa 
uma diminuição da massa em mudança de fase (aumentando 
a massa liquefeita). Para 2500 W/m2 aproximadamente 61% 
da massa do MMF esLá na r egião em mudança de fase. 
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~ 

"' "' < .. 
"' o 80 
< <> z 
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) 

2000 4000 6000 8000 
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Figura 8. Influência da potência dissipada 
sobre a massa em mudança de fase 

CONCLUSÕES 

Dos resultados obtidos, concluem-se para a geome 
tria analisada , que para uma potência dissipada acimade 
1000 W/mz não ê possivel obter a temperatura da pared~ 
a prÓpria temperatura dos dispositivos eletrônicos, abai 
xo de 100 oc. Um r eg ime de potência dissipada ale; 
tõria, no tempo ligado dos dispositivos eletrônicos, e 
pref er ivel a um r egime de potência dissipada cons tante . 

Dos gráficos da massa do MMF, observa-se que ape 
sar de 77% da massa (16% sÓlida e 61% em mudança de fa 
se) estar sendo governado por condução de ca l or , tem-se 
23% da massa do ~friT na região liquida, o que t orna im 
portante o estudo da convecção natural para compleme~ 
tar este trabalho. 
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ABSTRACT 

It is analysed in t ilis work a cool ing system of 
electronic devices , arranged in horizontal plates and 
using Phase Change Material (PCM) , which act•.Jat e as 
thermal capacitar. The PCM problem is formulated 
assuming that, the neat transfer process it is being 
controlled by conduction. The energy equatio n in written 
und er t he enthaply form , so, avoiding a non linearity, 
caused by so lid-liquid boundary movement in the PCM.This 
PCM problem is solved through numerical formulation of 
control volum. It i s presented here the wall temperature, 
ti1e soliditied mass and the phase change, by considering 
a n-Eicosane paraffin as a PCN and the water as a 
colling fluid . 
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RESUMO 
Analisa-se numericamente o comportamento de um acumulador de calor a cont a t Q di 

reta( utilizando-se a mistura eutética KN03___NaN03 como material de mudança de tas~ 
(MMFJ e ar como fluido de trabalho. A finalidade deste sistema é a recuperação de re­
jeitas industriais na faixa de temperatura de 200 a 3000C e a termotransformação de 
um sinal térmico cíclico ~m sinal restituído a nível d~ temperatura constante. O pro­
bllm~ de mudança de f ase.e formula do us~ndQ-se a equaçaQ da energia na ~ua forma en­
ta pica.dAs eq~~çoesdalgebricas fotam obtidas pela tecnica dos võ umes de controle. A 
so úçao o prdblema o ~scoamento do ar sobre o ~ e feita atraves de um esquema pre 
ditar-corretor de segunda ordem. Os resultados teoricos foram comparados com resul t a= 
tados experimentais e alguns parâmetros do problema discutidos. 

A recuperação do calor rejeitado por gases de com 
bustâo não constitui unicamente uma economia de ener 
gia, mas pode em certos casos condicionar a rentabi­
lidade de um processo de fabricação. Este calor é, em 
geral, utilizado para o pré-aquecimento do ar de com 
bustâo e para a produção de vapor. 

Uma grande parte destes rejeitas térmicos sg a ­
presentam com temperaturas na faixa de 200 a 300 C.Os 
métodos de recuperação existentes estão com freqUên­
cia comprometidos com a defasagem existente entre a 
ocorrência dos rejeitas térmicos e a sua utilização po 
tencial. Além disso estes rejeitas, f reqUentemente l i 
gados a processos descontínuos, são por natureza in 
termitentes. 

e 

Isolante 

~ necessária então a utilização de um sistema JJ+-1brl- Supor t e 

que permita, não só, a recuperação da energia térmica 
contida nestes rejeitas mas também, que seja capaz de 
transformar um sinal térmico cíclico, em um sinal res 
tituído a nível de temperatura constante. -

Este objetivo pode ser atingido através de um a­
cumulador térmico a calor latente e cantata dire to en 
tre o material de mudança de fase e o fluido de trans 
porte. 

O material de mudança de fase escolhido é a mis­
tura eutética KN03 -- NaN03 , cuja temperatura de fu­
são é 222°C. O fluido de transporte é o ar e a faixa 
de temperatura de estudo situada entre 200 a 300°C. 

Através de um modelo numérico, pode-se analisar 
a i nfluência de diferentes parâmetros sobre o funcio­
namento do acumulador . 

O acumulador de calor é representado na figura 1. 
Ele consiste de um recipiente cilíndrico de altura 
H=0 , 9m e de diâmetro D•0,6m. O MMF é disposto dentro 
de pra t os empilhados verticalmente. Dentro de cada pr~ 
to, aletas criculares perfuradas são dispostas conce~ 
tricamente e meio imersas no MMF . 

O es t udo da influência dos diferentes parâmetros 
de funcionamento é feito para um prato representativo 
do conjunt o. (Figura 2). 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Como o prato contendo o MMF é simétrico em 
ção ao seu eixo vertical a análise do problema é 
t a sobre a r egião de simetria mostrada na figura 

rela 
fei= 
3. 

As equaçÕes do problema são escritas para esta 
região de simetria com Tbi e Tbf representando respe~ 
tivamente as temperaturas de entrada e saída do ar. A 
espessura da camada do MMF é representada por (f) e a 
espessura da camada de ar sobre o MMF por (a) . 

perfurado 

· .. :;.·· 

Entrada do a r 

Figura 1 - Acumulador de calor . 

Figura 2 - Geome t ria de um pra t o . 
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Figura 3 - Região de simetria do problema 

Problema de Mudança de Fase . 

Para esta análise supôs-se: ausência de convecçao 
natural e que a transferência de calor no sentido da 
espessura do MMF é negligenciável em relação a transfe 
rência de calor no sentido radial, regime transitório­
e ausência de geração interna de calor. 

O balanço de energia feito sobre uma porção ele­
mentar de uma região situada entre duas aletas no sen­
tido do escoamento do fluido pode ser expressa, na for 
ma adimensional, pela seguinte equação: 

Ba.[c*(<jl)<jl] = ~[RK*(,P) 'ªItJ - RBi~[ .p - <jl b] 
aT a R a . 

(1) 

com: 
Tb T R = .E_ 

<P= 'T' <Pb c 'T' rf m m 

K t h rf rf /:J.T s Bi = _...L!. ~ • -~;;='T • y=rc · K ' f 
m f s s 

onde <P e <jlb representam respectivamente a temperatu­
ra adimensional do MMF e do ar, R é o raio adimensio­
nal, !;; é a faixa de temperatura de mudança de fase adi 
mensional, T é o tempo adimensional, Bi é o número de 
Biot, ~ é a relação ent:e o raio do prato ~ a espess~ 
ra da camada do MMF, K* e a condutividade termica adi 
mensional,C* é a capacidade calorífica adimensionalp;r 
unidade de volume considerado que a mudança de fase em 
uma faixa de temperatura, T é a metade da faixa de 
temperatura em que ocorre mudança de fase , T é a tem .. m .. -
peratura_de _mudança de fase, Tb e a t~mperatura media 
do ar e hg e o coeficiente de convecçao global . 

A equação 1. é válida para o MMF na fase sÓlida 
ou líquida e também para as aletas, bastando-se apenas 
considerar as propriedades da região analisada . 

Para o MMF supôs-se conforme sugerido por Bonaci­
na et alii [1] que a capacidade calorífica do MMF na 
fase sólida ou líquida (Cs e Ct) não dependem da temp! 
ratura no intervalo T - /:J.T<T <T +/:J.T, e que a condutivida 
de térmica do MMF nam fase msólida ou lÍquida (K e 
Kt) variam lin~armente neste intervalo . s 

As condiçoes de contorno, adimensionais, do pro­
blema são: 

<P = 
Tbi 

Ri = ri/rf (2) 
i T ' m 

e 

l.P = o R = 1 (3) 
aR 

Problema do Escoamento do Ar sobre o MMF. 

Um balanço de energia é fei to sobre uma porção e­
lementar do fluido no sentido de seu escoamento . 

Supôs-se que a temperatura média do ar não varia 
de forma significativa com o tempo. Esta simplificação 
é justificada pelo_fato de que o tempo necessário eara 
a mudança de fase e muito maior que o tempo necessario 

346 

para o fluido atravessar o prato. [2] 
A equação do balanço térmico , na forma adimensio­

nal é: 

d~ * r 
(4) - =A [S t (<jl-\) - St (<jl - <jl ) -

dR p b amb ri 

com 
h K 

St = ___g__ , 
p vic 

St • _E.._ , 
p p vi c 

** = rf T amb 
A ' <jl amb • -T-a m 

onde St e Stp re~resentam respectivamente o número de 
Stanton de réferencia para a troca de calor entre MMF­
ar e ar-parede do acumulador , <P amb é a temperatura ad! 
mensional do ar no ex t erior , p ,C representam a densi­
dade e a capacidade calorífica do ar, vi a velocidade 
do ar na entrada do prato e K é uma condutância glo­
ba l de transferência entre o fruido a temperatura Tb e 
o meio. ambiente a temperatura Tamb· 

SOLUÇÃO NUM!RICA DO PROBLEMA 

A solução da equação diferencial (1) representan­
do o problema de mudança de fase e de condução de ca­
lor através das aletas é feita utilizando-se a técnica 
dos volumes de controle. [3 ] 

A região de estudo é dividida em um número conve­
niente de volumes de controle e a equação (1) é in te­
grada em um volume de controle (figura 4). 

(llR}. ,. lAR\• 

Yi. - .e. 

LIR 
' R 

Figura 4 - Representação de um volume de 
controle. 

Os índices e e w representam respect ivamen te 
faces es te e oeste do volume de controle e P o 
nodal cen tral. 

as 
ponto 

Assume-se conforme sugerido por Patankar [3] uma 
variação da temperatura com o tempo dada pela seguinte 
expressão: 

I
T+ /:J.T 

<P aT • 

T 

\ o 
[m <jlp + (1-m) <jlp]LIT 

Deste modo obtém-se a seguinte equação: 

apo[ <jl1 - <jl
0

] • a [m<jl1 + (1-m) <P
0 

] + p p e E E 

+a [m~1 + (1-m).p 0 ] -a [m.p1 +(1-ml.p
0 J -w "'w w e p · p 

- a [m<P +(1-m) cf] - a [m <V 1+(1-mJI> 
0

] + w p p se p p 

1 o 
+ asc[m<Pbp + (1-m) <jlbp] 

(5) 

(6) 



com * R K* 
(R2 - ~) 

c e e 
apo ~ ITT ' a 

a (li R) e e 

R K+ R2 ~ w w e (7) a ·-w:r;; · a - BiXL( w se 2 

Para as faces do volume de controle W e E situa-
das respectivamente nos limites R - ri/rf e R=l têm-se: 

em p - 1 cp - cp = cp w p i 
(8) 

e em P • !MAX 
cjl I cjl I 4 cjl I .!_cp I (9) 

E p - 3 p-1 3 p-2 

obtida através de um desenvolvimento em série de Taylor. 
A equaçao (4) correspondente ao balanço térmico no 

fluido pode ser reescrita corno: 

Fazendo-se: 

X • (A*St + A*Stp) E_ = X(R) 
ri 

Y • -(A*Stcjl + A*Stp<Pamb) E_= Y(R) 
ri 

(11) 

(12) 

através de a equaçao do balanço térmico no fluido to 
ma a seguint~ forma: 

~ + X(R)4b + Y(R) a O (13) 

com 

(14) 

Num instante fixo a equação dando a distribuição 
de tempertatura no fluido ao longo do prato cpb.cpb(R) 
se identifica com uma equação diferencial de primeira 
ordem, com coeficientes constantes. Este tipo de pro­
blema, dito de valor inicial, é aqui resolvido numeri­
camente através de um esquema do tipo preditor-corre­
tor de segunda ordem em diferenças finitas. 

O balanço térmico no MMF é resolvido simultanea­
mente com o balanço térmico no fluido, de modo a se de 
terminar cp e <Pb a qualquer instante e em qualquer p~ 
sição R do prato. 

RESULTADOS E CONCLUSÕES 

A figura 5 mostra a comparação de resultados ·obti 
dos através do modelo numérico, para uma formulação e~ 
plícita, com resultados experimentais. [4] -

A experiência foi realizada alimentando-se o· acu­
mulador com ar alternativamente a 270 e 130°C, seguin 
do seqUências de 15 minutos. A vazão volumétrica do ar 
foi fixada em 4 ,8 Nrn3 /h e isto em presença de 4 ale­
tas de espessura O,lcm. 

Nota-se que os resultados teóricos aqui obtidos 
estão bem próximos dos resultados experimentais. Pode­
se concluir que os resultados aqui encontrados são sa­
tisfatórios e comprovam a eficiência do método utiliz! 
do. 

Os parâmetros analisados numericamente são: espe~ 
sura das aletas, a massa do MMF ligada à duração dos 
períodos de intermitência e o número de aletas. 

Na figura 6 comparam-se os resultados obtidos pa­
ra três diferentes espessuras de aletas. Este ensaio 
foi realizado alimentando-se o acumulador, com ar, al­
ternativamente a 270 e 130°C seguindo seqUências de 
15 minutos. A vazão volumétrica dendo sido fixada em 
11,6 Nm3 /h e isto em presença de 4 aletas e uma massa 
de MMF de 4,5 kg. 

Observa-se a partir desta figura a pouca influên­
cia deste parâmetro sob a constância da temperatura de 

347 

388 

272 

244 

216 

u 168 
o~ 

160 

"' 132 ... 
" ... 104 
"' ... 
'" 76 
"'" s 48 Qj 

'"' ' 280 

Figura 

-

5 

Experiência 
Modelo 
iig •40 W/m

2'c 

18 ~7 36 45 54 t:3 7~ B l $0 
Tempo (minutos) 

Comparação dos resultados teóricos com 
resultados experimentais . 

saída do ar. Um maior aumento na espessura das ale tas 
poderá eventualmente conduzir a melhores resultados , 
mas a espessura de 0,4cm já é demasiado grande t endo 
em vista as dimensÕes do prato (52cm de diâmetro e 
1,5cm de altura). 

Para ana l isarmos a influência da variação da mas­
sa sobre a qualidade do amortecimento da temperatura 
de entrada do ar, utilizou-se o exemplo do ensaio 
descrito anteriormente fazendo-se apenas modificar a 
massa do MMF. 
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Figura 6 - Influência da variação da espessura 
das aletas . 
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Pode-se constatar, através da figura 7, que a ma~ 
sa de 15kg de MMF é suficiente para amortecer as flu­
tuaçÕes de temperatura de uma fon te cujos pe ríodos de 
intermitência são de 15 minutos e isto para um tempo 
de 90 minutos de processo. 
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Figura 7 - Influência da variação da massa do MMF 
por um período de 90 minutos . 

Observando-se agora a figura 8 percebe-se que pa­
ra um período de 180 minutos de processo a massa de 
15kg é insuficiente. Neste caso a massa Ótima é de 
20kg de MMF . 



numerical method. This phase-change heat storage is 
388 ~*T • 
280 s~ Massa = 20kg ...... I supposed to recover industrial heat from 200°C up to 

260 

24.9 ct 220 

e 200 

" .... 180 
"' ~ ·~8 

"" 8 140 .. 
,_.. 129 r · T~ntr7da 

1908 18 36 54 72 ~0 l~B 12ó 144 162 180 

Tempo (minut os) 

Figura 8 - Influência da variação da massa do MMF 
por um período de 180 minutos . 

Na figura 9 apresentam- se os resultados obtidos, 
variando-se o número de aletas para uma massa de 15kg 
de MMF com períodos de intermitência de 15 minutos e 
uma vazão de ar de 11,6 Nm 3 /h. 
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Figura 9 - Influência da variação do número de 
aletas. 

Observando-se estes resultados pode-se concluir 
que o aumento do número de aletas conduz a uma tempera 
tura de saída mais constante. Entretanto, nota-se qu; 
existe um número Ótimo a partir do qual um aumento no 
número de aletas não irá conduzir a melhores resulta­
dos. 

Através do modelo numérico aqui proposto podemos 
obter resultados que nos levam a concluir que o acumu­
lador de calor apresentado é capaz de transformar um 
sinal térmico de entrada intermitente em um sinal de 
saída contínuo . 
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ABSTRACT 

A phase-change heat storage is analysed by a 
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300°C and to transform an alternate signol into a 
constant oue. This transfer is made from the hot ar 
to phase change material (KN0 3 - NaN0 3 ) by direct 
contac t. The energy equation is solved in its enthalpy 
form by control volume technic. The numerical results 
are compared with experimental oves and the irúluence 
of some, parameters discussed. 
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RESUMO 

g desenvolvido um estudo teor1co e experimental do processo de solidificação 
por super-resfriamento de líquido confinado. Considerando o balanço de energia nas 
regiões sólida , líquida e frente de solidificação, é proposto um modelo teórico , uni 
dimensional, transiente, com propriedades físicas da reg ião sólida dependentes dã 
temperatura. Um aparato experimental é desenvolvido, obtendo-se o processo de solidi 
ficação por super-resfriamento, utilizando-se nitrogênio lÍquido como refrigerante.-

INTRODUÇÃO 

Problemas de condução de calor envolvendo mudan­
ça de fase , ocorrem tanto na natureza como em aplica 
ções industriais sendo de considerável importância na 
indústria de vidros, aço, gelo e recentemente em siste 
mas de estocagens, de refrigeração de produtos e con­
servação de energia . 

O crescente interesse neste campo, evidenciado 
pela grande quantidade de trabalhos disponíveis na li 
teratura, é devido às complexidades, oriundas do mov1 
menta da interface sólido-lÍquido e da dependência das 
propriedades físicas da reg ião sólida, com a temperatu 
ra . Isto torna o probl ema não linear. Assim sendo as 
soluçÕes exatas disponíveis são limitadas e restritas 
a regiões unidimensional, infinita e semi-infinita, 
Carlsaw e Jaeger [1], Ozisik [2]. 

Em uma região finita , sujeita a mudança de fase, 
a taxa de transferência de calor, pode ser admitida em 
duas superfícies extremas, o que dará origem a duas 
frentes de solidificação, movendo-se uma contra a ou 
tra. Se as taxas de transferência de calor nestas su­
perfícies forem iguais, o problema torna-se simétrico. 
Para estas situações e considerando que as proprieda­
des físicas das regiões sólidas não dependem da tempe­
ratura , várias soluçÕes aproximadas foram obtidas [3-
5]. 

Neste trabalho, é apresentado a solução, para um 
problema de mudança de fase, unidimensional, com pro­
priedades físicas da região sólida dependentes da tem­
peratura, envolvendo movimento da frente de solidifica 
cão. Foi desenvolvido um aparato experimental, parã 
super-resfriamento, da região de mudança de fase, uti­
lizando-se nitrogênio líquido como refrigerante. Os 
dados experimentais foram, então, comparados com os re 
sultados teóricos. 

ANÁLISE TE6RICA 

Considera-se uma reg1ao líquida homogênea, limi­
tada por duas paredes planas e paralelas, estendendo­
se para o infinito nas direçÕes y e z, e separadas na 
direçâo-x, por uma largura finita 2L, conforma ilustra 
do na figura 1. Admite-se o líquido inicialmente ã 
uma temperatura T., acima de sua temperatura de mudan­
ça de fase T e q~e para instantes de tempo t > O, as 
paredes localizadas em x = O e x = 2L , são instantanea 
mente super-resfriadas a uma temperat~r~ Tw ' omabtne_mt~dsãe 
constante e menor que Tf. Nestas cond1çoes, 
a formação simétrica de camadas sólidas, nas paredes 
x = O e x = 2L, devido ao estabelecimento do gradiente 
de temperatura entre parede e líquido. O encerramento 
do processo ocorre com o encontro das f rentes de soli­
dificação no centro da região x • L. 
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X 

o L 2L 

FIGURA I - REGI lO LÍOUIDA LIMITADA EM X 

Na formulação do modelo teórico, são cons idera-
das as seguintes hipóteses simplificadoras: 

As propriedades físicas da região líquida são cons ­
tantes e admitidas à temperatura de solidificação do 
lÍquido. 
A temperatura de solidificação da região lÍquida é 
admitida definida e constante . 
O mecanismo de transferência de calor na reg1ao lí ­
quida é considerado somente por condução. 

- O líquido é assumido como Newtoniano e o s istema de 
equaçÕes escrito para a metade da região, devido à 
simetria para x =L. 

Para as propriedades físicas da agua, lÍquido 
utilizado para o estudo da mudança de fase , sao empre­
gadas as seguintes correlações: 
- volume específico (v), [m' /Kg], Perry [6], 

_l - 1 
v(T) = 1,0907. 10 + 1,4635. 10 . T 

-calor específico (Cp) [J/Kg°C ] , Weast and Astle [7] , 

Cp(T) = 2116,5607 + 7, 2845.T 

-condutividade térmica (k) , [W/m°C], Powell [8], 

k(T) = 2,09 - 0,003553 .T 

Considerando-se as hipóteses simplificadoras e o 
balanço de energia nas regiÕes sólida, lÍquida e fren­
te de solidificação, obtém-se a formulação matemática 
do problema, na sua forma dimensional . 

Para uma análise mais geral, as equaçÕes são adi 
mensionalizadas , aplicando-se os parâmetros adimensiÕ 
na is, 

s = s/L 

et. Ste --,-
L 

X 
n = = 

s 
T - Tf 

T=---
T - T 

f w 

~ = 
X - S 

L - s 

As transformadas de Land au foram aplicadas na 



adimensionalização das equaçÕes, a fim de facilitar o 
esquema numérico do problema, resultando no seguinte 
sistema de equações: 

Região Sólida 

' p(T) cp(T) [ ar _ ~~ ar 1 at s dt an 
K(T ) -'- ( .. !.-)' a T 

s CXSte s 
an 2 

B(T - T ) ar ' 
f w <anl ( 1) 

a Ste s' 

Região Líquida 

ar_(~) 
at 1 - s 

ds ar 1 ' a' r 
dt ~ = <,--:gl w (2) 

sujeitas as seguintes condições inicial e de contorno : 

onde: 

T(!; , t) =Ti 

r(n,t) =-

o ~ !; s 1 

ar(t;,t) = 0 a<; 
T( !; ,t) = T(n,t) o 

n = o 

!; 

n 

K(T) ar _ <-1-) ar _ ~ 
s an 1 -s n -y d t 

Ste = Cp(Tf - Tw)/CL 

B = v(T) (ak(T))/ar 
an ãn 

K(T) = k(T)/k 

a 

y 

o (3) 

t > o (4) 

t > o (5) 

1, !;=0,t>O (6) 

, n= 1 , !;=O , t > o (7) 

k/pCp 

p(Tf)/ p 

A relação ds/dt, pode ser interpretada como a ve 
locidade da frente de solidificação e os termos que ã 
contém, nas equações (1) e (2), podem ser interpreta 
dos como termos pseudoconvectivos. A pseudoconvecção e 
gerada pela imobilização da interface, Sparrow and 
Chuck [5]. 

~TODO DE SOLUÇÃO 

O sistema de equaçÕes ( 1) - (7) , foi discretiza­
do aplicando-se a técnica das diferenças finitas e o 
sistema de equações algébricas não lineares, resolvido 
numericamente . 

Foi estabelecido 10 pontos, igualmente espaçados, 
para cada região do sistema de mudança de fase . Este 
número de pontos foi adotado considerando o problema 
da estabilidade na análise numérica, a precisão do es 
quema numérico e o tempo compu tacional . 

As equações da energia ( 1) e (2), r elativas ãs 
regiões sólida e líquida, foram discretizadas utilizan 
do - se o método implícito de Crank-Nicolson. O sistema 
de equaçõe s resu l tante s foi resol vido pelo método ite­
rativo de Gauss-Seidel , mas suas derivadas de tempo, 
ar/at, assim como a equação (7), do balanço de energia 
na interface, calculadas explicitamente pelo método 
preditor - corretor de Milne , para manter a estabilidade 
numérica . 

Para inicializar o processo, é estabelecido uma 
variação degrau de temperatura úa parede resfriada, o 
que dificulta a partida do esquema numérico para t =O, 
já que a espessura da casca sólida na parede também é 
nula . Isto foi contornado admitindo uma espe~sura ini­
cial para a casca sólida da ordem de s = 10- e uma so 
lução analítica, para este instante. A velocidade da 
frente de solidificação, neste início, atinge seu va­
lor máximo, de vido ao elevado gradiente de temperatura, 
requerendo passos de tempo muito pequenos da ordem de 
0 , 00 1 segundos . Após os instantes iniciais, da ordem 
de 2 segundos, para um gradiente de tempe ratura de 
-170°C , foi aplicado um fator de relaxação 1. 5, em cada 
passo de tempo. Os r esultados teóricos são apresenta 
dos nasfiguras 4, 5 e 6. --

350 

APARATO EXPERIMENTAL E PROCEDIMENTOS 

Um esquema do aparato experimental desenvolvido 
é apresentado nas figuras 2 e 3 . 

TANQUE 
PRINCIPAL DE 
NITROGÊNIO 

I 

TUBOS OE COBRE ( 1/2) 

Ni I ÁGuA CONFINADA! Ni 

TANQU E DE 
DESCARGA OE 
NITROGÉNIO 

FIGURA 2 - ESQUEMA 00 APARATO EXPERIMENTAL 

PAREDES SlftR-RESFRI 

e 
e 
<t 

"' 
L 100 mm IZOinmJ 

CANAL DE CIRCULAc&l DE NITROGENIO 

FIGURA3-DETALHESDASECÇÃO DE TESTE 

As dimensões internas da seção de teste são de 
1000 mm de comprimento, 100 mm de largura na direção 
do movimento da interface e 34 mm de altura. As pare­
des da seção de teste, através das quais é aplicado o 
super-resfriamento, são formadas pelas prÓprias pare­
des dos dois canais de circulação de nitrogénio. Para 
o topo do canal (superfície gr aduada para observação 
visual do fenômeno) e para o fundo, onde foram fixa­
dos 18 termopares, cobre-constantan , para controle das 
temperaturas internas das paredes super-resfriadas e 
do lÍquido confinado , utilizou-se placas de acrílico 
de 12 mm de espessura. As duas superfícies restantes 
foram isoladas. Devido ao aparecimento de trincas nas 
placas de acrílico, em contato com as superfícies de 
cobre, para temperaturas abaixo de -120°C, foi aplica­
do uma camada de silicone industrial, como isolan te 
térmico. A ci rculação de nitrogénio, nos canais de su 
per-resfriamento, foi mantida por injeção de ar ã pres 
são constante de 0,5 atm, no tanque de armazenamento 
de nitrogénio. Uma câmara fotográfica (marca ASAHI 
PENTAX, equipada com lente tipo angular e filme 35 mm, 
400 ASA), fixada a uma distância de 1200 mm, do centro 
da seção de teste, registrou o crescimento da camada 
sólida em intervalos de tempo de 60 segundos. As tempe 
raturas foram medidas por um registrador de 20 canais~ 
marca FLUK. Os resultados exper imentais são mostrados 
na figura 4. 

APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Os resultados teóricos e experimentais para a 
frente de solidificação são mostrados na figura 4,

0 
p~ 

ra uma temperatura de super-resfriamento T = -170 C, 
e para uma temperatura inicial . do lÍquido ~e 1, 7°C. 

A duração do teste experimental foi de 13 minu ­
tos, quando a espessura da camada solidificada atin-
giu 40 mm. Através do modelo teórico foi possível 
acompanhar o fenômeno até um tempo de aproximadamente 
19 minutos, quando a espessura da camada solidificada 
atingiu 48,53 mm. A espessura de sólido máxima seria 
de 50 mm. A partir do tempo igua l a 19 minutos, a velo 
cidade da interface l íquido-sólido atinge valores da 
ordem de 2,5 mm/min, conforme pode ser observado na 
figura 5, exigindo uma sub-relaxaçâo no passo de tempo 
do esquema numérico, elevando-se o tempo computacional . 
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FIGURA 4- DESENVOLVIMENTO DA FRENTE DE SOLIDIFICAÇÃo 
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FIGURA~-VELOCIDADE DA FRENTE DE SOLIDIFICA.ÇÃO 

O desenvolvimento dos perfis de temperatura 
na região sólida é mostrado na figura 6 . 
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FIGURA&-EVOL.UÇ.lo DO CAMPO DE TEMPERATURA NA REGIM 
SÓLIDA. 

CONCLUSÃO 

O modelo de solução proposto forneceu resultados 
que estão em boa concordância com os dados experimen­
tais, embora não tenha sido possível compará-lo com r e 
sultados de outros modelos, por falta de dados disponi 
veis na literatura relativos ao tipo de equacionamento 
utilizado. 
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ABSTRACT 

ln arder to investi ga t e the solidification 
process in confined liquids submitted to superfreezing 
a theoretical and experimental study is deyeloped. 
Considering the energy balance in the solid and 
liquids regions, as well as across the solidification 
front, a theoretical one-dimensional unsteady model. 
With temperature dependent physical properties ~or the 
solid region is proposed. A rig has been built 
employing liquid nitrogen as refrigerant. 
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RESUMO 

Apresenta-se um modelo fÍsico-matemático para a análise do resfriamento de bobi­
nas de fio máquina,nas condiçÕes correspondentes ao processo industrial .A bobina e di­
vidida em 4 parcelas distintas que trocam calor,por convecção e radiação,entre si mes­
mas e com o ambiente que as envolve. Os resultados obtidos,utilizando-se o processo i­
terativo de Gauss-Siedel,são apresentados em tabelas e curvas de temperatura das parce 
las da bobina versus tempo e concordam bem com dados experimentais de processos seme= 
lhantes. O modelo desenvolvido está sendo utilizado no projeto de instalaçÕe~ para 
transporte de bobinas em indÚstria siderúrgica. 

INTRODUÇÃO 

O presente trabalho estuda o resfriamento de fio 
máquina enrolado em bobinas, apôs sua retirada de for­
no de tratamento termico em usina siderúrgica. O fio 
deve ser resfriado de temperatura inicial na faixa de 
700 a 900°C ate atingir uma temperatura, em torno de 
l50°C, que facilita o seu manuseio. Basicamente, este 
resfriamento se processa em duas etapas: a primeira, 
que vai ate aproximadamente 400-500°C, e realizada no 
transporte aereo das bobinas, em um percurso que permi 
te a perda de calor necessária, ate a entrada de um tú 
nel onde as mesmas permanecem estacionadas por um pe= 
ríodo de tempo que depende das características de pro­
jeto do sistema de transporte e resfriamento; na segun 
da e tapa , as bobinas são levadas ao túnel de transpor= 
te e conduzidas, ate a sua saida, onde deverão estar 
na temperatura final desejada, ou seja, em torno de 
150°C. 

Durante o processo de resfriamento, as bobinas 
perdem calor por radiação e convecção natural em uma 
taxa que e função da temperatura das mesmas. As altas 
temperaturas a que são expostos os componentes do sis­
tema de transporte das bobinas (suportes, trilhos, rQ 

lamentos, motores , controles, etc . .. ) podem trazer se­
rios problemas ao seu funcionamento . Alem disto, para 
o dimensionamento adequado do sistema de ventilação na 
tural do túnel de transporte das bobinas, e necessário 
conhecer as taxas de liberação de calor por convecçao 
e radiação ao longo do trajeto. 

Este trabalho tem por objetivo apresentar 'um mo­
delo matemático que permita determinar o perfil de tem 
peraturas e as taxas de transferência de calor das bo= 
binas durante o seu transporte. 

MODELO MATEMÁTICO 

O modelo matemático foi baseado em balanços glo­
bais de energia nas bobinas para intervalos de tempo 
pre-estabelecidos. A equação básica do modelo e 111: 

dT 
• C • V • dõ . dv (1) 

em que: 

Qk(e) e a taxa de calor transferida por condução entre 
os fios da bobina e seu suporte, no instante e. [w]; 
Ór(e) e a taxa de calor líquida transferida por radia­
ção pelos fios da bobina para o ambiente que a envolve 
no instante e . [w]; 
Óc(e) e a taxa de calor transferida por convecçao para 
o ar ambiente , no instante e . fwl; 
p e o peso especifico da bobina, no instante e.[kg/m3J; 
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c e o calor específico dos fios da bobina, no instante 
e . [J/kg.K]; 
v e o volume da bobina [m3J ; 
T e a temperatura da bobina em cada seçao [ K]; 
9 e a variável tempo [s]; 

O modelo estabelecido para a bobina, prevê, para 
o cálculo do calor transferido por radiação, que o fio 
da bobina pode se encontrar em quatro situaçÕes dife­
rentes definidas não somente em termos de espaço físi­
co, mas principalmente pela sua interação em termos de 
troca de calor por radiação com os outros fios da bebi 
na e com o meio ambiente. Estas situaçÕes estão repre­
sentadas na Fig. 1: na primei ra,50% da superfície ex­
terna do fio máquina tem possibilidade de troca de ca­
lor por radiação com o ambiente externo; na segunda, 
25% desta superfície apresenta a mesma possibilidade e 
na terceira 12,5%. Na quarta situação, considera-se o 
fio totalmente envolvido com impossibilidade total de 
radiação para o meio envolvent e. Ainda na Fig. 1 são 
apresentadas tambem as trocas complementares de radia­
ção entre as demais porções do fio. Considerou-se que 
as parcelas da bobina que representam cada uma destas 
quatro situaçÕes , representam , cada uma, uma quarta 
parte do total do fio enrolado. ObservaçÕes práticas 
do comportamento termico da bobina indicam a validade 
desta hipótese. 

No quadro 1 são apresentados os fatores de forma 
decorrentes das quatro si tuaçÕes apresentadas . Os Índi 
ces i e j de 1 a 4 referem-se as quatro situações dos 
fios e j = 5 ao meio recep t or envolvente da bobina (ar 
ambiente ou parede do túnel). A fig. 2 mostra o modelo 
de resistências equivalentes para o sis tema de radia­
ção termica na bobina. 

Quadro 1 

Fatores de forma decorrentes dos percentuais de 
troca de calor por radiação entre os fios da 

bobina considerados~. 

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 

F1-l = 0,05 F2-l = 0,25 Frl = 0,150 F4-l = 0,05 

FJ-2 = 0,25 F2-2 = 0,20 Fr2 = 0,200 F4-2 = 0,10 

Fl-3 = 0 , 15 F2-3 = 0,20 Fr3 = 0,325 F4-3 = 0,20 

FJ-4 = 0,05 F2-4 = 0 ,10 F3-4 = 0,200 F4-4 = 0,65 

Fl-5 = 0,50 F2-5 = 0,25 Fr5 = 0,125 F4-5 = 0,00 

EFij = 1,00 l:Fij = 1,00 EFij = 1,000 l:Fij = 1,00 

* fio máquina com 12,5mm de diâmetro . 



Figura 1. Trocas por radiação entre parcelas do fio 
bobina , considerando-se quatro situaçÕes diferentes 

para as mesmas. 
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E4 
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Es 

da 

Figura 2. Sistema de resistências equivalentes para a 
troca de calor por radiação nas bobinas. 

As equaçÕes de transferência de calor utilizadas 
no modelo são as seguintes : 

Para a condução: 

Qk 

~ 

(Ti - Ts)/Rk 

(t:.x/kA) + R 
c 

sendo : 
Ti = temperatura do fio na seção i da bobina [K]; 

(2) 

(3) 

Ts = temperatura da parte do suporte em contacto com o 
fio da bobina (K]; 

Rk = resistência térmica entre a seção i da bobina e a 
parte do suporte em contacto com a mesma [K/Wj ; 

k = condutividade média do material cont inuo (aço) en 
tre a bobina e o suporte, [w/(m.K)]: -

A = área transversal ã transmissão do calor por condu 
ção [m2]; 
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t:. x = distância a ser percorrida pelo calor entre a bobi 
na e o suporte 1m]; -

Rc = soma das resistencias de contacto entre as espira­
is da bobina e entre estas e o suporte [K/W]. 

No presente problema, o cálculo de ~ torna-se 
bastante impreciso devido a dificuldades de se estabele 
cer os valores de A, t:.x e Rc . Após análise de diversas 
situaçÕes físicas possíveis, calculando-se o calor dis­
sipado por condução para o suporte e por convecção des­
te para o ambiente, decidiu-se optar, para o estabeleci 
menta do histórico de temperatura na bobina, por um mo~ 
dela simplificado que supÕe a bobina dissipando calor 
para o ar ambiente por convecção e radiação sem a pre­
sença do suporte. 

lado. 

sendo:_ 
hc , i 

k 

D 
Gr,i 

Pr , i 

Ti 
Tar,i 

A 
i 

Desta maneira, na equação (1), o termo Qk foi anu 

Para a convecção [2): 

õ . 
·c' l. 

h . 
C,1 

h . (T. -T . ) A, para i = 1 a 4 
c,1. 1 ar,1 

0 . 25 
0 . 53 k/D (Gr,i .Pr,i) 

o coeficiente de transmissão de calor entre 
bobina e o ar que o envolve, [w/(m2 .K)]; 
condutividade térmica do ar envolvente 
(m.K) J; 
diâmetro do fio da bobina [m]; 

(4) 

(5) 

a 

W/ 

número de Grashof correspondente ao sistema con 
siderado, [adim. ] ; 
número de Prandtl correspondente ao sistema con 
siderado , [adim. ] ; 
temperatura do fio na seção i da 
temperatura do ar que envolve a 

bobina, [K 
parcela i 

fio, [K] ; 
área superficial do fio da bobina, [m2]; 
Índice relativo ã parcela da bobina . 

. 
do 

Como a tem~eratura do ar no interior da bobina so 
fre grande influencia da temperatura da própria bobina~ 
essa temperatura será calculada pela seguinte expressão 
obtida por tentativas, através de balanços parciais: 

sendo: 
Tamb 
CT, i = 

T . 
ar , 1. Tamb + (Ti-Tamb) X cT,i (6) 

a temperatura do ar ambiente, [°K]; 
um coefic iente que corresponde ã variação da tem 
peratura do ar entre a do ambiente e da superfi~ 
c ie da bobina. 

ConsideraçÕes práticas conduziram a se arbitrar 
os seguintes valores para as correspondentes parcelas 
da bobina com fio máquina de 12,5mm: 

sendo: 
Ji 

Fij 
E i 

CTl = O; CT 2 = 0,1; CT3 = 0 , 2; CT4 = 0,3 . 

Para a radiação (3 ) : 

Qr i= Ji-~ Fij Jj, para i= 1 a 4 e i = 5 (7) 
• J 

Ji= 1-Fii<l-Ei) I (l-Ei) j~i Fij Jj + Ei Eni l 

para 1 = 1 a 4 , j = 1,5 e, (8) 

4 
J5 = En5 = aT5 (9) 

a radiosidade relativa ao componente i na malha 
estabelecida para a radiação,(ver figura 2), [w/ 
(m 2 .K4)]; 
fator de forma entre os componentes i e j,(adimJ; 
emissividade (adim .]; 
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Eni oTi 4 = potência emissiva do corpo ne gro na temper~ 
tura Ti, (w/ (m2.K4)). TABELA 1 Temperaturas das 

Fio: <J 12,S mm 
Para o cálculo das variações de temperatura nas di 

versas seçÕes da bobina, em função do tempo, utilizou-se 
o método iterativo de Gauss-Seidel . Foi elaborado um pro 
grama de computador para a solução do sistema de equa~ 
çÕes gerado em cada intervalo de tempo da simulação, ob­
tendo-se como resultado os perfis de temperatura ver&us 
tempo nas quatro seçÕes da bobina. Este programa foi a­
plicado para simular situação real em usina siderúrgica 
onde a bobina é transportada nos primeiros S40s através 
do galpão amplo e aberto e, a partir deste tempo, atra­
vés de um túnel. Estudou-se o resfriamento de bobinas 
com fios máquina de 12,S e de 32mm. Para o fio de 32mm , 
os fatores de forma (quadro 1) foram modificados e são a 
presentados no quadro 2. Também os coeficientes Cri da 
equação(6) foram modificados e os novos valores são apre 
sentados a seguir: -

Tempo(s) 

o 
T(l) T(2) T(3) T(4) 

cr =O; cr2 = o,os; cr3 = 0 ,10; cr4 = 0,1s 

Quadro 2 

Fatores de forma decorrentes dos percentuais de 
troca de calor por radiação entre os fios da 

bobina considerados. 

il i2 i3 i4 

F1-l 0,03 F2-l 0,12 F3-l 0,09 F
4
-l 0,06 

F1-2 0,12 F2-2 0,07 F
3
-2 0,12 F

4
-2 0,09 

Fio máquina com 32,0 mm 

F
4
-3 

F4-4 

F
4
-s 

EF .. 
1J 

0,20 

0,30 

0,3S 

1,00 

40 
80 
120 
160 
200 
240 
280 
320 
360 
400 
440 
480 
S20 
S60 
600 
640 
680 
720 
760 
800 
840 
880 
920 
960 
1000 
1040 
1080 
1120 
1160 
1200 
1240 
1280 
1320 
1360 
1400 
1440 
1480 
1S20 
1S60 

900 
798 
722 
661 
610 
S67 
S29 
49S 
46S 
437 
412 
389 
368 
349 
331 
31S 
300 
28S 
272 
260 
248 
237 
227 
217 
208 
199 
191 
183 
176 
169 
163 
1S7 
lSl 
146 
141 
136 
131 
127 
123 
119 

900 
823 
758 
705 
658 
617 
S81 
S48 
Sl7 
490 
464 
441 
419 
399 
380 
363 
346 
331 
316 
303 
290 
278 
267 
2S6 
246 
236 
227 
218 
210 
202 
19S 
188 
181 
17S 
169 
163 
1S8 
1S3 
148 
143 

900 
841 
788 
742 
700 
661 
626 
S94 
S6S 
S37 
Sl2 
488 
466 
44S 
426 
408 
391 
37S 
3S9 
345 
331 
319 
306 
295 
284 
273 
263 
2S4 
24S 
237 
228 
221 
213 
206 
199 
193 
187 
181 
175 
170 
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227 
221 
214 
208 

Fig. 3. Temperaturas do fio em duas re~iÕes da bobina de ~ 12,Smm 
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parcelas de bobina 

Fio: <J 32,0 mm 

T(l) T(2) T(3) T(4) 

900 900 900 900 
847 8S2 8SS 864 
801 809 85S 831 
760 772 780 800 
72S 738 748 772 
692 707 719 746 
663 680 692 721 
637 6S4 668 698 
612 631 64S 677 
S90 609 624 6S7 
569 S89 60S 638 
sso S70 S86 621 
S31 SS2 S69 604 
Sl4 535 SS3 S88 
499 520 S38 573 
484 SOS S23 559 
470 491 SlO 546 
4S6 478 497 S33 
444 466 48S S21 
432 4S4 473 509 
420 443 462 498 
409 432 451 487 
399 421 441 477 
389 411 431 467 
379 402 421 4S7 
370 392 412 448 
361 384 403 439 
3S3 37S 39S 431 
34S 367 387 422 
337 3S9 379 414 
329 3Sl 371 406 
322 344 364 399 
315 337 357 392 
308 330 350 38S 
302 324 343 378 
295 317 337 371 
289 311 331 365 
283 305 325 359 
278 299 319 3S3 
271 293 313 347 
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Fig. 4. Temperaturas do fio em duas regiÕes da bobina de ~ = 32mm. 

CONCLUSÕES 

Os resultados obtidos apresentam boa concordãncia 
com medidas experimentais efetuadas em sistemas seme­
lhantes fornecidos pela POHLIG-HECKEL DO BRASIL I 41. 

Para confirmação final do modelo e ajuste dos fa­
tores empÍricos, preténde- se efetuar medidas no sistema 
a ser montado na Usina de Monlevade da Cia . SiderÚrgica 
Belgo-Mineira. 
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ABSTRACT 

A physical mathematical model of rod coil cooling 
is presented and analysed under industrial process con­
ditions. The coil is divided into four sections which 
exchange convective and radiative energy among themsel­
ves and the environment. The solutions , obtained through 
a C.auss-Seidel iterative process are presented in ta­
bles and graphs of coil section temperature against ti­
me and agree closely with similar process experimental 
data. The developed model is, presently, utilized in 
the design of coil transportation facilities in steel­
making olant. 
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RESUMO 

Cobertur as ventiladas são utilizadas em edi f icaçÕes para r~dução da carga térmi­
ca de radiação solar. Neste trabalho os resultados da monitoraçao de uma cobertura 
deste tipo são apresentados. Apesar das dificuldades inerentes ao fenômeno físico, os 
r esultados mostram-se coerentes, sendo comparados com os de uma simulação numérica. A 
monitoração é realizada em dias do verão de 86/87 em um dos prédios do CRSC-ELETROSUL, 
no município de s ão José - s e. 

INTRODUÇÃO 

Na área de aná lise t é rmica de edificaçÕes, tem­
se o conhecimento de que , pa r a r eg iões de grande in­
sol ação , uma forma de r edu zir os ganhos de calor pelo 
celhado s eria através da ventilação do átic o. Um estu 
do prév io deste assunto foi f e ito em 1984 utili zando 
a sjmulação numérica do desempenho t érmico das ed i fi­
cações do CRSC- ELETROSUL (1]. Essa simulação mos­
trou que uma parcela significativa da carga térmica 
ori ginár i a do telhado poderia ser e liminada. A solução 
dever1a ser tentada e os edifícios do CRSC foram efe­
tivamento projetados c construídos com e ss e recurso 
passivo incorporadâ à estrutura. 

Uma vez construída a edificação, é bastante reco­
mendável uma avaliação "in-situ" do dispositivo, no 
caso o telhado ventilado, não apenas para quantificar 
as reduções de carga mas também para avaliar os algo­
ritmos e programas de simulação quanto à sua capacida 
de de descrever o fenômeno físico sob análise. -

Com este fim foi iniciado um programa experimen­
tal no verão 86/87 para medição dos principais parãme 
tros térmicos relacionados à cobertura. Temperaturas~ 
fluxos de calor, radiação solar e velocidade do ar fo 
ram adquiridos para alguns dias de verão e são aqui 
apresentados. Alguns destes dados foram usados comoen 
trada na simulação, sendo os resultados desta compar~ 
dos com as mediçÕes. 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Com o conhecimento dos processos envolvidos, ins 
talou-se os equipamentos de medidas de modo a tentar 
quantificar cada processo. A figura 1 mostra de modo 
esquemático, os equipamentos e sua localização na co­
bertura. 

Para medição da radiação solar global utilizou-se 
um piranômetro tipo estrela, com termopares corno sen­
sores. Este foi disposto com a mesma inclinação do te 
lhado para indicação direta. 

Para medição do campo de radiação no interior do 
telhado tentou-se usar um pirgeômetro de troca lÍquida 
para ondas longas [2]. Corno e ste é projetado para me­
dição de perdas radiativas noturnas (ondas longas), 
mostrou-se inadequado pois uma parcela de radiação so 
lar difusa estava presente. -

A condução na superfície superior da laje foi 
monitorada por dois trans dutores de fluxo de calor [3], 
adaptados à superfície de modo a não alterar seu com 
portamento pela radiação recebida. 

Corno a vazão de ar exterior pelo ático é um parâ 
metro importante, usou-se um anernômetro integrador e 
um anemômetro de velocidade instantânea na medição. 
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Al ém destas variações citadas, mediu-se as temp~ 
raturas da telha, da laje e do ar de ventilação com 
terrnopares . 

RESULTADOS OBTIDOS 

Na experimentação realizada alguns elementos com 
plicadores se fizeram presentes. Como exemplo citamos 
a passagem de nuvens no céu e a natureza aleatória da 
velocidade do ar exterior. Enquanto esta tem influên 
cia direta sobre o ar que circula na cobertura, aque­
la causa quedas bruscas na radiação solare flutuaçõ es 
que atingem até a superfície da laje. Em caso de nao 
obstrução a passagem de uma nuvem pode aumentar a ta­
xa derddiaçào incidente por reflexão . 

Mediu-se, conforme a figura 2, as temperaturas 
da capa e canal sobre e sob a telha. Estes resultados 
sofreram um tratamento no qual o valor da temperatura 
foi obtido como o valor médio de temperaturas de qua­
tro instantes anteriores e quatro posteriores. 

Em geral as temperaturas dos dois pontos medidos 
sobre a superfície superinr são bastante próximas, 
exceção feita às primeiras e Últimas horas de aquisi 
ção.Pa r a a ltitudes muito baixas o que ocorre no iní= 
cio da manhã e no final da tarde, o canal da telha po 
de ser sombreado pela capa e portanto apresenta uma 
temperatura menor. Entretanto, quando ambos os pontos 
encontram-se igualmente insolados, o canal tem a te~ 
peratura ligeiramente superior do que a capa. Este 
fat o pode ser atribuído a duas causas principais : 
Em primeiro lugar, pode-se constatar que, devido à 
açâo de chuvas, o canal apresenta um escurecimento 
consideravelmente maior que a capa . Isso o torna mais 
absorvedor para a radiação solar. Em segundo lugar, 
devemos considerar que o canal se encontra mais abri­
gado da ação do vento que a capa e por isso é arrefe­
cido com maior dificuldade pelas brisas porventura 
existentes. 

Os pontoE situados sob a superfície inferior a­
presentam um comportamento muito diverso entre si . O 
ponto situado sob o canal tem urna variação de tempera 
tura regular, seguindo a temperatura da superfírie­
superior com o decréscimo de aproximadamente 5 ·c, ao 
longo de todo o período. O ponto situado sob a capa, a 
presenta um OQmpartamento inesperado, como pode ser­
verificado na figura 2. Um tal comportamento seria es 
perado se o material da telha apresentasse um elevadã 
inércia térmica, o que não foi observado durante o pe 
ríodo de aquecimento. Podemos concluir portanto, que­
o comportamento se deve à dificuldade daquele ponto 
em rej e itar calor para o ambiente. 
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Figura 1 . Corte esquemático da cobertura, com os equipamentos de medição 

o 
u 

A temperatura do ar foi obtida com terrnop~r 

blindado em alumínio. A superfície polida de alumí­
nio apresenta baixa absortividade e emissividade à 
radiação. Apresenta urna flutuação elevada , que pode 
ser c~n~atada em corridas especiais onde a medição 
se faz com intervalos de 5 segundos. A flutuação 
pode ser explicada pelo escoamento turbulento que 
ocorre no espaço entre a telha e a laje, com vórti­
ces induzidos pela estrutura de fixação das telhas 
e efeitos de entrada acentuados pelo pequeno compri 
mento longitudinal (figu r a 3). -
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Figura 2 . Temperaturas da telha 

A laje teve sua temperatura medida em dois pon 
tos situados lado a lado , com um afastamento de a~ 
proximadamente 2 m, no sentido leste-oeste (figura 3~ 
Essas temperaturas são bastantes estáveis, principal 
ment e devido à inércia térmica pror.iciada pela es-­
pessura de concreto que forma a laje. São pouco sen 
síveis às flutuações de temperatura e velocidade do 
ar e apresentam um comportamento crescente ao longo 
do dia. 
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Entre os dois pontos medidos verificou-se urna 
d iferença de aproximadamente 1 ·c a favor da tempera 
tura medida no lado oeste. Devido à participação dos 
ambientes internos, o sensor leste se situa acima de 
urna sala climatizada enquanto o seqsor oeste se en­
contra acima de urna sem climatização . 

O fluxo de calor por condução na superfície su­
perior da laje foi medido com os transdutores de flu 
xo de calor [ 3] , embut idos sob uma camada de argamas 
sa de aproximadament e 5 mm . Os resultados mostra- -
ram-se consistentes com as temperaturas da laje, sen 
do que o transdutor sobre a sala climatizada apresen 
tou um fluxo de calor ligeramente superior ao trans~ 
dutor sobre a sala não climatizada (figura 7) . 
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Figura 3. Temperaturas superiores da laje e do ar 

A velocidade do ar no espaço entre as telhas e 
a laje é muito influenciada pela velocidade e pela 
direção do vento externo. A flutuaçdo de seu valor 
nos obrigou à aquisição da velocidade em dois modos 
distintos , ou seja, instantãneo e integrada. A velo­
cidade instantãnea do vento doi obtida com um anemô­
metro elétrico e registrada em três momentos distin­
tos de cada corrida. A velocidade média durante a 
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Figura 4. Velocidade média do ar no ático. 

corrida, foi obtid~ ~om um anemômetro integrador mecan1 
co, rep:esenta a ~ed1a temporal durante 0 período de u~ 
ma corr1da , aprox1madamente 3 minutos (figura 4). 

COMPARAÇÃO ENTRE A MONITORAÇÃO E A SIMULAÇÃO 

A simulação numérica do comportamento térmico de 
edificaçÕes constitui-se em poderosa ferramenta para a 
.análise térmica pois, permitindo a obtenção dos resulta 
dos para inúmeras combinaçÕes das variáveis de clima e 
diferentes concepçÕes para o envoltório externo do edi­
fício, ~m curto espaço de tempo e a baixos custos, pode 
ser fac1lmente empregada no teste das diferentes alter­
~ativas de_pEojeto. Entretanto, estará sempre sujeita 
as 1mperfe1çoes dos modelos matemáticos e algoritmos que 
descrevem os fenôme~os fÍsicos presentes na edificação, 
u~ v~z.que_estes sao extremamente complexos e requerem 
s1mpl1f1caçoes no processo de modelagem que os podem com 
prometer. No presente caso, a simulação foi tentada com 
o programa S.P.T.E, já utilizado anteriormente no proje 
t~ ~érmico básico destas mesmas edificaçÕes, onde se u~ 
t1l1zou como dados de entrada os valores medidos "in-lo 
co". Os res~ltados foram parcialmente comprometidos pe 
lo fa;o de nao estarem disponíveis dados de clima para 
o per1odo completo de 24 horas. Consequentemente valo 
res arbitrários foram utilizados para complementa; ocon 
junto de variáveis para aqueles perÍodos em que não foi 
feita a medição. Mesmo assim, os resultados mostram-se 
bas~ante sat~sfatórios tendo-se em conta que o período 
mon1torado nao chega a ser 1/3 do período calculado (um 
dia). Essa fração torna-se menor ainda se fore~ consi-

_d:rados osefeitos de armazenamento em dias subsequentes. 
Nao havia dados disponíveis para uma sequência de dias. 

Assim, tomemos por exemplo, as temperaturas da la 
je e inferiores da telha . Os valores foram medidos en~ 
tEe ~:00 e 16:30_horas . Como mostra a figura 5, a ten­
den~1a da_curva e a mesma, seja na simulação, seja na 
mon1toraçao. No entanto um afastamento de até 40C pode 
ser observado nas curvas devido ao fato de estarem os 
termopares sobre salas em condições diferentes entre si 
(condicionada e não condicionada). A temperatura da la 
je e pode ser influenciada pela temperatura do ar 
externo e esta não é conhecida para o período imediata­
mente anterior ao início da monitoração . Isto provavel 
mente causará um afastamento maior entre as curvas no 
perÍodo inicial de medição. Ao longo do dia as curvas 
se aproximam e pode-se esperar que se encontrariam se a 
medição fosse estendida para além das 20 horas. Outro 
ponto a ser considerado é o fato de o algoritmo de Jur­
ges [5] , utilizado para o cálculo do coeficiente de con 
vecção sobre a laje, ser bastante simplificado , podendo 
ser muito afetado quando aplicado a um escoamento inter 
no, como é o caso, pois foi desenvolvido para escoamen~ 
tos exteriores. A intensidade de turbulência, embora 
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Figura S. Temperatura da laje. 

não considerada na simulação também desempenha um papel 
importante na convecção. 

Como já tivemos oportunidade de observar, a tempe 
ratura da superfície inferior da telha apresenta um com 
portamento inesperado, devido ao acúmulo de ar aquecido 
na parte mais alta sob a capa. Um tal comportamento não 
poderia ser esperado na simulação posto que o telhado 
ness: caso é consider~do uma superfície plana e portan­
to nao apresenta regioes côncavas para acúmulo de ar a 
alta. temperatura . ~lém do problema da retenção de ar a 
quec1do, as ondulaçoes da telha favorecem o aparecimen~ 
to de ~artes grad~:ntes de temp:ratura ror exposição di 
ferenc1ada de reg1oes da telha a radiaçao solar (figura 
6). Por exemplo, para baixas altitudes solares um lado 
da capa encontra-se exposto enquanto o outro permanece 
s~mbreado. Os afastamentos entEe as temperaturas pre­
V1Stas pelo programa de simulaçao e aquelas observadas 
na monitoração são desse modo compreensíveis e justifi­
cados. Mesmo nesse caso, a proximidade das curvas é 
gEande e pode-se aceitar o modelo, com suas simplifica­
çoes, como descrevendo adequadamente o fenômeno tendo 
em vista a pluralidade de processos que ocorrem' simultâ 
neamente sobre essa superfÍcie e que deveriam ser leva~ 
dos e~ consideração . Certamente aperfeiçoamentos devem 
e_s7rao feitos nos algoritmos utilizados mas pode-se ad 
m1t1r que estes expressem adequadamente as trocas têrmi 
cas em muitas situaçÕes de aplicação, como por exemplo~ 
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Figura 7 . Fluxos por condução na laje. 

na análise do consumo de energia em climatização mecâni 
ca. 

O fluxo de condução na superfície superior da la­
je é apresentado na figura 7. As curvas têm o mesmo for 
mato no período de medição, indicando certa concordân-­
cia de comportamento . Apesar das diferenças existentes, 
o resultado não deixa de ser importante em vista do pro 
blerna abordado. Também aqui observa-se diferenças nos 
transdutores, em grande parte função da posição sobre as 
salas com e sem climatização. 

O modelo utilizado no programa de simulação consi 
dera que a temperatura interna dos ambientes permanece 
constante, o que não foi exatarnente o caso, tendo sido 
observadas oscilaçÕes de temperatura do ar dos ambien­
tes internos, mesmo naqueles condicionados mecanicamen­
te . A simulação mostra um fluxo de calor na superfície 
externa da laje algo menor que os valores medidos, en­
tretanto as variaçÕes são de mesma magnitude para os 
dois casos e a forma da curva é semelhante . Também nes­
'Se ponto, não se conhecia a espessura real da laje, sua 
composição ou as propriedades térmicas do material. 

Em todos os casos comparados pode-se notar um a­
traso entre os valores medidos e simulados, de magnitu­
de entre 30 minutos e l hora . 

CONCLUSÃO 

O objetivo primeiro que motivou a rnonitoração foi 
a obtenção de valores experimentais das var iáveis parti 
cipantes do processo de transferência de ca lor. Estes 
valores permitiriam a comparação com valores teóricos u 
sados até então em simulaçÕes numéricas. A tentativa de 
alcançar este objetivo trazia consigo objetivos secundá 
rios também importantes, como a utilização de equiparnen 
tos desenvolvidos e o contato direto com o problema f~ 
sico. 

Quanto à obtenção de valores experimentais, pre­
tendia-se obter dados sobre a convecção forçada entre la 
je - ar e telha - ar, no interior do telhado ventilado.­
A troca por radiação deveria ser medida a contento, de 
modo a ter-se o fluxo por convecção corno resultado doba 
lanço de calor e assim ter uma estimativa dos coeficien 
tes de convecção . Em função da inadequação do pirgeôme 
tro ao problema em questão, a radiação foi estimada a 
partir das temperaturas superficiais e a determinação 
dos coeficientes de convecção ficou prejudicada . 

A utilização dos sensores desenvolvidos em disser 
taçÕes de mestrado no Curso de Engenharia Mecânica-UFSC 
foi importante corno teste de desempenho em condiçÕes re 
ais, de campo . As informaçÕes obtidas estão permitindo 
um aperfeiçoamento dos mesmos como no caso dos transdu­
tores de fluxo por condução, embutidos sobre a laje. 

Deve-s e citar contudo, que o fenômeno físico e as 
variáveis componentes foram tratados de maneira satisfa 
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tória pelo menos qualitativamente. Os resultados obti­
dos demonstram este fa to. 

Torna-se evidente a complexidade do problema e es 
te primeiro trabalho de campo tem corno principal resul= 
tado a experiência adquirida. Para um segundo trabalho 
deve-se automatizar a medição, executando-a em períodos 
completos. Deve-se ter melhores informaçÕes sobre pro­
priedades físicas dos componentes corno emissividades, 
absortividades superficiais, condutividades térmicas, 
etc . , disponíveis até agora em literatura estrangeira 
somente . 
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ABSTRACT 

Double ventilated roofs are being increasingly 
used in buildings for reducting the radiant solar load. 
Hea t is transfered frorn the tiles by therrnal convect ion 
with cooling breezes which flow in the spacing between 
the covers and this process will define the therrnal 
efficiency of the roof. ln thi s paper, the results of 
an experimental work are presented, regarding the 
therrnal perforrnance of ventilated r oofs . The measuring 
process is complicated dueto the following factors: 
i) high turbulence intensity of atrnospheric flows, 
ii) hi gh frequency temperature fluctuations of the 
cool ing breezes , iii) need of hi gh accuracy in 
t empera ture measurement , specially for predicting the 
temperatur e difference between the air flow and the 
internal cover. These factors contribute to a hi gh 
dispersion in the values of the heat transfer 
coeffic ient with the air speed in the roof, and 
difficult the modelisa tion of the process. 

Nevertheless, taking the above difficulties in 
account, the results appear to be reliable and have 
been cornpared with a numerical model for sirnulating the 
therrnal behaviour of the roof. 
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RESUMO 

O programa computac ional SPTE (Simulação da Performance Térmica de EdificaçÕes), 
tem sido elaborado para simular o comportamento térmico de edificaçÕes, em condiçÕes 
de alta insolação . Neste trabalho são apresentados os resultados de uma análise campa 
rativa entre diferentes tipos de telhados, como telhados ventilados e telhados com 
blindagem, utilizando o programa. A simulação ocorre para dias t í picos de verao, com 
dados de clima referente ã região de Florianópolis-SC. 

INTRODUÇÃO 

Da ação do meio ambiente sobre a edificação, con­
forme o tipo de clima local, resulta um ambiente inter­
no sob certas condiçÕes. Para ter-se o ambiente inter­
no adequado ã habitação pode-se atuar ativamente sobre 
o mesmo com sistemas corretivos, c omo sistemas de condi 
cionamento do ar . 

Tem-se buscado, contudo, adequar o projeto da edi 
ficação ao tipo de clima, procurando-se reduzir a atua~ 
ção destes sistemas corretivos, com diminuição dos cus­
tos de instalação e funcionamento. Muitos esforços têm 
sido empreendidos em análises globais da edificação ou 
parciais, considerando-se a participação de cada campo-
nente . 

A cobertura , por sua grande área e por sua exposi 
ção direta aos raios solares , em regiÕes de insolaçao 
intensa, é um dos principais elementos do conjunto . 

Neste trabalho é feita uma comparação entre qua­
tro tipos de coberturas, estimando-se a ação de cada ti 
po sobre o ambiente interno, para dias tÍpicos de verão. 

A análise processa-se através do programa computa 
cional SPTE (1], que simula o comportamento da edifica 
ção como um todo. -

Neste caso particular a atenção concentra-se naco 
bertura, ficando os demais elementos imutáveis. -

MODELAÇÃO DO PROBLEMA 

A fi gura 1 apresenta a nomenc latura pertinente. 
Tem-se o ambiente interno à temperatura T .,coberto com 
a laje c~ja super~íci7 inferior está ã Ti~ 1e superior ã 
T~s· Ac1ma da laJe S1tua-se o espaço de ar (ático) à 

Tat· Este espaço pode possuir uma blindagem contra a 
radiação, paralela ã laje. Na parte superior situa-se 
o telhado com temperatura exterior T e interior T . . 
O ar externo possui temperatura T . ts t 1 

a e 
A partir das condiçÕes externas 

dente, obtém-se o seguinte balanço de 
perfície exterior do telhado : k 

e radiação inci­
calor para a su-

h (Tae - T ) + a I + S = __ t__ (T 
c T ts 1 c c Lt ts, 

(l) 

onde o lQ termo representa a troca de calor por convec­
ção ar exterior - telha, o 29 a radiação solar absorvi­
da , o 39 a contra-radiação atmosférica [ 2 ,3] e o 49 a 
condução de calor através da telha. O Índice T repre­
senta a variável tempo. 

Para a superfÍcie inferior da telha tem-se: 
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(2) 

onde, a p~rtir da esquerda, tem- se a condução na telha, 
a convecçao e a radiação . A convecção ocorre entre a 
telha e o ar que circula no telhado, no caso de telhado 
com ventilação . O ar entra ã temperatura Tae e sai ã 
Tat . Para o caso de telhado não ventilado, J · convec­
ção'ocorre entre a telha e o ar do telhado , este ã Tat . 

A radiação trocada entre a telha e a laje é obtil 
da a partir da troca entre supe r fícies cinzas planas e 
paralelas, sendo Ftl o fator de forma modificado [4], 
dado por: 

sendo a t e a p as absortividades , em ondas longas, da 
lha e da laje, respect i vamente. o é a constante 
Stefan-Boltzmann . A não linearidade da equação (2) 
eliminada no processo de cálculo iterativo usando-se 
temperaturas, no cas~ inferior da te l ha e superior 
laje, no instante T-1. 

Figura 1. Esquema da cober t ura analisada . 

(3) 

te 
Oe 

é 
as 
da 

Para o caso de uso de blindagem , que consis t e nu­
ma folha metálica refletora, de absortividade ~· par a­
lela ã laje e ã telha, pode- se calcular o fator de fo~ 



ma Ftl por: 

Ftl 
F t b Fbl 

Ftb + Fbl 
(4) 

sendo Ftb e Fbl~ca~culados de ~corda com a equação (3), 
usando- se os ~nd~ces respect~vos . 

Para a superfície da laje tem- se: 

4 
oF l (T . 

t t~, 

4 
T lS 

T 

+ h 
c 

(T 
es 

T 

=.!o<x. Tls . - Y. Tli .) 
J J T-J J T-J 

T T 
ae + at 

_ ( T T) 
2 

(5) 

onde X. e Y. são os fatores de resposta da laje [ 5 ), ca 
J J -

caracterizando a condução transiente de calor, o 19 ter 
mo representa a troca por radiação, equação (4) e o 2Q 
termo a convecção para o caso de ventilação na cobertu-
ra . 

Para a superfície inferior da laje tem-se o se­
gu inte balanço: 

00 ~ 4 4 .E0 (Z. T1 . - Y. Tl ) = . 10F .
1 

(T . - T
1

. ) + 
J= J ~T-j J s,_j ~= ~ s~, ~1 

+ h (T
1

. - T . ) 
c ~, a~1 

(6) 

representando o 19 termo a cond<•ção transiente na laje 
(Zj e Yj , os fatores de resposta), o 29 termo a troca 

por radiação entre as N superfícies internas da edifica 
ção e a superfície inferior da laje e o 39 termo a con~ 
vecção laje-ar interno. 

CASOS ANALISADOS 

A partir dos modelos apresentados a 
foi simulada mantendo-se a temperatura do 
constante e trocanào-se o tipo de cobertura. 
analisados foram os seguintes: 

a - Telha, laje e ático ventilado; 
b - Telha, laje e ático não ventilado; 
c - Apenas laje; 

edificação 
ar interno 

Os casos 

d - Telha, laje, ático não ventilado , com blinda-
gem contra a radiação. 

As características dos materiais componentes são: 
- Telha : cimento-amianto de 6mm de espessura; 
- Laje: concreto de l20mm de espessura; 
- Blindagem: fol ha de alumínio, de absortividade 

i gual a 0,25. 

RESULTADOS 

Como indicativo mais importante do desempenho de 
um tipo de cobertura temos o fluxo de calor por condu­
ção na superfície inferior da laje. Este fluxo de ca­
lor é a parcela repassada ao ambiente interno , a ser re 
tirado pelo equipamento de condicionamento do ar, ou de 
outro modo, a aumentar a temperatura do ar interno. A 
figur~ 2 apresenta este fluxo para os quatro casos em 
questao . 

Como pode-2e observar a laje pura resulta em um 
fluxo de 108 W/m para o ambien te interno. Este valor 
é reduzido para um máximo de 61 W/m2 usando o telhado 
sem ventilação . O melhor desempenho ocorre para as so­
luçÕes alternativas de ventilação e de blindagem (máxi­
mos de 27 e 16 W/m2). 

A alternativa de blindagem resulta no desempenho 
observado em função da redução do fluxo de calor por ra 
diação entre a telha e a laje . Como a convecção neste 
espaço ocorre em situação adversa , com a superfície a­
quec i da na par t e superior e a superfície fria embaixo, 
seu valor não chega a influenciar no resultado . 

A figura 3 compara os fluxos de calor por radia­
ção com e sem o uso de blindagem. Observa-se nesta fi­
gura a razão do desempenho obtido . 
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Figura 2 . Fluxo por condução na laje. 

170 
160 ~ ;'\ 

-COM BLINDAGEM / \ 

140 ~ ---SEM BLINDAGEM í \ 
100 ~ I \ 

I \ 
1oo ~ I \ 

I I 

80 ~ 1 \ 
I \ 

60 ~ ; \ 
I I 

40 I \ 
I I 

~ 2 0 I \ I 

' I I 
3= o ' I 
o I \ •<1 _____ .! 
~-20 I 

o \ --
C? -40 

'..._.---
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 HORA 24 

Figura 3. Fluxo por radiação para a laje. 

A alternativa de ventila5ão, por sua vez, não in­
terfere diretamente na radiaçao trocada. A razão do 
seu desempenho favorável está associada ao fluxo por 
convecção entre a telha e o ar circulante e entre este 
e a laje. O ar circulante rebaixa a temperatura da te­
lha, mas, mais do que isto, retira boa parte do calor 
irradiado para a laje . A figura 4 compara os fluxos 
por convecção entre a laje e o ar do telhado, com e sem 
ventilação. Para o caso "ventilado", o fluxo ocorre 
sempre no sentido laje-ar, como pode-se observar. 

Os valores numéricos do balanço de calor em cada 
superfície da cobertura, figuras 5 e 6, demonstram o 
funcionamento tÍpico de cada solução. Estes dados refe 
rem-se ao horário de 12 horas quando a insolação é máxi 
ma. Nas figuras 7 e 8 tem-se os balanços de calor para 
o caso de cobertura com telha, laje e ático não ventila 
do e o caso de cobertura com laje apenas. 
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Figura 4. Fluxo por convecção sobre a laje. 
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Figura 5. Balanço de calor, cobertura ventilada. 

Para a mesma taxa de radiação solar direti e difusa 
incidente na superfície exterior da telha a resposta do 
conjunto torna-se dependente da solução adotada. O tipo 
de cobertura determina o tipo de comportamento. 

Na cobertura com ventilação a condução pela telha 
é alta, como também a radiação para a laje. A convecção 
existente é a convecção forçada, cons eguindo uma troca 
de calor eficiente. Desce modo a temperatura inferior 
da telha é rebaixada, bem como a superior da laje. Ape­
sar de um fluxo de calor por condução pela telha conside 
rãvel, existe um sumidouro caracterizado pelo ar circu= 
lante, proporcionando um menor fluxo para o ambiente in­
terno. 

Considerando o caso de uso de blindagem, a diferen­
ça em relação ao "ventilado" é marcante. A blindagem re 
duz drasticamente o fluxo de calor por radiaçãonas super 
fÍcies do ãtico. Para emissividades em ondas longas de 
0,9 para superfÍcies da telha e superior da laje, tem­
-se, pela equação(3)um fatcr de forma modificado F i = 
0,82. Colocando-se a blindagem (de alumínio oxidado,por 
exemplo, com emissividade de 0,25), o fator de forma mo-
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Figura 6. Balanço de calor, cobertura com blindagem. 
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Figura 7. Balanço de calor, cobertura sem ventilação. 

ficado reduz-se para F i = 0,24, conforme a equação (4) 
Como o sumidouro de cator, caracterizado pelo ar de ven­
tilação não existe neste caso e o processo de transmis­
são de calor por convecção representa pequena parcela, 
grande parte da radiação incidente é rejeitada na pró­
pria superfície externa, através de convecção com o ar 
exterior e radiação térmica para o meio ambiente. Para 
que isto ocorra, a temperatura exterior da telha deve 
crescer. Também deve crescer a temperatura inferior da 
telha pois o fluxo de calor por condução também sofre 
redução. A característica da blindagem jã esperada,con 
firma-se, portanto. Ocorre redução do fluxo de calor 
em toda a cobertura. 

Observando·-se novamente a figura 2, que fornece o 
fluxo por condução que chega ã superfície inferior da 
laje, nota-se comportamentos distintos no perÍodo notur 
no. O fluxo, negativo, da superfície inferior para o 
interior da laje, ocorre somente no caso de laje sim­
ples e no caso da cobertura ventilada. Para o caso de 
laje simples este fato é decorrente da grande perda ra­
diativa noturna que a superfície da laje exposta ao ceu 
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Figura 8. Bal anç.o de calor , laje somente 

experi menta . Para o casc1 Jc cobe rtura ver1titada , r> flu 
xc> p<>r concluç~o negativo decor re da passagem de ar d~ 
venti l aç~o e tamb~ 111 da radiaç~o para o exteri<Jr . A co­
l ocaç~o de blinda ge m n~o pc r llli tc es t e f lu xo cuntr~ric1 , 
com<> oco r re nos casos citados en tre 24 : 00 c 8 : 00 l1 o r as . 

CONCLUSÃO 

A partir dos restl l tados confirmam- se as expec t a ti ­
vas em torno do desempenho das cobe rturas ventiladas e 
das cobertu r as com blindagem. Estas alterna tivas podem 
perfeitamente ser adotadas , des de que previstas en1 pro­
jeto. 

A opç ~o por um ou out ra tipo de cobertura ficaria 
dependente de 11ma an~lise econ~mica, principalmente em 
relaç~c aos custos inic i ais. Os custos de 1nant J tenç~c1 
não estariam a l ém do necessár io para um te l ha do (' dmttm. 

Somente a b l inda ge m necessi t ar ia de uma li mpeza per i éd i 
ca para retirar a poeira ac umu lada sobre a s tqH• rr í ~ · i e 
s uperi or . O valor da e nti ss i vi dade uti li zado j5 conside 
ra a superfície com um certo g rau de oxidação. MeJidaS 
de emi ss i v idade deveriam se r feitas ao l ongo do t empo 
para me l hor avaliação do comportamento. 

Quanto ao telhado ventilado , ê ne cessâri.:.1 uma altu 
ra miníma para tornar pu~sivel a circula ç~o do ar . Es­
te valor est~ previsto como em torno de 0,80m, depende n 
do das dimens~es do conju nt o [6] . Este val or serin d~ 
terminado com maior precisão através de uma model ação c~J 
problema especÍfico do canal de circula ção . VL'ja-st· . pur 
exemplo, que o ar e}:terno aprese nta flut uaçÕes de velo­
c idade com inte n sidade de turbLtl~n<·ia afta. A interR ­
çio ar externo - csc <J aniento in te rno , com os prob l e1nas tic 
i n terf er~ncia da cntratla do canal e da es truttt ra de s u­
por t e do te l hado , con f o r me a sol lt Ç~O arquitet~r1 i ca con ­
cebida, deveria se r r eso lvida. Acopl ado a ac.;3 o dos ve n 
t os extc r io r et> sobre a ci r c u lação no can al exis t e n 11 11.:.:.. 

can i s mo da convecç ão , nes t e caso , a convecção fP r1; nd .1 . 
Em v is ta do tipo de telha ado tado, de címe nto - amÍ.;lnt o de 
6mrn, com baixa mas sa térmica , a c onve cção assume• pape l 
importante, considerando a quant idade de calur a ser re 
tirada. -

No caso de uso de blindagens, a altur a entre o te­
lhado e a l a j e f icaria dependente da convecç~o 1 no caso 
converç~o natural (telhado sem ven tilaç;o), que poss u i 
participaç~c1 re duzida no processo de tran sfer~ncia de 
calo r. O espaç<> ne cessir i o es taria defi nid o de acordo 
com o tip cl de t= ixa ç ~o ela blind a ge m e da estrtJtura do te 
lha do. A massa t~r1n ica r e prese nt ada pe l o ar armazenad; 
~_ peq u ena n;o s end o um dado a ser cons id e r ado na de c i -
sao. 

V.:1 l c l e mb r ar que a s i mu l a ç::lo v i sou à ir e tamcnte .:1 

compa ra ção entre L ípos de t:Obc rturas. Eli. r.linou- se t p ­

talment c as pa r celas de radíaç~o d ireta e difLJSa qLJe 
pos sivelmente penetrariam no ambiente interno da cdif i -· 
caç~o pelas superfil·ies transparentes. 

Tamo~ n1 a taxa de ocup açio do ambient e com pesso;ts e 
eq uipamentcJ S fcJi 1·cduz id a a zero . Deste nto liO pod e - se 
considerar qt1e prati camente s5 exi ste fluxo de ca lor pa 
ra o a !!tbient e i n tL'rno pela cobertura. Em uma simulaçiO 
glclbill da eJif' i c ~l~ ~ u a radiaç~o en1 ondas curtas qu e pe ­
netra no arnbic1l te interno 3(·aba ating indo a s up erf r cie 
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infL· rior da laj €.~ ~a l tera ndo o balanc;o dP ca l o r no l o­
cal. Exi ste , e nt álJ , difÍ<'t J1cl.Jde pdra an á li se do e l e ­
mento parti c tJl a r. 

Finalme n te sabp - se que a simulaç~u ~ 11ma t~er r am e n 
t a vali osa c mprcg.:Jda na so lu<,· ~Jo de probl emas f Í s i cos . 
Mais real i st<.t é a s i;;luLtç<l.o quan t o mais perfeitos fo ­
rem os modelos. Ass i m, tem-se tentado obter modelos 
ma is pre~.· i s os 1 ma í s cLm c o r d.1 n t es com a r ea 1 i Jade. No 
e nt ant o , aume nt ~IIH.iu - st.• a pr ec i são em gera l aume n ta - se 
a comp l ex i Jaclc do mode l o e da prÔpr i;-1 si. mu laçd o . Deve 
- se , por t ~ rll <J , tcnt ~1r me l horar a per fu rma nc~ d o p ro g ra 
ma como nm todo , po nJ e r .:mtlo pont os como prc·l·i são , c us-=­
to dP opera)·ao , f:tci li d.:H1c Je u tilizaçao , etc . 
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RESUMO 

. Nu.te .tlla.ba..f.~o. ê duenvo!v.Wa t.ll'!a me.todo!og.<.a. pMa. ava..e..<.a.ciio em opVLa.ciio de um 
<1-<.ó.tema de a11. conc:üuonado M!all do .t.i.po evap011.a.t.i.vo. U~.>ando-<~e a Te.otu:.a de TJta.n<~6Vtê.n 
ua .de. C~~Jt e MMM, JUn.tam~n.te com a .<.ntegJta..f. de. MVLI2e!, <Ião due.nvo!v.i.dM coMe!aç.Õu 
<~em-<.-emp.vuc~ paM. caJta.c.teJt-<.zall o due.mpenho de c:ü6Vten.tu compone.n.tu do <1-i.<l.tema. E<1 
.ta me.tod~!og~ 6o-<. ya..f..úiada con.tJta. dado~ '?X.pe.M.men.ta.i.<l, e Mada paJta. pJtevVt o duempe:: 
nho em <~.i..tuaco u e:ü6 VLen.tu da.~ do pJto.to.t.i.po . 

~<~-0, O<l va..f.OJte.6 ó.t:.i.rtw<l palLq. 0<1 palliime.tJto<~ de_pJtOje.to <1iio apJtuen.tadoó nu.te .tJta. 
ba..f.ho, -<.nC:Üca.ndo uma v-<.ab.i..e..i.dade .tecn-<.ca. de u.t.i..e..i.zacao de .ta-i.<~ ó.i.<l.tema.~. 

INTRODUÇÃO 

Atualrnente, as mais variadas combinações de ternpe 
ratura e umidade são exigidas nas diversas aplicações in 
dustriais e domésticas: desde a secagem e conservação de 
alimentos, até o condicionamento de ar para fins de con­
forto ambiental. 

Vários estudos realizados contribuíram para o de­
senvolvimento do projeto de ar condicionado solar desen­
senvolvido na PUC-RJ. 

Zylberstajn [I) fez urna análise das característi­
cas e desempenho de regeneradores solares de placas para 
lelas, para desumidificantes líquidos em condicionamento 
de ar. 

Pessoa [2) analisou teoricamente sistemas abertos 
de condicionameto de ar utilizando energia solar. Apre­
senta um modelo de simulação das condições de operação e 
desempenho dos equipamentos usados num ciclo aberto de 
condicionamento de ar. 

Azevedo [3) fez uma análise teórica experimental 
e um desumidificador de ar adiabático, utilizando cri­
etileno glicol como substância higroscópica. 

Queiroz [4) segue o mesmo procedimento de Azevedo 
[3), somente utilizando em seu trabalho um desumidifica 
dor não adiabático. Constatam-se que a utilização do de 
sumidificador adiabático, muito embora apresente um grau 
de secagem do ar satisfatório, ocasiona uma elevação si­
gnificativa da temperatura de bulbo seco do ar, · afetando 
o rendimento do sistema. 

Pareja [5) analisa o desempenho de torres de res­
friamento que funcionam corno regeneradores da substância 
higroscópica lÍquida e desumidificador do ar do sistema 
de ar condicionado solar projetado. Determina experimen 
talmente, para vários níveis de concentração da solução 
higroscópica, a influência das variáveis temperatura de 
regeneração e temperatura de secagem no valor do coefi­
ciente de desempenho. Analisa também a torre que funci~ 
na como umidificador. 

O sistema projetado [6) utiliza duas torres de 
absorção semelhantes: urna para regenerar a so lução de 
tri-etileno glicol e água; a outra para desumidificar o 
ar proveniente do ambiente condicionado. 

Urna terceira torr~ o lavador de ar, proveniente do 
ambiente condicionado, funciona como urnidificador de ar, 
proveniente da torre de secagem . 

Um trocador de calor, do tipo carcaça e tubos com 
defletores, serve para compatibilizar os níveis de tempe 
ratura da solução higroscópica, entre os processos de se 
cagem e regeneração, no funcionamento contínuo do siste~ 
ma. 

No sistema de aquecimento de água tem-se uma bate­
ria de coletores solares com área de 60 m2 , um reservató 
rio de água quente para 4.500 .e. e um aquecedor auxiliar 
a gás com capacidade nominal de 40.000 kcal/h. 

O sistema utiliza como agente higroscópica uma so­
lução de tri-etileno glicol e água. A característica do 
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ciclo utilizado possibilita a adoção no processo de re­
generação de equipamentos que aproveitem calor de proc:~ 
so rejeitado em unidades industriais . Esta substituiçao 
amplia o mercado de utilização do ciclo de condicionarnen 
to de ar por resfriamento evaporativo, uma vez que as 
temperaturas exigidas na regeneração da solução higroscó 
pica são normalmente inferiores às temperaturas dos pro~ 
dutos rejeitados nos processos industriais. 

CONSIDERAÇ0ES TEÓRICAS 

A formulação do processo de troca de calor e massa 
que ocorre nas torres de regeneração e secagem do ciclo 
de ar condicionado solar baseou-se no trabalho deQueiroz 
[4) . 

As equações resultantes da formulação foram obti­
das para a regeneração e secagem operando em regime per­
manente e considerando-se que nenhum calor é trocado com 
o meio ambiente. são apresentadas por Queiroz [4). 

dh = L e[ ( h-heq) - 2501) + h dW w-weq grn 

dr rr. dh t -t 
m a h -h*-À( m med ) l 

dw c rit dw 
f 

w -weq 
pm m 

onde, 

h - entalpia especifica do ar, kJ/kg de ar seco 
w - razão de umidade do ar, kg de água/kg de ar seco 
Le - número de Lewis 

(1) 

(2) 

heq- entalpia especifica de equilíbrio, kJ/kg ar seco 
weq- razão de umidade de equilíbrio, kg de água/kg dear 

seco 
hgm- entalpia específica do vapor d'água saturado ~a te~ 

peratura do tri-etileno glicol, kJ/kg de ar seco 
tm - temperatura do tri-etileno glicol, °C · 
rita - vazão de ar seco, kg/<~ 
IÍtrn - vazão de tri-etileno glicol, kg/ó 
Cprn- calor específico do tri-etileno glicol, kJ/kg °C 
hf - entalpia especifica da água, kJ/kg 
h* - Calor de mistura de tri-etileno glicol, kJ/kg 
À - coeficiente de transferência, kJ/kg °C 
t -temperatura media da água entre a entrada e saída 
med da torre, °C. 

Tendo-se as condições do ar e tri-etileno glicol 
ao longo da torre, pode-se calcular o coeficiente glo­
bal de transferência de massa para a secagem e regenera­
ção, através da integral de Merkel [7), conforme aparece 
na equação (3} . 



onde, 

h A = -D v 

IÍl 
a 

v 
[2 

1 

dw 

w-w 
eq 

hD- coeficiente de transferência de massa, kg/~.m2 

A- area interfacial por unidade de volume, m2 /m3 

Vv- volume efetivo da torre, m3 

(3) 

Na determinação do coeficiente de troca de calor e 
massa da torre que compõe o processo de resfriamento eva 
porativo do ciclo de ar condicionado (umidificador), utT 
liza-se o modelo apresentado por Pareja [6) para o lava~ 
dor de ar usado no sistema. 

Considerando a torre operando em regime permanente 
isolada do meio ambiente e desprezando a energia adicio­
nada pela bomba para efeito de aumento da temperatura da 
água, têm-se o valor do coeficiente de transferência de 
massa calculado pela equação que segue: 

h A = -
D v 

IÍl 
a 

v 

(w -w
2

) 
ln _s __ 

(ws -w1) 
(4) 

Como o processo de lavagem de ar é um processo de 
mesma temperatura de bulbo úmido (tbul : 

ws= 0,622 
p 

p -P 
atm 

p 1Üy X 1000 

(5) 

(6) 

y = 28,5905-8,2 . .tog(t )+0 0024804. t _ 3142.31 
bu ' bu 

onde, 

Patm- pressão atmosferica, bar 
P - pressão de vapor, bar 
tbu - temperatura absoluta em bulbo úmido 

tbu 

(7) 

Para as torres de regeneração e secagem a so lução 
do problema se constitui em resolver numericamente um 
sistema de e~uações diferenciais e a integral de Merkel 
[ 7]. 

Utilizou-se na solução o método de Runge-Kutta de 
4~ ordem [8) que permite obter solução numérica de siste 
mas de equações diferenciais, dado o valor inicial. Ado 
tou- se o número de Lewis como sendo 0,9 para o vapor 
d ' água difudindo- se no ar [7) e o valor do calor de mis­
tura (h*) igual a 211,65 kJ/kg [4). 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

No equipamento utilizado, realizaram-se várias ex­
periência~ variando-se alternadamente a vazão de água 
quente e da solução de tri-etileno glicol na regenera­
ção, bem como a vazão de ar na secagem e da água no umi 
dificador. Aproveitaram-se aquelas experiências, cujas 
combinaçÕes das diferentes vazões fecham o ciclo de ope­
ração do sistema, com o abaixamento da umidade e ental­
pia do ar na secagem. 

As medidas de temperatura foram feitas com termopa 
res cobre-constantam, com uma incerteza de 0,2°C para as 
medidas de temperatura do ar e O, 1°C para as temperatu­
ras da solução higroscópica e da água. Nas medidas de 
temperatura de bulbo seco e bulbo Úmido do ar na entrada 
e na saída na regeneração utilizou-se um psicrómetro de 
ventilação forçada, com termómetros de mercúrio com me­
nor divisão da escala de 0,2oc . 

Utilizaram-se para as medidas de vazão de tri-eti­
leno glicol e da água no sistema, placas de orifício ca­
libradooconforme a norma ASa~ [9] . A incerteza associa­
da aos valores de vazão medida é de 3.5%. 

Para se medir a vazão de ar na torre de regenera­
ção, foi utilizado um bocal convergente colocado na saí-
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da da torre, com C= 0,98 e uma incerteza associada aos 
valores medidos de 4%. 

Na medida de vazão de ar na torre de secagem foi 
introduzido na tubulação de entrada do ar um anemómetro 
tipo ventoinha. O anemómetro mede a velocidade do ar 
na parte central da seção de medição. A incerteza asso 
c iada ao valor de vazão de ar obtida por este procedi~ 
mento é de 13% . 

A concentração da solução aquosa de tri-etileno 
glicol é medida através do Índice de refração da luz de 
sódio nesta substância . A curva de calibração que rela 
ciona concentração com índice de refração, foi determi~ 
nada à temperatura de 20°C por Azevedo [3) com uma in­
certeza associada de O, 1%. 

Vários experimentos foram realizados no sentido 
de balancear o sistema de ar condicionado solar projeta 
do. Conseguiu-se fechar o ciclo de condicionamento do 
ar com o abaixamento da entalpia do ar na secagem (fih= 
= 8kJ/kg) e o aumento da umidade e a consequente dimi­
nuição na temperatura do ar na torre de umidificação 
(te= 27,6°C e tA= 20,80C) para uma operação do sistema 
nas faixas de 0,66 kg/~ a 1,20 kg/~ de vazão da água 
quante, 0,47 a 0,60 kg/~ de vazão da solução de tri-eti 
leno etiieno glicol, 0,54 kg/~ a 0,75 kg/~ de vazão de 
ar na secagem , uma vazão de 1,00 kg/~ de água no umidi­
ficador e 0,09 kg/~ de ar no regenerador. 

Com os dados obtidos com a operação do sistema, 
procedeu-se a um balanço de energia, com cada conjunto 
de dados que compõem um experina<:ulo, com o objetivo de 
avaliar o desempenho de cada equipamento e dos instru­
mentos componentes do sistema de medidas. Foram encon­
trados desvios médios de 13% para os sistemas de seca­
gem e umidificação, e 17% para a regeneração. Não foram 
computadas as perdas de energia através das tubulações 
de interligação (consideradas desprezíveis). 

Utilizando-se o modelo teórico proposto, montaram 
-se programas em linguagem BASIC. Com estes pro~ramas, 
calcularam-se os valores de À (coeficiente de transfe­
rência) e na hDA (coeficiente de transferência de mas­
sa) nas torres d~ secagem e regeneração , pelo método 
dos mínimos quadrados para vários dados experimentais. 
Assim foram obtidas corr~laçÕes semi-empíricas para 
coeficiente de transferência de massa como função 

o 
das 

vazoes. 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Com a utilização das correlações empLrLcas, mon­
tou-se o programa de simulação para o sistema de ar con 
dicionado solar em estudo, possibilitando uma análise 
de desempenho do mesmo. Cabe ressaltar , que as equa­
çÕes empíricas foram obtidas a partir de dados correla­
cionados através do método de mínimos quadrados ; e por­
tanto, o uso destas expressões deve ser limitado às 
condiçÕes de operação pesquisadas. 

Na análise de desempenho do sistema, utilizaram­
se os parâmetros COP (coeficiente de desempenho) e TR 
(capacidade frigorífica em toneladas de refrigeração), 
equações (8) e (9). Não se utilizou, no cálculo do COP, 
a energia consumida pelas bombas e ventiladores (em tor 
no de 1,5 kw), ainda não otimizada no protótipo: 

IÍl fih 
COP= _a __ (8) 

IÍl c fi t w pw 

IÍl fih 
TR =_a __ (9) 

3,52 

onde, 

fih - variação de entalpia do ar na secagem, kJ/hg ar 
seco 

ffiw - vazão de água quente no regenerador, kg/~ 
Cpw - calor específico da água quente, kJ/kg°C 
fi t - variação de temperatura da água quente no regene 

rador, °C -

Aplicou-se inicialmente o programa de s imulação 
na reprodução das curvas de taxa de regeneração obtidas 



por Pareja [5]. Conseguiu-se reprodu zir a curva de taxa 
de regeneração para uma temperatura de regeneração de 
45°C, com 12% de desvio; a curva para uma temperatura de 
regeneração de 51°C foi reproduzida com u~ desvio de 11%. 
(Figura 1) . 

A seguir , utilizou-se o programa analisando- se 
através dos parâmetros COP e TR , o desempenho do s ist ema 
projetado com relação à variação da temperatura de ~gua 
quente no regenerador, à vazão de ar na secagem, vazao e 
concentração da solução de tri-etileno glicol. 

Obteve-se, dentro de uma variação de 40°C a 54°C 
na temperatura da água no regenerador, um contínuo cres­
cimento dos valores de COP e TR , atingindo a 54°C um va 
lor de COP de 0,5 e com uma capacidade Frigorífica de 
1,3 TR (Figuras 2 e 3) . 

Variando-se a vazão de ar, encontra-se a melhor 
condição de operação para o sistema em estudo (COP de 
0 , 55 e com 1,2 TR), dentro da faixa de vazão que vai de 
0,53 a 0,57 kg/6 de ar. (Figuras 4 e 5) . 

A análise do sistema, com a variação da vazão da 
solução de tri-etileno glicol, indica que dentro da fai 
xa de vazão de 0,50 a 0 , 55 kg/6, os parâmetros COP e TR 
permanecem aproximadamente constantes. (Figura 6 e 7) . 

A variação de concentração, na simulação do siste­
ma, indica a faixa de 93% a 93 , 5% de concentração, como 
a faixa de melhores valores de COP (0,5) e TR (1 , 2) para 
o sistema em estudo. (Figuras 8 e 9) . 

As linhas tracejadas encontradas nas figuras apre­
sentadas, indicam a incerteza associada aos valores de 
COP e TR, devido à utilização no programa de simulação 
das correlaçÕes empíricas desenvolvidas. 
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CONCLUSÕES 

Conforme análise dos parâmetros, a melhor condição 
de operação para o sis tema em estudo, acontece quando se 
têm: a temperatura da água quente igual a 54°C,0, 09 Kg/~ 
de vazão de ar no regenerador, vazão de tri-etileno gli­
col em torno de 0 , 50kg/~. concentração igual a 93% e va­
zão de ar na secagem igual a 0,55 kg/~ . Com estes valo­
res, e o ar entrando na secagem com h= 79,4 kJ/kg e w= 
= 0 , 0186 kg/kg , poJe-se obter uma caJacioade frigorífica 
de 4,6 Kw (1,3 TR) para uma entrada de energia na regene 
ração de 8,4 Kw (COP= 0,55). -

Não obstante, o baixo COP apresentado pelo sistema 
de . ar condicionado solar em estudo, quando comparado com 
sistemas de ar condicionado à compressão de vapor (de 3 
a 4), o emprego de um sistema de condicionamento de ar 
solar pode ser atrativo, por utilizar fontes de calor de 
baixa temperatura, que são abundantes em rejeitas de 
energia industriais, e componentes de baixo custo facil­
mente encontrados no mercado nacional. 
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RESUM) 

Fbi desenvolvido um método generalizado para avaliar o desempenho térmico de troca­
dores de calor can diferentes georretrias e fluidos . Pelo método o trocador de calor é 
discretizado através de três tipos de elerrentos nodais : corrente paralela , contracoE 
rente e corrente cruzada. A equação do balanço térmico é aplicada para cada nó em teE 
mos das variáveis adimensionais, formando um sistema linear de equações algébricas . A 
solução do sistema de equações fornece a distribuição de temperaturas no trocador de 
ca).or e são calculacbs os parârretros de desempenho térmico . 

INTRODUÇÃO 

A literatura apresenta diversos métodos para a 
determinação do desempenho térmico de trocadores de ca 
lor, particularizados a determinadas configuraçÕes . 

O método apresentado neste trabalho é aplicável 
ã grande número de configurações geométr icas e pares 
de fluidos sob variadas condições operacionais e para 
os casos de propriedades dos fluidos constantes ou va­
riáveis com a temperatura. 

A confiabilidade do método é demonstrada através 
da comparação com resultados obtidos por outros auto­
res que utilizaram outros métodos. 

APRESENTAÇÃO DO ~TODO 

O método apresentado a seguir consiste em urna ex 
tensão daquele utilizado por Caglayan e Buthod [1] . 

Discretização de Trocadores de Calor. Um troca­
dor de calor de conf1 guraçao qualquer pode ser subdivi 
dido em três elementos básicos, ou seja, elemento de 
correntes opostas, paralelas ou cruzadas; associados 
de acordo com a confi gura ção do trocador de calor. 

Os elementos são identificados por Índices (i, 
j, k, .. . , w), onde o primeiro Índice pode indicar a fi 
leira de tubos, o segundo a corrente em que foi · subdi~ 
vidido o fluxo no casco, o terceiro o espaço em que o 
elemento está localizado , e assim por diante , dependen 
do do grau de detalhamento em que o trocador de· calor 
é discretizado . 

Observe, no exemplo da Fi gura 1, que os elemen­
tos resultantes da discretização do trocador de calor 
são identificados apenas pelo Índice (i), sendo i o nu 
mero do passe dos tubos pelos cascos. 

Figura 1. Exemplo de discretização de um 
de calor 

trocador 
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Outro exemplo é mostrado na Fi gura 2. Neste, os 
elementos resultantes da discretização são identifica 
dos pelos Índices (i, j, k), sendo i o número da filei 
ra de tubos , j o número da corrente do fluido pelo cas 
co em cada espaço entre a chicana e os espelhos e K o 
número do espaço entre a chicana e os espelhos. 

i=l _~ ;L, 
~ 

i~ 
-~ ~ ... 

~ 

. 

j=l j=2 

~ 
~ 
~ 

k=2 

Figura 2. Exemplo de discretização de um 
de calor 

trocador 

A cada elemento aplicam-se equaçoes da efetivi 
dade térmica (P) e da razão entre capacidade térmicas 
horárias (R) em função de suas temperaturas terminais. 

Variáveis Adimensionais. 
- Efetividade térmica (P): definida como a r azão entre 
a quantidade de calor removida de um fluido (q) e a 
máxima quantidade de calor (qmáx) termodinâmicamente 
possível de ser trocada nas mesmas condições de vazÕes 
e t empera turas de entrada. 

p = _q_ 
qmáx 

CT( t2-tl) 
Cmin(Tl-tl) 

CC(Tl- T2) 
Cmin(Tl-tl) 

(1) 



onde: 
CT 
CC 
Cmin 
tl 
Tl 
t2 
T2 

capacidade térmica do fluido pelo tubo (W/K) 
capacidade térmica do fluido pelo casco (W/K) 
menor valor entre CT e CC (W/K) 
temperatura de entrada do flu ido ~elo tubo (QC) 
temperatura de entrada do fluido pelo casco (QC) 
temperatura de saída do fluido pelo tubo (9C) 
temperatura de saída do fluido pelo casco (9C) 

- Razão entre capacidades térmicas horárias (R): defi­
nida como a razão entre os valores mínimo e máximo das 
capacidades térmicas horárias . 

Cmin 
R = cmáx (2) 

As variáveis adimensionais P e R podem ser ex­
pressas em função somente das temperaturas terminais, 
conforme Tabela 1 . 

Tabela 1 . Efetividade Térmica e Razão entre Ca­
pacidades Térmicas Horárias 

p = 

R = 

CT = Cmin 

t2 - tl 
"fl"-=tT 

Tl - T2 
t2=ti 

CC = Cmin 

Tl - T2 
Tl - tl 

t2 - tl 
rr:T2 

- NÚmero de Unidades de Transferência (NUT): definida 
como sendo a razão entre o produto do coeficiente glo­
bal de transmissão de calor (U) pela área de troca ter 
mica (A) e o menor valor entre as capacidades térmicas 
horárias CT e CC: 

NUT = U.A 
Cmin 

(3) 

Para cada configuração de trocador de calor ob­
tem-se uma rela~ão entre as variáveis P, R e NUT a par 
tir das definiçoes destas variáveis e das equações de 
balanço térmico. 

Na Tabela 2 são apresentadas as relações entre 
P, R e NUT para as configurações de correntes opostas, 
paralelas e cruzadas. 

Tabela 2 . Funções P P(R , NUT) 

CONFIGURA CÃO P - (NUT , R) ' 

OPOSTAS p = 1- exp[-NUT (1-R)l 
1 - R.exp [.-NUT (l-R) j 

PARALELAS p = 1 - exp [-NUT (l+R) I 
1 + R 

CRUZADAS p = 1 
1 R 1 

1-exp [-NUTj + 1-exp 1.-R.NUTj + NUT 

Sistemas de Equações Lineares. Tomando-se, como 
exemplo um elemen t o genér i co (Figura 1) , as equa 
çÕes de efetividade térmica e da razão entre capacida~ 
des térmicas horárias em função de suas temperaturas 
terminais são as seguintes: 

t (i ' j , k) t(i , j+l,k) 

Figura 3. Elemento (i, j, k) 
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Para CT (i, j, k) ~ CC (i, j, k): 

t(i , j ,k)-t(i,j+l,k)=P(i,j ,k) [t(i,j ,k)-T(i,j ,k) ] 
(4) 

T(i,j ,k)-T(i+l,j ,k)=R(i,j ,k) [t(i,j+l,k)-t(i,j ,k) ) 
( 5) 

Para CT (i, j, k) > CC (i, j, k) 

T(i+l, j, k)-T( i, j ,k) =P(i ,j ,k) (t( i ,j, k) -T( i, j ,k)] 
(6) 

t(i,j ,k)-t(i,j+l,k)=R(i,j ,k) [T(i+l,j ,k)-T(i,j ,k)] 
( 7) 

O valor de P(i,j,k) pode ser obtido sem o conheci 
menta das temperaturas terminais pela relação P(i,j,k)~ 
f[NUT(i,j , k), R(i,j ,k)], conforme Tabela 2. 

Da mesma forma, o valor de R(i,j,k) pode ser obti 
do sem o conhecimento das temp eraturas t erminais, atra= 
ves da Equação (2) : 

R(i,j ,k) 
Cmin (i,j ,k) 
Cmáx (i,j , k) 

(2) 

A aplicação das Equações (4) e (5), ou (6) e (7) 
a todos os elementos resultantes da discretização do 
trocador ~e calor, juntamente com as condiçÕes de con­
torno e de compatibilidade entre os elementos, resulta 
um sistema de equações que re ge o comportamento térmico 
do trocador de calor. Com a solução do sistema de equa 
çÕes obtêm-se a distribuiçào de temperaturas no troca~ 
dor de calor e, consequentemente, a sua efetividade ter 
mica . 

O conhecimento das temperaturas dos fluidos ao 
longo do trocador de calor permite que se considere os 
valores reais de suas propriedades terrnofisicas em cada 
pont o, caso suas variaçÕes sejam significativas. 
Nestes casos, adota-se um processo iterativo para solu 
ção do sistema de equações. 

Generalização de Modelos. 
pode ser colocado na forma 
seguinte aspecto: 

O sistema de equações obtido 
de equação matricial com o 

C (P ,Q) x T (Q) = s (Q) (8) 

onde: 
C (P ,Q) = é a matriz dos coeficientes 
T (Q) = é a matriz das incó gnitas 
s (Q) = é a matriz dos termos independentes 

A matriz C(P,Q) apresenta uma distribuição espa­
cial de seus elementos definida pela sequência de colo­
cação das equaçÕes e dos termos da matriz T(Q) . 

Para trocadores de calor cuja discretização permi 
te a identificação dos elementos com os mesmos Índices 
(i, j , k, . .. ,w), os formatos das matrizes C(P,Q) são se 
melhantes se for mantido um mesmo critério de colocaçãO 
das equaçÕes e dos termos das matrizes T(Q). 

Através da observação desta semelhança, foi elabo 
rado um programa que gera automaticamente os siste~as 
de equações lineares para diferentes tro cadores de ca­
lor. 

EXENPLO DE APLICAÇÃO 

Toma-se, como exemplo, o trocador de calor mostra 
do esquematica~ente na Figura 1. A identificação dos 
elementos e suas temperaturas é mostrada na Figura 4. 

Considerando-se: A(i) = A/4 CT(i) = CT 
U(i) = U CC(i) = CC/2 

Admite-se, por simplicidade, que CT(i) < CC( i). 
Deste modo, R(i) = 2 CT/CC e NUT(i) = AU/4CT. Para 
os nós i=2 e 3 , a função Pi(R,NUT) é a da configuração 
paralela da Tabela 2 e para os nós i= 1 e 4 a da confi 
guração oposta. 



t (5) t (4) 

Te(3~s(4) 
t(3) ~-.. t(4) 

Ts (3) 

t (3) t (2) 

T~e(1) 
t (1) (1) t (2) 

Ts (1) 

Figura. 4 Discre­
tização Adotada 

A aplicação de P(i) e R(i) em função das tempera 
turas terminais, das condi çÕes de contor no e de comEa~ 
tibilidade, resultam no seguint e sistema de equaçoes 
lineares: 

Equações de efetividade térmica: 

P(l) f:Te(l) t (1) J + t(l) - t(2) = o 
P(2) [Te(2) - t(2) J + t(2) - t(3) = o 
P(3) [Te(3) t( 3) J + t(3) - t(4) o 
P(4) [Te(4) t(4)] + t(4) - t(5) o 

Equações de razões entre capacidades térmicas 
rãrias: 

R(l) [t(l) - t(2) .I + Te(l) - Ts(l) 

R( 2) [t ( 2) t ( 3) l + Te( 2) - Ts (2) 

R( 3) [ t (3) t(4)] + Te (3) - Ts (3) 

R(4) [t(4) t(5)j + Te(4) - Ts (4) 

Condições de contorno: 

T(l) = tl Te(3) = T~ 

CondiçÕes de comua tibilidade: 

Te(l) 

Te( 2) 

i 1Ts(3) + Ts(4) I; 

i 1Ts(3) + Ts(4) I 

= o 
o 
o 
o 

Te(4) Tl 

h o 

Colocando-se este sistema de equações li~eares 

na forma de equação matricial tem-se a matriz do Anexo 
1. 

Aplicação numérica: 
Considerando A=5 m2, U=l70 W/m2K, CT=283 W/K, 

CC=l.l32 W/K, tl=200 9C, Tl=O 9C , obtem-se a ~eguinte 
distribuição de temperaturas: 

o 

36,2 

110,3 

45,6 

Figura 5. Distribuição de Temperaturas 

Neste caso a efetividade térmica e o numero 
unidades de transferência e: 

p = 0,905 NUT 3 

de 

Generalização do modelo: Observando-se a distri 
buição dos elementos da matriz C(P,Q), é passivei 
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generalizar o modelo para M cascos em série e N passes 
dos tubos, sendo M um numero inteiro positivo e N múl­
tiplo de M. 

A equação matricial na forma generalizada tem o 
seguinte aspecto: 

t(l) 

c1 

--- -- t (N+l) 

X 
Te(l) 

c2 

-- --- Te(N) 
Ts(l) 

c3 

Ts(N) 
~ 

( 3N+ 1) 

Submatriz Cl 

i=l i=2 ' . i=N 

-1 I 
o -

o } " 
o 
tl 

Tl l Tl 

Tl 

N/M 

: 1 N 

i=N+l i=l , , . i=N 

P(l) I 
o -

N 
M 

i=l a N 

l-"1) - o f 

I • 
-o I -o-

1 

i=l 

[';' -o 
I 
I 

I 1-P(N) -1 I P(N) 

Submatriz C2 

i=2 ... •. i '=N i=N+l Í=l 1, I i=N i=l , . . 
-R(l) I 1 I -1 o - o-

R(2) -R(2) I I I I 
-o -o 

R(N) -R(N) I 1 

Submatriz C3 

C3 = Ci,j 

Sendo: 

C(l ,j) 

C(i ,j) 

C( i ,j) 

1 

i la N+l 
la 3N+l 

para i 2 a N+l 
2N-i+3 

-M/N para N/M+2 a N+l 
(3N+2-l.N/M) a 
(3N+l-(.e.-l)N/M) 

.e. para i = N/M + a 2N/M + 1 

.e. 2 para 2N/M + a 3N/M + 1 

.e_ N-1 para i N + 2 -N/M a N + 1 

I 
. 

i=N 

1 -J . 
-1 

Mostra-se na Tabela 3 os resultados da efetivida 
de t érmica obtidos no presente trabalho para alguns p~ 
res (M,N) , juntamente com os obtidos por autores que 
empregaram outros métodos. 



Tabela 3 - Resultados Obtidos e Comparação com Ou­
tros Autores 

RESULTADOS 
I 

ARRANJO DADOS 
EFETIVIDADE TERMICA 

M N NUT R 
ll:'resente 

Ref.l21 Ref. l 31 Ref. l41 TrabalhÇ> 

1 2 1,0 1 , 0 0,47 0,46 0,46 0,46 
3,0 0,0 0,95 0,95 0,95 0,95 

1,0 0,25 o ,60 0,59 0,60 o' 60 
2 4 10, 7:> 0,52 0,52 0,52 0,52 

5 ,0 0,25 0,97 o ,96 0,96 0,96 

3 6 3,0 
0,25 0,91 0,91 0,90 0,91 
o, 75 o' 80 o, 79 o' 80 0,80 

3,0 0,25 0,92 0,92 0,92 0,92 
4 8 0,75 0,80 o. 80 o. 80 0,81 

5,0 o, 50 0 , 95 0,94 0,94 0,94 

0,5 0,20 0,38 - 0,38 0,38 
1 3 1,00 0,33 - o' 32 0,32 

2,5 0,20 0,86 - o, 86 0,85 

CONCLUSÕES 

O método é aplicável a qualquer trocador de ca­
lor através da subdivisão em elementos de correntes 
opostas, paralelas ou cruzadas. 

Determina-se a distribuição de temperaturas ao 
longo do trocador de calor . 

O método é aplicável ao caso em que 
des dos fluidos apresentam significativas 
com a temperatura. 

as proprieda 
variações 

Os resultados obtidos pela apli cação do método 
mostram Õtima concordância com os de outros autores. 
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ABSTRACT 

A generalized method was developed to 
the thermal performance of heat exchangers 
different geome tries and fluids. 

evaluate 
with 

By this method the heat exchanger can be 
decomposed in three types of discrete nodes: paralel 
current flow, countercurrent flow and cross flow . The 
thermal energy equation is applied to each node, in 
terms of non-dimensional variables and forros a linear 
algeb raic equation system. The solution of this 
sys tem is the temperature distribution within the 
heat exchanger and the thermal performance parameters 
for the particular configuration under analysis. 

Anexo 1 - Equação Matricial para o Exemplo de Aplicação 
da Figura 4. 
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RESUMEN 

En el orovecto del emolazamiento de un edifício solar oasivo. se necesita cono­
cer el grado de enmascaramiento de la radiación solar directa nor el entorno. El cálculo oor 
métodos gráficos habituales se comolica si el edifício se encuentra en un ambiente ur­
bano. Se oresenta una metodología oue nermite el cálculo comnutacional del área asole­
ada de cada fachada del edifício. Se ha encontrado una relación entre el azimut del sol v 
los rumbos de los lados que permite obtener el volumen de sombras total de los edifí­
cios del lugar para cada hora del día. El programa de computación desarrollado permi­
te obtener el área asoleada con la aproximación del cm2. 

INTRODUCCION 

En todo intento de emplazamiento de un edifício 
solar, ya sea una construcción nueva o un "retrofit" se 
necesita conocer el grado de enmascaramiento de la ra­
diación solar directa por el entorno. 

En el caso de un nuevo emplazamiento és to podría ser 
la causa de un giro en la orientación del mismo con el 
objeto de aprovechar el máximo de radiación solar real­
mente disponible . 

· Cuando se ouiere reciclar un edifício existente, 
conocer el ootencial solar e s imprescindible para deter 
minar y evaiuar mediante modelos, su comrortamiento té! 
mico en las distintas énocas del ano. 

Existen métodos gráficos sencillos [ 1] aue pue­
den utilizarse , cuando el emplazamiento es abierto, en 
general en ambientes suburbanos. Pera el cálculo se com 
plica cuando el edifício se encuentra en un ambienteur 
bano, donde la construcción aueda rodeada de edifícioS" 
en altura, lo que puede significar un recorte sustancial 
de la radiación solar en las épocas críticas del ano. 

Cuando uno o varias edifícios participan de unam 
biente de alta densidad edilicia, la interacción de ca~ 
da uno de ellos con el sol puede ocasionar que la som­
bra arrojada sobre una fachada sea el resultado de una 
combinación de sombras de varias edifícios. Esta situa 
ción resulta de difícil cálculo por media de métodos -
gráficos. 

Se presenta una metodología apropiada que permite 
el cálculo computacional del problema. Tiene las venta 
jas de poseer gran flexibilidad para trabajar çon gra; 
número de edifícios, de distinta altura y conocer con 
aproximación del cm2, el área sombreada de la fachada. 

El programa se encuentra escrito en lenguaje BA­
SIC Versión 1.2 y su utilización resulta muy sencilla . 

CONSIDERACIONES PRELL~INARES 

El modelo computacional se compone de 5 etapas 
bien diferenciadas. En algunos casos éstas se represen 
tan por media de programas independientes y en otros ~ 
forma de subrutinas del programa principal. Las disti~ 
tas etapas son: 

1. Ingreso de datas . 
2. Determinación de la posición del sol. 
3. Obtención del volumen de sombras de la manzana. 
4. Determinación del área asoleada. 
5. Cálculo de la energía solar sobre cada fachada. 

La determinación de la posición del sol aueda de 
terminada por la altitud y el azimut solar, y se obtie 
ne por media de un programa escrito en BASIC, ALTSOL.­
BAS. Esta resulta muy cómodo para el caso de calcular 
un día completo. Cuando se desea conocer el efecto de 
la sombra en una hora determinada, tanto la altitud co 
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mo el azimut pueden ingresarse por teclado directamen­
te al programa principal. 

El punto 3 constituye el programa principal. decál 
culo. El objetivo es la obtención del volumen de som-­
bras que resulta del aoorte y combinación de sombras de 
cada edifício de la manzana . · 

En el punto 4 se obtiene el área asoleada por me 
dio de la intersección de este volumen de sombras con­
las fachadas de cada edifício. 

DESCqiPCION DE LA METODOLOr.IA 

Ingreso de datas. Se ha determinado oue la forma 
más sencilla para el ingreso de datas resulta la reore 
sentación del conjunto de edifícios oor media de coor­
denadas x,v,z de cada uno de sus vértices superiores. 
Se hace uso de una grilla (x , y) aue tiene un paso P(a­
justable) y cuya extensión es la de la manzana en aná­
lisis. 

El programa ejecuta el cálculo tomando en consi­
deración volúmenes orismáticos no necesariamente regu­
lares. Esta implica una subdivisión de aouellos edifí­
cios con techos a dos aguas o aauellos conformados nor 
cuerpos de volúmenes comouestos o de distintas alturas. 
Figura 1. 

z 

p X 

Se 
subdivide 
en -

Se 
subdivide 
en __ _ 

Figura 1. Subdivj sión de edifícios en volúmenes prismáticos 



Además de la distribución de los edifícios, se re 
quiere la situar.ión geográfica del lugar (latitud y lon 
gi tud), y el día del ano elegido. 

Determinación de la posición del sol. Tanto el a­
zimut, ángulo desde la posición del sol hasta la orien­
tación sur, medido sobre el plano horizontal, como la al 
titud, altura del sol sobre el horizonte, definen la po 
sición del sol en un día, a una hora elegida y en un 1~ 
gar determinado (latitud y longitud). Los valores corres 
pondientes a los ángulos mencionados pueden obtenerse de 
las siguientes fórmulas [2]: 

sen ex = cos L cosó cosW + sen L senó 

\ cos o< / 

tgcl 

tg L 

(l) 

\ 

sen- 1 (cos~ senw\; si cos Ul > 

as= (2) 

~osh senj 
180° - sen-1 ----- : si cos uJ < tgó 

cos o<. tg L 

"'= al ti tud solar. 
as= azimut solar. 
L = latitud. 

c5 es la declinación y puede obtenerse de la siguie~ 
te ecuación: 

J = 23.45 sen ( 360 
(284 + n) 

365 

n = día del ano 1~ n.ç365 

(3) 

W es el ángulo horario del sol, se mide desde el 
Norte, positivo al Oeste y negativo hacia el Este. 

W= Hora Solar [min] 
4 [grados] 

Hora Solar 

+E (min] 

Hora Standard + ~(Lst- Lloc) + 
15 

(4) 

(5) 

Lst= Longitud del meridiano de referencia horaria 
para el país. 

L lo c = Longi tud local. 

Como usualmente se lee la hora en un reloj, debe 
hacerse lacorrección para tener en cuenta la preseción 
del eje de la tierra. Esta corrección está representada 
por E. 

E= 9.87 sen 2B - 7 . 53 cosB - 1.5 senB 

B= 
360 (n - 81) 

364 

(6) 

Estas ecuaciones s~ han volcado en un programa 
ALTSOL. BAS, que genera los archivos SOL 1 y SOL 2. Es­
tos guardan los valores de altitud y azimut para cada ho 
ra del día considerado. La Tabla 1 muestra los valores­
obtenidos para Nendoza, el día 14 de Julio. 

Determinación de la sombra arrojada por los edifí­
cios. Para determinar el volumen de sombras arrojado por 
los edifícios del entorno, se necesita conocer cuáles 
fachadas de cada edifício producen sombra y cuãles se e~ 
cuentran as oleadas. 

Si uno observa un edifício en planta, puede suce­
der que una, dos o tres fachadas estén sombreadas al mis 
mo tiempo. Para determinar ésto, se calculan los rumbo~ 
del lado y se los compara con el azimut del sol. Por e­
jemplo en la Figura 2 se observa un edifício en planta 
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de cuatro lados (a,b,c,d) cuyos vértices se indican por 
los números 1,2,3 y 4 y cuyos valores de coordenadas se 
refieren a los ejes x e v siendo el eje v coincidente 
con la dirección sur. 

Tabla 1. Determinación de la posición del sol 

MENDOZA 

n: 19 5 

Latitud: -32.86 

h : 21.67 

Lon!l,itud: 68.85 

Hora 
Solar 

6.99 
7.00 
8.00 
9.00 

10.00 
11.00 
12.00 
13.00 
14.00 
15.00 
16.00 
17.00 
17.01 

Altitud 
(grados) 

0.0 
0 . 1 

10.9 
20.6 
28 . 4 
33.6 
35.5 
33 . 6 
28.4 
20.6 
10.9 
0.1 
0 .0 

Azimut 
(grados) 

243.9 
243 . 8 
235 . 1 
224.6 
211 .9 
196 . 8 
180.0 
1fi3.2 
148.1 
135.4 
124 . 9 
11h.2 
116.1 

S!y z~~--~~-r.-.-.-~~" 

X 

Fil1;ura 2 y 3. 

Cuando el sol (oue se encuentra en una oos1C1ón re 
presentada en planta oor el azimut as) ilumina el edi~ 
ficio, en este caso e l lado c y d estarán en somhra.~i­
gura 2. 

Los rumhos de los lados se calculan comenzando oor 
la dirección ~te v tomando los ángulos oue forman las 
direcciones 4-1 y ·1=4 respecto del Sur. Estos son los 
del lado d . Lue!I,O para el lado a, se toma la dirección 
r:2 y 2=1. Así se continúa hasta obtener los rumhosres­
pecto al Sur de todos los lados. Cuando el azimut del sol 
se encuentra entre los dos rumbos de un lado, la cara 
correspondiente estará asoleada, en caso contrario esta 
rá sombreada . -

Los rumbos se deben comenzar d calcular por el la­
do Oeste, en este caso el lado d. Su exoresión será: 

R4-3 = rumbo(4=3)= tg-1( x(3) - x(4) 
v(3) - y(4) (7) 

R3-4 = R4=J + 180° 

R1-4 = 90°+ tg-1 ( y( 1) - y(4) 
x(4) - x(l) (8) 

R4-1 = R1-4 + 180° 

De la misma manera se procede para el cálculo de lo~ 
rumbos restantes. En nuestro caso, el lado d estará aso­
leado si se cumple: R4-3 L as L ~3=4. Cabe destacar aue 
el orden de cálculo es de suma importancia ya oue en es­
te caso el lado d y el b son paralelos pero los rumbos 

---
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I 
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~ 
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I 

l 
~ 
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son distintos o iguales dependiendo de la forma de cál­
culo. Conociendo ya la situación de todos los lados, para 
aquellos en sombra encontramos el área de sombras que indica 
los límites de influencia de la misma. Para el lado d, el área 
de sombras será la encerrada por los puntos 4,3,xs(3) ,ys(3) 
y xs(4) ,ys(4). Figura 2. Los puntos xs,ys representan la in­
tersección de la sombra dellado con el plano horizontal. Su 
expresión será: 

xs(i)= x(i) + z(i)sen(as- ~)/tg(~) 
ys(i)= y(i) + z(i)cos(as - ~)/tg(~) 

(9) 
(lO) 

Se ha confeccionado una subrutina AZIMUT que cale~ 
la los rumbos de cada cara respecto del Sur. Estes lue­
go se comparan en el programa principal y se determina 
el lado en sol y el lado en sombra . 

Como puede observarse en la misma Figura, el edifi 
cio arroja un volumen de sombras sobre su entorno. Pue­
de calcular se la altura de la sombra para cada punto x,y 
dentro del área de sombras. Para ésto se necesita cono­
cer cuál es la coordenada del rayo inverso en su inter­
sección con el volumen y a partir de allí, se calcula 
la altura de sombra en base a la distancia desde el pun 
to considerado hasta el edifício siguiendo el caminodil 
rayo . En la Figura 3 aparece el punto x,y al cual quer~ 
mos calcularle la altura de sombra correspondiente y el 
punto Xi,Yi sobre el edifício . El valor del ángulo A es 
el complementaria de (as- 180°). 

Las coordenadas del rayo inverso resultan de la in 
tersección entre el segmento 2-3 y el segmento que une 
los puntos x,y e xi,yi . De esta manera: 

Yi 
y(3) + B3( x(3) - x + y/tg(A)) 

1 - B3/tg(A) 

xi = x - (y-Yi) 

tg (A) 
B3= 

y(3) - y(2) 

x(3) - x(2) 

(ll) 

(12) 

La altura de sombra para el punto x,y dentro de la 
zona de sombras se obtiene en función de la posicióndel 
sol en ese momento, a través de la ecuación (13). 

zi es la altura del edifício en el punto xi,yi. Es 
necesario calcularia cuando la altura del vértice 2, z(2), 
es distinta a la altura del vértice 3, z(3) y seobtiene 
de la expresión (14) . 

zP(x,y)= zi -

zi z(3) + 

y - yi 

cos(as - 180°)tg(90-

z(3) - z(2) 

y(3) - y(2) 
(yi- y(2)) 

(13) 

(14) 

De esta manera recorriendo el campo de influencia, 
en este caso la manzana, por medio de puntos '(x , y), pu~ 
de obtenerse la altura de sombra para cada uno de ellos. 

Puede ocurrir que la sombra de un edifício en un pun 
to se superponga y sea rnayor que la producida por el edi 
ficio anterior . Es por lo tanto necesario crear un archi 
vo donde se almacenen los valores de altura de sombra pã 
ra cada punto x,y y que se recicle el cálculo , edifici~ 
por edifício, para permitir de esta rnanera comparar y d~ 
jar la rnayor altura de sombra en el archivo. 

Este archivo está constituído en realidad por una 
matriz rn x n donde m= longitud de la manzana en el senti 
do E-0; n= longitud de la rnanzana N-S. Los valores de la 
matriz son los correspondientes a la altura de la sombra 
en cada punto. 

Determinación del área asoleada. Para calcular las 
áreas asoleadas de las distintas fachadas, se tiene en 
cuenta la altura correspondiente a cada punto de la mis­
rna y la altura de sombra en el mismo punto. La ecuación 
resultante es la expresión (l 5), donde P es el paso de la 
grilla y los valores de I, J y J+1 de la fachada se dan 
en la Tabla 2. 

AS ~ ( z(I,J) - zP(I ,J) )P (l 5) 
J 

Tabla 2 

FACHADA I J J + 1 

Este x(l) 
Sur y(2) 
Oeste x(3) 
Norte y(4) 

y(l) 
x(2) 
y(4) 
X ( 1) 

y(2) 
x(3) 
v(1) 
x(4) 

En el caso que la fachada este oblicua respecto a 
la orientación Norte-Sur (tenga un azimut distinto de d'ó 
múltiplo de 90° ) los valores de I, J y J+1 se determi­
nan encontrando la ecuación de la recta aue pasa oor sus 
puntos extremos y se aplica (15) . En este caso I varia­
rá punto por punto . 

Cálculo de la energía incidente sobre cada fachada. 
Para el cálculo de la radiación solar incidente en cada 
fachada, se parte del prornedio dia rio de Radiación Solar 
global sobre superfície horizontal. Valor aue se obtie­
ne de los valores publicados por la ~ed Solarimétrica de 
la R.A. El cálculo se divide en dos par tes bien difere~ 
ciadas: 
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. Cálculo de la proporción de radiación directa y 
difusa . 

. Obtención de la distribución horaria de ambas com 
ponentes. 

Cálculo de la radiación solar directa v difusa. Pa 
ra separar la radiación solar global en sus componentes 
directa y difusa, se ha desarrollado una ecuación donde 
se establece la dependencia de la relación entre la ra­
diación difusa a la global (Hd/H) con el ángulo horario 
del amanecer ( W s). Esta correlación fue presentada por 
Collares-Pereyra y Rabl [3] y se expresa corno: 

Hd/H = 0 . 775 + 0.00653( Ws - 90) - [0.505 + 

+ 0.00455( Ws- 90)) cos [ll5KT- 103) (l fi) 

KT es el índice de claridad, la relación entre la 
radiación global a la radiación a tope de atmósfera, am 
bas medidas sobre plano horizontal. El índice de clari~ 
dad media es el corresnondiente al día medio del mes. 

KT = H / Ho (1 7) 

donde H= promedio mensual de radiación solar sobre 
superfície horizontal. 

Ho = Prornedio mensual de radiación solar a tope de 
atmósfera sobre superfície horizontal . 

La ecuación correspondiente para el cálculo de Ho, 
se da en [3] y se ob tiene en KJ /m2día. ( 18) 

Ho = 24/11' 3600![1353(1 + 0.03J.cos(360 n/3.f;5))] 

. ( senL senó ú.ls T(/180 + cosL coscÍ sen Ws)} (18) 

iJs= coç1 ( -tgL t~ó) 

Una vez conocida la proporción de cada componente, 
la radiación directa y difusa diaria, puede conocerse la 
proporción de radiación solar en cada hora, teniendo en 
cuenta las correlaciones indicadas en [3"], se obtiene I 
que es la radiación global que incide sobre el nlano ho 
rizontal en la hora correspondiente a W. La radiación­
directa se obtiene de (22). 



recta 
tener 
de B i 
Bz = 

rt = Tí 124 (a + bcos W) K1 ; rd = Jí 124 K1 (19) 

a = 0.409 +0.5016sen( Ws - 60) 
(20) b = 0.6609 - 0 . 4767sen( Ws - 60) 

K1 = cosW- cos Wslsen Ws- (21T Ws cos úJs I 360) (21) 

lb = rt H - rd Hd (22) 

Para conocer la intensidad de radiación solar di­
sobre un plano de cualquier inclinación, se debe 
en cuenta el factor Rb que se expresa en (23) don 
= ángulo cenital de un plano con inclinación ~ ,-
ángulo cenital de un plano horizontal. I 

Rb cos Bi I cos-Bz (23) 

cosB = se nÓ senL cos(3 - se nÓ cosL senp cos t pl + 

+ cosa cosL cosf cos (J + 

+ cosJ senL sen ~cosi.) c os 1 pl 

+ cos ó senf sen (\'"pl sen W 

+ 

(24) 

La expresión (24) corresponde al coseno del áogu­
lo cenital, para un plano de inclinación (3 y azimut õ pl. 

La radiación solar directa incidente sobre cada 
fachada se obtiene entonces de li= Rb Ib. 

EJEMPLO DE CALCULO 

Se presenta una manzana en donde se distribuyen e 
dificios de distintas alturas. En la Figura 4 puede ob~ 
servarse una vista en perspectiva de la disposición de 
los mismos. 

Figura 4 . Vista en perspectiva de la manzana. 

La posición del sol para el 14 de Julio se obtiene 
del programa ALTSOL.BAS y los valores de altitud y azi­
mut para cada hora pueden leerse de la Tabla 1 . 

En la Figura 5, puede observarse la graficación de 
los volúmenes de sombra para las 14 horas (hora solar) . 
En ésta se representan las alturas de sombra para cada 
punto de la manzana. Para este ejemplo, el paso elegido 
es de 1 metro pero puede elegirse un paso menor si se d~ 
sea. 

Las áreas asoleadas de cada fachada se presentan 
en la Tabla 3 donde AT es el área total de la fachada, y 
AA es el área asoleada de la misma. Los valores represen 
tan la situación para la hora 14; puede observarse la c~ 
rrespondencia con la Figura S. 

Tabla 3. Areas Asoleadas de las ~achadas. 

dificio 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Fach. Norte 
AT AA 

90 
135 

60 
60 

120 
90 

90 
135 

60 
71 .50 

120.0 
90 

Fach. Oeste 
AT AA 

9() 
90 
60 
30 

156 
6(1 

90 
81,. 72 
60 

8.73 
156 

49.44 

En base a estas valores, se ouede calcular la ra­
diación solar directa en el edificjo en cuestión. Toman 
do el caso del edifício 6, la radiación directa recibi~ 
da por la fachada norte resulta ser 1241.9MJ, 387.4 MJ 
por la fachada Este v 378.85 por la Oeste. 

CONCLUSIONES 

Se presenta una metodolo!(Ía completa oara el cálculo 
computacional del área asoleada de edifícios o si se desea 
la radiación solar directa incidente en cada una de ellas En 
un tiempo posterior se incorporará la radj ación difusa v re­
flejada por el entorno en función de la bóveda celeste vista 
por cada punto de la fachada. Esta metodolop: ]a otor!(a la fle­
xibilidad necesaria en la etapa de provecto. 
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Figura S. Volúmenes de sombras de la manzana. 

ABSTRACT 

When deciding on the si te for a passive solar buildin~ 
it is necessary to know the dep:ree of maskin~~; of djrect solar 
radiation dueto the environment. The usual p:ranhic methods 
to calcula te it, are cumbersome and comnlex for dense urban 
condi tions. A me thod is presented, tha t allows the com nu ta­
tional calculation of the areas of facades that receive 
direct radiation. A relationship has heen found between the 
solar azimuth and the bearinp: of a building' s sides wich 
yields as a result the total volume of shades dueto neigh­
bouring buildings, hourly. The compu tation proar~m develo_E 
ed, calculates the area of directlv irradiated elevations 
with the aproximation of the cm2, in a fast and flexible 
manner. 
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RESUMO 

O presente trabalho descreve o desenvolvimento do teste de balanço térmico do 
modelo térmico de Satélite de Coleta de Dados. Este teste foi realizado na camara de 
21000 litros de volume útil do Laboratório de Integração e Testes/INPE em fevereiro 
de 1988. 

O teste de balanço térmico tem por objetivos validar o modelo termo-matemático 
do satélite e verificar o desempenho do controle térmico sob condições semelhantes 
as do ambiente espacial. 

INTRODUÇÃO - dispensa a necessidade de dispositivos para ro-

O projeto do controle térmico é um dos aspectos 
fundamentais no desenvolvimento de um satélite, pois 
tem como _ objeti~o garantir que todos os equipamentos 
que compoem o s1stema operem dentro de limites de t em­
peratura ~d~quados. Para que este projeto seja conside­
rado qual1f1cado para voar, o controle térmico deve ser 
submetido a um teste de balanço térmico (TBT) de modo a 
verificar seu desempenho global e a validar e refinar o 
modelo termo-matemático. Normalmente o TBT é realizado 
em um protótipo, chamado de Modelo Térmico (MT), que 
reproduz do ponto de vista térmico as características 
dimensionais _e materiais do satélite. Ao longo deste 
:este, o MT e submetido a condições ambientais próximas 
as que vai encontrar em Órbita durante as fases críti ­
cas da missão, devendo atingir níveis de temperatura 
previament~ especificados. Caso isto não ocorra, o mo­
delo matematico deve ser corrigido e, eventualmente o 
projeto térmico modificado. ' 

Durante o TBT, as cargas térmicas externas são 
usualmente produzidas por meio de simulador solar com 
auxílio de um sofisticado sistema de suporte que permi­
te posicionar o espécime em diferentes atitudes com re­
lação ao feixe solar. Esta técnica possui a desvantagem 
de t:r um alto custo operacional e de manutenção, além 
de nao possibilitar a simulação da carga térmica devido 
ao albedo e á radiação terrestre. No caso de satélites 
de ~eometria externa simples, com Órbita baixa, a simu­
laçao solar pode ser substituída com vantagem . por ou­
tros dispositivos como, por exemplo, lâmpadas de infra­
vermelho, dissipadores térmicos de contacto ("skin 
heaters") ou camisas térmicas ("infrared shrouds"), des 
de que as propriedades termo-éticas das superfícies ex= 
ternas sejam conhecidas com precisão [1). Para o TBT do 
Satélite de Coleta de Dados descartou-se o emprego de 
um simulador solar devido ao elevado custo envolvido 
optando-se pela utilização de "skin heaters" em razã; 
das condições favoráveis de geometria e das caracterís­
ticas da missão. Os "skin heaters" são resistências de 
níquel:c~omo com isolamento_de Kapton que, colados às 
superf1c1es externas do especime, simulam o fluxo solar 
absorvido em termos de intensidade e uniformidade. Cada 
dissipador térmico de contacto deve possuir a mesma 
emissividade do substrato de modo a também reproduzir a 
emissão de calor do satélite para o espaço. 

Algumas das principais vantagens da técnica de 
"skin heaters", segundo Presley e Clifford [2), s ão: 

- boa precisão na medida do calor dissipado; 

- distribuição uniforme do fluxo de calor; 
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tação do satélite e de estruturas para aplica-
ção do calor; 

- inexistência de interferências na visibilidade 
entre satélite e a parede fria da câmara de vá­
cuo; 

- boa repetibilidade e adaptável a controle auto­
mático; 

- inexistência de limitações quanto ao tamanho do 
satélite; 

- menor investimento e consumo de energia. 

As principais desvantagens são: 

- impossibilidade de verificação do valor da ab­
sortividade das superfícies externas do satéli­
te; 

- risco de degradação das coberturas externas co­
mo, por exemplo, células solares pela colagem 
dos "skin heaters". 

O presente trabalho tem por objetivo descrever o 
teste de balanço térmico do MT do Satélite de Coleta de 
Dados, realizado com sucesso no Laboratório de Integra­
ção e Testes (LIT) do INPE. O teste do MT teve uma du­
ração de 72 horas ininterruptas e consumiu aproximada­
mente três meses de preparação, mobilizando mais de 20 
engenheiros e técnicos de diversas equipes do INPE. 

DESCRIÇÃO DO SATtLITE DE COLETA DE DADOS 

O Satélite de Coleta de Dados, ilustrado pela Fi­
gura 1, tem a forma de um prisma octogonal, com 100 cm 
de diâmetro e 67 cm de altura . O principal elemento es­
trutural é um cilindro central vertical. Internamente, 
os equipamentos vão montados principalmente sobre dois 
painéis horizontais (central e inferior). A massa total 
do satélite está limidada a 115 kg. A estrutura é feita 
de alumínio e colméia de alumínio, pesando 23 kg . 

Em Órbita, o satélite será estabilizado inerciai­
mente por uma rotação de 180 rpm em torno do eixo do 
prisma. O satélite possui os seguintes subsistemas: su­
primento de energia, computador de bordo, controle de 
atitude, repetidor-modulador de coleta de dados, repe­
tidor coerente para comunicações de serviço, estrutura 
e controle térmico. A Órbita nominal do satélite é cir­
cular com uma altitude 750 km, com duração de 99 minu­
tos, num plano com inclinação de 25 graus em relação ao 
Equador. 
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Figura 1 - Vista explodida do Satélite de 
Coleta de Dados 

O controle térmico é feito de forma passiva, por 
meio de tintas, revestimentos e arruelas, possibilitan­
do regular as trocas de calor por condução e/ou radia­
cão entre regiões do satélite e entre este e o meio ex­
terior . A Tabela 1 sumariza algumas das soluções adota­
das para o controle térmico do MT. A distribuição de 
te;nperatura no satélite é calculada pelo método de di­
ferenças finitas , dividindo- se o sistema numa malha de 
1 0~ nós isotérmicas (21 nós para equipamentos e 83 para 
a estrutura) . 

TABELA 1 

CARACTERÍSTICAS DO CONTROLE T~RMICO DO MODELO T~&~ICO 

LOCALIZAÇÃO CARACTER1STICA OBJETIVO 

Compartimen- Tinta preta Minimizar gradien-
to Superior E:= 0.9 tes internos 

Compartimen- Fita aluminizada Evitar resfriamento 
to Inferior E: = 0.03 excessivo 

Arruelas de inox 
entre painéis 
laterais e octogonais 

Bateria Fita aluminizada Minimizar variações ! 

E: = 0.03 de tem~eratura I 

Graxa térmica na excess~vas 

base 
Revestimento na face 
externa do painel 
inferior 

Transponder Fita aluminizada Desacoplar do 
DCP E: = 0.03 ambiente 

Arruelas de inox na 
base 

FONTE: referência [ 3] , pp 6-8. 
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MONTAGEM DE TESTE 

O teste de balanço térmico do MT foi realizado na 
câmara vácuo-térmica de 3 m x 3 m do LIT/INPE. Esta câ­
mara possui a forma de um cilindro horizontal e totali­
za mais de 21000 litros de volume útil. Seu sistema de 
vácuo é constituído por uma bomba mecânica rotativa de 
palhetas duplo estágio, de 93m3 /h, uma bomba tipo 
Roots Blower, de 480 m3 /h, e duas bombas criogênicas de 
890 mm de diâmetro, refrigeradas a He e LN2, com capa­
cidade de 25000 ~Is cada uma . O sistema térmico é com­
posto por uma camisa de alumínio e um circuito para 
circulação forçada de GN2 a densidade constante e tem­
peratura controlada entre -180 °C e +150°C. A camisa 
térmica é pintada internamente com tinta preta com 
emissividade de 0.9. Os sistemas térmico e de vácuo 
possuem controladores dedicados podendo operar automa­
ticamente. 

As cargas térmicas foram simuladas por meio de 
"skin heaters" instalados nas superfÍcies externas do 
MT e, internamente, nas caixas de simulação dos equipa­
mentos . o ·suprimento e o controle de potência para ali­
mentação dos "skin heaters" foi realizado através de um 
controlador programável Edwards 2012, seis fontes de 
tensão DC e um conjunto de relés e resistências cali­
bradas. 

Para aquisição das medidas de temperatura e po­
tência elétrica durante o teste utilizou-se um sistema 
de aquisição de dados HP3054, terminais gráficos de 
vídeo e impressoras, gerenciados por um computador cen­
tral HP1000. Os sistemas de suprimento de potência, de 
aquisição de dados e de controle da câmara de vácuo fo­
ram alimentados por um sistema "no break" de energia 
elétrica. 

Nas medidas de temperatura foram empregados 99 
termopares Omega tipo T (AWG 36, com isolação de te­
flon) e duas termoresistências de platina Omega Pt 100. 
Outros 22 termopares foram utilizados para monitoração 
da câmara vácuo-térmica . Todos os termopares foram ve­
rificados em LN2 e em água destilada com gelo e apre­
sentaram desvios inferiores a 0.2°C . O nível de vácuo 
no interior da câmara foi medido com sensores Pirani 
Edwards PRH 10 (vácuo primário) e de ionização Varian 
(vácuo secundário). 

Durante o teste, o MT foi acoplado ao suporte de 
espécime da câmara por meio de quatro cabos de aço inox 
316, com 1. 8 mm de diâmetro e 670 mm de comprimento, 
com buxas de teflon nas extremidades inferiores para 
minimizar as perdas de calor. O suporte de espécime da 
câmara foi envolto com camadas de superisolação de modo 
a reduzir o acoplamento radiativo deste com o MT . 

A Figura 2 apresenta um esquema geral da montagem 
do teste de balanço térmico do MT do Satélite de Coleta 
de Dados. 

PROGRAMA DE TESTE 

O teste de balanço térmico do MT foi dividido em 
cinco fases distintas, conforme apresentado na Tabela 
2, e procurou reproduzir as três condiçÕes de openação 
mais críticas do ponto de vista térmico que nortea­
ram o projeto térmico do satélite . Para as fases em re­
gime perillanente, a potência dissipada em cada "skin 
heater" correspondeu a carga térmica média absorvida 
por cada nó ao longo de uma Órbita. 
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Figura 2 - Esquema Geral da Montagem de Teste 

TABELA 2 

FASES DO TESTE DE BALANÇO T~RMICO DO MT 

FASE/REGIME 

AGEOMAX/ 
Permanente 

AGEOMAX/ 
Transitório 

LA'DIIN/ 
Transitório 

AGEOMIN/ 
Transitório 

AGEOMIN/ 
Permanente 

CARACTERÍSTICA 

Máxima carga térmica 
Fluxo solar a 49 
graus do eixo de 
rotação 

Máxima carga térmica 
Fluxo solar a 49 
graus do eixo de 
rotação 

Mínima carga térmica 
Fluxo solar perpendi­
cular ao eixo de 
rotação 

Máximo gradiente 
Fluxo solar paralelo 
ao eixo de rotação 

Máximo gradiente 
Fluxo solar paralelo 
ao eixo de rotação 

DURAÇÃO 

em regime: 3 horas 
total: 15 horas 

em regime: 99 min 
total: 11 horas 

em regime: 99 min 
total: 21.5 horas 

em re gime·: 99 min 
total: 11 horas 

em regime : 3 horas 
total: 7.5 horas 

Durante a execução das diversas fases do teste, 
o nível de vácuo na câmara foi mantido na f aixa de 
1x10- 6 Torr e a tem~eratura da camisa térmica permane­
ceu inferior e -175 C. A variação da potência elétrica 
dissipada nos "skin heaters" foi comandada automatica­
mente pelo controlador programável Edwards 2012 durante 
as fases de regime transitório, e manualmente por um 
disparador remoto quando da mudança de uma fase para 
outra. O critério de estabilização adotado durante o 
teste foi o seguinte: 

. regime permanente, óT < 0.1 C/h em 80% dos nós, 

regime transitório, óT < 0.5 C para o 
instante de duas Órbitas consecutivas, em 
dos nós. 

mesmo 
80% 

A prec~sao requerida foi de ± 1.0 °C nas medidas 
de temperatura na faixa de -50 °C a +100°C, de ±1.5 °C 
na faixa de -50 °C a -100 °C, e de 0.5% nas leituras de 
potência. 

O teste de balanço térmico foi coordenado e exe­
cutado pela equipe de testes térmicos do LIT sob a su­
pervisão do grupo de controle térmico do D~partamento 
de Mecânica, responsável pela especificação do MT e do 
grupo de Garantia do Produto do INPE. ' 

RESULTADOS 

O teste de balanço térmico do MT transcorreu 
ininterruptamente durante 72 horas sem que nenhum inci­
dente ou anomalia relevante fossem verificados, tendo 
sido acumulados 16 MBytes de dados tratados de tempera­
tura e potência. Todos os sistemas que compunham a mon­
tagem de teste operaram neste período dentro das condi­
çÕes nominais previstas inicialmente. As potências dis­
sipadas nos "skin heaters" apresentaram desvios inferi­
ores a 10% em relação aos valores previamente especifi­
cados. Dos 99 termopares instalados no espécime, seis 
canais foram perdidos durante o teste e outros quatro 
apresentaram problemas intermitentes ao longo de algu­
mas fases. Não foram constatados, também, sinais de 
contaminação química por materiais voláteis no MT nem 
na camisa térmica da câmara de vácuo. 
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Com relação ao desempenho do MT, nao foram veri­
ficadas discrepâncias relevantes entre as _t~mperaturas 
medidas nos principais equipamentos do espec~me, ao 
longo das cinco fases do teste, e as temperaturas pre­
vistas pelo modelo matemático desenvolvido. Durante as 
fases AGEOMAX e AGEOMIN, por exemplo, após a atualiza­
ção do valor das potências efetivamente dissi~adas nos 
diversos nÓs, esta diferença foi inferior a 5 C [3] na 
maioria dos equipamentos, como ilustram as Figuras 3 e 
4. Assim, de um modo geral, os equipamentos eletrôni­
cos, simulados por caixas de alumínio no interior do 
MT, permaneceram dentro das faixas de temperatura ad­
missíveis par a o seu funcionamento normal. 
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CONCLUSOES 

A partir da experiência e dos resultados adquiri­
dos durante o teste de balanço térmico do MT, conclui­
se que: 

a utilização da técnica de "skin heaters" pode 
ser considerada uma solução simples , eficaz · e 
de baixo custo para o teste de satélites com as 
características do Satélite de Coleta de Dados; 

- a montagem de teste adotada bem como os proce­
dimentos e as rotinas empregadas mostraram-se 
adequadas ãs exigências de um teste de longa 
duração como o TBT; 

- o modelo matemático desenvolvido apresentou uma 
boa correlação com os resultados experimentais 
obtidos. 

Finalmente, deve-se acrescentar que os resultados 
do TBT dispensaram a necessidade do desenvolvimento de 
um novo MT e a realização de um teste de balanço térmi­
co adicional, antes do início da construção do modelo 
de vôo, urna vez que não serão exigidas modificaçÕes re­
levantes no projeto do controle térmico do satélite . 
Este fato é particularmente importante tendo-se em vis­
ta o elevado custo total do TBT, aproximadamente 150 
mil dólares . 
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ABSTRACT 

This paper describes the development of the 
thermal balance test program of the Data Collecting Sa­
tellite thermal rnodel. This test was conducted during 
February, 1988, at the lntegration and Tests Laborato­
ry/INPE, using a 21000 liters working volume thermal 
vacuurn chamber. 

The objectives of the therrnal balance test were 
to validate the therrnal mathematical model of the space 
craft and to verify the thermal control system perfor= 
mance under a simulated space environrnent. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta um procedimento para a solução do problema de transferên 
cia de energia (condução/radiação) em corpos negros separados por vácuo . Este impor­
tante fenômeno é governado por um sistema de N equações diferenciais parciais acopla­
das entre si através de condiçÕes de contorno não-lineares. O algoritmo proposto aqui 
permite a simulação de tais fenômenos através da solução de uma sequência de problemas 
(não acoplados) cujo limite existirá sempre e fornecerá a solução do problema origi­
nal. 

INTRODUÇÃO 

A transferência de ca lor por radiação térmica é 
um mecanismo de troca de energia que se encontra pre­
sente em qualquer situação real envolvendo corpos ime~ 
sos em meios não-opacos. 

Quando a transferência de energia se processa e~ 
tre corpos imersos em meios contínuos e as temperatu­
ras são baixas, a transferência de energia por radia­
ção térmica é geralmente desprezada. No entanto al ­
guns fenômenos de vital importância (tais como trans­
ferência de energia em altos-fornos, satélites espa­
ciais, etc ... ) não podem ser estudados sem um tratamen 
to rigoroso que leve em conta a troca de calor por ra~ 
diação térmica. 

Este trabalho trata do fenômeno de transferência 
de energia entre N corpos (neg ros e rígidos) imersos 
no vácuo. A transferência de energia se processará 
por radiação térmica (através do vácuo) e por condução 
(no interior de cada um dos corpos) , sendo governada 
por um sistema de N equações diferenciais parciais (que 
governarão a condução de calor em cada um dos N cor­
pos) acopladas por condições de contorno não-lineares 
(que representarão a troca de calor por radiação térmi 
ca entre as superfícies dos N corpos) . -

O objetivo principal do trabalho ê apre sentar um 
algoritmo que permite a simulação do problema (acopla­
do) de transferência de energia através de uma· sequên­
cia de problemas (desacoplados), cuja abordagem é bem 
mais simples . Este algoritmo é convergente (como sera 
provado mais adi~nte) e é uma prova de existência para 
a solução do problema em questão. 

Para atingir a este objetivo será apresentada a 
seguir uma rápida discussão sobre a modelagem matemáti 
ca do fenômeno em questão. 

O BALANÇO DE ENERGIA 

Suponhamos que N co rpos negros rígidos, separa­
dos por vácuo perfeito, ocupem as regiões (disjuntas) 
do R' denotadas por nl ,nz , .. . ,QN cujas fronteiras (r~ 
gulares) são denotadas respectivamente por anl , a('lz , ... 
anN . 

Em tal situação ocorrerá uma transferência de 
energia por condução (nas regiões n 1 , n 2 , ... , QN) e por 
radiação (entre as superfícies aQ 1 , an2 ,· . . , anN) . 

No interior de cada uma das regiões n i o balan­
ço de energia será representado por uma equação di f e­
rencial [1]. O fluxo de calor através das superfícies 
aQi será a condição de contorno para as equações defi­
nidas nas regiÕes n i. Esta condição de contorno será 
estabelecida a part1r da igualdade entre os fluxos de 
calor por condução e por radiação nas superfícies an i . 

Este tipo de fenômeno, onde se acoplam os meca­
nismos de transferência de energia por condução e por 
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radiação, é inerentemente não-linear devido 
Planck (que relaciona a emissão de radiação 
a temperatura , de forma não-linear) [2]. 

à lei de 
térmica com 

Vamos apresentar agora, sumariamente , as equaçÕes 
de balanço de energia necessárias para a simulação dos 
fenômenos até aqui sugeridos. 

Equação de balanço de energia no interior do cor-
po i . 

Definindo o i-ésimo corpo como sendo o 
gido e em repouso) que ocupa a região n c R' 
teira an . temos que o balanço de energia , no 
deste coipo , é dado por [1] 

ae. 
1 

pi at 

sólido (ri 
com fron~ 

inter ior 

( 1) 

onde t é o tempo, ; a postçao espacial e os campos Pi, 
ei, qi e qi' são respectivamente a densidade mãssica , a 
energia interna especifica, o vetor fl uxo de calo r 
(por unidade de tempo e área) e a geração interna de 
energia por unidade de tempo e vol ume. 

Seguindo o ponto de vista clássico [1] , será su-
posto que 

... ... 
q. -k. Grad Ti, r € n . 1 1 1 

(2) 

(Ti , 
... + 

k . k. r), r € n . 1 1 l 
(3) 

onde :i é o campo de temperatur as. Uma vez que os cor­
pos sao supostos rígidos a densidade mássica Pi depend~ 
ra apenas da posição t, no caso mais geral . 

Balanço de energia radiante térmica. 
Dots pontos mater1a1s trocam energia por radia­

çao térmica , diretamente , sempre que o segmento de reta 
que os une não contiver pontos materiais opacos. 

Levando em conta que corpos negros são 
concluímos que a transferência de energia por 
térmica se processará entre pontos materiais 

opacos , 
r adiação 
situados 

sob re as superfícies an . . 
A quantidade de e~ergia que deixa a superfíci e 

ani, no ponto t, por unidade de tempo e de área é dada 
por [2] 

E. 
l 

... 
r € an . 

1 
(4) 

onde a e a constante de Stefan-Boltzmann e o campo Ti 
deve ser considerado numa escala absoluta de temperatu­
ras (Kelvin ou Rankine). 



A energia incidente (por unidade de tempo e de 
área) no ponto r da superfície an i é dada por [2 , 3] 

N 

L J 4 ~ -+-+ -+ -+ H. = oT. K ds, K=K(r , s), r€ 3Q., s€ 3íl .(5) 1 an . J 1 J j=1 
J 

onde o núcleo K(;,;) leva em conta a posição relativa 
das superfícies 3Qi e aíl j para o cálculo da parcela de 
energia que, deixando 3Qj atinge 3Qi· Este núcleo é da 
do por [3] 

~ -+-+ ~ [(-+-+ -+-+ 
K= K(r,s) = K(;,?) = _ r-s)lll(r-s) ];i .;, 

11 " ;_;r 
-+ 
r 6 ani ' ; 6 an . 

J 
(6) 

-+ -+ 
se os pontos r e s puderem trocar energia diretamente. 
Se dois pontos t e ! não puderem trocar energia direta­
mente então (para estes dois pontos) K = O. Na equação 
(6) rti ~ rtj-+são as normais unitárias exteriores nos 
pontos r e s respect1vamente. 

O calor trocado por radiação (por unidade de tem­
po e de área) será dado pela diferença entre a energia 
que deixa a superfície e da energia incidente (ambas 
por unidade de tempo e de área), sendo dado por 

4 
q. = OT . -H. 

1 1 t' 

-+ 
r 6 an. 

1 

Condições de contorno . 

(7) 

Para um corpo imerso no vácuo a condição de con­
torno natural é a que relaciona o calor trocado por con 
dução com o calor trocado por radiação na fronteira do 
corpo. Esta condição pode ser expressa por 

-+ -+ 
q. •n. 

1 1 

4 

oTi - Hi' ; 6 3Q. (8) 
1 

onde q. é o fluxo de calor (por unidade de tempo e de 
área) ~or condução na fronteira , rti é a normal exterior 
unitária no ponto r , Hi é a energia incidente por unida 
de de tempo e de área e Ti é a temperatura absoluta. -

Considerando agora as equações (2) , (4) e (5) po­
demos escrever a condição (8) como 

-k. Grad 
1 

-+ 4 NJ 4 T. · n. = oT .- L oT. K ds, 
1 1 1 j = 1 an . J 

J 

r 6 an . (9) 
1 

Pode ser notado que (9) é uma equação não linear 
definida para todo ponto da fronteira an. , para todo 
(inte iro) ent r e 1 e N. 

1 

TRANSFERENCIA DE ENERGIA EM REGIME PERMANENTE 

A partir deste ponto vamos restringir nosso estu­
do às situaçÕes onde as condutividades térmicas sejam 
constantes e a transferência de energia se processe em 
regime permanente . Matematicamente estas hipóteses 
são equivalentes ao seguinte problema 

k.Div(Grad T.) + q~" = 0, r6fl ., i= 1,2, ... ,N 
1 l l l 

( 1 0) 

-+ 4 
N 

J aT~ K ds , -k.Grad T. •n. = oT. - L 1 1 1 1 j=1 an. J 
J 

lares onde este problema toma formas mais simples. Es 
tes casos, obtidos quando consideramos N=1, fornecerão 
subsídios para a obtenção da solução do problema (10)+ 
( 11). 

No caso ond~ N=1 e a região [l i é convexa teremos 
que a transferência de energia será governada por 

k1Div(Grad T1) + q~ ' = o, r 6 n1 (12) 

-+ 4 
r 6 an1 ( 13) -k Grad T1 •n1 = oT 1 ' 

O problema acima é bem conhecido. Sua solução 
nem sempre existe porém, se existir, é única. 

Suponhamos agora que N=1 e a região fl1 não 
convexa . Neste caso a transferência de energia 
governada por 

k1Div(Grad T1 ) + qr' = o, ? 6 n 1 

-+ 4 J 4 -+ -k 1Grad T1•n1 = oT1- oT
1 

K ds, r 6 3fl
1 

an 1 

s "j~ 
s"ra 

(14) 

(15) 

onde o nÚcl eo K=K(?,;) será diferente de zero sempre 
que os pontos r e s, ambos pertencentes a anl , pude~em 
ser ligados por segmento de reta que não corte a re­
gião n 1. 

Os problemas (12)+( 13) e ( 14)+(15) irão desempe­
nhar um papel muito importante na construção do algo­
rítmo para a solução do problema (10)+(11). 

O primeiro resultado importante, que será usado 
mais adiante, pode ser enunciado como: "Se T1 é solu­
ção de (12)+(13) e T1 é solução de (14)+(15) (para os 
mesmos k

1
, q~' e fl

1
) então teremos que 

'i\ ~ T l para todo ? 6 n 
l 

( 16) 

Para demonstrar (16) vamos definir o campo e como 

e =T
1

-T 1 
(17) 

Assim sendo teremos que 

Div(Grad e ) = O, r € n l (18) 

-+ -4 4 J 4 -+ -k1Grad e •n1 = o (T 1-T
1
)- OT ds, r 6 3fl1 

an1 1 
(19) 

onde , pela definição de K, 

Jan
1 

-4 
OT 

1 
K ds l: 0, ? 6 an1 (20) 

O campo e assumirá máximo e mínimo em anl . As­
sim, para o ponto r* € an 1. onde e assume seu valor mí 
nimo, podemos escrever que 

-+ -44J -4 -k
1
Grad e · n1 = o (T

1
-T

1
)- oT K ds l: O 

an1 
1 

(21) 

uma vez que o gradiente aponta no sentido de maior 
-+ 
r 6 ani ' i=1 , 2 , . . . , N (11) crescimento do campo e . Combinando (20) com (21) con­

cluímos que 

O problema acima é bastante complexo e, por este 
motivo, vamos discutir inicialmente dois casos particu-
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o (T~-T~) ~ O logo Tl l: T1 (22) 



o que completa a prova. 
Este importante resultado pode ser facilmente ge-

neralizado. Para isto, sejam os campos um, os quais 
sao soluçõe s dos seguintes problemas 

k Div(Grad um) + q"' = O, 

-k Grad 

onde qm+ 1 ?. qm ~ O. 
Podemos então afirmar que 

.... 
para todo r 6 n 

O ALGORITMO PROPOSTO 

(23) 

(24) 

(25) 

O algorítmo proposto pode ser resumido no seguin­
te enunciado: "Os campos Ti que formam a solução de 

kiDiv(Grad Ti)+qi' • O, 

4 N 
-k.Grad T. •n.•OT.- I 

1 1 1 1 j=1 

sao dados por 

T. 
1 

lim ljJ~, 
nr+<" 1 

; e n. , i- 1, ... ,N 
1 

J oT: K ds, 
an. J 

J 

Í=l , . . . ,N 

Í=l, ... ,N 

1 2 3 -
onde a sequência [ljJi,ljJi,ljJi'' .. ] e tal que 

.... 
r 6 Qi ' i=1, ... , N k . Div(Grad ljJ:) + q~" 

1 1 1 
o, 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

k.Div(Grad ljJ~)+q~"=O, m>1, ;6 Q
1
. , i=1, ... ,N(31) 

1 1 1 

m-+ m 4 N 
- k.Grad ljJ. •n. = o(ljJ.) - I 

1 1 1 j=1 

.... 
m > 1. r 6 a(Ji . i=1, ... ,N (32) 

sendo não decrescente para todo i(ou seja: ljJ~~~~~IjJ~ ~ . . . 1 1 1 
~Ti para todo Í 6 <1. )". 

Deve s e r notaào que cada um dos campos o/T é solu­
ção de um problema do tipo 

k.Div(Grad ljJ~)+q~" =O,; 6 Q
1
. , i=1, ... , N (33) 

1 1 1 

-k.Grad ljJ~ · i'i.=o(ljJ~) 4 -qm, ;6an. , i=1 , ... ,N (34) 
~ 1 1 1 l 

onde qm é um campo conhecido, sendo qm+ 1 ~ qm . 

A MtTRICA EMPREGADA 

Para demonstrar a convergência da sequência 
[ljJ~ ,ljJ~, IjJ~ ... ] para a solução Ti vamos considerar a se­
guintê 1métrica 

N 

I ds, 
j=1 

.... 
f (35) 
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.... 
onde os campos fi e gi são definidos para todo r 6 n i e 
a métrica "d" é calculada considerando-se apenas os poE_ 
tos í 6 an i (o ferramental necessário para provar que 
"d" é uma métrica pode ser encontrado em [4]). 

A sequência [ljJI, IjJ1 , 1jJI , ... ] convergirá na métrica 
''d'', para a soluçio Ti se e somente se existir um num~­
ro inteiro M tal que 

para todo n > M e m > M (36) 

onde ó é um numero pos1t1vo tão pequeno quanto se quei­
ra . Os vetores ~ e ~ são formados pelas componentes 
(ljJ~,IjJ~, . .. ,ljJ~) e CljJT,IjJ~, ... ,~) respectivamente . 

CONVERGENCIA 

Podemos a~o:a provar a co~v7rgência do algo:ítmo. 
Comecemos com ljJ i(1=1 , ... ,N) e ljJi(l=1 , ... ,N) que sao as 
soluções de (29)+(30) e de (30)+(31) (quando m=2). 

Uma vez que 

ljJ: > o 
1 

.... 
para todo r 6 (Ji' i=1, .. . , N (37) 

e, consequ~ntemente 

J o(ljJ: ) 
4 

K ds ~ O para todo t an i e todo 
an. J 

(38) 

J 

concluímos que (vide (25)) 

ljJ~ ~ ljJ: > O para todo; 6 (J
1
., i=1, . . . ,N 

1 1 
(39) 

Esta conclusão pode ser estendida para 

ljJ~ ~ ljJ~ > O para todo; (J
1
., i=1, .. . ,N, m ~ n (40) 

1 1 

o que nos permite e screver 

f l o CijJ~):o(ljJ~) 4 Ids 
an . J J 

J 

N 

I 
j=1 f ( o (ljJ~):o(ljJ~) 4 )dS 

an. J J 
J 

para m ~ n 

para todo ljJ~ (e ljJ:) solução de (31)+(32), onde 

-k.Grad 
1 

m-+ N f m-1 4 ljJ,•n.+ I (ljJ. ) 
1 1 j=1 an. J 

J 

K dS 

o(ljJ~) =-k.Grad ljJ~ ·~.+ I f (ljJ~- 1 ) 4 KdS 
1 1 1 1 j = 1 an . J 

J 

(4 1) 

(42) 

(43) 

Integrando agora (43) e (42) sobre todas as superfícies 
ani obtemos 

~J o(ljJ~) 4 dS= ~J -k 
i=l an. 1 i=1 an . 

1 1 

Grad ljJ~ · i'i. dS + 
1 1 

K dS dS (44) 



.I J a(lj!~) 
1= 1 aS"J . 1 

1 

dS = I f -k. 
i=l aS"J. 1 

1 

Grad ljJ~ · i'i. dS + 
1 1 

N f N f + L L o (ljJ~- 1 l 4 
K dS dS 

i=l aS"J j=l an. J 
i J 

Subtraindo agora (45) de (44) ficamos com 

N f 4 L (o(ljJ~) -o (ljJ~) 4 )dS 
i= 1 an. 1 1 

l 

.I f (-kiGrad 
1=l aS"Ji 

ljJ~ · ;. + k.Grad ljJ~ · ;.) dS + 
1 l l 1 1 

(45) 

N 

+ L 
i=l 

I J f (o(ljJ~-l) 4 -o(ljJn-l) 4 )K dS dS(46) 
j = 1 aS"J. aS"J. J J 

l J 

Uma v~z que ljJ~ e ljJ~ são soluçÕes d~ (3 1) teremos 
1 l 

qu~ 

f m + f n + -k.Grad ljJ. •n . dS = -k.Grad ljJ. •n.dS 
an . 1 1 1 an . 1 1 1 

l l 

f q ~· dV 
$1. l 

(47) 

1 

Logo (46) pode ser escrito como 

I J (o(ljJ~) 4 -o(ljJ~) 4 )dS 
i= 1 aS"J . 

1 1 
1 

.I .I f f <o<ljJ~- 1 l 4 -o ( ljJ~- 1 l 4 )Kds ds (48) 
1= 1 J = 1 aS"J. aS"J. J · J 

J J 

onde 

I I J J (o(ljJ~- 1 ) 4 -0 (ljJ~-l) 4 )K dS dS 
i=l j=l a\1 . aS"J. J J 

l J 

I J (o(ljJ~- 1 l 4 -o(ljJ~-l) 4 )[ I J K ds ] ds (49) 
j=l aÇJ. J J i=l an . 

J l 

O termo .I faS"J.K dS é o fator de forma [2] do 

elemento d~ sUp~rfíEie definido para ~6aS"l i para o 
conjunto formado por todas as superfícies aS"J i. Este 
termo depende do ponto r 6 ani e é sempre menor do que 
a unidade [2, 3]. Isto nos permite concluir que 

onde 

I J (o(ljJ~) 4 -o(ljJ~) 4 ) dS s 
i=l aQ . 1 1 

s a 

a 

l 

I J (o(ljJ~- 1 ) 4 -o(ljJ~-l) 4 ) dS 
i= 1 aS"J. 1 1 

1 

N 

max L 
i=l 

f K dS < 1 
an . 

1 

(50) 

(5 1) 
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A desigualdade (50) é equivalent~ a 

d(~,~n) S a d(~-l . ~n-l), m ~ n (52) 

ou ainda 

d(~+l .~) S a(m-1) d(~2 . ~1) (53) 

Uma vez que a< 1 temos que a sequência ( ljJt , ljJ~ , .. . ] 
é de Cauchy (4] . Uma vez que todos os elementos d~sta 
sequência são contínuos nas fronteiras aS"J i, assim como 
os campos Ti , temos que a sequência converge na frontei­
ra. Falta agora caracterizar a convergência no interior 
das regiões n i. 

Sabemos que os campos lj!i e Ti são tais que 

k.Div(Grad T.)+q~' =O ,-;: 6 S"l . , i=l, ... , N (54) 
l l l 1 

k.Div(Grad ljJ~)+q. "' =O, -;:6 $1 ., i=l, ... ,N, m>l (55) 
l 1 l 1 

Consideremos agora a seguinte condição de contorno 

T. = ljJ~ + ô~, 
l l l 

... 
r 6 ani , i=l, ... ,N (56) 

Combinando (54) e (55) com (56) obteremos que 

k.Div(Grad 0~) = O, 
... 

1 l r 6 ni' Í=l, ... , N (57) 

0~ = ô~. ... 
1 l 

r 6 aS"Ji ' i=l, ... ,N (58) 

onde 

0~ = T. - ljJ~ , 
... 

1 l 1 r 6 ni , i=l, ... ,N (59) 

Uma vez que · ô~ tende para zero, para todo -;:6$"li, à 
medida que m tende ~ara o infinito teremos que 

lim 0~ = O, 
rrr+'X' l 

-;: 6 n., 
l 

i=l, ... ,N (60) 

Ja que em será sempre um campo de classe c2 no interior 
das regi~es ni. 

Com reste resultado concluímos que a sequência 
(ljJl , ljJi, . .. ] converge para Ti, uniformemente, para todo 
t6 n i, o que completa a prova de convergência do algo­
rítmo. Este resultado é também uma prova de existên­
cia para a solução de (10)+(1 1) . 
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ABSTRACT 

In thi s paper it is presented a procedure for 
solving the energy transfer problem in black bodies se­
parated by vacuum. The algorithm proposed h~re allows 
the simulation of such phenomena through the solution 
of a sequence of problems whose limit will always 
exist and will give the solution of the original pro­
blem. 
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ESTUDO COMPARATIVO DE DIFI:RINTES MODELOS DE GERAÇl'.O 

DE SERIES DE RADIAÇl'.O SOLAR 

8 ARNO KRINZINGER e MARIO H. MACAGIAN 
UFRGS, De par tamen to de Engenhar 1a Mecani ca, Grupo de 
Energ1a Solar - Por to Alegre - RS 

RESUMO 
Neste trabalho se apresenta um estudo comparatiVO entre vàr1os procedimentos 

para Sintetizar ser1es de rad1a~ao solar d!Aria para apl1ca~ao no dimensionamento de 
Sistemas de energ1a solar . Do1s procedimentos, entre os apresentados na 11teratt1ra, 
se salientam pela simplicidade e eflcAcia, sendo que um deles foi mod1f1cado no 
presente trabalho prodtlZ!ndo uma melhora slgnlflcatJva. A partir de ser1es sinteti­
zadas por estes procedimentos e ser1es medidas, foram feitas comparaçees entre os 
resultados de s1mulaçees de Sistemas fotovolta1cos autonomos, sendo os resultados 
sat1sfatbr1os mas nao garantindo a universalidade desejada. 

IN'!RODUÇl'.O 
O estudo da rad1açao solar que 1nc1de na super­

ficle da Terra tomou Impulso desde que sua aplicaçao 
d1versif1cou com o aumento da utilizaçao de equipa­
mentos de aproveitamento da energia solar. Alem do 
conhecimento do espectro, distrlbUl~ao e valores 
lnstantaneos, tambem e Importante poder prever-se a 
rad1açao Incidente no tempo futtlro para que o dimen­
Sionamento de um determinado equipamento seja adequa­
do. Esta previsao e fe1ta normalmente sobre uma base 
estatistica de medidas de rad1açao global horizontal 
realizadas por mui to tempo, 1s to !!, se considera que 
a radia~ao m!!dla mensal, determinada a partir de 
medidas diArias observadas por vAr1os anos num mesmo 
mes, seja a mais provAvel para um dia tipico deste 
mes . Estudos da geometria do movimento aparente do 
sol combinada com correlaçOes empirlcas permitem 
distr1bu1r esta radiaçao med1a ao longo das horas e 
separA-la nas parcelas d1reta e difusa, procedimen­
tos estes hoje considerados c1ass1cos [1J nos proje­
tas de engenharia solar . 

Ainda que este procedimento c1Ass1co permita 
realizar previsOes multo boas no comportamento m!!dio 
dos equipamentos solares em cada mes e em resultados 
antJals, ele nao pode ser utilizado em simulaçees onde 
se busquem resultados ma1s afinados envolvendo a 
sequencialidade da energia diària disponivel . . Conhe­
cer a probabilidade de que ocorra uma determinada 
sequencia de radiaçao solar d1àr1a e fundamental para 
executar Slmulaçees de equipamentos solares por pe­
riodos longos, que resultam num melhor dimensionamen­
to dos s1stemas de captaçao e acumulaçao de energ1a. 
Nattlralmente este conhecimento tem uma aplicaçao 
multo mais ampla tambem em outros setores. Apenas 
para citar um exemplo, a par t1r destes dados se 
poderia estudar a Vlabllldade econ0m1ca de implantar 
Sistemas de lrrigaçao em determinados lRgares, etc ... 

SEQUENCIAS SINTETICAS 

Como os anos nao sao mera repet1~ao de anos 
anter1ores, para uma simulacao de longo periodo nao 
se pode utilizar como dados de entrada os dados 
diàrios de um ano e repeti - los vàr1as vezes. Ass1m 
como !! um abstlrdo pensar que um de term1nado dia ter 1a 
a mesma rad1açao do mesmo dia no ano anter1or, tambem 
nao se pode considerar que todos os dias respondam 
segundo o dia tipico domes ou mesmo distribui-los 
aleatoriamente sem nenhum cr1ter1o alem da med1a de 
rad1açao mensal. Para que os dados sequenc1a1s tives­
sem valor estatistico seriam necessàr1as sequenc1as 
de med1das de mu1tos anos e mesmo ass1m seu valor 
ser1a 11m1tado ao lugar onde os dados foram medidos . 
Infelizmente sao poucas as estaçOes meteorolbgicas 
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que d1speem de med1das d1àr1as de radiaçao solar por 
longos periodos de tempo. 

A escassez dos dados sequenc1a1s leva a procu­
ra de soluçOes multiPlicadoras que nos hlt1mos anos 
tem despertado interesse nos me1os c1entificos liga­
dos a energ1a solar. O Ideal, nattlralmente, !! obter 
um metodo de sintet1zar series de radla~ao solar 
dlària que prodtlZam os mesmos resultados em uma simu­
laçao que as ser1es rea1s e, alem d1sto, que estas 
series sejam sintetizadas a partir de um minimo de 
dados. Vergara-Dominguez e outros [2J demonstraram 
que e possivel, a part1r de uma serie de um ano, 
gerar a "continuidade" desta s!!rie utilizando gera­
dores aleatbr1os combinados com coeficientes de 
Four1er. Brlnkworth [3l e Boileau [4l prodtlZlram 
sequenc1as de radiaçao utilizando modelos de Media 
Desl1sante Auto Regressiva (ARMA-Auto Regressive 
Mov1ng Average) que Infelizmente nao sao capazes de 
reprodtlZir a distribuiçao de probabilidade de ocor­
rencla de radiaçao. um modelo ma1s completo, tratando 
de cor r 1g1r as def iciencias dos citados, e o 
apresentado por Graham, Hollands e Unny CSJ que se 
descreve a seguir. um ponto comum entre todos os 
m!!todos !! que hA necessidade de eliminar em primeiro 
lugar a dependencla da radiaçao solar com a variaçao 
que a mesma sofre com a mudança das estaç'Oes (F1gura 
1). fazendo com que a sequenc1a osc11e em torno de um 
valor m!!d1o fiXO. 
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Porto Alegre ( 1983) 
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F19t1ra 1.Radiaçao Extraterrestre Ho1 e Radiaçao 
D1Ar1a Horizontal Hl medida em 1983 em Porto Alegre . 

o metodo ma1s nattlral de realizar 1sto e traba­
lhar com sequencias de 1ndice de transparencia no 
lugar de sequenc1as de radiaçao diArla. O indice de 
transparenc1a e def1n1do como a relaçao entre a ra­
dlaçao global recebida no plano horizontal na super­
ficle da Terra e a radiaçao extraterrestre horizontal 



no mesmo per!O<lo rle tempo consl<leraa.o. o r e sul ta<lo e 
uma sequenc1a coma a que esta representada na Figura 
2. 

ML"I'ODO DE GRAHAM 

Para chegar ao mollelo do trabalho Cl tado [5l, 
os autores do mesmo ana11sam as ser1es de Kt utili­
zando a metodologia ARMA. antes porem realizando um 
mapeamento entre Kt e uma nova var1avel X com d1str1 -
bu1çao normal (com me<11a zero e varl3ncla un1tar1a). 
Esta transformaçao e obt1<1a 1gua1an<1o-se a <llstrlbui­
çao acumulada <le probablll<lade de X com a dlstrlbul ­
çao acumulada de probabilidade de Kt, resultando a 
equaçao abalXo: 

X;:-/2 erf-1{2F(Kt, Kt) - ll 

A d1strtbu1ç~o acumulada de probabilidade <le Kt 
podem ser obt1<1a experimentalmente atrav~s das ser1es 
de Kt ou teoricamente [6, 7J. 

APli cando a metodologia ARMA para esta nova 
s~r1e os autores encontraram como ma1s adequado o 
modelo AR(1), obedecendo os cr1terios de pars1m0n1a. 

o modelo resultante e representado <la segu1nte 
forma: 

X(n) = <1>, X(n-1) •w(n) 

onde ~. e o coeficiente de autocorrelaçao de pr1meira 
orde~ e w(n) uma variâvel randOmica independente e 
uniformemente distribui<la, com variancia o~, gover­
nada de acordo com o~ = 1 - ~t . 

Algumas observaçtes dos autores deste modelo, 
junto com as conclustes de Amato e outros [8J os 
levaram a sugerir que a ut1lizacao de um valor cons­
tante para o coeficiente de autocorrelacao de prlrnel­
ra orde~ de 0.29, perm1t1r1a que o modelo pudesse 
ser utilizado em qualquer parte do globo. 

Foi salientado por Agu1ar e outros [9J e com­
provado para as 14 cidades utilizadas no presente 
trabalho (Tabela 1) que na verdade este coeficiente 
de autocorrelaçao de primeira ordem varia bastante e 
que portanto o modelo de Graharn nao seria tao univer­
sal como se supunha. Foi com Agu1ar e outros [9J que 
apareceu pela primeira vez uma soluçao que permite a 
sintetizaçao das ser1es em lugares onde nao se dispte 
nem sequer de um ano completo de <lados sequenciais de 
radiaçao solar. Na verdade, o que e requer1do para 
1n1c1ar a geraçao sao apenas dados em media mensal 
da radiaçao dlâria horizontal, que por sua vez podem 
ser estimados, quando nao sao d1sponlve1s, a part1r 
de <lados de nnmer o de horas de ocorrenc1a de sol. 
Dev1do a que estes sao os dados ma1s comumente encon­
trados e porque o procedimento apresentado por 

Tabela 1. Localidades Fontes de Dados de Rad1açao. 

LOCAL LAT LON ACl AC2 

Sao Paulo (1) 23, 5 s 46,6 w 0,468 o, 198 
Rio de JaneJro(2) 22. 9 s 43,2 w 0,472 0,229 
Por to Alegre (3) 30,0 s 51, 2 w O, 384 O, 150 
Brasilla ( 4) 15, 8 s 47, 9 w o, 613 0,493 
Cun t1ba (5) 25,4 s 49,3 w 0,454 0,231 
Belo Hor1zonte(6) 19. 9 s 43,9 w o, 585 0,404 
Manaus 3, 1 s 60,0 w o, 368 0,195 
Boa V1sta 2, 5 N 60,6 w o. 315 o. 174 
Carolina 7, 3 s 47,5 w 0,475 o. 392 
Belem 1,4 s 48,5 w o, 503 0,429 
Salvador 13,0 s 38, 5 w o, 397 o, 249 
Madrl<1 ESP (7) 40,4 N 3, 7 w o, 491 o, 340 
Murc1a ESP (6) 38, O N 1, 1 w o, 387 0,216 
Santander ESP 43, 5 N 3, 8 w o. 289 o. 135 
Salamanca ESP 41,0 N 5,5 w 0,431 o, 292 

-----------------------------------------------------
AC1 = Coef. de Autocorrelaçao de primeira ordem 
AC2 = Coef. de Autocorrelaçao de segunda ordem 
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Agu1ar, juntamente com o metodo de Graham. sao os 
modelos d1sponlve1s que melhor s1mulam a realidade, 
serâ detalhado este metodo a seguir. 

METODO DE AGUIAR 

O metodo apresentado por Agular e outros ba­
seia-se em duas observaçtes resultantes de anâl1ses 
de diversas sequenc1as de radiaçao diâr1a: (1) ex1ste 
uma slgnlfJcatJva correlaçao entre do1s <lias consecu­
tivos na sequencia; (2) a dens1<1ade de probabllldade 
dos valores de radlacao parece depender apenas do 
valor med1o mensal do lnd1ce de transparenc1a e nao 
<la epoca do ano ou <lo local. 

A primeira <las observaçtes c1ta<1as levou os 
autores do metodo a optarem por modelar as sequenc1as 
de acordo com um processo estocâstico Markoviano de 
pr1me1ra orde~ utilizando Matr1zes <le Transiçao de 
Markov (MTM) que contem a probabilidade P(l,j) de 
trans1çao do lnd1ce de transparenc1a de um certo 
Intervalo de valores, estado 1, para um outro inter­
valo, estado j. 

A. segunda observaçao sugere a un1versal1dade da 
ut111zaçao de uma coleçao de matr1zes MTM cada uma 
correspondendo a determinados intervalos de Kt. 

OBTENÇl\0 DAS MATRIZES DE MARKOV 

uma Matr1z de Trans1çao de Markov (MTM) e uma 
matr1z quadrada contendo N x N elementos onde cada 
elemento representa a probabilidade <le transiçao de 
um estado i para um estado j. Para obtençao destas 
matrizes a partir <le uma boa quantidade de dados 
sequenc1a1s e necessàrlo um procedimento mu1to sim­
ples. Dn pr1me1ro lugar deve ser remov1da a tendencia 
da ser 1e, transformando-a em uma ser 1e <le lnd1ces de 
transparenc1a diârios. A segu1r se divide a amplitude 
de valores posslveis <le Kt em N estados e classifica­
se cada Kt diârio da sequencia no estado correspon­
dente, obtendo-se ass1m uma sequenc1a de estados. O 
prbximo passo e determinar a probabilidade de transi­
çao entre estados adJacentes nesta serie, o que e 
fe1to atraves da frequencia de ocorrencias observadas 
na prbpria sêrie. Finalmente a matriz obtida deve ser 
normalizada por linhas, de forma que a soma <le todos 
os elementos de uma mesma linha sempre seja a uni­
dade. 

A s1ntetizaçao das sequenc1as de radiaçao a 
partir das MTM s prontas e realizada escolhendo-se um 
estado de partida i e sorteando um numero aleatbr1o R 
entre o e 1 e somando os elementos (i,1), (i, 2) 
( l,j) ate que a soma ultrapasse R, sendo entao J o 
prbx1mo estado da sequencla. 

Agu1ar e outros [9J calcularam por este proce­
dimento 10 matr1zes cada uma com 10 x 10 elementos e 
correspondendo a um Kt med1o mensal. Esta matr1zes 
foram geradas utilizando dados rad1açaos das c1dades 
portuguesas de: Lisboa (75, 76, 77), Faro (72, 73), 
Bragança (77, 78, 79), Ponta Delgada (76, 78, 79), Porto 
Santo (76, 77, 78 ) ; das Cidades francesas <le: Trappes 
(72, 73) e Carpentras (72, 73); da cidade de Polana, 
Moçambique (65-70) e Macau (76-78). Seus resultados 
foram testados confrontando parametros estatlsticos 
das ser1es geradas com ser1es medidas de Cidades que 
nao partlctparam da elaboraçao das matrizes . Estes 
testes aparentam testemunhar o Otimo funcionamento do 
procedimento apresentado na maior1a <los casos. Entre­
tanto para algumas c1dades as matr1zes calculadas nao 
func1onam. Entre as cidades do teste as que apresen­
taram maus resultados foram El Paso (USA) e Ely 
(USA), sendo que os autores das comparaçtes nao de­
tectaram as causas do insucesso nestes casos. 

APLICAÇO!S DAS SEQUENCIAS SINTETICAS ~ SIMULAÇO!S 

O 1nteresse pr1me1ro dos autores do presente 
trabalho e o de buscar metodos eficazes de s1mular 
s1stemas de energ1a solar para aperfeiçoar seu dimen­
sionamento em projetes. Nada mais natural, portanto, 
que testar d1retamente este novo metodo de sintet1zar 
ser1es de radiaçao em programas de simulaçao de s1s-



temas solares. Como já estava em andamento um estudo 
de s1mulaçao de sistemas fotovoltálcos a partir de 
ser1es rea1s medidas em diversas Cldades brasileiras 
e espanholas, foi feita uma comparaçao dos resultados 
decorrentes da utilizaçao das sêr1es sinteticas com 
as rea1s. O modelo ut1l1zado para os sistemas foto­
voltalcos e de extrema s1mplic1dade, de forma que as 
diferenças de resultados devem ser atr1buidas apenas 
ao efe1to de diferença nas sequenc1as utilizadas. 

o ObJetivo desta aplicaçao-teste e encontrar a 
probabilidade de perda de carga em baterias de siste­
mas autonomos de energ1a solar fotovoltáica, para o 
caso hlPOtêtico de consumo constante e 1nvar1áve1 a 
cada dla. Como a energ1a gerada em um pa1nel fotovol­
taico e d1retamente proporcional a' radiaçao solar 
Incidente sobre o mesmo, o balanço de energia simpli­
ficado fica reduzido a (1) calcular a rad1açao nos 
mbdulos inclinados, expressa em kWh, a part1r da 
rad1açao dlária horizontal (obtida das ser1es); (2) 
multlPll-car este valor pela corrente que o pa1nel 
pode gerar no ponto de maxima potencla quando Ilumi­
nado por 1 sol nominal (lkWVm2) obtendo a energia 
e1etr1ca gerada ao longo do d1a expressa em Ah; (3) 
descontar do resultado a energia consumida no dla 
(constante); (4) somar este resultado á energ1a acu­
mulada nas baterias, expressa em Ah . Naturalmente 
nesta tlltlma etapa ex1stem limitantes SuPeriores e 
1nfer1ores, 1sto e, a energia aCU!IIUlada nas bater1as 
nao poderá ultrapassar a màxlma capacidade das mesmas 
e nao poderá ba1xar de um mtn1mo que e definido 
segundo cr1ter1os práticos de proteçao á v1da útil 
das baterias. A álgebra do item (4) faz com que em 
dias com muita radiaçao solar coincidentes com bate­
rias carregadas, haja desperdtclo de energia e se a 
energ1a aCU!IIUlada se aproxima da minlma perm1tida, os 
dias que geram menos energia que a prev1sta para o 
consumo vao reg1strar falta de energ1a, desligando o 
c1rCU1to de consumo. Estas ocorrenc1as serao chamadas 
doravante de falhas do sistema. 

A tecn1ca utilizada para se determinar a proba­
bilidade de que ocorra um determinado numero de fa­
lhas fol a de repet1r o procedimento descr1to ac1ma, 
do i ten (1) ao (4), sequencialmente por periodos nao 
1nfer1ores a cinco anos (em geral 10 anos) somando o 
nfimero de dias em que o estado de carga das baterias 
estar1a aba1xo do mtnimo e relacionando este total 
com o numero total de dias de simulaçao. Naturalmente 
esta probabilidade e funçao da área de mbdulos foto­
voltaicos e do tamanho dos aCU!IIUladores e1etr1cos, 
pelo qual a s1mulaçao e repetida para vár1as combina­
ções destes parametros, resultando em diagramas de 
iso-conflabllidade, da ma1or utllldade em proJetas de 
sistemas autonomos. 

PARAHETROS DE COMPARAÇ7\0 INI'RE MODELOS 

Para comparar os diversos modelos de Slntetiza­
çao de radiaçao diár1a sequencial e as ser1es rea1s 
d1spontve1s foram ut111zados parametros estatist1cos 
e os resultados da simulaçao. Os pr1me1ros devem 
ver1f1car a adequaçao estattstica do metodo e os 
segundos avaliam a aplicabilidade do sistema num 
problema prático, dando a segurança necessária para 
extender a utillzaçao. 

os parametros estattst1cos de comparaçao utili ­
zados foram : (1) curvas de distribu1çao de frequen­
Cla de Kt; (2) coeficientes de autocorrelaçao de 
pr1me1ra e segunda ordem; (3)varlilncla; (4) med1a e 
(5) valores màximos e mtn1mos Os resultados das simu­
lações foram comparados pelo desvlo no valor da área 
necessária de paineis para uma mesma ap11caçao e 
conflabilidade. 

Foram comparados os seguintes procedimentos: 
a- series reais [101 
b- (MTM 1) ser1es sintetizadas pelo metodo de 

Agular, porem com 20 matrizes de 10X10 elementos 
obtidas a partir de series de radiaçao hor1zontal 
medidas nas cidades constantes da tabela I . 
Os intervalos mais finos de Kt C de .02) se distri­
buem entre .34 < Kt < .66 
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c- (MTM 2) ser1es s1ntet1zadas por metodo slmi­
lar ao de Agu1ar, sendo a dlfernça fundamental a 
escolha dos valores de Kt para cada 1.m1a de 10 ma­
trlzes de 10X10 elementos : em vez de serem Igualmen­
te espaçadas em Kt, se escolheram valores de Kt com 
Intervalos de 1gual probabilidade de ocorrenc1a. Isto 
soluciona em parte o fato de que as matr1zes dos Kt's 
ma1s extremos flquem com fraco slgnlflcado, Já que 
sao construidas com poucos dados e, ass1~ ot1m1za a 
apl1caçao das mesmas. As matrizes foram obtldas a 
par t1r dos dados das cidades da Tabela 1. 

d- (MTM 3) Ser1es Slntetlzadas pelo mêtodo de 
Agular, ut1llzando as matr1zes MTM publicadas na 
referencia [9J. sao 10 matrizes de 10X10 elementos 
sendo uma para Kt < .3, 01to em Intervalos de .05 
entre . 3 < Kt < . 7 e a tll tlma para Kt > . 7 

e- CGRAHAH 1) Sêr1es Sintetizadas pelo metodo 
de Grahan, utilizando para cada c1dade a autocorrela­
çao de pr1me1ra ordem do prbprio lugar . 

f- CGRAHAH 2) Sêries s1ntet1zadas pelo metodo 
de Grahan, utilizando o valor de 0,29 como coefiCien­
te un1versal, conforme [5J. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Tabela 2 . Comparaçao Estattst1ca para Porto Alegre 

MEDIA 
ANUAL 

0.480 
0,475 
0,484 
0,472 
0,480 
0,480 

V !IR 

0,036 
0,027 
0,035 
0,026 
0,047 
0,048 

AC1 

0,384 
0,398 
0,406 
0,292 
0,402 
0,265 

AC2 Ktl Ktu 

o. 150 0,0142 o. 866 
0,190 O, 0173 o, 862 
o. 170 0,0704 o. 851 
0,122 0,0299 o, 805 
o, 177 0,0096 o. 873 
0,082 0,0097 o. 873 

Tabela 3. Comparaçao Estattst1ca para Madr1d . 

MEDIA 
ANUAL 

V !IR AC1 AC2 Ktl Ktu 

-----------------------------------------------------
1 O, 575 0,032 o, 491 o, 340 0,0377 o. 860 
2 o. 501 0,027 o. 347 O, 154 0,0307 o. 792 
3 o. 541 0,035 0,457 0,214 0,0576 o, 841 
4 o. 503 0,026 o, 311 O, 115 0,0303 0,807 
5 o, 575 0,040 0,525 O, 303 o. 0113 o. 873 
6 o, 575 0,039 O, 362 O, 203 0,0092 0,873 
-----------------------------------------------------

Tanto as comparações v1sua1s v1a gráficos como 
os apresentados nas Figuras 2 a 5, como as compara­
ções das Tabelas 2 e 3, demonstram que as ser 1es 
stntetlcas, geradas pelos diversos procedimen tos 
apresentados, podem subst1tu1r as ser1es reais sem 
mod1f1car mu1to seus parametros estatist1cos. Entre­
tanto, quando se realizou uma serie de simulações 
para encontrar a potencia necessár1a, com uma proba­
bllldade de perda de carga de 0,0005 (equ1valente a 
tm dia a cada c1nco anos) notou-se que o uso das 
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Figura 3. Sequencla de Kt simulada para 
Porto Alegre (HTM 2). 
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F1gura 5. D1stribu1çao de frequenc1a 
para dados rea1s e simulados para 
Madrid. 
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ser1es s1nteticas. geradas pelos diversos procedimen­
tos apresentados, podem subst1tu1r as ser1es rea1s 
sem modificar mu1to seus parametros estatist1cos. 
Entretanto, quando se rea11zou uma ser1e de Slmula­
ç~es para encontrar a potencia necessár1a. com uma 
probabllldade de perda de carga de 0,0005 (equivalen­
te a um d1a a cada c1nco anos) notou-se que o uso das 
ser1es s1ntet1cas, em determ1nadas Cidades, 1nduz1u 
um erro da ordem de ate 100Y. (caso de Brasilla 
GRAHAM 2), como pode ser observado na Flgura 6. 

Este resultado sugere que embora as ser1es 
estudadas esteJam consegu1ndo acompanhar vâr1os Indi­
cadores estat1st1cos e reproduzam com relat1vo suces­
so a d1str1buiçao de frequenc1a de ocorrenc1a dos 
n1ve1s de radlaçao, os d1as de ba1xa rad1açao nao 
estao agrupados como no caso real, em algumas ci­
dades. 
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F1gura 6. Desv1os (") entre os valores obtldos 
nas Slmulaçnes com as diferentes series e a serie 
real (O, 0005). 

CONCLUSOES 

Foram estudados e reproduzidos vâr1os procedi­
mentos para s1ntet1zar series de radiaçao solar sendo 
selec1onados alguns ma1s adequados e modlf lcados para 
poderem gerar ser1es para s1mulaç~es sumer1cas de 
lnstalaçnes fotovoltàicas. As modificaçnes realizadas 
(modelo MTM 2 e HTM 3) melhoraram as ser1es resultan­
tes de mane1ra significativa. Mesmo ass1~ os proce­
dimentos estUdados nao estao sut1c1entemente traba­
lhados para substitUir as ser1es rea1s no dlmenslona­
mento de equ1pamentos fotovolta1cos autonomos de alta 
conflabllldade, sendo recomendada cautela em sua 
ut111zaçao. 

ABS1RACT 
In thls work we present a comparat1ve stUdy 

about several procedures for generatmg synthet1c 
sequences of dallY solar rad1at1on for appl1cat1on on 
solar energy systems s1z1ng. Two of the analysed 
procedures was selected because their simplicity and 
efflcacy and one of them was mod1f1ed 1n this work 
y1eld1ng s1gn1f1catively better results. By us1ng 
sequences synthetlzed w1th these procedures and 
measured sequences, the results of stand alone 
photovoltalc systems s1mulat1ons was compared as 
sat1sfactory but not warrant1ng the un1versal1ty as 
1t was des1red. 
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USO DE FUNÇÕES DE GREEN NA ANÁLISE TRANSIENTE 

DE UM PIRANOMETRO TERMORESISTIVO 

GUIMARÃES, G., LIMA, L. C., TEODORO, E.B. e 
Departamento de Engenharia Mecânica - UFU/MG 

RESUMO 

Analisa-se o comportamento térmico de um Piranômetro sob condiçÕes transientes, 
utilizando-se a técnica de funçÕes de Green. A solução transiente do campo de tempera­
tura é obti.da com o auxílio de dados experimentais, buscando a interpretação das condi 
çÕes reais do instrumento. Os resultados mostram a adequacidade do método das funçÕes 
de Green, quando se requer soluçÕes de problemas de condução transientes associados à 
condiçÕes de contorno que também evoluem com o tempo. 

INTRODUÇÃO 

Existem vários t i pos de sensores com uso comum em 
mediçÕes de fluxo de calor [1,3]. Um pequeno número de~ 
ses sensores, empregados extensivamente na indústria ou 
centros de pesquisa, possui equacionamento adequado em 
termos de análise dos problemas de transferência de ca­
lor acarretados com o seu uso [4), ou quanto ao seu prÓ 
prio desempenho [5]. A maior dificuldade é a obtençã; 
de soluçÕes analíticas que possibilitem a análise do com 
portamento térmico do instrumento, em condiçÕes reais~ 
Neste sentido, diversas análises têm sido realizadas em 
instrumentos que investigam a transferência de calor. 
Kirchhoff [6], apresenta uma análise tPÓrica em seu tra 
balho sobre o tempo de resposta de um sensor de flux; 
de calor tipo Gardon [1] . 

Este trabalho foi estimulado pela necessidade do 
projeto de sensores mais robustos, necessitando conhe­
cer-se o efeito da espessura do corpo do sensor na res­
posta do transdutor. Prasad and Mohanty [7], fazem uma 
análise onde incluem uma estimativa teórica da sensibi­
lidade e uma revisão da região onde a relação F. E. M. (For 
ça Eletro Motriz)e fluxo de calor é linear para mediçÕes 
de troca de calor por convecção com transdutores do ti­
po Gardon. Ainda sobre o transdutor de Gardon, ASH [8], 
obtém com a distribuição da temperatura sobre o corpo do 
sensor, a resposta do transdutor. 

A utilização desse resultado permite a escolha de 
temperaturas de referência na realização de experimen­
tos. Borodin et Al [9], investiga a sensibilidade e o 
tempo da resposta de sensores tipos filme termoelétrico 
e termomagnético. A partir da distribuição de temperatu 
ra no corpo dos sensores, Borodin et Al concluem que a 
sensibilidade de um sensor tipo termoelétrico não varia 
para raios de discos, acima de 3mm. Um resultado impor­
tante é o que permite a redução de peso do elemento de 
trabalho sem a variação de sensibilidade para sensores 
tipo termomagnético. Obtém-se ainda expressões que defi 
nem o tempo de resposta a cada um dos sensores, relaci~ 
nando os parâmetros de saída dos sensores aos materiais 
usados na sua construção. 

Beck and Wedekind [10) apresentam os resultados 
de uma investigação para avaliar a superfície efetiva de 
uma camada de absorção de um fluxo de calor radiante não 
uniforme. A análise sugere que, se um transdutor é pro­
jetado de forma apropriada, aliado a uma tecnica experi 
mental conveniente, a história temperatura - tempo do 
sensor, permite a obtenção da energia absorvida mesmo 
que o sensor esteja localizado em uma posição arbitrá­
ria. Esse fato confirma-se devido a distribuição de tem 
peratura do sensor ser uma consequência da não uniformi 
dade do fluxo de calor absorvido. 

Justifica-se o desenvolvimento deste trabalho pe­
la necessidade de aperfeiçoamento de projeto de um pir! 
nômetro termoresistivo já existente em nossos laborató-
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rios [2]. O equacionamento a partir de condiçÕes de con 
torno transientes obtidas experimentalmente, simulam e; 
condiçÕes reais o uso deste piranômetro. Uma solução a­
nalítica da distribuição de temperatura através do cor­
po do sensor é apresentada, utilizando-se a técnica de 
funçÕes de Green. 

ANÁLISE 

Assumindo a incidência de calor radiante constan­
te e uniforme sobre a superfície do sensor do piranôme­
tro [2], sendo o filme termoresistivo aplicado num subs 
trato de vidro de área 2,8 x 2,8 cm2 e lmm de espessu= 
ra, mostrado na figural, e desprezando-se os efeitos de 
perda lateral no corpo do sensor, a análise da resposta 
de temperatura transiente do sensor pode reduzir-se ao 
seguinte problema de calor: 

INCIDENTE . 
CU PULA 

SENSOR 
SOLAR 

SUBSTI!ATO 

CORPO 

(l) 

Fig. 1- Piranômetro termoresistivo [2). 

Na região R (OS x S L), que é a equaçao para a 
distribuição de temperatura ao longo da espessura do sen 
sor do piranômetro, sujeito às condiçÕes de contorno: 

- ar 
ax 

+ HT X = 0 , t > 0 ( l. a) 
K 



T f (t) x=L,t>O (1. b) 

e a condição inicial 

T (x ,O ) To em R ( 1. c) 

onde , a e K são a difusividade e condutividade térmica 
do substrato, respectivamente. q é o fluxo de calor in­
cidente e H = h/k, sendo h o coeficiente de trans ferên­
cia de calor por convecção, e f (t) a condição de contor 
no obtida experimentalmente através da aplicação radian 
te de 1000 W/m 2 e uma temperatura inicial de T = 23°C.-

A figura 2 mostra a evolução da temperatura na fa 
ce do substrato localizado em x = L. 

.. 
;;:: 
lL 
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0 400 100 1200 T C 5 ) 1100 

Fig . 2 - Curva de ajuste obtida a partir 
de dados experimentais para ob­
tenção da condição de contorno 
em x = L. 

Obetém- se, assim , a expressão para f (t) através de uma 
curva de ajuste. 

f (t) = 23 + 16,66 (1 - e -t /225) (2) 

A solução do problema (1) pode ser dada em termos 
da função de Green, G (x,t/x' ,T) do problema associado. 

a2 G (x,t/x' ,T) + __ 1_ 6(x-x ' ) 6( t-T) 
ax 2 a 

!_ ~(x,t/x ' , T) (3) 
a a t 

sujeito às condiçÕes de contorno que representam a ver­
são homogênea das condiçÕes de contorno do problema ori 
ginal 

onde , 

Em 

-aG (x,t/x ' , T) + HG (x , t/x ' , T) 
ax 

X = O,t > T 

G(x,t/x ' ,T) = O X = L,t > T 

e a função delta de Dirac . 

o 

(3.a) 

(3.b) 
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Desta forma, a solução do problema (1) é escrita 

L T(x,t) • ~ G . T0dx' + t aG I a! -- f(t)dT + 
T=O ax' x '-L 

a!0t Gl q"/k . dT 
x'•O 

(4) 

Determina-se a função de Green definida pela 
quação (3) através da solução da versão homogênea 
problema (1), para a mesma região, R, dada por 

e­
do 

a tP 2 _ _1_ -ª-'L 
em R 

ax 2 a at 

sujeito às condiçÕes de contorno: 

JjJ - o 

__l_IL • Htjl 
ax 

e a condição inicial : 

tP - T0 

em x • L,t 

em x - O,t 

em R para t = O 

(5) 

(5 . a) 

(5.b) 

(5.c) 

Utilizando- se da técnica de solução por separação de 
variáveis, obtém-se: 

tP (x , t) E e-aÀ~t D Sen[À (L-x)] . 
n•J n n 

L 
~ T0 Sen[Àn (1 - x)]d x ' (6) 

onde Àn são os valores obtidos através da equação tran~ 
cedental 

L. Àn Cotg(Àn L) • - H. L (7) 

sendo 

2(À~ + H2) 
Dn • --~~~--~----

L. (À~ + H
2

) + H 

(7.a) 

Comparando-se a equação (6) com a solução geral 

tP(x,t) • ~L G(x,t/x ' ,T) I T0 d x' 
T=O 

(8) 

Do problema auxiliar (5), obtém-se 

~ À 2 
G(x,t/x ' ,T) I - E Dn e- a nt 

T-O n-J 

Sen[Àn (L-x)] Sen[Àn (L-x')] (9) 

Substituindo-se adequadamente na equação (4) os valores 

aG I I - e G 
dx ' x ' ~L x'-0 

encontrados a partir da e-



quaçao (9), obtém-se: 

Sen[ln(L-x)JD-Co~lnL) 

Àn 

+ E Dn 
Sen [Àn (L-x)] f ( t) 

+ 
n•l Àn 

E Dn 
Sen[Àn(L-x)] Sen(ÀnL] _.5L + n•l À2 k n 

E 
Sen[ ~ (L-x)] e-aÀ~t { -f( o) - /ot eaÀ~T 

Dn n•l 

. f ' (T)dT - _.5L 
k 

Àn 

(lO) 

que é a expressão para a distribuição do campo de tempe 
ratura ao longo da espessura L do substrato do Piranõm; 
tro. 

Aplicando-se a condição de contorno em x•L, obser 
va-se que o lado direito da equação (10) se anula, não 
satisfazendo a equação (l . a) . Esse fato j ustifica- se de 
vido aos termos envolverem séries que não são uniforme= 
mente convergente nesta localização [10] . Contorna-sees 
sa dificuldade através da obtenção de expressoes fecha~ 
das para estas séries (ver apêndice) ou simplesmente ob 
observando-se a convergência da solução na vizinhançado 
contorno, como mostrado na figura 3 . 

Fig. 3 - Resposta transiente do Piranõmetro ao 
longo da espessura L, do substrato . 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A figura 4 apresenta a resposta do piranõmetro 
para diversos valores de espessura do substrato . Obser­
va-se que para valores de espessura superiores a !mm, o 
tempo de resposta do piranõmetro não se altera, sendo a 
proximadamente 250s o valor encontrado para 63% da res= 
posta em regime permanente . Este valor é considerado len 
to para investigaçÕes transientes sugerindo-se a altera­
ção do material do substrato. 

Na hipótese de se utilizar substrato com maior di 
fusividade (metais) observa-se contudo que a espessura 
do substrato permite uma construção mais robusta. 

CONCLUSÃO 

A adequacidade do método das funçÕes de Greenquan 
do se requer soluçÕes de problema de condução transien~ 
tes associados às condiçÕes de contorno que também evo­
luem com o tempo é demonstrada. O uso do método da sepa 
ração de variáveis com condiçÕes de contorno transient~ 
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Fig. 4 - Resposta transiente do piranõmetro 
considerando espessuras diferentes 
de substrato . 

torna-se neste cado impraticável. 
A solução para a distribuição de temperatura, a­

presenta a resposta transiente do piranõmetro, permi­
tindo também uma avaliação do tempo de resposta . A par 
tir da distribuição de temperatura, observa-se que umã 
mudança de substra t o, com um consequente aumento de di 
f usidade térmica, diminuiria o tempo de resposta, sem 
contudo diminuir demasiadamente a sua espessura . A re­
lação entre a área transversal e espessura do substra­
to pode ser obtida , usando-se um procedimento análogo, 
sendo entretanto, necessário uma análise bidimensional 
no substrato. 

REFERENCIAS 

(1] Gordon, R., An Instrument for the direct measure 
ment of intense thermal radiation. Rev. Sei. In= 
s t rum . V. 24, pp. 366- 370 (1953) . 

[2] Lima, L. C., Um piranõmetro com sensores de plati 
na . Ciência e Cultura , Vol . 39, nQ 1 (1987) . 

[3] Van Heinigen, A.R.P., Douglas, W.J . M. and Mujun­
din, A. S., A High Sensitivity, Fast Response Heat 
Flux Sensor, Int. J .Heat Mass Transfer, V.28 , 
pp. 1657-1667 (1985) . 

[4] Guimarães, G. , Philippi, P.C., e da Cunha Neto, 
J . A. B. , Análise dos Erros de Medição em Tr ansdu­
tores de Fluxo de Calor: Aplicação às Edifica­
coes, IX Congresso Brasileiro de Engenharia Mecã 
nica, Florianópolis, SC, 1987. Anais do COBEM 87, 
V. 1, pp . 439-442 (1987). 

[5] Portman, D.J., Conductivity and Length rela tions 
ships in Heat-Flow Transducer Perfomance. Tr ans­
actions American Geophysical Union. Vol~ 
nQ 6, pp. 1089-1094 . (Dec. 1958). 

[6] Kirchhoff, R.H., Response of Finite- Thickness 
Gardon Heat-Flux Sensors . Transaction of Asme , 
pp . 244-245 (May 1972). 

(7] Phasad, B.V.S . S. S. , and Mohanty, A. K., Analysis 
and Calibration of a foil Heat flux sensor for 
Convective heat Loss from a Solid surface to an 
Airstream . J . Phys . E: Sei . Instrum . , V. 12, pp. 
270-271 (1979) . 

[8] Ash, R.L . , Response Charac teristics of Thin Foil 
Heat Flux Sensors. AiaaJournal, V.7 , nQ 12, pp. 
2332-2335 (1969) . 

(9] Borodin , V. V., Gelfgat,D.M.,andDashevskil , Z.M., 
FILM-TYPE Thermoeletric and ThermomagneticThermal 



Radiation Sensors and Their out put parameters. 
Inzhenernc-Fizicheskii Zhurnal, Vol. 44, nQ 4 , 
pp. 573-580 (April, 1983). 

[lO] Beck, B.T., and Wedekind, G. L., Characteristics 
of a Simple Energy Absortion Transducer, Journal 
of Heat Transfer. Vol . 108, pp. 676-683 (August 
1986). 

[11] Ozisik, M. N., Heat Conduction, John Wiley and 
Cons ., Inc., p. 687, NY (1980) . 

APENDICE: Obtenção de Uma Forma Fechada para série 

E Dn . SenÀn(L-x) (1 - CosÀnL) 
n=J 

Àn 

Considerando o seguinte problema de condução de 
calor 

_fl_ = _1_ ~ o < X < L, t > o 
ax 2 a at 

~ = o X = L, t > o 

~=H~ X = O, t > o 
ax 

~ = 1 o < X < L, t = o 

a solução é dada por 

., À2 
~(x,t) = E e-a nt Dn . Sen[Àn(L-x)] . 

n=l 

L 
~ 1. Sen[Àn(L-x ' )]dx' 

onde, 

L Àn Cotg ÀnL = - HL 

D = 
2( À~ + H

2
) 

n L(À~ + H2
) + H 

(A. l. a) 

(A . l. b) 

(A . l. c) 

(A . l.d) 

(A.2.a) 

(A.2 . b) 

(A . 2 . c) 

A equaçao (2) deve satisfazer à condição inicial (A.l . d) 
o que resulta 

E 
n=l 

Dn . Sen Àn(L-x) (1 - Cos ÀnL) 

Àn 

A partir de procedimentos análogos, pode- se obter 
formas fechadas das diferentes séries que envolvem a e­
quação (10) . 

ABSTRACT 

On this study the thermal behaviour of a pyrano­
meter is analysed under transient conditions, using the 
technique of Green functions . The transient solution 
from the field of temperature is obtained through the 
use of experimental data, seeking int erpretation of the 
real operation from the instrument . The results showed 
the feasibility from the method of Green functions when 
it is necessary to have solution of transient conduction 
problems associated to boundary conditions that evolves 

with time. 
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.A.lENUA.CM DA P.I\DIACÃO TE~H~A 

W1 ANTEPAROS PERFURAOOS 

8 Antonio Mae Vowetl de F~gu~edo 
PEM - COPPE/UFRJ, VEM - EE/UFRJ 
Manoel Joaq~ Magalhãe6 de Qu~oz* 

VEM - EE/UFRJ 

RESUMO 

Apresenta-se um modelo para avaliação do desempenho de sistemas 
atenuadores de radiação térmica compostos por placas paralelas. 
As placas são perfuradas e construídas de material semitranspa­
rente. O modelo permite determinar as temperaturas dos antepa­
ros e o fluxo lÍquido de energia radiante a atravessar o siste­
ma. Considera-se o efei to arrefecedor da convecção natural. 

INTRODUÇÃO 

A utilização de escudos de ~adiação para atenuação 
dos níveis de radiação térmica é um recurso frequente­
m:nte necessário para proteção ambiental e para prote 
çao de instrumentos e equipamentos. Tais escudos con 
sistem, geralmente, de painéis planos ou curvos, dispos 
tos concêntrica ou paralelamente uns aos outros e posi 
cionadús entre a fonte de radiação e o ambiente ou arte 
fato .; a ser protegido. A atenuação é consequênciã 
dos efeitos combinados do processo de múltiplas refle­
xÕes entre cada dois anteparos e do processo convec 
tivo de reaquecimento de suas superfícies, quando em 
ambiente não rarefeito. A quantidade de anteparos 
deve ser estabelecida em função da temperatura admissí 
vel em cada um deles e da redução exigida para o fluxo 
da energia radiante sobre o sistema. 

Isachenko e outros 111 apresentaram uma metodolo­
gia para cálculo de sistemas atenuadores compostos por 
antepar s homogêneos, paralelos ou concêntricos, sem 
consideração dos efeitos convectivos dissipadores . São 
chamados homogêneos os anteparos inteiriços e com dis­
tribuição continua de material em sua extensão . Figuei­
redo 121 extendeu a formulação para a situação de ante­
paros perfurados, tais como grades, telas e paineis 
perfurados, considerando, também, a influência da con­
vecção natural no processo de atenuação. Este tipo de 
sistema atenuador encontra aplicação em situaçÕes onde 
seja necessário, por exemplo, redução de peso, visão e 
ventilação não obstruida, etc. 

O presente trabalho propÕe uma nova extensao da 
formulação, incluindo a situação na qual, além de per­
furados, os anteparos constituem-se de materiais trans­
parentes à radiação térmica. Objetiva-se obter uma 
maior generalização do modelo, que serã aplicado a cada 
situação particular ao atribuir-se valores apropriados 
aos diversos parâmetros envolvidos. 

MODELO ANÃLITICO 

Considere o sistema mostrado na Figura 1, composto 
por n anteparos planos e paralelos, de largura e compri 
mento infinitos, imerso num meio não-participante de 
volume infinito e temperatura T

00 
, sobre o qual incide 

um fluxo de energia radiante de densidade superficial 
E* O anteparo i é suposto isotérmico, com temperatu-
r~ T. ; o seu material constituinte é semitransparente, 
de mÕdo que 

a i + Pi + Ti = 1 (1) 

onde a , p e T representam valores médios, respectivamen 
te da absortividade, da refletividade e da transmissivi 

* Bolsista de Iniciação Científica CNPq 
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dade, relativos a todo o espectro de radiação térmica . 
O sistema é analisado para a condição regime estacioná­
rio, para o qual admitem-se valores iguais para a absor 
tividade e para a emissividade. -

As superfícies do anteparo i emitem difusamente nu 
ma fração 

de sua área frontal total A, onde 
ãrea frontal efetiva de material. 
da área A é vazia do material . 

_, 
-I 
-1' -P 
-I 
-I 
-I 

( 2) 

A~f i repre~enta a 
· ' A fraçao (l-pi) 

Ec,i Ec,n 

o 3 • . . • I " + l 

Figura 1 : Sistema Atenuador de Radiação 

A transferência de energia através do sistema é 
condicionada pelo processo de mÚltiplas reflexÕes entre 
cada dois anteparos, tal como descrito nas Tabelas 1 e 
2 . Nestas, E~ representa a densidade superficial de 
fluxo de ener~ia radiante na face direita do an t eparo i , 
na direção do antep~ro i + 1, ~ Ei•l aquela na face es­
querda do anteparo 1 + 1, na d1reçao do anteparo i . Por 
indução, chega-se às expressÕes representativas dos 
efeitos cumulativos da reflexão , da absorção , da trans­
missão e da transferência de energia através dos vazios 
no processo de mÚltiplas reflexÕes entre os anteparos i 
e i + 1. 

A densidade de fluxo de energia radiante E*i+l' na 

face direita do anteparo i + 1, na direção do anteparo 
i + 2, compÕe-se das parcelas correspondentes ao efei t o 
cumulativo liquido, para à direita , do processo de mÚl­
tiplas reflexÕes entre os anteparos i e i + 1 , acresci­
do daquela emitida nesta mesma face, ou seja, as fra­
çÕes (3) e (4) de Et no anteparo i + 1 somados às f r a-



çÕes (7) e (8) de E. 
1 

, também no anteparo i + 1, e a 
parcela emitida E* ~+ 1 . Assim, das Tabelas 1 e 2, 

e,~+ 

* E. 
~+1 

onde 

E* e , i+l 

pi+l E: , i+l + 
1-Pi+l (1-T i+l) (E~ + Pi pi Ei+l)' 

~ 

1- P.p. P;+lpi+l 
~ ~ ~ (3) 

Ee,i+l = a i+l 0 Ti+l 
(4) 

sendo o a constante de StefanBoltzmann. Similarmente , 
a densidade de fluxo de energia radiante E., na face es 
querda do anteparo i, na direção do antepafo i-1 é dada 
pela soma das fraçÕes (3) e (4) de E~ , no anteparo i, 
das fraçÕes (7) e (8) de E. 

1
, tambéffi no anteparo i, e 

da parcela de emissro, E ~; Das Tabela 1 e 2, vem 
e , ~ 

E. 
~ 

com 

E . 
e , ~ 
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" a 
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~ 
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O fluxo lÍquido de energia radiante entre os ante­
paros i e i + 1 , cuja densidade superficial é E~ . 

1 
, 

é determinado pelo efeito cumulativo das mÚltiptà~+ re­
flexÕes d7 Ei e Ei+l na direção do ant7paro i para_ o 
anteparo ~+1 , subtra~do deste mesmo efe~to na d~reçao 
oposta. Utilizando os resultados constantes nas Tabe­
las 1 e 2 , parcelas (1) e (5), tem-se 

Bi+l Pi+l 
E!< · 1 = ( l - 1-P . p. P.+lpi+l ~, 1.+ 1 1 l. 

Pipi pi+lpi+l )E'!<­
~ + l-Pi pi pi+lpi+l 

P. p . P.p. P. l p. l 
- (1 ~ ~ ~ ~ ~+ ~+ ) E 

1-P. p . P. 
1

p. l + 1-P.p . P. 1p . l i+l ' 
1. 1. 1.+ 1.+ 1. l. 1.+ 1.+ 

que se reduz a 

E!< . 
~.~+1 

1 

l-Pipi pi+lpi+l 

- (1 - P. p .) E. 1 I 
l. l. 1.+ 

(7) 

(l-Pi+lpi+l) Et 

(8) 

Em condiçÕes de regime estacionário e de ausência de ou 
tro processo de transferência de energia, tem-se 

* * Ei,i+l = Ei+l,i+2 = cte (9) 

Havendo , porém, dissipação de energia para o ambien 
te, os fluxos lÍquidos de energia radiante entre os aO: 
teparos i e i+l e os anteparos i+l e i+2 diferem entre 
si, de modo que 

Ei , i+l = Et+l , i+2 + E~,i+l + Ec,i+l (lO) 

onde E* e E representam densidades superficiais de flu 
xo con~ecti~o, respectivamente, nas faces direita e es~ 
qc•erda do anteparo . Sendo o anteparo isotérmico e o am 
biente apresentando temperatura uniforme, tem-se E* =E-, 
vindo c c 

Ec = p h (T - T
00

) (11) 

onde h representa um coeficiente convectivo de transfe­
rência de energia, apropriadamente escolhido. 

APLICAÇÃO 

O modelo analítico do sistema atenuador, composto 
pelas relaçÕes de recorrência (3), (5) e (8)/(10) e pe­
las relaçÕes constitutivas (4)/(6) e (11) , permite de­
terminar as densidades de fluxo E'!< e E. e as temperatu­
ras T., i= 1,2, .. . ,n. Para tantÔ, é ~conveniente in­
trodu~ir-se dois anteparos virtuais, i = O e i = n + 1, 
com.as eropried~des P

0 
= Pn+l • 1 , p

0 
= ~ +l =O. Para 

apl~caçoes part~culares, devem ser espec~~~cados valores 
aprop~iados para os dema~s parâmetros do sistema de 
equaçoes . 

Uma aplicação importante é aquela na qual o siste­
ma atenuador é adiabático, ou seja, deseja-se diminuir 
o efeito de umaalta temperatura numa das paredes extre­
mas do sistema, sobre a outra. Para esta situação , tem 
-se P = P = 1 1: = 1: =O E* =E =E* =E =0 . 1 n ' 1 n ' o 1 n n+ 1 

Como ilustração geral, procedeu-se ao estudo do 
comportamento de um sistema atenuador imerso numa atmos 
fera a T = 300K , composto por anteparos opacos e verti 
cais de ~ltura í = 1,5m, sobre o qual incide wn'.adada­
quantidade de energia radiante. Supôs-se a ocorrência 
de convecção natural . 

A Figura 2 mostra a variação do fluxo lÍquido de e 
nergia radiante através do sistema em função do número­
de anteparos e da sua área efetiva de material, conside 



~ 
~ 

rados iguais. Não hâ convecção, os an~paros sao opacos , 
i=O e sua emissividade vale a i=0,3 . Sobre o sistema 

incide um fluxo E; = 4000 W/m2 de energia radiante. 

4 0 
35 . 

• 4000 W/m2 
O" Q 

Qi • o, 3 E o . - 3 0 "' N 
I :: Q 

2 5 o 

20 c o 
Q 

o. pi •0,2 

1 5 o 
X c o o pi •0,4 

10 c 
X c o pi •0,6 5 X 

X X Pi •0,8 
a · P· •1 O 

e 2 3 4 5 N 6 

Figura 2: Fluxo LÍquido de Radiação em Função do 
Número de Anteparos e de suas Áreas Efe 
ti v as - Caso sem convecçao. 

A Figura 3 apo~ta a variação de temperatura Ti dos 
anteparos em funçao do fluxo incidente E~ . O sistema 
e composto por anteparos de emissividades e âreas efeti 
vas distintas entre si . Os resultados são apresentados­
para situaçÕes com e sem efeitos de convecção natural. 
A altura dos anteparos mede i=3 , o m, e temperatura do 
ambien te e Too = 300 K. Quando não hâ efeito convectivo, 
o fluxo de radiação reduz-se a 26% de fluxo incidente. 
Havendo dissipação convectiva este valor importa em 
apenas 18% . 

" 
65 

_:;:: 60 Cl 1• 0,2 P1• 0, 7 

a2• 0,2 Pa• 0,5 

a,• 0,2 P,• o, J 

I 
;: 

55 

50 

45 

40 

35 

30 
a 2 4 6 

- i•2 -------~---____ _......_ .) 

---
8 10 

-- sem conve cç~o 
---- com convec:çao 

12 14 16 

10-2 E*(w/m2 ) 
o 

Figura 3 : Temperatura dos Anteparos em Função 
do Fluxo Incidente 

O estudo exaustivo de vârias situaçÕes de interes 
se poderá ser encont rado no trabalho de Queiroz [ 3 J .-

CONCLUSÃO 

Apresenta- se um modelo extendido para cálculo do 
desempenho de sis t emas atenuadores de radiação do tipo 
"escudos de radiação" . Os escudos são representados por 
superfícies não homogêneas transparentes e refletoras . 
Considera-se o efeito do arrefecimento convectivo , sen­
do necessário introduzir uma correlação apropriada para 
o coeficiente de transferência de calor . 

O modelo permite avaliar o comportamento do sis­
tema, podendo-se comprovar o seu desempenho em função 
de variaçÕes do numero de anteparos, da ârea efetiva 
de cada um deles e dos materiais empregados. 
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ABSTRACT 

A model is proposed to evaluate the performance of 
heat shield systems. The shield are composed of 
semitransparent materials andare perforated . The for ­
mulation allows the calculation of the t emperature of 
the screens and of the net radiation fl ux accross the 
system. Natural convection effects are also considered . 
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