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Resumo. A simulação de processos em Engenharia de Alimentos tem proporcionado a geração de
novas tecnologias, bem como seu aprimoramento, possibilitando a obtenção de produtos com cada
vez mais qualidade. No processo de padronização do conteúdo de gordura no leite, injeta-se o
creme, com alta percentagem de gordura, na linha do leite magro. O conteúdo de gordura do
produto final é controlado através de medições em linha das densidades do creme e do leite,
proporcionais a seus teores de gordura, e do ajuste da vazão de injeção. O objetivo deste trabalho
é a simulação computacional da injeção de creme em leite desnatado através do método de
elementos finitos, via aproximação SUPG (Streamline Upwind/Petrov-Galerkin), utilizando-se de
uma geometria tridimensional. Tanto o creme como o leite desnatado são considerados fluidos
newtonianos, com propriedades físicas conhecidas e determinadas. A equação de transporte de
momentum fornece o campo de velocidade, necessário para a solução da equação do transporte
convectivo e difusivo de massa, a qual determina a concentração local de cada espécie no
escoamento. Os resultados da convecção mássica são analisados, avaliando-se a efetividade da
mistura.
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1. INTRODUÇÃO

A necessidade da obtenção em larga escala de produtos com alta qualidade tem estimulado o
desenvolvimento de novas tecnologias para a automação dos processos na indústria de alimentos,
bem como seu aprimoramento. Neste contexto, as ferramentas computacionais vêm ampliando seu
uso na simulação de processos para o desenvolvimento e otimização de projetos. No processo de
padronização do conteúdo de gordura no leite, injeta-se o creme, com uma alta percentagem de
gordura, na linha de leite magro, como mostrado na Fig. (1). O conteúdo de gordura do produto
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final é controlado através de medições em linha das densidades do creme e do leite, proporcionais a
seus teores de gordura, e do ajuste da vazão de injeção (Tetra Pak, 1995).

O objetivo principal deste trabalho é simular, através do método dos elementos finitos, via
aproximação SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) (Brooks e Hughes, 1982), a injeção de
creme no leite desnatado e analisar a difusão mássica entre os dois componentes.

Visando um estudo válido para aplicações industriais, são utilizadas geometrias tridimensionais,
com medidas baseadas em tubulações de processamento de laticínios. Simulações com variações no
diâmetro do tubo de injeção de creme são efetuadas a fim de se estudar a eficiência da mistura
visando o barateamento de custos, evitando o uso de misturadores. As equações de momentum e
conservação de massa são resolvidas para a obtenção dos campos de velocidade e pressão. Para
tanto, são utilizadas propriedades de um fluido bulk (ou principal), resolvendo-se os problemas de
momentum e transferência de massa de forma desacoplada.

Figura (1): Representação do problema

2. MODELO MECÂNICO

O processo de padronização do leite é estudado neste trabalho como um problema
tridimensional, da obtenção dos campos de velocidade e da convecção de massa sobre um domínio
composto pela junção dos tubos de leite magro e de creme, e da continuação da tubulação onde a
mistura deve ocorrer. As equações que regem o problema são descritas pela equação de
conservação do momentum, conservação de massa e as equações de balanço ou transporte de massa
das espécies, Eq. (1). Estas equações estão aqui escritas para o regime permanente, considerando o
leite magro e o creme como fluidos newtonianos. As propriedades físicas ρ (massa
específica), µ (viscosidade), ν (viscosidade cinemática) são propriedades de um fluido bulk,
utilizado para a solução das equações de momentum, e consideradas constantes.
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onde Ω é o domínio do problema, u é o campo de velocidade, p é o campo de pressão, ρ é a
densidade do fluido bulk, D(u) é a parte simétrica do tensor gradiente de velocidade, Dij é o
coeficiente binário de difusão mássica, ω(i) é a fração mássica da i-ésima espécie, ν é a viscosidade
cinemática do fluido bulk, f representa as forças de corpo e Ri e geração de massa da i-ésima
espécie, Γg e Γh são as fronteiras do domínio, ω(i)

g é a fração mássica da i-ésima espécie prescrita



sobre Γg, n é a normal exterior unitária, I é o tensor identidade, ug é a velocidade prescrita sobre a
fronteira do domínio Γg, Sh e j(i)h são as condições de tração livre e fração mássica livre no contorno
Γh.

Para assegurar a conservação de massa na solução do problema, vale sempre que:
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3. FORMULAÇÃO NUMÉRICA

O problema estudado é definido sobre um domínio aberto Ω ⊂ R3, limitado por uma fronteira

poligonal definida por
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onde Γg é a parte de Γ onde as condições de contorno de Dirichlet (essenciais) estão prescritas e Γh

é a porção de Γ onde as condições de contorno de Neumann (naturais) são prescritas (Brooks e
Hughes, 1982). Uma discretização Ch do domínio Ω  é realizada para criar elementos finitos

quadriláteros Q1, onde
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Definindo-se a notação, L2(Ω) representa o espaço de funções quadrado-integráveis sobre Ω,
L0

2(Ω) o espaço de funções quadrado-integráveis com média zero sobre Ω, H1(Ω) o espaço de
Sobolev das funções com primeiras derivadas quadrado-integráveis sobre Ω e H0

1(Ω) o espaço de
Sobolev das funções com primeiras derivadas quadrado-integráveis sobre Ω com valor zero em Γg

(Brooks e Hughes, 1982).
Para conveniência, a seguinte notação é adotada para espaços polinomiais:
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onde para cada integral m é o grau de interpolação e 0m ≥ .
Na aproximação por elementos finitos das Eqs. (1), iremos empregar os seguintes subespaços

finitos para a dinâmica do fluido,

1
0{ ( ) ( ) , }V v vN N

h k hKH R K K= ∈ Ω ∈ ∈C (6)

0 2
0{ ( ) ( ) ( ), }h h l hKP p L p R K K= ∈ Ω Ω ∈ ∈∩C C (7)

( ) ( ){ }1
0 0 ,h k hKW w H w R K K= ∈ ∈ ∈C (8)



onde Ch é uma partição usual do domínio computacional Ω em elementos finitos e Rk, Rl denotam,
respectivamente, espaços polinomiais de graus k e l (Ciarlet, 1978).

Da definição dos espaços (6)-(8), pode-se escrever a seguinte formulação SUPG para o sistema
de Eqs. (1):

Ache a tripla (uh, ph, ω(i)h)∈ Vh, x Ph x Wh  tal que:
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com o parâmetro de estabilidade τ(ReK) definido por:
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no qual |u|p denota a norma p sobre RN e a constante mk para a formulação SUPG é definida em

Franca e Frey (1992); e no problema de convecção-difusão, o coeficiente de estabilização α é dado,
de acordo com Franca et al. (1992), por:
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onde Pem
K(x) é o número de Peclet de malha, e os parâmetros ξ(Pem

K(x)) e mk são definidos como
em Franca et al. (1992), sendo:

K K
K

K

Pe ,0 Pe 1
(Pe )

1 , Pe 1

m m
m

m

 ≤ <ξ = 
≥

(16)



KPe
4

uk Kpm

ij

m h
=

D
(17)

É necessário o uso de um método estabilizado por ser este um problema fortemente convectivo
(Dij é muito pequeno, apresenta ordem de grandeza de 10-9), o que o torna numericamente instável.

4. RESULTADOS

As simulações foram realizadas no Laboratório de Mecânica dos fluidos aplicada e
computacional (LAMAC) da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) e Centro
Nacional de Supercomputação. Os recursos computacionais utilizados nas simulações numéricas
foram: uma “Silicon Graphics ORIGIN 200 Workgroup Server” – com 2 processadores e 256 Mb
de memória RAM e quatro “Silicon Graphics Octane Workstation” – com 2 processadores e 128
Mb de memória RAM em cada máquina. O código de dinâmica de fluidos computacional Flotran
(Ansys Inc.) foi utilizado empregando a formulação “Streamline Upwind Petrov-Galerkin” –
SUPG.

4.1. Modelos Geométricos e Condições de Contorno

Foram utilizadas quatro geometrias parametrizadas tridimensionais com dimensões baseadas em
tubulações utilizadas para processamento de laticínios, onde o diâmetro do tubo do creme varia
desde ¼ de polegada até 1 polegada (Fig. (2)). Cada modelo, composto pelo tubo principal
(tubulação de leite desnatado) e pelo tubo de creme, possui 13.056 elementos hexaédricos. Os tubos
são rígidos e as espécies foram consideradas fluidos newtonianos incompressíveis.

Figura (2): Modelos geométricos: tubo do creme com (a) 1 polegada, (b) ¾ de polegada (c) ½
polegada e (d) ¼ de polegada

A velocidade de entrada do leite na tubulação principal é calculada de modo a fazer com que o
valor do número de Reynolds seja 1000 nesta região. A velocidade do creme é obtida pelo balanço
de massa, objetivando uma mistura com 92,5% de leite magro e 7,5% de creme de leite.

4.2. Análise dos campos de velocidade e pressão

O objetivo da análise de quatro diâmetros diferentes de tubo de creme é a comparação da
efetividade da difusão mássica do creme no leite, verificando-se a homogeneidade do produto final
através da distribuição das frações mássicas na seção reta ao fim da tubulação. Assim, pode-se
visualizar como ocorre a mistura ao longo da tubulação. Os campos de velocidade resultantes das
simulações realizadas são mostrados na Figs. (3) e (4).
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Figura (3): Campos de velocidade: tubo do creme com (a) 1 polegada, (b) ¾ de polegada

   

Figura (4): Campos de velocidade: tubo do creme com (c) ½ polegada e (d) ¼ de polegada

Observa-se que o fluxo de creme incidente se comporta como uma restrição ao escoamento
principal de leite desnatado, desviando seu fluxo para a parte superior da tubulação. A influência
desta restrição diminui à medida em que se diminui o diâmetro do tubo do creme. A Fig. (5) mostra
os campos de pressão formados pelo escoamento em cada caso.

Figura (5): Campos de pressão: tubo do creme com (a) 1 polegada, (b) ¾ de polegada, (c) ½
polegada e (d) ¼ de polegada

(a) (b)

(c) (d)

(a) (b)

(c) (d)



Conforme esperado, é possível observar que a queda de pressão ao longo do tubo do creme
aumenta à medida que se diminui o diâmetro deste tubo, aumentando a potência de bombeamento
requerida. Esse fenômeno se deve ao aumento da área de fricção e também à necessidade do
aumento da velocidade afim de se manter a mesma vazão mássica. Assim, a potência de
bombeamento requerida torna-se relevante, para fins de projeto, para a escolha do diâmetro ideal
para a tubulação.

4.3. Análise do campo de mistura

A Fig. (6) mostra como se dá o processo de mistura, para cada caso, através de um corte
transversal da tubulação. A Fig. (7) mostra este processo através de um corte da seção reta do tubo
principal.

    

    

Figura (6): Distribuição da fração mássica de leite desnatado: tubo do creme com (a) 1 polegada,
(b) ¾ de polegada (c) ½ polegada e (d) ¼ de polegada

Figura (7): Distribuição da fração mássica de leite desnatado (corte da seção reta do tubo): tubo
do creme com (a) 1 polegada, (b) ¾ de polegada, (c) ½ polegada e (d) ¼ de polegada
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(c) (d)

(a) (b) (c) (d)



Era esperado que a injeção de creme com maior velocidade, através do tubo de menor diâmetro,
causasse uma melhor homogeneização, aumentando a importância da convecção no processo de
mistura advectivo-difusivo. No entanto, o corte da seção transversal na saída do tubo mostra que
esta melhora não é efetiva na direção das laterais da tubulação, apenas desvia a mistura para uma
posição superior na tubulação. Isto ocorre porque o creme atua como uma restrição mecânica ao
fluxo de leite desnatado, desviando-o para a região superior. Esta heterogeneidade da mistura
mostra que, devido ao baixo coeficiente de difusividade, as variações na dimensão da tubulação
secundária não são suficientes para que se tenha uma mistura adequada.
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Abstract. Process simulation in food engineering has permitted the creation of new technologies
and optimization of industrial processes. In the milk standardization process, high percent fat
cream is injected in line into skimmilk. The final fat content is controlled by measures taken in-line
of cream’s and skimmilk’s density, that are proportional to their fat contents, and the adjustment of
the injection flow. Both cream and skimmilk are considered newtonian fluids, with well known
physical properties. The main goal of this paper is to simulate the cream injection into skimmilk via
finite element method, by SUPG (Streamline Upwind/Petrov-Galerkin) approximation. A three-
dimensional geometry is used in order to make the simulation more realistic an input to the mass
transport equation, which will be solved to give the local mass concentration of each species. The
results of the convection and diffusion of mass will be analyzed, in order to evaluate the
effectiveness of the mixing process.
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