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Resumo

Quando se consdera a influéncia do movimento do sistema oscilatério sobre a fonte de
energia nas equagdes que regem o0 movimento de um sistema, tal sistema é chamado néo
ideal. Neste trabalho € investigado um sistema ndo ideal particular que consiste em um
péndulo simples cujo o ponto suporte é vibrado ao longo de uma guia horizontal por um
motor de corrente continua considerado de poténcia limitada. O movimento do motor &
transmitido para o péndulo por meio de um mecanismo bielamanivela Nestas condicoes
detecta-se movimentos cadticos nas oscilagdes do péndulo quando um parémetro de controle
€ variado proximo aregido de ressonancia fundamental. Este fendmeno é analisado variando-
se um dos parametros do péndulo, onde verifica-se que a forma do atrator permanece com as
mesmas caracteristicas topol dgicas.
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1. INTRODUCAO

Nas Ultimas duas décadas a andlise de sistemas dinamicos néo lineares tem se resumido
no estudo de equacdes simplificadas obtidas através de algumas suposicies feitas durante o
modelamendo do mecanismo adotado. Muitas vezes, estas suposi¢oes fazem com que aforca
externa ndo sofra qualquer influéncia do sistema oscilatério quando 0 mecanismo esta em
operacdo. Negte caso, os fendmenos ndo lineares que aparecem estdo relacionados apenas
com a performance do sistema oscilatorio e o sistema € chamado ideal. No entanto, pode ser
gue em certas ocasides de funcionamento estas simplificagdes possam afetar a andise fina
dos resultados, fazendo com que uma andise mais detalhada do mecanismo sgja necessaria.

Sabe-se que 0 caos representa uma estreita faixa de solucdes sobre a curva de ressonancia
de um determinado mecanismo, Belato e outros (1999), e esta faixa pode ser diminuida ou
aumentada de acordo com a escolha dos parametros das equagdes de movimento durante sua



integracdo. Por isso, ateragbes minimas nas equagdes de movimento podem modificar os
resultados finais na regi& onde as solugbes cadticas dominam, tendo-se necessidade de um
melhor equacionamento do mecanismo em questdo. Uma maneira de se fazer isso € incluir as
interagbes din@micas existentes no sistema nas equactes de movimento, fazendo com que o
mecanismo funcione com uma fonte de energia ndo ideal.

Umafonte de energia € chamada ndo ideal, quando as equagdes de movimento do sistema
consdera a influéncia do sistema oscilatorio sobre a fonte de energia, ou sgja, a fonte de
energia é de poténcia limitada. Neste caso, 0 movimento do sistema oscilatério interagird com
0 movimento do motor e vice-versa, aumentando a complexidade do sistema ja que oscilagbes
anteriormente desprezadas sdo agora consderadas.

Neste trabalho, € analisado um sistema nédo linear particular consistindo de um péndulo
simples cujo ponto suporte € vibrado ao longo de uma guia horizonta através de uma biela-
manivela forcada por um motor de corrente continua de poténcia limitada, Figura 1.
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Figura 1. Esquemado mecanismo eletromotor-péndulo

Este sistema apresenta comportamento complexo quando um parémetro de controle é
variado, Belato (1998), e o comportamento do atrator cadtico obtido préximo a regido de
ressonancia fundamental serd investigado quando varios parametros sdo variados. O trabalho
€ organizado como segue: na secéo |, € feita a derivacdo das equagdes de movimento para o
sistema eletromotor-péndulo; na secdo |11, € apresentada os principais resultados numéricos e
nasecdo 1V, € apresentada as conclusoes.

2. MODELO MATEMATICO

O mecanismo consiste de um péndulo cujo o ponto suporte A é vibrado ao longo de uma
guia horizonta por um motor de corrente continua, cuja equacdes de movimento
simplificadas sdo dadas por (Veja detahes em Belato e outros (1999)):

V(t) = RI(t) +K:0(t) "
Myoror = Kel(t) = Cm‘e

onde V(t) € avoltagem do motor, | €acorrente, R é aressténciadétrica, K, é aconstante de

torque, K. é a congante da voltagem e c,, € a constante para o coeficiente de perda interna

no motor.
Portanto, as equacdes de movimento do mecanismo eetromotor-péndulo sdo dadas por:



(3 +B,F2sen?a) =B, - (B, + B,F ' - B, sen” aFF'®’ - B,F(cosa + a'2) senax

a"+sena =0, (FG" + F’G’)cosa -Bea’ (2)

O 0,cos6 U ,

onde F=[+ 1 sen6, F =d—F* e ¥ a A seguinte transformacgdo foi
5 (-0isento)E dt b

usada: t* = w,t, t* é o tempo adimensional, w, é afrequencia natural do péndulo, B, €0

A K K 2
parametro de controle, B, = Rely 4 Cn B, = &2 B, =ma?, B,=mal, B, = ﬁ
W,

0 0 0
= %, com ©' velocidade rotacional do motor, a € o deslocamento angular do péndulo, Jéo

momento de inércia do rotor do motor, m é a massa do péndulo, | € o comprimento do
péndulo, c, é o coeficiente de amortecimento para a friccdo no pino A, Y, é coeficiente de

amortecimento para friccéo sobre o péndulo e as linhas denotam as derivadas em relacéo at*.
3. RESULTADOS NUMERICOS

As simulagdes numéricas foram feitas no Simulink Toolbox do Matlab[J, adotando-se (3,
como um pardmetro de controle, B; = 0, J = 0.001655, B, = 0.001 e variando-se 0s
parametros B,, B,, Bs. 0,0,, com as condigdes iniciais a(0)=a'(0)=0 e
6(0) = 0'(0) = 0. O integrador numérico € o Runge-Kutta de quarta ordem com passo
variavd.

Observa-se que a perda de estabilidade do sistema, proxima a regido de ressonancia
fundamental, ocorre devido a uma bifurcagdo sela-n6, onde com um pequeno aumento do
vaor do parametro de controle leva a uma colisdo da solucéo estéavel (movimento periddico),
com umainstavel localizada préxima ao ponto de deslocamento angular do péndulo dado por

a. = % Esta solucéo instavel (seld) aparece no sistema devido a excitacéo horizontal do

ponto suporte do péndulo sendo a causa principa de perda de estabilidade neste sistema,
guando o valor do parédmetro de controle é aumentado. O sistema perde estabilidade
destruindo o atrator periédico ndo ressonante dando origem a um atrator caotico, através de
uma boundary crisis. Em outro sentido, quando o vaor do parametro de controle é diminuido
a perda de estabilidade ocorre através de uma crise interior levando ao caos. Os valores de
bifurcagdo dependem da escolha dos parametros acima definidos e isto ndo sera explorado
neste trabalho.

Na figura 2 é apresentado o atrator cadtico definindo B, = 0.0245, B, = 4,9.107,
B; = 0.0021, 0,=0, = 0.2333 e B, = 0.022, e o correspondente diagrama de bifurcacéo. O
atrator cadtico é obtido em um mapa de Poincaré tridimensional, calculado toda vez que a
trajetériado sstemaintersecciona o plano 6 = 0, sendo que sua projecéo sobre o plano o'xa é
dada nafigura 2a. Nota-se que o atrator tem seu movimento restrito ao poco potencid cujo o
minimo é determinado pelos pontos (a,a’)=(0,0). As partes protuberantes da figura
(também conhecidas como “ dedos ), se dongam de maneira que tendem a se encontrarem
em um mesmo ponto, como visto na figura 2b, em trés dimensdes. Estes alongamentos
determinam a limitacdo do atrator, pois quando acancam a velocidade critica do péndulo
dada por a'=2, ocorre 0 escape do péndulo do poco potencial. Noentanto a estrutura do



atrator permanece com as mesmas caracteristicas iniciais, embora seu movimento tenda a se
tornar ilimitado quando os vaores dos parametros escolhidos diminuem.
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Figura 2. Os valores dos parametros sio: B, = 0.0245, B, = 4,9.10™, B, = 0.0021,
0,=0, = 0.2333. (8) Mapa de Poincaré do atrator cadtico dentro de um Unico pogo potencial
quando (3, = 0.022. Este mapa é obtido pela projegdo do mapa de Poincaré tridimensional
sobre o plano a’ xa . (b) Mapa de Poincaré tridimensional. (c) Diagrama de bifurcacdo.

A figura 3 mostra o arator ilimitado quando (3, = 0.0245, B, = 3,43.10™, B, = 0.0015,
[0,=0, = 0.2333 e 3, = 0.022. Quando os valores destes parametros sdo diminuidos ocorre
um preenchimento nos pogos potenciais caracterizados por um aumento na dispersdo dos
pontos no mapa de Poincaré. Neste caso, 0 atrator consegue escapar do pogo potencial quando
o valor critico da velocidade do péndulo é alcangado, visitando aleatoriamente qualquer outro
poco potencial. Neste instante o atrator € ilimitado, mas mesmo assm possui uma estrutura
topoldgica similar ao anterior, dada pela figura 2, e aos atratores obtidos nas figuras 4 € 5. Os
“ dedos” tendem a se movimentar de maneira a preencher cada vez mais o interior do espaco
de estado, e esta dispersdo irregular dos pontos mostra um aumento da velocidade de
oscilagcdo do péndulo.
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Figura 3. Atrator cadtico obtido quando:
B, =0.0245, B, = 3,43.10™, B, = 0,0015, 0,=00, = 0,2333 e B, = 0.022
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Figura 4. Atrator cadtico obtido quando:
B, =0.0245, B, =2,45.10™, B, = 0,0011, O0,=0, = 0,2333 e B, = 0.022



Figura 5. Atrator cadtico obtido quando:
B, =002, B, =1,2510", B, =5. 10, 0,=0, =0,25e B, = 0.018

4. CONCLUSOES

Um sistema dindmico particular ndo ided é andisado através de smulagdo numeérica.
Proximo a regido de ressonancia fundamental, a perda de estabilidade ocorre devido a
presenca de uma boundary crisis (quando o valor do pardmetro de controle é aumentado) e
através de uma crise interior (quando o valor do parametro de controle € diminuido), sendo
gue ambos o0s eventos levam ao caos. A investigacéo é feita variando-se véarios par@metros
simultaneamente mostrando que a estrutura topologica do atrator cadtico permanece quase a
mesma, ou sgja, € similar em todos 0s casos estudados. Observa-se também que a disperséo
dos pontos sobre 0 plano de estado se torna maior quanto menor forem os valores adotados
para 0s parametros.
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