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Resumo

O fluxo de poténcia foi estimado numericamente usando a resposta dinamica de uma
placa de Mindlin modelada com elementos de nove nés. O elemento utilizado apresenta
os trées modos de corpo rigido e é livre do fenomeno de travamento. A formulacao do
fluxo de poténcia utilizada é mesma utilizada usualmente na estimativa experimental,
a qual é baseada na teoria classica de placas. Os fluxos de poténcia ativa e reativa
foram simulados numericamente considerando um exemplo com uma placa de aluminio
discretizada com dez elementos em cada direcao ortogonal e submetida a uma excitacao e
fixa em um ponto. Os parametros de massa, rigidez e amortecimento usados para simular
a fixacao do excitador eletrodinamico na placa e o ponto de fixacao resiliente, os quais
representam a fonte e o sorvedouro de energia, respectivamente, foram considerados no
modelo de elementos finitos. O mapa do fluxo de poténcia ativa permitiu a indentificacao
da excitacao e do ponto de fixacao resilienteda placa. O divergente da poténcia reativa
foi também estimado. O mapa do fluxo de poténcia reativa permitiu a identificacao do
modo operacional de vibragao.
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1. INTRODUCAO

O fluxo de poténcia, ou intensidade estrutural, é uma ferramenta alternativa para a
analise de vibracoes em estruturas. E uma quantidade vetorial complexa definida como
o produto da forca pela respectiva velocidade. O fluxo de energia correspondente a parte
real, denominada ativa, tem origem na regiao onde a estrutura é excitada e aponta na
direcao onde a energia é absorvida, fornecendo, assim, informacoes sobre a localizacao de



fontes e sorvedouros de energia e sobre os caminhos predominantes do fluxo de energia
dentro da estrutura. A sua magnitude é obtida através da média temporal do produto
da forca instantanea por unidade de area pela componente em fase da velocidade. A sua
direcao é dada pelo vetor unitario normal a superficie de medicao. A parte imaginaria,
denominada de poténcia reativa, porém, estd associada a reflexao da energia injetada.
Através dela, podem ser obtidas informagoes sobre a presenca de campo proximo e modo
de vibragao (Gavric, Carniel e Pavic, 1990).

Os métodos utilizados para a estimativa do fluxo de poténcia podem ser classifica-
dos em quatro tipos principais, dependendo da freqiiéncia de andlise e da sua aplicagao
tedrico-experimental (Hambric, 1990): métodos experimentais, método dos elementos fini-
tos, andlise estatistica de energia e elementos finitos usando analogia com a equagao de
conducao de calor.

Neste trabalho, o fluxo de poténcia é estimado utilizando a resposta dinamica obtida
através de um modelo de elementos finitos de placas de Mindlin com 9 nés e livre do
fenomeno de travamento. A formulacao utilizada para o calculo do fluxo de poténcia é
a mesma usualmente aplicada na estimativa experimental (Pascal, Loyau e Mann, 1990),
a qual é funcao apenas do grau de liberdade de flexao e é baseada na teoria classica de
placas.

2. FORMULACAO MATEMATICA DO FLUXO DE POTENCIA EM PLA-
CAS

Sabe-se que para a obtencao experimental do fluxo de poténcia em placas mede-se
apenas a deflexao. Os graus de liberdade de rotacao utilizados no modelo de Mindlin nao
sao medidos. Desta forma, a equacao utilizada para a estimativa do fluxo de poténcia
¢ baseada na teoria classica de placas em que, de modo andlogo ao modelo de viga de
Bernoulli-Euler, a inércia de rotacao e a deformacao por cisalhamento sao consideradas
nulas. A equagao de movimento (Doyle, 1996) é obtida a partir da equagao de equilibrio
de um elemento infinitesimal de placa e utilizando as leis constitutivas da elasticidade
para obten¢ao dos tensores de tensdo e deformacao (Chen e Saleebs, 1994):
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onde p é a densidade , V2 = BB—; + ;—; o Laplaciano, F (t) 0 (z — x,,y — ¥,) a for¢a externa
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aplicada no ponto(z,,y,), w o deslocamento fora do plano, D = #}fﬂ) a rigidez de
flexao, £ o mdédulo de elasticidade, h a espessura da placa e v o coeficiente de Poisson.
Supondo uma resposta harmonica, a solugao da eq.(1) é dada por:
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onde w é o deslocamento fora do plano, A; e B; correspondem as amplitudes dos termos
propagativos na direcao x, A, e By na diregao y e k, e k, os respectivos niimero de onda
para os quais vale a seguinte relagao: k2 + k; = k2.

Substituindo a solu¢ao dada em (2) na eq.(1), obtém-se o nimero de onda k:




A expressao do fluxo de poténcia é obtida somando-se o momento M e a forca de
cisalhamento @), ou seja:

. . 4
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Substituindo as expressoes de M e @ utilizadas na obtencao da eq.(1) (Doyle, 1996),
e passando a eq.(4) para o dominio da freqiiéncia, obtém-se a seguinte equagao para o
célculo do fluxo de poténcia em placas (Pascal, Loyau e Carniel, 1993):
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onde W é a amplitude complexa de w, w =27 f, 1 =/ —1.
A poténcia ativa é definida pela seguinte expressao:
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Aplicando a eq.(6) em (5) e sabendo que R{iZ} = —3{7}:
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onde V = (.%Z—l— aif é o gradiente.
Considerando a hipotese de ondas propagativas e independentes e utilizando a relagao
V2W = —k*W, a eq.(7) se reduz a:

I'(z,y,0) = V/DphS {WvW*} (8)
A poténcia reativa é definida pela expressao:

Py = %%{F(w)‘/(w)*} (9)

A expressao da poténcia reativa é obtida aplicando a eq.(9) em (5) e sabendo que
{iZ} = R{Z}:
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E importante observar que a poténcia reativa total nao pode ser obtida a partir da
eq.(8) substituindo a parte imagindria pela parte real, pois tal substitui¢do resulta na
expressao da componente da poténcia ativa devida as forgas @), e @), conforme pode ser
visto considerando o primeiro termo da eq.(10) e substituindo VW = —k>W:

P = /Dph {VWW*} — /DphR {WVW*} (11)
3. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

A modelagem de placas utilizando a teoria de Kirchhoff (Classica) resulta em frequéncias
naturais mais altas por ser um modelo menos preciso, o qual despreza a deformacao por
cisalhamento. Desta forma, foi utilizado o modelo de placas de Mindlin (1951), no qual
a deformacao de cisalhamento e a inércia de rotacao sao consideradas nao nulas e a linha
reta normal a superficie neutra permanece reta apos a deformacao, porém nao mais per-

pendicular a mesma. As equacdes de movimento para este modelo sao dadas por Doyle
(1996):
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onde w é o deslocamento normal, 1, e 1, sao as rotacoes das linhas normais a superficie
neutra, h a espessura da placa, p a densidade do material, G = E/2(1 +v) e I, = h?/12.
Interpolando 9, 1, e w através das varidveis nodais w;, 0, e 0y;:
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onde N sao as fungoes de forma e n o nimero de nés por elemento.
A deformacao de cisalhamento 4 e a curvatura k sao dadas por:
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A energia de deformacao é obtida a partir de um elemento infinitesimal de area
da = dx dy:
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As matrizes de rigidez de flexao e cisalhamento sao obtidas através do principio dos
trabalhos virtuais 611 = 0, logo:
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Sabe-se, que na aplicacao da teoria de Mindlin em placas finas utilizando a formulacao
isoparamétrica, a integracao completa da matriz de rigidez leva ao aparecimento de tensoes
de cisalhamento espirias e ao fenémeno de travamento da malha. Uma solucao para este
problema é a modificacao do polinomio de interpolacao da deformacao de cisalhamento de
modo que a integracao completa nao leve ao enrijecimento da estrutura. Neste trabalho,
foi utilizado o polinémio obtido por Donea e Lamain (1987), o qual permite a integragao
completa para obtencao da matriz de rigidez. Desta forma, os trés modos de corpo rigido,
fundamentais na obtencao da resposta do estrutura, sao obtidos.

4. RESULTADOS

Para a simulagao numérica do fluxo de poténcia é considerada uma placa de aluminio
de 0,4 x 0,5 x 0,001m. A modelagem ¢é feita utilizando o elemento de placa de Mindlin
com nove nos por elemento. Sao utilizados 10 elementos nas direcoes vertical e horizontal
para a discretizacao da estrutura. A excitacao é aplicada através de uma forca unitaria
(representada pelo ponto ‘A’ na fig.1), possibilitando a entrada de energia no sistema. Os
parametros do sorvedouro de energia (massa, rigidez e amortecimento) correspondentes ao
ponto de fixacao resiliente da placa (representado pelo ponto ‘B’ na fig.1) foram utilizados
no modelo. A adi¢ao de massa no ponto de aplicacao da excitacao para simular o efeito
da utilizacao de um excitador eletrodinamico foi também considerada. A influéncia dos
modos de ordem elevada foi incluida na obtencao da resposta da estrutura devido a sua
importancia na estimativa do fluxo de poténcia (Szwerc, Hambric e Erickson, 1988).
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Figure 1: Discretizacao utilizada na placa mostrando ponto onde a placa é presa com
suporte resiliente (‘A’) e o ponto de aplicagao da excitacao (‘B’).

A fig.2(a) mostra o mapa vetorial do fluxo de poténcia ativa. O divergente deste mapa
(fig.2(b)) representa a variacdo do fluxo em cada ponto. A parte clara representa uma
variagao positiva indicando a presenca da fonte e a parte escura uma variacao negativa
representado o sorvedouro de energia.

O mapa do fluxo de poténcia devido a @, e (), indica a posicao das linhas nodais,
permitindo a identificagado do modo operacional de vibragao (Alves e Arruda, 2000). Desta
forma, para a estimativa do fluxo de poténcia reativa foi utilizada a eq.(11). O mapa
obtido e o modo operacional correspondente sao mostrados na fig.3.
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Figure 2: Poténcia ativa (a) e divergente (b) em 74H z.

A
7
A
v

SNNNNN e e 2
SOSNSSSNN\ Y LS
SN\ ST LA ST
[T TSNS\ LSS ST T TSN

— LSS ST T T TSN
| i,

//;M\\\\\\H t 42222277

; L 727 7NN \::::E:
Y ’/’;;\\\\ AR
7

~ N

a4

(a) (b)
Figure 3: Poténcia reativa (a) e modo operacional da placa (b) em 74H z.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho a teoria de placas de Mindlin foi utilizada na obtencao da resposta
dinamica da estrutura por ser mais precisa. O modelo foi obtido considerando elementos
de nove nés sem travamento. Para a simulacao numérica do fluxo de poténcia foi utilizada
uma expressao ja validada experimentalmente a qual é baseada na teoria classica de placas.
Observou-se que o mapa de fluxo de poténcia ativa obtidos permitiu a identificacao da
fonte e sorvedouro de energia. A parte reativa, por outro lado, permitiu a idenficagao do
modo operacional de vibracao através das linhas nodais. Este tipo de andlise encontra

aplicacao na localizacao de fontes e sorvedouros de energia em estruturas para controle
de vibracao e ruido.
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