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Resumo

O objetivo deste trabalho é readizar o estudo do problema de transferéncia de calor por
convecgdo forgada interna de liquidos, escoando em canais de placas planas e paraeas. Para
a sua solucdo, utilizaase o procedimento hibrido numérico-analitico da Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT). Neste estudo, considera-se que o perfil de
velocidade encontra-se plenamente desenvolvido na entrada do duto e termicamente em
desenvolvimento. Considera-se também que as propriedades termofisicas permanecem
constantes, variando-se somente a viscosidade dinamica.
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1. INTRODUGCAO

O estudo do problema de conveccgéo forcada interna em dutos, considerando a hipétese
de propriedades termofisicas constantes é amplamente explorado na literatura. Porém, para
que tal hipétese sgja vaida, deve-se admitir que as diferencas de temperatura envolvidas no
problema sdo bastante pequenas, o que restringe muito o campo de aplicacdo da solucéo deste
problema.

Por outro lado, sabe-se que as propriedades termofisicas variam com a presséo e a
temperatura e, particularmente, para o caso do fluido ser liquido, essas propriedades mantém
forte dependéncia com a temperatura, sendo que a viscosidade apresenta 0 maior percentual
de variacdo em relacdo as demais propriedades (Kakag et al.,1987). No entanto, se as
velocidades envolvidas forem relativamente pequenas e o fluido em estudo for um liquido
ndo-metdlico, pode-se considerar as propriedades termofisicas massa especifica, calor
especifico e condutividade térmica praticamente constantes, dentro de uma determinada faixa
de temperatura, sendo somente a viscosidade funcéo da temperatura.

Assim, nesta contribuicdo pretende-se estudar o problema de transferéncia de calor por
conveccdo forcada interna em liquidos escoando em canais de placas planas paraelas,
utilizando-se o procedimento hibrido analitico-numérico da Técnica da Transformada Integral
Generdizada (Cotta, 1993). O escoamento € modelado como possuindo um perfil de
velocidade plenamente desenvolvido na entrada do canal e térmicamente em desenvolvimento
com viscosidade variavel em funcdo da temperatura somente, enquanto as demais
propriedades termofisicas sGo tomadas como constantes.



Tal formulacdo foi adotada por Yang (1962) ao resolver este problema através de
métodos integrais aproximados e posteriormente retomada por Gryglaszewski et a. (1980)
gue utilizaram solugbes numéricas para a resolucéo da equacdo final. O presente trabalho
busca uma alternativa as solucfes acima através de um enfoque de caréter hibrido analitico-
numeérico com vantagens nitidas sobre os esquemas puramente numéricos, como por exemplo
diferencas finitas, usualmente utilizados na solucdo das equagdes que governam este tipo de
fendmeno.

2. ANALISE

Considera-se um cana de comprimento semi-infinito, formado por duas placas planas e
paralelas, fixas no espago, separadas por umadistancia 2L , submetido atemperatura prescrita
Ty ha parede, dentro do qua escoa um fluido liquido. Na entrada do duto, o perfil de

temperatura T € constante e o perfil de velocidade est4 plenamente desenvolvido. O
escoamento € laminar e incompressivel, simétrico em relacdo ao eixo axial e em regime
permanente. Os efeitos de conveccdo natural, difusdo de calor axia, dissipacdo viscosa e
geracéo de calor sdo desprezados. Ademais, supfe-se que a viscosidade apresenta uma
dependéncia com relacdo a temperatura enquanto que as demais propriedades termofisicas
permanecem constantes. Além disso, a velocidade na diregdo radial, resultante da variagéo de
viscosidade, possui valor muito pequeno em comparacéo a velocidade na direcdo axia e é
consequentemente abandonada.

As equacdes de governo naforma dimensional, levando-se em consideracéo as hipoteses
simplificadoras mencionadas acima, sdo dadas por:
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As condi¢bes de entrada e de contorno para este problema séo:
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Considerando-se a simetria do problema e integrando-se a equagdo da quantidade de
movimento (1) duas vezes em relacdo a variavel longitudinal y, utilizando-se a formulagéo
para a velocidade média, Shah and London (1978), obtém-se a seguinte expressdo para a
velocidade axial naformaadimensional:
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onde as variaveis adimensionais sdo definidas como:

(6)
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A seguinte expressao, formulada por Y ang (1962), serd adotada para a viscosidade como
funcéo datemperatura:

1
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onde y € um parémetro de viscosidade caracteristico do fluido, de valor negativo, para

aquecimento do fluido, e positivo, pararesfriamento.

Em termos da expresséo para aviscosidade (7), aexpressao (5) pode ser reescrita como:

j’ Y'[1+y6(X,Y)] dY’

U(X,Y) = (8)
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Com isso as equagdes de governo (1) e (2) , em sua forma adimensional, podem ser
reduzidas a uma Unica equacdo em termos do campo de temperatura 6(X, Y), conforme

proposto por Yang (1962):
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Sujeita as seguintes condi¢des de entrada e de contorno:
8(0,Y)=1 0<Y<1 (20)
%(X,O) =0 ; 8(X,) =0 X>0 (11)

De acordo com os preceitos da Técnica da Transformada Integral Generalizada, 0 campo
de temperatura sera expandido através de uma base de autofuncdes e, de modo a fazer uma
representacéo adequada, o problema de autovalor deve ser escolhido de tal forma que ele
contenha grande parte das caracteristicas da formulacdo matemética do problema fisico.
Assim, através de uma inspecao das equactes (9) - (11), escolhe-se 0 seguinte problema de
autovalor:
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cuja solucdo em termos dos autovalores, e respectivas autofuncdes e normas (Boyce e
Diprima, 1992) é dada por:
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Utilizando-se a propriedade de ortogonalidade das autofuncfes, pode-se facilmente
determinar o par de transformagéo e inversdo (Cotta, 1993) por:

0i(X) = NI J’ @ (Y)6(X,Y)dY (Transformada) (15)
8(X,Y) = iﬁcpi Y)8.(X)  (Invers) (16)
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De modo a promover a transformagdo integral do problema originad uma série de
operacoes matematicas deverdo ser feitas resultando ao final um sistema infinito de equacdes
diferenciais ordindrias paraavariavel 8,(x). Assim, inicialmente integra-se a equagéo (9) em
relacdo a coordenada longitudinal no intervalo (0,Y). Realiza-se uma nova integracdo ao
longo do intervalo (Y,1), e com o auxilio das condi¢des de contorno descritas em (11) , tem-se
uma equagdo explicita para o campo de temperaturalocal dada por:

00X, )=~ E} U(X, Y)ae(x Y gy E (17)

Utilizando a relagdo acima na equacdo de transformagdo, equacdo (15), tem-se que a
temperatura transformada pode ser expressa como :

U

Neste estagio, utilizase a o perfil de velocidades, equacdo (8), e efetuando uma
integracdo por partes chega-se a:
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Substituindo-se a formula de inversdo (16) na expressdo acima e realizando-se algumas
mani pul agdes al gébricas convenientes, obtém-se:

NB(X) = j @) P gy (19)
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Como se pode perceber da andlise da equacdo (20), as manipulagdes descritas acima
resultaram em um sistema infinito de equacdes diferenciais ordinarias para a temperatura
transformada. Sob um ponto de vista prético, a expansdo em (16) deve ser truncada em um
nimero suficientemente grande de termos para que um critério de convergéncia pré-
estabelecido sgja atingido. Assim, ao se trabalhar com uma expansdo genérica de N termos
em (16), o sistema de equacdes diferenciais ordinérias pode ser colocado no arranjo matricial
abaixo:
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Cabe neste ponto mencionar que os coeficientes integrais descritos em (21), (22), (26),
(27), (30) e (31) foram calculados analiticamente com o auxilio de expressdes contidas em
Gradshtenyn e Ryzhik (1994). Além disto, a condicdo de entrada para a temperatura
transformada é facilmente obtida, inserindo-se a equacéo (10) em (15).

De posse da solucdo do sistema, uma série de variaveis de interesse deste problema
podem agora ser avaliadas. Por exemplo, uma expresséo para o perfil de velocidade U(X,Y)
pode ser obtida substituindo-se (16) em (8). A expressdo fina em termos da temperatura
transformada &
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A avaliacdo da temperatura média do fluido (Shah and London, 1978), em termos das
variaveis transformadas, é feita através de:

N o= N = — 1 N .= l
eM(X)=]Z @1- GJ(X)+vg ij9;(><)9k(><)/3+ygl Mkek(X)% (29)
onde,
1 . (1-Y?) 1
1| = N MJ @ (Y)dy; L = N 1/2I R (Y) @ (Y) dY (30,31)
j 0 j 0

Finalmente, o nimero de Nussdlt local é calculado através de
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onde o fluxo de calor junto a parede €
200X, Y) _ & ¢D)8i(X)
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3. RESULTADOSE DISCUSSAO

De modo a analisar os efeitos da variacdo da viscosidade nos perfis hidrodinamico e
térmico em um escoamento com perfil de velocidade plenamente desenvolvido na entrada e
térmicamente em desenvolvimento, com temperatura prescrita na parede do duto, simulacdes
numéricas foram realizadas, tendo como base 0 modelo proposto por Y ang (1962).

Todos os agoritmos confeccionados neste trabalho foram escritos em linguagem
FORTRAN, e implementados em um PC PENTIUM 200 MMX e para a solugdo do sistema
de equacOes diferenciais ordinérias (23) foi utilizada a subrotina DIVPAG, da biblioteca do
IMSL, que faz um controle automéico de erro local, mantendo-o dentro da tolerancia
desgjada, sendo especialmente recomendada para sistemas de “rigidos’. Uma preciséo
prescrita de 10° foi estabelecida em todos os casos testados. O sistema de equactes
diferenciais ordinarias foi truncado, considerando-se 0s primeiros trinta termos da série,
quantidade que se mostrou suficiente para garantir a convergéncia em pelo menos trés digitos.
Para as simulagdes realizadas, foram escolhidos os valores do parametro y iguaisa 9.0, 6.0 e
3.0 para 0 caso de resfriamento do fluido e os valores -0.9 , -0.6 e —0.3 para 0 caso de
aguecimento.

As figuras 1 e 2 mostram, respectivamente , a evolucéo do perfil da velocidade U(X,Y)
ao longo da posicao axial X , para os casos de aquecimento e resfriamento do fluido. Observa-
se que, para o caso de aquecimento do fluido, a variagdo da viscosidade provoca uma
deformacéo no perfil inicidlmente parabdlico, achatando-o na regido de entrada do duto. Ja



para 0 caso de resfriamento, a influéncia da variacdo da viscosidade faz alongar o perfil
enguanto que na regido assintética, 0 mesmo recupera a condicdo de perfil parabdlico.

Asfiguras 3 e 4 apresentam a evolucdo da velocidade axial nalinha de centro do duto em
relacdo a coordenada X para o0s casos de aquecimento e resfriamento do fluido,
respectivamente. Estas figuras permitem observar que, quanto maior o vaor absoluto do
parémetro de viscosidade, maior 0 desvio da velocidade axial em relagdo a velocidade
plenamente desenvolvida (y=0). Nota-se, também, que o comprimento de entrada aumenta
proporciona mente ao aumento do valor absoluto deste parémetro de viscosidade.

Asfiguras 5 e 6 permitem analisar o comportamento do nimero de Nusselt local para os
casos de aguecimento e resfriamento do fluido, respectivamente. Para 0 caso de aquecimento
do fluido, a figura 5 mostra que, para uma determinada posicéo X, a medida que o valor
absoluto do pardmetro y decresce, o valor do niumero de Nusselt decresce proporciona mente.

Isto é explicado, tendo em vista que, com 0 aquecimento do fluido no escoamento, a
viscosidade proxima a parede diminui, acelerando consequentemente 0 escoamento neste
ponto quando comparado com o caso isotérmico (y = 0). Quanto maior o valor absoluto de
Yy, maior ainfluéncia da viscosidade no nimero de Nusselt e na velocidade do escoamento.
Nesta figura, também pode-se observar 0 comportamento assintético do nimero de Nusselt,
tendendo para o valor caracteristico de 7.54 encontrado naliteratura (Shah & London, 1978).

O comprimento de entrada térmica também é influenciado, de uma forma menos
acentuada do que no caso do perfil de velocidade axial, pela variagcéo da viscosidade, sendo
gue gquanto maior 0 grau de variagdo da viscosidade medido pelo parametroy, maor o
comprimento de entrada térmica

Para o0 caso de resfriamento do fluido, a figura 6 ilustra o comportamento do nimero de
Nusselt local com a variagéo do parametro de viscosidade y. Este comportamento é similar ao
caso de aguecimento do fluido onde o decréscimo do nimero de Nusselt € proporciona a
diminuicdo do valor absoluto do pardmetro y e percebe-se a tendéncia assintética ao valor
caracteristico de 7.54.

Da analise dos gréaficos observa-se também que, enquanto, para o caso de aquecimento do
fluido, 0 nimero de Nusselt decresce monotonicamente; no caso de resfriamento, 0 nimero de
Nusselt decresce até um valor minimo e depois aumenta até o valor assintético. Esta
caracteristica é devido a influéncia da variacdo da viscosidade, influéncia esta sentida
principalmente nas vizinhangas da parede do duto, causando a ateracéo da velocidade neste
ponto e a consequente propagacao deste efeito para os demais pontos até a linha de centro.
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Figura 1. Evolugdo do perfil de velocidade Figura 2. Evolugdo do perfil de velocidade
axial para o caso de aguecimento do fluido axial para o caso de resfriamento do fluido
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Figura 3. Velocidade axial nalinha de centro
para o caso de aquecimento do fluido
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Figura 4. Velocidade axial nalinha de centro
para o caso de resfriamento do fluido
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Figura 5. Variacdo do Numero de Nusselt local Figura 6. Variagdo do Numero de Nusselt local
para o caso de aquecimento do fluido

para o caso de resfriamento do fluido

Concluindo, a discusséo acimarevelaque a TTIG provou ser uma ferramenta eficiente
para a solucdo do problema de conveccdo forcada interna em canais com viscosidade
dependente da temperatura. Em fungdo da grande preciséo na solugdo do sistema de equagdes
para as temperaturas transformadas, este procedimento analitico-numérico permite estabel ecer
com o refinamento desegjado a entrada hidrodinamica e térmica do problema em questéo.
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