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Resumo

Os trens de engrenagens epicicloidais ou trens de engrenagens planetérias (TEPs) séo
sistemas de transmissdo de alta complexidade cinemética e de dificil visualizacgo. Entretanto,
s80 grandes as suas vantagens. compactos, leves, permitem atas reducdes de velocidade,
possuem alta confiabilidade pois tem engrenamento permanente, possuem capacidade de
bifurcacéo e adicdo de poténcia e permitem multiplas relacdes de transmissdo. Sua principal
aplicagdo sdo as caixas de transmissdo automética dos veiculos modernos. Como existe uma
grande variedade de possibilidades de configuracbes na unido de varios TEPs, o
estabelecimento de formas de representacdo do sistema em estudo € fundamental para sua
compreensdo. Este trabalho tem como objetivo, apresentar as diversas formas de
representagdo adotadas por vérios autores e mostrar as equivaléncias entre elas.

Palavras-chave: Trens de engrenagens planeté&rias, trens de engrenagens epicicloidais,
representacao.

1-INTRODUCAO

Trem de engrenagem € uma cadeia cinematica destinada a transmitir rotacoes.
Segundo Pires e Albuquerque (1980), trés montagens sdo possiveis. trem simples, trem
composto e trem epicicloidal. Trem simples é um sistema de engrenagens onde, em cada
€eix0, SO existe uma engrenagem (Figura 1a). O trem de engrenagem é chamado de composto,
guando existe um ou mais eixos com duas engrenagens ou mais (Figura 1b). Nestes dois
casos, 0 suporte dos eixos das engrenagens € fixo. Quando existe um suporte, de pelo menos
um eixo, dotado de movimento de rotacéo, o trem é chamado de epicicloidal. Na Figura 1(c),
0S €X0S que suportam as engrenagens intermediarias entre a engrenagem central e a externa
(esta ultima com dentes internos), estdo montados em um suporte que gira em torno do eixo
central do conjunto. Essa possibilidade do eixo de uma engrenagem também poder girar ao
redor de outro eixo, aém de girar em torno de s mesmo é que caracteriza um trem
epicicloidal. Essa nomenclatura se deve ao fato de um ponto, pertencente a engrenagem que
possui eixo mével, descrever uma curva epicicloidal.



a) Trem simples b) Trem composto c) Trem epicicloidal

Figura 1 - Tipos de trens de engrenagens.

2 —- TRENS DE ENGRENAGENS PLANETARIAS

Devido a analogia com nosso sistema solar, este tipo de trem epicicloidal €
freqientemente chamado de trem planetario ou trem de engrenagens planetarias ou
simplesmente TEP. Em virtude disso, a engrenagem central é chamada de solar e a,, ou as
engrenagens que giram em torno dela, sGo chamadas de planetarias ou satélites ou
simplesmente planetas. Quase sempre se utiliza, também, uma engrenagem de dentes internos
em torno do TEP, onde os planetarios também se engrenam. Esta € chamada de anular,
semelhante a um anel. O elemento que suporta o eixo moével dos planetas e que pivota em
torno do eixo principal do TEP é chamado de suporte ou brago. A Figura 2 identifica estes
elementos.

Nome Equivalente
Trem de engrenagem Trem de engrenagem
planetéria epicicloidal
Engrenagem solar Sol
Engrenagem anular Coroa
Engrenagem planetéria Planetério, planeta ou satélite
Brago Suporte
44— Eixo princij pal

Figura 2 - Nomenclatura dos elementos de um TEP.

Diversos autores definiram o que € um trem de engrenagens planeté&rios Dubbel
(1944) escreveu que engrenagens planetarias simples se caracterizam porgue, nelas, existe
uma roda fixa e outra moével que gira ao redor da fixa e se engrena com €ela.. Lima (1980)
salientou que alguns sistemas de engrenagens se diferenciam dos comuns, pelo fato de
possuirem uma ou mais engrenagens com possibilidade de girar ao redor do préprio eixo e,
simultaneamente, em torno de um outro eixo. Shigley (1984) escreveu que, em um tipo de
trem de engrenagens, pode-se obter efeitos surpreendentes, fazendo-se com que algum dos
eixos gire em relacdo aos demais. Tais trens chamam-se trens planetérios ou epicicloidais.
Olson et a (1987) definiram que os trens de engrenagens planetarios consistem de uma ou
mais engrenagens centrais com engrenagens planetas engrenadas e que giram em torno
delas, de tal forma que os pontos dos planetas descrevam curvas epiciclicas. Brasil (1988)
definiu os TEPs, como trens de engrenagens em gue alguns eixos sdo moéveis, girando ndo so
em torno de s mesmos, mas também em torno de outro eixo do trem. As engrenagens
planetas estdo ligadas por um brago de tal forma que a distancia entre os centros das
engrenagens permanega constante.



Os TEPs sdo sistemas de transmisséo de ata complexidade cinematica e de dificil
visualizagdo. Entretanto, suas vantagens sdo grandes. compactos, leves, ata reducdo de
velocidade, alta confiabilidade, alta densidade de poténcia, capacidade de bifurcagdo e adicéo
de poténcia, capacidade diferencial, sistemas de multiplas relagbes de transmisséo e
engrenamento permanente, permitindo ainda a minimizacdo dos esforgos nos mancais e
alinhamento dos eixos. Estas sdo algumas das caracteristicas que tornam os TEPs sistemas
de grande potencial de aplicagdes, embora ainda ndo tanto estudado e pesquisado, de tal
formaa permitir cada vez mais sua utilizacdo em massa (Dedini, 1985).

Suas vantagens os tornaram preferiveis para o uso militar, onde mdltiplos
engrenamentos reduzem o risco de parada. O funcionamento suave também os tornam
adequados para uso em submarinos e a grande capacidade de reducdo torna possivel sua
aplicacdo em turbinas. Os TEPs também sdo utilizados em aplicacBes aeroespaciais e em
helicdpteros, além do uso automotivo como diferencia e caixa de transmissdo automatica. Os
TEPs s80 mecani smos i nteressantes porque tem dois graus de liberdade.

Pode-se aumentar a complexidade do TEP, alterando-se o arranjo da configuragéo das
engrenagens planetérias. A introducdo de uma engrenagem intermediéria entre o planeta e a
engrenagem central resulta nainversao do sentido de rotacdo do membro de saida e, portanto,
interfere no carater cinemético do trem planetario. Estas duas engrenagens planetarias néo
necessariamente podem estar alinhadas radialmente, como mostra a vista frontal da Figura
3(a). Quando se utiliza trés planetarios emparelhados, néo € alterado o sentido de rotagéo.
Estes tipos séo chamados de TEP com planetarios emparelhados. Além disso, pode ocorrer
ainda de o TEP possuir pelo menos dois planetas solidarios em um Unico eixo. Sdo chamados
de TEP com planetirio composto (Figura 3 b). E é possivel ainda, um TEP possuir
simultaneamente planetarios emparel hados e compostos (Figura 3 ).

I 1

a) Planetério emparelhado b) Planetério composto c) Planet&rio composto
e emparelhado
Figura 3 - Arranjos possiveis dos planetas nos TEPs.

Um TEP pode também possuir mais de um planeta entre as duas engrenagens centrais.
Isso ndo muda o cardter cinematico do TEP. Um aumento do nimero de engrenagens
planetarias resulta em uma maior divisdo da carga transmitida entre os planetas. Essa é uma
das grandes vantagens dos TEPs, onde o esfor¢co nos mancais é bastante aliviado devido a
simetria da aplicacdo da forca pelos planetas, nos dentes da engrenagem solar. Portanto,
deve-se sempre evitar a utilizacdo de um Unico planetério porque, neste caso, ndo seria
possivel a compensacdo dos esforgos. Na pratica, normalmente se utilizam dois ou trés
planetas.

Uma importante classe de trens de engrenagens epicicloidais sGo 0s que possuem
engrenagens conicas (Figura 4 a). Somente com a utilizagcdo desse tipo de engrenagem € que
se permite utilizar uma engrenagem solar com 0 mesmo numero de dentes da engrenagem
anular (Figura4 b), o que seriaimpossivel se todas fossem cilindricas. A Figura 4(c) mostra
como se transforma um TEP que possui somente engrenagens cilindricas em um TEP com
engrenagens conicas, fazendo-se a inclinagdo do eixo que suporta os planetas. O uso de
engrenagens conicas ndo muda o cardter cinematico do planetario e a grande aplicacdo dessa



montagem s&0 os diferenciais automotivos. Este presente trabalho se restringe ao estudo de
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a) Trem epicicloidal conico  b) Trem epicicloidal ¢) Transformacgo de um TEP
conico de topo cilindrico em conico
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Figura 4 - TEPs com engrenagens conicas.

3 - TIPOS DE TRENS PLANETARIOS

Lévai (1968), identificou em seu trabalho, quatro tipos de TEPs. 1) TEP Elementar; 2)
TEP Simples; 3) TEP Ligado (TEP Incorporado) e 4) TEP Satélite e Planeta. Os tipos 2, e 3
s80 0S mais importantes na préatica.

3.1 - TEP Elementar:

S0 agueles gque possuem apenas uma engrenagem central. Entende-se por
engrenagem central aquela cujo eixo de rotacdo é o eixo principa do TEP. Assim, a
engrenagem solar e anular so engrenagens centrais, conforme mostra a Figura 5.

Planeta Planeta

Planeta Suporte =
Suporte P Suporte “ Suporte
§_-|j|i §‘ =
\Solar
Anular
/_'I'

Anular

Figura 5 - Exemplos de TEP elementar.
3.2 TEP Simples:

S80 agueles que possuem duas engrenagens centrais, um ou mais planetas e um
suporte. A adteracdo da quantidade de engrenagens planet&rias ndo interfere seu
enquadramento como TEP simples. A utilizacdo de um ndimero maior de planetas contribui
para uma maior e melhor distribuicdo das cargas atuantes. Este tipo também é chamado de
TEP basico.

I

Figura 6 - Exemplos de TEP simples com 1 e 3 planetas.



3.3 - TEP Ligado

Os TEPs ligados se caracterizam pelo fato de que possuem mais de duas engrenagens
centrais e podem ser separados em dois ou mais planetarios ssimples. A separacdo de um TEP
ligado ndo sera muito Gbvia se existir um incorporamento entre planetas e, neste caso, o TEP
é classificado como incorporado. Trata-se portanto, de um caso particular do TEP ligado. A
nomeclatura utilizada na Figura 7 é P para engrenagens de dentes externos (positivo), N para
engrenagens de dentes internos (negativo) e aletra entre paréntesis refere-se a planetas.
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Figura 7 - Exemplo de TEP ligado.
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3.4 - TEP Satélite e Planeta

Um TEP é classificado como satélite e planeta quando um TEP secundario €
introduzido no eixo do planetario do TEP primario, conforme mostra a Figura 8.
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Figura 8 - Exemplo de TEP satélite e planeta.
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4 -REPRESENTACAO DOS TEPs

Como existe uma grande variedade de possibilidades de configuracBes de TEPS,
torna-se necessario estabel ecer formas de representacdo, para se definir e identificar o sistema
em estudo. Diversas formas de representacdo de sua topologia ja foram desenvolvidas.
Basicamente existem trés tipos de representacdo: funcional, esquemética e por grafo. A
representac@o funcional pode ainda ser apresentada na forma tridimensional, em corte ou
convencional. A representacdo esquemética pode ser apresentada sob a forma de esguema
para definir um TEP e sob a forma de diagrama esquematico de blocos para definir as
ligacOes entre varios TEPs. A representacdo por Grafo, mais recentemente utilizada para
representar os TEPs, tem a vantagem de facilitar a utilizagdo de computadores para a solucéo
de problemas relativos a este mecanismo. Para solucionar dificuldades de isomorfismo
identificadas na representacdo por grafo originariamente proposta, foi apresentada uma nova
forma de representagcdo por grafo, além da forma candnica. Cada uma destas formas de
representacdo serdo tratadas nos proximos itens. A Figura 9 ilustra as formas de
representacdo disponiveis com os respectivos exemplos.
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Figura 9 - Formas de representacdo dos TEPs.

4.1 - Representacao Funcional

A representacdo funcional foi a primeira a ser empregada para identificar um TEP.
Sua vantagem € que ha paridade entre 0 modelo e a representacdo. Ela pode ser apresentada
sob a forma convencional (croqui), em corte e tridimensional. A Figura 13 mostra as trés
formas de representagdo funcional de um mesmo TEP, onde as engrenagens sao
representadas pelos seus circulos primitivos que indicam em que pontos elas se tocam.
Devido a simetria dos mecanismos planetarios, € usual a representacdo de apenas metade do
mecanismo. A representacdo funcional do TEP é feita incluindo a carcaca ou apoio do
mecanismo. Quando ndo se inclui a carcaga ou apoio, obtém-se a estrutura cinemética.
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(a) Convencional (b) Em corte (c) Tridimensional
Figura 10 - Representacéo funcional de um TEP.

4.2 - Representacao por Esquema

Ha duas formas distintas de representacdo esguematica de trens de engrenagens
planetarias. através de um esquema ou através de um diagrama de blocos. A primeira forma
tem por finalidade identificar sua estrutura cinemética e a segunda tem por objetivo o estudo
cinemético e do fluxo de poténcia em um sistema de varios TEPs ligados. A seguir, sera
detalhado a metodol ogia de cada uma destas formas de representagéo.



4.2.1 - Representaciao Esquematica

A forma de representacdo esquemética de um TEP foi publicada em 1969 por
Buchsbaum e Freudenstein (1970) para identificar sua estrutura cinematica. Um vértice,
representado por um circulo branco, significa um suporte de um eixo ou o proprio eixo. Um
vértice, representado por um circulo preto, significa que ha um engrenamento. Assim, cada
elemento (conjunto de engrenagens e/ou eixos que sejam solidarios entre si) do TEP forma
um poligono hachuriado cujo nimero de vértices dependerd do numero de vinculos
(engrenamentos, apoios, eixos) deste elemento. O menor nimero de vinculos que um
elemento isoladamente pode ter € dois (exemplo: uma engrenagem tem o vinculo do
engrenamento e 0 apoio em torno de um eixo). Neste caso, o poligono sombreado se reduz a
uma linha que une os dois vértices - um branco e o outro preto. Uma engrenagem bi-apoiada
ou um eixo tri-apoiado sera representado por um poligono de trés vértices (um engrenamento
e dois apoios ou 0s trés apoios). Trés engrenagens solidarias com um furo central para o eixo
ser& representada por um poligono de quatro vértices. A Figura 11 mostra um exemplo.

E importante salientar que a soma do nimero de areas sombreadas e das linhas
isoladas representa 0 nimero de elementos do trem epicicloidal, ai incluido a carcaga ou
apoio. O TEP da figura tem 6 elementos. A representacdo esguemdtica conta com 5 éreas
sombreadas e mais um segmento que representa a engrenagem solar S; com o vinculo do
engrenamento (circulo preto) na planetaria P e um vinculo de apoio e pivotamento na
carcacaC’ (circulo branco).

C*

P1—

Carcaca

A1S2 C*=Carcaca Pa

Figura 11 - Representacdo funcional em corte e esquemética do mesmo TEP.

4.2.2 - Representacio Esquematica por Diagrama de Blocos

Macmillan (1961) propds uma forma de representacdo para o estudo do fluxo de
poténcia em mecanismos diferenciais. Sanger, em seu trabalho de 1972, sobre sintese de
TEPs, utilizou esta forma de representacdo em um sistema de varios planetarios conectados
entre si. Este tipo de montagem € bastante utilizada em sistemas de transmissao de multiplas
velocidades. O elemento basico é o TEP simples, com dois graus de liberdade, que pode estar
acoplado com outros TEPs. As conecgdes externas do TEP podem ser usadas como entrada,
saida ou membro de controle. Portanto, para uma representacéo esquematica por diagrama de
blocos é necessério se conhecer o nimero de TEPs e suas respectivas conecgdes. Os TEPs
s80 representados por blocos e as conecgdes por circulos, conforme demonstra a Figura 12.

Figura 12 - Representacdo de dois TEPsligados e suas conecgoes.



4.3 - Representacao por Grafo

Segundo Wilson et a (1990), um grafo € um diagrama que consiste de pontos
chamados vértices, unidos por linhas chamadas bordas, de tal forma que cada borda une dois
vértices. A teoria de representacdo por grafo tem uma ampla faixa de aplicacdo, desde
estudos sobre sistemas flexiveis de manufatura, gerenciamento da producdo, trafego urbano
e até a representacdo de mecanismos. A representacdo por grafo tem sido usada como modelo
de mecanismos desde 1960 (Olson et al.). Sua utilizacgo tem a vantagem de facilitar o uso de
computadores e sua principa caracteristica € que ha uma correspondéncia paritaria entre os
vértices e os elementos do TEP e as bordas com as ligacfes entre os elementos. O grafo
também pode ser apresentado sob a forma de matriz, de onde se pode utilizar técnicas
algébricas paraaandise do TEP.

4.3.1 - Representacio Convencional por Grafo

A representacao convencional por grafo de um TEP é feita da seguinte forma: 1) Cada
elemento € representado por um veértice. Engrenagens distintas mas solidarias sdo
representadas por um Unico vértice ou sgja, trata-se de um Unico elemento. ldem para uma
engrenagem solidaria com um eixo. O brago também é considerado um elemento assim
como as engrenagens. Elementos fixos sdo representados por um circulo em torno do vértice.
2) As bordas ou lados tracejados representam um engrenamento entre dois elementos. Séo
chamadas de “bordas de engrenamento” .3) Uma borda ou lado de linha continua indica que
um elemento gira ou pivota sobre o outro. Este lado € chamado de “ borda de revolugédo”.
4) Cada borda e cada vértice € denominado com o respectivo simbolo utilizado nas demais
formas de representacéo.

Esta representacéo € comumente chamada de bicolor em funcdo da necessidade de
distinguir a diferenca entre uma ligacdo de elementos através de engrenamento ou
pivotamento. Para ilustrar este tipo, tém-se na Figura 13 a representacdo funcional
convencional e a respectiva representacdo por grafo. Alguns autores utilizam bordas
continuas para ambos os casos, diferenciando-as pela espessura da linha.

Az
As Il
P B2 P2 )
B: —Ib I ¢ P I/
Ts: 1 Is: ., !
I 1 s
i mi—
L 7

Figura 13 - Representacéo por grafo.

Entretanto, a representacdo por grafo convencional pode resultar em que 0 mesmo
TEP possa ter mais do que uma representacdo (Hsu - 1992). Segundo Hsieh (1987), quando
existe trés ou mais elementos coaxiais em um TEP, pode-se fazer um rearranjo nos el ementos
coaxiais sem afetar e alterar a funcionabilidade do mecanismo. Isto pode resultar em um
problema de isomorfismo. Dois grafos sdo ditos isomorficos se existe uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices e bordas. Para os TEPs, dois grafos ndo isomorficos ou distintos
podem representar mecanismos cinematicamente equivalentes. Tais grafos sdo chamados de
pseudoi somorficos.



Para superar esta dificuldade, foi ent&o proposta uma nova forma de representagéo por
grafo, abordada no item seguinte.

4.3.2 — Nova Representac¢ao por Grafo

Diversos autores (Olson et a., Yan and Hsu) publicaram, ap6s 1987, uma nova
proposta de representacdo de TEPs por grafo, sem os inconvenientes verificados em sua
forma convencional. Nesta nova representacdo, um TEP com “n” elementos € identificado
por um grafo completo com “n” veértices. A diferenca € que, além de vértices, bordas de
engrenamento (linha tracejada) e bordas de revolucdo (linhas continuas) ainda se tem um
poligono sdlido. Por esta proposta, um Unico grafo da Figura 17 representa o TEP mostrado
na Figura 16.

Considerando que os elementos que giram em torno de um mesmo eixo estéo em um
mesmo nivel, Hsu propde uma nova forma de representacdo de TEPs por grafo, onde estes
elementos de mesmo nivel formam um poligono solido.

Figura 14 - Nova representacéo por grafo do TEP da Figura 13.

4.3.2.1 —Representaciao por Matriz

A matriz adjacency é afundamental e completa representacdo de um grafo. Existem
diferentes tipos de matriz que caracterizam um grafo. Um exemplo é a matriz adjacency de
elemento-a-elemento ou um-para-um. Esta matriz, para representar um TEP de “»”
elementos, € definida como uma matriz de n X »n cujos elementos sdo dados por a; = 1 se 0
elemento i é adjacente com e, caso contrario, a; = 0 (inclusive  a;; = 0).

Para a nova representacao por grafo com n Vvértices, a matriz adjacency A pode ser
definida como uma matriz simétrica de ordem » em que o elemento a; = 1 se o vértice i é
adjacente ao vértice ;j por uma borda de revolugdo (linha cheia), a; = 2 se i € adjacente ao
vértice 7, unidos por uma borda de engrenamento (linha tracejada), a; = m se o vertice i €
adjacente ao vértice ; com um poligono solido com m vértices e a; = 0 se 0s vértices ndo sdo
adjacentes. Ainda setem a;; = 0. Por exemplo, a Figura 14 apresenta um grafo com 6 veértices,
bicolorido e com um poligono sdlido de 4 vértices. A correspondente matriz de conectividade
utilizando a seguinte ordem dos elementos (P1, P2, S1, S, A1B2 e A2Bs) €
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4.3 — Representacio Candnica por Grafo

Para evitar 0 problema j& relatado na secdo 4.3.1 do pseudoisomorfismo na
representacdo convencional por grafo, diversos autores (Tsai-1988, Chatterjee-1995)
propuseram uma outra alternativa em funcéo da existéncia de pelo menos trés elementos
coaxiais: arepresentacdo canbnica por grafo. Nesta representacdo, ha uma distingéo entre as
bordas e os vértices que sdo divididos em vérios niveis. No primeiro nivel, ficam as
representacdes das engrenagens solar e anular e o brago. No segundo nivel, ficam os planetas.
Abaixo de todos estéa o nivel base, que representa o eixo comum do conjunto. A Figura 15(b)
mostra um exemplo de representacdo canonica por grafo do TEP da Figura 15(a).

A representacao candnica por grafo tem sua aplicacao tipica nailustracdo de “caixade
transmissdo epicicloidal” conhecidas também por “ caixa de transmissdo automatica’
utilizada amplamente em automéveis. Estes sistemas normalmente trabalham com um anico
€iX0 comum, apoiado em uma carcaga por rolamentos. A taxa de reducdo do conjunto € a
relacdo entre a rotacdo do eixo de saida e a rotacdo do eixo de entrada. Com a utilizacdo de
freios e embreagens, vérias taxas de reducdo sdo obtidas.

2° nivel: planetas
Az
{)1° nivel: solar,
anular e brago

nivel base: eixo
do TEP

Figura 15 - (a) Representacdo funcional e (b) respectiva representacdo canbnica por grafo.
5 - EXEMPLO DE APLICACAO

Na Figura 16, € apresentado um exemplo das diversas representagdes de um sistema
de transmissdo chamado “caixa Wilson” de 4 velocidades. Trata-se de uma série de quatro
TEPs ligados entre si com 10 elementos e uma carcaca. Pela representacdo por diagrama de
blocos, pode-se observar que ha duas ligagdes diretas a um TEP (S; e A,) , trés conecches
unindo duas saidas (B1A2 , $;S;, B3B4 ) € uma conecgdo unindo quatro saidas o que resulta
em um sistema com dois graus de liberdade. Para utilizac&o deste sistema como transmisséo,
€ necessario atuar nos membros de controle de tal forma que resulte em grau de liberdade
igual a 1. Aplicando-se um freio de cada vez, obtém-se este resultado, alterando a relagdo de
transmissdo, sem necessidade de que haja desengrenamentos dos elementos.
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6 — CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada diversas formas de representacdo dos TEPs adotadas
por vérios autores mostrando, através do exemplo de aplicacdo da caixa Wilson, como
construi-las. Para os pesquisadores de sistemas automaticos de transmissdo, esse trabalho
objetiva ser uma fonte de consulta, por condensar, em um Unico texto, vérias formas de
representacao disponiveis.
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