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Resumo

Ao estudar choque entre corpos rigidos nos deparamos com diversos modelos na literatura.
Esses modelos fazem hipoteses simplificadoras que podem violar leis fisicas ou mesmo nao
violando essas leis, os modelos podem prever dinamicas diferentes. O objetivo desse
trabalho é o de discutir as previsoes de alguns desses modelos e compara-las, usando
simulagoes e animacoes. Os modelos propostos por Newton, Kane-Levinson e Glocker-
Pfeiffer adotam uma aproximacao para o problema que consiste em formular as leis de
comportamento a partir de velocidades e impulsos. O modelo proposto por Han-Gilmore
usa o método sequencial; isto é, o problema ¢é tratado como se fosse uma sucessao de
choques. Os valores iniciais para uma etapa sao os valores finais da etapa precedente.
Frémond propoe um modelo que considera o sistema formado pelos dois corpos em colisao
como deformavel e usa a Mecanica dos Meios Continuos para caracterizar as colisoes.
Discutiremos a aplicacao desses modelos em dois problemas: colisoes unidimensionais
entre trés moedas e colisoes no plano de uma barra rigida contra uma barreira fixa.
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1. INTRODUCAO

Podemos dizer que a dinamica de um corpo ou de um sistema com mais de uma
particula pode ser modelada propriamente se colisoes sao levadas em consideracao. Nos
trabalhos de Galileu e Descartes aparecem referéncias a choques (ou colisoes), mas o
primeiro modelo de colisoes entre particulas parece ser devido a John wallis e Christopher
Wren em 1668. Alguns pesquisadores como Newton, Huygens, Coriolis, Darboux, Routh,
Apple, Carnot e Poisson discutiram o problema. No comeco do século o problema gerou
algumas discussoes, como podemos ver nos trabalhos de Painlevé (1905) e Klein (1910).
Porém, até 1984, todos os trabalhos usavam a teoria desenvolvida por Newton ou Poisson
e a dificuldade estava em incluir atrito na modelagem, que foi apontado por Painlevé no
seu artigo Sur les lois de frottement de glissement.

Em 1984, Kane publicou um trabalho, num jornal de circulacao limitada, onde ele
apontou um paradoxo: a aplicacao de teoria de Newton, universalmente aceita, num
problema de colisoes de um péndulo duplo, conduziu a geracao de energia nas colisoes. O
qué estava errado ?



Em 1986, Keller apresentou uma solucao para o problema, mas esta solugao nao era
facil de generalizar. Este trabalho foi publicado num jornal de grande circulagao e atraiu
muito interesse. Nesses treze anos o interesse tem aumentado e ha alguns livros totalmente
dedicados ao tépico.

O problema a ser discutido quando tratamos da colisao entre corpos rigidos é: conheci-
da a dinamica pré-colisao e as propriedades do corpo e da superficie de colisao queremos
conhecer a dinamica pos-colisao. Para isso varios modelos foram criados. Recentemente,
um modelo que engloba alguns dos principais modelos da literatura e a discussao de uma
proposta de sistematizacao da resolucao de problemas envolvendo colisoes foram tratados
em (Cataldo, 1999).

Neste trabalho apresentaremos o problema de geracao de energia (tal como observado
por Kane) usando o problema de uma barra rigida em colisdo com uma barreira fixa.
Usaremos o coeficiente de restituicao na diregao normal dado por Newton e para a direcao
tangencial usaremos a lei de Coulomb modificada. Depois, usaremos o coeficiente de
restituicao de Poisson e nao verificaremos mais o acréscimo de energia. Discutiremos,
entao, um caso de colisoes multiplas: colisoes unidimensionais entre trés moedas. Neste
caso nao consideraremos atrito e usaremos modelos diferentes para descrever o problema.
Verificaremos que apesar de nao violar leis fisicas, cada modelo propoe uma dinamica
diferente.

2. EQUACOES UTILIZADAS

Consideremos a posicao do sistema, formado pelos corpos que irao colidir, por q =

(1,925 -, qn)". A dinamica do sistema é dada pelas equagoes de Lagrange :
d (0T orT
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sendo ); a contribuicao das forcas externas generalizadas, r; a forca generalizada
devido a reagao no contato e 1" a energia cinética do sistema.

Consideremos o contato entre dois corpos, digamos C7 e C5 e R a forca de reacao de
C sobre Cy. Escrevemos R = (Ry , Rr)'. Temos n parametros de posi¢ao desconhecidos
e duas reacoes no contato Ry e Ry também desconhecidas. Considerando r o vetor cujas
componentes sao dadas por r; com i = 1,...,n, r e R estdo relacionadas por r = [W]R,
sendo [W] uma matriz n x 2. Integramos a Eq. 1 no intervalo (¢ — ¢,t + €), sendo ¢ o
instante da colisao e consideramos ¢ — 0. Ao invés da forga de reagao R usaremos o
impulso causado por essa forca e dado por

t+e
I=lim RdT:<IN>. (2)
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Considerando o indice A representando o momento pré-colisao e F o indice represen-
, .~ 1. .t N ~
tando o momento pés-colisao e usando 1" = 5¢[M]q" chegamos a equagao

[M](de — da) = [W]I (3)

Assim, nosso problema é encontrar qg e I sendo dados [M], [W] e qa. Para isso,
usamos uma estratégia que consiste em definir um processo chamado de Processo Virtual.
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Figura 1: Esquema do processo virtual.

Esse processo nao tem relagao com o tempo pois modelamos a colisao como instantanea.
Mostramos um esquema do processo virtual na Fig. 1.

Observamos que temos n equagoes, dadas pelas equacoes de Lagrange, mas queremos
encontrar n + 2 incognitas. Assim, precisamos, a principio, de duas equacbes a mais.
Essas equacoes serao dadas pelas leis de restituicao. A uniao das n equacoes dadas com
as 2 obtidas pelas leis de restituicao formam o que chamamos de um modelo de colisao.
Varios modelos de colisao tem sido criados desde a época de Newton até os dias de hoje.
Cada modelo tem vantagens e desvantagens que tém sido discutidas em (Cataldo, E. &
Sampaio, R., 1998).

Ao invés de usar o vetor de coordenadas generalizadas q podemos usar o vetor D que
representa a distancia entre os pontos de contato (P; e P») dos corpos (C; e Cy) que irao
colidir como mostra esquematicamente a Fig. 2.
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Figura 2: Colisao de dois corpos.
Podemos escrever

Dg — Da = [W]T[M] WL =1=[M](Dg— Dy) (4)

sendo [Mp] chamada de matriz de massa local.
3. FASE DE COMPRESSAO E FASE DE EXPANSAO

A colisao entre dois corpos é modelada como um processo instantaneo. As velocidades
sao descontinuas e as posicoes sao continuas. Para descrever alguns dos modelos de colisao
pensamos, formalmente, que a mudanca de velocidade do momento pré-colisao para o pds-
colisao é realizado em duas fases: a fase de compressao e a fase de expansao. O processo
virtual serda composto por essas duas fases e estd mostrado esquematicamente na Fig. 3.

Usando o indice A para representar o momento pré-colisao, o indice C' para represen-
tar o fim da fase de compressao e o indice E para representar o fim da fase de expansao
podemos escrever as equagoes

[M](dc — da) = Wl e [M](de — qc) = [WIg. (5)
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Figura 3: Fase de compressao e fase de expansao.

Considerando a velocidade relativa entre os pontos de contato, D, escrevemos

Dc—Da = [W)'(dc —da) e Dg—Dc = [W] (s — dc). (6)
4. MODELOS DE COLISAO
4.1 Modelos usados no caso da colisao de uma barra

Como dissemos, um modelo de colisao é formado pelas equacoes da dinamica dadas
pelas equacoes de Lagrange e equacgoes a mais dadas pelas leis de restituicao. Nesse tra-
balho queremos comparar alguns desses modelos. Comegaremos discutindo dois modelos
que chamamos de modelo de Kane-Levinson e modelo de Glocker-Pfeiffer (sem considerar
as porgoes reversiveis do impulso tangencial). Aplicaremos esses dois modelos ao caso de
uma barra rigida colidindo com uma superficie fixa como ilustra a Fig. 4.
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Figura 4: Barra rigida em colisao com barreira fixa.

Uma discussao mais ampla deste problema, usando outros modelos pode ser encon-
trada em (Cataldo & Sampaio, 1998, 1999).

O modelo de Kane-Levinson usa as equacoes da dinamica considerando apenas os
momentos pré e pos-colisao; isto é, nao considera a fase de compressao. A lei de restituicao
usada na direcao normal é a lei proposta por Newton definindo um coeficiente chamado
de coeficiente de restituicao de Newton e dado por

NE
Cn = —— (7)
Dya

relacionando a velocidade relativa normal no momento pds-colisao Dyg com a ve-
locidade relativa normal no momento pré-colisao Dy 4.
Na diregao tangencial é usada a lei de Coulomb modificada dada por
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In e Iy sao as componentes normal e tangencial do impulso e Dy é a velocidade
tangencial relativa.

O modelo de Glocker-Pfeiffer usa as equacoes da dinamica considerando as fases de
compressao e de expansao. A lei de resituicao na direcao normal é a proposta por Poisson
definindo o coeficiente de restituicao de Poisson dado por

Ing
Enp = —— (9)
Inc
relacionando os impulsos normais no fim da fase de expansao (Iyg) e no fim da fase
de compressao (Iy¢). Na direcao tangencial é usada também a lei de Coulomb modificada
em cada uma das duas fases: compressao e expansao.

4.2 Simulagoes

Para comparar os modelos apresentados faremos simulacoes considerando o caso da
barra. Consideremos os seguintes valores dos parametros e as seguintes condicoes iniciais:
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Figura 5: Barra rigida em colisao com barreira fixa. (a) e (b) Kane-Levinson; (c) e (d)
Glocker-Pfeiffer.

Podemos observar que ao usarmos o modelo de Kane-Levinson obtivemos acréscimo
de energia. Esse caso ilustra a situagao de colisao em um tinico ponto e mostramos, assim,
como um modelo pode falhar. No caso, contrariando uma lei fisica.

Porém, ha casos em que consideramos modelos diferentes e mesmo nao contrariando
leis fisicas podem apresentar previsoes diferentes. Além disso, quando nao ha atrito, os
coeficientes de restituicao de Newton e de Poisson sao equivalentes, quando tratamos de
um tnico ponto de colisao (Cataldo, 1999). Quando tratamos de colisdes miultiplas isso
nao é verdade. Discutiremos esses resultados considerando o caso da colisao entre trés
moedas, tratado na secao a seguir.



4.3 Modelos de colisao usados no caso de colisao entre trés moedas

Consideremos a colisao entre trés moedas como ilustra a Fig. 6.

Figura 6: Colisao de moedas.

No momento da colisao dois contatos estao ativos: havera colisao entre as moedas
1 e 2 no ponto a e as moedas 2 e 3 estao em contato no ponto 5. As velocidades
normais relativas iniciais sao: DN Al@) <0e D ~va) = 0 e o movimento é unidimensional.
Nao consideramos atrito e a colisao é frontal. Consideremos x1, o e x3 as posicoes das
moedas 1, 2 e 3 respectivamente. As moedas 2 e 3 tém a mesma velocidade: 94 = Z34.
Os coeficientes de restituicao associados a esses contatos sao e, e eg. Consideraremos a
mesma notacao para os modelos de Newton, Glocker-Pfeiffer e Han-Gilmore.

As velocidades relativas nos pontos de contato tém por expressao: DN(a) =T — I
(§ DN(ﬁ) = i’? — [tg.

Apresentaremos as equacoes de cada um dos trés modelos e depois mostraremos uma
tabela com os resultados. Uma discussao mais ampla deste problema pode ser encontrada
em (Cataldo, 1999).

Usando o modelo de Newton temos

m(x'w - I.lA) = I, ' '

. ) D o) — _eaD o
m(iop — doa) = —Io + 15 e { DNE( ) _ DNA( ) 0 (10)
iy — ) = —1s NE(B) sDna) = 0.

Usando o modelo de Glocker-Pfeiffer temos, na fase de compressao

m(&ic — &14) = Inc(a) Dty =0
m(Zoc — T24) = —Incia) + Inc) € { b v 0 (11)
m(&sc — 34) = —Inc(g)- NC®)
E na fase de expansao temos
m(&1p — #10) = INB()
. . I a) — ea[ «a
m(ﬂ?QE — 3.520) = —INE(a) + INE@B) © { Ixiiﬁi _ 651'1]\\]]2((5)) (12)
m(ﬂfsE - $30) = _[NE(,B)

O modelo de Han e Gilmore trata o problema como uma sucessao de colisoes.

Introduzimos coeficientes para indicar as solugoes de cada etapa. O expoente 1 cor-
responde as velocidades da primeira colisao, o expoente 2 da segunda colisao e assim
sucessivamente. Por exemplo, i1, é a velocidade da primeira moeda antes da primeira
colisdo, #325 é a velocidade da terceira moeda apds a segunda colisdo.



Para a colisao no ponto a as equacoes do movimento sao

(s — iby) = -1} (13
m(%E - 333A) =0

A lei de colisdo no ponto o usada é Dy o) = —€aD}4(0)-
As velocidades generalizadas e relativas obtidas sao dadas por

e e R e Dl = Dl
T3p = T3y NE(B) 2\ NA(a)

Como D}VA(Q) <0= D}VE(Q) > 0. Logo, D}VE(ﬁ) = L(ea + 1)Dyag) < 0. Esse
resultado é incompativel. Assim, houve colisao no ponto f.
As equagoes para a colisao em [ sao dadas por

m(itg — d14) =0

mlidp — %) =13 (15
m(i3p — a34) = — 13

As velocidades generalizadas e relativas obtidas em (3 sao dadas por

.2 2 _
Tigp = Ti4 . e (eg+1) D ai

. . . D2y = Dyaga + Lt0xa0)

x%E = %(1 - 6»3>ng + %(1 + 65>ZE§A e { DIQVE( ) B NAl()) 2 (16)
#3p = 5(1+ep)id, + 5(1 — ep)ify NE@p) = TesPNAE)

Se DIQVE(Q) < 0 entao se produz um novo contato. E assim sucessivamente.
Para o modelo de Frémond (Frémond, 1995) as equagoes do movimento sao dadas
por

m(i1p — ¥14) = o + 13
m(&op — T24) = —I12 + Io3 (17)
m(fth — ZtgA) == _]23 - ]13

sendo [;;, 1 <14 < j < 3, o impulso causado pela moeda ¢ sobre a moeda j. Quando
I3 = 0 chegamos nas equacoes obtidas classicamente com os impulsos agindo localmente
nos pontos de contato. Escolheremos a lei de comportamento no caso mais simples: linear.
Temos,

Iy = kio(Gop — dp + Toa — 1a) + 1759¢ | 1759 € QI (Zop — T15)
Loz = koz(d3p — @op + @34 — @oa) + 1357 | I3%9¢ € Ol (i3p — dap) (18)
Iis = k13(tsg — &1 + T34 — T14)

sendo A1} a sub-diferencial da indicatriz de R.
Como a agao entre 1 e 3 ¢ a distancia, temos I75% = 0.



4.4 Comparagao dos resultados
Consideremos o caso particular em que 294 = 0, 234 = 0, m; = my = m3 = m e

os coeficientes e,, eg, ki2, ki3 € koz sao iguais a 1. Mostramos na Tab. 1 os resultados
obtidos.

Tabela 1: Comparacao dos valores para a colisao das moedas.

Modelo Velocidades Finais
T1E Top T3E
Han-Gilmore 0 0 T1a
Newton e Glocker-Pfeiffer —%:'L’M %a’cm %a’cm
Frémond 0 05214 05214

Podemos observar diferentes valores para as velocidades no momento pds-colisao,
quando usamos diferentes modelos.

No primeiro caso (Han-Gilmore) duas moedas ficam paradas enquanto a terceira parte
com a velocidade igual a velocidade da primeira moeda antes da colisao. No segundo
caso (Newton e Glocker-Pfeiffer), a primeira moeda desloca-se no sentido contrério ao
imediatamente antes da colisao, a segunda e a terceira moedas partem juntas com a
mesma velocidade. No terceiro caso (Frémond) a primeira moeda fica parada e a segunda
e a terceira moedas partem com a mesma velocidade.

5. CONCLUSOES

Ao considerarmos o choque entre corpos rigidos podemos verificar que alguns dos
modelos usados podem falhar. Discutimos esse caso ao tratarmos do choque de uma
barra rigida contra uma barreira fixa usando os modelos de Kane-Levinson e de Glocker-
Pfeiffer. Observamos que mesmo quando nao contrariam leis fisicas os modelos podem
prever dinamicas diferentes. Constatamos este fato usando alguns modelos no caso da
colisao unidimensional entre trés moedas.
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