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Resumo

O presente trabalho apresenta uma metodologia segregada para solução das equações de
Navier-Stokes. O método consiste em uma formulação de Petrov-Galerkin obtida à partir da
aplicação da formulação de mínimos quadrados aos resíduos das equações de quantidade de
movimento. A presente metodologia permite que interpolações de mesma ordem sejam
utilizadas para velocidade e pressão. O método é utilizado na solução de diversos casos de
escoamentos laminares e os resultados são comparados com dados existentes na literatura.

Palavras- Chaves : Petrov-Galerkin, Navier-Stokes, Elementos Finitos, Escoamento
Incompressível

1. INTRODUÇÃO

Problemas incompressíveis (ou ligeiramente compressíveis) de escoamento de fluidos
geralmente são formulados em termos de velocidade e pressão e caem na categoria de
problemas de formulação mista (Dyne e Heinrich, 1993). Em tais problemas, a condição de
estabilidade de Babuska-Brezzi (CEBB) impõe restrições ao uso de funções de interpolação
arbitrárias para velocidades e pressões. Pode-se mostrar que a violação da CEBB leva a um
sistema singular de equações; para que não haja violação da CEBB, a interpolação utilizada
para a velocidade deve ser  de ordem superior à interpolação usada para a pressão
(Zienkiewicz e Wu, 1991; Zienkiewicz e Taylor, 1989; Hughes, 1989). Formulações mistas,
que não obedecem à CEBB podem gerar campos de pressão espúrios e apresentar dificuldade
de convergência

Vários pesquisadores desenvolveram metodologias que contornam a CEBB, sem a
utilização de ordens de interpolações diferentes (Schnipke e Rice, 1986; Sampaio, 1991;
Shaw, 1991; Franca, Hughes e Ballestra, 1986).

Rice e Schnipke (1986) desenvolveram uma metodologia de aproximação upwind
segregada. Nesta metodologia as equações de quantidade de movimento são discretizadas
usando-se a formulação de Galerkin em todos os termos, exceto os termos convectivos. Os
termos convectivos são tratados usando-se uma formulação upwind na direção das linhas de
corrente. Esta metodologia não produz oscilações e reduz substancialmente a difusão numérica.

Shaw (1991) desenvolveu um esquema de solução segregada que tem por base o algoritmo
SIMPLER (Patankar, 1980). O esquema proposto permite que se usem interpolações de mesma
ordem para pressão e velocidades; entretanto a instabilidade do método ao ser aplicado a



problemas com números de Reynolds mais elevados mostra a necessidade de se utilizarem
técnicas upwind, tais como a proposta por Hughes(1978).

Sampaio (1991), tendo por base uma formulação proposta por Franca et al. (1986), propôs
o uso de uma outra metodologia para solução das equações de Navier-Stokes. O método
consiste em uma formulação de Petrov-Galerkin que é obtida a partir da aplicação da
formulação de mínimos quadrados aos resíduos das equações (quantidade de movimento e
continuidade). A metodologia proposta permite que interpolações de mesma ordem sejam
usadas para velocidade e pressão. Uma desvantagem da técnica proposta por Sampaio  é que
ela trata a velocidade e pressão de um modo acoplado devendo-se utilizar um método direto de
solução do sistema resultante de equações. O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma
metodologia segregada para solução das equações de Navier-Stokes tomando por base a
formulação proposta por Sampaio.

2. METODOLOGIA

 As equações de quantidade de movimento e continuidade aplicáveis a escoamentos
transientes, bidimensionais e incompressíveis são :
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 em que u e v são as componentes da velocidade nas direções x e y respectivamente, p é a
pressão, ρ é a densidade, µ é a viscosidade do fluido, t é o tempo e bx e by são as componentes
da força de corpo.
 As equações de quantidade de movimento são discretizadas no tempo como :

0=b-F 1/2+n
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 em que o sobrescrito n+1/2 indica que as equações foram discretizadas no tempo usando
um esquema de diferenças centrais. A discretização das variáveis dependentes é feita por meio
de  interpolações lineares para velocidade e pressão.

 uN=û 1+n
aa

1+n vN=v̂ 1+n
bb

1+n pN=p̂ 1+n
cc

1+n .

 As equações de quantidade de movimento, na forma discretizada, são escritas como :
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t
=F̂

1/2+n
1/2+n2

1/2+n
n

1/2+n
nn1+n

x ∂
∂

∇µ
∂

∂ρ
∂

∂ρ
∆
ρ

 , (8)



y

p̂
+v̂-

y
v̂

v̂+
x

v̂
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 Substituindo Fx , Fy  por yx F̂ ,F̂   e usando as equações (4) e (5) pode-se escrever a soma do

quadrado dos resíduos das equações de quantidade de movimento.
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 Minimizando a equação acima com relação a v,u 1+n
k

1+n
i  obtém-se as equações abaixo que

são equivalentes ao método de Petrov-Galerkin para as equações de quantidade de movimento.
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 O parâmetro ∆t nas equações acima é calculado da seguinte maneira :
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 Usando o teorema de Green nos termos viscosos, ponderados segundo Galerkin nas
equações (11) e (12) e considerando o limite quando os valores de u, v e p avaliados no  instante
n+1 tendem aos valores de u, v e p avaliados no instante n, obtém-se as seguintes equações:
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 onde n é o vetor unitário normal ao contorno.



A equação (10) pode ser minimizada com relação a p 1+n
l .
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 A equação para pressão, mostrada abaixo, é obtida à partir da combinação da equação de
continuidade, discretizada segundo Galerkin, com a equação (16).
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 As equações (14), (15) e (17) constituem o sistema a ser resolvido. As condições de
contorno essenciais são valores prescritos de velocidade e/ou pressão, e as condições de
contorno naturais são gradientes de velocidade prescritos. Pelo menos um valor de referência
para pressão deve ser definido a fim de se obter um problema bem colocado.

 Neste trabalho uma relaxação linear na forma

φr = αφn+(1-α)φo (18)

 é aplicada às variáveis u, v e p. Na equação acima φr é o valor relaxado, φn é valor obtido na
iteração atual e φo é o valor da iteração anterior.

 O sistema resultante de equações foi resolvido conforme a seqüência mostrada abaixo.
1. Obtenção de u - equação (14)
2. Atualização de u - equação (18)
3. Obtenção de v - equação (15)
4. Atualização de v - equação (18)
5. Obtenção de p - equação (17)
6. Atualização de p - equação (18)
7. Se a solução convergiu pare, caso contrário retorne ao passo 1.

 A solução é considerada convergida quando ε≤φ−φ anterior rr .

 
3.RESULTADOS E DISCUSSÃO

Nesta seção, serão apresentados problemas que ilustram a aplicação da formulação
proposta. O primeiro problema a  ser considerado é o escoamento plenamente desenvolvido
entre placas. A figura 1 mostra a geometria considerada. Devido à simetria com relação ao plano
central somente metade da região entre as placas foi discretizada. O número de Reynolds para o
escoamento foi 150 (baseado na velocidade média e distância entre as placas).

Figura 1. Geometria e dimensões características (b=0,5m e L=50m)



A região foi discretizada utilizando uma malha uniforme com 10 elementos ao longo da
direção x e 5 ao longo da direção y. As condições de contorno utilizadas neste problema
foram :

Na entrada (A) : 0
x

v
    0

x

u
    100p =

∂
∂=

∂
∂=

Na parede (B) : 0v    0u ==

Na saída (C) : 0
x
v

    0
x
u

    0p =
∂
∂=

∂
∂=

No plano de simetria (D) : 0
y

u
    0v =

∂
∂=

Na análise do problema o critério de convergência usado foi de (10-3) e nenhuma
relaxação foi necessária para obtenção dos campos de pressão e velocidade.
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Figura 2. Perfil de velocidade
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Figura 3. Variação da pressão com x

A figura 2 mostra que o perfil de velocidade obtido, na saída do domínio, coincide com a
solução exata. Na figura 3 pode-se observar a variação linear do perfil de pressão ao longo da
direção x.

O segundo problema considerado foi o escoamento em desenvolvimento entre placas. O
domínio analisado apresenta a mesma geometria do problema anterior, exceto o comprimento do
domínio (L) que passou a ser igual a 15. O número de Reynolds para o escoamento foi 100
(baseado na velocidade média e distância entre as placas).

As condições de contorno utilizadas foram :

Na entrada (lado A, figura 1) : 0=    v1=u    0=
x

p

∂
∂

Na parede (lado B, figura 1) : 0=    v0=u

Na saída (lado C, figura 1) : 0=
x

v
    0=

x

u
    0=p

∂
∂

∂
∂

No plano de simetria (lado D, figura 1) : 0
y

u
    0v =

∂
∂=

Nas simulações a região foi discretizada utilizando 20 divisões ao longo da direção x e 11
divisões ao longo da direção y. Na direção y a malha foi refinada junto a parede e na direção x a
malha foi refinada na região próxima à entrada do escoamento

Na análise do problema o critério de convergência usado foi de (10-3) e apenas a pressão
foi relaxada por um fator igual a 10-2.
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Figura 5. Perfil de velocidade na saída
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Figura 6. Campo de pressão
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Figura 7. Linhas de corrente

A variação da componente u da velocidade, ao longo da linha de centro, é mostrada na
figura 4. A figura 5 mostra que o perfil de velocidade obtido se aproxima bem do perfil de
velocidade de um escoamento completamente desenvolvido na região de saída. O campo de
pressão obtido é mostrado na figura 6 (fora de escala) e observar-se que o mesmo não apresenta
oscilações apesar do uso de interpolações de mesma ordem para velocidade e pressão. A figura 7
(fora de escala) mostra as linhas de corrente do escoamento. A tabela 1 mostra os valores de u,
ao longo da linha de centro, obtidos pela presente formulação e por Guerrero e Cotta (1995) para
um escoamento com Re igual a 40. Pode-se observar uma boa concordância entre os valores
obtidos pelas duas metodologias.

Tabela 1 - Valores de u ao longo da linha de centro do escoamento para Re = 40.

x Guerrero e Cotta Segregado x Guerrero e Cotta Segregado
0.2 1.022 1.035 1.4 1.421 1.452
0.6 1.166 1.259 1.8 1.480 1.477



O último problema a ser considerado é o escoamento laminar sobre um degrau. A figura 8
mostra a geometria do domínio analisado.

Figura 8. Geometria e dimensões

As condições de contorno utilizadas foram :
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O número de Reynolds foi 73 (baseado na velocidade média  na entrada e altura do degrau).
A figura 9 mostra a malha utilizada. O critério de convergência utilizado foi igual a 10-3. As
velocidades foram relaxadas por um fator de relaxação igual a 0.5 e a pressão por um fator igual
a 10-3. A figura 10 mostra o perfil de velocidade (componente u do vetor velocidade) a 12 mm do
degrau. O perfil obtido numericamente aproxima-se bastante dos valores experimentais obtidos
por Denham e Patrick (1974); citados por Shaw, (1991). As linhas de corrente e o campo de
pressão são mostrados nas figuras 11 e 12 (fora de escala), respectivamente.

Figura 9. Malha utilizada na discretização
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Figura 11. Linhas de corrente
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Figura 12. Campo de Pressão

4. CONCLUSÕES

Os resultados mostram que a formulação originalmente proposta por Sampaio (1991)
admite um esquema de solução na forma segregada. O esquema segregado leva à soluções
que apresentam campos de velocidade e pressões fisicamente consistentes. Uma vantagem da
metodologia segregada é que o esforço computacional envolvido na solução do sistema de
equações é menor, entretanto é necessário uso de relaxações para se obter convergência.
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