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Resumo

Este trabalho é uma continuacdo da Parte |, constituindo-se num estudo sobre técnicas de
model agem de estruturas do tipo manipulador mecanico com elo flexivel. A motivacdo paraa
suaredizacdo € o conhecimento de um modelo dindmico preditivo e realista que pode ser de
grande auxilio ao projeto de controladores com condicdes reais de implementacdo pratica.
Este artigo contém a segunda parte do estudo sobre diversas técnicas de modelagem dindmica
de uma estrutura do tipo manipulador flexivel. Duas técnicas de modelagem dinamica
utilizando o formalismo dos Modos Assumidos sdo desenvolvidas e analisadas, tendo-se
utilizado funcdes de formas polinomiais e oriundas dos modos exatos da estrutura
Comparacdes de respostas em freqliéncia entre as funcdes de transferéncia analiticas (Parte I)
e as fungdes de transferéncia obtidas com as duas técnicas citadas sdo realizadas, extraindo-se
ao final conclusdes sobre estes formalismos de model agem.
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1. INTRODUGCAO

No presente artigo séo desenvolvidas e analisadas mais duas técnicas de modelagem
dinadmica para o manipulador flexivel considerado na Parte |. Trata-se do Métodos dos Modos
Assumidos com duas diferentes fungbes de forma: analiticas (modos exatos do problema) e
polinomiais, confundindo-se neste Ultimo caso com 0 Método dos Elementos Finitos. No
Método dos Modos Assumidos com funcdes de forma exatas, inicialmente toda a teoria €
desenvolvida detalhadamente até a determinacdo das formas proprias para cada modo de
vibragdo. O conhecimento das freqliéncias naturais e das formas de cada modo possibilita a
determinacdo das equacdes da dindmica do sistema. As funcdes de transferéncia, nos casos
colocado e ndo colocado, sdo obtidas e suas respostas frequénciais sdo, entdo, comparadas
com as respostas obtidas das funcdes de transferéncia andliticas (Parte 1). Ao utilizar-se
fungdes de forma polinomiais faz-se, inicialmente, o desenvolvimento tedrico. Posteriormente
s80 realizadas comparacfes também com o estudo analitico apresentado anteriormente.

2. O METODO DOS MODOS ASSUMIDOS COM FUNCOES DE FORMAS
EXATAS

Considere-se as equacles diferenciais obtidas apés a transformacdo de variavels
sugerida por Brakwel (Schmitz, 1985).
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Uma forma de resolver as equagdes (1) e (2) é a partir da expansio da fungdo y(x,t)
como uma série finita naforma (Meirovitch, 1967):
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Aqui @ (x) sfo as fungdes de forma exatas, ¢ (t) sio as coordenadas generalizadas
dependentes do tempo, 6, (t) sa0 as amplitudes modais do movimento rotacional da estrutura

e n €& um numero finito igual a0 nimero dos modos de vibracdo que se desgja incluir no
modelo.

Asfungdes ¢ (x) utilizadas nesta parte do trabalho devem satisfazer &s condicdes de
contorno e a equacdo diferencia associada ao problema. Com a equacéo (4), a equacéo (2)
pode ser escrita na forma:
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Dessa forma, separa-se o problema origina em dois problemas desacoplados, um
somente temporal e o outro espacial.
O Problema temporal pode ser escrito como:
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ondew” = %/\ﬁ , sendo que este problema admite solugdo naforma:
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sendo C uma constante.
O problema espacial pode ser escrito como:
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onde 3, = % , sendo que este problema admite solucéo naforma:

@ (x) = C, sen(B,x)+ C,, cos(B, x)+ C, senh(B,x)+C,, cosh(B,x) , (10)
sendo as constantes C,;,, C,, C; e C, determinadas pelas condigdes de contorno (3),
expressas agora navariavel ¢ (x).



Das condi¢bes de contorno, obtém-se:
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Resolvendo-se este sistema, encontram-se as constantes C,;, C, e C, em fungdo da

constante C,, , resultando na equagéo:
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Portanto, para que C,, sgja diferente de zero (solugéo ndo trivial) é necessario que 0s
termos entre col chetes sggam nulos, ou sgja:

®(B,)=0, (13)
sendo esta equacdo usada para determinar os valores dos f, e, a partir destes valores,
determinam-se os A, pois A, = 3.1 . As primeiras trés raizes ndo nulas desta equacdo foram
encontradas utilizando-se o Mé&odo Numérico da Bissecg@o, com oito digitos significativos
de preciséo:

B, =1.522638; 3, = 2.615733; 3, = 4.432305,
o queimplicaem

A, =2.45144718; A, = 4.21133013; A, = 7.13601105.

As demais constantes presentes na equacdo (10) sdo relativas aos parametros
estruturais, tendo-se utilizado os mesmos valores numeéricos da Parte |. Como

w=x | E gz, (14)
o

as frequéncias dos trés primeiros modos de vibragdo sdo:
w, =17.509421889;; w, =51.67329338¢,; w, =148.367159; .
Pode-se escrever entéo:

(12)
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Porém, @ (x) deve satisfazer & seguinte condicao de ortogonalidade (Pereira, 1999):
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sendo |, correspondente ainérciatota de corpo rigido da estrutura. Portanto, aplicando-se a
condicéo (16), chega-se a equacao:
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Portanto, a partir da equacdo acima, pode-se determinar analiticamente o valor da
constante C,; naforma:
I
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ou sgja, paracada S, tem-seum K, e uma conseqliente constante C,; .

A partir destas constantes e dos valores dos 3,1 =1,2,3, sdo determinadas as fungdes
de forma, cujos gréficos séo mostrados na Figura 1.

Figura 1 Gréficos das funcdes de forma

2.1 Obtencdo do modelo dinamico

O Lagrangeano do sistema pode ser escrito sob aforma (Pereira, 1999):

3 qua(o)
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aplicando-se ent&o as equacdes de Euler-Lagrange, chega-se ao sistema:
X = AX +BT,_, (20)
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X=lo, & a0 6 6 & o @l
e &,,i =123, correspondem as razbes de amortecimento, as quais serdo diferentes de zero

caso se considere o amortecimento natural da estrutura (estes valores podem ser identificados
apartir de experimentos em mal ha aberta).

A matriz de observacéo, para o caso colocado, possui a seguinte forma (observa-se a
vel ocidade do rotor):
C = %, 0001 940 9% 9%EQ

dx dx dx E

Para 0 caso ndo colocado, observa-se a posicdo y(l,t) da carga terminal e portanto, a

matriz de observacéo ser&

Ce=l al) o) «0) 0 00 0

A Figura 2 contém as respostas em frequiéncia das fungdes de transferéncia analitica
(Parte l) e por Modos Assumidos com Fungdes de Forma Exatas, para o caso colocado. A fim
de garantir uma comparagdo mais efetiva com o resultado analitico, o amortecimento
estrutural foi negligenciado, assumindo-se as razfes de amortecimento (¢,,i =1,2,3) nulas .
Analisando-se esta figura, observa-se a perfeita coincidéncia com o resultado analitico, ou
sgja, 0s trés primeiros zeros e pdlos sdo idénticos nos dois resultados. Deve-se ressaltar que
se utilizou, como fungdes de forma, os modos exatos do problema e apenas neste caso, 0
método dos modos assumidos se confunde com a solugdo exata apresentada na Parte .

Figura 2 Funcbesde TransferénciaAnd iticae por Modos Assumidos (caso colocado).



3. 0 METODO DOS MODOS ASSUMIDOS (FUNCOES DE FORMA
POLINOMIAIS)

Neste caso, as fungdes de forma sdo polinémios, confundindo-se assim com o método
dos elementos finitos. No caso classico, o elemento geralmente € de terceira ordem. Esta
técnica é inconveniente por necessitar de um numero grande de elementos, a fim de
minimizar o efeito de uma modelagem incorreta das deformagdes correspondentes ao
primeiro elemento finito (conectado ao rotor) e ao Ultimo (conectado a carga), ampliando
assim acomplexidade do modelo (Pereira, 1999).

3.1 Utilizacdo de uma aproximacédo polinomial do quinto grau

Para superar as dificuldades do método classico citado anteriormente, Chrétien
(Chrétien, 1990) propbs a utilizacdo de um Unico elemento, mas com uma deformacéo
aproximada por um polinbmio do quinto grau. Considere-se uma estrutura elementar,
conforme mostrada na Figura 3. Este elemento possui 0 comprimento total da estrutura
flexivel, pois se considera um Unico elemento finito. Dois par@metros cineméticos sdo
introduzidos:

M M

a(1)=—2"a(t)= %

onde M ,, eM , sd0 os momentos fletores nas extremidades da estrutura elementar.

Figura 3 Estrutura el ementar com a representacdo de seis parametros cinematicos.

A expressédo para a deformagao da estrutura possui a forma:

wix,t) = ag(t) +a (t)x+a, (t)x* + 2, (t)x* +a, (X" +as (1), (21)
com as seguintes condic¢des de contorno:
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Aplicando-se as condi¢des de contorno, obtém-se a deformacéo naforma:
6
wixt)= 3 @ (o (). (22)

onde
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As expressdes para calcular as energias cinética e potencial séo as mesmas do caso
analitico (Parte I), mas considerando que 6 =g, . A aplicacdo das equactes de Euler-Lagrange
possibilita a obtencdo do modelo dinamico naforma:

[mild {4 d 1 5. (23)

onde os elementos da matriz [m] sdo dados por (Pereira, 1999):

m, = [ o (6o, (i ma (o () . 1) 2
m, =m, = [ ple,0)+ Xo O+ m [, ()+1]@ ()i # 2,
my = [, p{le.09+ 240,09+ xt o+ mfg, () + 20, 1) 413 + 1.

0s elementos da matriz [k] sdo:

e [S] éo vetor com os esforgos externos.

Na Figura4 mostra-se os trés primeiros modos de vibragdo no gréfico da funcéo de
transferéncia do M étodo dos Modos A ssumidos com funcdes de forma polinomiais. Verifica-
se ainda que os zeros sdo muito préximos dos trés primeiros zeros encontrados na funcéo de
transferéncia analitica. Percebe-se também que os dois primeiros polos encontram-se
deslocados para a direita com relacdo aos dois primeiros pélos analiticos e que o terceiro pélo
coincide aproximadamente com o terceiro polo analitico.

Figura4 Funcbes de Transferéncia Analiti cae do Método dos Modos Assumidos com
Funcdes de Forma Polinomiais (caso colocado).



4. CONCLUSOES

Sobre o M étodo dos M odos Assumidos (modos exatos)

Trata-se da técnica que apresentou 0 melhor desempenho pois, conforme ja esperado, ndo
ha erros com relacdo ao resultado exato (fungdes de transferéncia analiticas);

Encontrar as funcbes de forma, neste caso dos modos exatos, ndo € um pProcesso
exatamente simples, principa mente porque o mesmo ndo depende somente das condicdes
geométricas de contorno e ha a necessidade também da utilizacdo de uma condi¢do de
ortogonalidade;

Ao contrario do formalismo discreto, este método deve apresentar grande complexidade
na determinacdo do modelo de estruturas com varios elos flexivels, principalmente em
razdo de dificuldades na obtencéo das funcdes de forma, dificuldades estas oriundas da
complexidade envolvida no trabaho com as condigdes de contorno.

Sobre 0 M étodo dos M odos Assumidos (fungdes de forma polinomiais)

Esta técnica apresenta um bom desempenho quando um grande nimero de elementos
cléssicos de terceira ordem € considerado. Porém, este elevado nimero de elementos
amplia em muito a complexidade do model o;

Testou-se, entdo, qual seria o desempenho de um modelo obtido a partir de um Unico
elemento de quinta ordem. Os resultados mostraram erros muito pequenos Nos zeros, mas
erros significativos nos polos;

Algum erro ja era esperado uma vez que as funcdes de forma (analiticamente constituidas
de funcdes trigonométricas do tipo seno, seno hiperbdlico, etc.) sdo aproximadas por
funcdes polinomiais.

REFERENCIAS

Chrétien, J. P. 1990 “Modélisation des Chaines Polyarticullés Flexibles: Synthese
Bibliographique”’, Rapport D. R. E. T./ D. E. R. 2n-1/7735, Toulouse, Franca.

Meirovitch, L., 1967 “Analytical Methods in Vibrations’, The Macmillan Company, New
York.

Pereira, A. E. L., 1999, “Um Estudo Sobre Modelagem Matematica de Estruturas
Flexiveis’, Dissertacéo de Mestrado, UFRGS, Porto Alegre, RS, Brasil.

Schimtz, E., 1985, “Experiments on the End-Point Control of a very Flexible One-Link
Manipulator”, PhD. Thesis, Satnford, california, Unite States.



