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Resumo. Neste trabalho obtemos uma familia de solucoes das equacoes de campo que
descrevem o comportamento de corpos linearmente eldsticos, homogeneos, isotropicos e
incompressiveis, em equilibrio na auséncia de forcas de corpo .
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho obtemos uma solucao especial para as equagoes de campo que des-
crevem o comportamento de um corpo linearmente eldstico, homogeneo, isotrépico e in-
compressivel, em equilibrio na auséncia de forcas de corpo.

As equacoes de campo: relacdo deformagdao -deslocamento, equacdo constitutiva,
equacao de equilibrio e restri¢cao de incompressibilidade, formam um sistema de equagoes
diferenciais para o deslocamento u, o tensor deformacao infinitesimal E, o tensor tensao
T e a pressao p. O sistema de equagoes de campo pode ser equivalentemente escrito em
termos somente do tensor E.

A solugao especial obtida corresponde ao caso em que: i) E tem um autovetor fixo,
ii) a derivada direcional de E na diregdo do autovetor fixo é nula e iii) os autovalores
de E sao constantes. Nessas circunstancias, as equagoes de campo sao reduzidas a um
sistema de equacoes para o angulo # que determina a orientacao dos autovetores de E.
Este sistema foi resolvido por Fosdick e Schuler (1969) usando varidveis complexas e de
outra forma por Martins e Duda (1998) e Duda e Martins (1999).

Conhecido o angulo 3, os autovalores de E sao escolhidos de modo a satisfazerem a
condicao de incompressibilidade. Em seguida, o campo de deslocamentos e de pressao sao
calculados via integracao e o campo de tensao é obtido pela relacao constitutiva.

Na secao 2 formulamos as equacoes de campo em termos de E. Na secao 3 apresen-



tamos o problema plano generalizado, com as equacoes para a obtencao do deslocamento
e da pressao em termos de E, via integracao . Finalmente, obtemos, na secao 4, o tensor
E e a seguir os campos de deslocamento, pressao e tensao.

A notacao utilizada neste trabalho é a notacao padrao usada em mecanica do continuo
(Gurtin, 1981).

2. PRELIMINARES

O sistema de equacoes de campo que descreve o comportamento de um corpo linear-
mente eldstico homogéneo isotrépico e incompressivel, na auséncia de forcas de corpo, é
formado pela relacao deformacao - deslocamento:

E = %(Vu#—VuT), (1)
pela equagao constitutiva:

T=—pl+2uE, (2)
pela equagao de equilibrio:

divT =0, (3)
e pela restricao de incompressibilidade:

divu =0, (4)

onde p é a constante de Lamé do material.
O sistema de equagoes (1) - (4) é equivalente a:

rotrot E = 0,
rotdivE =0, (5)
trE = 0.

De fato, a equagao (5.1) é obtida da equagao (1) (Gurtin, 1972), sendo conhecida
como condigao de compatibilidade de Saint-Venant-Beltrami. Para obter a equagao (5.2),
inicialmente substitui-se (2) em (3):

Vp = 2udivE, (6)

e elimina-se a pressao utilizando-se o operador rotacional. A equagao (5.3) decorre da
definicao de divergente e traco.

Calculado o campo E em (5), usamos a férmula de Cesaro para obter o deslocamento
u (Cesaro, 1906, ver tambem Gurtin, 1972). O campo de pressao p é calculado por
integracao de (6) e o campo de tensao T é calculado através de (2).



3. PROBLEMA PLANO GENERALIZADO
Seja E um campo de tensores simétrico. Pelo teorema da decomposicao espectral:
E=\Ne®e + ey ®e + A\3e3R es, (7)

onde \; é o autovalor de E associado ao autovetor e;.
De agora em diante assumiremos que:

(i) E tem um autopar constante, digamos {3, e3},
(ii) O campo E é tal que:

V(Ea)e; =0, Va. (8)

Nessas condigoes , o sistema de equagoes (5) pode ser reescrito como (ver Duda (1996),
Duda e Martins (1999) e Martins e Duda (1998)):

div Wdiv EW = 0,
divWdivE = 0, 9)
trE = 0.

onde W ¢ o tensor antissimétrico cujo eixo axial é es.
Se E é a solugao de (9), o campo de deslocamento sera:

u(x) = ulxo) + [ (B +aW)d, (10)
onde « é obtido pela integracao de:
Va = divEW. (11)

E a pressao p, entao, sera:
p(x) = p(xo) + 2 / divE - dy. (12)

4. UMA SOLUCAO ESPECIAL

Vamos considerar agora que \; # \g sdo constantes (lembramos que se A\; = Ay, a
solugao é trivial). Desta forma, o sistema formado pelas equagoes (9) é equivalente ao
sistema:

divdiv(e; ® e; —es ® €3) =0,
divWdiv(e; ® e; — e; ® e3) = 0, (13)
)\1 + )\2 + )\3 =0.



Entao, para encontrar uma solugao E especial, basta resolver (13.1) e (13.2) e escolher
A1, Az e Az, com A\ # A, tal que (13.3) seja satisfeita.

Vamos utilizar agora um sistema de coordenadas cilindrico {r,0,z}, com a base
ortonormal {e,, ey, e.}. Deste modo:

e, = cos e, + sin [ ey,
e, = —sin f e, + cos [ ey, (14)
€3 = e,.

Assim, as equagoes (13.1) e (13.2) formam um sistema de equacoes para (3. Este

sistema foi resolvido por Fosdick e Schuler (1969) usando variaveis complexas e de outra
forma por Duda e Martins (1999) e Martins e Duda (1998), e a solugao é:

/6 = /607 (15)

onde [y é uma constante.
Assim, substituindo (14) e (15) em (7), temos que:

E=Ae,®e, +BeyRey+C(egRe, +e. ®ey) + Az, e, (16)

onde:

2 2

B = Al _; A (Al ; )\2> cos 23, (17)

C = (Al ; AQ) sin 203.

Usando (16), o campo « é calculado através de (11):

A= A -+ <)\1 _ )\2> cos 203,

a=2Clr + (B—-A)0 + D, (18)

onde D é uma constante.
O campo de deslocamento, obtido substituindo (16) e (18) em (10), fica:

u=1u,e, + upey + \3ze,, (19)

onde:

u, = Ar + E cosf + F'sind,

(20)
up =2CrInr + (B — A)or + (D — C)r + Fcos — Esinb,
sendo I/ e I constantes.
A pressao p é calculada substituindo (16) em (12):
p=2u((A— B)lnr+2C0) + G, (21)



onde G é uma constante.
E, finalmente, a tensao T ¢é calculada substituindo (21) e (16) em (2).
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ON PLANE DISPLACEMENT IN INCOMPRESSIBLE
LINEAR ELASTICITY

Abstract. In this paper we obtain a family of solutions for the field equations that describe
the behavior of an isotropic, homogeneous, incompressible linear elastic bodies, equilibrated
in absence of body forces.
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