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Resumo. A verificacdo da qualidade de um modelo dindmico de uma estrutura obtido pelo
método dos elementos finitos inicia-se através de uma correlacdo entre os parametros modais
deste modelo com os parametros modais obtidos por analise modal experimental. A
correlacdo entre as formas modais (vetores modais) dos dois modelos (numérico e
experimental) fornece uma indicacdo global do nivel de similaridade entre os mesmos,
enquanto que a correlacdo entre os graus de liberdade fornece uma indicagdo da
contribuicdo de cada grau de liberdade nos valores globais da correlacdo entre os vetores
modais. Neste trabalho sdo apresentados resultados de aplicacdo de algumas técnicas de
correlacdo de formas modais e graus de liberdade. As técnicas usadas para a correlacéo
entre as formas modais sdo o MAC, MSF e 0 POC, enquanto que para correlagao entre graus
de liberdade sdo usados 0 CoOMAC e Diferenca de Mdédulo. A verificacdo da correlacao,
através destas técnicas € realizada sem uso das matrizes de massa e rigidez do modelo de
elementos finitos. As técnicas sdo aplicadas em resultados para uma viga de aco livre-livre,
em que no teste modal € usada excitacéo por impacto.

Palavras-chave: Analise Modal, Formas Modais, Vetores Modais , Graus de Liberdade,
Correlagao.

1. INTRODUGCAO

Existem diferentes técnicas para a comparacdo de vetores modais tedricos e
experimentais. Estas técnicas podem ser classificadas em duas classes: aguelas relacionadas a
comparacao entre os proprios vetores e aquelas relacionadas a correlacdo entre os graus de
liberdade dos vetores (Avitabile & Foster, 1996).

Este trabalho apresenta resultados de comparacéo e correlacéo de formas modais e graus
de liberdade de uma viga, obtidos por simulagéo numérica por elementos finitos e via andlise
modal experimental. As técnicas usadas para a correlacdo entre as formas modais séo o MAC



(“Modal Assurance Criterion”), o MSF (“Modal Scale Factor”) e o POC (“Pseudo
Orthogonality Check”). Estas técnicas possuem a vantagem de ndo necessitar da matriz de
massa do modelo de elementos finitos, proporcionando asssm uma reducdo em tempo e
memaoria computacional no calculo da correlacdo. As técnicas usadas para a correlagdo entre
graus de liberdade sGo o CoOMAC (“Coordinate Modal Assurance Criterion”), que fornece
uma indicacéo da contribuicdo de cada grau de liberdade para os valores do MAC e a
Diferenca de Médulo (“Modulus Difference”), que serve para complementar os resultados do
CoMAC. Ambas também ndo necessitam da matriz de massa para o célculo da correlagéo.

As técnicas sdo aplicadas em resultados modais de uma viga sob condi¢éo de contorno
livre — livre. Na fase experimental, foram desenvolvidos 3 model os geométricos paraaviga a
fim de verificar ainfluéncia do nimero de pontos de medicdo. Como mecanismo de excitacéo
nos testes modais, foi usado o martelo de impacto.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O MAC (Allemang & Brown, 1982), também conhecido como MSCC (“Mode Shape
Correlation Coefficient”), € um coeficiente de correlacéo entre dois vetores modais (formas
modais) quaisgquer. Este coeficiente é uma quantidade real, inclusive se os elementos dos
vetores modais forem complexos. Se 0 MAC entre duas formas modais for igual a 1,0, entéo
estes vetores estdo perfeitamente correlacionados. Na pratica, qualquer valor entre 0,9 e 1,0 €
considerada uma boa correlacéo (Application Note HP 243, 1986). Se o coeficiente tiver valor
menor, entdo haverd um grau de inconsisténcia inversamente proporciona ao valor do
coeficiente. A expressdo matematica do MAC, entre dois vetores, € dada por:

2

(e} {u}}
(e} (e D} {u}})

MAC(8,u)) = (M

onde “g" € o i-ésimo vetor modal experimental, “Uj” o j-ésimo vetor modal do modelo

numeérico e “*” denota o complexo conjugado do vetor.

As formas modais dos modelos numéricos e experimentais podem ser comparadas
graficamente, onde os valores dos elementos dos vetores numéricos e experimentais, para
cada modo, sfo apresentados em um grafico, um versus o outro. E necessario para se fazer a
comparacdo, que os elementos dos vetores modais experimentais e numéricos estejam
normalizados da mesma maneira e que os elementos dos vetores modais experimentais sejam
numeros reais. O resultado ideal € quando os pontos nos graficos fiquem dispostos em uma
linha reta de inclinagdo 1,0. Este tipo de apresentacdo tem a vantagem de se perceber erros
sistematicos. O coeficiente MSF (Ewins, 1984) representa a inclinacdo da melhor linha reta
que passa através dos pontos no grafico. A expressdo do M SF pode ser escrita como:
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MSF(g,u;) = 2

Vale ressaltar que 0 MSF ndo da indicagcdo do desvio dos pontos em relagdo a melhor
linha reta que passa através dos mesmos, simplesmente a inclinacdo desta melhor reta. O
parémetro que fornece uma medida do desvio minimo quadrético dos pontos em relacdo a
linha de correlacdo é o MAC, definido anteriormente. O grafico dos elementos dos vetores



modais também fornece uma indicacdo dos graus de liberdade que contribuem para a
qualidade da correlagdo entre os vetores.

Uma outra forma de avaliar a correlacéo entre vetores modais experimentais e os obtidos
numericamente é o uso do POC (Avitabile et al., 1988). O POC foi primeiramente idealizado
para verificar a correlagdo utilizando a matriz de massa do modelo numérico.
Matemati camente este coeficiente € dado como:

POC =[U]" [M][E] €)

onde [E] € amatriz modal do modelo experimental, [U] amatriz modal do modelo numérico e
[M] amatriz de massa do modelo numérico.

Para a obtencéo do POC, a ordem dos modelos deve ser igual. A matriz de massa do
modelo numeérico deve ser reduzida ou os vetores modais experimentais expandidos. O POC
foi definido a partir do Método de expansdo/reducdo SEREPE (O’ Callahan et a., 1989). Na
apresentacdo dos resultados desta técnica, se 0s vetores modais forem bem correlacionados a
matriz de POC tera valores na diagonal principal bem préximos a 1, variando |levemente para
mais Ou menos.

Em um trabalho, Avitabile e O’ Callahan (1995) mostraram que o POC pode também ser
encontrado sem a utilizagdo da matriz de massa. Neste caso 0 POC pode ser escrito como:

POC = [U,]9[E] 0

Na equacdo, [U,] € a matriz modal reduzida do modelo numérico e o sobrescrito “g” indica a
matriz inversa generalizada, que é dada por:

[U.]1° = (U] V) VL] ()

O uso da matriz inversa generalizada deve-se ao fato das matrizes envolvidas no célculo
do POC nép serem quadradas.

O CoMAC (Lieven & Ewins, 1988) correlaciona os graus de liberdade contidos nos
vetores modais numeéricos e experimentais. O CoMaC fornece uma indicacéo da contribuicao
de cada grau de liberdade para os valores do MAC. Os valores do COMAC variamdeO al, e
a sua expressao matematica éigual a:
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onde“i” € a coordenada modal (grau de liberdade) e “m” € o nimero de modos.

A Diferenca de Médulo (“Modulus Difference”) (Avitabile & Foster, 1996) foi
desenvolvida para complementar os resultados do CoOMAC e é formulada como o valor
absoluto da diferenca do médulo dos valores dos graus de liberdade “i” para cada par de vetor
modal numeérico e experimenta “j”, ou sgja

Modulus Difference (i) =||uj; | -|§; || (7



3. APLICACAO

As técnicas apresentadas na secdo anterior sdo aplicadas na andlise de correlacdo das
formas modais numeéricas e experimentais de uma viga de aco, medindo 1000 mm x 25,25
mm X 6,60 mm, sob condi¢&o de contorno livre-livre.

Na modelagem numérica da viga por elementos finitos foram usados 22 elementos de
viga de Euler-Bernoulli, elemento contendo dois graus de liberdade por n6 — um de translagéo
e outro de rotacdo. Contudo, na andise de comparacdo, apenas os graus de liberdade de
trandacdo foram usados devido a impossibilidade de medicdo dos graus de liberdade
rotacionais com ainstrumentacéo utilizada.

Os resultados desta modelagem serviram para a definicdo da posicdo dos pontos de
medicdo na viga e consequentemente a localizagdo do “drive-point”, ou sgja, 0 ponto na
estrutura onde sera colocado o transdutor fixo no teste de uma entrada e uma saida (“single
input — single output test — SISO”). No caso de utilizacdo do martelo de impacto, o transdutor
fixo € o0 acelerdmetro e 0 martelo de impacto aplica a excitagdo nos pontos selecionados na
estrutura, possibilitando assim a determinacéo de uma linha da matriz de funcdo de resposta
em frequéncia, o que é suficiente para a determinacdo dos pardmetros modais da estrutura
(Ewins, 1984).

O procedimento de escolha do “drive-point”, realizado conforme proposto por Jarvis
(1991), consiste primeiramente, em selecionar a faixa de freqéncia de interesse. Nessa faixa
(com o modelo de elementos finitos possuindo “n” modos de vibragdo), para cada grau de
liberdade “i”, o produto dos elementos dos autovetores (vetores modais)

(@) (@), (@ )s % x(@ o X (@) (8)

pode ser determinado.

O grau de liberdade com 0 maior valor para o produto (8) tera termos significativos em
cada modo de interesse e € entdo uma boa escolha para o “drive-point” (além da garantia de
ndo ser um ponto nodal de algum modo pois o0 seu produto (8) ndo € nulo). Os demais pontos
de medida séo escolhidos através da mesma metodologia. Para o caso da viga livre-livre, os
pontos que terdo maiores deslocamentos significativos sdo 0s pontos nas extremidades da
viga. Portanto, foi escolhido o ponto 1 (ver modelo geométrico na figura 2) como o “drive-
point”.

Namodelagem experimental, para a simulagdo da condi¢do de contorno livre-livre, aviga
foi suspensa por fios el asticos conforme mostra afigura 1.

Fios Elasticos

Figura 1 —Viga sob a condicédo simulada de condicdo de contorno livre-livre.

De acordo com a figura 1, os fios elésticos que sustentam a viga, simulando a condicéo
de contorno livre-livre, estdo presos a uma distancia de 0,22xL de cada extremidade da viga



de comprimento L. A regido em torno de 0,22xL € a faixa onde se concentra 0 maior nimero
de pontos nodais levando-se em consideracéo véarios modos. Portanto, esta regido € uma boa
localizacdo para se inserir os fios elésticos e assim minimizar a influéncia destes nos
resultados.

Os testes modais foram realizados em trés tipos de modelos geométricos experimentais
da viga. O primeiro modelo (modelo geométrico 1) consiste em 7 pontos de medicéo, que
correspondem aos nés 1, 5, 8, 11, 16, 19 e 23 da malha de elementos finitos, conforme figura
2a. Neste modelo geométrico, nenhum dos pontos de medicéo corresponde a um ponto nodal
de qualquer modo. No segundo modelo geométrico (modelo geométrico 2), também com 7
pontos, os pontos de medicdo correspondem aos nos 1, 5, 8, 12, 16, 19 e 23 da malha de
elementos finitos (figura 2b), onde 0 N6 12 corresponde ao centro da viga, que € portanto um
ponto nodal para todos os modos pares. Finalmente, um terceiro modelo geométrico (figura
2c) consistindo de 9 pontos. A analise modal com este modelo foi realizada a fim de verificar
ainfluéncia de um nimero maior de pontos nas analise das técnicas de correl agdo.
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Figura 2 — Model os geométricos : (a) Modelo 1, (b) Modelo 2, (c) Model03. Os pontos acima
da viga correspondem as coordenadas modais (pontos de medic&o) e os pontos abaixo daviga
correspondem aos nos da malha de elementos finitos.

4. RESULTADOS

Os resultados das correl agbes entre as fregiéncias naturais e formas modais do modelo
numérico com cada um dos modelos experimentais (obtidos através do “ software” de andlise
modal STAR) sdo mostrados a seguir. A faixa de freqliéncia para a andise foi de 500 Hz,
onde nesta faixa foram encontrados 5 modos de vibragéo.

4.1 Comparagéo das Frequéncias Naturais e Formas Modais

A maior diferenca percentual entre as freqliéncias naturais numéricas e experimentais
ficou abaixo de 4%. Este valor corresponde as freqiiéncias do 5° modo de vibragdo da viga.
Nafigura 3 pode-se observar a boa correlacéo entre esses parametros. As freguiéncias naturais
experimentais s80 as mesmas para 0s trés model 0s experimentais.

4.2 Resultados de Correlacdo entre Formas M odais para o Modelo Geométrico 1

Natabela 1 estéo listados os valores do MAC e MSF. O resultado ideal para a matriz do
MAC seriam valores proximos a 1,0 na diagonal principa e préximos de O para os elementos
fora desta diagonal. De acordo com tabela, os valores na diagonal principal mostram uma boa
correlacdo entre os modos numéricos e experimentais. O menor valor surgiu no 1° modo.
Quanto aos elementos fora da diagonal principal, observam-se valores atos de correlacéo



entreo1°e 3°, 1°e5°, 2° e 4°, e 3° e 5° modos. Segundo a mesma tabela, os valores de MSF
mais distantes do valor ideal 1,0 foram parao 1° e 4° modos.
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Figura 3 — Comparacdo entre freqliéncias naturais numericas e experimentais em Hz.

Tabela 1 — Resultados do MAC e MSF parao Modelo 1

MAC Modos| MSF

Modos| 1° 2° 3 4° 5°
1° | 0,9555 | 0,0289 | 0,3372 | 0,0077 | 0,2051 1° ]0,8342
2° 0,0000 | 0,9961 | 0,0072 | 0,3160 | 0,0001 2° 1,0753
3° |0,2762 | 0,0038 | 0,9874 | 0,0134 | 0,2445 3% 11,0268
4° 10,0149 | 0,2531 | 0,0020 | 0,9821 | 0,0137 4° 11,1169
5° 0,2640 | 0,0000 | 0,2865 | 0,0016 | 0,9868 5° 1,0237

Para se fazer a comparagdo gréfica entre cada par de vetores modais € preciso transformar
os elementos complexos dos vetores modais experimentais. Esta complexidade é devido ao
amortecimento ndo proporciona de estruturas reais. Para estruturas levemente amortecidas,
como € este caso, uma simples transformacao seria utilizar a magnitude do nimero complexo
com o seu sina dependendo do angulo de fase (“+” para angulos proximos de 0° e “—" para
angulos préximos de 180° ). Este foi 0 procedimento adotado no presente caso.

As figuras 4a, 4b e 5a mostram gréficos de elementos para o 1°, 3° e 4° pares de modos
respectivamente. Nestes gréficos sdo notados pontos discrepantes em relacéo a linhareta ideal
deinclinagéo 1,0 (linha cheia).
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Figura4 — Gréficos de el ementos de vetores numérico e experimental:(a2) Modo 1. (b)Modo 3.



Figura 5 — (a) Gréfico dos elementos do 4° par de vetores modais. (b) Gréfico do COMAC
para as coordenadas modais do modelo 1.

No gréfico do CoOMAC, mostrado na figura 5b, podem-se observar a valores baixos no 4°
e no 6° graus de liberdade (ou 4* e 6% coordenadas modais). Estas coordenadas causaram
valores de MSF distantes de 1,0 no 1° e no 4° modos. O MAC n&o foi sensivel a essas
coordenadas mal correlacionadas. O gréfico da Diferenca de Mdulo para cada par de vetores
modai s também indica a ma correl acdo entre essas coordenadas, como ilustra afigura 6.

A matriz dos valores do POC (tabela 2) mostra que ha problemas de correlagéo entre o 1°
e 0 4° modos, pois os valores correspondentes ficaram distantes do valor ideal 1,0. Pode-se
também observar a ndo correlacéo dos modos fora da diagonal principal.
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Figura 6 — Valores da Diferenca de Mddulo para as coordenadas do 3° e 4° pares de modos.

Tabela 2 — Resultados do POC parao Modelo 1

POC
Modos 1° 2° 3° 4° 59
1° 0,8561 |-0,0229 |-0,0023 |0,0017 |-0,0206
2° 0,0467 |1,0716 |-0,0458 |-0,0746 |-0,0646
O 0,0675 |-0,0125 (1,0427 |-0,0204 |-0,0014
4° 0,0946 |0,0092 |(0,0570 |1,1557 |0,0558
5° -0,0893 |-0,0296 |-0,0377 |-0,0469 |1,0390




4.3 Resultados de Correlacdo entre Formas M odais para o Modelo Geométrico 2

Os resultados da correlacdo entre 0s vetores modais numMéricos e os vetores experimentais
do modelo 2 ndo diferiram substancialmente dos resultados apresentados para 0 modelo 1,
discutidos na secdo anterior. Ainda persistem problemas no 1° e no 4° modos, mas os valores
do MSF e POC melhoraram em relagdo ao caso anterior. Isto deve-se principalmente a ndo
inclusdo da coordenada referente a0 nd 11 da maha de elementos (figura 2), que era a
coordenada modal 4 do caso anterior. Contudo, ainda persistem problemas na 6% coordenada
modal, que € amesma do caso anterior. A figura 7 mostra o resultado do CoMAC para analise
dos graus de liberdade numéricos e experimentais do modelo 2.
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Figura7 — Gréfico do COMAC paraModelo 2
4.4 Resultadosde Correlacdo entre Formas Modais para o Modelo Geométrico 3

Os resultados da correlagdo usando 0 modelo 3 mostraram a sensibilidade do MAC em
relacdo ao numero de pontos do modelo geométrico. De acordo com atabela 3, os valores na
diagonal principal melhoraram, assm como os valores fora da diagonal principal. Contudo,
persiste a correlagdo, indicada pelo MAC, no 1° e 5° e no 2° e 4° modos. O MSF néo foi
sensivel ao aumento do nimero de pontos, 0 mesmo acontecendo com o POC (tabela 4).

Tabela 3 — Resultados do MAC e MSF parao Modelo 3

MAC MSF

Modos| 1° 2° 3° 4° 59 Modos
0 0,9618 | 0,0126 |0,0738 | 0,0211 |0,2968 1° 0,8173
2 10,0022 | 0,9957 |0,0006 |0,2549 | 0,0025 2° 1,0788
10,0413 | 0,0002 |0,9900 |0,0010 | 0,0462 3 1,0228
<2 10,0004 |0,2020 | 0,0017 | 0,9825 | 0,0017 4° 1,1233
5° 10,3625 | 0,0006 | 0,0592 |0,0002 |0,9888 5° 1,0245

Tabela 4 — Resultados do POC parao Modelo 3

POC
Modos 1° 2° 3° 4° 5°
1° 0,8561 |-0,0229 |-0,0023 |0,0017 |-0,0206
2° 0,0467 |1,0716 |[-0,0458 |-0,0746 |-0,0646
O 0,0675 |-0,0125 (1,0427 |-0,0204 |-0,0014
4° 0,0946 |0,0092 |(0,0570 |1,1557 |0,0558
© -0,0893 [-0,0296 |-0,0377 |-0,0469 |1,0390




Para este modelo geométrico, 0 CoMAC (figura 8) novamente aponta problemas na
coordenada modal correspondente a0 11° ndé da malha, que neste caso novamente é a
coordenada 4. H& também problemas na 8° coordenada modal, que corresponde ao 19° né da
malha de elementos finitos, e consequentemente a 6° coordenada modal dos dois modelos
anteriores.

CoMAC
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Figura 8 — Gréfico do CoMAC paraModelo 3
5. CONCLUSOES

Os resultados das correlacBes segundo as técnicas do MSF e POC mostraram que
existiram problemas na correlagdo entre o 1° e 4° pares de vetores modais numéricos e
experimentais. As técnicas de correlacdo apresentadas no trabalho diagnosticaram nas
coordenadas modais 4 e 6 o0 problema da correlagdo dos modos acima citados. Para estes
modos foram apresentados os valores mais baixos de MAC, mas, ainda em uma faixa
aceitavel de valores. O MAC mostrou ser sensivel ao nimero de coordenadas modais, no que
diz respeito a indicacdo de modos que ndo sdo correlacionados, fato que ndo ocorreu com o
MSF e POC.
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CORRELATION OF MODE SHAPES AND DEGREES OF FREEDOM OF MODELS
OBTAINED BY FINITE ELEMENT AND EXPERIMENTAL MODAL ANALYSIS

Abstract. The verification of the quality of a dynamic model for a structure obtained by the
finite element method begins through a correlation between the modal parameters of this
model and the modal parameters obtained by experimental modal analysis. The correlation
between the mode shapes (modal vectors) of the two models (numeric and experimental)
provides a global indication of their similarity level, while the correlation between the
degrees of freedom provides an indication of the contribution of each degree of freedom to
the global values of the correlation between the modal vectors. This work presents
application results of some techniques of correlation of mode shapes and degrees of freedom.
The techniques used for the correlation between the mode shapes are MAC, MSF and POC,
while for correlation among degrees of freedom CoMAC and Modulus Difference are used.
The verification of the correlation, through these techniques is accomplished without using
the mass and stiffness matrices of the finite element model. The techniques are applied in
results for a free-free steel beam, where in the modal test, excitation by impact is used.

Keywords: Modal analysis, Mode Shapes, Modal Vectors, Degrees of Freedom, Correlation.



