
����� ���������	 �	
 �
�������
 ��� � ����


����������	 �� ����� �	��
���

������ ����������  � �����

������� ����!�� ����� "�#$��

	����# %�&���

���������	�� 
����	� �� 
�� �� �	������ ��������
���	������ �� ����	���	� �����������
���� �� !"#$% & '()*#+),$ & 
�� �� �	������ 
�� ��	-���
��&� �������� ���'(��

./�� + .	0��	�1���� /	����	� �� ����2�	3�4	� �����156�	�
���	������ �� ����2�	����	� ����	���	�

2	 7��12��� 8	��	�� %%% & '#!#(+$,$ & ����1������� 
�� ��	-���

��������) ��� ���� �	
����
� �� ���� ����� �� �� ������� �� ������
� ���� ���������

������� ��� ����� ����� ������� ������ �� ����� ��������� �� ��� �� �� ���������� � �����

��������� 	���� �� � ����� ����������� ������������� ����� ��� � ����
����� ��������� ��� ���

������ ����
���
�� �� ��� ����� ������� ��������� ��� ���� ���������� ������� ��������

��
�� �����
�� ������� �� ���������� ������� �� ����� �� �	���� 
��������� �� ��� 
����	����

����� �������� ��� ��� ����� � ������� �� ����� ��� �	�
� ��������� �� ����� ��������

����������� 	����� �� ����� ������ ��� ���� �������� �� ��
��������

�	
���
��  ����� !�������� "��� #���������� !���� !��������� $�����
� $��������

%���� $��������

*) �	���
�����	

9�� �	�� �0:������ �� ���� �	��� �� �� ������� 	� 	�	����� ���� ��6������ �������
��� ����� 	�	�;���� 2���� � ���������� ����� �����	��� 0	��� �� ��� ���	� ���������	� �����+
���	���� ����� 	�� 	 ���������� ������2�� ��� ��� ������ �����	����� �� ��� 6���� �������
���2����� 9�� ���	���; ��������� ������ �� 	� � ���� �� ��� ��� ��������� 0; ������ ��

���<())"= 	�� 
��:1�� �� ���<()),= >���� ��� ����� �����	��� 	�� ��� 	�	����� ������� >���
���; ��6��� ��� ����	� 6���� ��������� ?� �����	��-� ��� ����� �����	��� 	�� ��� 	�	�����
������2�� �� ����2�� @2	��	��� ���	������

9�� ��	� �� ��� 	���������� ���� 	�	��	���� �������� �����	��� 0; 	 ���������	� �����

(



�����	���� �� �� 	������ 	 ����+	�	����� ���	���; 	���2����� ��� ���� ��-� ��6������� 	�
>��� 	� ����6������ �� ��� �������� ������� ����������� A� ���� >	;� 	���� ��� 	�	��	����
�������� ��� ���� �2��� 	������ >��� ��� ��������� �� �	 ��2� �2��	�2�� �� ��� �2�������
9��� ���� 	�	��	���� ������� ����� �������� ���2��� �� ���	��-��� ������� �� �	��� ��
	0�2�� �	��	����� �� ��� �	��	0���� >���� ���	���� �� ��� B��>� � ������ <����1��()")=� C��
>� �	� �0�	�� 	� 	��2�	�� ���������	���� �� ����B�� 0�2��	�; �	;���� >	B�� 	�� �����
���������2������

.���� 	�	�;��� ��	�� >��� ��� ������ ����2�	���� �� ��� ��	� ����2���� ��	���� ���+
�	��� �� 	 0��; + 	 ���������� >����� 2���� �����	�� ��������� B����	���	��; 	������0��
��	���� ���	�� �	��� �	B� ��	��� .��	��-�� ��	���� ������	����� �� ���� 0	��� 	�� ������� ��
���� ����	��� ���2	������ D��2�	�; �� ��� �2�����	� ���2���� �� ����� 	�	�;��� �� �����2��;
	E����� 0; ���	� ����2�	������ 	������ ���� ����� ���	��-�� ��	���� ������	������ A� �����
	�	�;���� � ������ ����� �����	��� 	� �������� 0; ��� ��	��	�� ����� 	�	�;��� �� ��� 6����
������� ������� �� ����� ���2F����� �� 	��2�� ����	0�� �����	��� �� ��� ����2��� ���2����
	��2�	�;� 9��� �� �2� �� ��� �	�� ��	� �� ���; ;����� ������	���� �� ��� 	�;������� �����
0��	���2� 	�� ��@2���� ���2�	���; ���������� �� ��� ���2����� >���� 	�� ��� �	���6�� �� ���
�������� �� ����2�	������ �2�� 	� ��� 	0��� ��������� ����� 9���� �	��� �������� ��� ����
�� 	� �����	��� >���� �	� � ���������� 0� � ��	���� ���� ��� �2�����	� ���2�����


2���������� ��� ����� 	�	�;���� ��� ��	����	� �����+���� 6���� �������� ��	� 2�� ����	�
��������	�� ��� ��� �������; 6���� �	� ������ �������; �� ���B� �� ��	� >� ���; 2�� �� ��
��	�� ������ ���0����� 9�� ���B��� ��	�	���������� 	�� ������	�� �� ��	�� ���	�� 	�� ��
������ >��� �;�����; �� �����2����� 9��� �� 0��	2�� ��� � 	�� �������; �� 	� �������� 6���
>��� ��� ����� ��	���� �2������ �� 2���� A� ����� �	���� 	 �2���� ���	��2�	� �� �� �������
>	� �����	��; ���	��� �� �	�� ��� ���B ���0��� <������ �� ����())!=� 
�� ���� ������� 	�
�F����� 	�	����� ���	���; ���	��� 	� ����� ��� ������	���; �����>��� �����	�� 0; ��������
:2�� 	� >	� ������2��; ���������

A� ���� �	���� 6����;� >� ����2�� ���� ���2�� �� ��� 	������ ����� �����	���� ����+
��@2��� 0; ����������� ��� �����	����� �������; 	�� ��� ������	� ���������	� ����� ����+
�	���� 
����>���� >� ������� ��� ���������	� ��	��>��B �� ����� 	�	�;���� 9������� >���
����� 	�	�;��� 	�����	������ >� 	��� ������� 	� 	�	����� ���� ��6������ ���2���� ��� 	�
��������	���� ���0��� �� ����� �� ���> ��	� ��� �������� 	�	����� ���	���; 2���� �2�
	���������� ����� �����	��� �������� �����	� 	����� �2�������������� �	����

+) ���������� "���
 �	 
���������� �������


A� �������; 0	��� �� ����� �����	���� ������� ��� ��	������ 	����� G����	�� ��
���2������ �0�	���� �� 	 ����� ����� 	�� �������� 	�� 	���� ��	� ��� �������� ���2����
�� 2��� �� ����� �����	����� A� �� >��� B��>� ��	� ��� �����	����� �� ��� �h �2������ ��
�2������������� �� ���� �������� ������ �� ��� ���� ��������� ��	� ��� �� ����� ������ ���
�����	����� �� ��� 6���� ������� ���2����� � ��0�� ������ 	��2�	�; ��	� ����	��; � �������
9	B��� 	��	��	�� �� �2�������������� ��� �	�� ���	 �� ��� �������� �����	��� �� ���2���
�� ��� ���������� �� ��� G����	� >��� 	 ������ ����� �� 	��2�	�; ��	� ��	� �	�2�	��;
�0�	���� ���� ��� 6���� ������� 	���� ��	����� C�� �� ����� �� �0�	�� ��� �������� �����
�����	���� �� �� ������	�; �� ������� ��� G����	� �	��� ���� ��� ������	���� ����� 0; ���
6���� ������� ���2���� ������ �h� D����� ����; 	�������� �� ���������� ��� G����	� �	��� 
2�� 6��� �����	����� ������	����� 
��������� 6��� 	�� ������ �����	����� 	�� �	�� ���2��
�� ��� �����>��� ���������



+)*) �,� ����#-������� �##�# �� �� �� �����# �. �,� �--#�/�0��� ���&����

?� ������� 	� 	���������� ���������� ����� �����	��� ��� ��� ��E������ 0��>��� 	
����� �2������ � 	�� 	 �������� �2������ � � �h >���� �� 	 ���� 	���� ��	���� �� � �� H
�� ��� ����� ��	�

��� ��Lp(­) � ���� I��Lp(­) <(=

>��� I J � 2;p<H= � �h �������� 	� ����	��� >���� 	���� ��	���� ���������� 	�� ��+
���	� �� ��� ��1����� ��������	����� �	��� �� �@�<(= 	�� �� 	�����	��� >��� D�����	 ��

����<())"=� >� 	��2�� ��	� � ���� 	 �����	�� � �2�� ��	�

��� �h�Lp(­) � ���R<�h<�==<�� �0= � <�� �0=�Lp(­) <'=

>���� �R<�h<�== ������� ��� ��������� G����	� �	��� �0�	���� ���� ��� ������	����
����� 0; ��� 6���� ������� ���2���� �h� 9��� ���>� ��	� ��� ��������	���� ����� �� ���
����� �� >���� 	�� �0	 �� ��	�� ���2��� �� �������� 0; ��� 0��	���2� �� ��� ������ �����
�����	���� �� �2�� ������ 9�2� ��� ��������	���� ����� �� ��� ������02��� �� 	� ���������
>	; 	��2�� ��� ����� �0� ����� ��� ����� ������� �� ��� ��������� ���0 	�� ��� ���������
G����	� �	��� �	�2� �� ���� ������ �R<�<�==�

9�� 	0��� ���2�� �2������ ��� 2�� �� �@�<'= 	� 	 ����������� ����� �����	��� �� ���
����������; 2��� 0; ����1� <()")=� C���� ��� ��������� G����	� �	��� �� ��� ��������
��6���� �� �	� ��� 0� �	B�� 	� 	 ������ ������� D� 	� 	�����	����� ����1� ������2��� ���
������ ������

� K 121T <%=

>���� 1 �� ��� �	��� �� ������������ �� ��� ��������� G����	� �	��� � ��� �	��� 2 K
��	

	�1	� 	�2	� 	�� 	�i	� � K (� '� 	�� ��� 	0���2�� �	�2� �� ��� 	�����	��� ������	�2��
<	�1	 � 	�2	=� D�������� �� ���� ��6������� ��� ������ ������ 6��� � �� 	� ��	�� ��������
����+��6����� A� �	����2�	�� 	 -��� ������	�2� ����� �� ��F�2��; ����� �� ��	�� �� ��6����
���� ��-�� ��	� 	�� ����0���� 0; ��� ������� ��-� �����	���� �� 0; ��� 6�������� �� ���
����2�	����	� ���	���

9�� ����� �����	��� ������2��� ������� �����	� �� ����������� 	� ����� �����	��� 	�+
����	��� �� ��� ������� ���� ������� 	� �������� 0; ��������� �� ��� <())#=� 2��� 	������
��� ��	� �������� 	 ��	�2�� �� ��� ������ �����	���� ������02���� �� �	�� �������� ���+
�������� 	 ����� 6���� ������� ���� � �� ��� ���	�� H� ��� ����� �����	��� 	� �������
����� 
 � �� �� ��6��� 0; ��� � ��������

�T K
½Z

­T

L�<�h<�0==<�� �0= � <�� �0=M
p �H

¾ 1

p

<*=

>���� HT �� ��� 	��	 �� ��� ������� 
 	�� �0 �� ��� ������ �� ���� ��������
9�� ���0	� ����� �����	��� � �� ����� 0;J

� K

ÃX
T2=

�p
T

! 1

p

<#=



+)+) ��#�� �# �#  �#������� #��&-�#�����

C����	� 	����	���� �	�� 0��� ��������� �� ��� ��	��>��B �� ��� 
����� �������
������� �� ����� �� ������� 6��� �����	����� <��� ��� � 	���� N���B��>��- O N�2�())'=�
D���� ���� ����� �� ��� ?������� D���	�� >���� >� 0���P; �2��	��-��

9�� 	����	�� @2���� ?����� D���	�� �������� �� �2����� ��� �����+�������� ���+
������2�2� 6��� 
�h ���� ��� ������2�2� 6��� 
R�h� 9��� �� �	�� 0; �����;��� ���
�	�� ������� 0	��� �2������� 2��� �� ������2�� �h �� ����2�� 
�h� 	�� ���� 	�������
	 >������� 	���	�� �� ��� 
�h� ����2��� �� ��� �������� �2���2����� 	 ���� � � 	� ���
�	�2� 
R�h<�N = �� ��� ��������� ��	����� �� ���� ���� <�N �� ��� �������	�� �� ����
�=� 9�� >����� 	���	�� �� ����2��� 2���� >������ ����� 0; ��� ������� �� ��� ����	���
0��>��� ��� ���� � 	�� ��� ������ �� �2�������������� �� ��� ��	����� <��� ������ �� ���
������� �� ��� �	�� �� ����	� ���	����� 	�� ��� �	2�� ����� ��	� ������� ����� �� ��� �	��
�� @2	��	��� ���	����� <N���B��>��-O N�2�())'==� 9�� >������ �	� 	��� 0� ��6��� 0; ���
	��	 �� ��� �������� �2���2����� ��� �����

C����� �����	����� �	� 	��� 0� ��������� 0; 2���� ��� �	�� 	����	���� 2��� ��� ���
6��� �����	���� ���2���	����� A� �	��� �	B��� 
R�h 	� 	 ��> 6���� >� �	� ��	���; ��� 	�+
������� �� ����� �� 6�� 
R<
R�h=� 9�� �;������� �	�� �� ��� 	���� ��	���� �� ���	����
�� ����� �� ���2�� ��� �;�����; �� ��������� G����	� �	��� �

A� ����� �� 	���� ��	�� �2������� ���������� ������ �	��	����� �� ��� �����	����� ���
	�	���� ���� �2��� �� 0� �������� 0; ��	�� �� ��� ���������� �� ��� �������� �� ���
��������� �� �	 ��2� �2��	�2�� �� ��� �2������� ?������� ���� ���������� �� ���; �	���
�	; �	2�� ���� ��������� >��� ����2���� >������� 	���	���� 9� �������� ���� ���2	�����
��� ������	� ���	�� HT �� ���	��; ��	�������� ���� 	 ��	��	�� 2���������� ���	�� H¤

T
� 
��

����	���� >��� 2���� ���� �����	���� 0	��� �� ��� ��
������ ����� ������&�� <
	������
�� ���())$= ���� ���	�� ��	������	���� �� �	�2�	��; ������� ����	��0�� >��� ��� ���	��
�	����� >���� �� �	�� �� ��� ���� �����	���� 	��������� 9��� �� ��� ������2�� 	������
�� ��� ������� >��B 	�� �� ������0�� �� ��� �����>����

����������� ��� �����0������ �� 	� 	�0���	�; ����� � � ��� ���� �����	���� 	��������
����� �� ���	�� ���	��2�	� �������� >���� 	�� �@2��	���	� >��� ���>�� �� ��� ��	��������
���	�� ����� 0; ��� �����>��� ����	���J

�<�= K
(

�<�= � �<�=
�1 � �1 Q

(

�<�=
�2 � �2 <!=

>���� �i<�=� � K (� ' 	�� ��� ������������ �� ��� G����	� �	��� 3<�h<�==� �<�= �� ��� ��-�
�� ��� �2 ��������� 	�� � � ( �� ��� ���������� �� ��� �1 ��������� �� 	� ������� �����	���
	� ���� � � 9���� �	�	������ 	�� 	�� �;�	���	��; ��6��� 	���� ��� ���� 	�	��	����
�������� 9�� ��������� �� ����� �	�	������ �� ����2���� �� ��� �� � ��������

�����@2����;� �	�� ����� � 0�������� �� ���� ������� 	�:	���� �� 	 ���� � �� ���
���� �	���� �� 	 ����� /M ����� 0;J

/M K �<�=<�M ��N= <,=

>���� �M ��N 	�� /M ������ ��� �������	��� �� ��� ����� � � � 0����� 	�� 	���� ���
�	������ �����������;�



"�� * 4 ��#�� 
�#������� ������#� ��$�#��,0

( + ��6�� ��� ����� 	�����	��� �� ���� �
' + �2��� ��� ������ ������ �<�=� ���� ������	���� 	0�2� ��� ���� ��	��

	��2�� �� ��� ���� � � ��6��� 0; ��� B��>� �	�	������ �<�= � �<�=� �1 	�� �2�
% + 9�	������ 	�� �� ��� �������� �� ��� ����� �
* + ����2�� ��� ��	������ 
�	��h �� �	�� ��� �� ��� ��	�������� ���������
# + ����� ��� ���������� 	��������� ����2�� 
�	�R�h<�=�
! + �; 
R�h<�= K �T<�=
�	�R�h<�= ��	������ ��� ��	����� 
�	�R�h<�= �� ���

������	� ���	���

5) �
������ �����
���

D� ��������� 0������ �� �� �	B�� 	� 	 ���	� ����� �����	��� 	� ������� ������ �T � ���
�	�2� � ������� 0; �@�<*=� �������� � ��� ���0	� ����� �����	��� �� ��� ���	��2�	���� �k�
����� 0; �@�<#=� ��� �	�� ���	 �� 	�	�� ��� ����� 	�������� �� ���� ����� �����	���� ��
�� 6�� 	 ��> ���� �k+1� >��� 	 ����� �2�0�� �� �������� ���� 9�� ��> 6���� �������
���� �� �����	��� ��;��� �� ����2�� 	 2������ ������02���� �� ��� ���	� ����� �����	���
���� 	�� ���������

D� 	���	�; �	��� �2� ��������� 	�������� �� 0	��� �� ��� �	
�����
 ����� ����������
A� ���� ������@2�� ��� ���� �����	��� ����� �� 02��� �@2��	���	� ���	����� �� ��� ������
��6��� 0; ��� �	��	0�� ������ ������ � >����� 	� ���� � �� ��� 	��2	� ����� �	B�� ���
�	�2� ��6��� 0; �@�<(%=� 9� ��	�2	�� ��� �	�	������ >� ������� 	� �����>� <��� 
��:1�� ��

��� ()),� ��� ���� ���	���=�

(� 
�� �	�� ������� ����2�� ��� ���	� ����� �T 	�� ���� ����2�� ��� ���0	� ����� �

'� 7���� 	 �2�0�� �� �������� ��� �� ��� ��> 	�	���� ����� ��� � ������ ���	� �����
�����	��� �� ����� 0;

�¤ K
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���

<"=

%� 9�� �����	���� �� �����	���� �	�� �� ��� ������� ��-� �� �����	��� 0;

�T K

Ã
�¤

�T

! 1
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<)=


��� ��� �	�� �T � ����2��� 	� ������� >���� ��E����� 	����	���� �	� 0� ��������
�� 6�� ��� ������02���� 	� ���	� ������ 9���� 	����	���� �	� 0� ��� �	�� 2��� ��
������� ��� �����	������ 9��� �	�� 	� ���	� ����� �� ����� �<�=�

*� 9�� ��-� �� ��� ��> �������� �� 0� �����	��� 	� ���� � � �� �k+1<�= K �<�=�k<�=�

9>� ��������� �	�2�� ��� ��� ����2��� ��> ������� ��-� 	�� 2���

� � �k � �k+1 � � � �k � � <($=

9���� �>� �	�	������ 	�� 2��� �� ����� �� ���2�� 	 ������������; ���� 	�	��	����
�� ��� ���2����� ��������� � ���������� ��� ��	�	��������� ������ �� ��� ���	�� H�



#� 9�� ���������� �	���� � 	� ����� �� ��6��� 0; �<�k= K
q
	�2	�	�1	� >���� 	�1	 � 	�2	

	�� ��� 	0���2�� ������	�2�� �� ��� G����	� �	��� 3<�h<�==� 9��� ���������� �	����
�2�� 0�2���� �� ����� �� ���2�� ��	� ��� ������ �� ��� ������� �� ��� ���������
�1� ��k+1� �2�� 0� �� ���	��� ��	� ��� ��	�	��������� ������ � �� ��� ���	�� H� �����
� � ���k+1�

!� �k+1 � ��	���
� �2� �� ��� �����	���� �� ��� �	�2�� �� � 	�� � ��� �2�0�� ��
�������� �� ��� ��> 	�	���� ���� �	; 0� ��E����� ���� ��� � ������ ���� 9�
����� ��� �@2	���; 0��>��� ����� �>� �2�0���� ��� ������� ��-� � 	� ���	� ������
�2�� 0� ��	���� A� �	����2�	�� ��� �2�0�� �� �������� �� ��� ��> 6���� �������
���� 	�� ��� ��	��� �	�2� ��� ��� ������� ��-� 	�� ����� 0;

���new K
*�
%

Z
­

'

��2
�H 	�� �k+1 �

s
���new
���

� �k+1 <((=

9�� 	�	����� ���	���; ������0�� �� ����	��� 2���� ��� ����� �����	��� �� ��� ���� �k�
���	���� �� ��� ���2���� �� ��� ���0��� 	�	�;-��� 0������ ��>�� ��	� 	 ����� 	������0��
���	���� ����� ��

6) ����� �	��
���

����� ��� 	��2������ �� ����������	� ��	����� ��� ����� 	�	�;��� ���0��� �������� ��
6����� 	 ��	� �	���� � �2�� ��	� ��� 0��; 2�������� ��	���� ����	��� >��� �20:��� �� ���
��������� ��	�� � 2�������; 	����6�� 0; �� A� �2��� 	 �;���� �� ��	�� ����2��� ��	����
����	��� �� ����� � ���� 	 ������ 6��� �� �@2���0��2� >��� ����� ��	��� >���� �� ��	����	��;
	������0�� 	�� ���	���� 0; ��� �������2���� �@2	������ �� 	 ��	���� ���	�� �	�� 6��� 0����
B����	���	��; 	������0��� 9�2�� ��� ����� 	�	�;��� ���0��� �������� �� 6����� � � �� 	
������ 6��� 
 � �

0

� 	 ��	���� ���	�� �	�� 6��� �p � � 	�� 	 �������; 6���  � � �2��
��	�

�p K � �  � � <('=
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" �  �R
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� � � � <(%=


 � � K 

 � �
0 	 #<
 = � $ � �� � �� <(*=

�p K 
#<
 = S� <(#=

# � S� K $ � S� � $ 	�� # � $ <(!=

?� � ��	��� �� >�	� �����>�� ��� 	0��� ���	���� 	�� ��� ��	���� �� ����� ���	������
�@2	���� <('= ������� ��	� ��� ����	��� ��	���� ���	�� �	�� �� ���	��� �� 	 B����	���	��;
	������0�� �������; 6���  0; ��	�� �� ��� �	����� ������	���� ����	��� �� 9�� ���������
�� 8���2	� ��>��� �@�<(%=� ������� ��� �@2���0��2� �� ��� ������ 6���� >��� 	 ����� 0��;
��	�� �! 	�� �2��	�� ��	�� �" �������0�� �� ������ R¿ �� ��� 0��;�


�� ��	���� ���	��;+��	���� �	����	�� ��� ��	���� 	������0����; �� ������ 6���� �� ��6���
0; ��� ��� �� 	� �� �@�<(*=� 9�� 	������0����; �2������ # �� 	 $+������ 6���� ���������� ��



�	�� ��������� 	 ��	���� ����� 9�� ���@2	���; �� �@�<(*= �� 2��������� 	� �������� ��	�
�	�� ��� �� ����� ���������� #k �� ���+��������� 9�� �������2���� ���	���� �� � �������
0; ��� ����	���; �2�� �@�<(#= 	�� ����������	���; ��������� �@�<(!=� A� �@2	���� <(!=�

#<
 = ������� ��� ��	����� �� # � 	�� S� �� ��� $+������ 6��� �� ��	���� �2���������� D����
�� �@�<(!= ��� ���@2	������ ���� ��������� >����

9�� ��������-�� ������� �� ��� ����� 	�	�;��� ����2�	���� ��	�� �� 	 6���� ���������	�
���0��� ��	� �	� 0� ���� 	� 	 �������� ������� �� ��� �@��<('+(!=� D /�>���+��B� ���	���;
��� ������� ���� �������� ���0��� �� ������0�� 0; ������ �� ���� <())!=�

"�� + 4 � �-���� ��#���$� .�# ��0�� ��������

��-���

( + D���; ��� /�>���+��B� ���	���; ��� ������� ��� �������� ����� 	�	�;����
' + ������ ��� ������� �	��	0�� 	�� ����2�� ��� ���	� �����	��� ����� �T

	�� ��� ���0	� ����� �
% + 
�� 	 ����� '��� ��� �	�� ���� �� ��� ���� �k �����	�� �¤� �k+1 	�� �k+1�
* + C�	�� �k+1
# + 7����	�� 	 ��> ���� �k+1�

����� �k � �
��h�L2(­) Q �k� 1

2

9�� ������ �� 	 �	��	0�� �� 0� 2��� �� ������� ��� 	�	����� ������� �� ��� �0���2�� 9�
�	��2�� ��� ���������2������ ��� �	�2�	� ������ �� ��� �� ��� ���������� �� ��� �������;
������ 6���� �������� ��	� >� �	� �����	�� �� 	��	��� >���� ��������� �� �2��	0�� ��
���� 	��� G�>����� ���� �� ��� 	� �	�; �	�B ��� 	 �����	� ���0���� ����B� ��� �������;
6���� ��� ��	�	� 6��� �� ��	���� �2��������� �	; 0� 2��� 	� ������� �	��	0�� >����2� ���
������2� ���	��	��	��� ���	2�� >� �0����� �� �@�<(#=� ��	� S� �� �������� ���; >���
��� �2������ #k �� -���� ��	� ��� >��� ��� ������ �� �� ��� ;���� �2��	��� C�� ��� ��	����
�2��������� ���	��; �����	�� ��� ������ >���� ���	��-�� ��	���� ������	����� �� ���� 0	���
	�� �������� D� 	 �����@2����� ��� ���	� ����2�	������ 	������ ���� ����� ���	��-�� ��	����
������	����� 	�� 	��� �������� �� ���� >	;� �	��� �� ���� 	��2����� ��� ��	�	� 6��� ��
��	���� �2��������� 	���	�� �� 0� 	 ���� ������ 	� ������� �	��	0�� 	�� �� 	������ ��� ���
���� �� ��� 	�����	������

7) 	�������� ����������	�

9��� ������� �� ������� �� �2�����	� 	�����	����� 2���� ��� �������� ���� 	�	�����
���	���;� ������ >� 	���; ��� 	�	����� ������2�� ��� .���� D�	�;��� ���0����� >� ������
	 ���� �	�� �� ����� �� 	�	�;-� ��� �������	��� �� ��� �������� 	�	����� ���� ��6��+
���� �������� 9��� ����	����� >��� 0� 	���> 2� �� ������ ��� ���� 	�������	�� �������;
������2�� ��� �2� �	����2�	� 	�����	�����

7)*) ���� ����

?� 	���� 	� �����	� ��	��� ���� >��� '# ����� 	�� %' ��������� 	� ���>� �� 
���(� D�
	� 	���� ��	���� ��� ��� �2������ 	�	�;��� >� 	���� ��� 6���� ������� ����	��@2	��	���
��������	�� �h� ��6��� �� ��� ���	���� 
 � �k� ���� �h<�N � %N= K �<�N � %N=� >���� <�N � %N=
	�� ��� �������	��� �� ��� ���	� ����� � �� ��� 6���� ������� ���� �k� D�� ��� 	�	�����
������� >	� ��������� ����������� 	� � ������ �2�0�� �� �������� �� ��� ��> 	�	����



32 elements

Inicial Mesh

972 elements

After 8 iterations

Function:

f x y
e p x y

p x y x y

( , )
( , )

( , ) ( . ) ( . )

= −

= − − + −

1
1

1 500 0 5 0 52 2

Function

20 200 2000

ELEM ENTS

0,001

0,01

0,1

1
G LO BAL ERRO R

 T6 - ID

 T6 - ID  (no stretched )

 T3 - A

 T3 - ID

 T3 - A

(-1)

5.3e-5 < Error <  1.73e-31.2e-2 < Error <  4.6e--2 Function

Figure 1: Teste Function - T3/T6 - Linear/Quadratic Triangles

A��D + A������ ����	����D��	 �������; ������2��

���� <���= �>��� ��� �2�0�� �� �������� �� ��� ��������� ���� 9�� ��������� �	�2��
	������ ��� ��� ��> ������� ��-�� 	� ��6��� �� �@�<($=� 	�� � K $�# 	�� � K $�$#�

�; 2���� 	 ��	���� �� �&
� �&
 ��	��� >� ������� �� ��� 
���( ��� ���0	� ����� � ����2�
��� ���	� �2�0�� �� ��������� ?� �0����� 	 ���� ����������� �	�� ��� 	�� ��� �����	����
�������� 9�� ����������� �� ��� ����������� �	��� 0; ��� 	������� �� ��������� 6����
��������� 0������ ���	� ���� ��� 	�	�;��� �� ��� ������� ���2����

A� ��� �	�� 6�2��� >� 	��� ������� ��� ����� ��� ����	�2�� �� ��� �2������ 	�� ���
������02���� �� ��� ���	� ����� �� ��� �����	� ����� 	�� 	���� ����� ����� �� 	�	��	����� ?�
�	� �0����� 	 6�� ����������; �0�	���� �� ��� ����� ������02�����

7)+) ��0�� �������� �--�������� 4 �#���������� �/�#&���� �,#�&$, � �8&�#�  ��)

?� �	�� ���2�	��� 	 ��	�� ���	�� ������������ � ��2���� >��� ���2����� �� (�% 	��
	 ����� �	����	�� ���	2�� �� ��� �;�����;� >� ����� ���; ��� 2���� �	�� >��� ���
���������� ���>� �� 
��� '� .20������<())$=� ����� ��� � 	�� ���2���� ' K (�),)$$ (Y
��� ��� ������ �����2�� 	� ����	���� 9�� 	�	�;���	� ����	��� ����	���� �������� ���	��-��
������	���� �� ��� ���� �� ���� 0	���� 	� ���>� �� ��� ��� �� ��� 6�2���

D� ���>� �� 
��� '� ��� ��	���� �2������� 6���� 2��� 	� ��� ������� �	��	0��� �� �E������
	� 	 ���������� ��� ��� ����� �����	���� 9�� ����	�2�� ��� ��� ��	���� ������	���� 	�� ���	�
����� ���> ��	� ��� �������� ������2�� �� 	��� �E������ �� �	��2���� ��� ���	��-�� ��	����
������	����� A������ �� �����	��� ��� ���	� ������ �� ��� ���� ���; ��	� ��� ������ >����
��� ���������2����� �	B� ��	��� 	� >��� 	� �� ������2��� �������� >���� 	�� 	������ 	��
��������� �� ��� ��������� �� ���� 0	����
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Figure 2: Frictionless extrusion through a square die.

9) ��	������	

9�� 	�	����� ������@2� �������� ���>� �� 0� 	�������	��� �� �	��2�� ���������2�����
	������ ���� ��� ���	��-�� ��	���� ������	����� �2���� ��	���� ����	���� 	�� 	� 	 �����+
@2����� �� �����; �������� ��� �2�����	� ��	�2	���� �� ��� ����	��� ��	�� 9�� �2�����	�
	�����	����� ���6���� ��� ��	��0����; �� �������� ��	� ��� ��� ����2�	���� �� ��� �����
�����	�� >	� ���� � ������� ��	� ��� �	��2�	���� �� ��� �2�����	� ���2����� A� 	�� ��2����
�	��� ��� ���� ����� �� ��� 	�	����� ���	���; >	� ��>�� ��	� (T �� ��� ���	� ���� �����
�� ����2���� ��� ���2���� �� ��� ���0����

�������	
�	�	��

9�� 	2����� >�2�� ��B� �� 	�B��>����� ��� �2����� �� ���� ����	��� 0; ����� �>� �����+
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