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Resumo. E determinada uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma deformacao
que ¢ universal para a classe dos materiais transversalmente isotropicos tambem o seja
para a classe dos transversalmente hemitropicos. Mostra-se que a torcdo, que é universal
para a classe dos transversalmente isotropicos, € controldvel em certos materiais transver-
salmente hemitropicos mas nao € universal para esta classe.
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1. INTRODUCAO

Uma deformacao que pode ser produzida em um material apenas pela aplicagao de
forcas de superficie é chamada de deformagao controldvel. Entre as deformacoes con-
trolaveis estao aquelas que podem ser realizadas para todo material em uma certa classe.
Tais deformacoes sao chamadas deformacdes universais para a classe de materiais. O
conhecimento de deformacoes universais, nas quais as forcas de superficie podem ser me-
didas, é de grande utilidade para a determinacao das propriedades do material. Este
procedimento foi utilizado com sucesso por Rivlin & Saunders (1951) para a borracha,
considerando-a como um material hiperelastico, homogéneo, isotrépico e incompressivel.
O problema de determinar o conjunto completo das deformagoes universais para uma
dada classe de materiais foi considerado por Ericksen, e que por essa razao chamamos de
Problema de Ericksen, para as duas classes de materiais abaixos:

M1: Materiais hipereldsticos, homogéneos, isotrépicos e incompressiveis (Ericksen, 1954);

M2: Materiais hipereldsticos, homogéneos, isotrépicos e compressiveis (Ericksen, 1955).



Para a classe de materiais M1, seis familias de deformacoes universais sao conhecidas:

Familia 0. Deformacoes homogéneas;

Familia 1. Flexao, estiramento e cisalhamento de um bloco retangular;

Familia 2. Retificagdo , estiramento e cisalhamento de um setor de cilindro vazado;
Familia 3. Inflacao , flexao, torcao , extensao e cisalhamento de uma cunha anular;
Familia 4. Inflacao ou eversao do setor de uma casca esférica;

Familia 5. Inflagao , flexao, extensao e cisalhamento radial de uma cunha anular.

A existéncia ou nao de uma outra familia de deformagoes universais para M1 continua
em aberto (ver por exemplo, Antman (1995) e Beatty (1987)). Ja para a classe M2, as
unicas deformacoes universais sao as deformacoes homogéneas.

O problema de Ericksen para materiais hiperelasticos, homogéneos, incompressiveis
com alguma espécie de anisotropia ainda nao foi considerado, ao menos no conhecimento
dos autores. Contudo, Truesdell & Noll (1966) mostraram que as Familias de 1 a 4 sao
universais para certos tipos de anisotropia. Para a classe de materiais hiperelasticos,
homogéneos, incompressiveis e transversalmente isotrépicos, Ericksen & Rivlin (1954)
mostraram que a parte plana da Familia 1 e a Familia 3 sao universais, enquanto que
Huilgol (1966) mostrou que a Familia 5 é universal.

Neste trabalho mostraremos que a torcao , que é um caso especial da Familia 3,
nao ¢ universal para a classe de materiais hiperelasticos, homogéneos, incompressiveis e
transversalmente hemitropicos. Em seguida, mostraremos que a torcao de um eixo vazado
é controlavel para um material especial, e que para este material, a torcao de um eixo
macico apresenta uma singularidade no campo de tensoes.

A notacao usada neste trabalho é a comumente emprega em Mecanica do Continuo
(Gurtin, 1982).

2. PRELIMINARES

Seja f uma deformagao que ao ponto material X associa o ponto espacial x, x = f(X).
Denotaremos por F o gradiente de f, F = Vf, por B o tensor de Cauchy Green esquerdo,
B = FF”, e por C o tensor de Cauchy-Green direito, C = F'F.

Para um material hiperelastico, a resposta mecanica é caracterizada pela funcao den-
sidade de energia de deformagao &, que a uma deformagao f associa o escalar 6(F) e, pelo
principio da invariancia do observador, ¢(F) = ¢(C).

O grupo de simetria G de um material hiperelastico é definido da seguinte forma:

G={Qe0rt|5(C)=5(QCQ")}, (1)

onde Ort é o conjunto dos tensores ortogonais. Um material é isotrépico se G = Ort.
Seja k um vetor unitario. Denotaremos por P o tensor projecao na direcao k, P =
k ® k, e por W o tensor antissimétrico que tem k como vetor axial.
Um material é dito transversalmente isotropico com direcao preferencial k quando

G={QeOrt| Qk =k}, 2)



e transversalmente hemitropico com diregao preferencial k quando
G={QeOrt" | Qk =k}, (3)

onde Ort™ é o conjunto das rotagoes .
Pelo teorema da representagao para materiais transversalmente hemitrépicos (ver por
exemplo, Achcar (1995), Duda et al (1998), Zheng (1994)) e incompressiveis,

&(C) - 0—(117]27137[47[5)7 (4)

onde I} = trC, I, = 3(tr?C —trC?), [ = C-P, I, = C*. P, I; = C*°WC - P. Neste caso,
o tensor tensoes de Cauchy é

5
T = —pI+ZO’iAi, (5)

i=1

onde 0; = 92 ¢ A; = FSLFT.

A equagéo de equilibrio na auséncia de forgas de corpo,
divT = 0, (6)

levando em conta (5), é neste caso escrita como

5

Vp =div(d)_ 0;Ay), (7)

i=1

ou equivalentemente,

rot le(ZS: UzAz) =0. (8)

i=1

3. DEFORMACOES CONTROLAVEIS E UNIVERSAIS

Seja M uma classe de materiais. Denotaremos por U(M) o conjunto de deformagoes
universais para M, isto é, o conjunto de deformagoes tal que (6) é satisfeita para qualquer
material em M. E imediato observar que se M e N sao classes de materiais e N C M,
entao U(M) C U(N).

De agora em diante, usaremos a palavra material como abreviagao para material
hiperelastico, homogéneo e incompressivel.

Denotaremos por M; a classe de materiais isotropicos, M, a classe de materiais
transversalmente isotropicos, e por My, a classe de materiais transversalmente hemitré-
picos. E imediato observar que M; C M;; C M;y,. Portanto, U(My,) C U(My;) C U(M;).

Para que uma deformacao f € U(My,) é necessario e suficente que (8) seja satisfeita
para quaisquer escolha de o;. Agora, se f € U(My;), uma condicdo necessaria e suficente
para que f € U(M,,) é

rot div 0'5A5 = 0, (9)

para qualquer escolha de 5. De outro modo, se (9) for satisfeita para uma escolha especial
de o5, embora f € U(My;), a mesma é apenas controlavel para um material em My,.



4. TORCAO
Considere a deformacao f escrita em componentes como
r=R 0=0+77 2=7, (10)

onde R, 0,7 e r,0,z sao as coordenadas cilindricas nas configuracoes de referéncia e
deformada, respectivamente, enquanto que 7 é uma constante. A deformacao acima é um
caso particular da Familia 3, e é conhecida como torcao . Para esta deformacao

F=e Qer+esReo+TReyRey +e, ey, (11)

C:eR®eR+e@®e@+7'R(e@®ez+ez®e@)+(1+72R2)ez®ez. (12)

Ericksen & Rivlin (1954) mostraram que a Familia 3, e por isso a torgao , pertencem a
U(My) quando k = ez. Nesta situagao ,

As = —7%%e, Qep+egDe,). (13)

Considerando que C, e por isso o, depende apenas de r = R, podemos reescrever (9)
€omo

d? d
7’2?0'54‘7&0'54—80'5 :O, (14)
T

cuja solucao é

m n
05 = ﬁ + ﬁ, (15)
onde m e n sao constantes. Observando que
L =3+7°r% (16)
podemos reescrever (15) como
A B
= 17
L3 (I3 (17)
onde A e B sao constantes. Integrando a equagao acima obtemos
(I, I3, I3, 14, I5) (IIII)—l—(A + B ) (18)
g =
1,42, 43,14, I5) = P41, 12, 13, 14 -3 (I, -3y 55
onde ¢ é um fungao qualquer.
Observemos entao que
ll_r}r(% o5A5 = 0. (19)

Portanto, concluimos que



1) A tor¢ao nao é universal para materiais transversalmente hemitrépicos, uma vez
que (9) nao é satisfeita para qualquer o;

2) A torgao é controldvel para materiais transversalmente hemitrépicos com energia
da forma (18);

3) O campo de tensdes tem uma singularidade no eixo r = R = 0, uma vez que o
ultimo termo de T em (5) de acordo com (19) vai para o infinito.
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CONTROLLABLE DEFORMATIONS
OF TRANSVERSELY HEMITROPIC MATERIALS

Abstract. It is presented a necessary and suficient condition for a universal deformation
in the class of transversely isotropic materials to be universal in the class of the trans-
versely hemitropic materials. It is shown that the torsion, although universal in the class
of the transversely isotropic materials, is controllable only in some transversely hemitropic
materials. .

Keywords: controllable deformations, universal deformations, non linear elasticity, ani-
sotropy



