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Resumo. O presente trabalho tem por objetivo analisar o comportamento estdtico e dindmico
das estruturas de aco utilizadas na constru¢do de torres de telecomunicagoes, levando-se em
conta os efeitos da ndo-linearidade fisica do material e da ndo-linearidade geométrica do
modelo estrutural. Neste contexto, pretende-se mostrar a influéncia no comportamento destas
estruturas comparando-se os resultados obtidos através da andlise estdtica em relagdo a
andlise dindmica considerando-se os efeitos ndo-lineares. Para a realizagdo da andlise
dindmica em questdo, utiliza-se o método implicito previsor / corretor, com auxilio das
equagoes generalizadas de Newmark, para a resolu¢do da equag¢do de equilibrio de tais
estruturas. Na andlise da ndo-linearidade geométrica de treli¢as espaciais, define-se o campo
de deformagdes através de uma fun¢do quadrdtica dos deslocamentos, sendo consideradas
todas as parcelas provenientes de tal relagdo. Para descrever a posi¢do de equilibrio do
sistema estrutural utiliza-se a formulagdo Lagrangeana atualizada que resulta na dedugdo
das matrizes de rigidez incrementais secante e tangente. Com rela¢do a ndo-linearidade
fisica do material, utiliza-se um diagrama tensdo x deformagdo bilinear com endurecimento
cinemadtico.
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1. INTRODUCAO

Usualmente, as estruturas de ago utilizadas na construcdo de torres de telecomunicagoes
sd0 projetadas como trelicas espaciais tendo o seu dimensionamento efetuado através da
consideracdo de agdes diversas, tais como: peso préprio, sobrecarga e vento, sendo esta Ultima
aplicada estaticamente. Entretanto, para um dimensionamento mais realista devem-se analisar
estas estruturas com tais agles, porém aplicadas com variagdo no tempo, principalmente a



acao do vento. Além disso, deve-se considerar o possivel colapso de um elemento estrutural
gualquer e a alteracdo da geometria da estrutura em funcdo dos deslocamentos ocorridos.

Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo mostrar a influéncia no
comportamento estrutural comparando-se os resultados obtidos através da andlise estatica em
relacéo a andlise dindmica considerando-se os efeitos ndo-lineares.

2. FORMULACAO LAGRANGEANA ATUALIZADA

Dado um sistema estrutura discreto em equilibrio estatico, formado por um conjunto de
elementos contidos no espago, as forcas restauradoras de tal sistema e suas respectivas
derivadas sdo obtidas, respectivamente, através da primeira e segunda derivacdes da energia
de deformacdo em relacdo aos deslocamentos nodais, conforme mostram as “Egs. (1) e (2)”.
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Neste trabalho, optou-se pela escolha da formulagdo Lagrangeana atualizada para
descrever a posicao de equilibrio do sistema estrutural ao longo do processo de resolucéo
numérica. Tal formulagdo preconiza que ao fina de cada incremento de carregamento deva
ser feita uma atualizacdo das coordenadas do sistema, através de uma sucessao de posicdes de
equilibrio, permitindo-se que 0 mesmo venha ater grandes deslocamentos (Rodrigues, 1997).

Dessa forma, a energia de deformacdo de cada elemento, considerando-se o problema
como sendo incremental, € dada pela“Eg. (3)”:

U= E(mteJa. @

onde “™,” é a deformagdo total do elemento ocorrida até a configuracdo de equilibrio
13 m+1” .

Expressando-se a variagdo da deformagdo que ocorre durante o incremento de
carregamento “n”, tem-se que:

Angx: m+1£x_m£x 4

onde “Me,” é adeformagcao total do elemento ocorrida até a configuracéo de equilibrio “m”.
Substituindo-se a “Eq. (4)” na “Eq. (3)" e efetuando-se as operagdes matemadticas,
obtém-se:

l n n m m
U.=35 VEE(A i+ g g g 2y, ®)
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Como “&” ndo depende dos deslocamentos ocorridos durante o incremento “n”,
gualquer derivacdo em relacdo a esses dedocamentos se anula. Para incrementos



suficientemente pequenos valem as simplificagbes impostas pela adogcdo de pequenas
rotacOes, com isso pode-se rescrever a expressao da energia de deformacdo em funcdo das
parcel as que contribuem narigidez (Corréa, 1991), como mostraa“Eq. (6)”:

1 n m n
U.=5f, E'e’dy +"e.f, BN e dV, (6)

onde a primeira parcela fornecera o acréscimo de energia ocorrido durante cada incremento
“n” e a segunda parcela fornecerd a energia acumulada até a configuracdo de equilibrio “m”,
valendo arelacdo “n=m+1".

2.1 Matriz de rigidez secante

Na sequéncia, apresenta-se a deducéo da matriz de rigidez secante para um elemento de
barra paratrelica espacial, cujo campo de deformacdes é fornecido pela“Eq. (7)":
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Substituindo-se a“Eq. (7)” na“Eq. (6)" e efetuando-se o desenvolvimento matematico
da mesma, obtém-se a energia de deformacéo de cada elemento em funcéo da soma de treze
parcelas. Substituindo-se o resultado na*“Eq. (1)”, derivando-se cada uma das parcelas obtidas
em relacdo aos deslocamentos nodais apds a integracdo das mesmas e organizando-se o
resultado naforma matricial, obtém-se a equacéo de equilibrio do sistema dada por:
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2.2 Matriz de rigidez tangente

De forma andloga ao item anterior, porém utilizando-se a “Eq. (2)”, a matriz de rigidez
tangente € dada pela“Eq. (17)":
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Convém ressaltar que neste procedimento a soma entre as matrizes de rigidez eléstica
“"ko” €egeométrica” "k, " permanece constante durante todas as iteragdes necessarias para a

obtencdo do equilibrio, visto que as mesmas s6 dependem de pardmetros relativos a
configuracéo de equilibrio anterior. Ja as matrizes de rigidez incrementais so atualizadas a
cada iteracdo pelos acréscimos de deslocamentos que ocorrem durante a aplicagdo do
incremento de carregamento. Cabe lembrar que este mecanismo também é valido para o
célculo da matriz de rigidez secante.

3. TORRE TRELICADA

A estrutura de exemplo é composta por uma torre trelicada espacial simétrica, solicitada
inicialmente por forcas concentradas aplicadas estaticamente, conforme “Figs. 1 e 2”.
As caracteristicas fisicas e geométricas dos el ementos sdo dadas por:

A=35,0 cm’ para os elementos 1 @ 8;
A=7,50 cm? para os elementos 9 @ 22;
E=21000,0 kN/cm? E;=2100,0 kN/cm?;
y=7,70.10° kN/cm®, 0esc=25,0 kN/cm?.
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Figura?2 - Torre espacial visualizada no plano “XZ".
Efetuando-se uma andlise estatica completa da torre, através da divisdo do carregamento
em 80 incrementos iguais, obtém-se os resultados contidos nas “Tabelas 1 e 2", sendo que o0s
valores contidos na coluna“DNL” coincidem com os obtidos por (Rubert, 1993).

Tabela 1 - Deslocamentos obtidos no né “9”, nadirecdo global “X”, em “cm”.

Incremento do Analise Estatica

Carregamento L NLG NLF DNL
13 0,7523 0,7562 0,7523 0,7562
26 1,5047 1,5203 1,5047 1,5203
40 2,3150 2,3518 2,3150 2,3518
53 3,0674 3,1321 3,0674 3,0993
66 3,8197 3,9202 3,8197 3,7433
80 4,6300 47776 4,6300 2,9552

Obs: L - linear; NLG - ndo-linear geométrico;
NLF - ndo-linear fisico; DNL - duplamente néo-linear.



TABELA 2 - Tens3 méaxima obtida no elemento “10”, em “kN/cm?”.

Analise Estatica
Elemento L NLG NLF DNL
10 -40,3932 -41,4356 -28,1824 -34,7419
Obs: L - linear; NLG - néo-linear geométrico;
NLF - ndo-linear fisico; DNL - duplamente ndo-linear.

Analisando-se quantitativamente os dados contidos na “Tabela 17, nota-se que existem
algumas diferencas entre os valores dos deslocamentos finais obtidos para os trés tipos de
andlise. Paraaandlise com “DNL” obtém-se 0 menor valor para o deslocamento fina e paraa
andise somente com “NLG” encontrase 0 maior valor numérico. JA para 0S casos com
“NLF” e “L” obtém-se valores intermediérios dos deslocamentos, porém com 0 mesmo
moédulo devido o equilibrio ter sido feito tomando-se como referéncia a estrutura na sua
posicdo indeslocada. Neste caso, conclui-se que o0s deslocamentos nodais obtidos
considerando-se ndo-linearidade, sgja fisica ou geométrica, nem sempre sdo valores extremos
para deslocamentos.

Outro problema esta na avaliacdo da tensdo maxima atuante em um elemento qual quer,
conforme mostra a “Tabela 2”. Neste caso, os valores obtidos s&o completamente diferentes
para os quatro tipos de andlise que foram realizadas, sendo o valor maximo obtido para a
analise somente com “NLG” e o0 minimo obtido para a analise somente com “NLF”. Percebe-
se, também, que os menores valores sdo obtidos com “NLF”, isto porque a barra plastifica
atingindo uma menor quantidade de tenséo.

Passando-se, agora, para a andlise dinamica utilizando-se a mesma torre espacial, com o
mesmo carregamento aplicado subitamente e permanecendo invariante com o tempo, o
programa “DINTRELE” que foi elaborado, também permite a consideracdo da néo-
linearidade fisica e geométrica ou ndo, com ou sem amortecimento viscoso. Para que se possa
efetuar uma andlise dindmica com amortecimento, faz-se necessaria a obtencdo das
freqiiéncias naturais da estrutura, uma vez que 0s parametros de amortecimento S0
dependentes das mesmas. Para isso, utiliza-se o programa “AUTTRELE”, que calcula os
modos de vibracdo da estrutura, conforme “Fig. 3" que mostra o primeiro modo de vibragdo
daestruturanos planos “XY” e“XZ".

rojeto : 200

! AUTTRELE Projeto ! 200 Progr. : AUTTRELE
01498 T i 002 Uy 1. relica : 002

Progr.
Versad : relica : 002 Uersao : 01498

-7

Plano X ¥ / Modo Vibrac. ! 1 Plano X Z / Modo Uibrac. : 1

Figura 3 - Primeiro modo de vibracdo nos planos “XY” e“XZ".



Os vaores das trés primeras freguéncias naturais calculadas pelo programa

“AUTTRELE”" sdo apresentadas a seguir:
wW=56,614099 rad/s; (,=56,614099 rad/s; w;=96,052096 rad/s.

Para uma fracdo do amortecimento critico igual a 30%, obtém-se as constantes
proporcionais de amortecimento do tipo Rayleigh, cujos resultados séo apresentados a seguir:

A=21,371st A¢=3,93.103s.

Na sequéncia deste exemplo, mostram-se as respostas para cada tipo de andise dindmica
gue foi realizada, considerando-se o intervalo de tempo At=0,001 s. Efetuando-se tal andlise
considerando-se “DNL”, sem amortecimento, o gréfico deslocamento x tempo do n6 “9” é
mostrado na“Fig.4”.
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Figura4 - Gréfico (d x t) don6 “9”, nadirecéo global “X”, com “DNL".
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O gréfico deslocamento x tempo do né “9”, mostrado na “Fig. 5”, representa a anaise
dindmica considerando-se “L”, sem amortecimento.
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Figura5 - Gréfico (d x t) don6 “9”, nadirecéo global “X”, com “L".



Analogamente, a“Fig. 6" representa a andlise dindmica com “DNL” e amortecimento.
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Figura6 - Gréfico (d x t) doné “9”, nadiregdo global “X”, com “DNL” e amortecimento.

Analogamente, a“Fig. 7’ representa a andlise dindmicacom “L” e amortecimento.
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Figura7 - Gréfico (d x t) don6 “9”, nadirecdo global “X”, com“L” e amortecimento.

Analisando-se qualitativamente as “Figs. 4 e 5", observa-se que 0 comportamento
estrutural com “DNL” é bem diferente do comportamento “L”, tendo em vista que o modelo
fisico funciona como um amortecedor, impedindo que a estrutura restabeleca a parcela de
energia perdida durante a plastificagdo dos elementos mais solicitados.

Nas “Figs. 6 e 7" observa-se que o comportamento estrutural € bem diferente dos casos ja
estudados, uma vez que foi adotada uma fracdo do amortecimento critico muito elevada,
fazendo com que a estrutura tenha uma grande absor¢cdo ao impacto provocado pelo
carregamento imposto.

Tendo em vista os resultados apresentados e em virtude da grande quantidade de
variagOes de andlise efetuadas, lembrando-se ainda a possibilidade de variar a fracdo do
amortecimento critico de acordo com o sistema estrutural estudado, pode-se concluir que a
andlise estrutural deve ser feita da forma mais realista possivel, pois uma andlise incorreta
pode propiciar erros de avaliacdo por parte do projetista quando da elaboracdo do projeto
estrutural, podendo conduzir a estrutura ao colapso.



4. CONSIDERACOES FINAIS

Uma vez estabelecida a teoria referente ao assunto em questdo, desenvolveram-se dois
programas computacionais que permitem a realizacdo de varios tipos de analise numeérica,
possibilitando a visualizagdo do comportamento estrutural de uma forma mais realista. Para
isto, ilustrou-se a formalidade da implementacdo da néo-linearidade geométrica nas analises
estética e dindmica de estruturas trelicadas espaciais via formulago Lagrangeana atualizada.

Neste contexto, efetuando-se uma andlise qualitativa, o exemplo que foi resolvido mostra
que a utilizagcdo de tal formulagdo é eficiente, uma vez que os resultados obtidos sdo exatos
para o elemento de trelica espacial.

Jaem relacdo a andlise quantitativa, é importante salientar que os deslocamentos obtidos
via comportamento linear nem sempre sd0 menores que 0s deslocamentos obtidos via
comportamento ndo-linear, conforme mostrado no mesmo exemplo. Dessa forma, se aandlise
estrutural for feita de forma inadvertida, os resultados obtidos podem conduzir o projetista de
estruturas ao erro, pois 0 mesmo estara projetando outro tipo de estrutura e ndo aquela
idealizada inicialmente. Como o comportamento estrutural depende do tipo de carregamento
imposto, da geometria da estrutura e do modelo fisico utilizado, favorecendo, ou ndo, o
afloramento do efeito ndo-linear geométrico de forma mais pronunciada, torna-se muito
complexa uma andlise sistémica do comportamento estético e dindmico de tais sistemas.
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STATIC AND DYNAMIC NON-LINEAR ANALYSIS OF TELECOMMUNICATION
TOWERS

Abstract. The present work has the objective to analyse the static and dynamic behaviour of
steel structures used in telecommunication tower construction, being taken into account the
effects of physical material and geometrical non-linearity in the structural model. In this
context, will be showed the influence in these structures behaviour, through the results
obtained with the static analysis in relation to the dynamic analysis being considered the non-
linear effects. For the accomplishment of the dynamic analysis in subject, the implicit method
predictor / corrector is provided, with aid of the Newmark’s widespread equations, for the
equilibrium equation resolution of such structures. In the non-linear geometric space truss
analysis, it is defined the deformations field through a quadratic displacements function,
being considered whole the coming portions of such relationship. In order to describe the
equilibrium position of the structural system the updated Lagrangean formulation is used to
give the secant and tangent incremental stiffness matrices. The material physical non-
linearity relationship is considered using the stress x strain bilinear diagram with cinematic
hardening.

Keywords: Steel structures, Structural analysis, Non-linear behaviour.



