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Resumo. Este trabalho apresenta uma formulagdo do tipo hierdrquica, baseada no conceito
de aproximagdo p. O primeiro nivel de aproximag¢do da solug¢do é obtido através do elemento
isoparamétrico quadrilateral quadrdtico de 9 nos da familia Lagrangeana, formulado a
partir da teoria de Reissner-Mindlin, com integragdo numérica consistente. Para outros
niveis de aproximag¢do sdo realizados sucessivos refinamentos hierdrquicos com o propdsito
de retirar a caracteristica de rigidez excessiva do elemento isoparamétrico na andlise de
placas e cascas finas. Sdo apresentados exemplos numéricos para mostrar a precisdo,
eficiéncia e vantagens da presente formulagdo, e os resultados obtidos sdo comparados com
os disponiveis na literatura.
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1. INTRODUCAO

Embora a andlise de estruturas compostas por placas e cascas pelo Método dos Elementos
Finitos j& se estenda por mais de trés décadas, o estabelecimento de um modelo que sgja
confiavel, eficiente e aplicavel a qualquer situacdo (placas e cascas finas ou placas e cascas
moderadamente grossas) ainda continua a ser objeto de estudo de muitos autores.
Bathe & Dvorkin (1985 e 1986) resumiram os requisitos que devem ser encontrados no

desenvolvimento de um elemento finito confidvel e eficiente para andlise de casca:

1. o eemento deve satisfazer os requisitos usuais de invariancia e convergéncia
(Zienkiewics, 1977);

2. 0 elemento deve ser formulado sem o uso de uma teoria especifica, de maneira que possa
ser aplicavel em qualquer situagéo de placa ou casca;

3. o elemento deve ser simples, barato e utilizar, considerando a analise de cascas, cinco ou
seis graus de liberdade por né;

4. o elemento deve ser "numericamente seguro”, isto €, ndo deve conter qualquer modo
préprio nulo, e deve estar livre do efeito de blogueio;



5. o elemento ndo deve ser baseado em fatores de gjuste numérico;
6. o elemento deve ser relativamente insensivel as distorgoes geométricas,
7. o elemento deve ter a capacidade de proporcionar solucdes precisas e eficientes.

A formulacéo para andlise de casca baseada na degeneracdo de um elemento solido
tridimensional através da reducéo de sua dimensao na direcdo da espessuratem sido escolhida
por um grande nimero de pesguisadores nos Ultimos anos com o objetivo de satisfazer os
requisitos acima e, baseado nessa formulagdo, o el emento de nove nés da familia Lagrangeana
(Fig.1) tem sido usado como base para 0 desenvolvimento de muitos elementos finitos para
andlise de casca. Em parte, isto se deve as seguintes observagdes. na andise de tensdes no
plano o elemento isoparamétrico de nove nds é menos sensivel a distorgdes geométricas que o
elemento de oito nés (Cook, 1981 e Verhegghe & Powell, 1986) e, para o caso gera de flexao
de placas o elemento de nove nés tem um Otimo desempenho se comparado a outros
elementos quadrilaterais lineares, quadréticos e cubicos (Pugh et al., 1978). Além disso, 0s
elementos de nove nos para anadlise de cascas sdo geralmente considerados como vantaj0sos
em casos onde existem grandes variagOes de tensdes, onde as deformagdes por flex&o
dominam a solucéo, e onde a geometria é curva (Park & Stanley, 1986).

Entretanto, € bem conhecido que os resultados obtidos através do elemento de nove nés
para analise de cascas apresentam diversas deficiéncias (Onate, 1992). A integracdo exata do
elemento quadrilateral quadrético de nove nés exige 3x3 pontos de integracdo na quadratura
de Gauss-Legendre para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a flexdo e 3x3
pontos de integracdo para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a cortante
(integra¢do numérica consistente). Os resultados obtidos sdo excelentes para situacOes de
placas e cascas moderadamente grossas, contudo, com a reducdo da espessura 0 elemento
torna-se excessivamente rigido e os resultados ndo tendem agueles da teoria classica de
Kirchhoff para placas e cascas finas. A integracdo numérica reduzida (2X2 pontos de
integracdo para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a cortante) elimina em
muitos casos o efeito de bloqueio na andlise de placas e cascas finas, mas pode gerar
elementos com modos proéprios facilmente propagaveis em toda malha para vérias condicoes
de contorno, que distorcem a solugao.

Este trabalho apresenta uma formulacdo do tipo hierarquica, baseada no conceito de
aproximacdo p. O primeiro nivel de aproximacdo da solugdo é obtido através do elemento
isoparamétrico quadrilateral quadratico de 9 nés da familia Lagrangeana, formulado a partir
da teoria de Reissner-Mindlin, com integracdo numérica consistente. Para outros niveis de
aproximacdo sdo realizados sucessivos refinamentos hierérquicos (3°, 4° e 5° graus) com o
propésito deretirar a caracteristica de rigidez excessiva do €lemento isoparamétrico na analise
de placas e cascas finas.

No processo de refinamento # a maha de elementos é refinada através da diminuicéo
sucessiva do tamanho dos elementos. Neste processo 0 nimero e o tipo de funcbes de
interpolacéo sobre cada elemento permanecem fixos. A utilizacgo deste tipo de refinamento
tende a aumentar o custo da andlise (novos nds e elementos tém de ser gerados) e produzir
erros associados a subdivisdo excessiva da malha de discretizacéo.

Ao contrério, no processo de refinamento p hierédrquico o nimero e a distribuicdo de nos
e elementos sobre a malha discretizada permanecem fixos, no entanto, o nimero e o grau das
funcdes de interpolagcdo sdo aumentados progressivamente. As matrizes de rigidez produzidas
nos estégios anteriores aquele da aproximacdo pretendida reocorrem e ndo precisam ser
recalculadas. A qualidade de aproximagdo da solucdo e o custo computacional sdo vantagens
gue aversdo p hierarquica de refinamento oferece em relacéo aversao 4.



2. FORMULACAO

De acordo com Zienkiewicz et al. (1971), o campo de deslocamento do elemento de
casca € interpolado a partir das fungdes de forma N, ({,/7) guadrilaterais quadraticas, e € dado

por:
AEng) = iN,»(E,n)g, +g DZ N(EN G, @, - DZ NENGH B @)

onde o deslocamento B({ 1,{ ) € um vetor coluna de componentes u,v ew nas direcoes X, Y
e Z, respectivamente, de um sistema de referéncia global associado ao elemento e, da mesma
maneira u,,v, ew,, as componentes do deslocamento J,. Neste trabalho o campo de
deslocamento do elemento de casca sera interpolado a partir das fungdes de forma N, (¢,7)
quadrilaterais quadraticas de nove nos da familia Lagrangeana, portanto »=9.

O refinamento da expansdo quadrética especificada pela Eqg.(1) pode ser conseguido
adicionando-se a ela fungdes de forma hierarquicas M,(&,n) e Mi(&,n) de ordem superior a
dois (Babuska et al., 1981). As fungdes M;,(&,n) séo polindmios de grau & associados a cada
um dos ladosj do elemento, com k variando de 3 a5 e variando de 1 a4. As funcdes M;(&,n)
sd0 polindmios de grau &, do tipo bolha, associados ao elemento e com & variando de 4 a 5.

Desta forma o deslocamento A dado pela Eq.(1) para o caso do elemento isoparamétrico,
torna-se:

Henos iNI Ema e DiNf(f’”) v @, - DiN v,
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para o caso de elemento parametrico do tipo hierarquico. Nesta expressio 9, de
componentes ay;, by; € ¢ segundo os eixos X, Y e Z do sistema de referéncia global, € o vetor
constituido dos parametros hierarquicos associados aos lados do elemento e 5'k, de

componentes ay, by € ¢, Segundo os eixos X, Y e Z do sistema de referéncia global, € o vetor
constituido dos parametros hierérquicos associados ao elemento. As funcbes My (.,n) e
M(&,n) quando inseridas na EQ.(1) ndo modificam o nivel de aproximacdo do elemento, mas,

no entanto, as incognitas Sk/ e 0, deixam de ter o significado fisico de variavel nodal. Na

redidade, J, e 8, sdo parametros dependentes das incognitas nodais J , a, e £,.

As funcbes de forma hierarquicas de terceiro grau devem ser tais que transformam a
expansdo quadrética em um polinémio completo de terceiro grau, as fungdes de quarto grau
devem ser tais que transformam a expansao cubica em um polinémio completo de quarto grau
e as fungdes de quinto grau devem ser tais que transformam a expansdo de quarto grau em um
polinbmio completo de quinto grau. As funcbes de forma hierdrquicas utilizadas foram
definidas em termos das integrais dos polindmios de Legendre (Zienkiewicz et al., 1986) e
consistemn de quatro funcdes de forma associadas aos lados do elemento para os refinamentos
de 3°, 4° e 5° graus e mais duas funcdes de forma, do tipo bolha, associadas ao elemento para
o refinamento de 5° grau.

De uma maneira compacta, a Eq.(2) pode, ainda, ser dada por:



{uh =[N dd 3)

onde {#4 é uma matriz coluna (3x1) constituida dos deslocamentos u(¢,n,2),v(E,Nn,0) e
w(&n,2), [N] é uma matriz (3x87) constituida das fungdes de forma N, (&,n), My(&n) e
My(Enn), e{d éumamatriz (87x1) constituida dos deslocamentos nodais u;, v;, w;, a; € 5 e
dos parametros hierarquicos ay;, by, ci, ai, b € cx.

De acordo com as hip6teses basicas da teoria de placa e casca (Timoshenko et al., 1959)
e em funcéo da solicitagdo do elemento, um ponto genérico vai apresentar, segundo o sistema
dereferéncialoca (x', )", z'), aele associado, o seguinte estado de deformacao especifica
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Ou ainda,

{e} =[z]du} (5)

onde, {u} corresponde aos deslocamentos segundo o sistema de referéncia local e [L] €o
operador linear. Os deslocamentos {u} podem ser dados em funcdo dos deslocamentos
globais {u} de acordo com a seguinte expressio:

{u} =l6]" du} (6)

sendo que [6] € uma matriz (3x3) constituida dos cossenos diretores do sistema de referéncia
local com relacéo ao sistema de referéncia global. Pode-se rescrever a Eq.(6) como:

{e} =[z]fd" i} =[] e " ] e} (7)

Definindo-se como [B] a matriz que relaciona as deformagdes especificas com os
deslocamentos e as rotagdes nodai's, tem-se que:

[8]=[1 (4 "N ©)

ou, de uma maneira compacta,

{e} =[B]d4} 9)

onde {e} é uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas e distorgdes em
um ponto genérico do elemento segundo o sistema de referéncialocal, [ B] uma matriz (5x87)
constituida das derivadas das fungdes de forma e {¢} uma matriz coluna (87x1) constituida
dos deslocamentos nodais e dos parédmetros hierérquicos.



Aplicando o principio do trabaho virtual, o qual estabelece a igualdade entre o trabalho
virtual e a energia de deformacdo virtual (W =¢U ), chega-se a determinacdo da matriz de
rigidez do elemento e do seu vetor de carga:

+1 +1 +1

J_J_l [8]" 0] 04 t(&,n) g an a¢ (10)
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onde, [D] € uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das constantes elasticas do
material, |J ({ ,/7} , 0 determinante da matriz jacobiano da transformagéo global-local, r, (é,/]),

0 modulo do vetor 73(5,17) normal a superficie média. De uma forma compacta, pode-se
escrever que:

k<] =47, p+{r b (13

onde [K°] é a matriz de rigidez do elemento, {a} é um vetor coluna constituido dos
deslocamentos nodais e dos parametros hierarquicos, { fq"} € 0 vetor de carga correspondente

as cargas distribuidas nas faces externas do elemento, { fh"} € 0 vetor de carga correspondente

aacdo das forgas de corpo e { ff} 0 vetor de carga correspondente as cargas concentradas.

A Equacdo (10) uma vez resolvida, leva a matriz de rigidez do elemento, que é dada
por:

e ] k] (k.10
[KE]:gKk/,j] [Kki,mn] [Kk/,m]D (14)
Hxal K] [K.IE

A submatriz [K;] esta relacionada com os nési e, sendo que tanto i quanto j variam de
1 a9; e caracteriza o elemento isoparamétrico. A submatriz [K;,.,] esta relacionada com o né
i,ograum e o lado n, sendo quei variade 1 a9, m de 3a5en del a4, ecaracteriza o
acoplamento entre 0 elemento isoparamétrico e a parte do elemento hierdrquico
correspondente ao refinamento de seus lados. A submatriz [K;,] estarelacionadacomondi e
o grau m, sendo que i variade 1 a9 e m de 3 a 5; e caracteriza o acoplamento entre o
elemento isoparamétrico e a parte do elemento hierarquico correspondente ao refinamento do
elemento. A submatriz [Ky ..] esta relacionada com o grau &, o lado /, o grau m e o lado n,
sendo que k e m variamde 3 a5 e/ e n variam de 1 a 4; e caracteriza o e emento hierérquico
correspondente ao refinamento de seus lados. A submatriz [Ky;,,] esta relacionada com o grau
k, olado / e o grau m, sendo que k variade 3 a5,/ del a4 em de 4 a5; e caracteriza o
acoplamento entre o e 0 elemento hierérquico correspondente ao refinamento do elemento. A
submatriz [K},,] estarelacionada com o grau k e o grau m, sendo que k e m variamde 4 a5; e
caracteriza o elemento hierérquico correspondente ao refinamento do elemento.



O numero de pontos de integracdo utilizados neste trabalho para interpolar as
submatrizes de rigidez, sdo os seguintes: 3x3 para [K;], [Ki 3], [Kism], [K313n] € [K3144], 4%4
para[K; sal, [Kum], [Ks151] €[Kuis4], €5%5 para[Ks;sn).

Encontradas as equactes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada elemento
do sistema estrutural, 0 proximo passo é combinélas para formar um conjunto completo de
equacOes, que governe areunido de todos os elementos. O procedimento de montagem deste
conjunto de equacdes € baseado na necessidade de que o equilibrio se verifique por todo o
sistema. Pode-se, portanto, escrever que:

[x]da { ¥ (15)

onde, [K] é a matriz de rigidez global do sistema, {a}, o vetor relacionado com os
deslocamentos nodais e {/} é o vetor de carga global do sistema.

3. EXEMPLOS NUMERICOS

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir do elemento finito hierérquico
proposto para placas e cascas com a gumas configuragdes de condigdes de contorno e relagoes
entre espessura e dimensdo caracteristica. Procurou-se avaliar a caracteristica do elemento
quanto a convergéncia com o refinamento da maha de discretizacdo e sua sensibilidade
guanto a distorcdo da malha. Foi feito, ainda, além da comparacéo dos resultados obtidos nas
andlises isoparamétrica (p=2) e hierérquica de 3° (p=3), 4° (p=4) e 5° graus (p=5), a
comparacdo com 0s resultados obtidos analitica ou experimentalmente disponiveis na
literatura. Os resultados apresentados foram normalizados dividindo-se o deslocamento
calculado pelo deslocamento "exato™" (obtido naliteratura).

3.1 Viga reta

A viga reta proposta por MacNeal et al. (1985) é um teste simples freqUentemente
utilizado para avaliar a sensibilidade do elemento quanto a distorcdo da maha As
caracteristicas da viga s#0: comprimento=6.0, largura=0.2, espessura /=0.1, E=1.0x10’,
v=0.30 e carregamento unit&rio no lado livre. Foram utilizadas trés malhas 6x1 distintas:
malha regular, malha trapezoidal e malha paralelograma; e impostas quatro condicbes de
carregamento: flexdo no plano, flexdo fora do plano, tor¢éo e flexdo pura. Os resultados
obtidos (Tabela 1) foram normalizados utilizando a solucéo analitica para vigas.

Tabela 1. Deslocamento normalizado da viga reta com malhas e carregamentos variados.

MALHA CARREGAMENTO p=2 p=3 p=4 p=5

Regular Flexdo no plano 0.9901 1.0048 1.0048 1.0058
\ Flexdo forado plano | 0.9883 0.9941 0.9941 0.9941
N ‘ ' : 1 Torgéo 0.8756 0.8782 0.8804 0.8704
Flex&o pura 0.9312 0.9371 0.9371 0.9382

Trapezoidal Flexdo no plano 0.4052 0.9792 0.9991 0.9093
\ N /§ Flexdo forado plano | 0.4358 0.7042 0.7206 0.7244
N Torcdo 1.2373 0.8686 1.1003 1.1676
Flex&o pura 0.6618 0.9229 0.9318 0.9554

Paralelograma Flex&o no plano 0.9397 1.0047 1.0053 1.0073
y A Flex8o forado plano | 0.9360 0.9940 0.9940 0.9940
Y Torcdo 0.8477 0.8699 0.8933 0.8528
Flexao pura 0.9310 0.9460 0.9477 0.9687




3.2. Casca cilindrica submetida a aciio de seu peso préprio

O problema da casca
cilindrica "Scordelis Lo roof",
mostrado na Fig.1, representa um
teste critico para avdiar a
habilidade do elemento finito de
casca representar estados
complexos de tensdo axia (tensdo
de membrana). Em funcdo da
Simetria  geométrica e  de
carregamento, modelou-se apenas
um quarto da casca, utilizando
mahas de discretizacdo de 2x2,
3x3, 4x4, 5x5, 6%x6, 7x7 e 8x8
elementos.  Apresentam-se, de
acordo com o sistema de referéncia
global apresentado na Fig.l, as
curvas de convergéncia para 0S

Diafragma
Rigido

L=50.0
R=25.0
t=025

E = 4.32x10°
v=0.0
4=-0.3599

Figura 1 - Casca cilindrica submetida a acéo

do seu peso préprio

deslocamentos normalizados v, do n6 1 (Fig.2), w, do né 2 (Fig.3) e wzdo n6 3 (Fig.4). Os
graficos tém na ordenada o deslocamento normalizado e na abscissa 0 nimero de graus de
liberdade correspondente a cada maha de discretizacdo. A solucdo analitica
(Scordeliser al., 1964) é v,=0.0125, w,=0.04051 e w3=-0.3081.
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Figura 2 - Deslocamento v; normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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Figura 3 - Deslocamento w, normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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Figura 4 - Deslocamento w3 normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.



3.3. Cilindro puncionado com carga concentrada unitaria

O problema do cilindro puncionado
suportado por diafragmas rigidos em suas
extremidades (Fig.5) representa um teste severo
para avadiar a habilidade do elemento finito de
casca representar estados complexos de tenséo
axial (tensdo de membrana) e tensdo de flexdo. Em
funcdo da simetria geométrica e de carregamento,
modelou-se apenas um oitavo do cilindro,
utilizando malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3,
4x4, 5x5, 6x6, 7x7 e 8x8 elementos. A Figura6
apresenta as curvas de convergéncia para 0S
deslocamentos normalizados wa do ponto A. O
grafico tém na ordenada o deslocamento
normalizado e na abscissa 0 nimero de graus de
liberdade correspondente a cada maha de Figura5 - Cilindro puncionado
discretizacdo. A solucdo analitica (Fllgge, 1962)
€ wa=0.18248.
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Figura 6 - Deslocamento normalizado wa para o cilindro puncionado.
4. CONCLUSOES
A partir dos resultados dos exemplos numeéricos, verifica-se que o refinamento da solucéo

do elemento isoparamétrico, através da introducdo de polinémios de terceiro (p=3), quarto
(p=4)e quinto (p=5) graus, apresenta excelentes resultados. O elemento proposto mostrou ser



relativamente insensivel quanto a distorcdo da maha. Pode-se observar também que a
convergéncia com o refinamento da malha é muito boa, apresentando resultados semelhantes
para p=3, 4 e 5, 0 que pode representar um ganho computacional, uma vez que, bons
resultados sdo obtidos fazendo somente o refinamento de terceiro grau. Os resultados obtidos
mostram que 0 novo elemento ndo apresenta os problemas de bloqueio e modos proprios,
contudo, um estudo mais amplo deve ser realizado para mostrar a precisdo, eficiéncia e
vantagens da presente formulacéo.
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THE HIERARCHICAL NINE-NODE SHELL FINITE ELEMENT

Abstract. The paper presents a hierarchical formulation based on the p-version concept. The
first level of approximation of the solution is obtained through the isoparametric
quadrilateral — quadratic nine-node  Lagrangean shell finite element, from the
Reissner Mindlin's  formulation, with consistent numerical integration. For others
approximation levels, successive hierarchical refinements are used, objectifying to remove the
characteristics of excessive rigidity of the isoparametric element for the analysis of thin plates
and shells. Numerical examples are presented to show the accuracy, efficiency and
advantages of the present formulation, the results obtained are compared with those available
in the literature.

Key words: Finite element, p-version, Numerical integration, Shell.



