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RESUMO. Apresenta-se um procedimento para a solu¢do numérica de problemas de
controle otimo com restrigoes mistas e desigualdades no controle utilizando aproximagoes
quadraticas para as variaveis de estado. O problema analisado aplica-se ao planejamento
economico otimo. Para que o problema parametrizado pudesse ser colocado na forma da
programagdo linear, preservando a sub-otimalidade das solu¢oes numéricas utilizou-se um
critério de suficiéncia para a positividade de fun¢oes quadraticas. Com a nova metodologia,
o problema parametrizado continua na forma da programagdo linear, fornecendo solugoes
sub-otimas. Resultados obtidos indicam superioridade do procedimento em rela¢do a outro
proposto anteriormente que utilizava aproximagoes lineares para o estado.
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1. INTRODUCAO.

Este trabalho trata da solugdo numérica de problemas lineares de controle 6timo com
restrigdes mistas no estado e no controle, e restricdes de desigualdade no controle, uma classe
de problemas investigados anteriormente por estudiosos soviéticos (Bierger (1973),
Dyukalov (1975a, 1975b, 1976) e Ilyutovich (1980)).

Este tipo de problema tem sido estudado no campo do planejamento econdomico 6timo,
onde o problema de otimizagdo ¢ formulado como um problema de controle 6timo
(Dubovskii et al., 1972) obtido a partir de modelo dindmico continuo no tempo desenvolvido
por (Leontief, 1953).

Nao obstante ser o problema de controle 6timo de estrutura linear, ¢ dificil o seu
tratamento analitico (Rosa, 1994, Cap.6), sobretudo se considerarmos a possibilidade de
descontinuidades no controle, normalmente presentes nesta classe de problemas, as quais
podem ocorrer em varios pontos ao longo da solugdo 6tima. Isto reforca a importancia do
desenvolvimento de um procedimento para a solugdo numérica deste tipo de problema.

Em (Pinto e Rosa(1994) e Rosa(1994)), descreve-se um procedimento baseado na
aplicacdo do M¢étodo dos Elementos Finitos onde, inicialmente, fraciona-se o dominio do



problema original para, em seguida, sobre cada intervalo de tempo, adotar aproximagdes
polinomiais, para as variaveis de estado e de controle. Adotando-se aproximacdes lineares
para o estado chega-se a um problema de programa¢ao matematica na forma da programacao
linear. Demonstra-se a sub-otimalidade da solugdo numérica, ou seja, o fato de que as
solucdes numéricas obedecem rigorosamente todas as restri¢des do problema original.

A maior dificuldade ao se aplicar o procedimento desenvolvido em (Rosa, 1994) ¢ o fato
do problema de programacao linear ter a tendéncia de possuir muitas variaveis e muitas
restrigdes para se obter resultados com boa precisao.

No presente artigo, apresenta-se um procedimento alternativo para a solugao do problema
tratado em (Rosa, 1994) onde, no lugar de aproximagdes lineares, adota-se aproximagoes
quadraticas para o estado.

O principal desafio para o tratamento proposto é que, na forma parametrizada, o
problema deixa de ser um problema de programagao linear. A quebra da estrutura linear
aparece especificamente no tratamento das restricdes mistas, as quais implicam em
desigualdades sobre parabolas sobre intervalos estabelecidos. Esta dificuldade ¢ contornada
através da adogdo de condi¢des suficientes para a positividade de parabolas sobre intervalos
pré-estabelecidos (Pinto, 1998). A principal caracteristica destas condi¢des suficientes € que
elas sdo lineares nos coeficientes da parabola e restringem relativamente pouco em relagao as
condicdes necessarias ¢ suficientes.

Com a utilizagdo das condi¢des suficientes, o problema assume a forma da programagao
linear sem que as solugcdes numéricas percam a caracteristica de sub-otimalidade (Rosa,
1994).

Solugdes obtidas para um problema resolvido em (Rosa, 1994), mostradas no presente
trabalho, indicam que, com o novo procedimento, pode-se obter melhores precisdes tendo-se
que resolver problemas de programagao linear significativamente menores.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere o problema de controle 6timo de

Maximizar [ =c x(T) (1)
sujeito a

X(t)=u(t), re[0,T]; )

Mu(t)-x(1)<0, re[0,T]; 3)

u(z) >0, re[0,T]; 4)

sendo x(0)=x" >0 e T dados, onde x(-)i[x, (). x, ()][ denota o vetor de estado,

u(-) 2 [u (e, ()][ o vetor de controle, e M uma matriz n x n de coeficientes.

Trata-se de um problema linear de controle O6timo com restrigdes mistas (3) e
desigualdades no controle (4).

Como hipdteses para o Problema acima, considera-se: i) As varidveis de estado
x() (z'=],...,n) sdo funcdes continuas para 7€ /0,T]; 1) As varidveis de controle

1
u(-) (i =1,...,n) sio fungdes continuas por partes para 7€ [0,T].



3. FRACIONAMENTO DO PROBLEMA

Para a solug@o numérica do Problema (1)—(4) através de uma parametrizacdo do estado
e do controle, inicialmente, fraciona-se o intervalo [0, T ] em N sub-intervalos, definindo-se
vetores de estado e de controle particulares para cada sub-intervalo.

Estes vetores locais sdo tratados como varidveis independentes umas das outras, exceto
por condigdes de continuidade a serem respeitadas sobre as jungdes dos sub-intervalos.

Com este objetivo, reescreve-se o Problema (1)—(4) na seguinte forma fracionada:

Maximizar [=c¢' xV(T), (5)
sujeito a

x(t)=u’(t), teft,;,t,] e=1,...,N; (6)

Mu®(t)-x°(7)<0, telt,;,t,] e=1,..,N; (7

u(t)=0, telt,;,t,] e=1,.N; (8)

e, )=x(t,), e=1..N; 9)

denotando N o niimero de subdivisdes do intervalo [0, T], onde

A

t, = e%, At, :%; e=1,.,N; (10)
x(t)=x(7), teft,;,t,] e=1,.,N; (11)
u‘(t)=u(t), teft,;,t,] e=1,.,N; (12)
u(t,)=u"(t,), e=01,.N-1; (13)

sendo u*() = ;s OF e 202 [ iy O]

Observe que as restrigdes (9) aparecem no Problema (5)—(13) para garantir a
continuidade do estado através dos instantes ¢, (e= 1,...N ;), denominados “jungdes dos

elementos”.
4. APROXIMACAO DAS VARIAVEIS DINAMICAS.

Para parametrizar o Problema (5)—(13), dentro do contexto do Método dos Elementos
Finitos, os vetores de estado sdo aproximados através das expressoes quadraticas:

() =algi o)+ proi(t)+ X relt, 1], e=1,..., N, i=1,..., n; (14)



2
—t —t

2\ 4,
At, (Tt ’
¢§(r)=[2“( At:l] J, e=1..,N; telt,,t,]; (16)
onde ', ‘e X' representam pardmetros a serem determinados. E possivel verificar que:
a’ = xX°(t,,); e=1,..,N; i=1,...,n; (17)
p=x(t,); e=1,...,N, i=1..., n, (18)
X =x(t,.,) e=1,...,N, i=1,...,n (19)

Para garantir a satisfacdo exata da Eq. (2), o vetor de controle ¢ aproximado como sendo

a derivada do estado, conforme segue :

a() = lacds (o) + g (o)) e=1...,N; i=1...n (20)
onde :

je _ _ T_tc—l — . .

¢1(r)—(] [ It D, e=1...,N, Telt, ,t,]; (21)

‘e _ T_tc—l — .

¢2(T)_( Att j’ e I,...,]V, z-e[l‘cl e] (22)

De acordo com as expressodes anteriores, e considerando a Eq. (10), tem-se:

xf(te_l):Xie_l; e=1, ..., N; i=1 ..., n; (23)
e T c] .
X (t,)=—a +—ﬂ + X, e=1,...,N; i=1,...,n (24)
2N
ui(t,;)=ay; e=1,...,N; i=1,...,n (25)
e=1,...,N; i=1,...,n (26)

e _ pe
u; (t,)=p;
Os valores de X, devem ser obtidos recursivamente por:

XO = xlo’ X’ ZZ;V (a +ﬂ )+ X,'c_l’ e = ] ..... ]\]y l: ]”n’ (27)

1



o que leva a seguinte expressao,

szi (/ + B/ )+ x! e=1,...,N; i=1...,n (28)
2N <

Considerando as expressoes (14) a (28), e que as aproximagoes (14) a (16) e (20) a (22)
garantem automaticamente a satisfacdo exata da Eq. (6), o Problema (5)—(13), assume a
forma :

Maximizar [ = Zn:(c,- (0!,-N¢1N (T)+ B e (T)+ X,-N_I)), (29)
i=1
sujeito a

n

>, i (0)+ B35 () (s 5 (o) + B (2)+ X )< 0,

pa

treft, ;. t,], e=1...,N; i=1,...,n (30)
ald(r)+ pigs(c)=0 teft,,, t,], e=1..., N i=1,..., n; (31)
X=X Sl 1 p ) e=1,...,N;: i=1....m (32)

- 2N J=1

As expressodes (32) podem ser substituidas na Eq. (29) e na Eq. (30), fornecendo, apds
algumas manipulacdes, a seguinte reformulagao do Problema (29)—(32):

n T N ) )
Maximizar [ = z (c, —Z(a/ +p/ )+ xf)j, (33)

sujeito a

relt, . t,], e=1...,N; i=1...n (34)

teft,;,t, ] e=1,..., N; i=1..., n. (35)



~ —] . . . ey ~ .
Os parametros X, podem ser obtidos a posteriori utilizando as relagdes recursivas:

e—]

X! = % (@ +p )+x"  e=1....N:  i=1....n (36)
=1

Por outro lado, pode-se definir

—t
£ = TA;-' , e=1,..., N (37)

e

Substituindo a Eq. (37) nas Egs. (34) a (36) e efetuando pequeno algebrismo, obtem-se:

n N
Maximizar [ = LZ(ZC, (a/ +p/ )+ c,x,o] , (38)
2N T\ 3
sujeito a
a; ,gez +bi &, +cf <0 s, el0, 1], e=1..., N; i=1,..., n; (39)
al(I-&)+BE, >0 Eel0, 1], e=1..., N i=1..., n; (40)
onde:
T
g VL § 41
af =5l 7). (41)
e C e C e 4 T
b == (e )+ X (m, B )- e (42)
J=1 J=1 N
. n . T e—1 ) )
¢ = 2 (m,.ja_/. )_ N ~ (afj + B/ )_ x; . (43)

que
at >0 e=1...,N: i=1,..., n (44)

p=0 e=1,..., N; i=1..., n. (45)
Por outro lado, condi¢des necessarias e suficientes sobre a;,b’ e c¢; para que a Eq. (39)
seja respeitada sao nao lineares e relativamente complexas. Entretanto, em (Pinto,1998)

demonstra-se que, uma condi¢do suficiente para que a Eq.(39) seja respeitada ¢ que valham
simultaneamente:

¢, <0 e=1,..., N; i=1..., n; (46)

a, +b’ + ¢ <0 e=1...,N; i=1,...,n; 47)



b +2¢¢ <0 e=1...,N; i=1...,n (48)

Considerando as Eqgs. (44) a (48), o Problema (38)—(43), pode ser reescrito como :

T n N ) )
Maximizar /= —Z[ZC, (a].’ + p/ )+ c,.x,.oj , (49)
NS5
sujeito a
Sy )Nt + 8 )sx"s  e=L... N i=L....n (50)
~ ! . 2N oy
S ) L) LS )
~ iy 2N i i 2Nk=1 i i e B
e=1,..., N; i=1..., n; (51)
n N-1
(mU (a," + B ))— At,of —— (a," + ,k)_ 2x);
=] k=1
: e=1,...,N; i=1...,m (52)
a 20; e=1,..., N; i=1..., n; (53)
B =0; e=1,...,N;, i=1...,n (54)

Os valores do estado e do controle em cada elemento podem ser calculados a posteriori
recursivamente por:

L Y Y S S S L o SR
2Nc=1

u'(te,)=as e=L.. N i=l...m (56)

u'(t,)=p; el Nn sk 7

O Problema (49)—(54), com pequenas manipulagdes, pode ser colocado na forma padrao
da programacao linear, sendo possivel resolvé-lo pelo algoritmo Simplex Revisado .

5. EXEMPLO NUMERICO.

Para ilustrar o desenvolvimento descrito anteriormente, considere o seguinte problema de
controle 6timo:

Maximizar 1=100x,(T)+x,(T) (58)

sujeito a



%, (0)=u,(r) T e [0,4],‘ (59)

%, () =u,(z), TE [0,4]; (60)
1 -] [x6) o

[1 1 }Lz (T):| B |:x2 (TJ 04} ©D

u,(r) >0, TE [0,4]; (62)

uy(7) 20, r €[04]; (63)

com x,(O):5, x2(0):2 eT=4.

Com a aplicagdo das aproximagdes quadréticas para x,(z) e x,(z), conforme as Egs.
(14) a (16), e lineares para u,(r) e u, (Z'), conforme as Egs. (20) a (22), apds as
manipulagdes descritas anteriormente, chega-se ao seguinte problema de programagao linear:

Maximizar [ = %{zﬂlwo(a; B )+ 1005+ (s + < ) x?j (64)
e=1 e=1
sujeito a

i(my.aj)—%N_[(af+ﬂf)Sxf); e=1... N, i=1.. .n (65)
j=1 k=1
n ) 2 . . 2 N-1
jl(muﬂ;)_ﬁ( i T l)_ﬁkl(alk_‘_ ik)gxlo’

e=1,...,N; i=1,...,m (66)
(o + )L _%Zz]’(a;« L p)< 2!

e=1,...,N; i=1...,m (67)
a’ 20; e=1,...,N; i=1,...,n (68)
B >0; e=1,...,N; i=1...,n (69)

O Problema (64)—(69) foi resolvido para N =1, 2, 4, ... , 256 utilizando o método
Simplex Revisado.

A Figura 1 apresenta as trajetorias sub-6timas no plano de fase. Note que as trajetorias
s30 quase coincidentes a partir de N=32.
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Figura 1 — Trajetorias 6timas no plano de fase.

A Tabela 1 apresenta os valores da funcao custo, o nimero de restricdes € o nimero de
variaveis para cada valor de N, tanto aqueles obtidos por (Rosa, 1994) utilizando
aproximacodes lineares, quanto os obtidos usando-se aproximagdes quadraticas conforme
descrito no presente trabalho. Para comparagdo, o valor 6timo analitico da funcdo custo
também ¢ apresentado.

Tabela 1. Comparativo utilizando-se aproximagdes lineares e quadraticas

Nimero Aproximacgoes Lineares Aproximacoes Quadraticas
Elementos | N° Variaveis | N°Restri¢des | Fungdo Custo | N° Varidveis | N° Restri¢des | Fungdio Custo
1 2 2 1302.00 4 6 2110.00
2 4 4 1655.50 8 12 2530.00
4 8 8 2110.50 16 24 3481.56
8 16 16 2683.14 32 48 3929.97
16 32 32 3247.92 64 96 4161.17
32 64 64 3674.18 128 192 4238.21
64 128 128 394493 256 384 4258.26
128 256 256 4097.90 512 768 4263.56
256 512 512 4179.74 1024 1536 4264.97
Analitica 4265.47 4265.47

Nota-se claramente a superioridade dos resultados obtidos pelo procedimento aqui
apresentado, comparando-se tanto o numero de varidveis quanto o numero de restri¢des

necessarios para se obter uma dada precisao.

6. CONCLUSAO

Apresentou-se um novo procedimento para a solu¢do numérica de problemas lineares de

controle 6timo com restri¢des mistas e desigualdades no controle. O procedimento baseia-se

na aplicagdo de aproximacgdes quadraticas para o estado, do tipo elementos finitos.




Através da utilizacdo de critérios de suficiéncia para a positividade de fungdes
quadraticas foi possivel enquadrar o problema parametrizado na forma da programagao linear
sem destruir a sub-otimalidade das solu¢des numéricas.

Um exemplo resolvido mostra que a nova metodologia ¢ significativamente superior a
outra proposta anteriormente, fornecendo solu¢des melhores para um numero menor de
parametros a determinar e de restricdes a serem respeitadas.
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NUMERICAL SOLUTION OF LINEAR OPTIMAL CONTROL PROBLEMS
WITH MIXED CONSTRAINTS USING QUADRATIC APPROXIMATIONS

Abstract. A procedure for numerical solution of linear optimal control problems with mixed
constraints and control inequalities based on state quadratic approximations is presented.
The problem studied applies to optimal economic planning. To conform the manipulated
problem to linear programming preserving the sub-optimality feature of numerical solutions,
a suficient criterion to preserve positivity of quadratic functions was used. Results indicate a
superiority of the proposed method compared with a previous one based on linear
approximations.

Key words: Optimal control, Optimization, Production capacity maximization.



