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Resumo. O objetivo do trabalho é comparar os modelos de FEuler-Bernoulli, Viasov e
Timoshenko para vibracdoes transversais de vigas. Sao calculadas as freqiéncias e modos de
uvtbragao de uma viga pelos trés modelos e estes sdo comparados em funcdao de parametros
como a esbeltez. Além da formulacdo tedrica, que permite determinar a ezxisténcia de
modos normazis de vibragao sao apresentadas simulagoes numéricas que ajudam a entender
as diferencas entre os modelos em fungdo da fregiiéncia de vibragao.
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1. MODELOS DE VIGAS

Quando as dimensoes da se¢ao transversal da viga sao pequenas em comparagao com o
seu comprimento (vigas longas e esbeltas) e em situacoes em que o cisalhamento e a inércia
de rotacao possam ser desprezados, o modelo de Euler-Bernoulli é comumente utilizado.
Nos tres modelos faz-se a suposicao de que as se¢oes transversais planas permanecem apos
deflexao. No modelo de Vlasov despreza-se o cisalhamento, porém se considera a inércia
de rotagao. O modelo de Timoshenko além de considerar a inércia de rotacao leva em
conta o giro da secao transversal em relacao a perpendicular ao eixo longitudinal da viga,
devido ao cisalhamento. Do ponto de vista de geometria, o cisalhamento é importante
quando as dimensoes da secao nao sao pequenas em comparacao com o comprimento da
viga. Para altas freqiiéncias o modelo de Euler-Bernoulli nao fornece bons resultados e o
modelo de Timoshenko deve ser usado, independentemente da geometria da viga.

Vejamos agora uma forma sistematica de equacionar os modelos de viga que tratare-
mos. Maiores detalhes o leitor encontrara por exemplo em (Inman, 1996), (Leckar &



Figura 1: Viga engastada-livre (Cantilever). Um elemento de viga

LAY

—'/ hI

FE1] . wem rimlhamewic

- —T—T—T—~. L4 ) a
|'. ._. ‘-\. i . . _____-
Reliix) | v Wi+ ok e
X | [E4] ) {x+i5) .I S TR N 3.:'

h

. pe=chalhamania

x5 _.--"". i o o L ot e

WI-HJ-F.

Sampaio, 1999) ou (Roseau, 1984).

Consideremos um elemento de viga. Sejam u(x,t) a posicao do ponto = no instante
t e y(x,t) a posicao angular da segao associada ao ponto x. No ponto x representado
na Fig. 1, consideramos uma forca V(x,?) denominada for¢a cortante, e um momento
M(x,t), denominado momento fletor, que representam a acgao dos pontos que estao a
esquerda de .

As equacoes que governam a dinamica podem ser deduzidas a partir do balanco de
quantidade de movimento linear e angular:

o)A T2 ) = T t) 4 o). )
p(x)[(x)aa%(x, t) = aa—]\j + Vix,t). (2)

Nessas equagoes aparecem os seguintes parametros:
p(x) densidade volumétrica do material no ponto x;
A(x) drea da segao rigida associada ao ponto x;
I(x) momento de inércia da seg¢do no ponto x;
f(x,t) forca aplicada na diregao vertical no ponto x no instante t.

As equacoes "Eq. (1)” e "Eq. (2)” relacionam o movimento da viga, descrito pelo par
(u,1) com os esforcos (forca, momento) descritos pelo par (V, M).
Para completar a formulacao de um problema de viga necessitamos ainda prescrever:



a) as hipdtese constitutivas que relacionam (u,1) com (V, M);
b) as condigbes nos contornos da viga.

As condic¢oes de contorno mais freqiiéntes sao:

u
o Fngastamento: u =0, — = 0 na extremidade.

" Ox
U
A condicao u = 0 afirma que a extremidade esta fixa e i 0 que a inclinacao é nula
x
(obviamente os valores fixados sao arbitrarios).
o Simplesmente apoiada ou pinada: w= 0, M = 0.

Neste caso uma das condicoes é dinamica, M = 0, isto é, que o momento na extremidade
é nulo.

o Livre: M =0,V =0.

Nesse caso temos duas condi¢oes dinamicas, os esfor¢os sao nulos.

u
o Deslizante: V =0, — = 0.
Ox
Modelo de Fuler-Bernoulli. Vamos neste caso desprezar a inércia de rotacao e
oM
o cisalhamento, o que da "Eq. (2)” fornece uma relagao entre M e V: V = o
x

E vamos adotar a hipotese constitutiva de que o momento é proporcional a curvatura

. . L 0?u
linearizada, isto é: M = E(x)](x)ﬁ
x

E(x), o médulo de elasticidade, é uma propriedade caracteristica do material
no ponto .

I(x) é o momento de inércia da area da secado.

As duas equagoes "Eq. (1)” e "Eq. (2)” fornecem entao:

Al T 1 o (B 1) 58) = stoao. 3)

Modelo de Vliasov. Esta é uma teoria de viga intermediaria. Nesse caso nao

u
desprezamos a inércia de rotacao, tomaremos ¥ = e "Equagao (2)” do balango de
x
momento angular fornece entao:
Pu oM
V =plz)l(x - —.
P 556 ™ o

Para M conservamos a hipétese feita anteriormente.
Temos entao:

p()A) DL+ B()I ()55 — pla) ()5 opy

que é uma equacao hiperbolica.



Modelo de Timoshenko. Nesse caso, consideramos as hipoteses constitutivas

oY
M(a,t) = BIZ—(x,1)

ou
Vi, t) =kGA| — — 13
(0.0) =16 (5 =) ot
onde
k(z) é o coeficiente de cisalhamento e G(x) é o mddulo de cisalhamento.

b

As equagoes "Eq. (1)” e "Eq. (2)” sao escritas na forma:

pAw + % </<:GA <¢(x,t) - W)) = f(z,1)

82¢(x t) Ju(x,t) d np(x,t)\
P (s D) D ()

Nesse modelo @ — a_u é o angulo de cisalhamento.
x

Observacoes.

(A) A secao rigida associada a um ponto x da viga desempenha um papel fundamental

na teoria.

Dois tipos de propriedades da secao sao de relevancia:
1) tipo de material: FE(z), G(x), p(x)
i) forma e magnitude da segao: I(x), k(z), A(x)

O coeficiente de cisalhamento k depende da forma da secao. Por exemplo, k = —

para secoes retangulares e k = — para secoes circulares. Veja (Cowper,1966) para

um estudo mais detalhado sobre k.

(B) Ntumero de parametros de cada modelo: O modelo de Euler-Bernoulli dado pela

Bl

"Eq. (3)” é descrito por apenas um parametro ¢ = /—- (coeficientes contan-

pA

tes). O modelo de Vlasov dado pela "Eq. (4)” é descrito por dois parametros:

[
cer = T O modelo de Timoshenko dado pela "Eq. (5)” é descrito por trés

/ /k’G
parametros: ¢, 7 =/ —ea =

2. FREQUENCIAS E MODOS DE VIBRACAO

Muitos problemas de vibracoes de vigas podem ser resolvidos pelo método de sep-
aracao de variaveis. Isto é, nos modelos de Euler-Bernoulli e Vlasov vamos procurar

solucoes



e, no modelo de Timoshenko

u(z,t) =TH)Y (x), Wz, t)="T()0(x).

Denotando por ()" a derivada parcial em relagao a x, temos que as fungoes X e T
devem satisfazer:

d*T
F+W2T:0, (6)
1 1 2

para o modelo de Euler-Bernoulli. No modelo de Timoshenko, T" deve satisfazer a ”Eq.
(6)” e X, 0 devem satisfazer o sistema

(KGA) (0 —Y") —w? pAY =0
{ (EGA) (0 —Y") — (EDO) —? Tp0 =0,

sendo w um numero real (constante de separacao).

Em problemas em que as equacoes tem solucao geral conhecida, as condicoes de
contorno nos levam a determinar w através de uma equacao caracteristica. Isto ocorre
mais freqientemente no caso de coeficientes constantes. No caso de coeficientes varidveis
usamos métodos numéricos para aproximar a solucao. Tais raizes w que formam uma
seqiiencia crescente ilimitada {wy,ws, ...} sdo as freqiiéncias naturais e cada funcao da
variavel espacial z correspondente é chamada de modo natural de vibracao.

2.1. Exemplos Comparativos

Em seguida apresentaremos dois problemas modelo propostos para uma viga de aco
doce de comprimento L, com extremidades x = 0 e x = L, cujas especificacoes sao as da

Tabela 1:

Tabela 1: Parametros da viga modelo.

Constante elastica E =207 x 10° Pa
Momento de inércia I = 36534 x 10719 m?
Area da secao A = 16856 x 10~* m?
Densidade volumétrica p = 46276 x 10" Kg/m?
Coeficiente de cisalhamento k=0,8333

Moédulo de cisalhamento G = 79300 x 1019 Pq

2.2. Caso da viga pinada-pinada

As freqiencias e os modos de vibracao de uma viga pinada-pinada correspondentes
aos tres modelos estao dados na Tabela 2.



Tabela 2: Frequencias e modos de vibracao.

Modelo Frequencia Modo de vibracao
2.2
Euler-Bernoulli Wy = z ; c X, = sen(nLﬂ)
2.2, /2
Vlasov Wy, = e/ X, = sen(@)
\/(nzﬂzrz/Lz) 11 I,
nwx
. a2 —b—+6 Xy = sen(——)
Timoshenko Wn(1) = PR T ; o L2 a’n2r2 i
n,(1) — P (wn(l) - L2 )COS( T )
nwx
R ) Ao msenl=m)
n(2) — 2T o5 a“n°m nmw
’ Oy = PA(WE(z) — —5—)cos(——)
win%r? pin?cl
b= TR
) r? winic?
6=1b"— oz JA

Comparacao das fregiiéncias. Na Tabela 3 as freqiéncias aproximadas com o
MATLAB sao dadas para a viga modelo da Tabela 1 tendo comprimentos L e 2L sendo
L = 0,5687. Vemos que a cada n correspondem duas freqiiencias wy, (1) € wy, (2). A primeira
é inferior as frequencias correspondentes de Vlasov e de Euler-Bernoulli e a outra é muito
grande. A medida que a viga se torna mais esbelta, w, ) se aproxima da freqiiencia
correspondente de Euler-Bernoulli, enquanto que a outra tende ao infinito.

2.3. Caso da viga biengastada

Na Tabela 4 sao descritos os modos e frequiencias naturais de vibragao para uma viga
nos modelos de Euler-Bernoulli e de Vlasov. Os modos e freqiiéncias naturais no modelo
de Timoshenko foram obtidos numéricamente usando o método de elementos finitos com

um programa em MATLAB.

Comparacao das fregiiéncias. Na Tabela 5 as freqiéncias aproximadas com o
MATLAB sao dadas para a viga modelo da Tabela 1 tendo comprimentos L e 2L sendo
L = 0,5687. Para o modelo de Timoshenko os valores dados sao aproximacoes numeéricas
obtidas pelo método de elementos finitos programado em MATLAB.



Tabela 3: Frequencias nos modelos.

L = 0,5687

Euler-Bernoulli

3,0048 12,0194 27,0436 48,0775 75,1210 108,1743 147,2372

Vlasov
3,0048 12,0192 27,0428 48,0750 75,1149 108,1616 147,2137
Timoshenko
W (1) 3,0044 12,0128 27,0103 47,9727 74,8659 107,6468 146,2633

Wy X 1074 25671 2,5682  2,5699 25724 25755  2,5794  2,5839

L =2 x 0,5687

Euler-Bernoulli

Wy, 0,7512  3,0048 6,7609 12,0194 18,7803 27,0436 36,8093
Vlasov
Wy, 0,7512  3,0048  6,7608 12,0192 18,7799 27,0428 36,8078
Timoshenko
W (1) 0,7511  3,0044  6,7588 12,0128 18,7642 27,0103 36,7478

woy X 1074 25660 25671 25676 2,5682  2,5690  2,5699  2,5711



Tabela 4: Frequencias e modos de vibracao.

Modelo Frequencia w Modo de vibracao
2
Euler- Wp = % Xn = cosh(ﬁ"Tx) — cos(ﬁ”Tx)
Bernoulli cosf,coshf3, =1 —an(senh(ﬁ”Tx) — sen(=%))
o1 — 0,9825: 05 — 1,0008
P
o == (n>2)
P = cosh(p, L) — cos(6,L)
Q) = senh(f,L) — sen(B,L)
Vlasov (1 — cos(y/7L)cosh(,/72L)) X = U(cos(\/fx) — cosh(¥22))
T Bsen(yAiL)senh(yFL) =0 +sen(¥E) = senh(¥EE)
r2w? R
L o — &
S

B =
26°\ /72
2y = TQCE’Q /B 4

2.2

2’)/2 — —rc‘; +

A 2
ct +4 c2

R = sen(\/71L) — %senh(ﬁl})
S = cos(\/71L) — cosh(,/72L)



Tabela 5: Frequencias nos modelos.

L = 10,5687
Euler-Bernoulli
Wy, 6,8116 18,7765 36,8095 60,8480 90,8964 126,9545 169,0223
Vlasov
Wy, 6,8111 18,7727 36,7946 60,8073 90,8056 126,7775 168,7088
Timoshenko
Wn (1) 6,8078 18,7522 36,7255 60,6328 90,4372 126,0884 167,5281
L =2 x0,5687
Euler-Bernoulli
Wy, 1,7029 46941  9,2024 15,2120 22,7241 31,7386 42,2556
Vlasov
Wy, 1,7029  4,6939  9,2015 15,2095 22,7184 31,7276 42,2359
Timoshenko

Wn 1) 1,7027 46926 9,1971 15,1986 22,6956 31,6850 42,1634
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A COMPARISON AMONG THREE TRANVERSAL VIBRATIONS
BEAM MODELS

Abstract. The beam models of Euler-Bernoulli, Viasov and Timoshenko for transversal
uvtbrations are compared, as function of the slenderness of the beam. The results help in
the understanding of the role of the rotary inertia and shear in the dynamics of beams.
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