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Abstract 
This paper deals with a numerical method based on the couples equivalent circuit for the calculation of axially 
symmetric induction heating systems. Using a procedure for the calculation of the self and mutual inductanccs. it 
is possible to calculate the currents. even in the case of complex configurations and with no limits on the choice 
of the subdivision elements. 
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1. INTRODUÇÃO 

Dentre os vários métodos de aquecimento no campo de tratamentos tém1icos dos metais, 
os últimos anos têm visto uma sempre maior utilização da energia elétrica, dadas a inúmeras 
vantagens que são oferecidas, tais como alta taxa de repetibilidade, melhoria do ambiente de 
trabalho, possibilidade da introdução de equipamento de aquecimento na linha de produção. 
Os tipos de aquecimento elétrico disponíveis para a realização de tratamentos térmicos são 
basicamente: utilização de resistências elétricas em fomos, aquecimento por passagem direta 
de corrente, aquecimento por indução, .Iàser. Dentre todos estes tipos de sistemas de 
aquecimento, segundo a União Internacional de Eletrotecnologias- U.I.E., o aquecimento por 
indução eletromagnética é aquele mais difundido . 

Este tipo de processo permite a execução de aquecimentos controlados e de grande 
reprodutibilidade, com elevados valores de potência específica, oferecendo ainda a 
possibilidade de modificar, ao variar da freqüência, a distribuição das fontes internas de calor, 
que podem fornecer valores elevados de potência, de modo que pode-se realizar tratamentos 
de têmpera com refusão superficial, como pode ser visto em Alves mantendo o núcleo de uma 
peça cilíndrica à temperatura ambiente. 

As maiores aplicações industriais do aquecimento indutivo concentram-se no 
aquecimento, a média ou alta freqüência, de corpos ferromagnéticos (tarugos barras ou tubos 
de aço) com o objetivo de promover a têmpera superficial ou o aquecimento para trabalho a 
quente. 

As bem conhecidas limitaçõ_es dos procedimentos analíticos disponíveis para o cálculo 
destes sistemas levou ao desenvolvimento de um grande número de métodos numéricos para a 
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simulação do processo e para o projeto e dimensionamentô de indutores. As soluções 
numéricas hoje disponíveis (ANSOFT, FLUX 2D, FLUX 3D, ANSIS), embora muitas vezes 
sofisticadas, não são aplicáveis ao dimensionamento de sistemas de aquecimento indutivo 
devido ao seu alto custo e ao tempo de cálculo necessário. 

Por estas razões existe uma grande necessidade , apresentada por indústrias que se 
utilizam do aquecimento indutivo, de poder contar com programas de simulação para sistemas 
de aquecimento de cargas ferromagnéticas ou não. 

Neste artigo é apresentado, em linhas gerais, o Método dos Circuitos Mutuamente 
Acoplados, utilizado para o cálculo em 2-D, não linear e axissimétrico, de sistemas de 
aquecimento por indução. Este método baseia-se na descrição dos componentes do sistema de 
aquecimento (indutor-peça), baseado em seus valores de resistência elétrica, auto-indutância e 

. . 
mútua-indutância, e a aplicação da Lei de Kirchhoff V = z.l , que estabelece a relação entre 
estas grandezas. 

2. AQUECIMENTO POR INDUÇÃO 

Um sistema de aquecimento por indução é baseado na geração de calor por efeito da 
passagem de uma corrente elétrica induzida em corpos constituídos de material condutor. 

Quando um corpo metálico é submetido à ação de um campo magnético alternado, 
gerado pela circulação de correntes alternadas em um indutor, verifica-se a indução de uma 
corrente elétrica em seu interior. A distribuição interna da corrente induzida é função da 
frequência da corrente elétrica que circula na bobina indutora. Como consequência, observa-se 
a geração de calor por efeito Joule diretamente no corpo que se pretende aquecer. 

O aquecimento por indução é realizado segundo a disposição típica da figura 1. O corpo 
no qual se deseja realizar um determinado processo térmico é submetido à ação de um campo 

magnético variável, produzido por uma corrente alternada senoidal l que percorre o indutor. 

L.INI!" 

' H 

,.:..._ 5 

/' I \ '-.. __ - - - -­

,.., ..--' .. ", 

Figura 1 :Disposição típica para o 
aquecimento por indução de corpos 
cilíndricos. 

l-Conversor de frequência; 
2-Bateria de condensadores; 
3-Bobina Indutora; 
4-Corpo em Aquecimento; 
5-Linhas de Campo Magnético; 
6-Correntes Induzidas na peça; 

O campo magnético induz correntes no corpo, cujo efeito é aquecê-lo, desde que este seja 
dotado de uma resistividade finita. 

A distribuição do campo magnético, das correntes induzidas e das fontes de calor podem 
ser determinadas analiticamente para geometrias simples e propriedades constantes do metal, 
a partir das equações de Maxwell, que podem ser escritas como se segue, admitindo grandezas 
senoidais: 

- - E VxH=­
p 

(I) 
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- - -
V' X E = - j . (jJ • )1 . f-L' . H (2) 

onde: H 

E 
p 
)lo=4n 1 0"9 

)l 
w=2nf 
f 

J 

-intensidade de campo magnético [A/cm] 

-intensidade de campo e1étrico [C/cm] 
-resistividade elétrica do material [O.cm] 
-permeabilidade magnética do vácuo [H/cm] 
-permeabilidade magnética relativa do material a aquecer 
-pulsação da corrente de alimentação [ 1 /s] 
-frequência [Hz] 
-unidade imaginária 

A resolução analítica do problema exclui o caso de indutores "curtos" [1/D < 1 0], nos 

quais os efeitos da dispersão da intensidade de campo magnético FI são muito marcantes, e a 
intensidade de campo magnético não pode ser considerada longitudinal à peça. Nestes casos o 
aquecimento das extremidades das placas e tarugos é diferenciado, devido à distribuição do 
campo magnético na região. Assim deve-se utilizar programas de cálculo numéricos que 
sejam capazes de fornecer, independentemente das dimensões da peça e/ou do indutor, a 
distribuição interna das correntes induzidas, de forma que seja possível conhecer a 
distribuição das fontes de calor no interior da peça, o que toma possível conhecer também o 
"mapa" das temperaturas internas. 

3.MÉTODO DAS GRANDEZAS MUTUAMENTE ACOPLADAS 

Consideremos um sistema de n=n 1+n2, (n 1 = número de elementos em que é dividido o 
indutor e n2 = número de elementos em que é dividida a peça em aquecimento) circuitos 
mutuamente acoplados, como esquematizado na Figura 2. 

V1, V 2, ... , V,,- tensões aplicadas 

!J,/2, .. . ,1"- correntes 

L1,L2, .. . ,L"- coeficientes de auto-indutância 

M1 2, M1", M2"- coeficientes de mútua indutância 

R1,R2, ... ,R"- resistências 

Segundo Dudley e Burke, baseado na Lei de 
Kirchhoff, é possível escrever para o circuito i­
ésimo, a equação (3), onde as grandezas foram 
detalhadas na Figura 2, e portanto os símbolos 
utilizados têm o mesmo significado apenas descrito. 

- -
Figura 2 :Sistema de circuitos 

Mutuamente acoplados. 

- di ~ d/; -
R;·/;+L·-+ L. M ;; ·-= V, 

dt j= l.io<i dt 
(3) 

Se além de tudo se supõe ter tensões senoidais e isofrequênciais e ausência de circuitos 
em movimento recíproco, a situação de regime passa a ser expressa pela notação simbólica 
através das relação, válida para c<tda um dos n circuitos: 
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11 

(R;+ i. úJ . L). f; + i. úJ . L Mij . f; = V; 
j =l 
j +-i 

(4) 

No caso de circuitos nos quais não exista tensão aplicada (aqueles referentes à peça em 

aquecimento), basta fazer Vk =O com k variando de n 1 + 1 a n2. 

A equação ( 4) escrita para todos os n circuitos, leva a um sistema de n equações com as 

n correntes 7~~ incógnitas. O sistema de equações resultante assume portanto a forma descrita 
abaixo . Como pode ser visto, trata-se de um sistema linear a coeficientes e incógnitas 
complexas. 

(R1+jwL1 ).11 + Q.w.Md.l:z + ... Q.w.M,i)· Ii + ... Q.w.M, n). ln = v, 

'Q.w.M21 ). J, + (R2+jwL2).b + ... Q.w.M2j). Ii + ... Q.w.M2n). ln = v2 
(5) 

Q.w.Mi, ).I, + Q.w.Mi2).h + (Ri+jwLi).Ii + ( j.w.Min).In = v I 

Q.w.Mn, ).I, + U .Cú.Mn2 ).12 + ( j .Cú.Mni).Ii + (Rn+jwLn).In = .Vn 

Dado um sistema genérico de aquecimento indutivo com simetria de rotação, é possível 
esquematizar a geometria por meio de um conjunto de sistemas mutuamente acoplados. De 
fato , as regiões condutoras podem ser subdivididas ao longo das linhas de corrente, em um 
número finito de elementos anulares com seção retangular , em cada um dos quais a corrente 
possa ser considerada uniformemente distribuída. Para qualquer um destes elementos e para 
cada dupla deles, é possível calcular a resistência Ri, e os coeficientes de auto e de mútua 
indutância, Li e Mij, do elemento i com o elemento j e portanto, substituir cada um dos 
circuitos da Figura 2. Repetindo a operação para todos os n elementos, obtém-se um sistema 
do tipo indicado na Figura 3. 

R L 

Bff'' ~ u 

[\/'v\r-".A) .. J .. J j 
L\~ :UAJ "'"""""' 

f\/V'v--I..A A .. Aj 

~-vvv-____rvy Y\--

~~'\l'v ~y-y--..;_ 1 nl dccui10s 

I I 

I ::_,;,r-- ----' 
a) b) 

Figura 3 : a) conjunto peça indutor divididos em vários elementos; b) circuitos que os representam no 
Método dos Circuitos Mutuamente acoplados. 

Na figura 3, cada indutância é responsável pelos coeficiente de auto-indutância e pelos 
coeficientes de mútua-indutância com todos os demais elementos. 

Para a aplicação deste método devem ser consideradas geometrias nas quais o andamento 
das linhas de corrente seja bem conhecido. Logo, o objeto de análise será, como dito 
anteriormente, as geometrias circulares com simetria axial, onde as correntes que circulam no 
indutor são azimutais, tal como as correntes induzidas. 
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Todos os elementos formados na subdivisão do indutor e da peça têm seção transversal 
retangular, por simplicidade. No entanto, em relação às dimensões destes elementos, eles 
devem ser relativamente pequenos nas regiões onde a densidade de corrente varia muito 
rapidamente e podem ser maiores nas regiões onde a densidade de corrente sofre variações 
menores. Portanto as dimensões dos elementos podem ser colocadas em função da espessura 

de penetração 15 = ~, considerando: 

• a densidade de corrente desenvolvida em uma espessura 8 é equivalente a 63,5 % do total ; 
logo a espessura dos elementos localizados os extratos mais externos não deve ser superior 
a 0,2.8. 

• não é necessário subdividir as regiões do corpo localizadas em distâncias superiores a 
3.8 em relação à superfície da peça, uma vez que a partir desta espessura, a corrente 
induzida é praticamente nula; 

• não convém, em geral, em relação à precisão e ao tempo de cálculo, ter um número total de 
elementos superior a 200; isto pode ser conseguido mediante uma subdivisão desuniforme 
além de ao longo do raio, também ao longo do comprimento, no caso de peças cilíndricas, 
onde as linhas de campo apresentam-se uniformes no centro do comprimento e muito 
desuni formes nas regiões próximas às bordas tanto da peça quanto do próprio indutor. 

Ao esquema da Figura 3a, podemos associar o esquema da Figura 3b, na qual cada 
elemento anular de seção retangular é substituído pela resistência própria R e pelo próprio 
coeficiente de auto-indução L. No esquema, se entende que cada ramo é acoplado 
magneticamente com todos os outros, ainda que não tenham sido indicados explicitamente 
todos os coeficientes de mútua-indutância Mij· 

Os elementos do indutor, sendo formadores da única espira deste caso, são colocados 
todos sob ação da mesma tensão complexa aplicada, enquanto que aqueles da peça são 
fechados em curto-circuito e portanto a tensão de todos os elementos da peça em aquecimento 
é igual a zero. 

O sistema de equações (5), de n equações lineares a coeficientes complexos, nas n 
incógnitas (também complexas) pode ser escrito na forma matricial compacta: 

(6) 

onde: I.ZI = matriz das impedâncias 

111 = vetor coluna das correntes incÓb,Ttlitas 

I vi =vetor coluna das tensões conhecidas 

ou mais explicitamente: 

Ri+ jw.Li j.w.Mi2 j.OJ. Min 
1
1

1 = 
li Vi 

ltl= lvl= ' 
j.OJ. Mni j.OJ. Mn~ "· Rn + j. ú). Ln /, V,, 
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Como o sistema apresenta n incógnitas complexas, na realidade o número de valores 
desconhecidos é 2n, sendo n reais e n imaginários. Pode-se reescrever os vetores, colocando 

em evidência as partes real e imaginária dos vetores coluna 111 e JvJ: 

fri + j · /;,111 

~~~=I : I= (llj +} .jJ;,nj) 

Vii+ }·Vfmi 

lvl=l : l=o~~I+J·Iv~~~~l) 
frn + j · hnn v,., + v,.,,, 

A resolução do sistema de equações (6) deve ser resolvido seguindo métodos 
matemáticos como o Método de Kramer ou da Triangularização, ou ainda utilizando o 
programa MA TLAB. 

Deve-se para tanto, calcular primeiramente a matriz jzj que possui além das resistências 

Ri, facilmente identificadas, valores de auto e de mútua indutância , Li e Mij· 

3.1 Cálculo dos coeficientes de auto-indução 

Consideremos a bobina circular de seção retangular ilustrada abaixo. 

1 i 1 ! 1

1 Ir 
Figura 4 : esquema da bobina indutora 

circular de seção retangular 

a = raio médio da espira 
b = dimensão na direção axial da seção transversal 
c = dimensão na direção radial da seção transversal 
x = b/c 

O problema do cálculo dos valores de auto-indutância foi pesquisado por Weistein e 
Garret. A auto-indução é função das dimensões da bobina, sendo seu cálculo diferenciado 
para cada caso. Algumas fórmulas são aplicáveis a bobinas finas (c/2a pequeno e b/c grande) 
e outras a bobinas "a disco" ( c/2a grande e b/c grande). 

Segundo a equação apresentada por Weinstein, o coeficiente L da auto-indução é igual a: 

L = 4.rr. a .( cr+f1) (7) 

onde: 

8a I TC · x I ( 1 ) I ( 1 ) I ( I ) 2 ( I ) ( ) cr = ln-+----- ln I + x- + --1 • ln I + x- + 1 ·ln I + - 1 +- · x-- · arctg x 
c 12 3 2 12·x- 12 ·x - x- 3 x 

c [ ( 8a 1 , ) , , 22 I 1 , 1 1 I ~ I ] J1 = --, ln- --ln(J +x-) ·(i+ lc )+ 3.45.c +-- I,67lX · + 3,2x -arctg(x)---, ln(l + x- )+- x ln(l + -,) 
96a- c 2 60 I Ox- 2 x -

Tal fórmula fornece resultados muito precisos desde que a relação e/a assuma valores 
relativamente baixos, ou seja, a largura da bobina seja pequena em relação ao seu raio médio. 

6 
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3.2 Cálculo dos coeficientes de mútua-indutância 

r o 

Figura 5 : Esquema de dois 
elementos da bobina indutora 

Para elementos de seção retangular, como aqueles 
esquematizados na Figura 5, os filamentos de 
corrente 1 e 2, que "aproximam" o elemento A e 
aqueles 3 e 4, que "aproximam" o elemento B são 
posicionados mediante as relações abaixo, sendo 
indicados como a1, a2, a3 e a4 os raios dos filamentos. 

a 1 = a 2 = r u • [ l + CA 

2 

2 
J 

24. r.4 

a3 = rs -ll, 
hA 2 

- CA ~ 
/3=---

12 

a4 = rs + ll 
1 CB

2 -bs 2 

ll- =----
12 

Segundo Garret, para o cálculo da mútua-indutância entre dois filamentos, pode-se 
aplicar a relação de Maxwell relativa a filamentos centrais dos segmentos, segundo a equação: 

M,., ~ 4IT ~[(~-k )F- \E] 
onde: 

k 

F,E 

- raios dos dois filamentos 
- distância entre os seus centros 

2·~ 
-k=r===== 

~(ru+r,) 2 +d 2 

- respectivamente integrais elípticas de l ;J e 2ª espécie e de módulo K 

(8) 

A mútua-indutância entre os dois segmentos A e B é a média das mútuas-indutâncias 
entre os vários filamentos. 

M13+ M14+ M2 J+ M 24 
M4 B = ---------

4 
(9) 

A limitação deste método é que a 4ª potência da relação das dimensões do elemento com 
respeito ao raio deve ser muito menor que I, ou seja, (b/a}~ <<< I e (c/a)4 <<< I. Em caso de 
elementos de seção quadrada, ambos os valores de p e de ll tomam-se nulos . 

Para outras configurações diferentes de indutor, Lyle apresenta outro método de cálculo 
para os valores de mútua-indutância. 

4. CONCLUSÕES 

O método apresentado permite a configuração de vários outros tipos de indutores, com 
uma grande variedade especificações geométricas, sem grandes limitações relacionadas às 
dimensões dos elementos nos quais são subdivididos indutor e peça de trabalho. 

7 
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O problema do longo tempo de computação requeridõ pode ser minimizado com a 
escolha de uma quantidade menor de elementos, dando origem a matrizes menores. Para que 
não se perca a precisão dos resultados, tal subdivisão deve ser muito bem estudada. 

É importante ressaltar que este é um método de cálculo de fácil implementação mesmo 
sem computadores pessoais, como feito por Lupi e Ceollini e por Dudley e Burke, permitindo 
que sejam feitas simulações dos processos de aquecimento por indução exatamente pelos 
usuários deste tipo de tratamento. Tal método foi testado em matrizes de dimensões reduzidas 
pela autora, tendo sido feita a solução do sistema pelo programa matemático MA TLAB, e 
encontra-se em fase de estudo, para a expansão das dimensões do sistema de equações 
algébricas. 

Considerando os valores elevados e sempre crescentes da potência empregada neste tipo 
de processo, a simulação é de fundamental importância, pois cada incerteza na determinação 
dos parâmetros pode gerar o super ou sub dimensionamento e a distribuição não uniforme das 
temperaturas, e consequentemente distorções nas propriedades do material tratado. 
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Abstract 

The releases of the heavy gases at ground levei into the atmosphere can have ali kinds of behaviour, that 
is a release can be instantaneous, continuas or intermitent. ln this paper is showing a simple model, that can 
describe these ali kinds of releases.The releases continuas or intermitent are represented in the model as 
sucession of instantaneous releases (the puff model). This puffs are sumed up and combined to form continuous 
or intermitent rei cases. The heavy gas puff is represented by a bulk mathematics model as a cylinder of heavy gas 
with homogenous properties profiles of the speed, temperature and density (the composition of puff) in his 
interior (box model). The puffs sum and combination process is showing for representation of a heavy gas 
contínuos release with constant rate. ln the !ater of the paper the numerical results obtain with the model are 
compared with the field experimental data available in the literature for continuas releases of the liquefied natural 
gas (LNG) and the liquefied petroleum gas (LPG). 

Palavras-chaves 
Gases pesados, dispersão atmosférica, excesso de densidade, modelo de "puff' 

1. INTRODUÇÃO 

Os gases pesados, que tem valor de massa específica maior que o ar, possuem um 
comportamento de dispersão na atmosfera que difere dos gases leves, pois o excesso de massa 
específica confere ao gás uma maior dispersão lateral que o efeito da turbulência atmosférica e 
uma maior queda inicial da nuvem pelo efeito da gravidade, por isto estas liberações tendem a 
formar nuvens mais próximas ao solo, com uma largura da nuvem muito maior que a sua 
altura e uma grande superficie de topo. Hoje em dia muito esforço tem sido gasto na obtenção 
de dados experimentais tanto em laboratório com túnel de vento e com experimentos de 
campo na atmosfera, e também no desenvolvimento de modelos matemáticos que avaliem a 
dispersão destes gases na atmosfera no caso de liberações acidentais. Neste trabalho, nós 
mostramos um modelo aproximado que representa uma liberação de gás pesado contínua ou 
intermitente por uma soma de liberações instantâneas (o modelo de "puff'). 

2. 0 MODELO DE LIBERAÇÃO INST ANT ÃNEA 

O modelo que é usado para representar uma liberação instantânea (o modelo de 
"puff') é um modelo de balanço _global das propriedades de massa, energia e quantidade de 
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movimento em conjunto com a equação que descreve a dispersão lateral do "puff', quando o 
espalhamento pelo efeito da gravidade é maior que os demais processos de dispersão 
atmosférica. O modelo de liberação instantânea tem a forma de um cilindro com as 
propriedades de composição da nuvem (mistura de gás pesado e ar), temperatura e velocidade 
com perfil homogêneo no seu interior ("box model"), conforme descrito por Wheatley ( 1985). 
O modelo resulta num conjunto de equações diferenciais ordinárias para as variáveis raio, 
massa de ar, velocidade e temperatura do "puff' que descrevem a concentração, extensão e 
localização do "puff' em função do tempo desde a sua liberação. As equações, que são 
derivadas do "box model" de Eidsvik (1980) com pequenas modificações, são apresentadas a 
segmr. 

O balanço de massa para o "puff'. 

dmp _ dmar 

dt dt 
( I ) 

com mp(t =O)= mgp,O· 

mp (t) = mgp (t =O)+ mar (t) ( 2 ) 

onde: 
mp (t) = massa do "puff' (gás pesado mais ar) no instante de tempo t, em kg. 

mgp.O = massa de gás pesado no interior do "puff', no instante da liberação na fonte, em kg. 

mar ( t) = massa de ar no interior do "puff', em kg. 
t =tempo total do "puff' desde a sua liberação, em s. 

A entrada de ar para a nuvem é determinada pela soma das entradas de ar pelas 
superfícies lateral e de topo da nuvem cilíndrica. 

dmar ? 
--=w (t)·n·R(t)- · p +U(t)-2·n-R(t)·h(t) · p dt c ar c ar 

com mar(t = 0) =O. 
onde: 
we(t)= velocidade de entrada de ar no topo do "puff', no instante de tempo t, em m/s. 
R(t)= raio do "puff', no instante t, em m. 
Par= massa específica do ar, em kg/m3

. 

Uc(t)= velocidade de entrada de ar pela superfície lateral do "puff', em m/s. 
h(t)= altura do "puff', no instante t, em m. 

( 3 ) 

O balanço de quantidade de movimento global, Batchelor ( 196 7), na direção do vento 
para o "puff' de gás pesado, que determina a velocidade na direção do vento, é apresentado: 
dU - dmar dmar - 2 
- = { [Uar- U(t)] · (-d-)1 + [Uar- U(t)] · (-d-) 1 + 1,2 ·R· h· Par· [Uar- U(t)] + 
dt t t 

? 2 I 
-0,0025 · n · p·U(t) - -R } ·----

(mgp +mar) 

com U(t =O)= O. 
onde: 

U ar = velocidade média do vento na altura do topo do "puff', em m/s. 
U ar = velocidade do vento na altura do topo do "puff', em m/s. 
U(t)= velocidade do "puff', em m s·'. 
p(t) = massa específica do "puff' de gás pesado, em kg m·3

. 

( 4 ) 

2 
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( dmar ) 1 = entrada de ar pela superfície lateral do "puff", no instante t, em kg s _,_ 
dt 

( dmar )t= entrada de ar pela superfície de topo do "puff', no instante t, em kg s·'. 
dt 

O balanço energia para o "puff', que determina a temperatura, é: 
T 

- - dT dm r- C f - J 
[mar ·CP,ar +mgp · Cp,gp]·dt= dtar · CP,ardT+2· U· p · Cp,p ·(;r· R-) -(Tar- T)+ 

T 

-vap dmar 
+~HH . O. Xw dt 

com T(t =O)= To. 

onde : 
dT 
-=Variação da temperatura com o tempo para o "puff', em K s·1

• 
dt 

T= temperatura do puff, em K. 

( 5 ) 

Cp,gp = calor específico a pressão constante para a mistura de gás pesado, como gás ideal, no 

interior do "puff', em J kg-1 K- 1
• 

CP,ar = calor específico a pressão constante para a massa de ar, como gás ideal , no interior do 

"puff', J kg- 1 K- 1
• 

Cr = coeficiente da atrito, que é assumido um parâmetro do meio ambiente. 

Cp,p = calor específico a pressão constante para o "puff' de gás pesado, em J kg·' K- 1
• 

Tar = temperatura do ar atmosférico, em K. 

~H ~a:o =calor de vaporização do vapor de água, em J kg-1
• 

Xw = fração em massa do vapor de água no ar atmosférico, em kg de H20/ kg de ar. 
To = temperatura da mistura de gás pesado na fonte , em K. 

A equação da dispersão radial do "puff' devido ao excesso de massa específica é: 

dR / ( P- Par) 
UG(t)=-d-t = 1,3-~g-h---'--p--'----=-

com R(t = 0) = Ro . 

onde: 
UG(t)= velocidade de dispersão radial do "puff', em m s·'. 
g = aceleração da gravidade, em m s-2

. 

R0 = raio da fonte de gás pesado, em m. 
A posição do centro do "puff' de gás pesado é dada pela relação: 

dXc 
-=U 

dt 

com Xc(t = 0) =O. 

onde: 
Xc= Posição do centro do "puff' em relação a fonte de liberação, em m. 

( 6 ) 

( 7 ) 

As equações ( 1 ), ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), ( 6 ) e ( 7 ) são resolvidas pelo método de Runge­
Kutta de 43 ordem para determinar-se as variáveis massa total do "puff', massa de ar, 
velocidade, temperatura, dispersão radial e posição do centro do "puff' de gás pesado com as 
seguintes condições para o instante da liberação: 

-A massa inicial é igual a massa de gás pesado liberada na fonte para um "puff'. 
- A massa de ar é igual a zero. 

3 
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- A velocidade na direção do escoamento é igual a zero. 
- A temperatura é igual a temperatura na fonte de gás pesado. 
- O raio é igual ao raio da fonte de liberação. 
- A posição inicial do centro do "puff' cilíndrico é zero no centro fonte. 
O modelo considera um balanço de quantidade de movimento global, que pode ser 

visto em Batchelor ( 1967), para o "puff' cilíndrico de gás pesado, como pode ser visto na 
Equação (4). O balanço considera os termos de arraste do vento sobre o "puff' e atrito com o 
solo, o terceiro e quarto termos do lado direito da equação, respectivamente. No modelo o 
"puff' tem velocidade inicial igual a zero e segue o balanço de quantidade de movimento 
global, enquanto os demais "box models" consideram o "puff' com velocidade igual a do 
vento na metade de sua altura desde o instante da liberação na fonte. 

As velocidades de entrada de ar no topo e lateral do puff são dadas por correlações 
empíricas, que são derivadas da teoria da troca de matéria na interface de duas correntes de 
fluido com diferença de densidade, conforme descrito por Eidsvik ( 1980) e mostradas a 
segmr. 

3,5 · vT(t) 
we(t)= * 

5,83 +Ri (t) 

onde: 

e Ue(t)=0,5· UG(t) 
UG(t=O) 

( 8 ) 

vT(t) = velocidade de turbulência na altura da superfície de topo do "puff' de gás pesado, em 
-I m s . 

* Ri (t) = numero de Richardson. 

A velocidade de turbulência no topo do "puff' é dada 
velocidades de turbulência convectiva e mecânica, respectivamente. 

g · h(t) C r 
vT ~ ,/ 0,70-3 (Owlo- T(t) + 1,3 · j=f · U(t) ( ]

2 ( ]2 

onde: 
(8w)0 =fluxo convectivo turbulento de calor, em m K s- 1

• 

pela combinação das 

( 9 ) 

O fluxo turbulento de entalpia e o número de Richardson são dados pelas relações : 

C r 
( 8w) 0= 2 · U(t) · [ Tar - T(t)] 

. h(t). p(t)- PAR 
* g p(t) 

e R· = -----'----
I vT(t)2 

( I O) 

A velocidade do vento numa detenninada altura é obtida com o perfil logarítmico, 
visto em Panofsky et ai (1984), e as massas específicas do "puff' de gás pesado e do ar são 
determinadas por relações derivadas da equação de estado Soave-Redlich-Kwong, como em 
Walas ( 1985). 

3. 0 MÉTODO DE ASSOCIAÇÃO DE "PUFFS" PARA REPRESENTAR FONTES CONTÍNUAS DE 
DISPERSÃO DE GASES PESADOS 

As liberações de gases pesados para a atmosfera podem ocorrer de diversas formas. A 
liberação pode ser considerada instantânea, ou pode ter um intervalo grande de tempo para 
deixar a fonte. A liberação com intervalo grande de duração pode possuir diversos 
comportamentos, tais como a vazão ser contínua e constante, ou contínua e decrescer 
exponencialmente com o tempo de liberação, ou uma fonte intermitente. O objetivo desta 
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seção é apresentar um método de representação das diversas formas de liberações a partir da 
soma de uma série de liberações instantâneas independentes ( "puffs" ). O modelo, ainda em 
desenvolvimento, para representar uma fonte contínua com vazão constante é descrito a 
segmr. 

3.1 A Liberação Na Fonte De Gás Pesado 

A liberação contínua de gás pesado, com vazão constante ao nível do solo para a 
atmosfera, é caracterizada pelos seus valores de vazão, componentes do gás, temperatura e 
área de liberação da fonte. A representação da fonte contínua pela soma de "puffs" 
independentes é realizada pela liberação sucessiva destes "puffs" sobre a fonte. Estes "puffs" 
são separados entre si pelo seu tempo de liberação. A massa de cada "puff' é dada por: 
mgp(t=O)=mvazGP ·tF ( 11) 

onde: 
mvazGP = vazão constante da fonte, em kg s·'. 
tF= tempo de liberação do "puff' na fonte, em s. 

A altura inicial do "puff' sobre a fonte é determinada por: 
mgp(t =O) 

ho = 2 ( 12 ) 
n · Ro · Po 

onde: 
ho = altura inicial do "puff' sobre a fonte, em m. 

p0= massa específica inicial do "puff' sobre a fonte, em kg m·3
. 

O tempo de liberação do "puff' de gás pesado sobre a fonte é determinado pelo valor 
de tempo que é necessário para a parte final do "puff' deixar a fonte, conforme é visto na 
Figura I (em vistas frontal e superior). O "puff' após ser liberado na fonte, com velocidade 
igual a zero na direção do escoamento, segue o modelo de liberação instantânea descrito na 
Seção 2. O tempo de liberação é determinado por um cálculo iterativo . 

.. - - - - .. - .. 
: ··put"f" • ' ' 

:FONTE : . . ~~r-F_O_N_T_E 'I_··r.lltr: •• , . ----G ' . 
' ' 
: FONTE• .. puft"" 

' ' I FONTE I 

k a ) O "puff' sobre a fonte após ol 
ltemoo de libera cão ( t=tr: ). I 

i( c ) O "puff' não deixa a fonte após ol 
Ide temoo de liberacão(t=2tr>I IFI' ). I 

Figura 1- O tempo de liberação do "puff' na fonte. 

. ' ..... -- .. 

( b ) O "p_uff' d~eixa a fonte após o dei 
temoo de ltberacao(t=2tr>""""" ). I 

........ - ...... ~ 
-r:-:---=-r-· -- ·~p.llú':--. I FONTE I 
( d ) O "puff_' ultra?assa a fonte após ol 
de te moo de ltberacao( t=2tr>I IFF ). J 

3.2 A Representação Da Liberação Contínua Por Uma Soma De "Puffs" 

A liberação contínua de gás pesado com vazão constante foi representada por uma 
série de "puffs" liberados na fonte . Estes "puffs" são formados com o mesmo intervalo de na 
fonte. No procedimento, os "puffs" foram liberados com o mesmo valor de tempo de 
liberação e como foram tratados pejo sistema de computação independentemente um do outro 

5 

-... 

j 



SIMULAÇÃO NUMÉRICA DO COMPORTAMENTO DE "PUFFS" ... 

apresentaram regiões de volume comuns entre si, conforme" a Figura 3. Pelo sistema de 
computação, o primeiro "puff' usado para representar a liberação contínua recebe o índice 
numérico l, o segundo recebe o índice 2 e assim sucessivamente, conforme visto na Figura 2. 

As etapas do modelo de representação de "puffs" com intervalo de tempo constante, 
que podem ser vistas na Figura 2, são: 

l) A liberação de "puffs" na fonte. 
A cada intervalo de tempo constante um "puff' é liberado sobre a fonte. 
2) A movimentação dos "puffs". 
Os "puffs", após a sua liberação sobre a fonte de gás pesado, são movimentados na 

direção do escoamento seguindo o modelo de liberação instantânea descrito pelas equações ( l 
) a ( 6 ). O esquema de liberação dos três primeiros "puffs" pode ser visto na Figura 2. 

3) A combinação das regiões comuns entre os "puffs" 
As propriedades massa de gás pesado e de ar, temperatura e velocidade para um "puff' 

independente, que pode possuir regiões comuns com outros "puffs", são recalculadas após 
cada etapa de movimentação dos "puffs" por um · processo de equilíbrio dos balanços de 
massa, energia e quantidade de movimento entre o "puff' a as regiões comuns dos outros 
"puffs". 

A liberação de "puffs" é realizada até a pluma de gás pesado, que é formada pela soma 
de "puffs", atingir um limite de distância ou tempo de liberação total, que é preestabelecido 
anteriormente. 

Q 
·. E.O.NIT. ! 

(a) A liberação do "puff' 
numero I. 

:~~~~:cf·~ 1 I r .. - •• -
·.ED.NU.! 

(d} A movimentação dos 
"puffs" numero I c 2. 

~.-ii~·.ç-P 
(b) A movimentação do 
"puff' numero I. 

1 .. _ • . _:~~:~2::· I -, 

·. E() t'JII;! 
(e) A combinação dos 
"puff.<>" numero I c 2 com 
as regiões comuns. 

Figura 2- O procedimento de combinação de "puffs". 

4. A TROCA PARA O MODELO DE DISPERSÃO DE GÁS LEVE 

' 
2 I I I r----- I 

·.Eü.NLf . . 

(c) A liberação do "puff' 
numero 2. 

~ ........ , . ~ 
I I ... 2 ... I 

·. t:.c?t:!If:. ' 
(t) A liberação do "puff' 
numero 3. 

A massa específica dos "puffs" vai decrescendo e aproximando-se da massa específica 
do ar atmosférico devido a diluição da nuvem pela entrada de ar. Nesta fase, o mecanismo de 
dispersão do "puff' devido ao excesso de massa específica vai decrescer e ficar com valores 
da ordem do mecanismo de dispersão devido a turbulência atmosférica. O momento exato da 
troca do mecanismo de dispersão é muito dificil de ser determinado experimentalmente, com 
precisão. Nos modelos matemáticos de dispersão de gases pesados, conforme Fryer et alia 
( 1978), são adotados critérios empíricos para esta transição, como também descrito por 
Melhen et alia ( 1992). 

O sistema realiza a passagem para o conhecido modelo de dispersão de pluma 
Gaussiana contínua, quando os critérios citados anteriormente são satisfeitos. 

Q l y2 z2 
p(x,y,z) = ·exp(--·(-

2 
+-

2 
)) ( 13) 

2 . J[ . u ' (J ·(J 2 (J (J y z y z 

onde: 
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p(x,y,z)= concentração da pluma no ponto de coordenadas (x,y,z), em kg m·3
. 

Q= vazão mássica da fonte, em kg s- 1
• 

~ = velocidade média do vento, em m s -J . 

cry = coeficiente de dispersão atmosférica horizontal, em m. 
crz =coeficiente de dispersão atmosférica vertical, em m. 
y = distância horizontal do centro da pluma, em m. 
z = distância vertical do solo, em m. 

Os coeficientes de dispersão atmosférica nas direções vertical e horizontal são 
determinados por relações baseadas em dados experimentais de dispersão atmosférica 
aplicadas ao modelo gaussiano, conforme van Buijtenen ( 1979). Os modelos de dispersão de 
gases pesados adotam que o raio e a altura do "puff' são proporcionais aos coeficientes de 
dispersão no momento da transição pelo valor 2,15 e com isto pode-se determinar os valores 
das coordenadas virtuais das fontes nas direções horizontal e vertical combinando as equações 
dos coeficientes de dispersão. 

R1 =2,15·cryt =2,15·a·xey ( 14) 

o 53·x·0·22 

H 1 = 2, 15 · cr zt = 2, 1 5 · c · (1 O · Z 0 ) ' vz 
d 

· Xvz 

onde: 
R1= raio do "puff' no instante da transição, em m. 
H1= altura do "puff' no instante da transição, em m. 
Xvy = distância virtual de uma fonte pontual na direção horizontal, em m. 
Xvz =distância virtual de uma fonte pontual na direção vertical, em m. 
Z0 = rugosidade do solo, em m. 

( 15 ) 

a, b, c e d = são parâmetros determinados em função das classes de estabilidade atmosférica 
de Pasquill-Gifford. 

5. RESULTADOS E COMP ARAÇÀO COM DADOS EXPERIMENTAIS 

Os resultados obtidos com o modelo são comparados aos denominados testes de 
campo de Maplin Sands conduzidos pela Shell Oil Company, mostrados por Havens ( 1992), 
que são liberações contínuas de GNL e GLP sobre á!:,'l.la em Maplin Sands na Inglaterra. Para 
estas liberações foi medida a concentração de gás pesado liberado a várias distâncias da fonte, 
através da medida porcentagem do número de móis da mistura de gás pesado inicial em cada 
distância a fonte. Os gráficos da Figura (3) comparam o valor da porcentagem do numero de 
móis obtidas com o modelo de "puff' apresentado, com o valor experimental máximo da 
porcentagem, medida na linha de centro da pluma. Um diagrama da representação pela soma 
de "puffs" para o teste Maplin 43 é mostrado na Figura (3) em vistas de frente e cima. O teste 
Maplin 43 é uma liberação de gás pesado em toda a extensão a pluma, enquanto o teste 
Maplin 29 mostra a transição de gás pesado para gás leve no ponto de descontinuidade do 
gráfico de linha contínua e a troca do modelo de dispersão para pluma Gaussiana. 
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Teste Maplin 43: 
Fonte: contínua de gás propano; Raio: 7.7 m; Vazão: 22,31 kg s·1

: Temperatura: 231.00 K. 
Condições atmosféricas: 

Velocidade à I O m: 5,5 m s· 1
: Rugosidade do solo: 3,38 e-04: Classe de estabilidade de Pasquill: D: 

Comprimento de Monin-Obukhov: a : Temperatura do ar: 290,00 K: Umidade relativa: 70%. 
Teste Maplin 29: 
Fonte: contínua de GNL (Metano): Raio: 10,43 m: Vazão: 29,04 kg s· 1

: Temperatura: 111,70 K. 
Condições atmosféricas: 
Velocidade à I O m: 7,4 m s· 1

: Rugosidade do solo: 3.38 e-04: Classe de estabilidade de Pasquill: D: 
Comprimento de Monin-Obukhov: a: Temperatura do ar: 289.00 K: Umidade relativa: 52%. 

LEGE N DA S • =dados cxp~rimentais. -- = modelo de ''puff'. 

(a)Comparação com os resultados 
exnerimcntais com o teste Manlin 29. 
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(b)Comparação com os resultados 
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Gráfico do Teste Maolin 43. 
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(c) Vista superior e lateral dos ''pum" no modelo para o teste Maplin 43 . 

,, .. ---.. .. ,' ..... 

00 

---o---.-·-o®·: ·. o . . . . 
' 1 I I I 

-"' \ I \ 1 

"'.,.,--- I I ' .. "'"' I,' 

.- -- --CJ--.. , 
·---- ·1---· : : . o .... .-l-.-.. -~,-'--- h; ] I : .... 

... -.. -.. -
Figura 3. Resultados numéricos do modelo. 
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Abstract 
The mathematical model, developed by the autors in previous works, aplly to prevent the fumace main 

features of drying cercais, depending on the functioning regime parameters. The comparison was donc with 
experimental data and the process features behavior were explained. The possibility to prevent the abnom1al 
regime is showed and also its explanation. 
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L INTRODUÇÃO 

Fluxo de c alo r 

/ 

Figura 1: Esquema da fornalha 

No Brasil aplicam-se 
amplamente as fornalhas que 
utilizam combustível vegetal 
(lenha) para secagem de 
grãos. 

Um esquema típico está 
apresentado na figura I . 
Habitualmente a sua 
elaboração realiza-se por via 
experimental e este método 
não permite criar uma variante 
ótima. Mais eficiente é a 
metodologia da modelagem 
matemática para, na base de 
um modelo matemático 

complexo dos processos termo-gasodinâmicos (variando os tamanhos dos canais, as janelas, 
os materiais das paredes, o consumo de lenha, a potência do ventilador, etc.), escolher os 
regimes e os tamanhos preferíveis. 
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O trabalho utiliza modelo matemático, algoritmo e aplicativo desenvolvido em Krioukov 
et ai. (1996) para o esquema (figura 1 ). 

2. ESQUEMA FÍSICO E MODELO MATEMÁTICO 

Analisando a bibliografia (Gilchrist, 1969, Sisson et ai. 1988, Ti1man et a!., 1981 ), foi 
criado o esquema físico dos processos que consideram os seguintes fenômenos : combustão 
com base no modelo de equilíbrio químico, levando em conta várias fases condensadas; 
possibilidade da combustão tanto com a ox > 1 como ao x <I; transferência de calor por 

radiação no primeiro canal; perdas hidráulicas nos canais; perdas menores; transmissão de 
calor por convecção nos canais; aquecimento não estacionário das paredes; influência do 
redemoinho no fluxo para os processos de transferência de calor e das perdas hidráulicas (o 
redemoinho no fluxo é necessário para separar as partículas de fuligem); as características 
reais do ventilador (ou seja a aplicação da função v , == f( .0. p , , w )); a admissão de ar 

secundário para conseguir a temperatura prescrita na saída da fornalha (TJ; regime não­
estacionário de funcionamento da fornalha. Todos estes fenômenos são considerados em suas 
interações. 

Este esquema físico é orientado para prognosticar (em dependência do tempo, do 
consumo de combustível, dos parâmetros geométricos, etc) características importantes como: 
o consumo do "gás quente" da fornalha; o rendimento da fornalha; as perdas hidráulicas totais 
e em cada canal; o surgimento dos regimes anormais; o estado da temperatura das paredes da 
fornalha . 

O esquema inclui algumas hipóteses simplificativas : 
- a composição dos produtos de combustão é constante na escala da janela I até a janela 2 e 

da zona de mistura até a saída da fornalha; 
-a mistura uniforme forma-se a uma distânica pequena da grelha; 
- na saída da zona de combustão os produtos da combustão ficam no estado de equilíbrio 

químico; 
- os fluxos em todos os canais são unidimensionais; 
- as partículas sólidas não influem nas características do fluxo; 
- a força de Arquimedes é insuficiente; 
-a transmissão de calor por radiação é considerada apenas no canal I. 

No modelo matemático dos processos em fornalhas propõe-se (baseando-se nas 
condições reais da projeção e do funcionamento da fornalha e também nas informações 
apresentadas em guias) que os dados iniciais sejam : características do combustível e oxidante: 
entalpias (I c' I ox ) e fórmulas condicionais ( b ic, biox ); informações sobre substâncias dos 
produtos de combustão; parâmetros geométricos dos canais da fornalha (a;, b i , c i , f i ) ; 

parâmetros geométricos das paredes U r , H r) e suas propriedades O'" r , c P , Pr ); temperatura 

prescrita (TJ; consumo de combustível ( G c); potência do ventilador ( W ); temperatura inicial 

da parede (T; ); temperatura ambiente (Ta); coeficiente de transmissão de calor entre paredes 

e meio ambiente( h a); características do ventilador. 
O modelo matemático utilizado e inclui os fragmentos: 

I. Combustão: O modelo de combustão está baseado no método de cálculo de sistemas 
qUimicamente equilibrados (Alemassov et a!., 1971 ). Estes cálculos realizam-se 
preliminarmente e os resultados na forma de tabela são utili zados no algoritmo total. Isto 
reduz o volume de cálculos. Esta tabela pode apresentar-se na forma da correlação: 

2 



SIMULAÇÃO NUMÉRICA DE PROCESSOS EM FORNALHAS ... 

[ J..!, T, c r , YJ, À, I] = F( b i c , b iox , I c , I ox , G c , G ox , P) (1) 

onde, sabendo-se os parâmetros da "parte direita" pode-se determinar as grandezas da "parte 
esquerda". 
2. Escoamento e transferência de calor em canais (sem radiação e redemoinho): No modelo 
matemático o escoamento pelos canais é descrito pelas equações: 

onde: 
À 

h =-1-0 023Re0
·
8 Pr0 .33

· 
I D ' I I ' 

ef; 

2/3 8Nu Pr s = I I 

Rei 

S = (r; -Ta)/( T- Ta); 

ot. e, B 
I 

que consideram o atrito e transmissão de calor através das paredes. 
3. O aquecimento não estacionário das paredes descreve-se pela equação: 

a 2 , 
Yi 

com as condições de limite: 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Esta equação é resolvida separadamente em cada parede para determinar, em cada 
intervalo de tempo, O parâmetro Si (T) utilizado nas equações (2,3). 
4. Particularidades para o escoamento de redemoinho: 

Nos ciclones a forma principal das equações (2,3) conserva-se, mas mudam os valores 
dos coeficientes ~i, h i. Para o escoamento de redemoinho aplica-se o conceito "parâmetro de 

torção (<D)", que é determinado pela fórmula (Mukhachev et ai., 1991 ): 

JwrdG 
<P = _o::___ __ 

RJudG 
o 

dG = 2mupdr; (6) 

O valor hi no escoamento de redemoinho determina-se pela fórmula: 

h i = hio ( 1 + 1,15<1>1
'
06

) .. e o valor ~i - pela analogia de Reynolds. As perdas menores são 

determinadas por fórmulas tradicionais (Sisson et ai., 1988). 

3 
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5. Mistura dos produtos de combustão com ar secundário G ~x. Neste fragmento do modelo é 

necessário determinar o consumo do G ~x para conseguir a T5 • No início determina-se o valor 
as pela equação não linear: 

OX 

I pc (a ~x , Tc ) ( 1 + a ~x k ~ ) + I ox (a ~x - a ~x ) = I pc (a ~x , Ts ) ( 1 + a ~x k ~1 ) (7) 

Depois, usando a fórmula G ~x = ( a~x - a~x} k ~1 G c determina-se G ;~x. 

6. Equação da adaptação dos consumos. Para assegurar a igualdade dos consumos e queda de 
pressão na fornalha e no ventilador, o modelo matemático inclui a equação : 

3 k 

-W""' 
P sVnm- k:-Oak(8) 

LóPi +LóPim 
i 

onde : 8= Ap. W 
Ll nm 

(8) 

onde : ak - são coeficientes da aproximação da característica do ventilador. 
O algoritmo e aplicativo (Krioukov et a!. , 1996) foram modificados para melhorar a 

convergência dos cálculos e considerar a complexidade de paredes (Dalepiane et ai. , 1997). 

3. COMPARAÇÃO COM DADOS EXPERIMENTAIS 

Tabela 1: Características geométricas da fornalha 

canal I 2 3 

Ai(m2) 0,7 0,7 0,67 

fi (m) 1,2 1,2 1,0 

4 5 
0,20 1,5 

1 ,O 2 

grelha 
0,7 

-

A comparação com os dados 
experimentais foi realizada para a 
fornalha, com as características 
geométricas mostradas na tabela I 
para os regimes: W=0,95; 

T
5 

= 400K; G c = 0,047kg I s; onde W=n/ 1800 (regime básico). As figuras 2 e 3 mostram a 

comparação de dados experimentais e teóricos: óP:: e G ::· Observa-se uma concordância 

qualitativa e diferença quantitativa, que pode ser explicada pela realização imperfeita dos sub­
modelos: previsão do fluxo de calor por radiação e cálculo do coeficiente das perdas menores 
na saída do ciclone. 

900 
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~600 -
·~ 450 
"' Q 

c: 300 

150 

' . ,">P, 
.. / ___ _ 

• • • • • • • 

t~Pcic 

~-
• • • • • i 

2 3 4 5 6 7 8 9 lO 

• Queda de Pressão total exp. 
• Queda de Pressão no cidone exp. 

Figura 2: Variação da pressão total e pressão 
no ciclone em função do tempo 
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Tempo (h) 
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Figura 3: Variação do consumo em 
função do tempo 
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Com dados experimentais para o regime W=0,95; T5 = 400K; G c = 0,053 .... 0,055kg/s 
observa-se um efeito anormal no funcionamento, entre 4 a 5 horas, quando aparecem 
labaredas na zona da janela 2 e a alimentação de combustível é suspensa. 

O mesmo fenômeno foi observado na simulação numérica nesse regime (fig. 4) quando 
verifica-se o regime anormal depois de 7h. Com base nestes resultados, observa-se que o 
modelo prognostica de maneira correta o funcionamento da fornalha e não apresenta 
contradições aos fenômenos físicos. A causa principal do regime anormal é que durante o 

funcionamento da fornalha o coeficiente do excesso do oxidante ( a~x) entre a zona da grelha e 

o ciclone diminui. À medida que ocorre a diminuição do a;)x, aumenta a possibilidade do 
surgimento de substâncias do tipo H 2 ,CO,CH 4 ,etc. nos produtos da combustão, que podem 

ser queimadas na zona da mistura com ar secundário (janela 2). Se a~x atravessa o limite 
aox = 1 essas substâncias já aparecem em quantidade considerável e a combustão reinicia na 
zona de mistura, que é o fenômeno anormal. 

Tempo(h) 

- Temp. Teórica • Temp. Ex per. 

Figura 4: Variação da temperatura no ciclone 
em função do tempo, no regime anormal 

4. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

Simulações numéricas foram realizadas 
com lenha de eucalipto: fórmula condicional do 
combustível - C 4.02 H 5.92 0 2.80 N o.o4 S0,02 ; 

Ic = -4123kJ I kg(Spilimbergo et al., 1995) 
para o regime básico. Na figura 5 está 
apresentada a distribuição da temperatura e 
queda de pressão pelos canais no início (-r = O h) 
e no término (-r= 1 Oh) do funcionamento da 
fornalha. A temperatura diminui essencialmente 
no canal I (por causa do grande fluxo de calor 
por radiação através da parede) e na câmara de 
mistura. A pressão diminui principalmente na 
saída do ciclone (por causa das perdas 
"menores"). À medida que a temperatura das 
paredes aumenta durante o tempo, aumenta a 
quantidade da energia na saída do ciclone. Isto 
condiciona o aumento do ar seeundário para 

5 

100 

t,P, 

r---'--+ 80 ~ :r: 
~----------- E 

T, r-

2 3 

Canal 

4 5 

Figura 5: Variação da temperatura e 
pressão ao longo dos canais 
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Figura 6: Variação da temperatura pelos 
canais no final do funcionamento em 
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conseguir Ts que é a temperatura prescrita na entrada dB secador. De acordo com a 
característica real do ventilador, neste caso, a queda de pressão ( L'lP~) diminuí, mas o 

escoamento nos canais 1...4, adaptando-se nestas condições, diminuí o consumo G ~c e como 

consequência aumenta T pc (porque aox > l ). 

A influência do consumo de combustível nas características da fornalha é mostrado nas 
figuras 6 e 7 . Com a elevação G c aumenta a "quantidade de calor" no escoamento na saída do 

ciclone, que condiciona o aumento do consumo G ~x e a diminuição de L'lPv. O escoamento 

reagindo a esta alteração diminui L1P2: e como consequência diminui G ~lx. No resultado 

diminui a~x e aumenta Tpc. O aumento de G c provoca a diminuição do rendimento 11 por 

causa do aumento do fluxo de calor nas paredes. 
Na figura 8 mostra-se a influência da temperatura Ts nas características da fornalha 

(regime básico). Quanto mais alta a temperatura Ts mais baixa é a temperatura Trc "na 

grelha". Este fenômeno inesperado pode ser explicado assim: quanto mais alta a T
5 

menor é o 

consumo de ar G ~x para refrigeração dos produtos da combustão, portanto, deve ser menor o 
consumo do "ar quente" através do ventilador. 
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Consumo Combustível (kgls) 

Figura 7: Variação da temperatura T pc no final e do 
rendimento em função do consumo de combustível. 
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Neste caso (de acordo com as 
características do ventilador) deve 
aumentar L'lP v e o escoamento 
adaptando-se a esta queda deve 
reajustar-se assim para aumentar o 

consumo do ar G ~lx. No resultado 

aumenta a~1x e a temperatura Tpc 

baixa. A alteração do rendimento 
(depois de I Oh do funcionamento da 
fornalha) em função da Ts possui um 
máximo que está condicionado por 
causa da alteração do fluxo do calor 
total (L'lQ~) nas paredes da fornalha. 
No seu lugar, a mudança L'lQL: está 
condicionada por dois fatores: 
- consumo através dos canais I a 4 

(quanto maior G~c maior L1Q ~ ); 
- temperatura do gás dentro dos 
canais (quanto maior Trc maior 

L'lQ L: ). 
Quando aumenta-se Ts estes 

fatores agem em direções contrárias 

ou seja, Tpc diminui, G ~c aumenta. 

Esta situação cria a possibilidade do 
aparecimento do máximo. 

O trabalho foi realizado com 
apoio do CNPq. 
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SCONCLUSÃO 

l.No trabalho utiliza-se e modifica-se modelo matemático (Krioukov et ai. 1996) do 
funcionamento da fornalha para secagem de grãos. O modelo modificado possui as vantagens 
seguintes: 
- considera a complexidade dos fenômenos que ocorrem na fornalha ; 
-possibilita a simulação numérica de vários regimes de trabalho (inclusive regimes anorn1ais); 
- avalia o efeito de várias variáveis que afetam o funcionamento das fornalhas (mudando: 
materiais, tamanhos, parâmetros de regime, combustíveis, etc.); 
-determina as características da fornalha com a utilização de combustíveis alternativos. 
2. Foram modificados o algoritmo e o aplicativo que permite realizar as pesquisas e 
simulações numéricas do funcionamento da fornalha inclusive em regimes anormais. 
3. Foi realizado a comparação dos resultados numéricos com os dados experimentais que 
foram recebidos durante ensaios com uma fornalha real (empresa Kepler Weber). 

A comparação mostrou ao mesmo tempo que: 
-o modelo possibilita prever as principais características do funcionamento da fornalha; 
- há necessidade de melhorar o modelo com o objetivo de verificar mais eficientemente 
algumas características da fornalha (temperatura das paredes, combustão, perdas menores, 
etc .). 
4. Foram executados os cálculos numéricos das dependências das características de al!,'l.lllS 
fatores de controle que mostraram a capacidade de trabalho do modelo e aplicativo. 

6. NOMENCLATURA 

Símbolos: 
CP -calor específico do gás 

a - coeficiente de excesso de oxidante 

e -comprimento 
À - condutibilidade térmica 
p - densidade 

~-diferença 

1' -tempo 
TJ - viscosidade 

G- consumo 
H- altura 
h- coeficiente de transmissão de calor 
I- entalpia 
P- pressão 
T- temperatura 
V - consumo volumétrico 
W- taxa de potência do ventilador 
n - potência do ventilador em RPM 
cP-calor específico da material do parede 
B - perímetro de canal 
Ç- fator de atrito 
Der - diâmetro efetivo 

R - constante de gás 
Re - número de Renolds 

7 

Nu- número de Nusselt 

Pr - número de Prandtl 

A - área de canal 

I-!- massa molecular 
r- raio 

k ~1 - coeficiente estequiométrico 

Índices inferiores: 
a -ambiente 
c - combustível 

ox - oxidante 
p -parede 
pc - produtos de combustão 
s -saída 
v - ventilador 
i - número do canal 

Índices superiores 
·-inicial 

" - secundário 
p- parede 
I- somatório (total) 
g- gás 

-.. 
I + ... ... ... .. .. ... ... ,. 
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Abstract 
This is a review oftwo new and important developments in thermal science. First, there exist fundamental 

optima in the constitution and operation of flow (nonequilibrium) systems, man-made and natural. These optima 
can be identified based on the simplest models that still retain the essential features of the real system. Examples 
are the spatial allocation of heat transfer area in a power plant, and the temporal optimization of on & off 
processes. The second development is that the engineering method of modeling and optimization has been 
extended to natural systems, animate and inanimate (e.g., tree networks). This step has been named constructal 
theory for the reasons given in Section 3. The objective of such work is to predict the macroscopic spatial and 
temporal structure (organization) that is everywhere. lt is to injecta dose of determinism (theory) in a field that 
until recently considered natural structures to be nondeterministic: results of chance and necessity. These 
developments bring to mind the advice left to us by J.W. Gibbs more than one hundred years ago : 

"One of the principal objects of theoretical research in any department of knowledge is to find 
the point of view from which the subject appears in its greatest simplicity." 

Keywords 
Constructal , Fractal, Self-Organization, Non-equilibrium thermodynamics. 

1. ENGINEERING ÜRIGINS 

Exciting developments are happening aga"in in thermodynamics. Conceived originally as a 
theory of heat engine performance, thermod)tnamics is now called upon to explain the origin 
and performance of the ultimate in engineering design: Nature itself. 

The use of engineering ideas to predict natural organization is the latest development in a 
revolution that has swept thermodynamics since the energy crisis of the mid-1970s. ln the past 
two decades the theory has been expanded to cover systematically the operation and 
optirnization of real, highly complex systems. The main issue--the driving force in these 
developments--continues to be performance improvement, efficiency mcrease, cost 
minimization, or, simply, good engineering. 

The methods of exergy analysis, entropy generation minirnization (EGM for short), and 
thermoeconomics are the lasting results of this revolution. These three methods have been 
reviewed in a recent book (Bejan et ai., 1996). Central to how thermodynamics can shed light 
on natural organization is the EGM method (Bejan, 1996a ), which is also known as 
thermodynamic optirnization and, more recently in physics, finite-time or finite-size 
thermodynamics. The EGM method consists of the simultaneous application of principies of 
thermodynamics, fluid mechanics, and heat and mass transfer. With these principies the analyst 

.. .. 

J 



CONSTRUCTAL THEORY: FROM ENGINEERING TO SHAPE ... 

constructs realistic models, i.e., models that account for the inherent irreversibility of the 
processes executed by the system and its components. 

ln the first step, the analysis ofthe model produces a very important "structural" result: the 
system's entropy generation as a function of the size ( dimensions r, shapes, materiais and other 
physical parameters of the real device. ln the second step, the optimization is performed subject 
to realistic constraints, which are in fact responsible for the irreversible operation of the system. 

Let us take a quick look at a few engineering results, so that we may move on to primordial 
questions that have been sidestepped: Why "optimize" anything? Why do better ( e.g., Why 
less, more, faster, farther, more cheaply, etc.)? Why be "naturally" selected? Why is geometry 
( shape, structure, similarity) a characteristic of natural flow systems? What is the basis for the 
increasing complexity in time of natural structures? Is there a single physics principie from 
which geometric forro can be deduced without any use of empiricism? 

2. DEFROSTING, BREATHING AND TURBULENCE 

ln engineering and physics, EGM is best represented by its application to models that are 
the most basic, i.e., the simplest while still realistic. This activity has generated a class of 
compact results-fundamental optima-that chart the opportunities for design tradeoffs, which 
deserve to be identified and pursued in practical research· and development. These optima point 
toward strategies for distributing finite material resourc·es in space, and for executing processes 
intime. 

One such example is the selection of the melting material for storing the work co11tent 
(exergy) ofa stream ofhot exhaust that is bei11g dumped i11to the environme11t. The intercepted 
exergy is maximal, a11d the ge11erated e11tropy is minimal, whe11 the selected material has a 
melti11g point equal to the geometric average of the exhaust a11d e11viro11ment temperatures 
(Bejan, 1996a). Another example is the selection of the time i11terval for heati11g a si11gle-phase 
storage material by using a hot stream, which otherwise is discharged into the ambient. The 
optimal storage time must be such that the heat capacity of the amou11t of hot material used 
matches the heat capacity of the amount of storage material. 

These fundamental optima require only a few lines of very simple algebra. Even more 
stu11ning in this respect is the optimizatio11 of the "rhythm" of intermittent processes in which 
the irreversibility is due to time-dependent diffusion. To illustrate, consider the growth of a11 
ice layer 011 a cooled surface (Bejan, 1996a). The ice thickness increases as t: 12, where t1 is 
the duration of the freezing process. The rate of ice production decreases as t 1 increases. 
Clearly, if the objective is to maximize the production of ice (or refrigeratio11, or exergy 
storage ), it makes sense to i11terrupt the freezing process, scrape the surface clean, and restart 
the freezing process. lf t2 is the time interval reserved for cleani11g the surface, the time-

averaged rate ofice production is proportional to t: 12 /(t 1 + t2). This is an important function, 
which can be maximized by fine-tuning the 011 & off freezing process: the optimal t 1 equals t2. 

If we Jook around we find that similar fine-tuning principies work in a wide variety of 
circumstances, both man-made and natural. ln the optimization of the defrost cycle of a 
refrigerator the objective is again to minimize the generation of entropy (or power input), and 
the evaporator surfaces are "scraped" by melting the frost layer. ln laminar shear flow the Jayer 
thickness increases as t: 12, and the scraping ("renewal") motion of time t2 is effected by the 
eddy. The transition from laminar flow (diffusion) to turbulent flow (streams, organized flow) 
can now be predicted by simply setting t1 = t2, that is by maximizing the rate of transport. This 
holds in every imaginable flow configuration (Bejan, 1993), including Bénard convection. 

Jumping ahead to the realm of anima te systems, the sarne principie can be used to anticipate 
the existence of unique, finely tuned frequencies for breathing and heart beating, which 
decrease as the body size increases (Bejan, 1997a). These facts have been known empirically 
for a long time in biology, where they are called alometric Jaws. They can now be anticipated 
theoretically by starting from engineering thermodynamics and EGM. The larger issue is to 
understand the "purpose" of the optimization that rules the naturally occurring structure. Why 
should "structure" occur naturally, and why should it optimize itself? To these questions I 
retum in the second part of this article. 

Organization and optimization occur not only in time but also in space. Consider an actual 
(irreversible) power plant that operates between the high temperature T H and low temperature 
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Figure I - Spatial allocation of heat­

exchange hardware in a simple power 
plant model with two temperature 

differences (Bejan, 1982). 
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T L, Fig. I . The plant owes its imperfection to the 
heat exchangers that facilitate the two heat 
interactions (Bejan, I996a). The rest of the power 
plant is assumed irreversibility free. Each heat 
interaction is proportional to the temperture 
difference that drives it, (QH, Qd are proportional 
to the sizes of the heat exchangers. The total heat­
exchange inventory is fixed, eH + CL = constant. 
When the heat input OH is fixed , the power output 
W is maximal when the hardware is partitioned 
equally between the two ends of the power plant, 
eH = eL . This principie of equipartition (spatial 
allocation, distribution) of resources is a 
characteristic of many other thermodynamically 
optimized systems. 

A word of caution is needed here, because the 
simplicity of models such as Fig. I can trick us into 
using them in inappropriate situations. One 
exampl~a famous on~is the use of the sarne 
power plant model in combination with the new 
assumption that the heat input OH is free to vary, 
i.e., as free as the rejected heat QL. ln this case the 
design has two degrees of freedom, hence two 
optima: (I) the allocation of hardware, the 
optimization of which leads again to equipartition 
(eH = eL), and (2) the inner temperature 

ratio (T H- .6. T H) I (T L+ .6. T L), the optimal value 

of which is (T H I T L) l /2, for which the efficiency is 

constant, 1 - (T L I T H) l /2, and considerably lower than the eamot ceiling, 1 - T L I T H. 
Gyftopoulos ( 1996) noted, that result (2) is false for severa] reasons, starting with the history 
ofheat engine development which is one characterized by efficiencies that continue to increase, 
intime. This, by the way, is the natural tendency--the sarne type of empirical observation-­
that supports the constructal Jaw of macroscopic natural organization, which concludes this 
article. 

3. TREE NETWORKS lN NATURE 

Thermodynamic optimization can deliver not only the optimal distribution of material but 
also the optimal dimensions of components. For example, in the most elementary passage of a 
heat exchanger the entropy generation is due to both heat transfer and fluid friction. These two 
contributions compete against one another. The hydraulic diameter of the passage can be 
selected such that the sum of the two irreversibilities is minimal. The dimensions of bodies 
immersed in externa] convection can be selected similarly (Bejan, 1982). 

Even simpler is the sizing of a system that owes its irreversibility to only one transport 
mechanism, e.g ., heat transfer. lf the heat current is imposed, the minirnization of entropy 
generation reduces to minirnizing the resistance to heat flow. ln the cooling of electronic 
packages the volume is fixed, and so is the heat generation rate that is distributed uniformly 
over the volume. The geometric arrangement of the heat generating components can be 
optimized such that the hot-spot temperature is minimal (Bejan, 1995). The spacing or number 
of components is free to vary. If the spacing is too large, there is not enough heat transfer area 
and the hot-spot temperature is high. When the spacing is too small, the coolant flow rate 
decreases, and the hot-spot temperature is again high. There is an optimal spacing-an optimal 
package architectur~hat minimizes the thermal resistance between the overall system and 
ambient. This geometric principie finds wide applicability in both man-made systems (e. g., 
computers) and natural systems (e.g. , mud cracks) (Bejan, 1998). 

A powerful geometric principie was discovered recently in the minirnization of the thermal 
resistance between a heat-generating volume and one point (Bejan, I997b ). The volume is 
fixed, and the heat-generating material has a Jow thermal conductivity (k0). A small amount of 
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high-conductivity material (kp) is to be distributed through the ko material such that the overall 
volume-to-point resistance is minimal. 

The discovery is that every portion-every subsystem ..of the given volume--can have its 
shape optimized. Figure 2 illustrates this principie at the smallest volume scale, where a single 
kp fiber removes from the system the heat generated by the ko material. The optimal rectangular 
shape that minimizes the thermal resistance between the element and the exit end of its kp tiber 

112 
is (H0 /L0 )opt = 2(k0H0 /kpDo) . 

Figure 2 - Slender elemental volume with volumetric heat generation and one high­
conductivity path along its axis of symmetry (Bejan, 1997b ). 

The sarne geometric optimization principie applies at larger scales. The larger volume 
element is an assembly-a construct-of optimized volume elcments of thc smallest size, Fig. 
3. This construct too can have its shape (or number of constituents) optimized. This single 
principie of construction and shape optimization continues toward stepwise larger scalcs until 
the given volume is covered. The end result is shape and structurc-the optimizcd architccturc 
of the composite (k0 , kp) that connects the sink point to the finitc-sizc volume (Bcjan, 1997b; 
Ledezma et ai., 1997). 

The infinity of points of the given volume is "connected" to the sink because at thc smallcst 
volume scale the transport is volumetric, by thermal diffusion through the low-conductivity 
material. At larger scales the transport is via channcls (streams) of higher conductivity. 
Diffusion comes first and streams later. 

This complete volume-to-point connection is a first in mathcmatics. A number of points 
could be connected optimally to a single point, by computer. As computers become more 
powerful, larger numbers of such points will be connected in the future. Thcir number, 
however, will never be infinite to fill the given volume. Furthermore, the opaque (black box) 
optimization executed by the computer will never be theory. 

Astonishing is not that the high-conductivity channels forma tree (a network without loops) 
but that each feature of the tree is deterministic, the result of a singlc principie of optimization. 
This conclusion runs against the currently accepted doctrine that natural structures are 
nondeterministic, the result of chance and necessity. Fractal geometry too is descripti v e, not 
predictive. Any tree can be simulated by repeating an assumed algorithm, and truncating this 
operation at an arbitrary, small (finite-size) scale. 

The discovery then is not the tree but the constructal principie that generates this structure, 
from one scale to the next larger scale. The name constructal * emphasizes the link betwecn 
determinism (theory) and the direction from small to large. It is also a reminder that theory runs 
counter to fractal thinking. 

* From the Latin verb constrde're (to build), which survives a<; construir in Portuguese and Spanish. 
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Figure 3 - The first construct: a large numbe of elemental volumes (Fig. 2) connected to a 
central high conductivity path (Bejan, 1997b). 

Tree networks abound in Nature, in both animate and inanimate flow systems. We find 
them everywhere: botanical trees, leaves, roots, lungs, vascularized tissues, neural dendrites, 
river drainage basins, river deltas, lightning and dendritic crystals (dendron means tree in 
Greek). Every detail of every natural tree can be anticipated through the construction and 
optimization shown for the "heat tree" in Figs. 2 and 3. ln fluid trees the small scale volumetric 
flow is by slow viscous diffusion (e.g., Darcy flow in the wet banks of the smallest rivulet), 
while the larger-scale flow is organized into faster conduits: streams (Bejan, 1997c, 1998). 

4. THE CONSTRUCTAL LAW OF SHAPE AND STRUCTURE lN NATURE 

The volume-to-point constructs have a definite time dircction: from small to largc, and from 
shapelessness (diffusion) to structure (channels, streams). Determinism results only if this time 
arrow is respected. If the revcrsed time dircction is used, i.e., from large to small, through thc 
repeated fracturing of a postulated nctwork into smallcr and smallcr pieccs (as in fractal 
geometry), then it is impossible to predict theoretically the optimal volume-to-point flow 
architecture (Bejan, l996b, 1997b). 

The optirnized geometry formed by the slow and fast flow regimes unites all the volumc-to­
point flows. Think of thc flow of oxygcn through a marnmal: the slow, shapclcss flow is 
volumetric mass diffusion through the tissues, while thc faster regime is mass convcction 
(streams) through blood vessels and bronchjal passages. Think also of the turbulcnt flow you 
know best: diffusion in the smallest volume elemcnts is accompanied by the structurc of fastcr 
streams known as eddies. Artificial constructs such as the internal arrangement of computers 
require the sarne cooperation between slow and fast hcat transfer, with the slow modc placed at 
the smallest scale. This cooperation is most obvious in living groups, from bacterial colonics to 
urban growth (Bejan, 1996b): every member has a place in the structure, in such a way that 
every member benefits. The urge to organize is an expression of selfish behavior. 

The constructal nature of access optirnization is even more obvious in the context of 
rninirnizing the time of travei between one point and a finite-size arca (an infinity of points) 
(Bejan, 1996b). Travelers have access to more than one mode of locomotion, starting with the 
slowest speed (V0, walking) and proceeding toward faster modes ( vehicles, V 1 < V 2 < ... ) . 
The given arca is covered in steps of increasingly larger constructs (A,, A2, A3, .. ). Each 
construct can be optimized for overall shape and angle between assembly and constituents. For 
example, Fig. 4 shows the smallest arca element (A 1), for which the optimal shape is 
(Ht I LI)opt = 2Vo I v,, and where the angle between Vo and V1 was set at 90° (a good 
approximation when Vo << VJ). _ 
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The shape-optimization process repeats itself at larger area scales (Fig. 5). Urban growth is 
predicted, from backyards and alleys, to streets, avenues and highways. Along the way, we 
also discover the long sought principie, i.e., the reason why natural tree networks "happen to 
look" like the truncated fractal images postulated by the matlrematician. Constructal theory is 
about the physics that had been missing in fractals (Kadanoff, 1986). 

The minimization of travei time has been invoked in the past to account for the shape of light 
rays. When the ray strikes a mirror, the optimal angle of incidence equals the angle of reflection 
(Heron of Alexandria). Furthermore, the ray is bent to an optimal angle as it passes from one 
medium into another (Fermat). The time or resistance minimization principie is raised to the 
rank of law by the structure of light rays and ali the tree networks anticipated by constructal 
theory. This law can be summarized as follows (Bejan, 1997b): 

"For a finite-size system to persist intime (to live), it must evolve in such a 
way that it provides easier access to the imposed currents that flow through 
i t. 11 

This statement has two parts. First, it recognizes the natural tendcncy of imposed currents to 
construct paths of optimal access (e.g., shapes, structures) through constrained open systems. 
The second part accounts for the evolution (i.e., improvements) of these paths, which occurs 
in an identifiable direction that can be aligned with time itself. 

yl 
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Figure 4 - The smallest (innermost) elemental area, A 1, and the 
street segment allocated to it (Bejan, 1996b ). 

also the gap between physics and engineering. 

This constructal principle 
accounts for the choice 
that are made by macro­
scopic opcn systems 
(natural or man-made) 
subjected to flow and size 
constraints. The cross­
section of the blood vessel 
is nearly round for the 
sarne reason that the width 
of the ri ver is proportional 
to the depth (Bejan, 
1998). This law is about 
defining the very concept 
of "optimization", o r 
"purpose". It b1idges the 
gap not only between 
physics and biology with 
its many relatcd fields 
such as economics, but 

Constructal theory introduces an engineering flavor into the current debate on natural ordcr, 
which until now has been carried out mainly in physics and biology. As a result of thcir 
training, engineers begin the design of a device by first understanding its purpose. The size of 
the device is always finite, never infinitesimal. The device must function (i.e., fulfill its 
purpose) subject to certain constraints. To analyze the dcvicc is not sufficient: to optimize it, to 
construct it, and to make it work is the real objective. Finally, many designs that differ in some 
of the finer details have nearly the sarne overall performancc as the optimal design (Bejan et ai., 
1996). 

All these features-purpose, finite size, constraints, optimization, construction--can be 
seen in the animate and inanimate structures that surround us. lt is time that we engincers 
expand the determinist powers of our thermodynarnics over the field of naturally organized 
systems. Wc are the ones to do this work, because Nature is enginccred, not random. My own 
progress in this direction is described in a new book (Bejan, 1998). 

Acknowledgement. This research was supported by thc National Science Foundation. 
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Figure 5 - The growth of street pattems, as the minimization of travei time between a finite-size 
area and one point (Ledezma, 1997). Velocities increase as the constructs becomc larger: V o< 
V 1 , V 2 , V 3 , V 4· ln these three examples, each construct has been optimized for both shapc 

and angle. 
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1 INTRODCCTION 

Traveling wave ultrasonic motors have recently been attracting considerable attention: they are 
beginning to replace- at least in certain areas- small electromagnetic motors. This development 
has been made possible by recent advances in power electronics, material research and digital 
controL which allow utilization of the piezoelectric effect for low power motors. ln these motors the 
mechanical energy is generated with frequencies of the order 40 kHz via piezo-elements producing 
elastic waves in a st.ator, which usually has approximately the form of a circular plate, a ring or 
a thin walled cylindrical tube. The rotor is then driven by a stator via contact forces. \\"i th an 
extremely simple mechanism, frequency reductions of 1:40 000 and more are obtained between the 
stator vibration and the rotor motion. As a consequence, one can work in the 40 kHz range on the 
electrical side, while a low frequency of rotation is obtained on the mechanical side, as is dcsirable 
for many applicat.ions. 
Traveling wave ultrasonic motors combine features such as high holding and driving torque, low 
speed, et c., which make them extremely attractive and prornising for many applications . ln many 
cases they can be used directly without an intermediate speed reducer. This paper addresses the 
problcm of mathematical modeling of ultrasonic traveling wave motors and the recent advances 
obtained in this field. 

2 WORKING PRI\"CIPLE OF CLTRASO:\IC TRAVELING WAVE l'viOTORS 

Typica l ultrasonic traveling wavc mot.ors are depicted in Figure 1 anel 3 . 

...,.i---''9'--- s t.al o r 

..!ld.--- piczoceramic 
elentents 

Figure 1: Ultrasonic traveling wave motor 
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Sensors 
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F.l ectrode 

Figure 2: Piezoceramic ring 

Figure 1 shows a motor in which the stator can be modeled as an annular plate of nonconstant 
thickness, the thickness depending on t.he radius. The rotor is a metallic ring pressed against the 
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stator by means of a disc spring and the vibrations of the stafor are excited using a piezo-ceramic 
ring, which is polarized as shown in Figure 2. This piezo-ceramic ring is bonded to the lower 
surface of the stator and excites a traveling bending wave in it. Figure 3 gives a ,·iew of the 
PI ultrasonic motor produced in Germany by the company Physik Instrumente. Here the stator 
is a thin walled cylindrical piezo-ceramic tube covered by electrodes. The tube is polarized in 
radial direction and the electrodes come in three groups. Also here, an elastic wave traveling in 
circumferencial direction is generated by a suitably applied electric signal. 

• .. / - ---....,\ 

~ , i ~;;~ , ,. 

Figure 3: Industrial Ultrasonic Motor 

ln what follows we first restrict our attention to the motor shown in Figure 1. Although, with 
the motor in operation , the stator undergoes non-linear forced vibrations, the linear free vibration 
problem of the stator is the key to understanding the mechanical behavior of traveling waw ultra­
sonic motors. This is so because the stator mass is much larger then that of the rotor , aud ouly in 
resonance is it possible to generate appreciable energy leveis in the stator. 
Therefore, first traveling bending waves in circular plates are discussed and the motor 's working 
principie is explained ; then a more accurate mathematical model for the stator vibrations is in­
troduced and the excitation mechanism is described. Let w(r, <p , t) be the transverse displacement 
at time t of a point of the middle surface of a circular plate at the location defined by tlw polar 
coordinates r. cp. At present, we restrict our attention to thf~ free vibrations of a circular plate . 
Due to the symmetry of the problem, there exist solutions of the type 

w(r. cp , t) = R(r) cosrncpcos~t , (1) 

for m =O, 1. 2 ..... The values ofthe (ci rcular) eigrnfrequency w anel the fmwtions R(r) in expression 
( 1) an' ohtained from the corresponcting eigenvalue problrm as discnssed in [2]. It turns out that for 
circular or annular plates with constant thickness anel houndary conclitions of thP type mentioned 
abow , the functions R( r) are Bessel functions. Ewn without any knowledge of the thPory of plauj 
,·ibrations , it. is intuitivcly clear that the first eigrnfunctions 

lqr, <p) := R(r) cos mcp (2) 

of a circular plate clamped at the boundary are of t.he type shown in Figure 4. 
ln t.his fi gure , the nodal !ines are clashed; t.hey are eit.hcr straight dia.nwtral !ines or cirdes. For 
simplicity we will speak of 'nodal diameters ' and of 'nodal circles ' in what follows. Also for annular 
plates clampecl at the inner radius r = r 1 and free at the ou ter boundary at r = 1·2 , ali tlw nodal 
!ines are either nodal diameters or nodal circles. It is obvious that. ali modes are of rnultiplicity 
two, with the exception of the mocles with rn = O; for each eigenfn'quency w there are two linea.rly 
inclependent eigenfunctions l,V (r, <p), since in expression (2) the function cos mtp can be replaced 
by sin mcp. 
It clear that , clue to the linearity of the free vibration problem, the superposition of two solutions 
is also a solution to the problem. A simple calculation shows that the sum of the two solutions 

Wt (r, cp , t) 

wz(r, <p , t) 

A.R(r) cosmcpcoswt, 

AR( r) sin mcp sin (L,' i 

2 

(3) 

(4) 



Figure 4: Eigenmodes of a clamped circular plate 

gives the traveling wave solution 

w(r , cp , t) = AR( r·) cos( rncp- wt), (5) 

traveling with angular speed w / m in the positive tp-direction. 
Since such a wave traveis with angular speed w / m , one could - erroneously - assume that a rigid 
body deposited on the surface of the circular plate would be transported along the circumferc'nce, 
as indicated in Figure 5. However, this is not so. ln Kirchhoff's plate theory, points of the middil' 

Figure 5: Traveling wave 

plane are assumed to move in a direction orthogonal to this plane, and they do not experience any 
in-plane displacement in this theory. The variable w is the displacement of points of the plate's 
middle plane in the direction orthogonal to this plane. The traveling wave given by equation ( 5) 
corresponds to the form of the motion of the middle plane's points. Similarly, W.t in Kirchhoff' s 
plate theory is the velocity of a point on the middle plane, directed along the normal to the 
undeformed middle plane. 
The points of contact between the plate and the rigid body in Figure 5 are, however, not located 011 

the middle plane hut on the surface of the plate, i.e. at a distance a = h/2 from the rniddle plane. 
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The displacement 17Q of a point Q of the plate's surface, in pomr coordinates, can be written as 

ÜQ = w(r, ;p, t)e0 - aw,r(r, ;p, t) er - (a/r)w,-;(r, ;p, t)e-,::, (6) 

where r , ;p are the polar coordinates of the projection of Q onto the middle plane a t equilihrium 
(in Kirchhoff 's plate theory, material points situated on a line normal to the uncteformed middle 
plane remain on a normal to the deformed middle plane during the plate vibration) . \Yit h thP 
traveling wave solution (5) and A = 1 the velocity of Q is 

d:tQ =-:.v [R(r ) sin (wt- mcp)e:- aR' (r) sin(wt - m ;p)er 

+ (ajr)mR(r) cos(wt- m;p)e-,:] . 

{I ) 

If the rigid body ( we cal! it 'rotor' in what follows) extends owr severa! wavelengt hs, contact 'vil! 
occur at points where the e: - component of 11Q reaches its maximum value: i.e. , for cos(:.vt- k cp) = 
1. At this instant expression (7) simplifies to 

d11Q = -w(a/r)mR(r) · 
dt 

(8) 

Cnder the ideal zero slip conditions between the stator plate and the rotor, the velocities of the 
point of contact coincide for both bodies, and if contact is assumed ata certain radius r. this gives 
the zero slip angular velocity of the rotor 

'-Protor = - w(a/r)m(R(r)/r), (9) 

\vhich is quite different from the previously guessed value w /m for the an gular rotor speed , as we 
shall examine in detail. 
ln the actual motor the stator plate does not vibrate freely, but vibration energy has to bc generated 
continuously, as mechanical power is transmitted to the rotor. The zero slip condition assumed in 
obtaining equation (9) is only the limit case, \vhich is approached under vanishing loading torque. 
l\evertheless, the mechanical behavior of the motor (stator and rotor ) is dorninat.Pct by the stat.or's 
properties due to its much larger mass: in the actual motor the stat.or a lways works in or near 
rcsonance. 
:\Iany travcling wave ultrasonic rnotors have stators containing radialnotches in the outer ammlar 
ring. This particular shape of the stator allows t.he zero slip angular wlocity of tlw motor to 

be influenced by augmenting t he distance of the contact surface frorn the middk surface without 
increasing t.he overall stiffness of the stator. Due to the not.ches , th(~ material of tl)(' 't.ePth ' does 
not comribu te significantl~· to the plate stiffness: instead . it. merely act.s as added mass. 
Consider some typical data of the order of magnitude as used in actual mot.ors. T lw contact 
region between the rotor and tlw stator rnay have an avnage radius of r ~ 45 mm, for example, 
and a/r can be chosen as 1/10. The number of nodal dianwters is of the ordl'r of m ~ 11 and 
the frequency of the bending oscillations in the plate may he f ~ 40 kHz, so t.hat t h<' angular 
frequency is w ~ 2r.40 000 ç 1

. With t he const.ant .4 norrnalizPd to one, t.hP funrt.i on R ( r) t.ak<>n 
at the contact radius corresponds to the displacement amplitude of tlw plate 's rniddle plane. For 
the linear bending vibrations it is small , for example R(r) ~ 1 11m. lntroducing t.hes<' numhPrs 
into equation (9) gives 

'-Protor ~ -(1/40000)w. (10) 

This corresponds to a frequency reduction by a factor of 40 000 bctween the circular frequency 
w of the bending vibration and the angular velocity of the rotor in zero slip. This remarkable 
speed ratio has the consequence that the high frequency mechanical bending vibrations can be 
excited via piezo-elements with f ~ 40 kHz, a frequency range which is easily handled in modern 
power electronics , while the nominal rotor speed is <Protor ~ 60 rpm for a vibration amplitude 
of 1 J.lm, a rotational speed which can be used in rnany practical applications without additional 
speed-reducing devices. 
Another fact of interest , apparent from expression (9) and (10), is related to t hc minus sign in 
these equations. It indicates that the rotor moves in a sense opposite to the traveling wave, as 
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Figure 6: Rotor l\Iotion 

shown in Figure 6, in a different fashion from what one could expect from the simplistic picture 
of Figure 5. From equation (6) it also follows easily that the trajectories of points of the platC' 
surface, if projected into the plane spanned by ez and e._,;, give ellipses with semi-axes R(r) and 
(ma/r)R(r) . 
ln the PI ultrasonic motor shown in Figure 3 also a wave is generated in the tubular stator, trawling; 
in the circumferencial direction. The stator is operated in resonance in a mode which is twither 
purely flexional nor purely extensional. The stator model therefore should be t hree dimensional 
and therefore more complicated than the model of the stator plate in Figure 1. Also in the PI 
ultrasonic motor, the materia l velocity of the stator points in the contact region is smaller , by 
severa! orders of magnitude, than the speed of the traveling wave. 
ln the following sections we discuss some aspects of the mathematical modeling of ultrasonic trave­
ling waw motors . Since we are interested in obtaining simple formulae which can be conveniently 
used for parameter studies, we will first discuss separately the contact problem and tiH' getH'rat.ion 
of traveling waves via piezo-cerarnic elements. 

3 !'viODELii'/G THE PIEZO-CERA:\IIC ELE:\IE~TS 

The constitutive equation for a piezoelectric material in mat. rix notation can be written in the form 

(11) 

Here. D is the electric displacement, T the stress tmsor, E the elect.ric field and S the strain 
tensor. Both the Plectric field E and elect ri c displacement D here are assumed to be nonzero in 
onc direction only 

( 12) 

Therefore the constitutive equation ( 11) reduces to 

Es e:~ 1 e:ll o 

l r 
E3 

l :3 

- e3 1 cft c~ o s, 
(13) 

- e31 cf" cft o Sz 
o o o c [e, 56 

where the abreviated vector notation is used for the st.ress and strain tensors. The electric field 
E and the electric displacemcnt field D have to satisfy MAXWELL's equations. As t.he rcsonancc 
frequency of the motor system is very low compareci to the characteristic frequency obtained from 
the stator dimensions and the speed of light, the electric field is quasi-static (see for inst.ance [12]) , 
giving 

rotE O, (14) 

divD O. (15) 
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The electric field may be defined as the gradient of an electrié potential 'P 

E= -gradtp(r,8,z,t), 

so that (14) is identically satisfied. 

(16) 

For a stator in the form of a plate, equation (15) can be simplified because the electric displacement 
is nonzero in the thickness direction only, and this yields 

8~3 =o. (11) 

Due to the constitutive equation (13), the eletric displacement D 3 depends on the strain and on 
the electric field. Since the st.rain in the case of a plate is linear in z, the electric field cannot 
be constant through the ceramic's thickness in arder to satisfy the divergence equation ( 17). The 
electric field therefore has to depend linearly on z: 

E3(r, 8, z, t) = Eo(r , 8, t) + O:E(r, 8, t)z. 

Substituting the strain-displacement relation 

[ 
S1 l [ êr l S (r ,8, z , t) = S2 = €& 

56 "irO 

011 
8r 

u 1 8v 
-+--
r r 88 

1 811 8v v 
-- +--­
r 88 8r r 

using the kinematic relation for Kirchhoff's plate theory 

u 
[ 

u(r, 8,z,t) l 
v( r , 8. z , t) 
w(r,8, z , t) 

Dw 
u0 (r , 8, t) - z 

8
r (r, 8, t) 

1 8w 
v0 (r,B , t)- z:; 

88 
(r,8 , t) 

_ 1v(r,8 , t) 

(18) 

(19) 

(20) 

and the expression for the electric field ( 18) into the fir st line of the constitutive equation (13) and 
the resul ting equation into .\Iaxwell 's equation ( 11), yields 

C31 ) OE(r, 8, t) = "" 5 b.w(r, 8, t , (21) 
~3 

where 6. represents the Laplace operator and w is the transvcrse displacement of the middle piam' 
of the stator plate. The electric field t herefore not only depends on the applied voltage, but. a lso 
on the st rain due to the deformation of t he stator! ln [4] on t he ot.her hand t.lw Plect.ric field was 
assumcd constant. 
ln t he next step , the int.Pgration const.ant E0 has to be df>t.errnined. The elect.ric potent.ial is givPn 
by 

lP =-J E3dz =- (~aEz2 + Eoz + const) . (22) 

As mentioned before, the piezocerarnic ring is divided into t.wo parts, A and B (see Figure 2) 
and has three electrodes: one common electrode for both parts A anel B is tlw stator itsdf wit.h 
potential zero. The the other two electrodes are on the opposite side of the ring, excit.Pd hy two 
applied voltages vA( t ) and VB(t) which have the same amplitude anda phase shift. of 7r/2 . Inst.ead 
of defining a sign-function for the polarisation vector , we use a sign-fum:t.ion for the shape-functions 
of the electric potential r.p at the free surface of the piezoceramic ring. Bot.h methods have the 
sarne effect but the second allows a simpler mathematical forrnulation and calculation. Wc define 

. 37r 57r 
If - + k). < 8 < - + k). 

22 22 J -1 

P.<(O) ~ l 1 (23) 

if 7r 37r 
22 + k>.. < 8 < 22 + k>.. 
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Figure 7: Schematic picture of the stator with piezoceramic ring 

~n (O) =i 
1 if 

12n 13n 
11 + k>.. < B < 11 + k>.., 

-1 if 
12n 

n + k>.. < B < 11 + k>.. 

with k = O, .. . , 5 . 

The shape functions and the applied voltages can be written in vector notation as follows 

with t.he boundary conditions 

;:;>( r , B, -ho , t) 

tp(r·, e, -(ho + hp). t) 

O, 

cf>elec(B)v(t), 

where h0 and hp are defined in Figure 7, the term E0 can be calculated as 

cf>l'lecV 1 
-

1
- + -OE(2ho + hp). 
lp 2 

E o 

(24) 

(25) 

(2G) 

(27) 

(28) 

The electric field can now be written in terms of the applied voltage and of tlw plate ddkction as 

cf> , [,·c(B)v(t) 1 C:JJ • 
E:1(r,B, z,t) = - h +-2 :;(2h0 +hp+ 2z)~w(r, B,t ). 

P EJ 
(29) 

4 MODELI!\G THE CO~TACT BETWEEN ROTOR AND STATOR 

ln order to simplify the system , the ultrasonic traveling wave motor of Figure 1 is substituted 
by a linear motor shown in Figure 8. Hen\ the stator is modeled as an elastic:ally supported 
Bernoulli-Euler beam, whose motion in the ·axial direction is restricted. The slider is also clastically 
supported and pressed against the stator, a viscoelastic fricti on layer being interposed lwtween the 
two metallic pa rts. For simplicity the slider (rotor) is assurned as rigid here. It is well-known that 
in industrial motors the deformations of the rotor may be quite important. A linear motor with an 
elastic slider is presently being studied in Darmstadt. The treatment described here corresponds 
to the model described in [8]. 
We make use of the three coordinate systems depicted in Figure 9: inertial coordinates ( x , z) and 
the coordinate systems (Ç, () and (xn, zn) undergoing a translation in the x-direction with respect 
to the (x , z) system. The translational motions lead to the transforrnations 

with 

w 
V\t· = k' 

w 
Ç =X- -t 

k 
(30) 

(31) 
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Figure 8: Ultrasonic linear motor 
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Figure 9: Coordinate systems 

vn being thc speed of the slider (rotor), vw the phase velocity, w the rircular frcqtwn c~· and k 
the waw number of the fundamental harrnonic bending wave in thc stator. \Ve also introduce the 
differential velocity between the slider anel the traveling wave 

w 
Vd = VR- VW= VR- k · 

Frorn the kinernatics we know that vu· and vn have opposite signs. 

(32) 

ln actual ultrasonic traveling wave rnotors , the bending waves in the stator are generatcd by 
means of piezo-cerarnic elernents. ln this section we want to focus on the contact prohlcm , and for 
simplicity we assume that the bending waves are generated hy a suitable distributed force p( :r, t) 
acting on the stator, as shown in Figure 10. 
Here we are not interested in the transient behavior of the motor, but only in the stead.v-statP 
situation. \Ve therefore restrict our attcntion to an interva l of the stator corresponding to one 
wavelength of the traveling bending wave. 
ln Figure 10 a section of the stator is shown with the distributed load p(x, t) exciting the bending 
wave and the distributed contact force K(x , t) acting along the upper surface of the stator in thc 
contact region between the points B and C. The equation of motion of the stator is givcn by 

02 04 h DSA-(x , t) 
p.-!~ws(x , t ) + EI,:;, 

4 
ws(x , t) + ksws(x , t ) = p(x , t)- Fk(x , t) +- D (33) 

ut- uX 2 X 

ln this equation pA is the mass per unit length, EI the bending stiffness and ks the elastic 
bedding coefficient of the stator. The bending dcformation of the stator is described hy w.s(x, t), 
the expressions Fk(x, t) and Sk(x, t) on the right-hand side of this cquation c:orrespond to the 
transverse anel axial components of the distributed contact force K(x, t). For sirnplicity wc assume 
that the influence of the axial component Sk(x, t) on the deformation w 8 (x, t) can be neglec tcd . 
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Figure 10: Section of the stator 

ln [8] for the friction layer between the rotor and stators we assumed a material law related to a 
Kelvin- Voigt material. This led to 

( ( ) 
dws(x, t) 

Fk x,t)=kt(wsx,t)-wo)+dt dt 

for the thansverse component and 

du(x, t) 
Sk(x, t) = kau(x, t) +da--­

dt 

(34) 

(35) 

for the axial cornponent of the distributed contact force in the sticking region. ln the slip zones 
this component is of course limited by the Coulomb friction law. The constitutiw behavior of the 
material in the friction layer can then~fore be symbolized as shown in Figure lL ln (34) and (35) 
u(x, t) is the axial deformati011 of a surface point of the contact layer and k1 , d1 , k" and da arP 
constants. 

Figure 11: :\Iodei of the contact layer 

The traveling bending wave is assurned to be generated by a distributed harmonic traveling load 
p( x, t) according to 

p(x, t) = Po + Pw(x, t) = Po + pcos(kx- wt), (36) 

ln the (Ç, () coordinate system this can be described by 

p(Ç) = Po + cos(kÇ), (37) 
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ln this coordinate system, i.e. for an observer traveling in the x-direction with the sarne speed 
as the bending wave in the stator, the deformation ws(Ç) does not depend on the time t . It can 
therefore be represented in a Fourier series: 

N 

ws(Ç) =L {An cos(nkÇ) + B 11 sin(nkÇ)} (38) 

n=l 

Thc contact pressure F..(Ç) can then also be written in terms of t.he Fourier coefficients apJwarint",; 
in (38). These Fourier coefficients appear linearly in ali the equa tions, the only nonlinearities lwing 
the Ç-coordinates b and c of the points of beginning and end of contact. At the end of t.he cont.act 
zone one has Fk( -b) =O, i.e. a Yanishing contact pressure. At the begirming of the wntact zone. 
i.e. at Ç = c, the contact pressure Fk(Ç) \Vill be discontinuous , since in our present rnodel of tlw 
contact layer, the material's density is disregarded, at the same time darnping bcing present. 
The boundaries of thc contact region are determined by numerically solving a nonlinear problem 
anel ali the Fourier coefficients can then be easily found . ln this manncr for example the tangent ia! 
force distribution Sk(Ç) depicted in Figure 12 as well as the efficiency of the cnergy transmission 
as shown in Figure 13 can be obtained. Also the energy dissipation in thc contact layer can thus 
be calculated. 
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Figure 12: Tangential force distribut.ion 

5 .\IODELI:'\G THE COiviPLETE l\IOTOR 

ln [3] the mathcmatical modcling of an ultrasonic travdiug waw motor with a st.ator in t.lw form 
of an annular plat.e is carried out in detaiL The stat.or with a piezocPramic ring aml ttH' rotor arC' 
discr('tized using suitable shape function_ A matherna tica l rnodel of the complete motor is t.lms 
obtained_ After the discritisation it assumes the form of a system of nonlinear ordinary diffen~ntial 
equations. These can either be integrated in the time domain , givcn as a result the transient 
behavior of the motor. If only the stationary solutions are thought , the system of differential 
equations can be transformed into an algebraic system, which can be solved in much shorter time. 
ln this manor the motor behavior can be simulated and the simulation results agrced well with 
data of an industrial prototype motor . Only the internal damping of the rotor was used to match 
the computed and measured motor characteristics (torque versus rotational speed , see Figure 14). 

Ali the other parameters were fixed in advance. This shows that the mathematical simula tion rnodel 
is probably a good too! for the design and optimization of ultrasonic motors. ln the simulation 
carried out in [3] it turned out that the ftexibility of the rotor, which for simplicity was ignored 
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Figure 14: Torque vs. rotational SpPcd 

in the present paper, can be of considerable importance for the motor characteristics. This fact 
agrees well with laboratory experiments. 

6 COl'\CLUSION 

ln this paper , a short review of the main features of mathematical-mechanicalmodels or piezoelec­
tric ultrasonic motors were reviewed. It was shown that good agreement can be achieved between 
the mathernatical models and laboratory experiments. !\1oreover it was shown that piezoelectric 
ultrasonic traveling wave motors involve severa! of the main features characteristic to mechatronic 
systems. The mathematical models described in the present paper and exarnined in more dctail 
in [3] assumes a given voltage applied at the electrodes of the piezoceramic elernents . Additional 
modeling efforts should probably be spent in the future to include the controller providing this 
voltage in the model. From laboratory observations it is well known that it can play an extremely 
role in the overall charactcristics of piezoelectric ultrasonic traveling wave motors. This simulta-
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neous detailed mathematical mechanical modeling of the physical system motor and thP controller 
is another feature typical of mechatronic systems. 
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Abstract 
The heat transfer coefficient at the metal-mould interface during the directional solidification of a Cu-8%Sn 
alloy was calculated using the whole domain method for the inverse solution of the heat conduction 
differential equation. The finite control volume method was employed in the numerical proccdure to solve 
the two dimensional differential equation and a least squares procedure was used for the whole domain 
method. The cstimated heat transfer coefficient values are in good agreement with publishcd ones and a 
sensitivity analysis is carried out to assess the coefficient accuracy. The present method has proved to be 
satisfactory as regards stability and accuracy. 

Keywords 
Heat transfer coefficient; Inverse heat conduction; Mathematical modelling; Metal-mould interface; 
Solidification. 

1. INTRODUCTION 

The mathematical modelling of solidification processing of metais has had a 
tremendous breakthrough in the past decades with the advent of personal computers. 
Basic phenomena, such as nucleation, liquid and solid movement have been accounted for 
in the latest models (Beckermann, 1997) and their results have reached increasingly good 
agreement with experimental evidences. Nevertheless, there are still no accepted 
comprehensive models based on first principies concerned with the heat transfer 
coefficient at the metal-mould interface, which is necessary to describe the boundary 
condition for the mathematical models of solidification. Furthermore, recent modelling of 
the heat transfer coefficient is very complex because it involves prediction of the metal­
mould interfacial gap by the finite elements method along with the solution of the usual 
heat transfer equation (Xiaobing et ai., 1996). 

Owing to the difficulties in calcuiating the necessary heat transfer coefficient using a 
first principie approach, modellers have relied on empiricai coefficients specific to their 
materiais and conditions. Consequently, the need for accurate empiricai or semi-empiricai 
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coefficients and methods to calculate them is clearly seen , whiçh explains recent effort in 
this direction (Orlande et ai., 1994). 

This work is aimed at calculating the heat transfer coefficient at the metal-mould 
interface during the directional solidification of a Cu-8%Sn alloy. The procedure 
employed in the calculation is a nonlinear version of the method of inverse solution to the 
heat transfer equation firstly proposed by Frank ( 1963 ), and improved by others 
(Spitzer, 1991 ). The resu1ts are presented and discussed based on heat transfer mechanisms 
at the metal-mould interface. 

2. HEAT TRANSFER AT THE METAL-MOULD INTERFACE 

The assumption of perfect contact between metal and mould is known to cause 
negligible error for heat transfer analysis in sand moulds (H o et ai., 1985) since the mould 
wall is the greatest thermal resistance for heat extraction in these processes. However, the 
therma1 resistance at the metal-mould interface might be the most important one in 
metallic mould castings, thus it must be considered in an accurate heat transfer model. 
The calculation of the heat transfer coefficient at the metal-mould interface using first 
principies demands a thorough understanding of the heat transfer mechanisms. Ho and 
Pehlke ( 1985), Sharma and Krishnan ( 1991) have studied and outlined the basic 
mechanisms ofheat transfer at metal-mould interfaces, as follows: 

• heat conduction through contact points between metal and mould; 
• heat conduction and convection in the gas trapped at the metal-mould interface 

gap; 
• heat transfer by radiation through the gap. 

A macroscopic average interfacial heat transfer coefficient can be given by: 

h=___!!._ 
~-I; ( 1) 

where q is the spatial average of the heat flux across the interface and T 2 and T 1 are 
average temperatures of the metal and mould surfaces respectively. The average heat flux 
may be divided into three main fluxes as regards the mechanisms mentioned above, and 
the macroscopic heat transfer coefficient can be described accordingly by the three 
coefficients given below: 

h= hs + hc + hr (2) 

where hs is the component due to heat conduction through the contacting points, hc is the 
contribution of heat conduction and convection in the gas and hr is the part due to 
radiation across the non-contacting points. 

The type of contact between metal and mould varies constantly from the liquid metal 
pouring up to the end of cooling to room temperature and a general behaviour was 
proposed by Sharma and Krishnan ( 1991 ). The liquid metal gets in intimate contact with 
the mould wall after pouring , as a result, a high heat transfer coefficient is observed in 
this period, called stage I. After enough heat has been withdrawn from the liquid metal, a 
stable solid layer forms, reducing the metal ability to conform to the mould wall, which 
causes a decrease in the heat transfer coefficient. A situation is reached where the 
thickening of the solid layer no longer affects its properties at the interface, establishing a 
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steady-state, named stage II. The appearance of a stage III depends on the specific process 
in hand. lf some pressure is applied at the interface as a result, for instance, of solid metal 
contraction around the mould wall, h might increase. Otherwise, if this solid contraction 
increases the gap width, the heat is transferred mainly by radiation and conduction in the 
gas phase, causing h to decrease. 

3. HEA T TRANSFER COEFFICIENT CALCULATION 

The inverse solution to the heat conduction equation was used in the present work 
to estimate the boundary condition ofthe solidification problem described by a differential 
equation. The heat conduction equation is frequently solved directly giving the 
temperature field subject to certain boundary conditions, whereas the inverse solution 
focus on the calculation of boundary conditions and material properties using temperature 
field measurements. The whole domain method to solve the inverse heat conduction 
problem (IHCP) was firstly proposed by Frank (1963 ), who worked with a linear heat 
conduction differential equation, and was latter extended to the nonlinear solidification 
problem with the help of the finite difference method (Spitzer, 1991 ). As pointed by Beck 
(1985), the IHCP is extremely sensitive to measurements errors, but the Whole Domain 
Method, which was used in this work, is less sensitive and more stable than other possible 
methods . 

ln the present work, the heat transfer coefficient is calculated as function of the 
casting surface temperature, allowing the direct interpretation of the heat transfer 
mechanisms at the metal-mould interface. 

The whole domain method to solve the IHCP is rooted in the minimisation of the 
square error between the measured and calculated temperatures. Therefore, a 
mathematical model to calculate the temperature field directly should be proposed for the 
system in hand and the accuracy of the solution to the IHCP is related to the accuracy of 
that model. The solution of the mathematical model can be written as: 

(3) 

where T M is the metal temperature, r is the spatial coordinate, t is time, h., h2, .... ,hn are 
the heat transfer coeffici ents between the casting and mould surfaces at n specific casting 
surface temperatures. Between these temperatures, a linear behaviour is assumed. The 
squared en·or between measured and calculated témperatures can be given by: 

J J 

Eq(h\'h:_,. .. ,hJ= f[r\1 (ri,ti,hl,h:_,. .. ,h")-r;r = f[ri- r~~ (ri,ti, h')f 
j=l i=l (4) 

where m is the number of experimentally measured temperatures Yj. It is believed that the 
best estimation of the heat transfer coefficient components is that which gives the least 
square error (Beck et ai., 1985) as defined by the above equation. The least square error is 
found when ali partia! derivatives relative to each heat transfer component have been set 
to zero, originating the following system of nonlinear equations : 
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(- h) -
m - ] o T,'vl ri' ti' = o k = 1,2, ... 'n; o Eq(h, ,h,,.·· ,h.)~ 2 I [ rM (r, ,t, ,h)- Y, o h, (5) 

ohk J=l 

Since in the general case T M might not be possible to be written as a simple function of 
ali h components, a Newton-Rapson method is employed to solve the nonlinear system 
after expanding T M in a truncated Taylor series as below: 

T1, (r ,t,h1 + !1h1 ,h:_+ !1h2 ,· .. ,h,+ !1hJ ~ TA,1 (r ,t,h1 ,h2 , ... ,hJ +I o r~~ t1hk 
k=l ohk (6) 

where h1, h2, ... , hn are a first approximation to the heat transfer coefficient components 
and !1h 1 , !1h2, .... ôhn, are the corrections to make these coefficients give the least squared 
error. Replacing this equation for T M in the system (5), the following system of linear 
equations is derived: 

(
".III o Tlf i o T,lfj J (~ o T.\1 i o T,\1} J ~--· -- !1h + ~--· -- !).h,+ ... 
i=l oh 1 ohk 

1 
i=l of1:. ohk -

(
"'". rT11 1 ê T11

, ) -~[( ) ê T . . \f i ] ···+ L,..-,--,- D.h,- L. T,, Í -YI-
, _1 (' h,. eh, H êh, 

k=l,2, .. ·,n; 

(7) 

This system is solved for ôh values, which are added to the previous approximation of h . 
Since T M is not actually a linear function of h, as assumed in equation (3), a few iterations 
are needed to reach the pursued h values which minimise the squared error. 

The method described above needs a mathematical model to yield the temperature 
field after approximate values of h are given. The temperature field in solidification 
problems is usually modelled by the heat conduction differential equation considering the 
phase transformation involved. The casting system and its assumed mathematical model is 
discussed in item 5. 

4. SENSITIVITY COEFFICIENTS 

Beck et ai. ( 1985) has introduced the analysis of the sensitivity coefficients in IHCP. 
The main idea is to have a comparative number of how sensitive to the heat transfer 
coefficient the sensors employed are. The sensitivity coefficient to a specific component 
hK of the heat transfer coefficient for the present problem is defined as: 

o T,w1 T.1,(ri, ti ,h,.~ , ···, hk + t1 hk, .. ·,h,)- rM(ri ,ti ,h,.~, .. ·, hk , .. ·,h11 ) õTA,f i 
--~ =--
0 hk /). hk /). hk (8) 

The higher the above coefficient the easier it is to calculate hK because it should be less 
sensitive to random and systematic errors, i.e., these errors are propagated to hK to a 
smaller extent. 

5. EXPERIMENTAL PROCEDURE 

4 
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Cu-8%Sn alloys were cast into cylindrical shapes using the casting system shown in 
Figure l. This systems consists of a cylindrical insulating wall standing on a water cooled 
copper mould used to extract heat directionally. The mould upper surface in contact with 
the metal was polished with a 600 grit emery paper. The Iiquid metal is poured into the 
cylindrical cavity, which is filled with six Pt-Rh thermocouples coated with a zirconate 
based ceramic layer for protection against electrical and chemical interactions with the 
metal. During the experiment, thermocouple signals were collected by an 
analogicalldigital interface and a personal computer. 

The two dimensional heat conduction differential equation in cylindrical coordinates 
was chosen to describe the heat transfer in the casting system of Figure 1, where radial 
and axial directions are considered. The heat transfer coefficient between metal and water 
cooled mould, and between metal and insulating wall are unknowns to be calculated by 
the inverse solution method. 

10mm 35mm 10mm 
~------------------~~ 
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TC40 TC2 
o 

' , TC1 

T 
I ! 

, lnsulating i 
i Wall ! 

E , 
E 
o : 
I'- i 

TC3LMetal 

c---- --~ --- - -- -- ----

water cooled copper mould 

! 
L- - - ----- ·---·------ ·---------------- · 

Figure 1 - Casting system (schematic view) . 

The heat transfer coefficient at the metal-insulating wall interface (HMI) and at the 
metal-water cooled mould interface (HMM) were calculated using the procedure 
described in item 3. HMM was assumed to vary linearly between the following 
controlling temperatures : 600°C , 700°C , 858°C (solidus temperature) and I 033°C 
(liquidus temperature). Above 1 033°C and below 600°C it was assumed constant. HMI 
was considered constant throughout the temperature range. 

The solution to the differential equation presented earlier is obtained by the implicit 
finite contrai volume method along with the enthalpy method (Rappaz, 1989) to treat the 
liquid to solid phase change. This solution is used in the equation system (7) to determine 

5 
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T Mj and the numerical derivative oT M/OhK , which is given by equation (8), where ~hk = 
l in the present work. 

6. EXPERIMENTAL RESUL TS AND DISCUSSION 

The heat transfer coefficient at the metal-water cooled mould interface (HMM) 
calculated as function of casting surface temperature is shown in Figure 2(a) . The 
coefficient at the metal-insulating wall interface (HMI) was 467.4 W /m2K. The measured 
temperature curves and the calculated ones using the heat transfer coefficient shown in 
Figure 2(a) are given in Figure 2(b ). 
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Figure.2 - (a) Heat transfer coefficient at the metal-water cooled mould interface (HMM) as 
function of casting surface temperature. (b) Measured (MT) and calculated temperatures (CT) 

using the heat transfer coefficient given in figure 2. MT5 and MT6 were set as boundary 
conditions, thus they were not employed to obtain the squared errar in equation (7). The position of 

measured temperatures are given in figure 1 

lt is shown in Figure 2(a) that there is a remarkable decrease in the heat transfer 
coefficient below the liquidus temperature as predicted by the previous theory mentioned, 
suggesting the formation of a metal solid skin next to the water cooled mould wall. Below 
the solidus temperature, HMM remains approximately constant, indicating the steady­
state stage described before. The predicted values in Figure 2(a) are in good at,JTeement 
with previous published values of heat transfer coefficients when the interface is subject 
to the application of the metal casting weight pressure (H o et ai., 1985). As the mould 
surface was polished with a 600 grit emery paper, which is made of particles smaller than 
26!-lm, one could say there would be no scratches deeper than 26!-lm . This would give a 
lower limit to HMM at the liquid metal-mould interface using Sharma and Khrishnan 
( 1991) model , who calculated HMM for 1 Ü!!m half width grooves, with 60° apex angle, 
for liquid a1uminium alloys, giving HMM = 1 O 000 W lm2K, in reasonable agreement on 
the value in Figure 2(a). 

Sensitivity coefficients of all four thermocouples whose temperature responses were 
employed in the least square procedure were calculated for ali hK components as function 
of time, and the curves for h1 and h4 are given in Figure 3. 
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time. 

lt is seen that sensitivity coefficients decrease from h1 to h4, informing that h4 is the 
most sensitive to random errors and the most difficult to be calculated. 

The whole domain method for the solution of the IHCP used in the present work 
usually provide high sensitivity coefficients, i.e., h1< values are very little sensitive to 
random errors and the algorithm is very stable as described by Becket al.(l985). 

7. CONCLUSIONS 

The whole domain method can be used successfully to calculate the heat transfer 
coefficient at metal-mould interfaces for a two dimensional heat transfer solidification 
problem. It allows the calculation of h as function of casting surface temperature and an 
analysis of the heat transfer mechanisms at the metal-mould interface can be made. 
Comparison between measured and calculated temperature values shows that the heat 
transfer coefficients obtained by the proposed method can give good agreement between 
interface heat transfer models and experiments. 

The examination of the sensitivity coefficients can give some insight into the 
difficulties of heat transfer coefficient calculations and its accuracy. 
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Abstract 

This work shows how Singular V alue Decomposition (SVD) can help to reduce the levei of Gaussian white noise 
in time series. The procedure here employed consists of using a dynamic to the data by means of an embedding in 
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questions about the dimension and noise reduction can be discussed by studying the rank of the trajectory matrix, 
and the question about the rank ofthe trajectory matrix by SVD. 
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L INTRODUÇÃO 

O principal objetivo da análise de séries temporais consiste, basicamente, na extração 
de informações qualitativa e quantitativa de processos experimentais através da construção, 
identificação e ajuste de modelos matemáticos. A inevitável presença de ruído em séries 
temporais experimentais é quase sempre uma complicação. o ruído limita a capacidade de 
extração de informação do processo, de modo que qualquer tentativa de modelagem 
matemática puramente determinística é incompleta e pode falhar. Assim, as técnicas de 
redução de ruído podem ser consideradas um importante passo que precede a modelagem 
matemática de processos experimentais. 

O termo ruído é usualmente subjetivo e depende de um critério para sua definição. 
Neste trabalho ruído será considerado um processo cuja dimensão é muito maior comparada 
com a dimensão de um sinal puramente determinístico (Farmer and Sidorowich, 1991 ). O 
termo redução de ruído consiste, basicamente, na implementação de técnicas onde o efeito do 
ruído seja minimizado; isto é, deseja-se decompor um sinal experimental em uma parte limpa 
de interesse, e em outra parte sem interesse. 
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O método de redução de ruído discutido neste trabaloo começa por incorporar uma 
dinâmica à série temporal por meio de um procedimento de mergulho (Sauer et al., 1991) em 
um ambiente Euclidiano Rd de dimensão d finita e arbitrária. Formalmente, esta dinâmica é 

descrita em termos de uma matriz cujas linhas representam pontos de uma trajetória 
reconstruída dentro do espaço de mergulho Rd, e são formadas por d valores consecutivos da 

série temporal, discretizada em intervalo de tempo constante. Esta matriz é chamada matriz de 
trajetória ou matriz de mergulho. A dimensão deste mergulho diz respeito a quantidade de 
graus de liberdade da série temporal e pode ser estudada pelo posto da matriz de trajetória. A 
questão do número de graus de liberdade, bem como a da redução de ruído podem ser 
abordadas de maneira geral pela Decomposição de Valor Singular (DVS) (Broomhead and 
King, 1986). 

Neste trabalho, são discutidos os aspectos gerais a respeito da dinâmica incorporada à 
série temporal, bem como a utilização da DVS na redução do nível de ruído para sinais de 
pequena dimensão caracterizados pela presença de ru_ído Gaussiano branco. Alguns detalhes, a 
validade e a eficiência da aplicação deste método são discutidos através de alguns exemplos. 

2. ANÁLISE DINÂMICA DE SÉRIES TEMPORAIS 

Nesta seção é discutido como a análise de séries temporais experimentais pode ser 
realizada através da teoria de sistemas dinâmicos (Arrowsmith and Place, 1990). Mais 
especificamente, trata-se de métodos geralmente baseados na reconstrução de um espaço fase 
(Gibson et a!., 1992), tipicamente por meio de um procedimento de mergulho. Estes métodos 
são, em geral, dedicados ao cálculo de propriedades invariantes deste mert,rulho tais como: 
dimensão, entropia e expoentes de Lyapunov. 

Um mergulho é um "map" suave~ de um "man(fold" M para um espaço U tal que sua 

imagem MMJcU é um "submanifold '' de U e ~ é um difeomorfismo entre M e ~(M) . Em 
outras palavras, o mergulho de M em U é uma realização de M como um "subman(fold" em 
u. 

O teorema de Whitney (1936) fornece uma regra geral para a existência de mergulhos 
no espaço Euclidiano e estabelece que um "manifold" compacto M de dimensão rn pode ser 
mergulhado no espaço R 2

m+J _ 

Em geral, apenas uma ou um pequeno número de variáveis dependentes de um sistema 
fisico real são possíveis de serem medidas durante um experimento. Apesar disso, para uma 
quantidade muito grande de pontos, livres de ruído, é possível determinar o comportamento 
assintótico de sistemas dinâmicos dissipativos contendo várias variáveis dependentes, a partir 
de uma única medição disponível. Isto é o que garante o teorema de Takens ( 1981 ). 

O teorema de Takens (1981) utiliza o teorema de Whitney (1936) para produzir o 
mergulho de dados provenientes de uma série temporal experimental em um ambiente 
Euclidiano. Segue uma rápida descrição do teorema de Takens ( 1981) para sistemas 
dinâmicos contínuos. 

Seja M um "rnanifold" compacto de dimensão rn, F um campo vetorial definido sobre 
M, v uma função suave em M, <p1 o fluxo de F e y um ponto de M. O teorema de Takens 
(1981) estabelece que o difeomorfismo ~F_ , . (y) : M~R2m+J definido por, 

2 
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é um mergulho do "manifold " M no espaço R 2
m+J. Neste caso, o mergulho significa uma 

representação de M como uma superficie no espaço R 2
m+I. Quando y E M, estende-se sobre 

todo o "manifold" M, o ponto ~F.lY) E R 2
m+J estenderá sobre o mergulho ~(M) no espaço 

R2
m+I e, em princípio, preservará os invariantes de M A função v(<p;(v)) é o valor de uma 

medida em <pi{_v) E M. 

Considere agora uma sene temporal s(ti}, i=1 , ... ,Nr , assumindo como uma das 
variáveis que descreve completamente o comportamento assintótico de um sistema dinâmico 
cujas trajetórias evoluem sobre um "manifold'' M de dimensão m. O primeiro passo na análise 
dinâmica de séries temporais experimentais consiste no emprego de um procedimento de 
mergulho, através do teorema de Takens ( 1981 ), por meio dos vetores 

x(t;) = { s( t;), s(t; + T ), ••• , s(t; + (d - l)T)}. 

Estes vetores x(t;) são formados por d valores adjacentes da série temporal s(ti) e 
descrevem uma trajetória sobre um mergulho ~(M) do "manifold " M no espaço Rd. Aqui, os 

vetores x(t,) são determinados pelo método dos "delays "; onde, T é um intervalo constante 
entre sucessivas observações de {s(tJ}, Rd é chamado espaço de mergulho. 

O teorema de Takens ( 1981) é importante pois fornece uma justificativa formal para a 
reconstrução de espaços fase. Entretanto, na prática existem dois problemas fundamentais que 
limitam sua aplicação para dados reais- o não conhecimento exato da dimensão m do 
"man(fold" M, e a presença de ruído séries temporais experimentais. 

Na ausência de ruído, os vetares x(t,) são pontos de um mergulho ~(M) do "man(làld'' 
M de dimensão m no espaço R d. Pelo que estabelece o teorema de Takens ( 1981 ), a dimensão 

d do espaço de mergulho Rd que garante este mergulho é no mínimo d= 2m+ 1. Entretanto, não 

se pode dizer que esta é a dimensão mínima do espaço de mergulho, pois em geral muitos 
"man(fàlds" de dimensão m podem ser mergulhados em espaços de dimensão menor que 
2m+ 1. Por exemplo, uma 2-esfera ou um 2-torus podem ser mergulhados no R 3

. 

Está discussão sugere, portanto, uma definição de dimensão que será usada ao longo 
deste trabalho. Aqui, a dimensão da série temporal é entendida como a dimensão mínima dmin 

de um sub-espaço do espaço de mergulho Rd que contém as trajetórias geradas pelo 

procedimento de mergulho discutido acima: Uma discussão mais aprofundada a respeito de 
dimensão em sistemas dinâmicos pode ser encontrada em (Farmer, 1982). 

Considere a matriz X Nxd formada por uma seqüência de N=Nr-(d-1} vetores x(t;) em 
um certo espaço de mergulho Rd de dimensão d, 

3 



UTILIZAÇÃO DA DECOMPOSIÇÃO DE VALOR SINGULAR ... 

onde, N 112 foi introduzido como uma normalização conveniente: Esta matriz X é chamada 
matriz de trajetória ou matriz de mergulho, cujas linhas são os d-dimensional vetores de 
mergulho formados por d valores adjacentes da série temporal s(ll) . A questão da dimensão 

dmin do sub-espaço do espaço de mergulho Rd bem como a questão da redução de ruído 

podem ser estudadas pela determinação do posto da matriz de trajetória X e a questão do posto 
pode ser abordada pela DVS., 

3. DECOMPOSIÇÃO DE VALOR SINGULAR, DIMENSÃO E REDUÇÃO DE RUÍDO 

O teorema da decomposição de valor singular estabelece que uma matriz X Nxd, N?ê_d, 
pode ser decomposta na seguinte forma, 

X Nxd = ~'Vxd S dxd V ~Yd ·, 
onde, V é uma matriz Nxd coluna-ortogonal, isto é, vrV=)dxd, U é uma matriz dxd ortogonal, 
vr =U1 e S é uma matriz diagonal dxd. Os elementos da matriz S são chamados valores 
singulares, são não negativos e por convenção são amostrados em ordem decrescente, 
s J'?.s]?. .. o ?.si2.0. 

Se a matriz X tem posto n, n < d, então, SJ?. ... ?.s11>Sn+J= ... =sd=O. Por outro lado, se 
S 11>0 e Sn+l=O, então o posto de X é igual a n. 

A DVS fornece uma base ortogonal para a imagem e para o núcleo da matriz X. As 
colunas de V correspondentes aos elementos diagonais não nulos de S geram a imagem de X, e 
as colunas de V correspondentes aos elementos diagonais nulos de S geram uma base 
ortonormal para o núcleo de X. 

A relação entre os valores singulares e o posto de X sugere um critério de como a DVS 
pode ser utilizada para examinar as questões referentes à dimensão dmin do sub-espaço do 
espaço de mergulho Rd e a redução de ruído discutidas na seção anterior. 

Suponha que a matriz trajetória X=VSUr tenha posto dm;11<d. Seja a matriz de 
covariância XrX=USVrVSUr=US1U, os quadrados dos valores singulares da matriz de 
trajetória X, s /, .. . ,s/ são os autovalores da matriz de covariância, e as colunas de U são os 
autovetores. Como U é ortogonal, suas colunas formam uma base ortogonal para o espaço de 
mergulho Rd. A projeção da matriz de trajetória sobre esta base XV não altera a dimensão do 

sistema. Os autovalores s/, i=l , ... d são as variâncias correspondente as respectivas direções 
principais definidas pelos vetares coluna de V. Se para algum i, s;=O, significa que a trajetória 
reconstruída pelo procedimento de mergulho descrito na seção anterior não visita aquela 
direção principal. 

Na ausência de ruído, o posto da matriz de covarância xrx é igual ao número de 
autovalores diferentes de zero, e fornece a dimensão dmin do menor sub-espaço do espaço de 
mergulho Rd que contém as trajetórias reconstruídas, independente da dimensão de mergulho 

d originalmente adotada. O fato da matriz de covariância xrx possuir posto dmin menor que a 

dimensão d do espaço de mergulho Rd é devido a considerável redundância de informação 

que a toma singular. Este procedimento é seguido por Broomhead e King ( 1986) na 
implementação computacional da DVS, Mess et ai. ( 1987) apresentam um procedimento que 
permite operar diretamente com a matriz X. 

4 
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A presença de ruído toma todos os valores singulares si da matriz de trajetória X não 

nulos, logo a trajetória reconstruída parece explorar completamente o espaço de mergulho Rd. 

Precisa-se, portanto de estabelecer um critério afim de separar a parte de interesse do sinal do 
ruído. 

No caso de ruído Gaussiano branco o comportamento determinístico do sinal é 
caracterizado pela presença de uma constante não nula somada aos do conjunto dos valores 
singulares si Como X=VSUT, se os últimos elementos de S são muito menores que seus 
precursores, o critério utilizado para redução de ruído consiste simplesmente na remoção dos 
menores valores singulares na matriz S. No caso onde o ruído não se caracteriza como um 
processo Gaussiano branco, o critério estabelecido para a remoção de valores singulares deve 
ser mats ngoroso. 

4. RESULTADOS 

Nesta seção são apresentados alguns exemplos afim de ilustrar como a DVS pode 
contribuir na redução de ruído em processos que consistem da adição de ruído Gaussiano 
branco r(n) a sinais determinísticos. Os sinais determinísticos analisados aqui são os 
seguintes: um sinal periódico s(n) formado pela soma de quatro senoides de amplitude 5 e 
freqüências 2, 4, 16 e 32 Hz discretizada com 0.0005 segundo, e uma onda quadrada. O 
programa computacional utilizado para realização da DVS foi obtido de Numerical Recipes 
(Press et ai., 1992). Para todos os testes foram adotados 4096 pontos da série temporal, nível 
de ruído 1 e dimensão do espaço de mergulho 20. Foi considerado apenas o primeiro modo da 
DVS da matriz de trajetória na composição dos sinais resultantes do procedimento de redução 
de ruído. 

A figura l(a) mostra o sinaly(t)=s(n)+r(n). A figura l(b) mostra a parte limpa do sinal 
e o sinal y(n) resultante do procedimento de redução de ruído utilizando a DVS. 

As fi!:,ruras 2(a) e 2(b) mostram, respectivamente, a onda quadrada mais ruído, a onda 
quadrada limpa e a resultante do procedimento de redução de ruído utilizando DVS. 

(a) 
20 00 

• O o o 

5 00 

000 

s oo ~-,.-·---.-----···--r---···...,..-1~--, 

o 0 0 •OO 00 8 00 00 I 2 00 00 16 00 00 2 000 00 

20 Q( ) ---, 

-5 00 

I 
j 

(b) 

-~---,--- -,-~----~··c·---~- --, 

4 00 00 800.00 1 200 .00 1 600.00 2 000 00 

Figura 1- a) sinal limpo mais ruídoy(n)=s(n)+r(n). b) Parte limpa do sinal e sinal resultante do procedimento de 
redução de ruído utilizando DYS. 
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Figura 2- a) onda quadrada limpa mais ruído, b) onda quadrada limpa e onda quadrada resultante do 
procedimento de redução de ruído utilizando DVS. 

5. CONCLUSÕES 

Neste trabalho estudou-se a contribuição da DVS na redução do nível de ruído 
Gaussiano branco em séries temporais . O procedimento seguido aqui consiste em incorporar 
uma dinâmica à série temporal através de um mergulho em um ambiente Euclidiano de 
dimensão arbitrariamente grande. Estas informações são armazenadas na chamada matriz de 
trajetória ou matriz de mergulho cujo posto diz respeito ao número de graus de liberdade do 
sinal, e a questão do posto é abordada através da DVS. 

A partir dos resultados obtidos nos testes realizados neste trabalho, observa-se um 
decréscimo abrupto na magnitude dos valores singulares da matriz de trajetória 
correspondentes a sinais limpos. Isto significa que a trajetória da série temporal reconstruída 
pelo mergulho visita apenas algumas direções do espaço de mergulho, e o número de direções 
visitadas define, portanto, sua dimensão. O ruído Gaussiano branco tende a produzir um 
acréscimo na magnitude dos valores singulares da ordem do nível de ruído, neste caso, a 
traj etória reconstruída da série temporal parece visitar todo o espaço de mergulho. 

A aplicação da DVS na redução do nível de ruído em séries temporais consiste em 
remover as direções do espaço de mergulho referentes ao ruído. Nos exemplos apresentados 
neste trabalho a dimensão de mergulho utilizada foi 20, entretanto tomou-se apenas o modo 
relacionado ao primeiro valor singular resultante da aplicação da DVS. Além disso, procurou­
se amostrar as séries temporais com um intervalo de discretização pequeno, permitindo uma 
melhor definição dos sinais. Isto contribui de maneira favorável à performance do método, 
graças a forte redundância no procedimento de reconstrução da dinâmica que força a parte 
determinística do sinal a visitar um número mínimo de direções do espaço de mergulho. 

O aumento do nível de ruído contribui de maneira desfavorável à qualidade do método 
apresentado, Sauer ( 1992) apresenta bons resultados em redução de ruído de amplitude 
considerável graças a uma forte filtragem passa baixas antes da aplicação da DVS. 

Desta forma, conclui-se que a DVS constitui uma ferramenta bastante útil no que diz 
respeito a procedimentos de pré processamento de sinais para redução do nível de ruído, 
principalmente onde se tem liberdade de manipular com facilidade os dados da série temporal 
ou controle sobre o processo. Um critério mais rigoroso deve ser seguido quando a parte sem 
interesse do sinal não puder ser considerada como um processo Gaussiano branco. 
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Abstract 
This paper presents a simplified dynamic interaction analysis of a fan supported by joumal bearings and its 
foundation. The interaction changes the rotor-bearing criticai speed and so the fan manufacturer may specify the 
foundations requirements or an improper foundation would result. The sarne will occur to the predicted 
resonance frequencies to the foundation-soil interaction. So this procedure can help thc understanding betwccn 
the fan manufacturer and the designer of the foundation. The simplified model is of minimal time consuming and 
is convenient during the early project. The bearing data, obtained from computerized solutions of the lubrication 
equations, and the soil dynamics data are used as input to the model. The unbalancc rcsponsc of the cntire system 
is consider as measured at the bcarings. 

keywords 
ventilador. mancai. fundação, foundation. fan. 

L INTRODUÇÃO 

Alguns problemas sérios de vibração em grandes ventiladores são muitas vezes devido à 
interação do ventilador com sua fundação. A interação modifica a freqüência de ressonância 
da fundação calculada pelo engenheiro civil e a velocidade crítica do rotor-mancai pré­
calculada pelo fabricante do ventilador. 

As fundações para ventiladores são dimensionadas de forma a suportar além das cargas 
estáticas (peso do ventilador e equipamentos auxiliares), também as cargas dinâmicas, 
originadas pelo movimento de massas não balanceadas na operação do ventilador. Uma 
fundação rígida excitada por forças e momentos na operação do ventilar tem movimentos 
oscilatórias de translação na vertical e na horizontal, e movimento oscilatórias de rotação 
(torção e balanço). 

Quando ventiladores de tamanho grande são construídos e, quando o funcionamento 
ocorre em velocidades mais altas, ou também quando a fundação ficar relativamente menos 
maciça, esta interação merece mais atenção. Por isso desenvolveu-se um modelo matemático 
para simulação numérica do comportamento dinâmico de tais ventiladores, através da 
modelagem do rotor, mancai, pedestal e fundação [figura (I)]. 
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X! 
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Figura 1 - Modelo Matemático do Sistema para simulação do Comportamento Dinâmico do Sistema 
ventilador-mancai-pedestal-fundação. 

Este artigo apresenta um modelo simplificado para prognosticar a vibrações induzidas 
pelo desbalanceamento de um ventilador centrífugo, sob influências de uma fundação 
embutida e dos mancais com filme de óleo. Este procedimento ajudará o fabricante do 
ventilador a manter um relacionamento técnico com o projetista da fundação . 

Não é intenção dos autores fornecer todos os detalhes do método mas sim fornecer um 
método simplificado para uma orientação mi fase de decisões do projeto a serem executadas, e 
como uma ferramenta para eliminação de falhas no equipamento. 

2. MODELO MATEMÁTICO 

O sistema a ser analisado consiste de um rotor do ventilador, que está localizado no 
centro do eixo entre os mancais de filme de óleo. Os mancais são fixados em pedestais de aço 
que, por sua vez, são fixados em pedestais de concreto. Os pedestais de concreto são ligados 
em um grande bloco de concreto armado, que é apoiado ao solo. 

O rotor possui um sistema com dois graus de liberdade: deslocamento vertical e 
horizontal formado por uma massa e uma mola, caraterizado por Mr e Kr. Considerando a 
força do desbalanceamento do rotor atuando tem-se: 
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M)( + Kr(xr- xJ = -mew 2 senwt (1) 

MrYr + Kr(Yr- Yi) = mew
2 

coswt (2) 

Os mancais são representado por coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento, 
obtidos através de tabelas (Chen, 1980). Os parâmetros ko .. k,y, c .. ,, C'n e k,.y, K,.,, c,T, c,., 
representam a rigidez e amortecimento do mancai nas direções vertical e horizontal 
respectivamente. e as equações do movimento dos mancais são: 

K r (X J - X r) + K xx (X i - X P) + C xx (X i - X P ) + K ,AYi -Y P) + C xy ( Yi + Y P) = O 

(3) 

K r ( Yj - Y r ) + K yy ( Y j - Y p ) + C )~ ( Y j - Y p ) + K yx (X~ - X p ) + C yx (X j - X p ) = O 

(4) 

Dois sistema equivalente massa-mola são modelados para os pedestais, sendo um para o 
modo vertical e outro para o modo horizontal; 

M r, Xr +Kr, (xr -xc)+K,, (x r -xi)+ 

+ c X X (X p - X J + K xy ( y p - vJ + c xy ( y p - YJ) = o 

(5) 

M P' Y r + K rY ( Y r - Y c - D<j>) + K YY ( Y r - YJ + 

+ C vy ( Y r - Y J + K yx (X r - X J + C yx (X r - X J = O 

(6) 

Na fundação os principais modos de vibração a ser considerados são: vertical, horizontal, 
rotacional. A fundação possui vibrações nas seguintes direções: vertical, horizontal e 
rotacional e é representada pela massa de concreto (Me), o momento de inércia (I) e os 
coeficientes de rigidez (K., Kh,Krt) e amortecimento (C,. Ch C <PJ do solo nas sucessivas direções. 
As equações do movimento da fundação são: 

M eX e + Kpx (xc - xp) +KVXC + c vx c =o (7) 

McY c+K 11 Yc +C 11 Yc +KPY(Yc -D<j>-YP)=O (8) 

I(!)+K.pq,+C.p~+(D<J>+ Yc- Yr)KrYD = 0 (9) 
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2.1 MODELAGEM DO ROTOR 

Ventiladores são usualmente projetados para operar de 15-25% abaixo, da primeira 
velocidade crítica do rotor- mancai. Devido ao pequeno momento de inércia transversal do 
rotor, a segunda velocidade crítica é normalmente, mais alta do que a velocidade de operação. 
É portanto adequado representar o rotor por uma massa equivalente e uma mola equivalente 
para suas vibrações vertical e horizontal. A massa equivalente ( M,) e mola ( K, ) do eixo 
relacionam-se com a primeira freqüência natural ( Nr) do mancai rígido pela equação: 

Nr= 30 ~ 
1l ~Mr (I 0) 

A primeira freqüência natural do mancai rígido é calculada facilmente na fase de projeto 
pela fórmula ou programa de velocidade crítica (Ehirich, 1992). A massa equivalente é uma 
fração da massa rotacional de aproximadamente 75% e depende da massa do eixo ( M~) e da 
massa do disco ( Mw ). Sendo assim tem-se a massa do rotor utilizando-se a seguinteregra 
prática: 

Ms 
Mr=Mw+-

2 
( I I) 

Estabelecido o valor da primeira freqüência natural e da massa do rotor é possível 
calcular o valor da rigidez do rotor pela equação ( 1 0). 

2.2 MODELAGEM DO MANCAL 

É geralmente reconhecido que mancais de apoio do rotor influenciam significativamente 
no comportamento do sistema ventilador-fundação. 

Estes mancais se apoiam em pedestais de aço, introduzindo no sistema amortecimentos e 
rigidez nas direções horizontal, vertical. 

Um destes mancais sofre um empuxo axial, porém a rigidez horizontal e a constante de 
amortecimento dos dois mancais são comparáveis. Então, a hipótese da simetria das 
propriedades dinâmicas é possível. 

Os coeficientes dinâmicos do filme de óleo do mancai são uma das características mais 
importantes, quando a vibração do sistema ventilador-fundação é de interesse. Estes 
coeficientes podem amplificar ou amortec.er a força de excitação do sistema devido ao 
desbalanceamento ou outra força externa perturbadora. 

O modelamento dos mancais hidrodinâmicas é desenvolvido com base no estudo do 
comportamento dinâmico do filme de óleo do mancai a uma dada velocidade, sendo que a 
sustentação do eixo é devida ao campo de pressão existente no fluido lubrificante, gerada pela 
rotação deste mesmo eixo. Atingindo o regime de lubrificação hidrodinâmica, no qual o eixo 
já não está em contato com a parede interna do mancai, caracteriza-se o filme de óleo como 
sistemas molas-amoretecedors posicionados ao longo do lubrificante. 

Os dados do mancai obtidos de soluções das equações da lubrificação são usadas como 
entrada para o modelo simplificado (Chen, 1980), (Ehirich, 1992), (Gallie, 1986). 
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2.3 MODELAGEM DO PEDESTAL 

Ao pedestal é atribuído a base de metal , o pilar de concreto e incluindo a caixa do 
mancai. Dois sistemas equivalentes massas-molas deverão ser modelados, um no modo 
vertical e um no modo horizontal. Geralmente, somente a constante de mola equivalente é de 
maior importância para a dinâmica da fundação/ventilador. Entretanto, se as molas são muito 
flexíveis como no caso do rotor/mancai isolado da fundação, a massa equivalente do pedestal 
torna-se então importante. 

A rigidez vertical é usualmente maior. A massa vertical pode incluir a caixa do mancai e 
metade da base de metal onde é originado mais flexibilidade. 

A flexibilidade horizontal pode ser estimada através de métodos estruturais (Rao, 1983 ), 
modificados para incluir a deformação cisalhante. A massa equivalente horizontal depende da 
flexibilidade do concreto e do pedestal de metal. Se a maior parte de flexibilidade horizontal 
vêm do pedestal de metal a massa horizontal considera a massa da caixa do mancai e mais um 
terço da massa do pedestal de metal. Por simplificação é também admitido que as bordas 
interna e externa da base sejam iguais. 

2.4 MODELAGEM DA FUNDAÇÃO 

Admite-se que fundações rígidas são aquelas indeformáveis, experimentando assim, 
somente deslocamentos de corpo rígido: rotação e translação. Um bloco de concreto rígido 
sobre a influência das forças e momentos, pode vibrar em seis diferentes modos, mas somente 
três destes são mais importantes: translação nas direções vertical (eixo x) e horizontal (eixo y) 
e rotação na direção horizontal (eixo z) . 

A rigidez e amortecimento do solo são calculados através da Teoria do Semi-Espaço 
Elástico. Esta teoria idealiza o sistema máquina/fundação como um excitador mecânico com 
uma base circular de raio 1;, apoiada na superficie de um meio elástico, homogêneo, 

isotrópico, semi-infinito, denominado de semi-espaço elástico. 
A fundação é ainda circundada parcialmente por uma outra camada elástica, 

independente, acima do nível da base, de espessura finita, denominada profundidade de 
embutimento p. A reação produzida por esta camada elástica possui uma influência 
significativa na resposta dinâmica da fundação . 

Os parâmetros utilizados nas descrição de um meio elástico na Teoria do Semi-Espaço 
Elástico, são o módulo de elasticidade transversal G, o coeficiente de Poisson v e a massa 
específica p. 

A partir desta modelagem e dos trabalhos publicados por Lamb(l904), Baranov (1967), 
Beredugo ( 1971, 1972), Beredugo ( 1961, 1976), Novak eSache ( 1973 ), as soluções para os três 
principais modos de vibração da fundação foram determinados e usados como dados de 
entrada para o modelo. 

3. MÉTODO DE RESOLUÇÃO DO PROBLEMA 

Escrevendo as equações do movimento do rotor, mancai, pedestal e fundação na forma 
matricial simplificada e considerando a força de desbalanceamento, podemos escrever que: 

[ M l{ q} + [C J{ q} + [ K ]{ q} = { Q 1 } sen wt + { Q 1 } c os wt (12) 

5 
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Onde [ M], [C], [ K] representam as matrizes de massa, amortecimento e rigidez 

referentes aos dados do rotor, mancais e fundação e {Q,} , {Q2 } .o vetor das forças externas 

transmitidas ao rotor. 
Admitindo a seguinte solução para as equações: 

{ q} = {a} sen wt + { b} c os wt + {c} c os wt + { d} sen wt ( 13) 

As derivadas primeira e segunda da equação (13) são: 

{ q} = {a} w c os wt - { b} w sen wt - {c} w sen wt + { d} w c os wt ( 14) 

{ q} = - {a} w 2 sen wt - { b} w 1 cos wt - {c} w 2 c os wt - { d} w 1 sen wt (15) 

Substituindo as equações (13), (14), (15) em ( 12) e separando os termos em coswt e 
senwt, obtém-se um sistema de equações lineares. A resposta do sistema é obtida pelo método 
matriz inversa, método este aplicado, porque as excitações são harmônicas, tem-se: 

[A]{B} = {Q} 

Onde [A] é uma matriz 36x36 

[A)= 

[K)- [M)w2 

w[C) 

{a} 

{B} = {b} 
{c} 
{d} 

[o) 
[o) 

- w[C] 
[K)- [M)w 2 

[O) 
[O) 

[o] 
[o] 

[K)- [M)w 2 

-[C]w 

[o] 
[o] 

[c]w 

[K)- [M)w2 

( 16) 

( 17) 

( 18) 

(19) 

O vetor { B} representa as amplitudes correspondentes aos harmônicos dos noves graus 

de liberdade existentes no sistema, e {Q,} e {Q2 } são os vetores relacionados as forças de 

excitação do rotor. A solução do sistema é dada por: 

{B} =(Ar' {Q} (20) 

As respostas são da forma: 
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X ai bi c I di r 
X. a2 b2 c2 d2 J 
X a3 b3 c3 d3 p 
X a4 b4 c4 d4 c 
y = as sen wt + b5 coswt + c5 cos wt + d5 ~ sen wt (2I) 
r 

Y . a6 b6 c6 d6 
J 

y a7 b7 c7 d7 
p 

as b8 C8 d8 y 
c 

a9 b9 c9 d9 4> 

As amplitudes de vibração de cada uma das variáveis do sistema, para i= I até 9 são: 

{qi}=~(ai +di)
2 

+(bi +ci)
2 

(22) 

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Um modelo matemático foi construído para prognosticar a resposta ao desbalanceamento 
de um ventilador montado sobre uma fundação. O modelo usa apenas os modos de vibração 
úteis, ou seja, aqueles que são diretamente excitado pelo desbalaceamento de massa do rotor. 
Os modos usados são os modos vertical e horizontal do rotor e os modos vertical horizontal e 
rotacional da fundação. Os dados dinâmicos do mancai e solo são usados como dados de 
entrada para este modelo para cada rotação considerada. O modelo simplificado é de fácil uso 
para projetistas. O programa computacional utiliza um mínimo tempo e baixo custo sendo 
conveniente para aplicação durante a fase de projeto do sistema ventilador/fundação. 

Como resultado do programa, obtemos as amplitudes de cada parte do sistema (ou 
equipamento) em função da rotação. Os tipos de cada amplitude corresponde uma rotação 
crítica com isto podemos determinar a melhor rotação para o sistema. 

O modelo pode ser expandido para acomodar a não simetria do manca!; os pedestais e/ou 
o pedestal de concreto e incluir a excentricidade do eixo do rotor em relação ao centro da 
fundação . Ele também pode ser modificado para incluir os modos de vibração :deslizamento 
e torcional da fundação. 
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Abstract 

Magnetic bearings have been regarded as a very good altemative for the support of rotors in various industrial 
branches, where some of their special characteristics have helped to solve problems in pre-existent tecnologies 
and arising new ones. The modeling of magnetic field in these bearings fumishes the correlation betwcen the 
rotor support forces and the winding current and allows for an improved simulation and design of the device and 
its contrai system. Comparisons between finite element analysis, analytical and experimental results are 
presented . 

Keywords 

Mancais Magnéticos. Mapeamento de Campo, Forças de Sustentação do Rotor. Elementos Finitos I 
Magnetic Bearings. Field Modeling. Rotor Support Forces. Finite Elements 

L INTRODUÇÃO 

Em diversos processos industriais, os equipamentos rotativos são geralmente peças 
centrais. A qualidade de seu projeto, de sua construção e de sua manutenção é 
importantíssima para o funcionamento adequado de toda planta. O mancai hidrodinâmico é o 
principal meio de suportação de rotores, sendo amplamente empregado em equipamentos 
industriais como bombas, compressores e geradores elétricos. 

Para algumas aplicações específicas, foram desenvolvidos em anos recentes os mancais 
magnéticos, isto é, dispositivos que utilizam a levitação magnética para sustentar rotores . 
Além das características de baixo atrito, controle preciso da posição do eixo do rotor, ausência 
de problemas de contaminação com o óleo lubrificante e possibilidade de encapsulamento, 
esses mancais permitem a modificação, em plena operação, de sua rigidez e por conseguinte, 
do comportamento dinâmico do rotor. Considerando essas vantagens, os mancais magnéticos 
têm sido considerados uma alternativa bastante válida em diversos segmentos industriais. 

Outra característica deste equipamento, é que ele requer a utilização de um sistema de 
controle para a posição do eixo, pois o campo magnético, embora conservativo, é instável: 
quanto mais próximo o rotor estiver do estator, maior é a força de atração; o que toma 
necessário a redução da corrente nas bobinas. 
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Neste caso, o conhecimento da distribuição do campo magnético gerado nestes mancais 
toma-se instrumento de grande importância no sentido de preencher lacunas quanto ao 
comportamento dinâmico dos mesmos e ao seu controle. Uma simulação numérica deste 
campo, através do método de elementos finitos, permite uma correlação entre as forças de 
sustentação do rotor e fatores determinantes do campo magnético. 

A seguir será apresentado o mapeamento do campo de um mancai magnético, onde os 
resultados obtidos são comparados com outros determinados analítica e experimentalmente. 
Antes porém, é mostrado como tal implementação pode ser feita através do cálculo 
variacional, baseado nas equações de Maxwell do eletromagnetismo, assumindo um campo 
bidimensional e meio isotrópico. 

2. EQUAÇÕES DE MAXWELL 

As equações de Maxwell são um grupo de equações diferenciais lineares em relação ao 
tempo e ao espaço aplicadas a grandezas ditas eletromagnéticas (Bastos, 1992). Considerando 
que se vai trabalhar no domínio das baixas frequências e que as variações temporais de 
grandezas são desprezíveis, as equações de Maxwell a serem utilizadas são: 

rot fl =] (I) 

div B =O (2) 

rotE= O (3) 

juntamente com as definições: 

(4) 

(5) 

Estas equações resumem os fenômenos eletromagnéticos ligados à magnetostática, sendo 

FI o campo magnético, B a indução magnética, ] a densidade de corrente, E o campo 
elétrico, 1-l a permeabilidade magnética e cr a condutividade elétrica. 

Considerando que no domínio onde se deseja calcular o campo existam correntes, ou seja 

] ::tO , define-se um potencial vetor magnético "Ã como (Bastos, 1992): 

B =rot Ã (6) 

Para problemas bidimensionais, os vetores ] e Ã têm apenas componentes 
perpendiculares ao planoxy. Desenvolvendo a eq. (1), associada às eqs. (4) e (6), tem-se: 

o oA o oA 
-v--+-v-=-1 
Ox Ox 0' 0' 

(7) 

que é a Equação de Poisson relativa ao potencial vetor magnético, a qual descreve o caso em 
questão (Bastos, 1992). 

2 
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3. MÉTODO V ARIACIONAL 

Este método consiste numa formulação integral do problema onde procura-se determinar 
uma função que, atendendo a algumas condições ( de contorno ), minimize um certo 
funcional. Em problemas mecânicos, é fácil perceber que o funcional a ser minimizado 
representa a "energia" do sistema, e o valor estacionário ( valor de mínimo ) corresponde à 
configuração de equilíbrio, que é a solução do problema (Bessa, 1997). 

Com a utilização do método de elementos finitos, problemas de Mecânica com 
formulação variacional podem ser resolvidos de modo aproximado, visto que as matrizes de 
rigidez deste método são obtidas, de modo conveniente, com os teoremas energéticos. 

As condições de contorno consideradas são as de Neumann e de Dirichlet, também 
chamadas, respectivamente, de condição natural e essencial. A primeira refere-se a variação 
nula do fluxo e a segunda à prescrição da função considerada (Bessa, 1997 & Brebbia et ai, 
1975). 

4. APLICAÇÃO DO MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

Tomando por base a equação de Poisson ( eq. 7 ) relativa ao potencial vetor magnético, 
obtendo-se a sua forma "fraca" ou variacional e aplicando as referidas condições de contorno, 
chega-se ao funcional F, dado por (Bastos, 1992 & Bessa, 1997): 

F = L(rHdB- JA ys (8) 

Aplicando uma formulação variacional no domínio, subdividido em elementos finitos, a 

solução em cada elemento é prescrita em termos dos valores nodais do potencial A ; sendo o 
funcional minimizado em relação a cada potencial nodal. Desta forma, pode-se escrever: 

OF; I C(B 
oA, = s; oA, foHdB- JA )ds (9) 

onde i refere-se ao elemento e k ao nó. Considerando-se um elemento quadrangular de quatro 

nós, a variação do potencial Ã dentro do elemento é dada pela expressão A(x,y)=.L4 NkAk, 
ou, utilizando uma formulação isoparamétrica: 

A(~,ry)= LNkAk (I O) 
4 

sendo N, = (1/4XI ± çXI ± ry)para cada nó. Neste caso, a eq. (9) passa a ser escrita como: 

oF; = j j ~( J:HdB- JA )cd~d1J 
oAk -1-1 oAk 

(I I) 

onde "G", chamado Jacobiano, é um fator que descreve o produto infinitesimal dS= dxdy em 

relação ao de referência dÇdry . 

3 
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A análise faz uso também do conceito de Tensor de Maxwell, o qual é considerado uma 
das mais eficientes técnicas para a determinação de forças atuando em um corpo sujeito à ação 
de um campo magnético (Bastos, 1992), dado pela seguinte expressão, em módulo: 

1 ? 

F," =-Jl oH - s 
2 

onde 1-lrl é a permeabilidade do ar e Sé a superfície que envolve o corpo. 

5- MAPEAMENTO DE CAMPO E CÁLCULO DAS FORÇAS 

( 12) 

Esta análise foi realizada a partir do protótipo de um mancai magnético patenteado pela 
COPPE/UFRJ (Ortiz-Salazar et a! , 1991 ), o qual possui uma concepção diferente dos 
mancais magnéticos em geral , tendo em vista que um mesmo sistema produz torque (como 
motor elétrico) e forças radiais (como mancai). 

O mapeamento foi feito com a utilização do programa ANSYS 5.3 (ANSYS, lnc. , 1996). 
O modelo utilizado é mostrado na Fig. 1 abaixo, resultando num total de 3584 elementos e 
5563 nós. Na região onde foram determinadas as forças, ou seja no entreferro, e nas regiões 
vizinhas, a discretização do domínio ocorreu de forma mais densa, resultando num total de 
2452 elementos. 

Define-se permeabilidade relativa J.lr como sendo a relação entre a permeabilidade 
magnética do material e a do ar ( )lo = 4rr . 1 o-7 H/m ) (Bastos, 1992). Para o aço da carcaça do 
rotor e do estator, foi considerada uma permeabilidade relativa J.lr = 1000. 

Fig. 1 - Modelo do Mancai Mapeado Fig. 2 - Linhas de Fluxo .:11 = OA 

Uma primeira análise foi feita aplicando correntes nas bobinas localizadas nas direções x 
e y, assumindo um valor inicial (10) igual a 1 ,5A. Este valor inicial foi mantido constante nas 
bobinas localizadas na direção x; variando-se o mesmo em incrementos de 0,2A nas bobinas 
localizadas na direção y , de forma a aumentar a corrente nas bobinas da parte positiva de y e 
diminuir as da parte negativa (Bessa, 1997). Para ôl=OA, a distribuição do fluxo magnético 
ocorre de maneira uniforme, como mostrado na Fig. 2. No entanto, a medida que a corrente é 
incrementada, o fluxo se concentra nas bobinas localizadas na parte superior, principalmente 
na região próxima ao eixo y . As forças de suportação do rotor são determinadas para cada 
caso, como mostrado na Tabela 1. O gráfico mostrando a relação entre estas forças e o 
incremento das correntes nas bobinas, é plotado na Fig.3 

4 
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Tabela 1 - Forças sobre o Rotor 

~~~ FX (N) FY (N) 

o 0,00146419 0,00051301 
0,2 1,08345 71,486 
0,4 2,17081 143,329 
0,6 3,25677 215,075 
0,8 4,33877 286,562 

5,42078 358,048 

Uma segunda análise foi feita em 
relação à característica própria do 
protótipo do mancai desenvolvido pela 
COPPEIUFRJ (Ortiz-Salazar et a!., 1991 ): 

FORÇAS MAGélCAS 
a: 
~ 400-,------------, 
~ 3X) 

o ....... 'YV\ z z t:J.N 

~- 100 
C> 

~ o..-= • • • • • 
LL 0 0,2 0,4 0,6 0,8 

IE..TAI 

Fig. 3 - Forças no Rotor X ~I 

,- ·- - -
-+-FX 
-FY· 

a de ser ao mesmo tempo motor elétrico e mancai magnéti.co. Defasando-se a posição an6rular 
entre rotor e estator de 15 em 15 graus, simulou-se o· comportamento da força radial em 
relação à rotação do rotor. Os resultados obtidos, para M = 1 A, sào mostrados no gráfico da 
Fig.4, onde se pode perceber um variação das forças atuantes no rotor na ordem de 7%, entre 
picos (Bessa, 1997). 

FORÇA NO ROTOR X POSIÇÃO ANGULAR 

360~------------------~=--------------------

~ 355 r-. 

a: 350 
o 
b 345 
a: 340 o 
z 335 
~ 

lt 330 
o 
u. 325 

320 ~-;-~---;;-~~-::----:-"'--'-~"'--'--+--...___.__j 
o o o o o o o 

C') <D (j) (\J I{) co 
o o 
- '<I' 

o o o C') 
o 
<D 
C') 

o 
1'­
N N N C') C') 

DEFASAGEM DO EIXO Y (GRAUS) 

Fig . 4 - Força no Rotor X Posição Angular 

í~RFYl 
i -- __ , 

AMPLITUDE X COMPONENTES HARMÓNICAS 
A partir da 

Transformada Rápida de 
Fourier (FFT), 
determinou-se as 
componentes harmônicas 
da curva da Fig. 4, onde se 
pode observar que a 
harmônica correspondente 
a duas vezes a frequência 
de rotação é a dominante 
(Fig.5). 
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Numa terceira análise, alterou-se o valor da permeabilidade relativa do aço da carcaça do 
rotor e do estator, visando observar o comportamento das forças oriundas do campo 
magnético em relação a um material diferente. Tomando por base curvas B x H constantes em 
catálogos de fornecedores, considerou-se 1-lr = 2000 (ainda para um L1I = lA), obtendo-se para 
as forças de suportação no rotor valores de Fx = 6,30 N e Fy = 406 N (Bessa, 1997). 

6- COMPARAÇÃO DE RESULTADOS 

Uma relação entre a força radial e as correntes nas bobinas pode ser obtida analiticamente 
conforme apresentado a seguir: admitindo que os deslocamentos do rotor em relação ao centro 
do estator são pequenos e considerando a variação da energia magnética armazenada e as 
correntes nas bobinas para cada direção separadamente, tem-se (Santisteban et ai., 1997): 

F 1 N ) S [ · 2 . 2 . (· . ) . (· . )] 
Y1 =-

4 
- J..lo Y2 1, 1 -Lr2 - z,J 1x1 +z x2 +ly2 lxl +l x2 (13) 

F 1 N) S [ · 2 . 2 . ( · . ) • (· . )] 
Y2 =-4 - J..lo Y 2 '-r 2 -!ri -[,2 1d +t x2 +ly l lx l +zx2 (14) 

onde Fv1 é a força na direção y positiva, Fr2 é a força na direção y negativa, N é o número de 
espiras por bobina, S é a área polar equivalente, "y" é a distância entre o rotor e o estator (o 
entreferro) e(,. e i,. são as correntes nas direções x e y dadas por (Santisteban et ai., 1997): 

i ,
1 
=l 0+M, 

( 15) 
i ,1 =-I 0+L1l , 

A força resultante é calculada a partir da subtração das eqs. (13) e (14): 

( 16) 

Sendo 10 um valor constante, percebe-se que a variação entre as forças de suportação do 
rotor e o incremento das correntes nas bobinas é linear, da mesma forma que os resultados 
obtidos e plotados na Fig. 3. · 

Um teste com o protótipo do mancai em questão foi realizado para o motor girando em 
vazio a 6000 rpm (Ortiz-Salazar, 1994). O espectro de frequência da posição do rotor na 
direção y, apresenta um pico em tomo de 200Hz, ou seja, a duas vezes a frequência de rotação 
do motor, como pode ser visto na Fig. 6 (Ortiz-Salazar, 1994). 

6 
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o Hz 250 Hz 450 Hz 
Fig. 6- Resposta em frequência da posiçã'o y (escala vertical 20J..tm/div.) 

Este pico não tem ainda uma explicação satisfatória (Santisteban, 1997). Entretanto, o 
caráter oscilatório da força em relação a posição angular do rotor, mostrado nas Figs. 4 e 5, 
com um comportamento dominante também a duas vezes a frequência de rotação, induz a 
uma possível explicação deste fenômeno. 

Em relação às características magnéticas dos materiais utilizados, com a alteração do 
valor da permeabilidade relativa ()lr ), observou-se um aumento da ordem de 16% para as 
forças em x e 13% para as forças em y , o que deixa claro ser este um fator relevante, ao 
contrário do sugerido pela eq. (12), onde os parâmetros utilizados para o cálculo das forças 
são considerados quanto ao ar, ou seja, no entreferro. 

7- CONCLUSÕES 

Os resultados obtidos através do mapeamento de campo mostram-se em acordo com as 
expressões analíticas, podendo-se afirmar, entretanto, serem os primeiros mais precisos por 
levarem em consideração (dentre outras coisas), as características magnéticas dos materiais 
utilizados. 

O caráter oscilatório das forças fica claro quanto à variação da posição relativa entre rotor 
e estator; surgindo como uma possível explicação para fenômenos até então observados 
experimentalmente e como um fatora ser considerado no projeto do sistema de controle para 
este equipamento. 

Percebe-se ainda que forças de mesma ordem de grandeza podem ser obtidas para valores 
de corrente menores, desde que sejam utilizados materiais com maior permeabilidade 
magnética. 

Ou seja, as análises realizadas mostram ser o mapeamento de campo em mancais 
magnéticos por elementos finitos, uma ferramenta bastante eficiente no sentido de se conhecer 
as forças radiais e seu comportamento em relação aos parâmetros determinantes deste campo. 

Um próximo passo seria o desenvolvimento de uma análise harmônica neste mancai, o 
que permitiria a determinação do torque, bem como das forças radiais de forma mais acurada. 
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Abstract 
The present work is concemed with the modeling of the coupling between the aging hardening phenomenon and 
the elasto-plastic behavior in aluminium bars. Such a microstructural process, caused by the diffusion of 
precipitates in the solid matrix, has a very strong influence on the yield stress, affecting the hardening behavior. 
The plastic deformation, on the other side, affects the velocity of precipitation (aging). The coupling between 
these phenomena is described through a constitutive theory in which an additional variable, related with the 
pareei ofthe isotropic hardening caused by aging, is introduced. To check the potentiality ofthe proposed theory. 
examplcs conceming 2024 aluminium bars are presented and analyzed. showing a good agreement betwecn 
experiments and model prevision. 

Keywords 
Elasto-plasticity, aluminium-copper alloys, age hardening, precipitation hardening I elastoplasticidadc. ligas de 
alumíno - cobre, envelhecimento, endurecimento por precipitação. 

I. INTRODUÇÃO 

Segundo Krempl ( 1979), o envelhecimento pode ser definido como a modificação da 
microestrutura de um material tal que, um mesmo carregamento aplicado no mesmo ambiente 
mas em diferentes instantes resulte em respostas mecânicas diferentes . 

No caso de algumas ligas de alumínio, o endurecimento causado pela difusão de 
precipitados na matriz sólida pode ser considerado como uma forma de envelhecimento. Neste 
trabalho, apresenta-se um modelo para o fenômeno de endurecimento por precipitação em 
barras de alumínio. Nele são desenvolvidas equações constitutivas elasto-plásticas para ligas 
metálicas que envelhecem devido à difusão de precipitados na rede cristalina. Este tipo de 
fenômeno pode ser causado por diferentes fatores como, por exemplo, a ação de algum tipo de 
radiação ou devido a algum tratamento térmico. 

Tradicionalmente, o envelhecimento tem sido tratado de forma muito simplificada, 
adaptando-se equações constitutivas para a elastoplasticidade apenas considerando 
empiricamente as constantes mecânicas como função do tempo. Isto não permite uma 
modelagem perfeita, uma vez que o acoplamento entre os diversos mecanismos atuantes 
durante o processo de deformação não são levados em conta. Um primeiro passo para superar 
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estas limitações foi dado em Costa Mattos et al ( 1988, 1989). No entanto, apenas simulações 
com comportamento elasto-viscoplástico, pouco realistas no caso de ligas de alumínio a 
temperatura ambiente, foram realizadas. 

Os mecanismos de precipitação sólida, em algumas ligas metálicas, podem ser ativados 
pela ação de algum tipo de radiação ou através de uma têmpera rápida. Estudos realizados em 
barras constituídas por uma liga alumínio-cobre 2024, submetidas a tratamento térmico de 
dissolução seguido de têmpera em água (Marquis, 1987), mostram uma difusão do cobre, 
sob diferentes formas , na matriz de alumínio. A formação de precipitados (zonas de Guinier­
Preston) resultantes dessa difusão têm forte influência no comportamento macroscópico. Esta 
alteração da estrutura cristalina causa um endurecimento do material sem afetar suas 
propriedades elásticas (módulo de Young e coeficiente de Poisson). Este endurecimento afeta 
o comportamento plástico da barra e a plastificação, por sua vez, influencia a cinética de 
transformação, acelerando ou retardando a precipitação. Portanto, diferentes curvas tensão -
deformação podem ser obtidas dependendo do instante inicial do teste de tração. Diferentes 
velocidades de envelhecimento serão obtidas dependendo da história da deformação plástica. 

2. MODELO SEM ENVELHECIMENTO 

Inicialmente, será apresentado sem detalhes, um conjunto de equações constitutivas que 
descrevem adequadamente o comportamento elasto-plástico de ligas metálicas a temperatura 
ambiente. Seja uma barra de comprimento L e seção transversal A com cr= F I A e 
t: = ~L I L. As equações a seguir foram propostas por Marquis ( 1978) e estão discutidas, em 
detalhes em Lemaitre et al ( 1992). 

p 2: O, f = lcr- XI- Y s; O , p f =O 

{

1 se cr-x 2: O 
s = ' 

g -1, se cr- x s; O 

2 

(!) 

(2.a) 

(2.b) 

(2.c) 

(2 .d) 

(2.e) 
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onde Ep é a deformação plástica, p é a deformação plástica acumulada , X e Y são 

chamados, respectivamente, de endurecimento cinemático e de endurecimento isotrópico e são 
definidos da seguinte maneira: Sejam cr: e cr~, a cada instante, respectivamente os limites de 
elasticidade a tração e a compressão (ambos considerados positivos) da barra. O 
endurecimento cinemático X corresponde a coordenada central da região elástica E L( t) 
definida como o conjunto das tensões cr tais que -cr~ (t) < cr < cr:(t) . O endurecimento 
isotrópico Y num dado instante t, corresponde a metade do tamanho da região EL( t). 

cri c 
X= c - CJC 

2 

I 

y = CJC + CJ~ 
2 

(3.a) 

(3.b) 

Na ausência de plastificação (EP = p =O) tem-se que X= O e Y = cry . O processo de 
plastificação altera o endurecimento, causando um aumento da região elástica (aumento de Y) 
e induzindo uma anisotropia (variação de X correspondendo a translação da região elástica ). 

cr é a tensão inicial de escoamento, E é o módulo de young e a, m , n, v 1 v, são y 't' <X) 'I • -· 

constantes características do material. Sg. caracteriza se o carregamento é trativo ou 
compressivo. Para a liga de alumínio considerada neste trabalho tem-se: 

E = 72.5 GPa a= 140.4 GPa 
cry =76MPa 11 = 12 

V 1 = 40.5 MPa 
<p;x, =0.81 

V2= 5 

As técnicas para identificação destas constantes podem ser encontradas em Lemaitre et 
ai (1992). A equação (l) é a tradicional relação tensão-deformação elástica e as equações (2) 
são chamadas de lei de evolução. 

3. INFLUÊNCIA DO ENVELHECIMENTO NAS VARIÁ VEIS X e Y 

Testes foram realizados em barras constituídas de uma liga de alumínio com a seguinte 
composição química percentual (Costa Mattos, 1988). 

Tabela 1: Composição química percentual 

Fe Si Cu Mg Mn Zn Cr 

0,25 0,49 4,07 0,72 0,60 0,07 0,04 

e submetidas ao seguinte tratamento térmico: aquecimento de uma hora à 500°C seguido de 
uma têmpera em água. A precipitação, principalmente de Al2Cu, sob a forma de zonas de 
Guinier Preston, causa um endurecimento do material. Observa-se que o endurecimento 
isotrópico Y é bastante afetado, evoluindo do valor de 76 MPa logo após a têmpera até o valor 
limite de 21 O MPa em 48 horas. O endurecimento cinemático X, entretanto, não é 
praticamente afetado. Como existe uma contribuição Y p para a variável Y devida a 

3 
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plastificação (endurecimento isotrópico induzido pela plastificação) e uma contribuição Y E 

devida ao envelhecimento (endurecimento isotrópico devido a precipitação sólida), Y pode ser 
escrito na forma: 

(4.a) 

(4.b) 

A expressão ( 4.b) para Y p é obtida resolvendo-se analiticamente a equação (2.c ). Resta 
definir uma lei de evolução para Y E· Caso não haja evolução no tempo da deformação 
plástica, não haverá evolução da parcela Yp . Quando a barra é submetida a uma deformação 
plástica rápida logo após a têmpera, e definindo-se este instante como o instante t = O, a 
evolução da parcela Y E é afetada (tanto na sua velocidade bem como no seu valor limite ou de 
saturação, que é sempre mais baixo, ver a figura I). O valor máximo possível de Y E (valor de 
saturação obtido num processo de envelhecimento sem nenhuma deformação plástica 
presente) será notado c. 
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60 . 

50 -

Ye 
40 ~ 

30 .. 

20 "7 

. .----~--+·---- -·"---+-----·-··· ··----t--···-------·---..-·------· · · ----1 

2 3 ' 4 5 6 7 

· T (horas) 

Figura 1: Evolução de Ye para diferentes valores da deformação plástica inicial. 

Curva 1: E p (t =O) = O 

Curva 2: Ep (t =O)= 0.05 

Curva 3: Ep (t =O)= 0.1 

8 

;-+-curva 1 I 
: ...... curva 2 : 

I 
--curva 3 1 

! 
'--··-·--- ··-·-···· 

Para se propor uma lei de evolução para a variável Y E em função das demais variáveis do 
problema , é conveniente fazer uma mudança de variáveis introduzindo-se uma variável 
auxiliar (e) tal que O ~ e ~ I e definida da seguinte forma: 

Y E(t) = ce(t) (4.c) 

4 
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O endurecimento assim como a plastificação causam um aumento no valor de Y, 
afetando, consequentemente, o tamanho da região elástica . 

Este trabalho restringe-se aos casos de ensaios de tração monótonos. Nestes casos, a 
deformação plástica acumulada p coincide com a deformação plástica & P ( & P = p, V t ). Para 

simplificar a notação, será usado o símbolo p no lugar de & P. 

Baseado em observações experimentais propõe-se a seguinte lei de evolução para e : 

e = F (p ) \e 
00 

(p) - e) e(t = 0)= O com (S. a) 

v 
F(p)=0P) (S.b) 

00 

e= e
00

(l- A)exp (-kp) 

Na equação (S.a) usou-se a seguinte notação: (x) = max{O, x}. Para o uso da lei de 

evolução (S.a), é necessário identificar as constantes V, A e k .. 
No instante inicial t=O, tem-se p=p0 e, de (5.a) segue que 

v 
é(t = 0) = ecxc(Po)= V 

e, (Po) 

então V é a derivada da variável (e) no instante inicial. 

(S. c) 

( 6) 

Para um dado valor inicial p0 da deformação plástica e supondo-se que ela não evolui no 
tempo ( jJ =O, V t), a equação (5.a) se reduz a 

v 
--(e~ (Po )-e) 
e"" (Po) 

e(t=O)=O (7) e 

Cuja solução analítica é: 

r { v )~ e( t) = e,., ( p 0 ~ I - ex - t li 
l e oc (Po) U 

( 8) 

e"· (p0 ) é o valor de saturação de (e) para uma deformação plástica inicial p0 Isto é, a 

variável (e) aumenta até atingir o valor de saturação e,., (p 0 ) quando é= O. 

As constantes A e k na equação (S.c) podem ser identificadas medindo-se o valor de 
saturação de (e) em ensaios de envelhecimento com diferentes deformações plásticas iniciais 
(ver a figura 2) 

lim eJp0 ) =A (9) 
Pu -. +CJ:l 

5 
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de oc 
-=-(1-A)K 
dp 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

A o.s ... ...... -.......... _--:-:_ .:-:: ... ::-:-.. ~ .. -~---~-. ._... ----------~ 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

0~-----+------+------+------+------+------~-----+----~ 

o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 

p 

Figura 2: Variação de e"' em relação ao aumento de plasticidade 

4. COMPARAÇÃO DO MODELO COM ENSAIOS EXPERIMENTAIS 

Foram realizados ensaios em barras de alumínio- cobre 2024 (Marquis, 1987). 

(I 0) 

As figuras a seguir mostram a comparação entre curvas experimentais e analíticas, 
utilizando as equações do modelo para um intervalo de 8 horas. 

A figura 3 apresenta o caso quando a barra sofre uma deformação plástica inicial de 0.05 . 
A figura 4 apresenta o caso quando a deformação plástica inicial é de 0.0 I. A curva contínua 
representa a predição do modelo e os pontos representam o resultado experimental. 

Foram considerados os seguintes valores para as constantes utilizadas no modelo: 

A=0.5 v= 0.260 h" 1 K= 30 c= 130 Mpa 

5. CONCLUSÃO 

Foi apresentado um modelo macroscop1co para descrever o acoplamento entre o 
endurecimento por precipitação (envelhecimento) e a plastificação em barras de alumínio . Ele 
descreve adequadamente o efeito de uma deformação plástica inicial na cinética de 
transformação. O resultado da comparação do modelo com experimentos é bastante 
satisfatório, mostrando que, quanto maior a deformação plástica inicial, maior será o valor da 
parcela Y p e menor o valor da parcela Y E devida ao envelhecimento. Consequentemente o 

6 
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valor de saturação da variável (e), que está associada com a densidade máxima de precipitados 
na matriz sólida, também será menor. 

0.6 

0.5 

0.4 

• 

I • expenmental 
0.3 

e 

--modelo 

0.2 ~ I 

O. 

06------;-------r------+-----~-------r------+-----~~----~ 

o 2 3 4 5 6 8 

T(horas) 

Figura 3- Evolução de e para uma deformação inicial p=O.OS. 

0.6 
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0.4 
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0.3 
I • experimental 

e 

./ ~ -- modelo 

0.2 

o 

oa-------+-------+-------+-------4-------4-------~-------r-------

o 2 3 4 5 6 8 

T(horas) 

Figura 4- Evolução de e para uma deformação inicial p = 0.1 
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Abstract 
Quenching is a process associated with phase transformation. lt generates internal stresses, which can produce 
warping and even cracking the body. Hence, it is very important to develop an analysis that permíts predictions 
of internal stresses in steel during quenching. Two types of modificatíon occur when phase transformatíon takes 
place under an applied stress. The first type is a kinetic modification and sometimes leads to a different 
morphology ín the phase produced. The second is a mechanical modificatíon related to the progress of 
transformation, and takes place when plastic deformation occurs under stresses lower than material yield stress. 
For mechanical modeling, metallurgical and mechanical upsetting of the metal must be incorporated into the 
model along with the effect on the stresses appearing during cooling. Current work discusses the quenching 
modeling in uniaxial context. Thermomechanical coupling is considered. A numerícal procedure is developed 
and some numerical results are presented. 

Keywords 
Quenching, Residual Stresses, Elastoplasticity, Modeling. 

Têmpera , Tensões Residuais, Elastoplasticidade, Modelagem. 

1. INTRODUÇÃO 

O tratamento térmico de têmpera nos aços tem como objetivo a obtenção de uma 
microestrutura que proporcione propriedades de dureza e resistência mecânica elevadas. Neste 
processo, a região a ser temperada é inicialmente aquecida à temperatura de austenitização e 
em seguida, é submetida a um resfriamento rápido. A microestrutura resultante é composta 
predominantemente de martensita, uma fase que apresenta elevada dureza. 

Durante o processo de resfriamento, a queda da temperatura promove transformações 
estruturais que acarretam o surgimento de tensões internas. O desenvolvimento destas tensões 
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internas, por sua vez, influencia a cinética das transformações de fase, alterando as 
temperaturas em que estas transformações ocorrem. Desta forma, é necessário conhecer o 
comportamento termomecânico do aço durante todo o processo para descrever 
adequadamente um tratamento térmico como a têmpera. A têmpera em aços é, portanto, um 
problema complexo que envolve o acoplamento entre fenômenos térmicos, de transformação 
de fase e mecânicos, podendo ser caracterizado sob três aspectos: 
1. Térmico: envolve o desenvolvimento de gradientes de temperatura resultantes do processo 

de transferência de calor (condução, convecção e geração de calor). A evolução da 
temperatura promove a variação das propriedades do material. 

2. Transformação de Fase: a transformação austenita~martensita acarreta uma expansão 
volumétrica, o desenvolvimento de deformações plásticas induzidas pela transformação e 
a geração de calor. Os níveis de tensão presentes afetam a cinética da transformação. 

3. Mecânico: a evolução da temperatura em conjunto com o processo de transformação de 
fase promovem o desenvolvimento de deformações elásticas e plásticas, resultando em um 
estado de tensões residuais. 

Usualmente, a têmpera é uma das últimas etapas na fabricação de uma peça. As 
tensões residuais induzidas pelo processo podem promover distorções geométricas e/ou 
formação de trincas capazes tomar a peça inadequada para utilização. Desta forma, é 
extremamente importante prever o nível de tensões residuais resultantes. A grande maioria 
das informações disponíveis sobre as tensões residuais associadas ao processo de têmpera, são 
de caráter experimental e aplicáveis a geometrias simples. As poucas modelagens existentes 
perdem a generalidade e não permitem identificar e modelar racionalmente todos os 
fenômenos presentes (Denis et ai., 1985; Sjõstrõm, 1985). Neste contexto, toma-se importante 
a elaboração de modelos capazes de descrever o processo de têmpera o que permitiria simular 
o processo de forma realista, possibilitando a sua otimização. 

Este trabalho propõe um modelo anisotérmico com variáveis internas, baseado na 
termodinâmica dos processos irreversíveis, para estudar o comportamento termomecânico do 
aço durante a têmpera. A abordagem termodinâmica permite identificar de forma consistente 
os acoplamentos existentes e estudar a influência de cada um deles no processo. Apesar da 
modelagem proposta ser de caráter geral, podendo ser aplicada a qualquer geometria e/ou 
condições de contorno, este trabalho dá atenção à modelagem e simulação envolvendo a 
transformação austenita~martensita em problemas uniaxiais, com o objetivo de analisar a 
influência dos termos de acoplamento existentes. 

Simulações numéricas são apresentadas onde considera-se um esquema numérico de 
partição do operador para tratar as equações do modelo. Este procedimento permite que se 
substitua o problema original, que é altamente acoplado, por três problemas desacoplados: 
Problema de condução, problema elástico .e problema de evolução. Estes problemas podem 
ser tratados separadamente através de métodos numéricos tradicionais. A utilização de um 
processo iterativo dentro de cada passo de tempo, garante uma boa convergência da solução. 

2. TRANSFORMAÇÃO AUSTENIT A~MARTENSIT A EM AÇOS 

Durante o processo de transformação de fase austenita~martensita, a deformação que 
o material experimenta decorre da interação de vários fenômenos (Sjõstrõm, 1985). Uma 
análise destes fenômenos pode ser feita considerando-se uma partição das componentes do 
incremento de deformação total, mostrada a seguir. 

(I) 

2 
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dE~, dE :i e dE~ representam, respectivamente, os incrementos de deformação elástica, térmica 

e plástica observados em materiais termoelastoplásticos (Lemaitre e Chaboche, 1990). Os dois 

últimos termos, dE:i' e dE~1 , estão associados exclusivamente ao processo de transformação de 

fase. Os índices i, j assumem valores 1, 2 e 3. 
A mudança de fase austenita~martensita é acompanhada de uma expansão 

volumétrica de cerca de 4%. Assim, uma região do material que experimentou um incremento 
da fração da fase martensítica, J3, de valor igual a dJ3, apresenta uma deformação do tipo 
(Denis et a!., 1985): 

dE~; = Y dJ3 Õ;j (2) 

onde y é uma propriedade do material que representa a expansão linear resultante da 
transformação completa ( 100% de martensita) e Õij é o delta de Kronecker. 

O termo dE~1 recebe a denominação de deformação plástica induzida pela 

transformação e está associado ao próprio processo de formação da martensita que promove 
uma deformação plástica localizada durante a transformação de fase. Diversos autores 
(Desalos et a!., 1982; Denis et a!., 1985; Sjõstrõm, 1985) indicam a seguinte expressão para 
representar esta deformação: 

dE~1 = (3 K S;j) (1- J3 }fJ3 (3) 

onde K é um parâmetro do material e Sij é a tensão desviadora. É interessante notar que esta 
deformação pode vir a ocorrer em níveis de tensão associados ao regime elástico e, portanto, 
não está associado ao escoamento do material. 

A cinética da transformação de fase pode ser descrita através da equação proposta por 
Koistinen e Marburger ( 1959): 

J3=1-exp[-k(M s -e)] (4) 

onde k é uma constante do material, e a temperatura absoluta e Ms a temperatura de início da 
transformação. Muitas vezes é conveniente definir-se a temperatura de fim da transformação 
martensítica, M r = M, - 2 log(l O) I k . Como a transformação martensítica é uma 

transformação cinética, existe uma influência do estado de tensão presente durante o processo 
da transformação. (Denis et ai., 1985; Sjõstrõm, 1985). 

3. MODELO ELASTOPLÁSTICO COM TRANSFORMAÇÃO DE FASE 

O presente trabalho apresenta um modelo anisotérmico uniaxial com variáveis internas 
formulado no contexto da termodinâmica dos processos irreversíveis (Lemaitre e Chaboche, 
1990; Pacheco, 1994 ). Este enfoque permite identificar, de forma consistente e racional, os 
termos de acoplamento existentes. 

Considere que o estado termodinâmico do material pode ser completamente 
determinado através de um conjunto de variáveis observáveis: deformação total, E, e 
temperatura absoluta, e; e por um conjunto de variáveis internas: deformação plástica, EP, 
fração da fase martensítica, J3, e um conjunto de variáveis associado a alterações internas do 
material como as provocadas pelos fenômenos do endurecimento e do dano. Neste trabalho, 
este conjunto será representado por uma variável associada ao endurecimento cinemático, a. 

3 
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O comportamento do material é caracterizado por dois potenciais termodinâmicos: a energia 
livre de Helmholtz, \f, e o potencial de dissipação, cp. A energia livre de Helmholtz pode ser 
escrita em termos da densidade de energia de deformação, W: 

sendo 

W (c c P A 
8
)= (l/2)E(c -c P)

2
- E[aT (8-80 )+yPJc-cP) 

e ' ,p, [l+EKP(2-p)) 

Wa(a)=(li2)Ha 2 

Wa (8) = p rfl c I log(~) d~ + (p/2) c 2 8 2 

Ja., 

(6) 

(7) 

(8) 

onde E, H, aT são parâmetros do material que dependem da temperatura, C, e c~ são 
constantes positivas, 80 é uma temperatura de referência e p a densidade do material. I 13(p) é a 
função indicatriz do convexo C 13 = {PI O :Ç P :Ç I } (Rockafellar, 1970). 

As forças termodinâmicas (cr,X,Z,s), associadas às variáveis de estado (c,a ,p,8), são 
definidas, a partir de W, da seguinte forma (Lemaitre e Chaboche, 1990): 

8We E(c-cP)-E[aT(8-80 )+yp] cr = -- = ----~__:.____.;. _ _...::._---'-'-= 

Bc 1 + EKP(2- p) 
(9) 

X=-aw_a =Ha 
a a 

(10) 

Z __ BW e _ E( c - c r ) 

- ap - [1 + EKP(2 -P)] 

[
(c cr) l 2EK(l- p) 

2 
- aT (8- 80 )- yp 

y+----~~--------~ 

[1 + EKP(2- p)] (II) 

aws 
s=---

88 
(12) 

onde (-À , + Àz ) E a[l i i3 CP) . all i JJ CP) é a subdiferencial da função indicatriz (Rockafellar, 

1970). A evolução dos processos dissipativos, é obtida a partir de um potencial de dissipação, 
cp, ou alternativamente, a partir do seu dual, $*, definido da seguinte forma: 

. . . e ...,. 
cp =lr(cr,X)+Ç(8, 8)Z+-Ag-

2 

onde 1; ( cr, X) é a função indica triz associada ao domínio elástico, definido pela função, 

f(cr,X)=jcr-Xj-cr v :ÇQ 

4 

(13) 

(14) 
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crv é a tensão de escoamento do material. Ç(e, é) é uma função associada à cinética da 

transformação de fase. g = (1/e) ae;ax e A é um parâmetro do material que depende da 
temperatura. As equações de evolução são apresentadas a seguír, 

f;P =af = a
0

I;(cr, X)=Àsign(cr-X) 
a a 

à=-~~ =-axi;(cr,X)=f:P 

~ = ~~ = Ç(e,é) 

a~· ae 
q =--=-Aeg=-A-ag ax 

( 15) 

(16) 

(17) 

(18) 

onde q é o fluxo de calor. 1; = ~f, sendo À o multiplicador plástico (Lemaitre & Chaboche, 

1990). Na equação (17) considera-se que a função' Ç(e, é) está associada à equação cinética 

apresentada em ( 4 ), da seguinte forma, 

Ç(e,é)={-kéexp[-k(M s -e) se M s ~e~M f 
o para demais e 

( 19) 

Utilizando a hipótese tradicional do estudo de aletas e a definição do calor específico 

c = -(e I p) a 2 W I ae 2 
, é possível escrever a equação de calor unidimensional como: 

~(A ae)- h P (e-e , )-pcé+pr=-a, -a 0 ax ax A 
(20) 

onde h é o coeficiente de convecção, P e A representam o perímetro e a área da seção 
transversal, a1 é o acoplamento interno e ae o acoplamento térmico. a1 atua como uma fonte na 
equação clássica de calor para corpos rígidos. O termo a9, está associado à dependência das 
varáveis com a temperatura. Ambos estão apresentados a seguir: 

a I = crf: p - X à + z~ _ e( aa ( . . r ) ax . az n. ) a - -E-E +-a--..., 
o ae ae ae (21) 

O conjunto de equações constitutivas (9-12, 15-18) satisfazem a segunda lei da 
termodinâmica (Lemaitre & Chaboche, 1990). 

4. SOLUÇÃO NUMÉRICA 

Um esquema de partição do operador (Pacheco, 1994 ), composto de um predito r 
termoelástico e um corretor termoplástico, é utilizado para obter a solução numérica do 
sistema de equações do modelo proposto. Um processo iterativo é aplicado até que se observe 
a convergência entre os valores das variáveis obtidos nos dois passos. 

A solução numérica, para ambos os passos, envolve a integração das equações 
constitutivas através de um esquema de Euler: Yr+L\t = y1 + ~y, onde y = ( cr,EP, X, ~ ' e) e ~y é 

5 
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obtido escrevendo-se as equações constitutivas (9-12, 15-18) em uma forma incremental. Os 
termos do acoplamento térmico não foram considerados na análise numérica. 

4.1 Preditor TermoeJástico 

O preditor consiste na solução de um problema termoelástico com convecção, onde 
considera-se que as variáveis associadas ao processo plástico não evoluem (E r =X =O). O 
estado tentativo do preditor, yp=( crp, (EP)p, Xp, l)p, Sp), é obtido considerando YP = Yr + ôy, com 
ôy = (ôcr,ôEP, ~X, ôj), ô8) definido a seguir: 

(22) 

(23) 

4.2 Corretor TermopJástico 

O corretor consiste de um passo termoplástico, necessário para satisfazer os critérios 
da elastoplasticidade estabelecidos pela equação ( 14 ), no instante t+~t. Os incrementos ~y = 
(ôcr,ôEP, ~X, ~13, ô8) são definidos a seguir: 

- E{ôEr + aTô8 +[r+ 2Kcrr(l-13r)~j3} 
ôcr = ----------=----=----'-

1+EK(2-13rWr 
(24) 

ôEr=~Àsign(crr-xr); ~X=H~Àsign(crr-Xr) ôj3=-k(l-13r)ô8 (25) 

lcr -X I~À + e[(- -acr + _ax)ÔEP- _az ôj)] 
r r ae ae ae 

~e=------=----------= 
pc- Zr K(l-j)r) 

(26) 

O passo do corretor resulta em uma solução fechada, uma vez que a substituição das 
equações (24-26) na equação (14), leva a uma forma explícita para o incremento do 
multiplicador elastoplástico: 

jcrr -Xrl- cry + asign(crr .~xr) 
ÔÀ = '----------;-----,----

H-bsign(crp -xr) 
(27) 

onde a e b são termos que dependem de Yp· 

5. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

A partir do procedimento numérico apresentado, algumas simulações foram realizadas 
para avaliar a resposta do modelo proposto. O processo de têmpera é simulado a partir do 
estudo de uma barra uniaxial bi-engastada, inicialmente a uma temperatura de 1173 K 

6 
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(900°C) e introduzida num meio com uma temperatura constante de 293 K (20°C). As 
propriedades do material da barra (SAE 4140H) estão apresentadas na Tabela 1 (Denis et a/., 
1985; Sjõstrõm, 1985). Para as propriedades que apresentam dependência com a temperatura 
(E,H e crv ), uma expressão é dada, sendo que T representa a temperatura em oc. 

Tabela 1: Propriedades do Material (SAE 4140H). 

a= l,IOOx 10-5 K- 1 y= 1,330x 10-2 k = l,lOOx 10-2 K-1 

K = 1,000 X w-IO Pa-I p = 7,800 X 103 Kg/m3 c= 4,540 X 102 J/Kg K 
Ms = 748 K Mr = 393 K h PIA= 5,000 x 105 W/m3 K 
crv(T) = exp (20,198-3,649 x10-6 T2

) [Pa] 
E(T) = 1,985x10 1 1

- 4,462xl07 T- 9,090x104 T2 -2,059 T3 

E(T) = 2,145xl0 1 1 -3,097 x107 T -9,208 x104 T2 -2,797 T3 

H(T) = 8,579 xl07 -8,974 x106 T [Pa] 
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Figura 1 - Evolução com a temperatura das variáveis (a) tensão, (b) deformação plástica e (c) fase 
martensítica. (d) Curva tensão deformação plástica e (e) evolução da temperatura. 

A Figura 1 mostra a evolução das variáveis do modelo para duas situações distintas. 
Além das deformações termoelastoplásticas tradicionais, considera-se a deformação associada 
à expansão volumétrica (TV) e esta em conjunto com a deformação plástica induzida por 
transformação (TV+PT). Nas Figuras la, 1 b e 1d observa-se que, após uma deformação 
plástica trativa inicial, ocorre um descarregamento elástico provocado pela transformação de 
fase . Em seguida, comportamentos distintos são observados para as duas situações. Durante 
toda a simulação E = O, E

1 ~ O, E
1
v ~ O e EP

1 apresenta o sinal da tensão. Assim, a região plástica 
compressiva, observada na situação (TV), ocorre em função de I E1

v I > I E1 I, resultando em 
uma tensão residual de aproximadamente -400 MPa. Já para a situação (TV+PT) a região 
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plástica compressiva não ocorre, uma vez que ao entrar em compressão cP' atua com sinal 
oposto a c1

v. Nesta situação observa-se uma tensão residual inferior a -100 MPa. É importante 
ressaltar que a resposta depende fortemente das condições de resfriamento e da geometria. É 
de se esperar que problemas com outras condições apresentem comportamentos distintos. De 
qualquer forma, a análise apresentada mostra a importância de se incluir a deformação 
plástica induzida por transformação na modelagem. 

Sjõstrõm ( 1985) afirma que o termo de acoplamento termomecânico associado à 
transformação de fase é essencial à modelagem. No entanto, para o problema estudado, 
verificou-se que os termos de acoplamento presentes na equação do calor (20) não modificam 
significativamente a resposta. Isso não quer dizer, contudo, que para outras condições de 
carregamento e geometria possam ser desprezados. 

6. CONCLUSÕES 

Este trabalho apresenta um modelo anisotérmico com variáveis internas para descrever 
o processo de têmpera. A abordagem utilizada permitiu um estudo consistente do 
comportamento termomecânico do aço durante um processo. Apesar da modelagem ser de 
caráter geral, podendo considerar um número maior de fases e ser estendida para o caso 
tridimensional, são apresentadas simulações numéricas uniaxiais envolvendo a transformação 
austenita~martensita, com o objetivo de identificar e estudar os acoplamentos existentes. Um 
esquema de partição do operador permitiu tratar numericamente o problema acoplado através 
de procedimentos numéricos tradicionais. As simulações mostraram a importância de se 
considerar na modelagem a deformação plástica induzida por transformação e que, para o 
problema estudado, os termos de acoplamento termomecânico presentes na equação do calor, 
não modificam significativamente a resposta. Isso não quer dizer, contudo, que estes termos 
possam ser desprezados para outras condições. 
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Abstract 
Aerospace applications use pyrotechnic devices with many different functions. Functional shock, safety, overall 
system cost issues, and availability of new technologies, however, question the continued use of these 
mechanisms on aerospace applications. Release device is an important example of a task usually executed by 
pyrotechnic mechanisms. Many aerospace applications like satellite solar paneis deployment or weather balloon 
separation need a release device. Severa! incidents, where pyrotechnic mechanisms could be responsible for 
spacecraft failure, have been encouraging new designs for these devices. The Frangibolt is a non-explosive 
device which comprises a commercially available bolt and a small collar made of shape memory alloy (SMA) 
that replace conventional explosive bolt systems. This paper presents the modeling and simulation of Frangibolt. 
This analysis may contribute to improve the Frangibolt design. 
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1. INTRODUCTION 

Aerospace applications use pyrotechnic devices with many different functions. 
Usually, these devices possess minimum volume/weight, provide instantaneous operation on 
demand, and require little input energy. Functional shock, safety, overall system cost issues, 
and availability of new technologies, however, question the continued use of pyrotechnic 
mechanisms on aerospace applications. 

Lucy et a/. (1996) sumrnarizes results of the NASA survey of non-pyrotechnic 
alternative mechanisms. A comparison of functional shock characteristics of severa! devices 
is shown, and potentially related technology developments are highlighted. 

Release device is an important example of a task usually executed by pyrotechnic 
mechanisms. Many aerospace applications like satellite solar paneis deployment or weather 
balloon separation need a release device. Severa! incidents, where pyrotechnic mechanisms 
could be responsible for spacecraft failure, have been encouraging new designs for these 
devices. 
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The Clementine spacecraft, sent to space in 1994, successfully deployed its solar 
paneis with a non-explosive device, called Frangibolt. It provides a simple, safe, and 
inexpensive way to anchor spacecraft appendages during launch and release them on cue. 
Frangibolt comprises a commercially available bolt anda small collar made of shape memory 
alloy (SMA). Frangibolts replace conventional explosive bolt systems possessing inherent 
risks that range from handling and installation hazards to unintentional activation and 
fragmentation. Busch et ai. (1992) presents a discussion of Frangibolt design. 

SMAs are a metal family with the ability of changing shape depending on their 
temperature. SMAs undergo thermoelastic martensitic transformations, which may be induced 
either by temperature or stress. When a SMA specimen is stressed at a constant temperature, 
inelastic deformation is observed above a criticai stress. This inelastic process, however, fully 
recovers during the subsequent unloading. The stress-strain curve, which is the macroscopic 
manifestation of the deformation mechanism of the martensite, forms a hysteresis loop. At a 
lower temperature, some amount of strain remains after complete unloading. This residual 
strain may be recovered by heating the specimen. The first case, is the pseudoelastic effect, 
while the last is the shape memory effect (SME) (Tanaka, 1990; Borden, 1991 ). These effects 
are inter-related in the sense that, if the hysteresis cycle in the pseudoelastic case is not 
completed when applied stress is removed, then reversion of residual martensite must be 
induced upon heating, by employing the SME (Sun & Hwang, 1993). ln the process of 
retuming to their remembered shape, the alloys can generate a large force which may be 
useful for actuation (Rogers, 1995). 

Ni-Ti, Cu-Zn, Cu-Zn-Al, Mg-Cu, Fe-Mn-Si, Cr-Ni are some of the SMAs. The 
properties of SMAs are very sensitive to composition and processing variables. Ni-Ti 
(Nitinol) is the most popular SMA as a consequence of a combination of shape memory 
response with good engineering properties. Strains that elongate up to 8% can be reversed by 
heating the alloy, typically with electric current (Tuominen & Biermann, 1988) 

This paper presents the modeling and simulation of release devices using SMAs, 
specifically, Frangibolt. The authors think that this analysis may contribute to improve 
Frangibolt design. 

2. DESCRIPTION OF THE RELEASE DEVICE 

Release devices must be Joad resistant during launch and must be fractured under 
force generated by the actuator. Frangibolt is a simple release device using SMAs with two 
main components: A notched bolt element with matched nut and a SMA actuator (Figure 1 ). 

Heater and lnsulation 

Figure 1: Frangibolt device - Busch et ai. (1992) . 
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The basic idea of the device is to exploit shape memory effect to produce forces that 
will break the bolt, performing the release. To do it, a pre-compressed SMA cylinder with an 
integral heater is used as actuator. By heating the actuator, SMA elongates and a force is 
generated. 

Frangibolt has many advantages compared with pyrotechnic devices. It enables non­
destructive and repeated testing and greatly reduces the shock of release. The device has two 
potential limitations: the response time is not immediate and the phase transformation 
temperature cannot be much higher than 120°C. Design of Frangibolt must be alert to bolt 
element (bolt material and notch geometry), actuator element and heater (Busch et af., 1992). 

3. A CONSTITUTIVE MODEL FOR SMAs 

Microstructural aspects of SMAs have shown that these alloys may present two 
possible phases: Austenite and Martensite. Martensitic plates may be internally twin-related. 
Hence, different deformation orientations of crystallographic plates constitute what is known 
by martensitic variants (Zhang et ai., 1991 ). 

Phenomeno1ogica1 aspects of SMA behavior are considered by constitutive models, 
which is formulated to describe the shape memory and pseudoe1astic effects. Savi & Braga 
(1993) present an overview of some constitutive models for SMAs. Here, the model with 
assumed transformation kinetics, proposed by Tanaka and co-workers, is considered (Tanaka, 
1990, 1985 ; Sato et a!., 1985; Tanaka & Nagaki, 1982). lt is a one-dimensional model which 
assumes the kinetics of phase transformation establishing a relationship between the 
martensitic fraction, p, and other internal variables such as temperature, T, and one­
dimensional strain, E. The rate form of constitutive equation is given by, 

cr=EÉ -a~ -3T , (1) 

where E is the elastic modulus, 3 is a thermodynamic coefficient and a is a coefficient 
associated with phase transformation. They are positive constants. The martensitic fraction p 
can assume a v alue in the range -1 ~ p ~ + 1. p = + 1 means that the body is 100% on a 
martensitic variant M+, which is induced by tensile stresses. p = -1, by the other side, means 
that the body is 100% on a martensitic variant M-, which is induced by compressive stresses. 
p = O is associated with the matrix phase, which may be austenite or twinned martensite, 
depending on temperature. 

Phase transformation is assumed to be determined by the current values of stress and 
temperature, P = p( cr, T). The transformation from austenite to martensite may be described 

by an exponentiallaw: 

P = { 1- exp[- a M (M , - T)- bM jcrl]}sign( cr) (2) 

where sign( cr) =cr I I cr 1. aM and bM are positive constants. Ms is the temperature at which 

martensitic phase begins to be transformed. This equation holds for, 
cr ~ cr M = (a M I b M ) (T - M s) . 

The reverse transformation is described by another exponentiallaw, 

p = {pM exp [-a A (T- AJ + b Ai cri] }sign( cr) (3) 

3 
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where aA and bA are positive constants and PM represents the volumetric fraction of 

martensite when the reverse transformation begins to take place. As is the temperature at 
which austenitic phase begins to be transformed. This equation holds for, 
cr :s; crA = (aA I bA) {T-A 5 ). 

4. MODELING OF THE RELEASE DEVICE 

Frangibolt modeling proposed here considers that ali components, except SMA 

actuator and bolt, are rigid. Figure 2 shows device and model schematic diagrams. 

actuator heater separation plane 

bolt 

I 

(a) 

rigid disk 

bolt 

actuator 

(b) 

Figure 2: Scheme of Frangibolt release device. (a) Device and (b) model. 

By heating the pre-compressed SMA actuator, it elongates causmg the bolt 
deformation. The rate form of displacement on each element is given by: 

. . L Ls {. n. -T· ) 
u s = é:s s =E \cr s + ai-' + .::. 

s 
(4) 

where P and K8 is the force and stiffness of the bolt, respectively. Ls is the actuator length. 
For the geometry adopted, finite element simulations of the notched bolt shows that a linear 
relationship between force and displacement can be assumed without any loss in the elastic 
region (Busch et a!., 1992). By compatibility requirements, 

UB = Us (5) 

By considering the force P that acts on both elements ( compressive on SMA actuator 
and tensile on bolt), equilibrium establishes that, 

(6) 

Hence, it is possible to write, 

(7) 
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where K = 
1 

and K5 = EsAs is the linear elastic axial stiffness of the actuator. 
1+(K5 / K 8 ) L5 -

For austenite-martensite transformation, the following evolution equation is obtained 
using relation (2) in equation (7): 

. [a a M (1- ~)- :=:t] t for !cri ~ cr M 
crs =K[l+KabM (1-~)sign(cr)] (8) 

For the reverse transformation, using relation (3) in equation (7), it is obtained, 

. _ K [a a A ~ - :=:t] T. 
crs - [ ] 1 + K a b A ~ sign( cr) 

for !cri ~ cr A (9) 

An iterative predictor-corrector numerical procedure is used to solve the governing 
equations. The procedure considers a thermoelastic predictor step where no transfonnation 

takes place, that is, ~=O . Next, an iterative integration scheme is used to obtain crs and p. 
The process must be repeated until convergence on the variables is achieved. 

5. NUMERICAL SIMULATIONS 

A working device that has been successfully tested in space (Lucy et ai., 1996) is 
chosen in the numerical simulations. This device has a Nitinol actuator with 25mm length, 
6.6mrn inside diameter and l2.7mrn outside diameter. A Titanium 318 (6% AI, 4% V) bolt 
with a Y4 in (6 .35mrn) diameter and 50mrn length is considered. The bolt has a 1.11 mm deep 
notch with 0.25mrn radius. 

The actuator is pre-compressed and, as a consequence, a 2.5% residual strain is 
obtained. lt guarantees 100% of martensitic phase (M-). A heater with a silicon rubber 
insulation and adhered to Nitinol cylinder furnishes 120 kW/m2

, which is sufficient to 
promote a temperature rise of 1 00°C. Material parameters are presented in Table 1 (Jackson et 
a!. , 1972) and Table 2 (Smithells, 1978). 

Table 1: Material Parameters. Nitinol SMA actuator. 

Es (Gpa) a(GPa) :=:(K.Pa) Ms (°C) As (°C) 

60 1.25 642 20 50 

aM (UCI) bM (MPa- 1
) aA (°C 1

) bA (MPa- 1
) 

1.100 0.080 1.100 0.080 

Table 2: Material Parameters. Titanium bolt. 

_ Es (GPa) crv (GPa) cru (GPa) Rupture Elongation (%) 
106 1.05 1.15 4.0 
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ANSYS/ED 5.2 is used on Finite Element simulations to determine bolt response. By 
considering an elastic analysis, a linear relationship between force and displacement is 
observed for all stresses studied. Indeed, a constant stiffness of 63 MN/m is adopted in the 
following analysis. 

First, load resistance during launch is analyzed by considering a force P = 5KN 
applied to the bolt (Busch et ai., 1992). Figure 3a shows axial strain o ver the bolt length. 
Strains are concentrated near the notch as it was expected. Figure 3b shows von Mises 
equivalent stresses in the bolt notch region. ln a small region, the stress almost reaches the 
yielding limit ( cry ). Stress concentration factor near 3 is observed. 

0.01 2 -,-........--,...-, ....--,.-,...--,,-,--.,-1 ....,.--, 

0.008 -

0.004 

o~........--...-~ ....,.--,-1 ...-'1-,-...-~....,.-~ 

o 10 20 30 40 50 

x(mm ) 

(a) (b) 

Figure 3: Resistance to launch load. (a) Axial strain distribution over the bolt length ; 
(b) von Mises stresses on the bolt notch. 

Now, by heating SMA actuator, release procedure is simulated. Figure 4 shows force, 
displacement and martensitic fraction evolution with temperature variation. Phase 
transformations induce actuator strain recovery which promotes the release by loading the 
notched bolt until it breaks. 
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Figure 4: Evolution of Force, displacement and martensitic fraction during release. 

By considering the maximum force produced by the actuator, it is possible to analyze 
bolt response on release procedure. Figure 5 shows von Mises equivalent stresses and strain 
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for P = 32KN. An elastic finite element analysis is developed and maximum values of 6.6 
GPa and 8.2% , respectively, are observed at the notch. Actually, the bolt experiments plastic 
deformations, but the elastic analysis furnishes a simple and conservative way to simulate the 
device behavior. An elasto-plastic analysis will predict lower stresses and higher strains. 
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Figure 5: Bolt notch response for release load. (a)von Mises stresses and (b) strain. 

6. CONCLUSIONS 
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Release device is an important example of a task usually executed by pyrotechnic 
mechanisms. Many aerospace applications like satellite solar paneis deployment or weather 
balloon separation need a release device. Severa! incidents, where pyrotechnic mechanisms 
could be responsible for spacecraft failure, have been encouraging new designs for these 
devices. This paper presents the modeling and simulation of release devices using SMAs, 
specifically, Frangibolt. Despite the simplicity of the model proposed, it predicts results 
which are consistent with experimental requires. This analysis may contribute to improve 
Frangibolt design. The proposed model can be improved by considering an elasto-plastic 
analysis. 
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MODELAGEM PARALELA E DISTRIBUIDA DE SERIES 
TEf\1PORAIS EM SUBESPAÇOS DO ESPAÇO DE ESTADO 1 

PARALLEL AND DISTRIBUTED MODELING OF TIME SERIES lN SUBSPACES OF 
THE STATE SPACE 
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Abstract 
ln this paper a procedure using a subspace method developed by Aoki (1990) for multivariate time 
series state space rnodeling high perforrnance computing is proposed. The resulting algorithm allows the 
obtention of the triple of matrices (A, B and C), for the state space model for multivariable time series, 
using singular value decomposition of the Hankel matrix , obtained from data of the time serics we intcnd 
to model. This contribution aims the viabilization of applications to large scale systems needing real time 
rnultivariate time series modeling. 

Keywords 
State space, time series, identification, modeling, state estimation. Espaço de estado, séries temporais , 
identificação, modelagem, estimação de estado. 

1. INTRODUÇAO 

A teoria de sistemas lineares, especialmente neste século sofreu grandes desenvolvimentos . A 
partir do final da década de 50, a abordagem via espaço de estados por Kalman foi de grande 
impacto, Kailath (1980), Caines {1988) . A modelagem de séries temporais, a identificação 
e a análise de sistemas foram e são as grandes beneficiárias desta teoria, mas em diferentes 
épocas e abordagem. A abordagem via espaço de estados para modelagem de séries temporais 
foi beneficiada através dos trabalhos de Akaike ( 197 4) e Faurre ( 1973) nos anos setenta, e 
através do trabalho de Aoki (1990) nos anos oitenta. Recentemente, o livro de análise de 
séries temporais de Hamilton (1994), por exemplo, tem grande parte dedicada à modelagem 



de séries temporais no espaço de estados e este tratamento tem se destacado por exemplo em 
economia. Computação de alto desempenho é mais recente, e modelagem no espaço de estado 
e computação de séries temporais multivariadas tem aplicações em diversas áreas: economia, 
engenharia, ecologia, medicina. 

Este trabalho mostra um algoritmo paralelo para modelagem de séries temporais multivariáveis. 
Um sistema dinâmico linear, invariante no tempo e de dimensão finita,pode representar uma 
família de séries temporais vetoriais, Willems (1986) . Caso esta família de vetores seja disposta 
em uma forma matricial conveniente podemos ter uma matriz de Hankel. O tratamento da 
matriz de Hankel pelo algoritmo de Aoki (1990), através de técnicas numéricas adequadas , nos 
leva a obter uma das realizações do sistema dinâmico em estudo. 

O enfoque deste trabalho é apresentar uma contribuição para a diminuição dos tempos de pro­
cessamento e comunicação dos dados, utilizados para modelar séries temporais multivariávcis, 
através de tratamento computacional em paralelo destes dados, Bertsekas et al. (1989) e Geist 
et al. (1994). 

2. MODELAGEM PARALELA DE SÉRIES TEMPORAIS 

A modelagem paralela de séries temporais multivariadas no espaço de estado requer múltiplos 
experimentos com sequências de entradas e saídas. Tal modelo pode ser representado por um 
sistema discreto estocástico linear multivariável e invariante no tempo, com ruído branco na 
entrada : 

{ 

Xt+l 

Yt 
( 1) 

onde : x1 E ~n : vetor de estado estacionário no sentido fraco; et E ~RP : vetor de ruído 
com média zero. serialmeut.e não correlato, estacionário no sentido fraco; Yt E ~P : vetor de 
observação (saída); A E ~n x n : matriz dinâmica do sistema; B E ~nxp : matri?. de entrada 
do sistema; C E Rpxn : matriz de saída. 

Para a obtenção da tripla (A , B e C) a part_ir. das séries temporais de saída , considera-se que 
o par de matri?.es {A, C} é observável e que o par de matrizes {A, B} é atingível e ainda que 
{A, B , C} é uma realização mínima balanceada para o sistema dado na equação (1), isto é: 

(2) 

onde Ga é o gramiano de observabilidade e Gc é o gramiano de atingibilidade: 

00 00 

Ga = L(AT)kcTcAk e Gc =L AkBBT(AT)k (3) 
k=O k=O 

O algoritmo de Masanao Aoki é executado em 7 etapas de paralelização : 

• Etapa 1- Geração simultânea das matrizes HA , HM , Hc, H, Y _ e Y +· 

A partir dos dados de saída do sistema podemos gerar duas matrizes, Y _ e Y + dadas por: 

-------------------- - ---------·--



YI Y2 Y3 ... YN-1 
o Y1 Y2 ... YN - 2 
o o YI . .. Y N - 3 

I 
y _ E R(Kp)x(N - 1) y_ =I onde (4) 

o o . . . Y N-K Y N - K + l 

o o ... YN-K-1 YN-K 

Y2 Y3 Y4 ... Y N -l Y N 

Y3 Y4 Ys ... YN o 
Y4 Ys Y6 . .. o O· 

I 
y + E R(Jp)x(N-1) y + =I onde (.J) 

YJ YJ+I YJ+2 . .. o o 
YJ+l YJ+2 YJ+3 ... o o 

O produto das matrizes Y + e Y~ permite gerar uma matriz de Hankel , H, sem calcular 
explicitamente as covariâncias Ak· Assim, 

HJ,K = y+y~ 
N ' 

então nós obtemos uma matriz de Hankel tal que : 

CM CAM . .. CA1' ._ 1M 

CAM CA2M ... CAA.M 
2 CA:3M CAA.+ tM 

HJ.J,· = I ~A M 
... 

CAJ- tM CA.JM ... CAJ+K - lM 

A, A2 

A 2 A :l 

A.1 A.!+! 

Ainda, dos dados de saída do sistema podemos gerar trôs novas matrizes: 

A 2 A3 .... AK +l A, 

A 3 A4 ... AK A 2 

H·'1 = I A4 A s .. . AK 
' 

H A/ = A 3 I e 

AJ+I A.!+2 ... AJ+K+l AJ 

(6) 

Aj, I A1,·+1 

AJ+J,· 

(7) 

(8) 

H c = [CM CAM . . . CAK- !M] = [ A1 A2 .... AK ] . (!.J) 

bem como 

T T Ao = E(YtYt ) = erre + .6. , ( 10) 

onde Ao é a autocovariância do vetor de saída, e onde considera-se que o ruído de entrada 
tenha uma matriz de covariância dada por : 

E(etef) = .6.6t,s, .6. >O (condição de regularidade) ( 11) 

~ 



e que o estado possua uma matriz de covariância dada por : 

(12) 

com a matriz II constante. 

• Etapa 2 - A decomposição em valores singulares da matriz HJ,K é obtida : 

( 13) 

Um problema importante na área da computação matricial é a determinação dos auto­
valores e autovetores de uma matriz que nos possibilita realizar a decomposição em valores 
singulares da matriz HJ,K. Este problema possui uma formulação teórica simples, mas sua 
solução computacional apresenta dificuldades consideráveis, Jainandunsing et al. (1989) e 
Janakiraman et al. (1982). 

Dada uma matriz r E Rmxn, sempre existe a decomposição 

urrv = diag(a1 , a2, ... ar) E Rmxn r= rnin{rn, n} ( 14) 

com a1 2: a2 2: ... 2: ar 2: O e sendo U e V matrizes unitárias. 

Os números ai são valores singulares de r , as colunas de U são vetares singulares de r à 
esquerda e formam uma base para O espaço coluna de rrT; as colunas de V são vetares 
singulares de r à direita e formam uma base para o espaço coluna de rrr. 
Por inspeção do conjunto de valores singulares de uma matriz, pode-se determinar seu 
posto numérico, visto que seu menor valor singular é uma medida da sua distância ao 
espaço vetaria! das matrizes reais rnxn com posto incompleto, Golub et al.( 1989). 

• Etapa 3 - Neste nível são calculadas paralelamente as matrizes do sistema ( 1): 

(15) 

( 1 (j) 

e a matriz M , é dada por : 

( 17) 

onde M é definida por : 

M = AITCT + BA. ( 18) 

• Etapa 4 - Construímos a matriz simplética : 

( 19) 

onde as matrizes auxiliares sãQ dadas por : 

Q- = CTA
0
- 1C, D MA- 1MT e = 0 . (20) 

--------------------------------- - - - ---------- - -- - --
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~ 

L _Matrlz A L-..=r+ j 
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I 

~r-----·_j 

é 
Figura 1: Implementação Paralela do Algoritmo 

• Etapa 5 - A matriz II , solução da equação de Ricatti, é determinada a partir da equação: 

II = ATIA T + K(II) 

onde 

K(II) = (M- AIICT)(Ao- (CIICT)- 1 (M- AIICTf_ 

A solução II pode ser obtida a partir da decomposição de Schur real da matriz ci> 

ci> = WTWT. 

Esta decomposição é obtida a partir do método QR. 

Particionando a matriz unitária W conforme : 

[ 
Wu 

W= w21 
W12], 
w22 

enunciamos a seguinte proposição, Vaughan (1970): 

Proposição : A matriz II = W 21 W!/ é a solução da Equação de Ricatti. 

• Etapa 6 - Cálculo da matriz a , onde a é dada por : 

a= Ao- cncr 

t; 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 



• Etapa 7- Obtenção da matriz B : 

(26) 

As etapas de paralelização estão representadas na Figura 1. 

Na etapa inicial do processamento são construídas matrizes de covariância a partir do mesmo 
conjunto de dados, visto que estas matrizes são independentes e podem ser distribuídas entre os 
vários processadores e executadas simultaneamente, Stevens (1990). Os resultados parciais são 
então combinados por um processador gerente que armazena e envia as matrizes obtidas mais 
recentemente aos processadores que executarão as próximas tarefas. O cálculo final das matrizes 
dos sistema depende da finalização do cálculo dos valores singulares da matriz de Hankel. A 
decomposição em valores singulares da matriz de Hankel é executada em paralelo num ambiente 
multi processado. 

Pretende-se na continuidade deste trabalho otimizar o tempo de utilização dos processadores 
com a paralelização da solução algébrica da equação de Ricatti , pois esta tarefa é a que exige 
maior desempenho computacional, Golub et al.(1993). 

3. EXEMPLO 

Corno exemplo a ser apresentado utilizamos um conjunto de dados do tipo : 

[ 

( I ) l 
Yt = ~~2 ) , t = 1, 2, 3 ... . 60, 

que foram obtidos artificialmente a partir do seguinte sistema teste : 

[ 
-0.735 

A= 0.333 
-0.363] 
-0.565 , 

B = [ -1.502 
-0.94.5 

-0.949] 
-0.088 [ 

-1.438 
e C= 1.067 

(27) 

-0.680 l 
-0.531 

(28) 

A matriz de Hankel foi gerada com as covariâncias A 1 , A 2 e A3 e em sua decomposição em 
valores singulares, os valores singulares a}, 

(29) 

foram desconsiderados, onde Z é uma constante determinada experimentalmente. Bons resul­
tados foram obtidos com 10 ::::; Z ::::; 100, para este experimento. Na figura 2 o eixo das abcissas 
corresponde ao número de observações indexadas no tempo e o eixo das ordenadas ao vctor de 
saída da realização original e ou da realização calculada. 

Para avaliação dos resultados obtido~t; comparamos a sequência {y~c) }, (Fig.2- ycl e yc2) , gerada 
com as matrizes A(c) , B(c) e c(c) calculadas , com a sequência {yt}, (Fig. 2- y1 e y2 ), ambas 
obtidas em resposta a mesma excitação de ruído branco. Consideramos, também, a diferença 



y1 y2 

_::r~ _::r~ 
o 20 40 60 o 20 40 60 

yc1 yc2 

_::r~ _::r~ 
o 20 40 60 o 20 40 60 

y1-yc1 y2-yc2 

_:E 20 I 
o 

2~ o 

-2 

-4 20 o 40 40 60 60 

Figura 2: Exemplo do Resultado de Algoritmo Paralelo 

entre as respostas impulsivas (e(l l = 6(0), e(2) = O) para as duas saídas, (Fig. 2 - y1 - ycl e 
y2- yc2 ). 

O algoritmo é paralelizado para a utilização de modo eficaz de 5 processadores, gerauclo mn gauho 
ela velocidade de processamento da ordem de 60 % em relação ao processamento sequeucial. 

4. CONCLUSOES 

Sistemas de grande porte estão seudo criados pelo homem nas mais diversas áreas. A necessidade 
de uma melhor compreensão das relações entre as variáveis que descrevem a dinâmica observada 
em dados amostrados torna-se um fator de fundamental importância. A modelagem de séries 
temporais no espaço de estado fornece uma ferramenta simples para a descrição de tais dados 
amostrados com suficiente acuidade. 

A paralelização de um algoritmo executado em ambiente distribuído para a realização de um 
sistema linear invariante no tempo modelando série temporal multivariável baseada em dados 
experimentais de um processo é a principal contribuição deste trabalho e mostra-se eficiente sob 
o aspecto de redução de tempo de processamento. 
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Abstract 
This paper presents a very simple, from the mechanical and mathematical viewpoints, model to predict pig 
motion driven by transient incompressible fluid flows. Mechanical and hydrodynamical friction forces, inertia 
effects of both pig and fluid, operational characteristics of equipment installed in the line as well as othcr featurcs 
are properly taken into account. Numerical simulations carried out for a representative problem illustrate the 
model capability of describing some non-trivial peculiar behaviors related to pig motion. 

Keywords 
Pig Motion Modeling; Transient Regime: Incompressiblc Flow. 

I. INTRODUCTION 

Pipeline pigging operation has become a routinely procedure ofthe oil and gas companies 
in the past two decades and, nowadays, has been recognized as the most efficient way to 
perform maintenance and inspection of pipelines (O'Donoghue, 1993). ln spite of this, the 
majority ofthe available knowledge associated to pigging operation has been based upon field 
experience. It was in the early 90's, however, that research centers along with oil companies 
started special research programs aiming to provide engineers and technical staff with more 
scientific information about this complex operation (Maribu et. a!., 1994). 

Finite element analysis and computational fluid dynamics techniques have been recently 
used to study the pig cups deformation and the fluid flow through the pig as well as other 
related questions, in order to advance the knowledge in the area (Gomes, 1994 and Azevedo 
et. a!., 1994). Although significant progress has been achieved, the majority of these studies 
has been carried out based upon the simplifying assumption of steady state fluid flow. 
However, due to its intrinsic features, fluid flow in pipelines is expected to be transient rather 
than permanent during the passage of pigs. 

As a first step to better understand the way pigs travei in pipelines, it is presented in this 
paper a simple one-dimensional mechanical model to predict pig motion under transient fluid 
flow conditions. Hydrodynamical and contact forces are taken into account in the model 
which considers the fluidas an incompressible medium. 

I 
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Numerical predictions based upon the proposed model are presented for a representative 
problem. The results obtained are shown to be qualitatively in good agreement with those 
reported in the literature what is considered an encouraging intennediate step in the way to 
enhance the model. 

2. MODELING 

Whatever its function is, the pig traveis in the pipeline driven by the fluid flow. So, the 
first step to properly model the pig motion is to describe the fluid flow. Fluid flow in pipelines 
is expected to be transient rather than pennanent during the passage of pigs. Nonhomogeneus 
deposition of debris along the Jine, condensate accumulation in gas !ines, geometric 
configuration of the line going up and downhill, two phase flows and operational features of 
equipments installed in the network are some typical factors responsible for the unsteady flow 
regime. 

Because the pipe diameter D is small when compared to the pipeline extension L, fluid 
flow is usually described by one-dimensional models. Since the sarne is true when the 
comparison is established between the pig dimensions and the pipe Jength, the pig can be 
understood as a "singularity" in the one-dimensional context. 

2.1 Fluid Flow Description 

Under the assumptions of incompressible fluid flow and rigid pipe walls, the balance of 
momentum for the fluid flow can be expressed as (Vianes Campo 1997): 

L dQ I L QIQI ,1 p 
--+-, ---+-=H -H 
Ag dt A- D 2g r o L 

(I) 

ln the above equation, the dependent variables Q and Llp stand for the fluid flow rate and 
the driving pressure (pressure difference across the pig) which are functions of the time t; the 
independent variable. Fluid friction of the steady-state regime is assumed to hold and is taken 
into account by the Darcy-Weisbach friction factor I which is considered constant. At the 
right-hand side of ( 1 ), H0 and Ht. represent the piezometric heads at the entrance and exit of 
the pipe, respectively. They characterize operational equipments (such as pumps, valves, 
reservoirs) installed at the extremities of the line and are usually expressed as generic 
functions of the time and flow rate; i.e. H 0 =· H 0 (t,Q) and HL = HL (t,Q). The cross sectional 
area of fluid flow is denoted by A (A = nD2 /4) and the gravitational acceleration is represented 

by g. The specific weight of the fluid is r= pg, in which p is the fluid mass density ( constant). 

2.2 Pig Motion Equations 

By assuming that the pig mass remains constant as it traveis in the line (it is equivalent to 
consider that the debris accumulation ahead of the pig and the wear of the pig does not alter 
significantly its initial mass M) , the balance of linear momentum for the pig can be written as: 

dV 
M dtP = ,1 pA- FM- FH- Mgsin8 (2) 

2 



MODELING OF PIG MOTION UNDER TRANSIENT FLUID FLOW 

The forces acting on the pig are due to the pressure difference across the pig, its own 
weight ( e =8(X) E [ -n/2; n/2] is the angle between the pipeline centerline and the horizontal) 
and the contact friction forces of mechanical (FM) and hydrodynamical (F H) natures. The pig 
displacement and velocity are designated by X and VP, respectively which depend on time t. 

Before presenting simple expressions for the friction forces, it is worthwhile to introduce 
the concepts of the contact ratio and the effective gap. 

2.2.1 Contact Ratio and Effective Gap 

It is well known that the pigs may possess different geometric configurations according to 
the functions they perform (Gomes and Lino, 1995). From the modeling viewpoint, however, 
the idealized pig is ever seen as a cylindrical body of radius rp (L1r = rp - D/2 >0, L1r is the 
oversize) and of equivalent length Lc. After the pig has been set into the pipe, both 
hydrodynamical and mechanical friction forces act on the lateral interface pig/pipe which has 
a nominal contact area Ac given by: · 

Ac = n DLc 

At any time instant, the nominal contact area must be equal to: 

Ac = Att + AH 

where AM and AH stand for the mechanical and hydrodynamical contact arcas. 
By introducing the definition of contact ratio a ( a E [ 0.1] ) 

A\1 
a= A 

c 

one can write: 

A 11 =a Ac and A11 =(1-a)Ac 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

The parameter a is a measure of the contact efficiency between the pig and pipewall 
interface and plays a crucial role in describing the couple action of mechanical and 
hydrodynamical forces. The upper (a = 1) and lower (a = 0) bounds represent ideal physical 
situations in which there exists a fully contact of either mechanical or hydrodynamical nature. 

Experimental evidence reported by O' Donoghue (1993) suggest that a is great under 
statics condition and tends to decrease as the pig velocity increases. Based on it, we assume, 
as a first approximation, that the contact ratio law, a. depends exclusively on the pig velocity, 
according to the following expression : 

í 
a = ~ a 

0 
- (a o -a min )[_t_l_ J;_ 

l 
v-· p 

amin 

if jv"j::; V/"x 
(7) 

otherwise 
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in which ao , amin , À , and V/wx are constant parameters related to the pig and pipewall. These 
parameters must be identified from experimental tests. 

Even when operating with large oversizes or when the purpose is sealing, the pigs do not 
prevent the leakage of fluid through the pig/pipewall interface. Surface roughness and other 
kind of imperfections are the most important factors responsible for leakage. Such an 
evidence, shows that a scarcely assumes values close to one. 

To incorporate this kind of by-pass flow in a one-dimensional modeling in which the pig 
is considered a "singularity", the concept of effective gap is taken into account (Azevedo et. 
a!., 1996). By definition, the effective gap 8 is a geometric parameter which represents the 
mean distance between the pipewall and pig surface, along the equivalent length Lc. For the 
sake of simplicity, it is further assumed that 8 is a constant for each pig/pipe system such that 
8<<D. 

2.2.2 Hydrodynamical Friction Force 

To derive a simple expression for the hydrodynamical friction force acting on the 
pig/pipewall interface, the following assumptions are considered. The fluid flow through the 
effective gap is supposed to be confined between two parallel plates, fully developed, laminar, 
incompressible, Newtonian and permanent. Under these assumptions, an approximate 
expression for the shear stress acting on the pig surface can be obtained. After multiplying the 
shear stress by the hydrodynamical contact area, it is obtained the desired approximation 
account (Azevedo et. a!., 1996). 

(8) 

where J.1 stands for the dynamic viscosity ofthe fluid. 

2.2.3 Mechanical Friction Force 

The mechanical friction force acting on the pig/pipewall interface is described by the 
Coulomb law. So, the maximum value assumed by this force, F11 occurs when there exists 
relative motion between the surfaces or at the onset of motion. Furthermore, this force is equal 
to: 

FH =ryN (9) 

where 17 is the friction coefficient (which is assumed to be the sarne under statics and 
dynamics conditions) and N represents the contact normal force between the pig and pipewall. 
If pc denotes the contact radial pressure at this surface, the contact force is readily written as 

N =a 7r DLc Pc (I O) 

To determine the contact radial pressure, the theory of Infinitesimal Elasticity is applied 
to the idealized pig which is supposed to be an isotropic homogeneous medium. 

When this analysis is carried out, along with appropriate assumptions, the following 
expression is obtained (Gomes, 1994): 

4 
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Et1 r+ v j.1 pjrP 

Pc = (1- v)r" 
(11) 

where E and v are the Young modulus and Poisson's ratio, respectively. 
Since the real pig geometry is in general very different from the idealized pig, equations 

(9-11) do not provide a reasonable approximation for the contact force, as it would be 
expected. Such a result is corroborated by experimental tests and analytical analyses based on 

finite element simulations (O'Donoghue, 1993; Gomes, 1994; Gomes et. a!., 1995). 

To overcome such a difficulty, it is introduced a modified Young modulus E*, to account 
for the overall stiffness of the real pig. Since direct calculations involving pig stiffness may 

become a very complex task, E* is indirectly associated to the criticai driving pressure t1pc,. -
the pressure difference across the pig at the onset of its motion. The criticai driving pressure is 
a characteristic feature of each type of pig and can be determinated by experimental and/or 

analytical works. Estimated values of t1pc,. can be found in the specialized literature according 

to the pig type and pipe diameter (Gomes, 1994; Gomes et. a!., 1995). 

For a given t1pc,., E* is obtained from equation (2) by considering the onset of motion : 

l
i D (1- v)- 4a 0 Lc ryv+2 (1- v)(l-a 0 )8 Jl 

E*= t1 p r 
crp 4 L A a 0 c 17 Ll r 

Based on (I 0-12), equation (9) can finally be written as: 

I ,1 r E * + v I t1 Pi r" lj 
F. = a Tr D L c 17l ( J- v) r y p 

( 12) 

(I 3) 

dV 
By considering the different possibilities ( VP :;t: O, VP = O with --" "'-O and VP = O with 

dt 
dV 
--" = O) , the mechanical friction force can be summarized as (Vianes Campo, 1997): 

dt 

r sgn(vp )r~, 
F 11 = ~ sgn( t1 pA- FH- Mgsin() )Fw 

l t1 pA- FH- Mgsin() 

( 14) 

if v" "'o 
if vp =o and F\1::; jt1pA- FH- Mgsin8 i· 
if V" = O and F\1 > j.1 pA - F11 - Mgsin8 I 

ln the above equation, sgn (x) represents the function x/lxl for x :;t: O. 

2.2.4 By pass Flow Rate 

The by pass flow rate Q hp is the total flow rate crossing the pig through the effective gap 
(Qg) and through its body (Qh) , so that : 

º"" = ºg + º" (15) 
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The tlow rate through the gap is analytically estimated by employing the sarne 
assumptions adopted in the derivation of the hydrodynamica1 force. lt can be shown that the 
tlow rate Qg through 8 is given by (Azevedo et. a!., 1996) : 

( 16) 

Flow rate through the pig's body depends on the type and geometry of the pig considered. 
Here, for the sake of simplicity, it will be assumed that this kind of tlow rate is due to the 
presence of n equal holes distributed in the pig body. Moreover, tluid tlow across one hoJe do 
not interfer on the others, such that, under appropriate conditions of fully-deve1oped, 
permanent, incompressible tluid tlow, Qh is given by : 

(17) 

where d is the hoJe diameter, I is its axial length, k the local head loss coefficient of the hole 
and .fh the friction factor, ali of them assumed to be constant. 

2.2.5 Compatibility Equation for Fluid and Pig Motions 

Since pig motion is essentially driven by tluid tlow, there must be a kinematical 
relationship between the pig velocity and the tlow rate Q through the pipe. The desired 
relation is readily obtained by applying the conservation law of mass for the tluid over an 
arbitrary control volume moving with the pig velocity. Under the assumptions of 
incompressible tluid tlow, rigid pipewalls , and using the definition of bypass tlow rate one 
gets: 

( 18) 

3. GOVERNING EQUATIONS ANO NUMERICAL PROCEDURE 

Equations ( 1 ), (2) and ( 18), along with the associated fonns of the friction forces and by­
pass tlow rates, fonn the goveming equations of the model which can be written as: 

dV - ( ) dt = f _y , f1p with v( r= O)= v J • li (19) 

subjected to 

(20) 

where .Y = (Q, VI' x) T and 
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Ir H~Jr.Q)-HJt.Q)---y-7 D 2g 
rAg[ !Jp f LQ!Q!J 

j ~ j ~(L!. pA- F.,- F,- Mgsin8 (X)) 

IV l p 

Equations (19) + (20) form an initial-value problem for a non-linear system of ordinary 
differential equations which is subjected to the (non-linear) constraint condition (20). 

To construct a numerical solution to problem (19) + (20) from time t" to time t+ 1 = t" + 
!Jt the fourth-order Runge-Kutta method was employed together with a numerical procedure 
for seeking the root of F(, !Jp) = F: R ---+ R. Typical time-steps used for the simulation 
presented in the next section are of the arder of I o-4 s. 

4. NUMERICAL EXAMPLE 

To illustrate the capability of the model in predicting non-trivial behaviors of the pig 
dynamics, a representative example was chosen to characterize its transient regime. For this 
purpose, we considera cleaning pig (which has already been launched into the pipe) at rest in 
a water-filled pipeline having a inside diameter of 4" (I O 1.6 mm). Atone end of the pipeline it 
is located a constant head reservoir where the pig is to be sent to (Hdt.QJ = HL = constant). 

At the other pipe extremity, there exists a centrifugai pump running at constant speed, 
with a valve (initially closed) positioned at its discharge, whose characteristic curve is 
described by Hn (t,Q) = Hw (1-Q!Qmax / in which H10 is the shut-off head. The pig is 
positioned close to the valve which is opened from t = O. 
To highlight the crucial role of the contact ratio in the dynamical pig motion behavior, two 
simulations were carried out by considering that a is given by equation (7) and a = a 0 

constant. The other pig and 1ine parameters used in the simulation are: L= 500 m,f= 0.03, 
HL = I O m.w.c ., M = 4 kg, rp = 21,1,;" (57.15 mm), Lc = 2" (50.8 mm), ao= 0.9, a 111 ;11 = 0.5, À = 
0.25, Vp 111ax = 2 m/s, 8 = 0.1 mm , v= 0.42, 17 = 0.48, f..pa = 6.85 bar, d = I O mm, n = 2, k = 
3.0,.fi, = 0.0 15 , l = 1" (25.4 mm). 

f'>P (bar) 
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Fig. 1 : Driving Pressure and Contact Ratio as functions of the time for two types of contact ratio law :a 
=ao= constant (blue line) and a given by eq. (7) (red line). 
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Fig.2 : Flow rate and Pig velocity as functions of the time for two types of contact ratio law :a = a~ -=.-· 
constant (blue line) anda given by eq. (7) (red line). 
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' 
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Fig.3 : By pass flow rate and Pig's displacement as functions of the time for two types--ofcontact raiio 
law: a= a 0 = constant (blue line) anda given by eq. (7) (red line). 

The numerical predictions of the model are depicted in Fig. I to Fig. 3 which show, 
respectively, the time histories for two types of contact ratio (a = a 0 = constant and a given 
by eq. (7)) of the driving pressure and contact ratio, flow rate and pig velocity, and by pass 
flow rate and pig displacement. 

Quite different behaviors for ali of these variables can be observed in these figures. lt is 
important to remark that the responses with a contact ratio law given by eq. (7) (red line) 
present an overall qualitative behavior which is in good agreement with that reported in the 
literature (O'Donoghue, 1993; Webb, 1979; .Gomes et. a!., 1995). ln particular, it should be 
noticed the relaxation behavior of the driving pressure rendering a restart ~p greater than that 
required to sustain the pig motion. 

5. CONCLUDING REMARKS 

A very simple mechanical model has been presented in this paper to describe the pig 
motion under transient regimes. The model, which also has the advantage of being easily 
implemented numerically, incorporate directly or indirectly the most important features 
related to the real problem such as the pig stiffness, the pig pipe contact area, friction forces 
and operational equipments installed at the line. The predictions of the model seems to be in 
very good qualitative agreement with the behavior reported in the literature. Such a result is 
seen as an encouragement for further analytical and experimental studies towards the 

improvement ofthe modelling. 

8 



MODELING OF PIG MOTION UNDER TRANSIENT FLUID FLOW 

6. ACKNOWLEDGMENTS 

The partia! financial supports provided by F APERJ proc. no. 261150.548/95 through the 
scientific initiation scholarship granted to Eijiro Vianes Campo and by CNPq proc. no. 
301.323/94.1 are gratefully acknowledged. 

The technical support provided by Eng. Marcelino G. M. F. Gomes from CENPES I 
PETROBRAS is also kindly acknowledged. 

7. REFERENCES 

AZEVEDO, L. F. A., BRAGA, A. M. B., NIECKELE, A. 0., NACCACHE, M. F., & GOMES, M. G. 
F. M. Simple Hydrodynamic Models for the Prediction of Pig Motions in Pipelines, Research 
Report, Department ofMechanical Engineering, PUC-Rio, I 994. 

AZEVEDO, L. F. A., BRAGA, A. M. B. & GOMES, M .. G. F. M. Study of Pig Motions in 
Pipelines, Proceedings ofthe 61

h Brazilian Congress ofE"ngineering and Thermal Sciences & 
6'11 Latin American Congress of Heat and Mass Transfer, pp.l423- I 428, Florianópolis, Brazil, 
I996. 

GOMES, M. G. F. M. Análise de Copos de Pigs pelo Método dos Elementos Finitos. M. Se. 
Thesis. Universidade Federal do Rio de Janeiro, 1994. 

GOMES, M. G. F. M., PEREIRA, F. & LINO, A. C. Manual de Utilização de Pig. PETROBRAS 
Research & Development Center (CENPES), 1995. 

MARIBU, J., F ALCK, C. & CLENSHAW, R. The Zeepipe Experience : Pigging 814 km of Subsea 
Gas Pipeline in the North Sea. Pipes and Pipe/ines lnternational, Jul.-Aug., pp.16-22, I 994. 

O'DONOGHUE, A. Characteristics and Performance of Conventional C1eaning Pigs. Pipes and 
Pipe/ines International, vol. 38, pp.17-21, 1993. 

YIANES CAMPO E. AnaZvsis of Pig Motion in Fluid Transmission Lines (in Portuguese). 
Undergraduate Final Project. Universidade Federal Fluminense, Niterói, 1997. 

WEBB, B. C. The Art of Pigging. Pipeline and Gas Journal. Feb., pp. 25-29, 1979. 

9 



XIV Brazilian Congress of Mechanical Engineering 
Obeid Plaza Hotel Convention Center- Bauru - SP/Brazil 

December OS-12th 1997 

PAPER CODE: COB851 

REPRESENTAÇÃO DA INTERAÇÃO ENTRE ELEMENTOS 
FLEXÍVEIS E RÍGIDOS NO PROBLEMA DA DINÂMICA DE 

ROTORES I REPRESENTATION OF THE INTERACTION BETWEEN FLEXIBLE 
AND RIGID ELEMENTS lN THE ROTOR DYNAMIC PROBLEM 

FERNANDO RIBEIRO DA SILVA & CARLOS FREDERICO PACHECO FURTADO 

Departamento de Engenharia Mecânica e de Materiais - Instituto Militar de Engenharia 
CEP 22290-270 Rio de Janeiro, Brasil- E-Mail: d4fernan@epq.ime.eb.br 

Abstract 
The rotor dynamics problems have been developed using the classical methodologies of the structural analysis 
(the Finite Element Method) with the procedures of the rigid body dynamic. ln this work we use an altemative 
procedure with the generalized technique of Bond Graphs, presenting advantages like modularity and facility to 
obtain the mathematical model of the global system. W e present some results for a typical problem of the rotor 
dynamics. 

I. INTRODUÇÃO 

Keywords 
Rotor dynamics, Dynamic Systems, Bond Graphs 

Dinâmica de Rotor, Sistemas Dinâmicos, Grafos de Ligação 

O problema clássico da dinâmica de rotares consiste basicamente na representação de 
elementos considerados rígidos (polias, engrenagens, discos, etc.) acoplados a um eixo 
flexível, em cujos apoios podem também ser considerados os elementos armazenadores e 
dissipadores de energia, dependendo da sofisticação do modelo. 

A consideração de efeitos torcionajs· e/ou axiais é também dependente do rigor com 
que se modela o eixo flexível. Baseados nestes modelos, pode-se caracterizar efeitos como 
ressonâncias axiais e torcionais, além das classicamente obtidas pelo efeito de flexão. 

No modelo matemático clássico os efeitos inerciais dos elementos solidários ao eixo 
são representados pelas equações de Newton-Euler, a estrutura do eixo é modelada pelo 
método dos Elementos Finitos e os efeitos de flexibilidade de mancais são incorporados ao 
modelo estrutural do eixo. A manipulação matemática das equações de movimento de corpo 
rígido com as equações da dinâmica estrutural fornecem finalmente um modelo matemático 
global que permite a simulação do comportamento do sistema. 
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Neste trabalho mostra-se que a utilização da técnica generalizada dos Grafos de 
Ligação conduz ao modelo matemático do sistema global através do acoplamento dos 
modelos estruturais e da dinâmica de corpo rígido, tomando o equacionamento totalmente 
modular e computacional. Esta metodologia permite uma melhor- caracterização das trocas de 
energias (fluxo de potência) entre os movimentos de corpo rígido e de flexibilidade do eixo. 
(Kamnop et ai., 1990) 

Serão apresentados também os resultados de simulação obtidos para um sistema típico 
da dinâmica de rotores, salientando-se as vantagens da metodologia utilizada em relação aos 
procedimentos clássicos. As frequências críticas, dependentes da rotação do eixo, serão 
obtidas utilizando-se o diagrama de Campbell. Algumas simulações são realizadas no sentido 
de caracterizar os fenômenos de ressonância e batimento do eixo. 

2. PROCEDIMENTOS DE MODELAGEM 

O equacionamento do modelo físico, considerando o acoplamento entre os efeitos de 
flexibilidade do eixo e a dinâmica de corpo rígido dos elementos a ele solidários, será obtido 
pelos modelos matemáticos isolados de cada fenômeno. Assim, seja um eixo girante sujeito a 
uma solicitação produzida pelos desbalanceamentos inerciais de um disco fixo em uma de 
suas extremidades, conforme ilustrado na Figura 1. O acoplamento entre os modelos flexíveis 
e rígidos será feito a partir dos graus de liberdade comuns na posição do eixo, isto é, os graus 
de liberdade decorrentes de solicitações axiais, torcionais e de flexão em dois planos comuns 
para o eixo e para o disco rígido. 

• 
u2 

w3 

w 

_ ,_ P-__ w1 -- u l 

u3 

Figura 1 - Modelo Físico. 

Utilizando-se a técnica dos Grafos de Ligação pode-se obter os modelos matemáticos 
de cada subsistema (flexível e rígido) e em seguida acoplá-los através das variáveis de 
potência referidas ao fluxo de energia entre os graus de liberdade comuns. 

Assim, a Figura 2 mostra o grafo multiligação referido a uma estrutura genérica onde 
os campos inerciais, resistivos e capacitivos estão intimamente relacionados às matrizes 
clássicas de massa, amortecimento e rigidez dos elementos finitos conforme apresentado por 
Da Silva e Speranza Neto ( 1993). Deste grafo destacam-se as junções 1 que representam os 
graus de liberdade referidos à discretização do sistema estrutural e que podem se apresentar 
em 4 situações distintas: graus de liberdade internos, com forçamentos (Se), com prescrição de 
fluxos (Sr) e interagindo com outros subsistemas. Estes últimos estão representados na 
multiligação nº 15 da Figura 2 e possibilitarão, posteriormente, o cálculo da potência de 
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interação entre os subsistemas, isto é, o efeito de carga entre a dinâmica de corpo rígido e de 
corpo flexível. 

I suBSI STEMA I 

Figura 2 - Grafo multiligação generalizado de uma estrutura. 

A Figura 3 mostra o Grafo de Ligação referido à dinâmica de corpo rígido, isto é, um 
grafo em ligações simples que representa as equações de Newton-Euler (Karnnop et al. , 
1990). Deste grafo destacam-se as junções 1 referidas aos graus de liberdade do sistema que 
serão acoplados à dinâmica da estrutura (eixo), os multi giradores (MGY) representando os 
efeitos de acoplamento giroscópicos inerentes à dinâmica de corpo rígido e o campo inerciai I, 
representativo do tensor de inércia do corpo rígido. 

1 w 

Figura 3 - Grafo de ligação de corpo rígido. 

O acoplamento destes dois grafos é feito diretamente pelos graus de liberdade comuns 
gerando um grafo único representativo da dinâmica de todo o sistema. Deste grafo global 
pode-se obter o modelo de estado do sistema em função de suas variáveis de energia. Deste 
acoplamento pode-se destacar um importante aspecto que é a inversão da causalidade referida 
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aos elementos inerciais do grafo da Figura 3. Esta característica está diretamente associada ao 
fenômeno fisico, pois ao acoplar-se os dois grafos algumas inércias da estrutura estarão 
relacionadas aos mesmos graus de liberdade de corpo rígtdo, criando-se assim, uma 
dependência entre seus movimentos. 

3. EQUACIONAMENTO 

Considerou-se a título de exemplo do procedimento acima descrito, o modelo de um 
eixo modelado por elemento qe viga com flexão em dois planos perpendiculares, incluindo-se 
os efeitos das dinâmicas axial e torcional. O grafo multiligação do sistema global, mostrado 
na Figura 4, é obtido dos grafos das Figuras 2 e 3, onde admitiu-se as seguintes hipóteses e 
considerações 

Is K 

L lj 
~ 

Ir~ 1 ~EJS 

1T 
6 

I 

Se 

Figura 4 - Grafo de Multiligação do modelo de rotor apresentado na Figura 1. 

1) Foram desprezados os efeitos dissipativos na estrutura, o campo resistivo (R) é nulo; 
2) Todos os graus de liberdade estão associados à interação entre estrutura e corpo rígido, em 

consequência, não aparecem os graus de liberdade internos; 
3) Não há fluxo prescrito no modelo (St=O); 
4) O único forçamento sobre o sistema é proveniente dos desbalanceamentos do disco rígido; 
5) O grafo referido à dinâmica de corpo rígido (Figura 3) é representado na forma de 

multiligações conforme proposto por De Moraes ( 1992). Nesta representação EJS é a 
Estrutura de Junção de Euler, que caracteriza os efeitos giroscópicos. 

A partir das considerações acima pode-se obter sistematicamente pelo procedimento 
da técnica o modelo de estado representativo do sistema. 

onde 

• ( -1 )-1 ( -1 )-1 -1 ( -1 )-1 P =-1 · 1 ·I ·K ·q-1·1 ·I ·G · I · p+l·l · I ·e I R s d 2 R ., d ·' I R s d 6 . ri q2 = s · P1 

Is - matriz de massa estrutural 
e; - esforço generalizado 
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Pi - quantidade de movimento das inércias 
qi - deslocamentos generalizados 
K- matriz de rigidez 
IR- matriz de massas concentradas (corpo rígido) 
Id - matriz identidade 
G- matriz de efeitos giroscópicos 

A matriz G com os efeitos giroscópicos pode ser definida por 

o r e i - r e3 o o o 
-rei r e2 o o o 

r e3 - re2 o o o o 
G= o o o o rnl - rn3 

o o o -rnl o rn2 

o o o rn3 - rn2 o 

onde 
• 

rei = 13. W3 rnl = m·u 3 

• 
rt!2 = 11. WJ rn2 = m. UI 

re3 = 1 2 · w2 rn3 = m · U2 

são os módulos dos multigiradores da Figura 3, Ji são as inércias rotativas principais do disco, 
m é a massa do disco, ui são os deslocamentos lineares do disco e wi são os deslocamentos 
angulares do disco. 

4. ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Desprezando-se os efeitos giroscópicos de menor significância, isto é, os efeitos 
relacionados ao giro do referencial móvel solidário ao eixo em relação a um referencial 
inerciai, pode-se a partir do modelo matemático da Equação 1 determinar não apenas o 
comportamento do sistema no domínio do tempo, mas também suas propriedades intrínsecas, 
expressas através do diagrama de Campbell. 

Determinando-se a matriz de estado do sistema pode-se levantar o perfil de suas 
frequências naturais em relação à rotação de entrada. A Figura 5 mostra o diagrama de 
Campbell do modelo de onde pode-se determinar as rotações críticas relacionadas na Tabela I 
com os respectivos fenômenos associados. 

Para os resultados abaixo apresentados utilizou-se os seguintes dados para o modelo: 

Para o eixo 
Compr. : 0,5m, Diâm.: 0,02m 
Módulo de elasticidade: 21 OGPa 
Massa esp.: 7860 kJ!m3 

Para o disco rígido 
Diâmetro: 0,4 m 
Espessura: 0,03m 
Massa esp.: 7860 kg/m3 

5 

Desbalancearnento 
Excentricidade: 0,0517 cm 
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Tabela 1 -Velocidades críticas do sistema. 

VELOCIDADES CRÍTICAS- rpm (Hz) EFEITO 
I ~ 

2~ 

3ó 
4~ 

5~ 

6~ 

284,08 (4,73) I FLEXÃO 

322,34 (5 ,37) I FLEXÃO 

624,85 (I 0,41) i TORÇÃO 

I 096,89 ( 18,28) i FLEXÃO 

2081,94 (34, 70) i FLEXÃO I 

23 .171 ,88 (386,20) i AXIAL 

40r-----~----~----~------r---~ 
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o~----~----~------~----~----~ o 500 1 000 1500 2000 2500 

rotação (rpm) 

Figura 5 - Diagrama de Campbell. 
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Para caracterizar os deslocamentos do disco e consequentemente da extremidade do 
eixo, a Figura 6 apresenta esta resposta para o grau de liberdade u2 (Vide Figura 1 ). 

6 
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Figura 6 - Deslocamento u2 para uma rotação do eixo de 191 rpm . 
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Após a construção do diagrama de Campbell e identificadas as rotações cnttcas 
relacionadas na Tabela 1, procurou-se obter a resposta temporal do sistema para rotações 
próximas às críticas. Este resultado pode ser observado na Figura 7 onde o fenômeno do 
batimento é facilmente identificado para o grau de liberdade de flexão u2. 

Procurando-se caracterizar o fenômeno da ressonância a Figura 8 mostra o resultado 
para os graus de liberdade u2 e u3 para um forçamento harmônico com frequência igual a 
284,08 rpm , isto é, para uma excitação referente à primeira frequência natural do sistema. 

X 10
3 

3~--~~----~------~----· 

2 

I~ 
li 

-3L-----~----~------~~--~ 
o 2 3 4 

tempo (seg) 

Figura 7 - Batimento referido ao grau de 
liberdade u2 para uma rotação de 
258 rpm. 
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Figura 8 - Ressonância em 284,08 rpm 

A Figura 9 mostra o fenômeno do batimento ocorrendo nos dois graus de liberdade u2 

e u3, representando a trajetória do centro do disco no plano perpendicular ao eixo e a Figura 
1 O mostra a ressonância caracterizada pelo crescente aumento dos graus de liberdade u2 e u3. 

deslocamento u2 (m) -4 o 
tempo (seg) 

Figura 9- Batimento em u2 e u3 com 258 
rpm. 
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Figura 1 O - Ressonância em u2 e U3 com 
284,08 rpm. 
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5. DISCUSSÕES FINAIS 

O procedimento de modelagem aqui apresentado conduz de forma totalmente 
operacional ao modelo matemático que, no caso dos exemplos aqui discutidos fornecem 
resultados coincidentes com os obtidos pelas metodologias clássicas. 

A técnica dos Grafos de Ligação toma-se atrativa para modelagem dos problemas da 
dinâmica de rotores na medida em que sofistica-se o modelo físico, introduzindo-se elementos 
que melhor caracterizem o sistema. Assim, efeitos como flexibilidade de mancais, sistemas de 
mancais ativos acoplados ao eixo, amortecimento estrutural, etc., podem facilmente 
incorporar o grafo do sistema global na forma de subsistemas acoplados. Estas análises estão 
sendo implementadas no programa de uso geral MA TLAB (1994) tendo em vista suas 
facilidades operacionais e ao fato de problemas desta natureza não exigirem a manipulação de 
uma grande massa de dados. 

Além das informações do comportamento global do sistema, pode-se analisar os 
efeitos de interações energéticas entre os subsistemas çomponentes, caracterizando os efeitos 
de carga entre as várias partes do sistema. No caso do exemplo citado , pode-se avaliar 
facilmente a potência associada à multiligação 3 da Figura 4, que indicará como a energia se 
alterna entre potencial elástica e cinética. 
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Abstract 
This paper describes a data structure for representing objects in the B-rep form. The data structurc is loop 
centred, rather then edge centred. Its highlight is the achieved reduction in storage cost when compared with 
current enhanced edge-based implementations and yet being able to represent non-polyhedral objects efficiently. 
Since the edges in a loop are cxplicitly stored, face traversals are relatively straight-forward. The loop based data 
structure can also represent 2D wireframe based objects. This data structure has been used as the heart of TTM 
(Techtum Techmill Modeller) which is an academic solid modeller developed for two very large technologically 
oriented CAPP systems already published in the literature. 
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1. INTRODUCTION 

The importance of a data structure to a geometric modelling system cannot be 
underestimated. ln fact, the data structure is the heart of any geometric modelling system 
[Requicha(l980)]. ln the field of geometric modelling, the boundary representation (B-Rep) 
method is accepted as being a complete qnd unambiguous way of storing the formative 
information of solids. In this approach a solid is basically defined as an arrangement of faces 
bounding its volume. The faces are bounded by externa! and internal groups of edges and 
vertices. Each group of connected edges represents a loop, a geometric entity introduced by 
Braid [Braid et al( 1980)). 

Geometric models can be subdivided into three types: manifold, nonmanifold and 
intermediate models (partial and degenerated models). This paper deals with the data structure 
for the first model type, but the reader can refer to Stroud [Stroud(l994)] for a complete 
discussion on the other two types. ln manifold models, each edge is shared by two faces only. 
Nonmanifold representations, on the other hand, use a so-called "radial edge" structure 
[Stroud(l994), Weiler(1986a), Weiler(1986b)] which allows several faces to share the sarne 
edge. Currently, the ACIS modeller [ACIS( 1992)] provides perhaps the world's most popular 
object-oriented data structure in this category. Finally, intermediate representations permit a 
part of an object to be manifold and the other part to be nonmanifold. 
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Severa! research groups working independently at the univeFsities of Cambridge(UK) 
[Braid et al( 1980)], Camegie-Mellon(USA)[Eastman et al(l975), Eastman et al(l979)], and 
at Helsink University of Technology[Mantyla et al(l982), Mantyla(l988)] , have already used 
loops as auxiliary entities in their respective solid modelling systems: Build-1 /Build-2, 
BDS/Glide and GWB. However the data structure in ali these systems is a modification of the 
well-known Baumgart's winged-edge data structure[Baumgart(l975)]. 

All these systems have also enhanced the winged-edge data structure to allow 
disconnected graphs (i.e. a hole on a face and multiple-shell objects) by making additions to 
their supporting structures [Braid et al(l980), Weiler(l985), Mantyla(l988)]. It is important to 
mention that many ofthe earlier data structures did not explicitly depict a hoJe in a face, rather 
a virtual edge was used to link the inner to the outer loop[Eastman et al(l975) , 
Baumgart(l975)]. 

According to Weiler[Weiler(l985)], in general graph based and solid-boundary 
representational techniques can support both planar- and nonplanar-faced objects. This 
argument is based upon the fact that topologically this is not important. However certain 
important conditions such as self-loops on cylindrical faces need special attention. For 
instance, an edge of a self-loop has no next or previous edge in both clockwise and 
counterclokwise directions as required by winged-edge based structures. Furthermore, 
according to [Baer et al(l979)], many systems approximate a curved surface to an arbitrary 
precision using a number of planar faces . This is usually achieved by applying the so called 
Jofting mechanism. 

This paper suggests a more efficient data structure for supporting boundary representation 
of rigid solids. The loop-based data structure is, as the name suggests, loop centred, rather 
than edge centred. It consists of a very concise object-oriented data structure which 
diminishes the redundancy found in current implementations. Although, the storage is 
significantly reduced when compared with enhanced edge-based implementations, no 
modification is necessary if disconnected graphs and curved surfaces, of any type, are 
required. The reduction in redundancy does not affect the easy access and query of the 
information stored. The data structure presented here overcomes many disadvantages of 
contemporary edge-based structures. 

2. REVIEW OF EDGE-BASED-STRUCTURES 

Any manifold boundary-representation structure obeys Mobius orientation law which 
states that edges shared by two faces are bi-directional entities. This also implies that in 
addition bounding faces, edges have the topological function of linking adjacent faces. 
Because ali manifold-based data structures obey Mobius law, the important differences 
between them are measured by: the degree of difficulty found during a face traversal ; the 
leveis of symbolic abstraction( e.g. sketches, solids etc.) and entity types( curved surfaces, 
splines, etc.) supported; the complexity of its arrangements and finally by the amount of 
redundant information stored. 

Severa! manifold edge-based data structures have been developed in the past 
[Baumgart(l975)], [Woo et al(l984)], [Kalay(l989)]. Amongst them, Baumgart's winged­
edge and Eastman ' s split-edge data structure are the two most widely accepted [Kalay(l989)]. 
However, Woo's SDF (Symmetric Data Structure) has been proved to have the lowest storage 
and time complexity of ali the edge-based structures [ Woo ( 1985)] . 
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Figure 1: Winged-edge Data 
Structure. 
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ln the winged-edge data structure, each edge record 
contains directional information of its preceding and 
succeeding neighbouring edges which lie on the two faces that 
share the edge (figure 1 ). Ou e to its concise representation, 
the winged-edge data structure provides good record 
accessing characteristics. But its drawback is the high cost 
induced during face traversal since the edge direction has to 
be constantly checked and determined during each traversal 
step. Moreover, it is difficult to represent non-polyhedral 
solids using this type of data structure. ln GPM 
[GPM(l984)], this difficulty is overcome by splitting a curved 
face into severa! faces (lofting mechanism). For examp1e, the 
curved face of a cylinder is split into three faces, each face 
subtending 1202 (figure. 2). As mentioned before, the lofting 
mechanism introduces severa] additional edges. 

The split-edge structure, as the name implies, splits an 
edge into two half-edges, one for each of the two adjacent faces 
(figure 3). The two half edges are in opposite directions and each 
half-edge has a pointer to its partner in order to maintain the 
adjacency information. This type of structure significantly 
improves the face traversal activity. However, this data structure 
has serious disadvantages. lt doubles the number of edge 
records. Similar to the winged-edge method, the split-edge 
method also encounters difficulty in representing non-polyhedral Figure 2: Additional Edges. 
solids. Furthermore, this data structure creates a half-edge which 
is redundant. 

Because the directionality and adjacency requirements for an edge in a solid are different 
from those for an edge in a wireframe, Kalay [Ka1ay( 1989)] proposed a hybrid-edge data 

/succ 

o 

Face 

o 

/ ~red 

Figure 3: Split-edge Data 
Structure. 

structure. He claims that a data structure for geometric 
modelling should be able to represent other leveis of 
abstraction. For instance, it is common practice to sketch a 20 
profile and then do a rotational sweep to generate a 30 tumed 
component. ln this particular case, the edges of the 20 profile 
do not have any adjacency requirements . ln addition , 
orientation information is not necessary since no surtàce is 
present. 

The main idea of the hybrid-edge data structure is to 
separate the orientation role of an edge (orientation of the half 
edges) from the edge's topological adjacency function. lt 
combines the principie of the winged-edge and split-edge 
method and inherits the advantages of both data structures. ln 
addition, the hybrid-edge data structure is capable of 
representing 20 shapes. Figure 4 shows the data structure 
symbolically. Each rectangular symbol represents a record in 

the structure. As indicated in the figure, the hybrid-edge data structure contains 3 records to 
represent each edge: 2 segment records (split-edge method) and 1 edge record (winged-edge 
method). The two segment records correspond to the half-edges of the split-edge data 
structure but have no pointer to each other. The edge record is responsible for the adjacency 
information. 20 profiles can then b.e represented by segments without edges records . 
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carrying the sarne directional information. 
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Although this method inherits the important 
qualities of the winged-edge and split-edge 
methods, it also inherits some of their 
disadvantages . As far as solids are concemed, 
the split-edge method results in each edge being 
stored twice whereas the hybrid edge method 
results in three records for each edge. 
Obviously, redundant information is stored. 
Another drawback of this method is the 
difficulty of representing non-polyhedral 
objects. Furthermore, because it allows the 
creation of dangling faces, the user might 
generate ill-formed solids by unconsciously 
stitching faces having two segments record 

E i 
Finally, the SDF structure proposed by Woo 

[Woo et ai( 1984)] is shown in figure 5. This is a very 
well designed data structure. It is faster than the 
winged edge, yet cost less in storage [Woo (1985)]. 
Actually, in its category, SDF is most efficient both in 
terms of storage and time complexity. As shown in V i Fi 
figure 5 the secret is that no edge-edge, vertex-vertex, Figure 5: Symmetric Data Structure 
face-face or vertex-face (in both ways) relationships [Woo(1984)] . 

are stored directly. However, if one traces ali the faces 
in this representation each edge will be double counted as well. Furthermore, SDF was 
designed to cover only polyhedral objects. 

According to this survey, researchers have, so far, laid emphasis on edge-based data 
structures. However, as mentioned earlier, they have severa! disadvantages. ln arder to 
overcome these disadvantages , a new approach is suggested; the structure in this method 
focuses on the loops in the object. 

3. LOOP-BASED DATA STRUCTURE 

3.1 Data Stored 

Figure 6a shows the proposed loop-based data structure in an edge-based like diagram 
style. The data structure is designed to support five topological entities: vertex (V), edge (E), 
loop(L ), face (F) and shell (S). Figure 6b illustrates the relationships among these fi v e entities 
which are explicitly stored in the data structure. Full !ines in this figure 6b denote the classical 
one-to-one relationship, while dashed !ines denote a less costly fractional relation among 
entities as described in [Woo (1985)]. For instance, the fractional relation between vertices 
and edges means that each vertex points to only one edge of the possible list of edges sharing 
the sarne vertex. Note, however, that loop-loop and face-face relationship are only recorded if 
it occurs within the sarne face and the sarne shell respectively. Below is a description of the 
topological records of the loop-based data structure. The geometrical records for edges and 
faces' surface equation being self-explanatory are omitted. 
Vertex Record 
Vi Xi Yi zj Evi (for i= I to nv, the number ofvertices) 

4 

I 
I 
~ 

i 
l 
! 

i 

I r 
l 



A LOOP-BASED DATA STRUCTURE FOR B-REP ... 

ln addition to the coordinate information (xi, Yi, Zi) for vertex Vi , this record stores a pointer to 
one ofthe edges (Evi) that this vertex is attached to. The reason for storing Evi is that it helps 
to determine from the edge and loop records all the other edges that meet at this vertex. 

Shell 

Edge2 ~ / EdgeJ 

Face2 

E ge l 

-· Vertexl O 

/~ 
Fdge5 Edge4 

a) The loop-based diagram 

b) Storcd relations in the loop-based data structure 

Figure 6: The loop-based data structure. 

Edge Record 
Ei EqejVsj Vej Lfoj Lsoj (for i= I tone, the 
number of edges) 
ln addition to the coefficients in the line 
equation (Eqei) for edge Ei, this record stores 
pointers to the start and end vertices as well as 
pointers to the first (Lfoi) and second (Lsoi) 
loops that this edge belongs to. The first loop is 
that in which the edge is traversed in the positive 
direction. 

Loop Record 
Li exi neli E[]i Lpi Lni Foj (for i=! to nl, 
the number of loops) 
This is the main record of the data structure. It 
specifies whether the loop (Li) is externa! , 
internal or unknown (to cover ambiguous cases 
such as those that occurs in spherical and 
toroidal surfaces) by assigning an appropriate 
value to exi. , the number of edges (neli) in the 
loop, the edges numbers being stored in array E. 
This record also stores the relationship between 
this loop and the other loops in the face ( owner 
face Foi) by using pointers. The 'previous loop' 
(Lpi) and 'next loop' (Lni) pointers point to the 
previous and next loops in the face. 
Face Record 

Fi Si fsi L fi Shoi (for i= I to nf, the number of faces) 
The information stored for a face (Fi)consists of an index (Si) to where the surface geometry is 
stored, a sense flag (fsi), a pointer to the first loop (Lfi) in the face and a pointer to the owner 
shell (Shoi). For polyhedral surfaces, aunit value of fsi indicates that the normal to the surface 
is pointing away from the material. · 

Shell Record 
Shj fconj nfshi F[]i (for i= I to nsh, the number of shells) 
For each shell(Shi), the information stored consists of a connectivity flag (fconi), the number 
of faces in the shell (nfshi) and the face numbers for each shell which are stored in array F. 
The connectivity flag is set to zero if this shell is separated from the other shells. On the other 
hand, a unit value indicates that the shell totally encloses, or is enclosed by, another shell, or 
the object consists of only one shell. 

3.2 Features of The Data Structure 

The important features of the proposed loop-based method are: 
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(i) As mentioned earlier,Eastman[Eastman et al( 1975)] relatt!d the internal boundary of a 
face to the externa! by severa! virtual edges so that they could utilise Baumgart's winged edge 
method to represent the shape topology of a face. However, this method becomes very 
inefficient when representing faces with severa! internal features. ln the loop-based structure 
suggested in this paper, no physical connection is made between the externa! and internal 
boundaries. 

(ii) The loop-based data structure explicitly stores a flag to indicate whether a loop is 
internal, externa! or unknown. There is also easy access to the other loops in the face with the 
help of pointers. The information whether a loop is externa!, internal or unknown is very 
helpful when detecting features such as depressions and protrusions. 

(iii) Other enhanced edge-based data structures introduce virtual edges to represent non­
polyhedral objects. With the suggested data structure, no virtual edges are required. Therefore, 
the suggested loop-based data structure provides a more "natural" method for describing non­
polyhedral object. 

(iv) ln contrast to the split-edge method, the loop-based method reduces the redundancies 
by storing only one record at the edge levei. This satisfies the conciseness requirement 
mentioned by Requicha [Requicha ( 1980) ] which implies that the representations supported 
are easy to create. 

(v) ln the case of the proposed loop-based method, the directional role of an edge 
(Mobius law) is handled by the loop record. The edges in the first loop can be stored in either 
clockwise or anticlockwise direction. The direction of the first loop dictates the order in 
which the edges in ali the other loops are stored. This method eliminates the complicated logic 
used in the winged-edge method for face traversal and the additional storage required by the 
split-edge method. 

(vi) The data structure is flexible enough to accommodate sketches and wireframe 
objects. For such objects, ali the information is at edge levei and there is no topological 
integrity. This is achieved by storing only the edge information i.e. no loop, surface, face and 
shell information is stored. 

(vii) ln the split-edge method, the edges in a loop are always traversed in the +ve 
direction and hence it is relatively straight-forward to determine the direction in which the 
material lies. With the loop-based method, it is equally straight-forward because of certain 
conventions adopted. The direction of the material is always given by the cross-product of the 
normal and the tangent ata point on an edge of a loop. The direction of the tangent is positive 
if the loop which is currently being considered appears as the first owner loop in the 
corresponding edge record. The normal to a surface always points away from the material. 

3.3 The Storage Cost and Time Complexity 

Woo [Woo 1985] defines and give the storage cost of the nine possible relations among 
entities in an edge-based data structure. The cost is given in terms of the total number of edges 
E in an object. The edge-edge relation has the most expensive cost which is 4E. This value 
arises from the fact that each edge stores 4 pointers to its winged-edges (both next and 
previous clockwise and counterclockwise). Any other relations costs 2E. However, only 3 
types of topological entities are supported by an edge-based structure: vertex edge and face. 

Unfortunately, the storage cost of loop-based data structure cannot be evaluated using the 
sarne approach. Firstly, because each edge is stored only once and has no pointers to the next 
or previous edge in any direction at ali. Secondly, as shown in figure 6b beyond the vertices, 
edges and faces the loop-based data structure stores loops and shells. Finally, because the 
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loop-based structure is designed to cover the domain of non-polyhedral objects. The well­
known Euler-Poincare equation cannot be used to help the storage cost calculation. 

Perhaps a comparison against the enhanced winged-edge versions would be more 
appropriate for the evaluation ofboth storage cost and time complexity of the loop-based data 
structure. As shown in figure 6b, likewise winged-edge based structure, the loop-based data 
structure stores severa! fractional relations: vertex-edge, face-loop and shell-loop. However, 
one clear advantage of the loop-based data structure over enhanced winged-edge structures is 
that edge-edge relations are cheaper. ln fact, this would be true even if the authors have 
decided to store the edge-edge relation explicitly. This low cost happens because, as 
mentioned before, the edges do not need to store information about their 4 neighbours edges 
( 4 winged-edges ). Each edge is stored only once and the edge-edge relation is indirectly 
retrieved via the 2 parent loops of each edge which certainly cost less than 4E. 

Unlikely the case of polyhedral-based data structures, it is difficult to estimate the exact 
storage cost of non-polyhedral representations. The reason is that the store cost also depends 
on the types of surfaces ' geometry supported by the data structure. For instance, while a 
complete cylindrical surface consists of at least 2 loops (i.e. if no boles are present) a planar 
surface has just I loop. A complete sphere is an extreme case, the surface has no loop at ali. 
However because severa! enhanced winged-edge structures represents curved surfaces by 
dividing them into severa! planar faces the number of loops, edges and vertices increase 
accordingly. Therefore, the sarne curved face is stored much less costly in the loop-based 
structure them in many enhanced winged-edge versions. ln these cases, the access and update 
time is also obviously shorter in loop-based structure. However, for polyhedron objects there 
is not much difference intime complexity between the loop-based and enhanced winged-edge. 

4. CONCLUSIONS 

The advantages of the loop-based data structure are: 
l. Although it is tailored for a manifold model, it is flexible enough to support other leveis of 
abstractions. 
2. It is as concise as the winged-edge data structure because there is only one record per edge. 
3. Information regarding the nature of its loop and its relationship with other loops in the face 
is readily available. This information is useful in application such as feature recognition. 
4. There is no difficulty in representing objects with curve surfaces. It does so without 
introducing virtual edges. 
5. Face traversals are quicker than contemporarydata structure since the edges in each and 
every loop are explicitly stored. · 

This data structure has been successfully implemented in a geometric modeller, 
specifically developed to serve as the input module for the computer-aided process planning 
systems developed at UMIST[Guerra et ai( 1996)] . A conversion program has also been 
implemented to interchange files in the loop-based format and ACIS format 
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Abstract 
The aim of this paper is to analyse the response of the commercial vehicle to the forces produced by the 
transmission system. The calculation model for the ideal distribution of the driving force is presentcd for bus, 
truck and tractor-trailer combinations. For the tractor, the forces acting on an accelerating vehicle in case of 
three-axle with walking beam suspension are considered. The proposed model considers the resistancc forces 
(drag, rolling resistance, translation and rotation acceleration, climbing resistance) and traction system 6x4. Thc 
center of gravity of the vehicle, the dynamic driving forces, thc dynamic axle load and the resistance forces are 
determincd. This work analyses one of the Mercedes-Benz do Brasil trucks with traction system 6x4. The 
comparison of ideal and real distribution of driving forces and tire-road friction utilization are presented. 

Palavras-chave 
Veículos rodoviários comerciais, modelagem. métodos numéricos em engenharia, suspensão do tipo pivotamento 
oscilante ) Road commercial vchicles, modeling, numercial mcthods in cnginecring, walking-beam suspension. 

1. INTRODUÇÃO 

Para o projeto de um veículo rodoviário comercial deve-se obter as forças que nele 
atuam. No caso de automóveis, diversos modelos matemáticos foram propostos (Canale, 
1989; Gillespie, 1992; Lucas, 1986). Limpert (1992) apresenta uma análise das forças de 
freagem atuantes em veículos comerciais simples e combinados, na qual desconsidera as 
forças de resistência ao movimento. Neste trabalho, descrevem-se as modelagens ideal e real 
da dinâmica do movimento acelerado de veículos comerciais simples e/ou combinados na 
forma de sistemas de equações. Considera-se ideal uma situação em que se consegue obter o 
máximo aproveitamento da força de tração propulsora proveniente do motor, ou seja, todos os 
eixos tracionados utilizam o mesmo coeficiente de aderência entre os pneumáticos e o 
pavimento. Nesta situação, o coeficiente de adesão máximo será alcançado pelos eixos no 
mesmo instante. . As forças obtidas na análise ideal são as que levam o veículo e seus 
componentes à máxima solicitação.-
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O tenno real é utilizado quando as forças atuantes no veículo são detenninadas com 
aceleração e velocidade fornecidas pelo motor do veículo. Em um veículo com um sistema 
real instalado (6x4) composto por um terceiro diferencial em que os eixos do CJET (conjunto 
fonnado pelos dois eixos traseiros do veículo trator) tracionam com a mesma força, os 
coeficientes de adesão são diferentes nos eixos tracionados, a menos que as forças normais 
nos mesmos fossem iguais. 

Um modelo de cálculo para a distribuição das forças de tração ideais e reais é 
apresentado para ônibus, caminhões e cavalos semi-reboques. O modelo é para veículos com 
o trator possuindo três eixos e com a suspensão dos eixos traseiros do tipo pivotamento 
oscilante e o sistema de tração do tipo 6x4, sendo que em tal modelo considera-se, ainda, as 
forças resistivas (aerodinâmicas, resistência ao rolamento, resistência à inclinação da pista, 
resistência das massas em translação e rotação). 

Neste trabalho descrevem-se as forças atuantes em um caminhão Mercedes-Benz com 
sistema de tração 6x4 e com carregamento total. É feita uma comparação da distribuição das 
forças de tração ideais e reais, sendo também apresentado .. o coeficiente de adesão utilizado. 

2. VEÍCULOS SIMPLES E COMBINADOS DE TRÊS EIXOS NO TRATOR 

A figura 1 ilustra um veículo combinado em que o cavalo possui três eixos. Para o caso 
de veículos simples deve-se desconsiderar o semi-reboque 2 com as suas respectivas forças. 

t..-x ~ 
y 

Nedl 

Net2 
plano XZ 

Figura 1 - Diagrama de forças de um veículo combinado com três eixos no cavalo 

O tipo de suspensão com pivotamento oscilante ("Walking-Beam") utilizado, 
principalmente, em caminhões está ilustrado na figura 2 em que a suspensão do cavalo está 
isolada mostrando as reações no pivô. Neste tipo de suspensão existe um pivô oscilante do 
tipo "balancim" no qual as forças reacionais devido ao momento de tração são transmitidas. 
A transferência de carga na aceleração ocorre do eixo primário (eixo da frente do CJET - et 11) 
para o eixo secundário (eixo traseiro do CJET- etl2). 
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t...x 
y 

Nedl 

plano XZ 

\-.-x 

Nctl2 

plano XZ 
Figura 2 - Cavalo e suspensão isolados 

Com a separação do cavalo de sua suspensão traseira, a posição do centro de gravidade 
do cavalo cgl altera-se para cgls A nova posição do centro de gravidade do veículo 1 sem a 
suspensão traseira (cgls) é calculada pelas seguintes equações: Wls = Wl-(Wetll+Wetl2); 
cglsx = (Wl*cglx-Wetl2(bo+cd)-Wetll*cd)/Wls; cglsy=cgly e cglsz = (Wl*cglz­
Wetl2*r2-Wet li *ri )/W Is. 

As forças atuando no veículo são Ri I =W 1/g*a (força de inércia do veículo trator); 
Rils=W1s/g*a (força de inércia do veículo trator sem a suspensão); Ri2=W2/g*a (força trator 
do semi-reboque); Rgl =W I *sen8 (força gradiente do veículo trator); Rgl s=Wl s*sen8 (força 
gradiente do veículo trator sem a suspensão) e Ra=pv2C0 A/2 (força de resistência do ar). A 
posição do centro de gravidade do eixo traseiro primário de 1 na direção Z (ri) pode ser 
considerada aproximadamente como sendo igual ao raio dinâmico das rodas do eixo traseiro 
primário de I . Da mesma forma, a posição r2 pode ser aproximada pelo raio dinâmico das 
rodas do eixo traseiro secundário de I. 

Para a determinação das forças ideais e reais faz-se o equilíbrio das forças em 
determinados pontos dos elementos isolados (semi-reboque, cavalo sem a suspensão, eixo 
primário da suspensão do CJET - et 11 e eixo secundário da suspensão do CJET - et 12) 

3 
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obtendo-se as forças normais, os coeficientes de adesão utilizados e as forças de tração 
conforme diagrama apresentado na figura 2. 

Para o semi-reboque: 
IMQR=O e Rret2=tNet2 => 
Net2( ab+f!'z5)-W2cos8*cg2x-Ri2( cg2z-z5)-Rg2( cg2z-z5)+Riret2 *z5=0; 
L:Fz=O => Net2-W2cos8+N5=0; 
IMA=O => R5*z5-N5*ab+W2cos8(ab-cg2x)-Ri2*cg2z-Rg2*cg2z=O. 

Para o cavalo sem a suspensão: 

( 1) 

(2) 
(3) 

IMl=O e Rredl=tNedl; AR5=R5; AN5=N5 eRa aplicado na posição do cg vertical=> -Nedi 
(bo-ui+cd-f!'vi)- Fxedl*vl + N5(bo-ul+x5)- R5(z5-vl) + Wiscos8 * (cd-cgisx+bo-ul)-
(cgisz-vl)(Rgls +Ri Is)- Ra(cglz-vl)= O (4) 
L:Fx=O e; AXI=Xl; AR5=R5; Rredl=f!'Nedl => 
X I +Fxedl-R5-Rgl s-Ril s-f!'Nedl-Ra=O; (5) 
IMD=O e AYl=Yl; AXl=Xl; Rredl=tNedl eRa aplicado na posição do cg vertical => 
YI(cd+bo-ul)- N5(cd-x5)- R5*z5- Wlscos8cglsx- Rils*cglsz- Rgis*cglsz- *Ra*cglz + 
XI*vl=O. (6) 

Para a suspensão: 
IMC2=0 => -Netll *bo+Yl *ui -XI *vi -Rieti2*r2- Rgeti2*r2- Rietli *ri - Rget!I *ri + 
W et I I cos8bo=O; ( 7) 
IMCI=O => Net12*bo-YI(bo-ul)- XI *vl- Rieti2*r2- Rgetl2*r2- Rietli *rl- Rgetil *rl-
Wet I2cos8bo=O; ( 8) 

IFx=O e Rretll=tNetll ; Rreti2=tNet12 => 
Fxetll+Fxetl2-Xl-Rgeti2-Rietl2-Rgetll -Rietll-tNetll-tNetl2=0. (9) 

As equações de (I) a (9) podem ser utilizadas na determinação das forças ideais e reais. 

Sistema de equações AX=B para determinação das forças ideais (tração 6x4): 

Nct2 

NS 

RS I ( ah + f • 75 o o o o o o o o () 

I I o o o o o o o o 
Nedl o -ab z5 o o o o o o o 

o bo-ul+x5 - (z5 - v i) -( bo - uI + cd - f • v I I o () o o o o 
Netll o - I o - f o o I o o () 

X = A = 
- (cd - x5) - z5 o o 

Net I~ 
o o vi cd + bo - uI o o 
o o o o -no o -v i ui o o 

X I I I o o o o o bo - v i - ( bo - ui J () () 

o o o o - f - f - I o I 
Yl 

I l o o o o o o o o - fj 

Fxet li 

Fxet 12 
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W2 cos8 • cg2x + ( cg2z- z5) • ( Rg2 + Ri2)- Riret2• z5 

W2 cos 8 

-W2 cos 8( ab- cg2x ) + (R i2 + Rg2 )•cg2 z 

-Wi s cos 8 (cd- cgi sx + bo - ui ) + (cglsz - vi)(R i is + Rg is ) + Ra( cglz- vi)- Riredi• v i 

Riredi + Rg is +Ri i s + Ra 

B = 
W is cos 8cg isx + Ri is•cg lsz + Rgl• cg lsz + Ra• cgl z 

Ri<tl2-r 2 + Rgetl 2 -r 2 + Rietll• ri + Rget ll -ri - Wetll cos8bo 

Rieti2• r2 + Rgeti 2or2 + Rietll• ri+ Rgetliori + Weti2 cos 8bo 

Rgeti2 + Rieti2 + Rget 11 + Rietll 

o 

As incógnitas X são calculadas de forma iterativa, adotando como valor inicial para f.l = 
a/g. O novo valor de f.l é calculado pela expressão f.l = (f(Wl+W2)cos8 + Rgl +Ri! + Ra + 
Rg2 + Ri2 + Riret2 + Riredl) I (Netll + Netl2). Quando o processo terminar, com as 
incógnitas do vetor X calculam-se o coeficiente de adesão utilizado através da expressão 
f.l=Fxetll/Neti I e a força normal total através da expressão Ntot=Nedi+Neti l+Net12+Net2. 
As forças de tração serão iguais a zero para os eixos sem tração e iguais as forças de tração 
disponíveis no solo para os eixos tracionados, assim, Fedl=O, Fetl1=Fxeti I, Fetl2=Fxeti2, 
Fet2=0, Fttot = Fed1+Fet11+Fet12+Fet2; a distribuição das forças de tração %Fedl=O, 
%Fetll=Feti I *IOO/Fttot, %Feti2=Fet12*100/Fttot, %Tet2=0 e a distribuição das forças 
normais %Ned 1 =Nedl * 1 00/Ntot; %Net 11 =Netl1 * 1 00/Ntot; %Net12=Netl2* I 00/Net 12; 
%Net2=Net2*100/Ntot. A força de inércia Riredl = Ilredl *a/r2 e Riret2 = Ilret2*a/r2

. 

O sistema de equações AX=B para a determinação das forças reais (tração 6x4 -
suspensão com pivotamento oscilante e torque igual nos eixos traseiros do CJET) é idêntico 
ao anterior com a substituição da última equação (Fxet 12=f.1Net I2) pela equação Fxet II= 
Fxeti2. 

Resolve-se esse novo sistema determinando-se o vetor X que é utilizado para o cálculo de 
f.leti I= Fxetl I/Neti 1 e de f..tetl2 = Fxetl2/Netl2. 

No caso de se analisar um veículo simples deve-se retirar dos sistemas AX=B as equações 
que contém as forças Net2, N5 e RS, assim como W2, Rg2, Riret2 e Ri2. 

3. A NÁLISE IDEAL DAS fORÇAS DE UM VEÍCULO 

O veículo analisado é um caminhão Mercedes-Benz com tração 6x4 e suspensão do tipo 
pivotamento oscilante. Os resultados foram obtidos com o caminhão pesando 225.630 N 
(peso bruto total - PBT) e sem a utilização de reboques. 

As principais características do veículo são apresentadas a seguir, segundo informações 
fornecidas pelo fabricante do veículo: distância entre eixos (cd): 5,35 m; bitola dianteira: 
I ,994 m; bitola traseira: 1 ,8 m; distância entre os eixos traseiros (bo ): I ,45 m; distância em X 
entre o eixo traseiro secundário e o pivô (ui): 0,725 m; altura em Z do pivô da suspensão 
traseira (v1) : 0,66 m; peso do eixo primário traseiro (Wetl1): 15.892 N; peso do eixo 
secundário traseiro (Weti 2): I 2.949 N; raio dinâmico das rodas (r): 0,55 m; coeficiente de 
arrasto aerodinâmico (C 0 ): 0,8; densidade do ar (p ): I ,225 kg/m3

; coeficiente de resistência ao 
rolamento (f) : 0,008 constante; inclinação da pista (8): O; área frontal do veículo (A): 6,5 m2

; 

peso limite no eixo dianteiro: 58.860 N; peso limite no eixo traseiro primário: 83.385 N; peso 
limite no eixo traseiro secundário:..83 .385 N. 
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A posição do centro de gravidade para o veículo carregado (PBJ = 225.630 N) calculada 
com as características do veículo é igual a: 
-(peso limite) distância ao eixo dianteiro (X): 4,49 m; 
- (peso limite) distância ao lado do passageiro (Y): 0,997 m; 
- (cg da carga a 1,75 m do solo)- distância em relação ao pavimento (Z): 1,565 m. 

As tabelas 1, 2 e 3 são para o veículo trafegando a 22,2 m/s e a inércia das rodas não 
motoras participando em 4% na massa equivalente do veículo. 

A tabela 1 contém as forças de tração nos eixos e a distribuição ideal dessas forças em 
função da aceleração do veículo. 

Tabela 1: Distribui~ão das for~as de tra~ão nos eixos do veículo 
a Fedi Fetll Fetl2 Fttot %Fedi %Fetll %Fetl2 %Fttot 

[m/s2
] [N] [N] [N] [N] [%] [%] [%] _ _[%] _ 

o o 1.700 1.678 3.378 o 50,3 49,7 100 
0,2 o 3.905 4.046 7.951 o. 49,1 50,9 100 
0,4 o 6.000 6.524 12.523 o 47,9 52,1 100 
0,6 o 7.987 9.11 o 17.096 o 46,7 53,3 100 
0,8 o 9.866 11.803 21.669 o 45,5 54,5 100 
1 o 11.640 14.602 26.242 o 44,4 55,6 100 

1,2 o 13.309 17.505 30.814 o 43,2 56,8 100 
1,4 o 14.875 20.512 35 .387 o 42,0 58,0 100 I 

1,6 o 16.339 23.621 39.960 o 40,9 59,1 100 ~ 1,8 o 17.702 26.830 44.533 o 39,8 60,2 100 I 
2 o 18.966 30.140 49.106 o 38,6 61,4 100 I 

Obs: a aceleração a é fornecida pelo projetista 
I 

Através da tabela I verifica-se que para a suspensão do tipo pivotamento oscilante as 
distribuições ideais para as forças de tração, %Fetll e %Fetl2, variam na faixa de 40% a 
60%. Assim, o sistema de transmissão instalado no veículo deve permitir uma distribuição de 

I forças de tração nos eixos também nesta faixa . I 

A tabela 2 contém as forças normais nos eixos do veículo, assim como sua distribuição, 

I em função da aceleração. 

Tabela 2: Distribui~ão das for~as normais nos eixos do veículo I 

l. 
a Nedl Netll Netl2 Ntot %Nedl %Netl1 %Net12 %Ntot 

1 

[N] [N] [N] [N] [%] [%] [%] [!o L ___ [m/s-] 
o 58.333 84.192 83.105 225.630 25,9 37,3 36,8 100 

0,2 57.656 82.495 85.478 225.630 25,6 36,6 37,9 100 
0,4 56.980 80.799 87.852 225.630 25,3 35,8 38,9 100 
0,6 56.303 79.102 90.225 225.630 25,0 35 ,1 40,0 100 
0,8 55 .626 77.406 92.598 225.630 24,7 34,3 41,0 100 

1 54.949 75.710 94.971 225.630 24,4 33 ,6 42,1 100 
I ,2 54.272 74.013 97.345 225.630 24,1 32,8 43,1 100 
1,4 53.595 72.317 99.718 225.630 23,8 32,1 44,2 100 
1,6 52.919 70.620 102.091 225 .630 23,5 31,3 45,2 100 
1,8 52.242 68.924 104.464 225 .630 23,2 30,5 46,3 100 
2 51.565 67.228 106.837 225.630 22,9 29,8 47,4 100 

Obs: a aceleração a é fornecida pelo projetista 
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Na tabela 3 são apresentados 1-l - coeficiente de adesão; Ra - resistência do ar; Rg -
resistência à inclinação da pista; Rred 1 - resistência ao rolamento do eixo dianteiro; Rret II -
resistência ao rolamento do eixo traseiro primário; Rret 12 - resistência ao rolamento do eixo 
traseiro secundário; Frtot - resistência total. Para o projeto da suspensão do veículo deve-se 
conhecer as forças no pivô (Y l, X I) em função da aceleração. 

Tabela 3: Forças de resistência e forças no pivô (conforme figura 2) 
a 1-l R a Rg Rredl Rretll Rretl2 Frtot Yl XI 

[m/s2] -·-·_[_] _[~] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [~_] - · 

o 0,02 1.573 o 467 674 665 3.378 138.455 2.040 
0,2 0,05 1.573 o 461 660 684 3.378 139.132 6.030 
0,4 0,07 1.573 o 456 646 703 3.378 139.809 I 0.021 
0,6 0,1 1.573 o 450 633 722 3.378 140.486 14.0 II 
0,8 0,13 1.573 o 445 619 741 3.378 141.163 18.002 
1 0,15 1.573 o 440 606 760 3.378 141.840 21.992 

1,2 0,18 1.573 o 434 592 779 3.378 142.516 25 .983 
1,4 0,21 1.573 o 429 579 798 3.378 143.193 29.973 
1,6 0,23 1.573 o 423 565 817 3.378 143.870 33.964 
1,8 0,26 1.573 o 418 551 836 3.378 144.547 37.954 
2 0,28 1.573 o 413 538 855 3.378 145.224 41.945 

Obs: a aceleração a é fornecida pelo projetista 

4. ANÁLISE REAL DAS FORÇAS DE UM VEÍCULO 

As forças reais foram calculadas com o mesmo veículo da seção 3. O sistema de 
transmissão real apresenta as características descritas a seguir, segundo informações 
fornecidas pelo fabricante do veículo: - torque igual nos eixos traseiros, distribuído por um 
diferencial; - coeficiente devido à inércia das partes rotativas (calculado em função dos 
momentos de inércia do motor, platô e disco - os momentos de inércia da transmissão foram 
desprezados, as rodas contribuem em 4% no fator de massa devido à inércia das partes 
rotativas);- motor: faixa de rotação de 99,5 a 219,9 rad/s; torque máximo= 1.580 Nm a 131,9 
rad/s (valores reduzidos para condições de ensaio conforme NBR5484 ( 1985)); - câmbio: ZF 
16S 160 - câmbio de 16 marchas (8 longas e 8 reduzidas); - reduções de 13,676 a I ,0; -
rendimentos variando de 0,96 a 1 ,00 conforme reduções; - eixo traseiro com redução de 4,63 7 
e rendimento de 0,92 . 

Tabela 4: Coeficientes de adesão utilizados, for~as de tra~ão e for~as normais 
a v /-let I I /-let 12 Fetll Fet12 Ned1 Netl1 Net12 

J 
[m/s] [N] [N] [N] [N] [N] [m/s-) [] [] 

2,1 1,8 0,38 0,24 25.267 25.267 51.355 66.712 107.563 
2,4 2 0,46 0,26 29.092 29.092 50.233 63.874 111.533 
2,5 2,2 0,48 0,27 30.040 30.040 49.942 63.171 112.5 17 
2,5 2,4 0,48 0,27 30.331 30.33 1 49.856 62.955 112.819 
2,5 2,6 0,47 0,27 29.962 29.962 49.965 63.228 112.436 
2,4 2,8 0,46 0,26 29.372 29.372 50.140 63.666 111.824 
2,4 3, 0,44 0,26 28.540 28.540 50.386 64.283 110.961 
2,3 3,2 0,42 0,25 27.361 27.361 50.735 65.158 I 09.736 
2, I 3,4 0,39 0,24 -25.996 25.996 51.139 66.171 I 08.319 
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24.690 
23.397 

24.690 
23.397 

51.526 -67.140 106.964 
51.909 68.099 105.622 

A tabela 4 contém os seguintes resultados: as forças de tração nos eixos motores, as 
forças normais nos eixos, as forças de inércia das partes rotativas e os coeficientes de adesão 
utilizados. A aceleração a é obtida com o motor na carga máxima (curva de torque máximo). 
Os cálculos foram feitos para o veículo utilizando a terceira marcha reduzida (redução de 
6,727). 

5. CONCLUSÃO 

Aplicou-se a modelagem desenvolvida na seção 2 em um caminhão com tração 6x4 e 
suspensão do tipo pivotamento oscilante. O tipo de suspensão com pivotamento oscilante, 
juntamente com um sistema de transmissão com distribuição fixa das forças de traçào não é 
uma solução mais adequada para este tipo de veículo com tração 6x4. A utilização de 
sistemas de transmissões com uma distribuição fixa de to~que nos eixos de tração dificulta o 
alcance da distribuição ideal em todas as condições de operação do veículo. Kasuga et a!. 
( 1994) analisa sistemas eletrônicos para o controle de distribuição de torque entre os eixos de 
tração, no sentido de projetar esses sistemas de forma a aproximar a distribuição de forças da 
ideal. Navarro ( 1997) apresenta uma análise de um veículo com sistema de tração 6x4 e com 
suspensão do tipo feixe múltiplo de molas, em que a distribuição das forças de traçào ideal é 
aproximadamente igual à distribuição real de 50 % em cada eixo traseiro do CJET, o que 
mostra que este tipo de suspensão é mais eficiente para uma distribuição fixa de tração. 

6. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

Canale, A. C. Automobilística: dinâmica e desempenho. São Paulo, Editora Érica, 1989, 
124p. 

Kasuga, S.; Otsubo, H.; Matsuo, Y & Yamashita, T. Development of an electomically 
controlled four wheel drive system for FR vehicle with A T. JSAE Review, n.l5, p.315-321, 
Mar, 1994. 

Gillespie, T. D. Fundame11tals of vehicle dynamics. Warrendale: USA, Society of 
Automotive Engineers, 1992, 495p. 

Limpert, R. Brake design and safety. Warrendale, U .S. A., SAE., 1992, 460p. 

Lucas, G. G. Road vehicle performance. Gordon and Breach, Science Publishers, lnc., 1986, 
200p. 

Navarro, H. A Desempenho na aceleração e consumo de combustível de veículos 
rodoviários comerciais. São Carlos, Tese (Doutorado)- Escola de Engenharia de São Carlos, 
Universidade de São Paulo, 1997, 184p. 

8 

I 
I 
1 

l, 

I 
I 
! 

l~ 
[ 



PAPER CODE: COB98 

XIV Brazilian Congress of Mechanical Engineering 
Obeid Plaza Hotel Convention Center- Bauru - SP/Brazil 

December 08-12'" 1997 

SELEÇÃO DE ESTADOS EM REDUÇÃO DE MODELOS COM 
REALIZAÇÃO BALANCEADA I STATES SELECTION lN MODEL 

REDUCTION VIA BALANCED REALIZATION 

EDVALDO ASSUNÇÃ0
1
, PEDRO L. D. PERES

2
, PAULO A. V. FERREIRA

2 & ELDER M. 
HEMERLY

3 

1Departamento de Engenharia Elétrica. Faculdade de Engenharia- UNESP -Ilha Solteira 
CEP 15.385-000 Ilha Solteira. SP, Brasil- E-mail: edvaldo@deejeis.unesp.br 
2Departamento de Telemática, Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação - UNICAMP 
CP 6101 , CEP 13.081-970 Campinas, SP. Brasil- E-mail: {peres, valente}@dtjee.unicamp.br 
3/nstituto Tecnológico de Aeronáutica - CTA -!TA -IEEE 
CEP 12228-900, São José dos Campos. SP. Brasil- E-mail: hemerly@ele.ita.cta.br 

Abstract 
This work evaluates the perfonnance of two different techniques for selecting the states to be maintained in the 

reduced model obtained through balanced realization. The model reduction method via balanced rcalization is 
presented, and a criterion that takes into account the reduced model impulse response is proposed. The main 
advantage of this criterion is that it considers not only the singular values. but also the coefficients of the dynamic 
system output matrix. An example is presented. indicanting the better perfonnance of proposed criterion when 
compared with the classsical onc adopted in the balanced realization. 

Keywords 
sistemas dinâmicos. redução de modelos. realização balanceada. resposta ao impulso I dynamic systems, model 
reduction, balanced realization. impulse response. 

L INTRODUÇÃO 

O problema de redução de modelos consiste na aproximação de um modelo de alta ordem 
por outro de menor ordem de acordo com algum critério de desempenho. Diferentes critérios 
de desempenho estão sendo investigados atualmente, vide por exemplo Grigoriads et al. 
(1996), Helmersson (1994), Kavranoglu et al. ( 1996) e Becket al. (1995). 

Neste trabalho será estudada uma ferramenta eficaz para redução de modelos. O método 
consiste na aplicação de uma transformação linear que determina uma realização balanceada 
do sistema dinâmico, possibilitando quantificar a controlabilidade e a observabilidade de cada 
componente do vetor de estados. 

É proposto então um procedimento para a escolha da ordem do modelo reduzido, 
implicando portanto em um critério para a seleção dos estados que serão retidos. Este critério 
foi inicialmente utilizado como índice de desempenho do modelo reduzido (Assunção et ai., 
1992) 
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2. REDUÇÃO DE MODELOS VIA REALIZAÇÃO BALANCEADA 

A redução de modelos utilizando realização balanceada foi proposta por Moore ( 1981 ). 
Segundo Moore (1981 ), existe um modelo exato de baixa ordem se e somente se, em alguma 
base, o modelo original puder ser organizado na forma: 

[

XI (t)] [A 
x

2 
(t) = A:1 

A12 ][X1 (t)] + [Br ]u(t) 
A22 x2 (t) B2 

(1) 

y(t) = [cr cJ[xl(t)] 
X 2 ( t) 

sendo que o subsistema (Ar , Br e Cr) possui a mesma resposta ao impulso que o modelo 
original. A figura I ilustra essa equivalência. 

Subsistema dominante 
u(t) 

~· Br, c;. 

A22. B.z, C2 

Subsistema fraco 

+ 

+ 

y(t) 

O modelo reduzido é 
obtido separando-se 
essas conexões 

Figura 1: Representação do sistema em dois subsistemas: dominante e fraco. 

Basicamente, o método de redução de modelos tem por objetivo eliminar a parcela do 
sistema que contribui pouco para a resposta ao impulso. Ou seja, reorganiza-se o modelo 
original através de uma transformação linear. Para isto, define-se como subsistema dominante 
o subsistema cuja resposta ao impulso é aproximadamente igual à resposta apresentada pelo 
sistema original. 

A transformação linear que separa o sistema em dois subsistemas, dominante e fraco, é a 
transformação balanceada (Moore, 1981 ). A seguir, o procedimento de redução de modelos é 
apresentado. 

Seja o sistema dinâmico linear invariante no tempo 

x(t) =A x(t) + B u(t) 

y(t) =C x(t) 

d · A F'flXn B /"'fl Xffi C roPXn -sen o que as matnzes E L , E L e E L· sao constantes. 

(2) 

Assumindo que a descrição em espaço de estados do sistema dinâmico seja observável e 

controlável e que os auto valores de A possuam parte real estritamente negativas, pode-se 
definir o gramiano da controlabilidade como 

w = r+OO eAt B s· eA't dt 
c Jo (3) 

2 

~ 
I 

I 

I 

(, 

i 

' ' 

~ . 1 . .., 

I 
I 
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e o gramiano da observabilidade como 

(4) 

Considerando as correspondentes equações diferenciais matriciais, é fácil verificar que 
Wc e W0 satisfazem as seguintes equações de Lyapunov: 

A WC + WC A. + B B. = o 
A • Wo + Wo A + C • C = O 

sendo Wc=Wc. e Wo=Wo·· 

(5) 

O gramiano de controlabilidade indica se existem alguns estados que poderão ser 
alcançados somente se uma grande energia de entrada for aplicada e o gramiano de 
observabilidade indica se existem alguns estados que terão pouco efeito na saída. 

Dado um sistema linear invariante no tempo e assintoticamente estável, observável e 
controlável, como em ( 1 ), uma realização interna (A, B, C) é denominada balanceada se 

(6) 

sendo I=diag{cr 1, cr2, ••• ,crn} e n é a ordem do sistema. Ou equivalentemente, das equações (3) 
e (4): 

(7) 

Um algoritmo computacional prático para determinação da transformação linear que 
representa o sistema ( 1 ), (A , B , C), de uma maneira internamente balanceada (A, B, C) é 
dado em Laub et al. (1987). Assim, a matriz I é solução da equação (5) e para um sistema 
dinâmico (A, B, C) balanceado, é obtida resolvendo-se 

AZ::+IA.+BB.=O 

A*I+IA+C.C=O 
(8) 

Considere uma reorganização do sistema (A, B, C) internamente balanceado em dois 
subsistemas interconectados. Isto é, 

(9) 

y(t) =[c~ 

Da mesma forma, particiona-se I como a seguir: 

3 
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cr, o ... o cr r+ I o . .. o 

I~[~' ;J o cr2 ... o o cr r+2 . .. o 
2::1= ,2:: 2 = : I (10) 

o o ... cr, o o . .. crn 

e com base nesta partição em dois subsistemas quaisquer, segue-se a proposição I: 

Proposição 1. Os dois subsistemas (A,,, B,, C 1) e (A22 , B2, C2) são assintoticamente 
estáveis e internamente balanceados com 

W -W -' o l - <· I - L..1 
(11) 

W , =W., =2::, 
()_ ( - -

para qualquer reorganização do sistema (A, B, C), internamente balanceado, em dois 
subsistemas interconectados. 

Suponha que L seja da forma L=diag{cr,, crz, ... ,crn}, com cri :2: cri+I, i=l, ... ,n-1. Seja 
Ar=A 11 , Br=B 1, Cr=C, . Então o sistema de ordem reduzida (Ar, Br, Cr) é uma boa aproximação 
do sistema (A, B, C) se crr » crr+I . Assim, o sistema reduzido é dado por 

x,(t) =A, x,(t) + B, u(t) 

y( t) = C r X r ( t) 
(12) 

Como proposto por Moore, o procedimento de redução de modelos utilizando a 
realização balanceada resume-se em primeiramente calcular a transformação balanceada 
(Laub et a!., 1987) e em seguida particionar o sistema em dois subsistemas conforme as 
equações (9) e (I 0), respeitando a relação cr, » crr+I · O modelo reduzido é obtido da equação 
(12) . 

A seguir, é apresentado um critério (proposto inicialmente em Assunção et a/. ( 1992) 
como um índice de desempenho) que não leva em consideração apenas os valores sint,rulares 
cri, mas também os coeficientes da matriz de saída do sistema dinâmico associado, avaliando a 
resposta ao impulso do sistema original e a do modelo reduzido. 

3. SELEÇÃO DOS ESTADOS NO MODELO REDUZIDO 

A determinação da ordem do sistema reduzido pode ser muitas vezes demorada e custosa. 
Além disso, o critério proposto por Moore não relaciona os desempenhos dos modelos 
reduzidos e original. Para sanar este inconveniente, foi proposto em Assunção et a!. ( 1992) 
um procedimento para quantificar a relação entre os desempenhos dos sistemas reduzido e 
original, em função da ordem do sistema reduzido. 

Considere o sistema balanceado particionado conforme a equação. (9). O sistema 
reduzido de ordem r é dado por 

x,(t) =A, x,(t) + B, u(t) 

y( t) = C r X r ( t) 

4 
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e o sistema original balanceado é dado por 

x(t) =A x(t) + B u(t) 

y(t) =C x(t) 

Da proposição 1 tem-se: 

(14) 

(15) 

Para avaliar a relação existente entre o modelo reduzido e o modelo original, as resposta 
ao impulso do sistema original balanceado (A, B, C) e do sistema reduzido (Ar, Br, Cr) são 
calculadas. Supondo, de início, o caso SISO (sistema com uma entrada e uma saída), tem-se 

h(t) = Ce A'B 

h (t)=C e A,tB 
r r r 

(16) 

Assim, 

(17) 

e de maneira similar para o sistema reduzido 

(18) 

Com base nas equações ( 17) e ( 18), define-se o índice de desempenho: 

(19) 

Para o caso multivariável (MIMO), o coeficiente Ur é dado por 

(20) 

sendo Tr(.) o traço da matriz. 
De maneira equivalente, o mesmo resultado pode ser obtido no domínio da frequência . 

Seja a função de transferência do sistema balanceado (A, B, C) dada por 

H(s) =C( si- A) - 1 B (21) 

cuja norma quadrática (veja, por exemplo, Chen ( 1984) ), definida por 

5 
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., 1 +ro 

jjH(st =- f H* (jw) H(jw)dw 
- 2n 

- CC 

(22) 

pode também ser calculada a partir dos gramianos de controlabilidade e observabilidade 
(solucões de (5)): 

jjH(s)jj~ = Tr(CWcC') = Tr(B'WoB) 

Pelo teorema de Parceval (Chen, 1984 ), tem-se 

1 +a;; +~ 

7 f H*(jw)H(jw)dw = f h(t)h*(t)dt 
~n - oc o 

implicando 

a _ I,f _IIH,(st _ [Tr(C,I,C,*)J~ 
r- â - IIH<sl - Tr(C.IC*) 

(23) 

(24) 

(25) 

Conclui-se então que o índice de desempenho ar representa a relação entre desempenhos 
do sistema reduzido comparado com o original tanto no que se refere a respostas ao impulso, 
quanto no que diz respeito à norma quadrática dos sistemas (resposta em frequência). 

Os estados de (Ar, Br, Cr) devem ser selecionados do modo a maximizar ar na equação 
(20). Como Tr(CrirCr*) é igual à soma dos r primeiros termos de Tr(CIC\ deve-se ordenar 
os elementos de CIC* em ordem decrescente, e na mesma seqüência reordenar os estados de 
(A, B, C). Os estados do sistema reduzido (Ar, Br, Cr) serão os r primeiros estados desse 
sistema original reordenado. Com este procedimento, está garantida a maximização de ar. A 
estabilidade do sistema reduzido é assegurada pela proposição 1 (qualquer reorganização do 
sistema (A, B, C), internamente balanceada, em dois subsistemas, preserva a estabilidade). 

A seguir, um exemplo de redução de modelos é apresentado, permitindo uma 
comparação entre os dois critérios para a seleção dos estados a serem retidos no modelo 
reduzido. 

4. EXEMPLO 

Considere o modelo do sistema dinâmico dado por: 

-18,5544 2,9393 5,8739 7,4693 -6,9 

[x,{t)]~ 21,2758 -3,4087 -6,7954 -8,5100 [x,(t)]+ 10,2 

- 17,0577 2,7091 5,3106 6,9667 -661u(t) 
X 2 ( t) X c ( t) 

16 ~ (26) 38,7915 -6,1881 - 12,2708 - 15,6391 
' 

y(t) = [- 4,1750 1,0250 1,1500 1,9750 l['' ( t)] 
x 2 ( t) 

6 



com 

SELEÇÀO DE ESTADOS EM REDUÇÃO DE MODELOS .. . 

A transformação balanceada fornece 

-0,0500 -0,7273 -0,0099 0,0198 

-0,7273 -32,0000 -0,7143 

-0,0099 -0,7143 -0,0417 

0,0198 1,4545 0,0909 

[ ][
Xb 1 (t)] 

y(t) = -1,0 -8,0 -0,1 0,2 xh
2 
(t) 

10,0 o o o 
o 1,0 o o 

L= o o 0,1 o 
o o o 0,12 

1,4545 

0,0909 

-0,2000 

-1,0 

-8,0 
-01 u(t) 

' 
0,2 

(27) 

(28) 

Pelo critério de Moore (1981 ), um modelo reduzido de ordem 1 deve reter o estado xb 1 

apenas. O índice ar fornece a 1=0,3676 (isto é, retendo-se apenas o estado Xbi no modelo 
reduzido) e a 1=0,9299 (apenas xb2), mostrando que o estado Xb2 é o estado que deve ser 
mantido no modelo reduzido do sistema. As respostas ao impulso do modelo original e dos 
modelos reduzidos estão mostradas na figura 2. 

Resposta impulsiva 
70.-----~----~----~-----r-----r-----. 

60 ········· ·· : · · ··· · ·· ··· : · · · ·· · ·····: · · ·· · ·· · ·· ·: · · ·· ·· ·· · · ·:· · · · · ··· · · . . . . . 
• o • ' • 

: : - Módelo origiflal : 
50 . ·· ·· · · · ··:·· ·········:···········:···········:···········:········· · 

: : -.- Modelo reduzido - Moore . ' . ' ' . . . . 
40 · · · · · · · · · -~ · · · · · · · · · · ·: · · · · · ·_·_· M~aerõ· red~iídi:i ~- Pr~ósfó" · · · 

I O O o o 

' . . . . 
30 . . . . . . .... : .. ... . : .... ~ ..... . . . . .. ~ .... . .. . . .. ~ . . . .. . . .... : ... ... . . . . 

. . . ' ' . . . . . 
' . . . . . . . . . 
o o o o I 

20 ........ -- ~ ---··· · ··· -:·-·· · · ·····:·-······· · -:·-·········:·-········ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . . . . 
1 o ... .. ...... ~ . ~- .. ..... ~ .. ..... .... ~ ........... : .. .. ....... ~ .. ....... . 

. ~ . ' . . . ..... . . ' 
• • o • . . . . . 

0.15 0.2 0.25 0.3 
Tempo [s] 

Figura 2- Comparação entre as respostas impulsivas dos dois modelos reduzidos. 

Com esta simulação, constata-se que para este sistema o desempenho alcançado com a 
seleção segundo a equação (20) é superior à conseguida com a seleção indicada por Moore . 

7 
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5. CONCLUSÕES 

Neste trabalho, foi proposto um critério para a seleção de estados em redução de 
modelos via transformação balanceada, baseado na relação da resposta impulsiva do sistema 
reduzido com a do sistema original. 

Através de um exemplo, mostrou-se que o critério de seleção de estados proposto por 
Moore para redução de modelos pode apresentar resultados bem insatisfatórios, o que não 
ocorre com o critério proposto neste artigo. Na totalidade dos casos estudados, a redução 
segundo o critério apresentado se mostrou superior ou igual à de Moore . 

Como subproduto, o critério proporciona uma análise do desempenho do sistema 
reduzido em função de sua ordem ( Assunção et ai., 1992), sem a necessidade de realizar 
todas as reduções possíveis, fornecendo ao projetista um gráfico ilustrativo do desempenho 
versus ordem do modelo reduzido que auxilia a escolha da ordem do modelo reduzido. 
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UM MODELO NUMÉRICO PARA IMPACTO NORMAL DE UM 
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Abstract 
The aim of this work is the development and implementation of a theoreticai-numericai model to represent a 
impact of a rectangular prismatic solid against a rubber floor. The media are represented by a truss-like discrete 
model with mass concentrated at nodal position and with correspondent stiffness so that the modeled continuum 
presents the sarne coefficients. The results are obtained by direct integration of equations of motion using 
central finite diferences, explicit way. The contact problem is solved using an aigoritm that recognizes the 
situation . 

~ i Keywords 
1 Impact, finite diferences, modelling, rubber I impacto, diferenças finitas, modelagem, borracha. 

1. INTRODUÇÃO 

Este trabalho tem como objetivo implementar um modelo teórico-numérico que simule o 
impacto de um sólido prismático retan!:,JUlar contra um solado de borracha. 

L.~ 

-~ 

x, 

Figura 1: Unidade cúbica básica 

O modelo teórico adotado, neste 
trabalho, foi primeiramente desenvolvido 
por Nayfeh & Hefzy ( 1978), onde 
desejava-se representar painéis formados 
por módulos de treliças espaciais, 
empregados na indústria aeronáutica, 
através de um meio contínuo equivalente. 
Hayashi ( 1982) percorreu o caminho 
inverso, ou seja, a partir de um sólido 
elástico isotrópico com constantes 
conhecidas, obteve as propriedades das 
barras de treliça espacial para o arranjo 
cúbico apresentado na figura ( 1 ). Neste 
trabalho, assim como em Hayashi ( 1982 
), Rocha (1989), Iturrioz (1995) e Toresan 

(1996), a discretização espacial consiste em um arranjo de barras de treliça com rigidez 
equivalente ao contínuo que se quer representar. 

As massas são concentradas nos nós e as equações de movimento são integradas 
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diretamente, através do método das diferenças finitas centrais, mod_o explícito, no tempo. 
Este modelo permite considerarem-se 

não-linearidades geométrica e física, 
recalculando-se, a cada passo de 
integração, as novas coordenadas das 
massas nodais e adotando-se relações 
constitutivas adequadas aos materiais 
utilizados, respectivamente. 

Para representar o comportamento do 
solado de borracha, utilizou-se uma relação 
constitutiva elástica não-linear, neo­
hookeana, conforme Treloar ( 1972), 
acrescida de uma força viscosa 
proporcional à taxa de deformação. 

O problema do contato, entre os 
corpos, é resolvido utilizando-se um 
algoritmo que reconhece a situação de 
contato entre os corpos que participam do 
impacto, ou seja, a cada passo de 
integração, é feita uma comparação entre 
os valores das coordenadas espaciais das 
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Figura 2: Estrutura formada por unidades 
cúbicas básicas. 

massas, concentradas nos vértices da estrutura cúbica, que pertencem às superfícies que 
entram em contato, de ambos os corpos, e corrigindo-se estes valores segundo um critério 
adotado. 

Uma análise experimental foi realizada para verificar a validade dos resultados numéricos 
obtidos. 

2. CÁLCULO DA RIGIDEZ DAS BARRAS DA TRELIÇA 

Nayfeh & Hefzy ( 1978), considerando as condições de simetria do modelo cúbico em 
treliça e a influência de cada barra na estrutura total , desenvolveram expressões que 
estabelecem o cálculo de rigidez para as barras que pertencem ao modelo de discretização 
adotado, tomando-o equivalente ao meio contínuo. 

9.v 
8- ) - (4- 8. v 

e .(9 + 8.8) .E 
E.A N = 2.(9 + 12.8) 

2.8.A N .E 
E.Ao = J3 

( I ) 

( 2 ) 

( 3 ) 

onde EAN é a rigidez das barras normais e EA0 é a rigidez das barras diagonais, E é o módulo 
de Y oung, Ao e AN são as áreas das seções transversais das barras diagonais e normais, 
respectivamente, e v é o coeficiente de Poisson. 
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3. AS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

As equações utilizadas para o modelo teórico foram: 

( 4 ) 

onde x representa o vetor de deslocamentos nodais, M a matriz de massas nodais 

(diagonal), FR o vetor das forças reativas e FE o vetor das forças externas atuantes sobre os 

nós. 
Para cada nó do modelo verifica-se que: 

k 

FR=I(FRb) ( 5 ) 
b= l 

sendo k o número de barras que concorre no nó. A força interna em cada barra FR b, é 

obtida a partir de uma equação constitutiva elementar dependente da deformação e velocidade 
de deformação de cada barra "b" . 

4. O ALGORITMO DE CONTA TO 

Em uma situação de impacto, taz-se 
necessário a criação de um algoritmo que 
reconheça uma situação de contato entre 
dois corpos, com a respectiva aplicação das 
forças de ação e reação que atuam nos nós 
de contato destes, logo, também faz-se 
necessário a discretização de dois corpos 
em estruturas cúbicas em treliças. 

A integração numérica é iniciada 
considerando-se que o sólido denominado 
de projétil já está quase em contato com o 
alvo ou solado de borracha, com 
velocidade de impacto pré-determinada 
pelo usuário, figura ( 3-A ), visando a 
economia de tempo computacional. Em um 
primeiro passo, os nós que fazem parte da . 
estrutura do projétil deslocam-se com a 
velocidade de impacto pré-determinada, 
ultrapassando os nós que fazem parte da 
superfície de contato do alvo, figura (3-B). 
Posteriormente, as coordenadas dos nós da 
superfície do alvo são igualadas às 
coordenadas dos nós da superfície de con -
to do projétil, figura (3-C). 

l veloc1dade 

de lnlpacto 

n 

Figura 3: Exemplo simplificado do 

algoritmo de contato entre o projétil e o alvo. 

Este contato nodal, entre as superfícies do alvo e do projétil, gera forças de ação e reação 
entre os corpos, que são levadas em conta nas equações de equilíbrio dinâmico dos nós em 
cantata, como na equação ( 6 ): 

3 



dt 2 

w l +dl = --.( f z(projelil ) + f z(alvo l) + 2. wl - w 1-d! 
m 

onde: 

w : deslocamento na direção z. 
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( 6) 

fz : força nodal resultante na direção z. 
m :massa nodal. 
dt : intervalo de integração. 

Percebe-se, agora, que a força resultante nodal , para os nós em contato, leva em conta as 
forças resultantes nodais de ambos os nós. 

O programa de integração continua interando, utilizando a equação ( 6 ) para os nós em 
contato entre o projétil e o solado de borracha e, para <?S demais pontos, as equações ( 7 ). 

dt 2 

ul +dl = --. f x + 2. UI- U I-di 
m 

dt 2 

vl +dl = --. f Y + 2. v i - v1- ct1 
m 

dt 2 

w t+dl = --. ( + 2. wl- w 1- ct1 
m 

( 7 ) 

Onde fx , fy e f7 são as componentes das forças resultantes nos nós, m é a massa nodal, u, 
v e w são os deslocamentos na direção x, y e z, respectivamente, e dt o incremento de tempo. 

A cada passo, porém, o programa verifica a existência ou não do contato entre o solado 
de borracha e o proj étil, através da comparação dos valores das coordenadas nodais da 
superfície de ambos os corpos, caso positivo, os nós em contato continuam utilizando a 
equação ( 6 ) ou então, em caso negativo, todos os nós dos doi s corpos voltam a utilizar as 
equações ( 7 ). As velocidades e acelerações nodais também são calculadas. 

S. RESULTADOS 

Utilizou-se uma máquina de choque, na parte experimental do trabalho, para adquirir 
resultados os quais são comparados com os obtidos numericamente, na figura ( 4 ) este 
equipamento é mostrado. 

Basicamente a máquina de choque consiste de um projétil fixado em uma base móvel 
através de duas hastes que servem como guias em direção a uma outra base, esta fixa no solo, 
onde o alvo está fixo . Um acelerômetro fixo na base onde o projétil se encontra é utilizado 
para obter-se o sinal gerado pelo impacto entre o projétil e o alvo. Na figura ( 5 ) o sinal 
gerado pelo acelerômetro é mostrado. Somente o primeiro pico positivo, mais significativo, é 
simulado. 
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Figura 4: Máquina de choque. 
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Figura 5: Sinal gerado pelo acelerômetro 

A tabela ( 1 ) apresenta as características dos corpos utilizados na simulação numérica e 
experimentação. 

Tabela 1: Propriedades Mecânicas dos Corpos Utilizados 

solado de borracha natural projétil 
Massa (Kg) --- 1.4 
Dureza{shore A) 40 ± 1 ---
Material --- Aço SAE 1020 
Módulo de Y oung 1.5E+6 2E+11 
Densidade 1200 7850 
Coeficiente de 0.4 0.3 
Dimensões (m) 0.03 X 0.05 X 0.05 0.08 X 0.05 X 0.05 

Na figura ( 6 ) apresentam-se os resultados obtidos experimentalmente e numericamente 
para o nó localizado no centro das superfícies de contato do projétil e do solado de borracha. 
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Figura 6: Deslocamento. 
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O algoritmo desenvolvido determina, também, além de deslocamentos, 
velocidades e acelerações nodais, durante o impacto, o desempenho energético das estruturas 
estudadas, como mostram as figuras (7), (8) e (9). Importante salientar que a energia cinética 
é calculada como o somatório da energia cinética de cada nó da estrutura treliçada, enquanto 
que as energias elástica e de amortecimento são calculadas com relação ao somatório da 
contribuição de cada barra. 
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Figura 7: Variação de energia cinética do 

projétil. 
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Figura 8: Variação de energia elástica do 

solado de borracha. 

/ -
' o.oz / < ' / 

" O.Ql/ / 

' ' < o / 
o / 

0.01 

"" 
' "' / 

' 
A 

' o1i2 

~ 

y 

;. 

tfj 004 ····· ············ ................ c ............... c ............... . 

/ ' / ' 
' ' 

/ / 
/.._ /" 

/ "· . . / 
/ 
'/ ' 

' / ' / 
o:o3 o:04 
y(m) 

. . . .. ...........•............. .. ...•. .... ..... ........•............. .... . . . 

o 005 o 01 
Tempo (s) 

0015 002 

Figura 9: Variação de energia de 

amortecimento do solado de borracha. 

/ 

' 
/ 

' 
< 
0~06 

Figura 10: Visualização no plano "yz" do solado de borracha. 

6 



UM MODELO NUMÉRICO PARA IMPACTO NORMAL... 

x (m) 

Figura 11: Visualização no plano "xy" do solado de borracha. 

Nas figuras ( 1 O) e ( 11) podem ser visualizados alguns planos da estrutura que representa 
o solado de borracha discretizado. 

6. CONCLUSÕES 

Realizou-se uma simulação de impacto entre dois sólidos prismáticos retangulares com 
propriedades mecânicas e dimensões conhecidas. 

A discretização de um meio contínuo através de elementos cúbicos em treliça, mostrou-se 
simples de ser implementado computacionalmente, uma vez que a utilização de relações 
constitutivas pode ser feita em sua forma mais simples, ou seja, uniaxial, além de poder ser 
tratado como um problema unidimensional, pois as barras da treliça estão sujeitas apenas à 
forças de traçãp ou compressão, em uma única direção para cada barra. 

O algoritmo de contato utilizado, baseado na correção das coordenadas nodais das 
superficies discretizadas que entram em contato, mostrou-se uma idéia simples e funcional. 

A utilização de uma relação constitutiva elástica não linear, neo-hookeana, acrescida de 
uma força viscosa, representou de forma satisfatória o comportamento do corpo cujo material 
era a borracha. 

A estabilidade do processo de integração numérica apresentou uma relação direta com os 
valores atribuídos ao intervalo de integração. 
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Abstract 
This paper evaluates the application of computational intelligence methodologies in a nonlincar process 
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1. INTRODUÇÃO 

As necessidades de projetistas e engenheiros de lidarem com sistemas de controle cada 
vez mais complexos, têm viabilizado a identificação e o controle de sistemas não-lineares pela 
utilização da inteligência artificial ou computacional (IC). A IC constitui-se de uma área 
emergente que abrange um conjunto de. paradigmas amplo e multidisciplinar, onde o 
desenvolvimento da IC, por pesquisadores das mais diversas áreas do conhecimento, tem 
levado a promissores resultados (Katayama et ai., 1993; EvoNews, 1996). Neste artigo utiliza­
se os paradigmas da IC denominados redes neurais artificiais (RNs) e computação 
evolucionária ou evolutiva (CE) na modelagem (identificação) de um modelo não-linear que 
representa um turbo-gerador, em escala de laboratório (Pickhardt & Unbehauen, 1994). 

As capacidades de flexibilidade e adaptabilidade dos mecanismos de controle neural 
biológicos têm inspirado o desenvolvimento de mecanismos robustos em controle de 
processos industriais. As topologias de RNs abrangem características relevantes de 
aprendizado, paralelismo inerente, mapeamento de não-linearidades e alguns modelos de RNs 
tratam-se de aproximadores universais (Funahashi, 1989). Estas características tem motivado 
a utilização de RNs como ferramenta poderosa, principalmente em reconhecimento de 
padrões, predição, identificação, controle inteligente e adaptativo (Gupta & Rao, 1994; 
Sjõberg, 1994). 
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A CE imita um modelo rudimentar e simplificado da natureza como um procedimento 
adaptativo de busca e otimização, que possibilite implementações computacionais (Foge!, 
1995). As aplicações industriais da CE têm sido em problemas de otimização, projeto, 
rateamento e escalonamento (EvoNews, 1996). O artigo é organizado como segue. Na seção 
2, os paradigmas da CE são descritos. A seção 3 apresenta as RNs "feedforward" e recorrente. 
O modelo matemático do turbo-gerador e as simulações realizadas são tratadas na seção 4, 
enquanto a conclusão é apresentada na seção 5. 

2. COMPUTAÇÃO EVOLUCIONÁRIA 

Atualmente, a CE constitui-se numa alternativa às técnicas convencionais de busca e 
otimização (Foge!, 1995). A CE engloba um número crescente de metodologias, das quais as 
mais importantes são: algoritmos genéticos (AGs), estratégias evolutivas (EEs), programação 
evolucionária, programação genética e sistemas classificadores. Na figura 1 é apresentado um 
pseudocódigo básico dos paradigmas da CE. 

geração~ O 
inicialização da população (P(t)) 
avaliação da aptidão da população (P(t)) 
enquanto o critério de parada para P(t) não for atingido 
{ geração ~ geração + 1 

P(t) = seleção (P(t-1)) 
recombinação (P(t)) 
mutação (P(t)) 
avaliação da aptidão da população(P(t)) 

Figura 1: Pseudocódigo básico dos paradigmas da CE. 

A CE, neste artigo, é utilizada na determinação dos parâmetros de um modelo NARX 
("Non-linear AutoRegressive model structure eXogenous inputs") (Chen et a!., 1990) para 
modelagem de um turbo-gerador. Os paradigmas da CE empregados são: AGs, AG híbrido 
com "simulated annealing" e EEs. Os AGs são técnicas não-determinísticas de busca, 
otimização e aprendizagem de máquina, que manipulam um espaço de soluções potenciais 
utilizando mecanismos inspirados nas teorias de seleção natural e genética. Neste artigo 
utiliza-se a representação por ponto flutuante dos cromossomas por ser adequada ao 
tratamento de problemas com restrições e apresentarem maior precisão e eficiência quanto ao 
tempo de CPU que a representação binária (Janikow & Michalewicz, 1990). 

O algoritmo "simulated annealing" (SA) é um método de otimização estocástica que se 
baseia no processo fisico em que substâncias são elevadas a altos níveis de energia, e 
posteriormente, são gradualmente resfriadas até alcançarem um estado de baixa energia. O 
processo de SA é aplicado ao AG, a cada geração, após as operações de recombinação e 
mutação, através de uma pequena perturbação randômica nos cromossomas para sintonização 
fina dos valores dos cromossomas (indivíduos) do AG (AGSA) (Ghoshray et a!., 1995). As 
EEs são técnicas que enfatizam a ligação comportamental entre as populações geradas 
(indivíduos-pais e indivíduos-descendentes), mais do que a ligação genética. As EEs com 
vários membros (multimembros) têm o embasamento biológico relacionado a características 
de poligenia (característica do fenótipo de um indivíduo é influenciada por diversos genes) e 
pleiotropia (capacidade de um gene influenciar diversas características dos fenótipos). Estas 
EEs são divididas em EE-()l+À) que sugerem a )l pais produzirem À descendentes, após, os )l 
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pais e os À descendentes competem pela sobrevivência, ao contrário da EE-(J..l,À), onde os À 
descendentes competem para sobreviver e os pais são completamente substituídos a cada 
geração (Coelho & Coelho, 1996; Fogel, 1995). 

3. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS 

As RNs têm sido utilizadas para modelagem de processos lineares e não-lineares. Em 
identificação é importante o papel das RNs em modelos "black-box" (identificação estrutural) 
de sistemas dinâmicos não-lineares, conforme tratado por Sjoberg ( 1994). As RNs 
implementadas neste trabalho são: RN "multilayer perceptron feedforward" (RN-MLP) com 
treinamento "backpropagation" e RN parcialmente recorrente de Elman modificada. Os 
diagramas esquemáticos da RN-MLP e da RNPREMOD são apresentados na figura 2(a) e 
2(b ), respectivamente. 

entradas 

retropropagação do erro 

• 

.: saídas ; saídas 
obtidas : desejadas 

y : Y!d 

camada de saída 

• n-ésima camada oculta 
,._ 1 ~camada oculta 

camada de entrada 

(a) RN-MLP 

..r=---+-, , . uru dades de 

convenções 

contexto 

saídas 
obtidas 

y 

saídas 
desejadas 

yd 
+- I 

O neurônio sem processamento 

Q neurônio com processamento 
(função de atJvação) 

4 conexões ponderadas (pesos) 

(b) RNPREMOD 

Figura 2: Diagrama esquemático da RN-MLP e RNPREMOD. 

A RN-MLP representa uma generalização da RN "perceptron" de camada única. A RN­
MLP tem sido aplicado com sucesso para resolver problemas de mapeamento, por meio de 
aprendizado supervisionado, utilizando o àlgoritmo "error backpropagation" (BP). O BP 
consiste basicamente das seguintes etapas, sintetizadas a seguir: 

i) inicializar aleatoriamente os pesos de todas as conexões da RN (por exemplo, entre -1 e 1 ); 
ii) aplicar o conjunto de treinamento (medidas do processo) à RN; 
iii) propagar as saídas dos neurônios de cada camada da RN para os neurônios da próxima 
camada passando pela função de ativação (tangente hiperbólica) dos neurônios (passo 
"forward"); 
iv) especificar a saída desejada e calcular todos os erros de todas as camadas; 
v) corrigir os pesos pelos "gradientes locais" da RN (passo "backward"); 
vi) repetir os passos (iv) e (v) enquanto a função do erro quadrático da saída não encontrar o 
valor de tolerância do erro aceitável imposta pelo usuário (critério de parada do treinamento); 
vii) utilizar conjunto de teste para análise do desempenho da RN (validação do modelo). 
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A RN de Elman modificada (Pham & Liu, 1992) é baseada na RN de Elman usual 
(RNPREE) proposta por Elman ( 1990), contudo para obter-se desempenho mais adequado em 
identificação de processos introduz-se "auto-conexões" nas unidades de contexto da 
RNPREE, para dar a RNPREE unidades de inércia ("units inertias") e, deste modo melhorar a 
capacidade de memorização deste tipo de RN (RNPREMOD). As unidades de contexto são 
usadas somente para memorizar as prévias ativações dos neurônios da camada oculta e podem 
ser considerados para a função de armazenar atrasos de tempo("delay") de um passo. As 
conexões "feedforward" são modificáveis e as conexões recorrentes são fixas. Além disso, a 
regra de aprendizado BP é utilizada para o treinamento da RNPREMOD (Pham & Liu, 1992). 

4. MODELO MATEMÁTICO DO TURBO-GERADOR E AS SIMULAÇÕES 

O turbo-gerador é um sistema de várias entradas e várias saídas (MIMO). As entradas são 
a posição da válvula e corrente de excitação do g~rador. As saídas são a tensão de saída e 
freqüência (velocidade do gerador). O modelo matemático monovariável (SISO) regido pela 
equação a diferenças ( 1) foi obtida pela seguintes condições: a) posição da válvula de 60% 
aberta; b) carga simétrica de 1.8 Q; c) entrada (sinal manipulado) foi a corrente de excitação; 
d) saída (sinal de controle) foi a tensão de saída. Assim a planta do turbo-gerador utilizada nas 
simulações é representada pela seguinte equação a diferenças (Pickhardt & Unbehauen, 1994): 

y(k) = 0.0888 u(k-1) + 0.9909 u(k-2) + 0.3633 y(k-1)- 0.0467 u(k-2)2 + (I) 
J , 

0.6193 u(k-1)y(k-1) + 0.0242 u(k-3t- 0.2500 y(k-1t-
0.8098 u(k-3)y(k-1) + 0.3974 y(k-1 )y(k-2) 

obtida de um processo real de laboratório para identificação não-linear. O procedimento de 
simulação dos algoritmos da IC em modelagem do turbo-gerador são abordadas a seguir. 

Simulação 1: A estimação do modelo matemático do processo é realizada utilizando-se um 
sinal de entrada degrau unitário durante as amostras O a I 00 . Entre as amostras 100 e 300, é 
aplicado à entrada do processo, um sinal PRBS 1 (sinal degrau unitário mais ~ 5% de um PRBS 
de -I ou +I). Uma seqüência aleatória normalmente distribuída (ruído branco) com média 
zero e variância um, entre as amostras 300 e 500. O sinal de entrada (degrau+ PRBS + ruído 
branco) aplicado a equação (I) em malha aberta é apresentado na figura 3(a). Os algoritmos de 
identificação utilizam-se das primeiras 500 amostras para identificar o modelo do turbo­
gerador. Após a fase de estimação, os modelos matemáticos são validados frente a outras 300 
amostras (entre 500 e 800) através de uma entrada PRBS2 (sinal degrau unitário mais ~ I 0% 
de um PRBS de -1 ou +I), utilizando-se de semente de números aleatórios diferente do 
PRBS 1 • 

Simulação 2: A estimação do modelo matemático do processo é realizada utilizando-se um 
sinal de entrada PRBS 1 (-I ou 1) durante as amostras O a 300, e uma scqüência aleatória 
normalmente distribuída (ruído branco), com média zero e variância um entre as amostras 300 
e 500. O sinal de entrada (PRBS + ruído branco) aplicado a equação (l) em malha aberta é 
apresentado na figura 3(b ). Os algoritmos de identificação utilizam-se das primeiras 500 
amostras para identificar o modelo do turbo-gerador. Após a fase de estimação, os modelos 
matemáticos são validados frente a outras 300 amostras (entre 500 e 800) através de uma 
entrada PRBS2 ( -1 ou + 1 ), utilizando-se de semente de números aleatórios diferente do 
PRBS 1• 
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I 
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Figura 3: Sinal de entrada aplicado ao turbo-gerador em malha aberta. 

A aplicação da CE objetiva a estimação dos parâmetros de um modelo matemat1co 
NARX do turbo-gerador. Os modelos NARX são regidos por equação diferenças não-lineares 
estruturadas por parâmetros lineares. A estrutura típica de um modelo NARX pode ser 
abordada pela seguinte equação: 

nb na na nb pep-1 pep-1 (2) 
y( t) = Ibju(t-d-i+l) - :L>jy( t-i )+cte+ I I I I cijkmu(t-d-i+l)ky(t -j)m 

i=l i=l i=l j=l k=l m=l 

nb nb pep-1 pcp-1 na na pep-1 pep-1 

+I I I Idijkmu(t-d-i+l)ku(t-d-j+l)m+ I I I IeijkmY(t-i )k y(t-j)m 

i=l j=l k=l m=l i=l j=l k=l m=l 

onde o termo "pep" é responsável pela potência de expansão polinomial. O modelo NARX 
utilizado na identificação do turbo-gerador é estipulado em nb=3, na=2 e pep=3, o que totaliza 
n1 = 56 termos (Chen et ai., 1990). A estimação do modelo do processo é adequada se os 
critérios de erro, adotados na estimação, estão em valores admissíveis, pela análise do 
projetista. Os critérios de erro em identificação são os seguintes: 

N 

lSE = L)y(k)- y(k)] 2 

k=l 

N 

~)y(k)- y(k)f 

RPE = =k-==-1 ----­
N 

L)y(k)J2 
k=l 

(3) 

(4) 

O parâmetro y(k) é a saída desejada, y(k) é a saída estimada e N é o número de amostras 

coletadas na simulação. Os paradigmas da CE visam a estimação dos 56 termos do modelo 
NARX. As metodologias da CE utilizadas na identificação do turbo-gerador e os resultados 
mais adequados dos lO experimentos realizados com cada metodologia são enumeradas na 
tabela l. 
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convencões 

roleta 
"breeder" 

pop. população 
recomb recombinação 

recomb. 
Pr= 0.8 
Pr= 0.8 

mutacão 
Pm=0.1 
Pm=0.1 

correlata 

Pm probabilidade de mutação não-uniforme 

simulacão 1 simulacão 2 
ISE RPE ISE RPE 

7.4516 5.12x1 o· 112.9320 1.88x1 o· 
1.7198 1.18x10-3 110.2344 1.84x10.1 

3.0200 2.08x1 o·3 113.3532 1.89x1 0"1 

Pr probabilidade de recombinação aritmética 
• variacões correlatas e esauema de adaotacão dos 

A figura 4(a) apresenta o resíduo entre a resposta real e estimada do turbo-gerador em 
malha aberta obtido pelo algoritmo AGSA com seleção "breeder" para a simulação l, 
enquanto a figura 4(b) apresenta o resultado mais adequacio para o simulação 2. 

entrada 

degrau PRBS1 ruído branc o PRBS2 

o.s o so 1oo 1so 200 250 ~ oo 350 •oo •so 500 sso 600 650 roo no eoo 

,_. 
,_, 
0,2 

0.1 

resíduo 
0,0 

-0,1 

-0 ,2 

-0,3 

·0.4 

,_,~1{\~ 
es!lmação validação 

-0,5 L..--------------'-----------' 
ow~ oo- =-=-=-=---M~ amostras 

(a) simulação 1 

PRBS1 

entrada 

ruído branco 
+ 

PRBS2 

:;..so.-'-'5o_,_oo_,'-'o-'-2o'-'o-'-"-o_30.;.o_,_,_,_•.;.oo_•_5o'-5-oo_5'-'5o_6o'-'o-'-""-'-----'''cc.'__;.".:..'....:,"' 
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0.5 
re síduo 

·0.5 

·1.5 

est:unação _, , L.. _____________________ ..J 

om~~-m~=~-~m~-~~-

amostras 

(b) simulação 2 

Figura 4: Resíduo do turbo-gerador em malha aberta via CE. 

Na identificação dos processos pela RN é estipulado como critério de parada 2000 
iterações. Os coeficientes de aprendizado e de momento adotados são de O. I (RN 
"feedforward" e RNPREMOD), enquanto o parâmetro de ganho da realimentação das auto­
conexões a da RNPREMOD é ajustado para 0.6 (Pham & Liu, 1992). A tabela 2 resume os 
resultados obtidos com a RN-MLP e RNPREMOD. 

Tabela 2: Identificação do turbo-gerador via RN-MLP e RNPREMOD. 
SJmulacão 1 
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Os resíduos da resposta real em relação a resposta estimada em malha aberta do turbo­
gerador são apresentados nas figura 5(a) e 5(b ), para as simulações 1 e 2, respectivamente. 
Enquanto as curvas de aprendizado do turbo-gerador do resultado mais adequado via RNs são 
apresentadas na figura 6. 

1. entrada 
~egrau1 PRBS1 

1 

ruído branc o 
1 

PRBSz 

0.04 

-0,0 6 

-0,08 
estunação validação 

-O. lO'----------~------' 

, .. -~---~- - --~ ~ -~­amostras 

(a) simulação 1 

1 

resíduo 

·2 

entrada ------1 

ruído branco 
I 

estimação validação 

·• 0~50:--::10:-o ""7,.,:-::-20,:-,::::so:-,::::,,:-,::::,.:-,::::,,:-,::-,, -:-,,'-:-, -:::, :-, -:-:.,:-, -:-:.,:-, ::::,oo-:-:-, ,:-:-'ooo 

amostras 

(b) simulação 2 

Figura 5: Resíduo do turbo-gerador em malha aberta via RNs. 

1010,0 ,..---------------, 

/ !SE= 132 7990 

"'\/. / ISE=26 . 920 1 
: / 

log(I SE) . ""'"" 

1o.o \~ / ISE=26126 

: ~ . . ______ , 

0.1 L----'-----'--------'-----....J 
o 200 400 600 800 1000 12 00 1&00 1600 '1600 2000 

iterações 

(a) simulação 1 

10,0 

ISE=2 1.5567 1 1~,~ .. ,,1. 
/ ISE=9 6669 

I 

0,1 L__--'----'----- ----'-----....J 
o 200 coo 6oo soo 1000 1200 1coo 1600 1eoo 2000 

amo stras 

(b) simulação 2 

Figura 6: Curva de aprendizado do turbo-gerador via RNs. 

5. CONCLUSÃO 

Este trabalho apresentou a aplicação das _metodologias CE e RNs na modelagem de um 
turbo-gerador. As metodologias da CE utilizadas foram AGs, AGSA e EEs, enquanto as RNs 
tratadas foram RN-MLP e RNPREMOD. As metodologias adequaram-se a modelagem do 
turbo-gerador através de simulações frente a um modelo matemático da planta. Os resultados 
foram promissores, contudo deve-se ressaltar a necessidade de análise mais aprofundada de 
critérios de complexidade algorítmica e convergência das metodologias aplicadas em relação a 
métodos convencionais de controle. As necessidades do projetista são fatores relevantes 
quanto a necessidade da identificação "on-line" ou "off-line" e se a metodologia escolhida é a 
mais adequada para tratamento das dificuldades decorrentes das complexidades do processo a 
ser modelado. 

Entretanto, apesar das vantagens das RNs, sua implementação apresenta limitações por 
não poder justificar suas respostas ("black-box"), alto custo computacional, baixa velocidade 
de aprendizado para aplicações "on-line" e, heurística para determinação da arquitetura e 
parâmetros ligados ao aprendizado. Os paradigmas da CE constituem-se em poderosas 
ferramentas para o tratamento de problemas multidimensionais e multimodais . Além disso, os 
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paradigmas da CE são técnicas de otimização de procura global pelo espaço de soluções 
possíveis (não depende de mínimos locais) e com aplicação em sistemas de controle lineares e 
não-lineares, de fase mínima e não-mínima, para identificação de pólos e zeros (Kristinsson & 
Dumont, 1992). 
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L INTRODUÇÃO 

Diversas abordagens não-convencionais em identificação e controle, tais como controle 
auto-ajustável , preditivo e inteligente têm sido propostas na literatura (Narendra et a!., 1991; 
Raychaudhuri et ai., 1996). Entre os algoritmos inteligentes com aplicações em controle 
processos são relevantes o controle lógico nebuloso (CLN) e o controle via redes neurais 
artificiais (ou controle neural). Desde o CLN proposto por Mamdani (1974), a literatura tem 
reportado inúmeras aplicações de algoritmos utilizando a lógica nebulosa e o CLN, em 
problemas, tais como: decisão, planejamento, predição, identificação de processos não­
lineares, controle adaptativo nebuloso ( direto e indireto ), projetas de sistemas auto-ajustáveis, 
entre outros (Coelho & Coelho, 1996; Hirota & Sugeno, 1995; Mendel, 1995; Navarro & 
Albertos, 1996). As redes neurais artificiais (RNs), devido as características de aprendizado, 
adaptabilidade, paralelismo inerente e tolerância a falhas, têm se consolidado com uma 
promissora ferramenta para reconhecimento de padrões, predição, identificação, controle 
inteligente e adaptativo (Levine, 1996; Narendra, 1996). 

O presente artigo trata de algoritmos de controle híbridos inteligentes, composto de CLN 
com ajuste evolutivo das funções de pertinência e controle neural com treinamento evolutivo. 
A otimização evolutiva é realizada pelo paradigma da computação evolucionária (CE) 
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denominado estratégias evolutivas (EEs) com variações co~elatas e esquema de adaptação 
dos parâmetros do operador de mutação (Ostermeier, 1994; Rudolph, 1992). O artigo é 
organizado como segue. Na seção 2 são apresentados aspectos relativos ao CLN. A seção 3 
apresenta a descrição do controle via RNs. A seção 4 aborda o projeto híbrido inteligente do 
CLN e neural via EEs. A descrição do sistema de regulação de nível não-linear, composto de 
dois tanques acoplados e os experimentos realizados são tratados na seção 5, enquanto que a 
conclusão é apresentada na seção 6. 

2. CONTROLE LÓGICO NEBULOSO 

O conceito de lógica nebulosa (ou "fuzzy") ou nebulosa está ligado a teoria dos conjuntos 
nebulosos proposta por LA. Zadeh (1965), ao contrário da teoria clássica dos conjuntos, trata 
o conceito de pertinência como um número infinito de valores diferentes, no intervalo [0, 1]. A 
idéia do CLN é construir um modelo de controle que "imite" um engenheiro de controle 
experiente capaz de controlar uma planta não pe.nsando em um modelo matemático, mas 
especificando ações de controle em forma de regras lingüísticas. 

O projeto de CLN é equivalente a um problema de otimização multimodal e 
multidimensional e, apresenta dificuldades na especificação de um adequado conjunto de 
funções de pertinência, o que é tradicionalmente realizado por um procedimento heurístico 
decorrente do estudo da dinâmica em malha fechada do processo por um engenheiro de 
controle, para atender os requisitos de qualidade e precisão do projeto do CLN. O CLN 
descreve uma lei de controle, onde sua estrutura segue três passos: i) nebulização, ii) avaliação 
e execução de regras de produção (se <condição> então <ação>) pela máquina de inferência e, 
iii) desnebulização (Coelho & Coelho, 1996; Mendel, 1996). 

A implementação usual para o CLN tem configuração PD (ou PI), porém a importância 
de incluir a parte integral do erro é proporcionar maior robustez e melhora da resposta em 
regime ao controlador CLN tipo PD convencional. O projeto em controle CLN tipo PIO 
completo necessita de três entradas, o que pode expandir bastante a base de regras de acordo 
com os requisitos do projeto e necessidade de desempenho do controlador e demandar um 
projeto de engenharia complexa (Kwok et ai. , 1990; Li & Gatland, 1995). Neste trabalho, 
opta-se pela determinação a priori da base de rebJTas, com a utilização de cinco termos 
lingüísticos para as funções de pertinência com forma gaussiana e o algoritmo de sintonia das 
funções de pertinência via EEs com variações correlatas e esquema de adaptação dos 
parâmetros do operador de mutação (Ostermeier, 1994; Rudolph, 1992). O projeto adotado é a 
técnica da implementação direta, onde a ação de controle ur1D(k) é originada de um 
controlador PlD convencional e reescrita como (Li ela/., 1995): 

urm(k) = urD(k) + <j>.~t.u,(k) (I) 

urD(k) = Kre(k) + KD~e(k) (2) 

u1(k) = u,(k-1) + ur(k) (3) 

ur(k) = Kre(k) (4) 

O parâmetro <!> atua como um parâmetro de seleção estrutural, que aciona ou não a ação 
integral de acordo com a natureza da planta. A configuração e o fluxo dos dados no CLN tem 
a ação PD nebulosa mais a ação I nebulosa (CLN-PD+I) combinadas, conforme apresentado 
na figura l, enquanto a base de regras adotada é ilustrada na tabela 1 (Boverie, 1991 ). 
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ação PD nebulosa 

aç ão I ne bu1 osa 

Figura 1 : Configuração do CLN-PD+I. 

Tabela 1: Base de regras do CLN-PD+I. 

parte proporcional e derivativa 
L1e 

e\M NG NP ZE 
NG NG NG ZE 
NP NP NP NP 

e ZE ZE NP ZE 
PP PP ZE PP 
PG ZE PP PG 

3. CONTROLE NEURAL 

PP PG 
NP ZE 
ZE PP 
PP PG 
PP PG 
PG PG 

parte integral (proporcional ao erro) 
e 

convenr: ões 
erro e 

L1e 
NG 
NP 
ZE 
PP 
PG 

variação do erro 
Negativo Grande 
Negativo Pequeno 
ZEro 
Positivo Pequeno 
Positivo Grande 

A área denominada "neurocontrol" é um subconjunto de ambas as áreas de pesquisa tanto 
RNs quanto a teoria de controle. Os trabalhos existentes podem ser reduzidos em algumas 
estratégias fundamentais de projeto, apesar de existirem diversas variantes na literatura, tais 
como: controle supervisionado, controle inverso direto, controle adaptativo neural (direto ou 
indireto ), "backpropagating utility" e "adaptative critics" (Narendra, 1996). O controle neural 
adotado é o controle neural direto com treinamento especializado (Psaltis et a!., 1989) e 
otimização por EEs. O controlador constitui-se de um RN parcialmente recorrente de Elman 
modificada (Pham & Liu, 1992) com três entradas e uma saída (CNPRE), conforme mostrado 
na figura 2. A forma de confihruração do controle "u" dado pelo CNPRE obedece a uma forma 
alternativa às equações que regem o controlador PIO convencional dada por: 

u(k) = u(k-1) + Kp[e(k)- e(k-1 )] + K1e(k) + KD[e(k)- 2e(k-l) + e(k-2)] (5) 

:<4- +{ estratégias evolutivas ) 

e(k) 

+ e(k)-2e(k-1 )+e(k-2): saída 

e(k) - e(k-1) 

:controlador neural 

Figura 2: Controlador neural parcialmente recorrente com configuração via EEs. 
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4. OTIMIZAÇÃO EVOLUTIVA DOS CONTROLADORES INTELIGENTES 

As EEs constituem-se de técnicas com características similares aos algoritmos genéticos 
(AGs), contudo seu embasamento é condizente as características biológicas de poligenia e 
pleiotropia. As diferenças básicas entre as EEs e os AGs é que nas EEs o operador mais 
importante é o de mutação, admitem características auto-adaptativas através de desvios padrão 
e covariâncias, e empregam seleção determinística (extintiva), enquanto nas implementações 
dos AGs convencionais, o operador principal é o de recombinação, não apresentam 
mecanismos de auto-adaptação e possuem seleção probabilística (preservativa) (Coelho & 
Coelho, 1996). Em contraste com os AGs, as soluções são diretamente representadas em 
vetores de valores reais x E 91" e os indivíduos ã = (x, cr, e) consistem não somente do vetar 

X mas também incorporam um vetar adicional cr E 91: de desvio padrão positivo O'j e um 
conjunto de ângulos de inclinação e, que influencia as covariâncias das mutações. Os 
parâmetros usuais das EEs são utilizados pelo ope~ador mutação, para modificar os 
correspondentes objetos variáveis X i (i E { 1 , ... ,n }). A mutação opera em cada objeto variável 
Xi pela adição de números randômicos normalmente distribuídos com esperança zero e 
variância a; (indicada pela notação N(O, d; )). Um novo vetor solução ã' = (x', Õ", 8') pode ser 
criado como (Back & Schwefel, 1993): 

ã; = â; ·exp(-r'·N(O,l) + T·N;(O,l)) (6) 

ej = 8J · exp(N;(O,~e)); j E {l, ... ,w} (7) 

x; =X;+ cr; · N;(O,A); i E {l, ... ,n} (8) 

A mutação de âi é baseada em um fator de busca global -r'.N(O,l) e um fator local 
-r.N;(O,l) . O termo N(O,A) é um vetor normalmente distribuído z com expectativa zero e 
densidade de probabilidade 

det A { l 1 ) p(z) = ~1-- ex -- z Az 
(2rr)" 2 

(9) 

Os elementos da diagonal da matriz de covariância k 1 são variâncias independentes para 
componentes Xi do vetor de decisão X., enquanto os elementos de fora da diagonal representam 
as covariâncias Cij das mudanças. Os estudiosos da técnica Back & Schwefel ( 1993) 
restringiram as áreas de densidade de probabilidade para hiperelipsóides n-dimensionais, que 
é realizado por um conjunto de ângulos de inclinação e· E ~H, w = n I 2 · (n - I) para o eixo 
central do hiperelipsóide. 

5. PROCESSO DE NÍVEL DUPLO-TANQUE 

5.1 Descrição do processo 

O sistema de regulação de nível não-linear é formado por dois tanques acoplados 
conforme proposto por Li et a!. (1995) e está ilustrado na figura 3. As equações que 
caracterizam a dinâmica em malha abertas são: 

4 
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(1 O) 

( 11) 

(12) 

A área dos tanques é A 1=A2=97 cm2
; a área dos orifícios é a1=0.396 cm2 e a2=0.395 cm~; 

as constantes de descarga são c1=0.53 e cz=0.63; a altura dos orifícios é h0=3 cm, a aceleração 
da gravidade é g=981 cm/s2

, e o atraso de transporte inserido no sistema é de 1=6 unidades de 
tempo. 

entrada, u perturbação 

hl l 
tanque 1 

l 
U'<i!~ h, tanque 2 

I 1 ho I 

Figura 3: Sistema de regulação de nível não-linear. 

5.2 Resultados da simulação 

O critério de erro adotado para sintonia do controle PIO é a minimização no tempo de 
uma função custo J(u,e) dado por (w=O.l ): 

J(u,e) = f. k(e(k) 2 + w~u(k) 2 ) (13) 
k=O 

A variável e(k) é o erro dado pela diferença entre a saída y(k) do processo e a referência 
(sp) desejada e, ~u(k) é a variação do sinal de controle. Os ensaios realizados no processo 
não-linear de nível visam manter o nível de líquido do tanque 2 durante 600 iterações, em 
cada uma das três referências propostas de 9 cm, 12 cm e 5 cm, respectivamente, com um 
mínimo de sobre-elevação e erro nulo em regime. 

O projeto dos controladores inteligentes foram otimizados apenas para as mudanças de 
referência, não prevendo perturbações de carga. As perturbações de carga em cerca de 25% do 
controle máximo (8.325 cm3 Is) foram aplicadas ao tanque 2, nos instantes 300 a 600, 900 a 
1200 e 1500 a 1800, após o projeto dos controladores, para análise da robustez, sensibilidade 
e atuação do controle inteligente frente a situações imprevistas no projeto do controlador. O 
sinal do controle u de entrada do líquido no tanque I é limitado à faixa de [0;33.3 cm3/s] e 
obtém-se a saída y da planta calculada, utilizando-se o método de Runge-Kutta de 4ª ordem. 

O CLN-PD+I tem a otimização dos parâmetros das funções de pertinência efetuada em 
400 iterações. Os parâmetros otimizados com uma população de 30 indivíduos é realizado por 
EE-( I +29) com mutações correlatas e esquema de adaptação de parâmetros, sendo que 
obteve-se o valor de J(u,e)=l32679, enquanto que com o CNPRE obteve-se como resultado 
mais adequado para J(u,e)=l36470, conforme apresentado na tabela 2. As figuras 4(a) e 4(b) 
ilustram a resposta em malha fechada dos controladores inteligentes CLN-PD+I e CNPRE ao 
final da fase de sintonia. 

5 
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Tabela 2: Resultados da fase de sintonia no controle do processo de nível duplo-acoplado. 
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Os distúrbios de carga em cerca de 25% do controle máximo (8 .325 cm3/s) são aplicados 
no tanque 2, nos instantes 300 a 600, 900 a 1200 e 1500 a 1800, após o projeto dos 
controladores (fase de sintonia), para análise da robustez, sensibilidade e atuaçào dos 
controladores inteligentes frente a situações imprevistas no projeto do controlador. As fi!:,ruras 
de 6 e 7 ilustram a resposta em malha fechada dos controladores PIO inteligentes, CLN-PD+l 
e CNPRE sujeitos a mudanças de referência e distúrbios de carga (fase de testes). 
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Pela tabela 2, apresentada a seguir, nota-se que os controladores inteligentes estudados 
comportam-se com desempenho adequado frente ao efeito das mudanças na dinâmica da 
planta com um acréscimo na variância da ação de controle para o tratamento desta situação, 
pois são sintonizados apenas para tratar mudanças de referência. 

Tabela 2: Resultados do controle do processo de nível duplo-acoplado. 

6. CONCLUSÃO 

ai oritmo 
CLN-PD+I 
CNPRE 

Este trabalho apresentou um estudo de caso com descrição e aplicação de algoritmos de 
controle híbridos inteligentes, composto de CLN-PD+I com sintonia das funções de 
pertinência via EEs e controle neural com treinamento por EEs. A aplicação dos algoritmos é 
em controle inteligente de um sistema de regulação de um processo não-linear de nível. 

As metodologias híbridas implementadas se comportaram adequadamente no controle do 
processo. A EE aplicada na sintonia de controle inteligente nebuloso e neural caracterizou-se 
como uma alternativa aos algoritmos convencionais de sintonia. A desvantagem da EE, 
contudo é a mesma de outros algoritmos da CE, é que para cada geração do algoritmo, toda a 
população de soluções (parâmetros a serem otimizados) necessitam serem avaliados para o 
cálculo da função de adequabilidade. 

No projeto de CLN-PD+l não se necessitou do conhecimento de um modelo matemático 
preciso do processo a ser controlado. Se o modelo contudo existir, pode ser utilizado para a 
simulação e para teste da estratégia de controle. As principais vantagens do CLN-PD+I são: i) 
não necessitam do modelo matemático do sistema; ii) é possível implementar o conhecimento 
de especialista humano e experiência utilizando-se regras lingüísticas; iii) possibilidade de 
controle de processos não-lineares; iv) alternativa ao projeto de CLN-PD+I completo com um 
número menor de parâmetros a serem determinados. Apesar das vantagens o CLN-PD+I tem 
importantes desvantagens. Uma delas é a de não existir um padrão ou método sistémico para 
a transformação de conhecimento humano ou experiência dentro da base de regras de um 
sistema de inferência nebuloso. 

Quanto ao controle neural têm-se como aspectos relevantes de mapeamento das não­
linearidades do processo, capacidade de generalização do controlador e não haver necessidade 
do conhecimento do modelo do processo, enquanto em muitos esquemas de controle 
convencionais e adaptativo é necessário. Neste artigo, tratou-se o esquema de aprendizado 
especializado do controlador neural, contudo este trabalho pode ser extendido também para 
avaliação de aprendizado generalizado (Psaltis et ai., I 989). Entre as desvantagens do controle 
neural nota-se a complexidade computacional e a análise da convergência do controlador. 
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Abstract 
This paper refers to the development of a methodology to detect cavitation in hydroturbines using a neural 
network strategy. Both experimental tests and theoretical analysis were carried out. lnitially, the methodology of 
mapping the cavitation regimes in Francis turbines was proposed and tested. The neural network reproduced 
satisfactorily the different types of cavitation. A real scale experiment was also performed in a 160 MW Francis 
Turbine in operation at the electric power station in Ilha Solteira/São Paulo (CESP). Acoustic sensors wcre used 
to perform preliminary tests on cavitation radiated noise, in order to detect cavitation for different conditions of 
turbine operations. The neural network methodology was also proposed to analyze these experimental data. A 
description of laboratory facilities and some results obtained up to this moment can also be found in this paper. 
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1.- INTRODUCTION 
Cavitation occurs when there is formation of vapor bubbles, or cavities, in a fluid, due 

to the high speed of the liquid flow and localized reductions on the dynamic pressure. The 
collapse of vapor cavities produces extremely high pressures and frequently damages adjacent 
surfaces (Knapp et ai., 1970; Tomita and Shima, 1986). This phenomenon, called cavitation 
erosion, is a major problem for the operation of hydraulic equipment, such as pumps, 
hydroturbines, valves and flow meters. ln the electric utility industry, the cavitation erosion 
frequently results in noise, vibration, loss of efficiency, and deterioration of the blade surfaces. 
Particularly in the case of hydroturbines, the erosion effect in the rotating parts contributes to 
high maintenance and repair costs, revenue loss due to downtime, and cost of replacement 
power. 

The detection of cavitation in hydroturbines, can be done by on line data acquisition 
related to the operating conditions, therefore, whenever system operation allows, control of 
cavitation erosion can be accomplished by changes in operating conditions. ln these 
situations, real-time monitoring of cavitation levei can be very useful. 

ln the modem planning of hydroturbines preventive maintenance, advanced 
instruments are used to obtain hydroturbine's operating parameters, associated to detection 
mechanisms by noise or vibration due to the collapse of a cavitation bubble (Stoffel & 
Shuller, 1992 and Franc J. P. et ~1., 1995), as well as in the control ofits cavitation limits. But 
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the detennination of the cavitation limits of the hydroturbines are associated to a huge sets of 
parameters, therefore they should be well associated and treated~ 

Artificial Intelligence (AI) techniques such as Neural Network, can be a possible way 
to treat the problem, without a closed deterministic fonnulation, and the dependency of the 
parameters. With the infonnation about the hydroturbines working history, associated to the 
complementary acoustic data, it is possible to propose a methodology to quantify and prevent 
the cavitation using the AI algorithms. 

2. MECHANISMS OF CA VIT A TION EROSION AND ACOUSTIC EMISSIONS 
The sound generated by a hydraulic machine in operation is a mixture of random and 

periodic sounds. The random type of sound is generated by the flow turbulence, the boundary 
layer, cavitation, the interaction of the extremity of the blades with the boundary layer of 
shield and the secondary flow. The periodic sound is derived from: interaction of rotor with 
periodic disturbance at inlet, the rotation of the stable loads in the blade and the interaction of 
rotor-inlet blades derived from potential field. 

The cavitation erosion process resembles surfa"ce fatigue wear, as the surface is 
subjected to repeated localized loading which produces surface and subsurface cracks 
fonnation. Theoretical and experimental evidence has shown that the collapse of a cavitation 
bubble can produce a high velocity micro-jet (Tomita and Shima, 1986). 

Acoustic Emissions (A-E) are the high frequency vibrations produced by Iocalized, 
microscopic failures of material bonds which typically occur during plastic defonnation in 
metais . Cavitation produces vibrations in the cavity fluid over a wide range of frequencies 
(Knapp et ai., 1970; Lush and Hutton, 1976; De and Hammitt, 1982; Abbot and Walsh, 1990), 
and cavitation of a material produces acoustic emissions.(Jones and March, 1989; Derakhshan 
et ai. , 1990). 

The use of low frequency and high frequency acoustic techniques for detecting and 
monitoring cavitation in hydraulic machinery is the subject of continuing investigations, 
therefore, in this paper, we intend to describe some theoretical and experimental results 
obtained in this area. 

3. CAVITATION DETECTION lN FRANCIS HYDROTURBINES 
The objective of the cavitation detection is to evaluate the cavitation levei of the 

machine, in order to avoid its degradation and to reduce the erosion risks during the operation. 
The strategy adopted here consists in a methodology of mapping cavitation zones in a 
machine ' s topographic operation diagram with neural networks . 

The operation of a hydroturbine is characterized by its topographic operation diagram. 
The curves of the diagram are supplied by the manufacturer, they are obtained through 
experiments in reduced model and prototype's tests, the cavitation limits are also established. 
The limit curves represem cavitation regions with different characteristics, even these limits 
are not very precise, the ideal operating range can be set to minimize the mechanical operating 
problems. The cavitation limits are the curves expressed in a machine's \jl-<p diagram as 
shown in Fig 1, where \jl and <p are the machine's pressure and flow rate coefficients 
respectively. It is also common to normalize the relation \jl I \j/ 0 and <p I <p o in the 
topographic operation diagram for the better fit in the neural network. 
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Fig. I : The limits of different types of cavitation in a Topographic Operation Diat,rram 
ofFrancis Turbine. 

Different types of cavitation may occur in a Francis Turbine. ln a certain operating 
state ( \jJ ,q> ), they appear in di fferent regions with more o r less erosions in different parts 
(Franc, J. P., 1995). These different regions corresponds to each type of cavitation of the 
Francis turbine are also illustrated in figure I, and the main types of cavitation are as follows: 
1) Blade inlet cavitation - the extreme value of \jf, correspond to the cavitation on the 

entrance of the turbine blades. 
2) Outlet cavitation - with isolated bubbles, also called bubble cavitation is observed when 

'V is near the nominal value. It happens close to the passage of minimum area of the inter­
blade's channel. This may result from improper angles of the flow relative to the turbine 
blades. This type of cavitation is very sensitive to the water nucleation and to the static 
pressure levei at the rotor ' s outlet. 

3) Rolled-up vortex- As the flow coefficient value q> approximate the nominal value of the 
flow q>0 , a twisted vapor may develop in 'the outlet flow, from the middle of the rotor to the 
diffuser's shaft. The cavitation is strongly related to the Thoma's cavitation number, but 
the oscillatory movement depends mainly on the flow rate. Normally the vortex does not 
affect the turbine's performance, and it rarely causes the erosion, but it affects the stability 
of the machine operation, because the movement of the turbine and the vapor braid 
together, are the main source ofthe pressure fluctuation inside the hydroturbine. 

4) Cavitation in partial load - The partia! load causes the recirculation of the flow by 
entrance of the rotor and it is also responsible for the vapor vortex formation on top of the 
rotor through the channel of the inter-blade. This partia! load cavitation can be very 
erostve. 

4. NEURAL NETWORK AND CA VIT A TION 
Using neural network to detect the cavitation is an innovated idea. The physical 

phenomenon associated with ca~itation in a hydraulic machine are extremely complex, and it 

3 
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is very difficult to obtain a precise deterministic description of them. ln this case, the neural 
network mapping of cavitation regions is a convenient alternativ.e to be adopted. 

The backpropagation methodology was adopted for training the network and the 
backpropagation neural network architecture is a hierarchical design consisting of fully 
interconnected layers or rows of processing units (with each unit itself comprised of severa! 
individual processing elements ). The information processing operation that backpropagation 

networks are intended to carry out is the approximation of a bound mapping or function f : A 
c Rn ~ Rm , from a compact subset A of n-dimensional Euclidean space to a bounded subset 
f(A] of m-dimensional Euclidean space, by means of training on examples (x 1, 

y1 ),(x2,y2), ••• ,(xk,Yk), ... of the mapping, where Yk = f (xk). As always, it will be assumed that 
such examples of a mapping f are generated by selecting xk vectors randomly from A in 
accordance with a fixed probability density function p (x). The operational use to which the 
network is to be put after training is also assumed to involve random selections of input 
vectors x in accordance with p (x). 

ln general, the backpropagation architecture consists of K rows or layers of processing 
units, numbered from the bottom up beginning with 1. The first layer consists of n fanout 

processing elements that simply accept the individual components Xi of the input vector x and 
distribute them, without modification, to ali of the units of the second row. Each unit on each 
row receives the output signal of each of the units of the row below. This continues through 
all of the rows of the network until the final row. The final (Kh) row of the network consists 
of m units and produces the network's estimate y' of the correct output vector y. For the 
purpose of simplification it will always be assumed that k 2: 3. Rows 2 through K -1 are called 
hidden rows, because they are not directly connected to the outside world. 

Besides the feedforward connections mentioned above, each unit of each hidden row 
receives an "errar feedback" connection from each of the units above it. ln short, the process 
consists of cycles of inputs to the network "bubbling up" from the bottom to the top and then 
the errors "percolating down" from the top to the bottom. This process is continued until the 
network reaches a satisfactory levei of performance, or until the user gives up and decides to 
try a new starting weight set or a new network configuration. After successfully training the 
network to a suitable low levei of errar, the network can then be put through further 
operational testing to qualify it for development. (Hecht-Nielsen, R., 1990) 

4.1 Mapping Cavitation in Topographic Operation Diagram 
To test the concept ofneural network for the mapping of different regions of cavitating 

flow, we used again the topographic operation diagram of the machine (Figure l ). The 
diagram is subdivided in ten regions as indicated in the diagram, each of them associated to 
different types of cavitation. For this test, we normalized the coordinates (\jl and <p) between 
the values of O and l. Two data files of training and tests were created using uniformly 
distributed points in each area of the diagram. For the training of each area, 20 points adopted 
were well spaced occupying the whole region of each area. To test each area of the diagram, 
around other 1 O different points also uniformly distributed in area were used. 

One neural network was created and implemented and it was trained with the training 
data file. The best net architecture obtained for this case is formed by: 2 neurons of input 
fanout units in the Input layer, one neuron for <p coordinate (flow coefficient) and another 
neuron for \jl coordinate (pressure coefficient ), 12 neurons o r processing elements in the 
hidden layer, 1 O neurons containing values between O and 1 in the Output layer. The output 
value of each region, when closer to 1, it corresponds to that type of cavitation indicated by 
the area . The network proposed is presented in Figure 2. Finally the trained network was 
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tested with the testing data file. The results were shown in table I. We may observe from it 
that the obtained results for the indicated region should be close to I, and in other associated 
output neuron should be close to O. 

T bl I R a e esu ts o fM appm!! c . avJtatwn 
Reg. Reg. Reg. Reg. Reg. Reg. Reg. Reg. Reg. Reg. 

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Noof 
Leaming 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 
data 

--
Rate of 
Recog- I O/ I1 10110 14/ 14 13/ I3 919 12/12 14/ I4 717 I 0/1 O I2/ 12 
nition 

The results obtained with a generic case has revealed a recognition accuracy of 99%, 
the I% errar was due to points close to the frontier between the curve Iimits. The network 
used in experiment I is extremely small sized, that is, 2 + I2 + 1 O neurons. Fig 2 shows the 
internal structure of the network after leaming. Therefore the experiment has shown the 
possibility ofusing neuro network for cavitation mapping. 

Reg 1 Reg 2 Reg 3 Reg 4 Reg 5 Reg 6 Reg 7 Reg 8 Reg 9 Reg 10 

BIAS ~M'o <p/ <po 
Fig. 2 - Internal structure of neural network after leaming 

4.2. Detection of Cavitation Peaks 

CESP 's (Companhia Energética de São Paulo) Hydro Plant, located in Ilha Solteira, São 
Paulo, operates 22 vertical Francis-type hydroturbines. Cavitation monitoring tests were 
conducted on Unit 19, which is 6.28 m in diameter and rotates at 85.7 rpm. The rated capacity 
for the unit is 167.8 MW ata net head of 46 m. 

The first tests were conducted at CESP to evaluate the effectiveness of the A-E 
techniques for monitoring cavitation leveis in an operating hydroturbine. A single A-E 
transducer (BRUEL & KJAER, Type 8312), with a wide response range, was mounted on the 
turbine's lid, initially polished for better contact between the sensors surface and metallic lid. 
The sensor's cable is pulled until the pavement close to the generators shaft, where the 
amplifier (Model 2638 ofB&K) was connected. Data from the A-E transducer was acquired at 
a rate of the maximum 100 MHz, using an oscilloscope HP model 54600A, with 2 channels. 
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The signals captured by the A-E transducer were amplified and~onditioned through a power 
amplifier, and these signals were collected in the oscilloscope's memory. Through a standard 
GP-IP slab and a signal capture software, the signal derived from the oscilloscope can be 
transferred to a microcomputer and stored on floppy disk for !ater analysis. 

Ali the collected signals have been effectively analyzed with an FFT analyzer software 
to build up the power spectrum from the signals collected through the oscilloscope. More 
than one signal were collected for each operating state, and the graphs are referred to the 
average frequency spectrum collected for each operating point. 

A procedure for varying the turbine's operation power O MW to 160 MW was used to 
collect the acoustic signals . The effect of air injection was also evaluated. This is an 
important analysis, because the air injection is one of the methods used to reduce the 
cavitation effect in hydroturbines. 

4.2.1 Signals Characteristics with and without Air lnjection 
Many signals spectrum were obtained with A-E transducer for different operation 

regimes in hydroturbine machines, with and without air injection. Some observed 
phenomenon were: 
• A frequency peak was observed close to 186 kHz for the operation regime from 40 to 70 

MW. The amplitude ofthese peaks is around 1,6xl0-3, while the background amplitude at 
around 1 ,Ox 1 o-4

, therefore a strong indication of cavitation. 
• From 80 MW, the spectrum components had the sarne order of amplitude, without showing 

any frequency peak, no evidence of cavitation. 
• From the operation diagram, the operation below 90 MW was not recommended by the 

manufacturer, it was confirmed as above ' s signals captured by acoustic sensor. 
• After I 30 MW, most noise levei increased proportionally around 100 - 500 kHz. It was 

recomended by the manufacturer that this is the safe power band to operate the machine. 
But the global levei of random noise does not guarantee the safe detection of cavitation. 

• Because of the limited space, only two most characteristic results were presented here, the 
peaks of the spectrum without and with air injection were shown in Figure 3 and Figure 4 
respectively in 70 MW of machine's power generation state. The spectra were analyzed 
and a substantial reduction ( around 50% ) of peaks amplitude around I 86 kHz were 
observed with air injection and the background amplitude remain unchanged. Therefore it 
was supposed that the flow with air injection, can reduce greatly the cavitation levei. 
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Fig. 3 Spectrum from A-E transducer obtained at 70 MW power generation state without air 
injection. 
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Frequency [kHz} 1000 

Fig. 4 Spectrum obtained from A-E Transducer at 70 MW of power generation state, with ai r 
injection. 

4.2.2 Detection 's Strategy 
Before more information and spectrum were obtained to guarantee the correspondence 

of non-cavitation, these information should be available for the neural-network back­
propagation training method. Therefore another neuronetwork strategy, the Kohonen leaming 
method, was tested to analyze the information in hand up to now. 

Kohonen leaming (Hecht-Nielsen, R., 1990) is a self-organization training principie as 
opposed to a supervised training principie. The basic idea is to have a layer of processing 
elements arranging their weight vector such that these weight vectors are distributed in Rn 
with a number density approximately proportional to the probability density function p 
according to which the x input vectors used to train the layer are selected. The proper goal of 
this leaming law is the construction of a collection of vectors that form a set of equiprobable 
representatives of a fixed probability density function. 

The 7 parameters related to the acoustic emission signals such as: Power, flow, 
pressure, frequency and amplitude of the peak, background's amplitude and air injection, are 
well defined, from ali the spectrum data obtained, it was able to generate a data matrix ( 7 x 
144) for pattem classification, each input signal corresponds to a vector X i of the net, totaling 
144 vectors, each one received a corresponding number for after training identification 
purpose. These vectors are randomly selected by the net during the classification . The 
parameters selected in the algorithm of Kohonen net were: number of pattems 144, iteration 
number I 0,000, input neuron 7 (attribute numbers), output neuron 64 (matrix 8x8), leaming 
rate O. 7, initial weight: random, leaming time interval: 1000, incremental leaming rate factor: 
2, initial neighborhood size as a net fraction: 0.5, decrement learning rate factor : 1.0. 

After the training in the Kohonen net, the 64 output neuron (8x8 matrix) tries to cluster 
the input vectors (attributes of each acoustic signal , totaling 144), according to the net training 
criteria. Each output is responsible for one or more information and should be well analyzed, 
verifying which attribute are relevant in each output, as well as the attempt of clustering of 
output neuron in regions which presents the sarne behavior. 

The grouping of input vectors in each output neuron was observed through its weight 
obtained after the training. The outputs were represented by the grouping of one or more 
input acoustic signal which has similar pattem of behavior. 

5. CONCLUSIONS 
After running ali the spectrum data in a Kohonen network, six main groups were 

observed: 1) data vectors with the power generation lower than 40 MW, low differences 

7 
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between peak amplitude and background amplitude (ôA), no evidence of cavitation in these 
data 2) The power generation is between 40 MW and 70 MW, with high amplitude peak and 
low background amplitude, therefore with strong indication of cavitation 3) ln this area, some 
power generation between 80MW and 120 MW, indicating low evidence of cavitation. 4) 
power generation in the range of 130MW to 150MW, some evidence of cavitation. 5) data 
vectors close to nominal power ( over 140 MW and under 160 MW), both peak and 
background amplitude were high with Iow ôA, the machines noise is higher due to the high 
power and flow rate, in our first study, due to the high global noise, it is hard to garantee if 
any cavitation occured. 6) The power generation is not well defined, in some specific point 
like 30 MW, 130 MW and specially at 160 MW, some ôAs are extremely high (from 5: I to 
8: I) spreading in a wider range offrequency, these results deserve more future studies. 

After this preliminary study of cavitation using a neural network method, it is believed 
that with more experiments in this proposed detection system, a permanent tests during 
different time of the year to observe the machine's behavior in the different water levei and 
with the increase of the number of parameters, Iength.ier. historical data, a more rigorous and 
complete validation process can be used to obtain more definite conclusions and to confirm ali 
the observation obtained up to now. 
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Abstract 
This work demonstrates that artificial neural networks can be used effectively for satellite attitude dynamics 
identification and control. ln order to exemplify this application, a satellite with a rigid main body, threc reaction 
wheel and three flexible solar panei was chosen (lay-out similar to Brazilian Remote Sensing Satellite) The main 
objectives of this work are to test the neural control and analyze the interaction between the control systcm and 
the elastic motion of the satellite solar arrays. The equations of motion were derived by the Lagragian approach 
for quasi-coordinates (rotational motion) and for generalized coordinates (elastic motion).The identification of 
neural ncts parametcrs is performed by Kalman filtering algorithm with a local parallcl proccssing version .. 
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L INTRODUÇÃO 

Redes Neurais Artificiais, RNAs (ANN<i -Artificial Neural Networks) vêm sendo objeto 
de pesquisa nos últimos anos ganhando motivação devido a grande perspectiva de utilização 
como um novo meio para o Processamento de Informações. 

Nas RNAs, um comportamento análogo ao do cérebro humano é emulado através de um 
arranjo conveniente de vários elementos fundamentais, "neurônios artificiais", possibilitando 
o processamento paralelo da informação de forma distribuída, e ainda mais, possuem muitos 
aspectos atrativos e interessantes, como por exemplo, a capacidade de "aprender" e de efetuar 
mapeamentos altamente não lineares entre sinais de entrada e saída. 

Tendo em vista a enorme importância do estudo de problemas relacionados à área de 
dinâmica de atitude de satélites artificiais com apêndices flexíveis, o presente trabalho tem 
como objetivo viabilizar um controlador neural para a atitude de veículos espaciais capaz de 
atuar de forma satisfatória em situações adiversas, como por exemplo durante a fase de 
aquisição da atitude e manobras de correção de órbita e atitude, nas quais é grande o efeito das 
perturbações externas ao sistema dinâmico. 
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2.EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

As equações do movimento são obtidas utilizando-se a abordagem Lagrangeana. O 
desenvolvimento é direcionado para uma classe particular de satélites, aqueles constituídos 
por um corpo central rígido contendo rotores também rígidos, e do qual pendem painéis 
solares extensíveis, com formato retangular, sendo estes considerados flexíveis após o seu 
desdobramento. 
Após a definição e alocação dos sistemas de referência, a formulação Lagrangeana utilizando 
"quase-coordenadas" e "coordenadas generalizadas" é empregada para desenvolver as 
equações do movimento. Utiliza-se também o método de discretização do sistema flexível 
chamado de Método dos Modos Assumidos, permitindo que se obtenha um conjunto de 
equações diferenciais de segunda ordem ao invés de equações de derivadas parciais para 
representar o sistema dinâmico. Desta maneira, os deslocamentos elásticos são escritos como 
uma combinação linear das funções de forma"<!>" (dependentes do espaço) e das coordenadas 
generalizadas "q" (dependentes do tempo). · 

Levando em consideração esta discretização a Energia Cinética para o satélite pode ser 
escrita como: 

I I I 
T = 2 {co} T[J]{co} + 2 {O} T[I]{O} + 2 {<Ü T[M]{q} + {co} T[M]{O} + {co} T[H]{q} (1) 

onde [J] e [I] são as matrizes de inércia do satélite no estado deformado e dos rotores 
respectivamente; {co} e {O} são os vetores velocidade angular absoluta do satélite e dos 
rotores; { q } é o vetor constituído pela razão temporal de mudança nas coordenadas 

generalizadas, e finalmente [M] e [H] são matrizes envolvendo integrais das funções de 
forma. 

A energia potencial elástica (energia de deformação) pode ser escrita como: 

I v= 2 {q} T[K] {q} (2) 

onde [K] é uma matriz simétrica envolvendo derivadas das funções admitidas. 
Com base nas relações ( 1) e (2) escreve-se a Função Lagrangeana e a partir dai obtém-se 

as Equações de Euler Modificadas; 

[J]{w} + OHco} + [wJ[J]{co} + [wJ[I]{O} + [éúJ[H]{q} + [H]{q} = {Tr}- {Te} (3) 

e as equações dinâmicas para o movimento elástico; 

[M] {(1} + [H]T {w} + [K] {q}- {F} = {Qq} (4) 

onde {F} envolve derivadas parciais de [J] com respeito às coordenadas generalizadas. 
As Equações Cinemáticas da Atitude são obtidas utilizando-se os Parâmetros de Euler 

(Quatemios) (Wertz, 1978), 

1 -{q*} =-[n*]{q*} 
2 

(5) 
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onde [ n.] é uma matriz constituída pelas componentes do vetor velocidade angular do 

veículo e { q *} é o veto r constituído pelos elementos do quaternion de atitude. 
Neste trabalho foi considerado apenas a perturbação externa causada pelo torque devido 

ao Gradiente de Gravidade (Kaplan, 1976). 

3.CONTROLE NEURAL 

3.1 CONTROLE COM MODELO INTERNO 

A estrutura de controle utilizada neste trabalho é conhecida como Controle com Modelo 
Interno (IMC-Internal Model Contra!), (Hunt e Sbarbaro, 1991 ). Nesta estrutura uma RNA é 
treinada para se comportar como o sistema dinâmico (modelo direto ). Logo após, uma 
segunda rede, a de controle, é treinada segundo o modelo inverso, usando no treinamento o 
erro retro-propagado do modelo direto. Como as redes não são alimentadas com informações 
que permitem a modelagem das perturbações "â' que afetam o comportamento do sistema, 
elas não conseguem eliminar os erros na trajetória devido aos efeitos destas perturbações. A 
diferença entre a trajetória real da planta e a trajetória fornecida pela rede neural direta é então 
utilizada na realimentação de forma a corrigir o estado e compensar os efeitos das 
perturbações (Garcia e Morari, 1982). 

d . . d" 

-----, ---;~~-- u(k} r _li Yp (k) 1 + 
Filtro ~- · ·• · -Planta~-------()-----

Conlrole . ' - , -r----

-_-R:\~- ~7n(k~--6 
Modelo : -

1 

___ j 

Figura 1 : Controlador IMC. 

3.2 REDES COM ALIMENTAÇÃO DIRET A 

Uma rede neural de alimentação direta. feedfoward" pode ser vista como sendo uma 
transformação não linear de mapeamento entre os no elementos da entrada e os n, elementos 
da saída. A apresentação desta arquitetura dá-se por meio de várias camadas de neurônios 
artificiais não dinâmicos conectados entre si de forma conveniente, onde cada camada 
pondera suas respectivas entradas utilizando os pesos das interconexões, e aplicando, a seguir, 
a função de ativação no somatório das entradas ponderadas. Considerado-se que o i-ésimo 
neurônio da camada k possui nk-l argumentos de entrada, a sua saída é dada por: 

(6) 

ou numa notação mais compacta, 

(7) 

3 
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onde i- 1 é o vetor de saídas da camada k-1 e W é a matriz de pesos da camada k composta 
por: 

k k bk 
W11 -·- lV ln, _1 I 

k k 
b; wk =I Wn 

... lll 2n~ _1 

I 
(8) 

k k bk w ... w 
11;.1 nJ. I 11J..I1J. - I 

onde pode-se observar na última coluna a presença dos valores referentes aos "bais". 

3.3 TREINAMENTO VIA FILTRO DE KALMAN 

O treinamento supervisionado de uma RNA para ."aprender" um mapeamento não linear 
representado matematicamente por: 

f(x):x EDc R111 ---+ V ER 11 0 
. - (9) 

pode ser tratado naturalmente como um problema de estimação dos parâmetros (pesos) de 
conexão, lV, entre os neurônios que constituem a rede (Rios Neto, 1994). 

O mapeamento não linear fornecido pela rede, que na verdade representa uma 
aproximação para o mapeamento dado pela relação anterior, é matematicamente representado 
por: 

f " (x, lV):x E D c R"1 ---+_v" E R 11 0 (I 0) 

de tal forma que.f(x, vv) deve estar o mais próximo possível dej(x) para xED. Um conjunto de 
pares (x(t), y( t)) , t= 1 ,2 ... N, fornecidos pelo mapeamento dado pela Relação (li) são 
selecionados com a finalidade de prover a aproximação desejada, sendo que neste processo os 
parâmetros são determinados sob a condição de minimização do seguinte funcional: 

J ( w) = ± [ [ w - w r p - l [ w - w] + ~ [ y( t) - y e ( t) r R- I [_v( t) - y <' ( t ) ] ] ( I I) 

onde " ' é o valor conhecido a pnon para os parâmetros lV, /'=:f(x(t),w) e finalmente as 
matrizes P e R , por hipóteses , assumidas como sendo definidas positivas, são as matri zes de 
ponderação. 

Para resolver o problema colocado pela Relação (13), um procedimento iterativo baseado 
na Teoria de Perturbação Linear é utilizado. Adotando o desenvolvimento efetuado por Rios 
Neto, 1994, obtém-se um algoritmo iterativo permitindo aproximações para processamento 
local. Assim, o problema de estimar o vetor de pesos w1;, pode ser resolvido através de um 
estimador de Gauss Markov, na forma de Kalman (Gelb, 1974), resultando nas seguintes 
equações para uma iteração típica : 

k - -k [-k k -k] 
wli = wli + K !i Zti -H/i Wt; ( 12) 
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k [ -k k lP ~i = I- KtiHii Jpli (13) 

-k - kr k- k r -k 

[ ]

-1 

K li = P li Hu H P li Hu + R ti (14) 

4.SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

Para exemplificar a aplicação do procedimento de controle adota-se um satélite com uma 
configuração semelhante ao satélite de sensoriamento remoto da MECB-Missão Espacial 
Completa Brasileira. 

Durante a fase de apontamento fino, o satélite disporá basicamente de um sensor de 
horizonte terrestre infravermelho e um sensor solar fino de dois eixos, que posicionados de 
forma adequada sobre o corpo principal do satélite atendem ao requisito de observabilidade 
durante toda sua vida útil. Durante a manobra de apontamento fino da atitude, o satélite 
disporá de três atuadores do tipo Roda de Reação com capacidade máxima de torque da ordem 
de 0,2 Nm, para suprir os torques demandados pelo sistema de controle. 

O primeiro passo para a implementação do procedimento de controle neural é efetuar a 
identificação de uma rede neural para o modelo direto, a qual teve como entradas os torques 
de controle, os deslocamentos e as velocidades angulares referentes aos instantes t, t-1 e t-2. 

Após alguns testes variando-se o número de neurônios em cada camada e verificando-se 
o erro ao final do treinamento neural , concluiu-se que uma configuração composta por 22 
neurônios na camada de entrada (21 elementos de entrada mais I devido ao "bias"), 30 
neurônios na primeira camada oculta, I O neurônios na segunda camada oculta e 6 neurônios 
na camada de saída. Com relação a função de ativação, adotou-se a função tangente 
hiperbólica para todos os neurônios. 

Como os dados de entrada são definidos em domínios bastante distintos e portanto 
podem assumir valores bastante diferentes, julgou-se por bem aplicar um fator de escala 
apropriado para os dados de forma a trabalhar na rede neural com dados adimensionais. 
Espera-se com isso, que os dados fiquem numericamente compatíveis entre si, evitando que 
sejam criadas zonas de saturação e tendenciosidade durante o processo de treinamento. Os 
sinais de controle foram gerados de tal forma que o torque aplicado aos rotores variasse 
linearmente no tempo, em analogia a uma excitação através de uma função rampa. 

As Figuras 2 e 3 ilustram um teste realizado com a rede neural de identificação para o 
ângulo de atitude em guinada e para a velocidade angular neste mesmo eixo. Pode-se notar 
que o erro mantém-se restrito a faixa de . aproximadamente 0,2 graus e 0,0 I graus/seg 
compatível com a ordem do erro médio quadrático apresentado ao final do treinamento 3x I o-
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Figura 2 : Deslocamento Angular em Guinada. 
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Figura 3 - Velocidade Angular em Guinada. 

Resultados semelhantes foram obtidos para os eixos de rolamento e arfagem. 
Após a identificação do modelo direto, deve-se proceder a identificação da rede de 

controle (identificação do modelo inverso). Este treinamento também é executado de forma 
"offline" utilizando-se para tanto o esquema da modelagem inversa especializada, com um 
vetar de entrada análogo ao utilizado anteriormente. 

A topologia da rede neural de controle foi estabelecida tomando como base as linhas 
gerais delineadas para a rede de identificação; propõe-se, então, uma configuração composta 
por 25 neurónios na camada de entrada (24 elementos de entrada mais I devido ao "hias "), 30 
neurónios na primeira camada oculta, 1 O neurónios na segunda camada oculta e 3 neurónios 
na camada de saída. Com relação à função de ativação, adotou-se a função tangente 
hiperbólica para todos os neurónios. 

Para ilustrar o desempenho do esquema de controle proposto efetuou-se simulações 
envolvendo várias manobras de atitude com diversas condições iniciais. Uma manobra típica é 
mostrada neste trabalho com o objetivo de ilustrar o desempenho do esquema de controle. As 
Figuras 4 e 5 mostram a resposta dos ângulos de atitude e velocidades angulares em relação ao 
sinal de referencia a Figura 6 mostra o torque aplicado ao atuador para a manobra no eixo de 
arfagem. Observa-se nestas figuras, que ao final da manobra de apontamento tanto o ânt,rulo 
de atitude como a velocidade ant,rular do satélite estão dentro de níveis aceitáveis. Nota-se 
também que o torque aplicado ao rotor manteve-se limitado aos valores compatíveis com o 
atuador em questão. 
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Figura 6 : Torque demandado ao atuador. 

De forma geral, pode-se dizer que o procedimento de controle abordado é capaz de 
efetuar a manobra de apontamento do satélite cumprindo com o propósito inicial. As 
oscilações na extremidade livre dos painéis apesar de não serem mostradas nos gráficos 
anteriores se mantiveram dentro de valores bastante pequenos da ordem de 3x I o-) mm, não 
introduzindo nenhum tipo de perturbação sensível na atitude do veículo. 

Resultados análogos foram obtidos para manobras de atitude envolvendo os dois 
outros eixos de orientação. 

5. CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS 

Procurou-se, neste trabalho, investigar as possibilidades para a utilização de RNAs em 
controle de atitude de satélites artificiais terrestres enfocando suas reais potencialidades. Pôde­
se constatar que realmente o ponto forte das RNAs está relacionado com a capacidade de 
mapeamento não linear, notadamente na identificação de sistemas dinâmicos através da 
técnica denominada Modelagem Direta. Já na identificação do modelo inverso, quer seja 
através da Modelagem Inversa Generalizada ou da Modelagem Inversa Especializada, 
cuidados especiais devem ser tomados principalmente com relação a escolha das variáveis 
eleitas para representar o sistema dinâmico, pois elas desempenham um papel fundamental na 
obtenção do mapeamento inverso da planta. 

Os esquemas de controle que permitem treinamento "off-litie" da rede neural possibilitam 
uma aplicação mais imediata devfdo a simplicidade envolvida, entretanto sua confiabilidade e 
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robustez são limitadas, pois tais controladores possuem uma faixa de operação bastante 
restrita e desta forma não estão aptos a compensar eventuais distúrbios ou interações espúrias 
entre o meio externo e a planta a ser controlada. 

Apesar das discrepâncias observadas nas Figuras 4 e 5 pode-se concluir que a estratégia 
de Controle com Modelo Interno apresenta um desempenho aceitável uma vez que o objetivo 
principal consiste em partir de uma condição inicial dentro de um dado domínio e levar o 
satélite até a condição de atitude nominal, especificada por desvios nos ângulos de atitude da 
ordem de 0,5 graus e velocidades angulares da ordem de 0,02 graus/seg. Na verdade a 
trajetória de referência foi utilizada apenas para gerar valores apropriados para o "set-point" 
que alimenta o controlador de forma a estabelecer uma transição suave entre a condição inicial 
e final de manobra. Desta forma, basta que o controle seja capaz de fazer com que o sistema 
siga a trajetória de referência no sentido médio. Esta transição suave, possibilita ao controle 
minimizar as inversões de velocidade que é um ponto bastante crítico em termos do desgaste 
para os atuadores do tipo roda de reação. 
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Abstract 

The problems of parameter estimation and perturbation detection are central to dynamic system identification. 
The purpose of this paper is to present a robust numerical too! designed to detect permanent parameter 
perturbation on nonstationary dynamic systems. The main component of the detection apparatus is a Hopfield 
neural network operating as a recursive nonlinear parameter estimator. At the first step, the Hopfield neural 
network is applied to estimare the initial parameter values in the state-space model of the dynamic system. The 
resulting state-space parameter obtained after convergence are assumed to be the nominal parameter for that 
application. lt is necessary to let the estimation process converge to the nominal values before starting the 
detection of parameter perturbation. So, after convergence, sensitivity analysis is recursively applied to promptly 
detect any kind of significant perturbation in each output of the Hopfield neural network, with transient 
perturbations being discarded. The detection process must be robust and flexible enough to deal with a large 
range of dynamic behavior, because the shape and magnitude of the permanent perturbation, together with its 
effect on the dynamic system, cannot be properly anticipated. 

Keywords 

Hopfield neural network, state-space models, parameter estimation, permanent perturbation detection 
Redes de Hopfield, modelos de espaço de estados, estimação de parâmetros, detecção de perturbação permanente 

l. INTRODUCTION 

The detection of pennanent parameter perturbations on nonstationary dynamic systems 
requires the application of recursive parameter estimation techniques. The parameter 
estimation problem can be defined as the detennination of a set of unknown physical 
parameters described in a mathematical model of the dynamic system. 

The state-space representation of the dynamic system creates a new set of state-space 
parameters that can be directly associated with the original unknown physical parameters. The 
state-space parameters can be functions of time or constants, other than the state variables. 
These parameters appear explicitly in the state-space mathematical model, and are estimated 
using available infonnation provided by monitoring the dynamic behavior of the system. 
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Figure 1: Schematic diagram for the detection of dynamic system's perturbation 

Hopfield-type neural networks (Hopfield, 1982; Hopfield, 1984) are used as nonlinear 
tools for recursive parameter estimation in linear state-space models, following the results of 
Huallpa et ai. (1997) . Assuming that the dynamic system is stable and that the input signal is 
sufficiently rich to guarantee persistent excitation, the Hopfield neural network is applied to 
estimate the initial state-space parameter values (see Figure 1 ). 

The resulting set of estimated parameters, obtained after the convergence of the output 
signals in the Hopfield neural network, is assumed to be the nominal parameter values for that 
specific application. Subsequently, sensitivity analysis is recursively applied to promptly 
detect any kind of permanent perturbation in each state-space parameter. 

An important aspect is that the detection of dynamic system perturbation must take 
into account every kind of shape and magnitude of the perturbation, including the 
unpredictable effects on the behavior of the dynamic system. 

2. STATE-SPACE PARAMETER ESTIMATION 

Considering the linear state-space model of the dynamic system 

i= Ax + Bu, (I) 

where x E ~Hn is the state vector, u E ~Hm is the control input, A E ~w x n and B E ~w xm are 
unknown matrices of parameters, with A asymptotically stable, the state vector can be 
estimated as follows 

i=Âx+Êu, (2) 

where Â and Ê are the estimated matrices of state-space parameters. ln order to minimize 
simultaneously the square-error rates of ali states, a suitable energy function can be defined as 
follows 

I f r 1 ( ~ ~ )T( ~ ~ ) E = T 0 l i - Ax - Bu i - Ax - Bu dt . (3) 

The energy E in equation (3) can be directly associated with the energy function derived frorn 
the Hopfield network (Chu et ai., 1990), given by 

I N N N 

EH=--II wJivivJ- IbJvJ, 
2 J=l 1= l )=I 

(4) 
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with each vi (j=l, ... ,N) having a one-to-one correspondence with each parameter m the 
~ ~ ' 

matrices A and B , so that N = n-+nm. 

3. DETECTION PROCESS 

The signals at the output of the Hopfield neural network, corresponding to the 
estimated parameters, are used as the input to the detection process (see Figure 1 ). These 
inputs are preprocessed in order to eliminate the offset and to produce first-order derivative 
information, including a low-pass filter with transfer function given by 

0.017- 0.0016z- ' + 0.017z-2 

G(z) = l-1.7534z-1 + 0.7865z-2 (5) 

For each estimated state-space parameter, the detection process is divided into three 
phases (see Figure 2): 

1. Diag__O: state-space parameter estimation, including the estimation of the nominal values 
as the first step, and the detection of any kind of perturbation on these nominal values; 

2. Diag__l : detection of a significant perturbation on the values of the estimated parameters, 
after the definition of the nominal values in the first phase (Diag__O). lf there is no 
perturbation a sensorial variable will be set to O, otherwise it will be set to 1; 

3. Eval: treatment of the detected perturbation using sensitivity analysis in order to 
distinguish a permanent perturbation from a transient one. This phase also include a 
threshold responsible for the acceptance of the new parameter values immediately or just 
after convergence, i.e., the end ofthe transitory caused by the perturbation event. 

4. SIMULA TION RESUL TS 

A two degree of freedom classical dynamic system in mechanical vibration is shown in 
Figure 3. There are two masses connected by springs and dashpots. 

X i Xz 

"" "" 
I kl ~ I k2 ~ I I u 

I ~ 
mi I ~ 

m2 
I C i I C2 

Figure 3- Two degree of freedom dynamic system 

The variables x 1 and x2 are the positions and u is the external force applied to the 
second mass. ln this case, the equations of motion are: 

3 



{m1 ~1 +(c1.+c2)x1 +(k1 ~k2 )x 1 -_c2x2 -k2 x2 =0 

m2x2 + c2x2 + k2x2 - c2x1 - k2x1 - u 

The corresponding state-space mode1 is given by: 

o o 1 o 
o o o 1 ~o 

[x]=l-
k, + k2 k2 c1 +c2 c, o 

- - -- [x]+ j[u] 
m, m, m, m1 O 

k, k2 c2 c2 

m2 ~ m2 m2 

Adopting the following set of parameter va1ues (Shahian & Hassul, 1993 ): 

Ns N N 
m1 = 10kg, m2 = 20 kg, c1 = c2 = 120-, k1 = 1000-, k2 = 200-

m m m 

equation ( 1 O) produces 

o o 1 o o 
o o o 1 

[.X]= 1-120 20 - 24 12 [x]+ 
o 
O j[u] 

10 -10 6 -6 

(9) 

(10) 

(11) 

We will now assume that the matrices A E 91nxn and B E 91n xm in equation (I O) are 
unknown, but their orders n=4 and m= I have already been deterrnined. So, in order to obtain 

the estimated matrices Â E 91"x" and Ê E 91"xm, we will apply the state-space recursive 
parameter estimation scheme presented in Figure 1, with u(t)=IOO*rand(t), where rand(t) 
produces uniformly distributed random values in the interval [0, I]. This input was chosen to 
guarantee a persistent excitation of the dynamic system in Figure 3. 

The parameters in the last two rows of the state matrix A are estimated, with the 
corresponding values in equation (li) being considered as the unknown nominal values. This 
means that, at the beginning of the detection process, the Hopfield neural network should 
estimate these nominal values accurately. 

4.1 Example 1 

Figure 4(a) shows the convergence behavior of the estimated nominal state-space 
parameter, corresponding to the values at the output of the Hopfield neural network, with 
initial values set to O. It was given 3 seconds before the Hopfield neural network starts 
extracting information from the dynamic system, by means of monitoring the behavior of the 
dynamic system's outputs for that given input u(t). Huallpa et ai. (1997) shows that this delay 
(in this case, 3 seconds) brings favorable consequences to the quality and robustness of the 
estimation process. 

Figure 4(b) shows the sarne behavior, but now with a permanent perturbation at t= 15 
secs., only over the spring parameter k1• lt will affect only the state-space parameter 

a 31 = k1 + k2 of equation (1 0), with the other parameters kept on their nominal values. 
mJ 
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Figure 4 - Performance of the state-space parameter estimation process: (a) without perturbation (b) 
with a permanent perturbation in one parameter (1 0% of its nominal value) 

Figure 5 shows the behavior of each phase of the detection process, according to 
Figure 2, giving as the output the new value of the perrnanently perturbed parameter. As it can 
be seen in Figure 5, the first phase of the detection process (Diag_O) is responsible for 
detecting the convergence of the Hopfield neural network outputs as follows: 
• the output ofDiag_O is set to 1 at t = 3 secs. (start ofthe estimation process); 
• then it is reset to O approximately at t = 1 O secs., when the nominal paremeter values were 

properly estimated; 
• at this instant, a sensorial variable belonging to the second phase of the detection process 

(Diag_l) is set to one in order to activate the detection of effective perturbations over the 
parameters. 

o:f I 11~1 I III~ 
o 5 10 15 20 

output ( Diag_O) 

25 30 
1 

0.5 sensorial v.uiable (Diag_l) 

o 5 10 15 20 25 30 
-115 

~ an 

-120 
-- ----- -----, 

E1·timated parameter 
Diagnnvis ofthe perturhation 

-125 o 5 10 15 20 25 30 

Figure 5 - Perfor!_11ance of the detection process in its three phases 
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Figure 6 - Performance of the estimation process for multiple-parameter perturbation 

• when an effective perturbation occured at t = 15 secs., the output of Diag_O is set to 1, and 
only reset to O approximately at t = 20 secs., when the new parameter value after 
perturbation is considered to be properly estimated; 

• at this point, it is necessary to distinguish between transient and permanent perturbations. 
Both are detected at the second phase, while the third phase (Eval) is designed to discard 
transient perturbation; 

• when the perturbation is assumed to be a permanent one, the new parameter value is then 
accepted. 

4.2 Example 2 

Now, lets assume a permanent perturbation at t= 15 secs., only on the spring parameter 
k2, that will affect the state-space parameters a3 ~, a32 , a41 and a42 (see equation (10))_ 

i I , 5 10 15 ~ ~ ~ 1 

o =nià liM:le([qU) 

r r r r r r Qu 'muiahaiaic(~l) 
o 5 m ~ ~ ~ ~ 0 o 5 10 15 aJ 2i 3J 

,_\ /~ 10 
..,, ~ - -- -- - - ~·aalfD,~f!W -

• · - DqJrR.wjtlr!p~tlrfrtim 9. 

r. 

"'' 
E'<lmt<fi rurm.1<t" 

- fkwr;istftkfUTIIIrlltn 

-1::ili)---;~~--::---'------'---o 5 10 15 ~ ~ ~ 
9.8'--~~-'---~-~-~----' 

o 5 10 15 aJ 2i 3J 

Figure 7 - Performance of the detection process for multiple-parameter perturbation 
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The result of the estimation process is shown in Figure 6, and Figure 7 presents the 
results of the detection process for the parameters a 31 and a4 1. The output of the third phase 
(Eval), denoted by diagnosis of the perturbation, is responsible for the acceptance of the new 
parameter value only after a strong tendency of stabilization. 

The third phase of the detection process (E vai) is even more important in dealing wíth 
the non-perturbed parameters, as can be seen in Figure 8 for the parameters a 33 and a44 . At 
first, the estimation process do not know which parameters were perturbed. So, until the 
effective detection of the right set of perturbed parameters, the estimation process will 
introduce a transient variation also on the non-perturbed parameters. If the third phase were 
not considered, the detection process would be incapable to distinguish an effective 
perturbation from this kind of transient variation. 

a] I III I II I I-~ 11 I~ I I 111~11.1 af!U(~O) 

o 5 10 15 2) ::5 3) o 5 10 15 2) ::5 3) 

1 I 

:muial \<ritk (~l) 

1 I :muiallaià:lc(~l) 

o 5 10 15 2) ::5 3) o 5 10 15 2) ::5 3) 

·~ 
· ----- l>nmi<Ilfll'l11l6' 

;] '---a.u - Dagmscfll'e[ll1llbtirn --· ·-- -

'----. 
a,., '!./.i·',.i --- --- &inm:rl J1l1l1l1cr 

- ~,cft!rpnulmm 

5 10 15 2) ::5 3) 5 10 15 2) ::5 3) 

Figure 8 - Performance of the detection process for non-perturbed parameters 

It is also possible to define a sensitive parameter p to regulate the acceptance of the 
permanent perturbation. With a less sensitive p, the permanent perturbation will be detected 
only at the end of the convergence process (see Figure 9). On the other hand, with a more 
sensitive p, the permanent perturbation will be almost immediately detected (see Figure 1 0). 

a] I III! I 
o 5 10 15 

aJI .III I 
o 5 10 15 ::5 3) ::5 3) 

J I :muiallaià:lc (~l) 
J~~~~ 

Q
] 1,--------J . ~ laià:lc(~l) 

o 5 10 15 ::5 3) o 5 10 15 ::5 3) 

1Q~ 

~"l'l--~-a,~,~--'----'-· .. ·-=··- ·.:;_··"'·~---''-'=---"1_:_· --'=~ 
-1J -11 

-1 '--------,_+----__J 
~'cft!rpnutmm 

-121'---~--......,_ _ _____.. __ ~----' 

'!li 

5 10 15 ::5 3) 5 10 15 2) ::5 3) 

Figure 9 - Detection of permanent perturbation at the end of the convergence process 
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Figure 1 O - Detection of permanent perturbation immediately after its detection 

5. CONCLUSION 

A Hopfield-type neural network was applied as a nonlinear too! for recursive state­
space parameter estimation. The output of the Hopfield neural network is then employed as 
the input to a permanent perturbation detection process. After the estimation of the nominal 
state-space parameters, the detection process is activated to treat the occurrence of permanent 
perturbations acting on one or multiple state-space parameters values. Transient perturbation 
are shown to be properly discarded and the detection process can be tuned to respond 
immediately or just after the confirmation of some strong tendency. 
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Abstract 
Usually Taylor's equation is one of the most used models to represent the too! life in 
machining processes. Unfortunately, the great deal of cutting tools available as well as the 
large range of cutting conditions together with the complexity of some machining processes, 
ali make the reliability of the results obtained via this equation limited. This work presents a 
neural network procedure in order to estimate the cutting too! life for milling operation. 
ABNT 1045 steel bars and triple coated cemented carbide tools were used in order to vali date 
the proposed methodology. The results indicate that the suggested neural network procedure 
povide a considerable reduction in the erro when predicting the machining time and when 
compared with those obtained from optimization procedures. 

Keywords 
Equação de Taylor, Vida da Ferramenta de Corte, Fresamento, Modelagem Utilizando Redes 
Neurais, Experimento Ótimo I Taylor 's Equation, Cutting Too! Life, Milling. Modelling. 
Neural Network. Optimal Experiment. 

I. INTRODUÇÃO 

Apesar das ferramentas representarem apenas uma pequena parcela do custo no processo 
de usinagem, a otimização do tempo de vida de ferramentas é importante devido aos custos 
indiretos (parada de máquina, riscos de falhas, etc.) e, principalmente, devido ao fato de que 
numa economia globalizada valores tão insignificantes quanto 1% de economia podem 
representar o sucesso ou o fracasso de um empreendimento (Gennari, 1994). De posse de um 
modelo confiável para o fim de vida da ferramenta é possível otimizar os parâmetros de 
usinagem (da Silva, 1994 ), minimizar estoques e paradas de máquinas. 

Devido a complexidade garantir e principalmente ao envolvimento de um grande número 
de variáveis no processo de usinagem, pode-se afirmar que ainda não existe um modelo 
matemático confiável que possa equacionar de forma completa este problema, pelo menos a 
nível de aplicação industrial. A equação de Taylor e suas variantes são, por tradição, um dos 

--------------------........... .... 
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modelos mais adotados no modelamento da vida das ferramentas .e, como conseqüência disto, 
surgiram bancos de dados de corte com os coeficientes desta equação provenientes de fontes 
tanto ligadas às atividades de pesquisa em usinagem como também do setor industrial (da 
Silva, 1994). Na pior das hipóteses, os coeficientes da equação de Taylor, estimados a partir 
de resultados experimentais, são utilizados para efeitos de comparação de desempenho de 
ferramentas e procedimentos de fabricação (Genari, 1994 ). Normalmente, os coeficientes da 
equação de Tavlor são avaliados utilizando-se os estimadores de mínimos quadrados em 
conjunto com uma série de valores medidos para diversas condições de usinagem. Com 
relação à confiabilidade dos coeficientes, é possível estimar um intervalo de confiança para os 
mesmos (da Silva, 1996), quando da utilização do estimador seqüencial de máximo à 
posteriori. Com relação ao projeto do experimento, Beloni (1996) apresenta um critério de 
experimento ótimo, baseado na razão entre os valores singulares máximos e mínimos da 
matriz de sensibilidade, que tem sido aplicado para a determinação do melhor conjunto de 
parâmetros de usinagem (V c, f e ap) que devem ser uti Iizados para a estimação dos 
coeficientes da equação de Taylor. Para o processo de· corte contínuo as equações de Taylor 
têm conduzido a bons resultados, porém, o mesmo não tem sido observado com relação ao 
processo de fresamento, onde erros da ordem de até 40% na previsão da vida da ferramenta 
tem sido observados (Beloni, 1996 ; Lourenço, 1996 ; Vieira, 1997). Para contornar este 
problema, neste trabalho será proposta uma metodologia baseada em redes neurais para a 
modelagem do desgaste da ferramenta em função de seus parâmetros de corte. Apesar da 
aplicação ser em fresamento, a metodologia pode ser estendida aos outros processos de 
usinagem sem maiores problemas. 

2. REDES NEURAIS MULTI-CAMADAS, UNIDIRECIONALMENTE ALIMENTADAS 

Tais redes consistem em um conjunto de neurônios que são logicamente arranjados em 
duas ou mais camadas. Há uma camada de entrada e uma camada de saída, cada uma 
contendo pelo menos um neurônio. Neurônios na camada de entrada são, de certa fonna, 
hipotéticos, pois não têm entrada e não realizam qualquer processamento. Suas saídas 
(ativações) são as entradas da rede . Usualmente existem uma ou mais camadas "ocultas" 
comprimidas entre a camada de saída e a de entrada. O tenno unidirecionalmente alimentadas 
significa que a informação flui somente em uma direção : as entradas dos neurônios em cada 
camada vêm exclusivamente das saídas dos neurônios das camadas prévias, e as saídas 
seguem exclusivamente para os neurônios das camadas posteriores (Figura l ). 

• • • 
• • • 

• • • 
Figura 1: Esquema Genérico de uma Rede Neural 

• • • 
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camada prévia. Ele tem também uma entrada adicional chamada polarização ou bias. Cada 
uma destas (n+ I) entradas é multiplicada por um peso, gerando uma soma ponderada das 
entradas (net). À esta soma wazzu é aplicada uma função, chamada de função de ativação, de 
maneira a produzir a saída do neurônio (out), como é mostrado na Equação I. 

out = f(net) = 1[:± wi · xi + bn+l J 
1=1 

(1) 

As características operacionais deste neurônio são primariamente controladas pelos pesos 
w; . Embora a função de ativação f(net) também seja importante, na prática a operação do 
neurônio é geralmente pouco afetada pela natureza exata da função de ativação, desde que 
alguns requisitos básicos sejam satisfeitos. A função de ativação é uma função não linear, cujo 
domínio deve ser, em geral, a reta real, já que não há limites teóricos sobre o valor da entrada 
ponderada. O contradomínio da função de ativação (seus valores de saída) usualmente é 
limitado ao intervalo (0,-1) ou (-I, I). A maioria dos modelos a tua is usa uma sigmóide como 
função de ativação. 

Executar uma Rede Neural siginifica calcular as saídas produzidas pelas entradas 
impostas aos neurônios na camada de entrada, conhecidos os pesos w; . Treinar a rede 
significa calcular os pesos w; , que, no sentido dos erros quadráticos mínimos, melhor 
reproduzam uma saída desejada, a partir de um conjunto de dados submetidos à rede, 
chamado de conjunto de treinamento. Enquanto que, executar uma rede é um processo 
extremamente simples e rápido, treiná-la é um desafio numérico, pois deve-se otimizar um 
sistema altamente não linear, consistindo de um grande número de variáveis altamente 
correlacionadas, gerando elevado número de mínimos falsos, usualmente localizados no fundo 
de vales estreitos. Algoritmos elementares não se aplicam (Masters & Timothy, I993). 

O processo de treinamento inicia-se atribuindo-se pequenos valores não nulos aos pesos, 
geralmente gerados aleatoriamente. A seguir o conjunto de treinamento é apresentado à rede. 
Uma medida do erro incorrido é calculado e os pesos são atualizados de maneira a reduzir o 
erro. O processo é repetido tanto quanto necessário, procurando-se com isso, minimizar a 
influência do ponto de partida nos resultados do treinamento. Usualmente utiliza-se como 
medida, o erro quadrático médio, por ser facilmente calculável e permitir a obtenção explícita 
das suas derivadas parciais em relação aos pesos, uma característica de inestimável valor aos 
processos de minimização (Rumelhart et ai, 1986). É praticamente impossível determinar a 
priori uma arquitetura efetiva para uma rede (número de camadas e de neurônios em cada 
camada), a partir das especificações de um problema. Isto deve ser feito experimentalmente. 
Após uma rede ter sido treinada, isto é, os pesos w; calculados, pode ser difícil entender 
porque funciona. 

Considere uma rede que implementa uma função. Entradas são aplicadas a ela e saídas 
determinísticas são produzidas. Deseja-se que uma função, a rede, aproxime outra função, o 
problema. Diz-se que a rede é capaz de resolver o problema se ela é capaz de aproximar a 
função no sentido dos erros mínimos quadráticos. Se : 

a) a função consiste de uma coleção finita de pontos , uma rede de três camadas (uma oculta) 
é capaz de aprendê-la; 

b) a função é contínua e definida em um domínio compacto (as entradas têm limites 
definidos), uma rede de três camadas é capaz de aprendê-la. 
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A vasta maioria dos problemas práticos são cobertos por estas duas condições. Isto 
significa, teoricamente pelo menos, que estaremos razoavelmente seguros se utilizarmos uma 
Rede Neural unidirecionalmente alimentada, com uma única camada oculta, comprimidas 
entre uma camada de entrada e uma camada de saída. Por isso tal rede é chamada de um 
aproximador universal. Na prática, a necessidade por uma segunda camada oculta surge 
quando a função, definida em um domínio compacto, é quase que inteiramente contínua, mas 
tem um ou mais saltos súbitos. 

3. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Para determinar a relação entre os parâmetros de usinagem e o parâmetro de desgaste 
VBmax , foi utilizado o mesmo procedimento experimental de Beloni ( 1996) quando do estudo 
da otimização dos parâmetros de usinagem para a estimação dos coeficientes da equação de 
Taylor. Como material de trabalho foram utilizadas barras de aço de seção quadrada e bitola 
de 101.60 mm ABNT 1045 (dureza média de aproximadamente 192 HB ), as quais foram 
cortadas em serra alternativa em tarugos de 520 lT1Ill de comprimento. Todas as barras do 
material ABNT 1045 foram analisadas micrograficamente. Os ensaios de vida das ferramentas 
de corte foram realizados com pastilhas marca Sandvick cuja geometria atende à especificação 
ISO SEMN 12 04 AZ, da classe ISO P45 M 35 com triplo revestimento ( TiN, TiC, TiN ). 
Como porta ferramentas foi utilizada uma fresa frontal de 80 mm de diâmetro e capacidade 
para seis insertos. 

Todos os ensaios de vida das ferramentas foram realizados em uma máquina fresadora 
CNC, marca Romi, modelo Interact IV, com capacidade de rotação máxima do eixo árvore de 
4000 rpm e potência máxima de 15 CV, disponível no Laboratório de Ensino e Pesquisa em 
Usinagem da UFU. 

A medição e leitura dos valores de desgaste obtidos nas ferramentas de corte foi feita em 
um microscópio ferramenteiro dotado de micrômetros digitais. 

De forma a garantir a maior confiabilidade possível nos resultados dos ensaios de vida 
obtidos, tomou-se alguns cuidados previamente ao prosseguimento do procedimento e antes 
da realização dos testes: 
• verificação e inspeção dos insertos em microscópio ferramenteiro, evitando-se a utilização 

de pastilhas defeituosas ou trincadas. 
• verificação com relógio comparador das variações dimensionais entre as seis pastilhas 

assentadas na fresa, não sendo permitida variação superior a 50 )lm, evitando-se com isto 
o desgaste preferencial de alguma pastilha. 
As medições de desgaste foram efetuadas ao final de um percurso de corte 

correspondente a um passe da ferramenta (520 mm), ou então entre intervalos de passes 
maiores, quando as condições de corte eram pouco severas e as variações de desgaste eram 
muito pequenas, de até 0.02 mm de desgaste de flanco, entre dois passes consecutivos. A cada 
medição de desgaste VBmax efetuada anotou-se o tempo de corte correspondente. 

Os desgastes foram monitorados em todas as seis pastilhas de corte até que o critério de 
vida fosse alcançado em pelo menos uma delas. Neste momento o teste era encerrado e as seis 
arestas substituídas por novas para a realização de novo ensaio. Como critério de fim de vida 
das ferramentas adotou-se o desgaste de flanco máximo VBmax , visto que esta forma de 
desgaste foi a predominante nos ensaios realizados. 

Para assegurar que as condições para o desgaste das ferramentas se mantivessem 
constantes durante os ensaios, tomou-se o cuidado de o mesmo ângulo de saída e geometria de 
corte nos diversos passes realizados, proporcionando assim maior confiabilidade aos 
resultados obtidos. 
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Foram ensaiados doze conjuntos distintos de condições de corte (V c, f, ap ), sendo os 
valores de desgaste medidos, juntamente com os tempos de corte correspondentes, agrupados 
em um arquivo de dados (Beloni, 1996). Estes mesmos valores foram utilizados neste trabalho 
para o modelamento do desgaste de ferramentas de corte no processo de fresamento 
utilizando-se redes neurais, a fim de se obter estimativas para os tempos de vida das 
ferramentas com maior confiabilidade. 

4. RESULTADOS 

Para a modelagem da vida da ferramenta no fresamento foram utilizadas redes neurais 
compostas por uma camada intermediária com NI neurônios e um neurônio na saída. A 
entrada é composta pelos três parâmetros de corte (V c, ap e f) e o tempo, sendo a saída 
composta pelos valores lidos de VBmax· As funções de ativação (em função do valor de 
entrada X, ganho W e polarização ou bias B) estudadas foram a PURELIN (Equação 2), 
LOGSIG (Equação 3) e TANSIG (Equação 4) do toolbox de redes neurais do Matlab (Haward 
Demuth & Mark Beale, 1993). Na fase de ajuste dos parâmetros da rede (aprendizado) foi 
utilizado o algoritmo de Levenberg-Marquardt, tendo-se como parâmetros: número de 
interações máximo igual a 2000, valor percentual mínimo da função objetivo igual a 2%, 
valor mínimo de relaxação na direção de busca igual a 1-10-4

, valor inicial de incremento para 
a busca MU = 1·1 o-3

, fator de expansão de MU igual 1 O, fator de compressão para UM igual 
O, I e valor máximo para UM igual a 1-10-4

• 

PURELIN(X, W,B) = 

LOGSIG(X,W,B) = 

TANSIG(X,W, B) = 

1 -(W·X+B) +e 

e(W·X+B) _e -(W-X+B) 

e(W·X+B) + e-(W·X+B) 

(2) 

(3) 

(4) 

Para a inicialização dos valores de ganho e polarização (bias) utilizava-se o conjunto de 
valores aleatórios, dentre os possíveis, que resultavam no menor valor para a função erro 
quadrática (Equação 5) entre os valores experimentais YBexp do desgaste de flanco máximo e 
os respectivos valores calculados YBcal· Os melhores valores de inicialização eram escolhidos 
de um universo de 2000 conjuntos de números aleatórios. Para contornar o problema dos 
mínimos locais na função objetivo (Masters & Timothy, 1993) os parâmetros da rede eram 
ajustados (treinados) para 40 conjuntos, pré-otimizados, diferentes de valores inicias para os 
ganhos e bias da rede, sendo retidos os valores ajustados que resultassem no menor valor de 
erro relativo (Equação 5). 

e = 
( YBexp - VBcal) T · ( VBexp - VBcal) 

T VBexp . YBexp 
(5) 

Primeiramente analisou-se qual o melhor tipo de função a ser utilizada na modelagem. 
Tendo em vista a equação de Taylor, as equações ajustadas foram: 1 - VBmax (normalizado) 
como função dos parâmetros VC, ~p, f e t (Equação 6); 2- VBmax (normalizado) como função 
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dos logaritmos (base 1 O) dos parâmetros V c, ap, f e t (Equação 7); _e 3 - o logaritmo (base I O) 
de VBmax (normalizado) como função dos parâmetros Vc, ap, fe t (Equação 8). 

VBmax = c(vc,ap,f,t) (6) 
max(VBmax) 

VBmax = G(log 10 (V c), log 10 ( ap ), log 10 (! ), log 10 (t)) (7) 
max(VBma.x ) 

[ 
VBmax ] = 

log 10 I + 9 . max(VB max) G(log 10 (V c), log 10 (ap ), log 10 (! ), log 10 (t)) (8) 

Para a construção das funções de transferências dadas pelas funções de 6 a 8, foram 
utilizadas redes neurais com uma camada oculta com 4, 6 e 8 funções de transferência do tipo 
T ANSIG e uma função de transferência do tipo PURELIN na saída. No treinamento foram 
utilizados 6 ensaios de desgaste de ferramenta totalizando 76 conjuntos de dados. Após o 
procedimento de ajuste descrito anteriormente, e determinado o melhor número de funções de 
transferência da camada oculta, calculou-se o erro (Equação 5) para os valores de VBmax para 
todos os 12 ensaios de desgaste de ferramenta ( 14 7 conjunto de dados e resultados) para as 
três funções de transferência estudadas. Os resultados obtidos foram erros de 23,69% para a 
Equação 6; 11 ,94 % para a Equação 7 e 7,34% para a Equação 8. Estes resultados mostram 
que um produto de potências (do tipo da equação de Taylor) parece ser a melhor aproximação 
para a mode lagem da vida das ferramentas de corte no processo de fresamento. 

Com relação à função de transferência a ser utilizada na saída, realizou-se um estudo 
onde com 6 funções de transferência do tipo T ANSIG na camada oculta e 6 ensaios de vida da 
ferramenta para treinamento das redes neurais. O erro calculado para VBmax normalizado 
(Equação 8) para os 12 ensaios foram: 5,76 % para a PURELIN, 4,94% para a TANSIG e 
2,88% para a LOGSIG. Por este motivo, os outros resultados apresentados neste trabalho 
dizem respeito à combinação de TANSIG na camada oculta e LOGSIG na camada de saída. 

A Figura 2 mostra o erro médio quadrático cometido no cálculo de VBmax normalizado 
(Equação 8), para os doze ensaios, em função do número de neurônios do tipo T ANSIG na 
camada oculta da Rede Neural. Foram utilizados os resultados de 6 ensaios no treinamento 
das redes. 

Observa-se, da Figura 2, que os melhores resultados foram obtidos utilizando 6 neurônios 
na camada oculta (e= 2,89 %). É interessante observar na Figura 2, os efeitos de underfítting 
e overfitting (Demuth & Beale, 1993) que ocorrem quando o número de neurônios na camada 
oculta é muito pequeno ou muito grande, respectivamente, em relação ao número de pontos, e 
complexidade, da função de transferência a ser ajustada. 

A figura 3 mostra a influência do número de ensaios no treinamento da Rede Neural 
composta por 6 neurônios do tipo T ANSIG na camada oculta e um neurônio do tipo LOGSIG 
na saída. Para efeitos de visualização não foram mostrados os valores do erro médio 
quadrático (VBmax normalizado de acordo com a Equação 8) para as redes treinadas com 4 
ensaios ( e=36,81 % ) e 5 ensaios ( e=8,32% ). 
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Figura 2- Erro e em função do número de neurônios da camada oculta. 
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Figura 3 - Erro e em função do número de ensaios no treinamento. 

Observa-se na Figura 3 que afora o bom resultado obtido para treinamento com todos os 
doze ensaios (e=0,86%), o menor erro médio quadrático calculado foi para o treinamento com 
nove ensaios, que resultou em um erro e igual a 1 ,O 1%. A título de comparação, deve-se 
observar que calculando os valores de VBmax normalizados para os doze ensaios utilizando a 
equação expandida de Taylor (Beloni, 1996) obteve-se erros iguais a 3,48% e 4,1 0%, 
utilizando os resultados dos doze e sete ensaios, respectivamente, para o ajuste dos 
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coeficientes da equação de Taylor expandida via Mínimos Quadr~dos Comum (Beloni, 1996). 

5. CONCLUSÕES 

As principais conclusões obtidas neste trabalho foram: 
• A utilização de Redes Neurais para a modelagem do desgaste de ferramentas no processo 

de fresamento mostrou-se viável e resultaram em estimativas de desgaste bem mais 
precisas do que aquelas obtidas utilizando a equação de Taylor Expandida. 

• Os resultados obtidos para o logaritmo de VBmax em função dos logaritmos dos 
parâmetros de corte (Vc, ap e f) foram bem melhores do que aqueles observados para 
VBmax como função dos parâmetros de corte. 

• Apesar das Redes Neurais Backpropagation serem uma ferramenta poderosa para a 
modelagem de funções de transferência, muito cuidado deve ser tomado com relação aos 
valores iniciais dos parâmetros da rede e com respeito à captura do procedimento de ajuste 
por mínimos locais. 
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Abstract 
The use of neural networks for satellite attitude dynamics identification is addressed in this work. ln order to 
validate this application, a spacecraft with a variable dynamic behavior dueto articulated appendages fixed to the 
body was chosen. The differential equations therefore show the nonlinear dynamic effects to be identified by 
neural nets. ln this work some of the main expressions that allow system modeling through neural nets as well as 
a least squares based training procedure are presented. A general method for obtaining the inertia tensor and 
center of mass of an articulated space device, is also explained together with the dynamic and cinematic 
differential equations. These formulations were used in altitude simulation for neural network system 
identification and contrai training's. 

Keywords 
Neural networks, satellite altitude, non-linear dynamics, system identi fication. Redes neurais, atitude de satélites, 
dinâmica não-linear, identificação de sistemas. 

L INTRODUÇÃO 

Redes neurais artificiais têm sido utilizadas com êxito na solução de diversos problemas, 
que incluem desde aproximação de funções a reconhecimento de linguagem. Encontraram 
aplicações também em guiagem automática de veículos, análise de aplicações financeiras, 
layout de circuitos, síntese de voz, reconhecimento de imagens, previsão de variação cambial, 
controle de processos, sistemas de inspeção de qualidade, controle de robôs e tradução 
instantânea, entre outros (Demuth e Beale, 1992} O uso de redes em satélites artificiais ainda 
se encontra bastante limitado, com poucas referências (Vadali et alli, 1993, Rios Neto e Rao, 
1996), porém existem possibilidades em áreas como: análise de falhas em subsistemas, 
controle de atitude, propagação e controle de órbita. O primeiro passo no caminho de um 
controlador de atitude baseado em redes neurais é obter um modelo de identificação da 
dinâmica. Este modelo fornece, a seguir, os recursos para o treinamento da rede de controle, 
com a dinâmica inversa do sistema (Narendra e Parthasarathy, 1990). O presente trabalho 
mostra a implementação da rede neural de identificação num satélite com geometria variável. 
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2. REDES NEURAIS 

Uma rede neural de alimentação direta (jeedfoward) consiste de uma transformação de 
mapeamento que leva no elementos de sua entrada para uma saída composta de n1 elementos. 
Tipicamente, uma rede apresenta várias camadas onde cada camada é composta por vários 
neurônios artificiais. Na forma vetorial, a camada k da rede (nk neurônios) pondera o vetor de 
entradas xk-J com a matriz de pesos W e aplica uma função de ativação / em cada 
componente do vetor resultante: 

xk = !' (.xk )= !' (w ' xk-i ). (1) 

onde a matriz de pesos W é composta por: 

k k 
wii 

... 
wln, _, 

bk 
I 

k k 

wk =j w2I 
... Wo bk 

... nJ.: -1 2 (2) 

k k 
wn, i .. . w bk 

n l:nk - l n k I 

O parâmetro bk é denominado patamar da função de ativação, e corresponde a uma 
entrada unitária, na última componente de i . Portanto, as dimensões de xk e W são nk+ I e nk 

x nk_ 1+ 1, respectivamente, incluindo o patamar na matriz de pesos. 
Entre as funções de ativação, é bastante empregada a função tangente hiperbólica dada 

por (Hunt et alli, 1992): 

(3) 

Os pesos são geralmente estimados através de processos de aprendizagem ou 
treinamento, onde aplica-se um método iterativo baseado numa função objetivo a ser 
minimizada. Durante a fase de treinamento a rede aprende o comportamento do sistema ao 
redor dos pontos treinados a cada passo da iteração. 

2.1 O método de mínimos quadrados 

Os métodos de treinamento de redes neurais normalmente partem da minimização do 
erro apresentado na saída da rede como forma de obtenção dos pesos. Variam também 
conforme a forma de implementação: podem ser estimadores por lote, estimação estocástica 
(Rios Neto, 1994) ou por recursão, sendo que estes últimos são utilizados mais 
freqüentemente, devido principalmente à facilidade de uso do método recursivo de retro­
propagação do erro. 

O algoritmo de retro-propagação obtém a derivada parcial do valor apresentado na saída 
da rede com relação a um determinado peso de uma das camadas anteriores. Se x1 representar 

o vetar de saídas da rede, então a derivada com relação ao peso w~ da camada k vale: 

àx' = 11k [o ... 
k 

àwif 

k -i 
x i ... of, 

2 

(4) 
i 
; 
-1 

\ 

~ 
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onde o sinal T significa o vetor ou matriz transposto, e !:!.k é a matriz de retro-propagação do 
erro, que pode ser posta numa forma recorrente: 

(5) 

com a condição para a camada de saída, /, de !:!.1 = F', onde r representa a matriz de derivadas 
da função de ativação da camada k: 

o 
(6) 

o 

Vale salientar que a matriz de derivadas da função de ativação, r, deveria possuir 
dimensão nk-l + 1 x nk-l + 1, mas como o último elemento da diagonal é sempre nulo (por 
representar a derivada de uma constante), pode-se reduzir a dimensão da matriz de pesos (e 
também da matriz r) durante as multiplicações. 

O método de treinamento de mínimos quadrados promove a atualização dos pesos 
através da minimização do erro quadrático médio apresentado na saída da rede, de fonna 
recursiva. Para aplicar o método, os pesos da rede são dispostos num único vetor w(t), 
referido ao instante, ou iteração, t. A atualização é feita na forma (Gelb, 1974; Chen e 
Billings, 1992): 

!:!. w( t) = w(t) - w( t - I) = K ( t) c.( t), (7) 

onde c.(t) é o erro apresentado na saída da rede, ou seja, a diferença entre o valor de referência, 
ou desejado e aquele realmente apresentado na saída. K(t) é o ganho de Kalman, obtido de: 

K(i) = P(t -1) H(t) T [H(t) P(t -1) H(t) T +À R(t)J
1 

(8) 

onde R(t) é a matriz de covariância do erro t:(t), normalmente uma matriz identidade, H(t) é a 
matriz de derivadas parciais do vetor de saída com relação ao vetor de pesos e P(t) é matriz de 
covariância do erro de estimação. Como não existe propagação de equações dinâmicas neste 
processo, adota-se um .fator de esquecime~zto, À (O<À<1 ), de forma a garantir que a 
covariância não diminua em demasia, conforme o sistema adquira conhecimento do vetor de 
pesos w(t). A atualização da matriz de covariância se faz na forma: 

P(t) = Ú- K(t) H(t)] P(t -1) I À . (9) 

Normalmente os pesos são inicializados com uma distribuição aleatória uniforme e a 
matriz de covariância do erro P(t) assume a forma diagonal, cujos elementos são fixados entre 
1 O e 10000 (Norgaard, 1995). A matriz de derivadas parciais pode ser decomposta nas 

matrizes Hik de derivadas parciais associadas ao neurônio i da camada k, obtida a partir do 

método de retro-propagação do erro: 

H k = <;:,k k-JT 
i ui X . (I O) 
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Na expressão acima os vetores 8~ correspondem à i-ésima coluna i da matriz tl. 

3. MODELO DINÂMICO DO SATÉLITE 

O movimento em atitude de um satélite em órbita da Terra pode ser aproximado por um 
corpo rígido e livre de torques. Na ausência de esforços externos, um corpo livre tende a 
conservar sua quantidade de movimento angular, ou momento angular L. A lei da conservação 
do momento angular afirma que a variação temporal do vetor momento angular em relação a 
um ponto fixo ou o centro de massa é igual à somatória dos torques externos (Wertz, 1978). 
Quando expresso no sistema de coordenadas fixo ao corpo do satélite, a variação do momento 

angular L" fica: 

Í" -I o - O(roo )/ o - N N - o (J) o o o (J)o - coll/ + pert ( 11) 

onde / 0 é a matriz de inércia do corpo, ro: é a sua velocidade angular, referida no próprio 

sistema de coordenadas do corpo, e no é a matriz de operação do produto vetorial, dada 

por: 

O(ro) = ~ :: 
-(J) 

l " 

o (J) r. J -(J)t 

o 
( 12) 

-(J)_ 

(J) x 

No caso de um satélite artificial, a resultante dos torques externos pode ser decomposta 
na parcela devida aos torques de perturbações ambientais, N,err e a parcela devida aos torques 
externos oriundos do sistema de controle de atitude, Nconr· No entanto, se o satélite não for 
rígido, seja porque possui apêndices flexíveis ou geometria variável, as equações acima não 
são mais válidas. Para obter a equação da dinâmica do satélite, será suposto aqui que o mesmo 
é formado por diversos corpos rígidos, denominados elos, articulados com relação ao corpo 
principal do satélite através de juntas rotativas, e numerados seqüencialmente. A derivada do 
momento angular pode ser decomposta nos constituintes do satélite, na forma: 

" L" = f O(r,;) ;:;' dm" +' f O( r;') r," dm, . J, L-J,. 
" 1; ; 1 ' 

( 13) 

onde os vetores ro e rk representam a posição do elemento de massa dmo e dmk, do corpo 
principal do satélite e do elo k, respectivamente, com relação ao centro de massa do conjunto, 
e expressos no sistema o, do corpo principal. As integrais são efetuadas em todo no volume ~' 
e Vk do satélite. Após compatibilizar as posições dos elementos de massa dos diversos elos, 
chega-se a uma forma modificada da equação de Euler: 

L" = (I + J )w o + O(ro o) I ro" +H n n o () o o 11 
( 14) 

onde os termos ln e H" levam em conta não somente a inércia dos apêndices, mas também o 
efeito decorrente do mudança do centro de massa do conjunto, devido ao movimento dos elos: 
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ll 

J -"(A I AT -m nc o- o)n( o - o ))+ 
ll -L.. k.o k k.o k aok ako aok ako 

k ; l 

+ I(mk nca:k -aZJ)I(Ilk Q(a~k -azo>) ( 15) 
k;l k ; l 

sendo h a matriz de inércia do elo k com relação ao sistema k; mk a massa deste elo; A~,:,o a 
matriz de rotação entre o sistema de coordenadas do elo k e o corpo principal; aok o vetor 
posição da articulação deste elo com relação à origem do sistema de coordenadas do corpo 
principal e ako a posição desta junta com relação à origem do sistema de coordenadas deste 
elo. IJ.k é a massa reduzida do elo k, isto é a massa deste elo dividida pela massa total do 
satélite. O vetor Hn é obtido de: 

(16) 

e o termo ~k vale: 

~ k = nc w ~) nc w ;; H a ;;k - a ~o ) - nc w ~ ) nc w ~ ) a z" -

-ncw ~ )ncw : +w 7 )a ~" +n(aZo )(ncw ;; )w ~ +ron ( 17) 

Note que as velocidades angulares w~ e acelerações ÚJ~ das juntas articuladas, expressas 

no sistema do corpo principal, são conhecidas pois não se trata de articulações livres . 
Utilizou-se, no exemplo mostrado aqui, o modelo do Satélite de Sensoreamento Remoto 
(SSR) da Missão Espacial Completa Brasileira (MECB), visto na Figura I. O satélite SSR é 

formado por um corpo principal, onde se 
localizam os instrumentos e equipamentos 
para a operação, e três painéis recobertos 
por células solares, responsáveis pelo 
suprimento de energia elétrica para os 
aparelhos de bordo. O posicionamento dos 
painéis é concebido visando o melhor 
aproveitamento da energia disponível na 
órbita solsíncrona deste satélite. Devido ao 
tamanho dos painéis e seu posicionamento 
quando em órbita, estes ficam presos ao 

Figura 1: Satélite de sensoreamento remoto. corpo do satélite durante o lançamento, e 
são abertos após a injeção na órbita. 

Uma vez em órbita, parafusos pirotécnicos providenciam a liberação dos painéis através 
de comandos do sistema de controle. Uma vez liberados, os painéis são impulsionados por 
molas de torção, e um dispositivo de trava prende-os na posição de operação. 

4. A IDENTIFICAÇÃO DO SISTEMA DINÂMICO 

Na identificação da dinâmica do SSR, utilizou-se como entradas da rede os sinais dos 
dois sensores de atitude: sensor ~olar e magnetômetro, ambos de três eixos. Foi necessário, 
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também, prover à rede duas informações atrasadas dos sinais destes sensores. A alteração no 
comportamento dinâmico do satélite introduzida pela abertura dos painéis foi fornecida 
através de um sensor de posição que fornece o ângulo de abertura a cada instante. Foi 
fornecido, também para esta variável, dois valores atrasados. O SSR deverá utilizar motores 
de hidrazina como atuadores, na fase de aquisição de atitude. Cada motor consegue fornecer 
O, 19 Nm de torque. O ciclo de controle, ou seja, o intervalo de tempo entre duas leituras dos 
sensores e comando dos atuadores será considerado como de 1 segundo. As informações 
atrasadas dos sinais dos motores nos três eixos do satélite nos instantes t-1 e t-2 também 
fazem parte do conjunto de valores de entrada da rede. As saídas da rede de identificação são, 
naturalmente, estimativas dos próprios sinais dos sensores: magnetômetro de três eixos e 
sensor solar de dois eixos, no instante t+ I. 

Os sinais de saída foram normalizados entre -5 e 5, por dois motivos: primeiro, para 
aproximarem-se dos valores analógicos dos sensores; segundo, porque as componentes do 
erro apresentado na saída da rede devem ser compatíveis entre si em termos de ordem de 
magnitude, para que o treinamento não favoreça os si~ais de maior amplitude. 

Admitiu-se que a atitude inicial fosse qualquer, eseolhida aleatoriamente no início de 
cada simulação. A velocidade angular inicial é também escolhida aleatoriamente, porém 
limitada a 5 rotações por minuto. 

Os motores foram acionados segundo uma distribuição de Poisson, com probabilidade de 
8% de estarem acionados em cada instante e com duração média de 1 segundo. A simulação 
da abertura dos painéis foi realizada sempre no meio do intervalo de simulação, ou seja, após 
100 segundos de treinamento. Após alguns testes, obteve-se resultados com apenas 8 
neurônios na camada oculta, com precisões compatíveis com o ruído apresentado pelo 
magnetômetro e sensor solar (que conseguem, no máximo, precisões de I%), correspondendo 
a um erro quadrático médio da ordem 2,5 1 o·3

. 

Utilizou-se no treinamento um fator de esquecimento À de 0,996; magnitude inicial da 
matriz de covariância de 1 O, amplitude inicial dos pesos de O, l com distribuição uni fonne. A 
Figura 2 mostra a evolução do erro quadrático médio em função do número de treinamentos. 
Cada conjunto de treinamento é composto por uma simulação contendo 200 pontos (um a 
cada segundo de propagação). Com cerca de 40 simulações, atingiu-se a precisão desejada 
para a identificação do modelo direto. Após o treinamento, foram realizados testes da rede 
utilizando condições iniciais nas quais ela não havia sido treinada. Verificou-se assim que o 
erro permaneceu próximo aos valores obtidos durante o treinamento. As figuras que seguem 
mostram uma comparação entre a saída apresentada pela rede neural e o resultado da 
propagação da dinâmica do satélite em um destes testes. 

I E+ I 

.S: IE+O 
-o 
·u 
E 
;:; I E·l 

·::: 
-o 
; IE-2 
a-

::: 
u.J IE-3 

I E -4 L.L.L...w....J...J...Ju...J...w..J....L.-'...w....J...J...Ju...J...w..LJ....J...L.L.L.Wu...J..J..-'.-u...J...w...L.W...LJ 

Na Figura 3 são mostrados os 3 sinais 
do sensor solar e na Figura 4 os sinais do 
magnetômetro, ambos superpostos à saída 
correspondente da rede. As diferenças são 
quase imperceptíveis nas figuras. Os erros 
são mostrados respectivamente nas 
Figuras 5 e 6. Percebe-se que embora em 
alguns pontos o erro supere o limite 
estabelecido, na média a diferença 
permanece confinada dentro da precisão 
desejada, mesmo neste caso onde a rede 

o 10 15 20 25 30 35 40 45 - . . 
Número de treinamentos nao foi tremada. 

Figura 2: Treinamento da rede de identificação. 
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50 100 150 200 
Tempo (s) 

Figura 3: Medidas simuladas do sensor solar e da rede neural. 

Magnetômetro x 

50 100 150 200 
Tempo (s) 

Figura 4: Medidas simuladas do magnetômetro e da rede neural. 
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Figura 5: Erro apresentado pela rede neural na medida do sensor solar. 

5. CONCLUSÕES 

Mostrou-se, neste trabalho, que redes neurais podem ser utilizadas em modelos 
dinâmicos de satélites com geometria variável. Embora a dinâmica da atitude seja não-linear, 
e a introdução da geometria variável dada pela abertura dos painéis solares seja um agravante, 
uma rede com apenas 8 neurônios na camada oculta foi capaz de atingir um erro menor que 
1%. O método de treinamento utilizado, mínimos quadrados recursivos, mostrou uma 
convergência bastante superior com relação ao método do gradiente. Com apenas 40 iterações 
atingiu-se a precisão requerida. O método dos mínimos quadrados apresenta, contudo, um 
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tempo de processamento bastante elevado, em virtude da complexidade do algoritmo. Ainda 
assim, ele é mais eficiente na convergência, e menos suscetível a ficar preso em mínimos 
locais do que o método do gradiente. 
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Figura 6: Erro apresentado pela rede neural na leitura do magnetômetro. 

Em virtude da impossibilidade de treinar a rede neural de controle utilizando o próprio 
satélite (treinamento on-fine), foram obtidas relações cinemáticas e dinâmicas para simulação 
em computador da atitude do satélite antes, durante e após a abertura dos painéis. Ainda 
assim, o processo de treinamento pode ser validado, e no futuro todo o treinamento poderá ser 
efetuado com o satélite já em órbita, ou de forma adaptativa, isto é, com parte do treinamento 
efetuado em Terra, por simulação, e aperfeiçoado após o lançamento. 
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Abstract 
When practical problems involving fluid mechanics, heat transfer, etc., are solved numerically. systems of 

linear equations are generated and their matrices of coefficients are generally sparse and large. The present work 
compares the performance of the conjugate gradient method using the general purpose preconditioners for solving 
the linear systems resulting from the discretization ofthe heat conduction equation in unstructured Voronoi meshes. 
We use the Finite Volume Method. Three preconditioners are tested: Diagonal Scaling, Symmetric Successive Over­
relaxation and Incomplete Cholesky Factorization. We analyze them through their distribution of eigenvalues, 
number of iterations and CPU time. 

Keywords 
Preconditioning, Conjugate Gradient. Voronoi diagrams, linear systems, equation of heat conduction. 

l. INTRODUCTION 

The solution of heat conduction problems in engineering and other sciences requires 
solving a linear system of equations. Nowadays, Voronoi diagrams belong to the most 
powerful data structures in computational geometry. This fact is based on their very 
interesting mathematical properties (Aurenhammer, 1991 ). ln the case of unstructured meshes 
generated by Voronoi diagrams (VD), the systems generated have sparse matrices, without a 
detinite structure (Weatherill, 1992; Marcondes, 1996). We use unstructured meshes 
generated by Voronoi diagrams, which are pre?ented in the section 2. 

We propose a numerical procedure to solve the equation of heat conduction for a variety of 
geometrical domains. The Finite Volume Method (FVM) is used to discretize the equations with a 
non-staggered grid arrangement ofvariables. The application ofthe FVM to discretize the differential 
equation needs grid generation to break the physical domain in a number of control volumes 
(Patankar, 1980). Then we enforce in each volume the balance of the physical properties. ln this 
process, the dependent variable is represented only at discrete locations inside the computational 
domain. Ths discretization process is applied to the temperature distribution and replaces the 
goveming head conduction equation by an a1gebraic system of equations (Tanyi & Thatcher, 1996). 
Ths numerica1 discretization ofthe differentia1 equation is described in the section 3. 

The methods of solution for systems invo1ving sparse matrices may generally be classified 
generally in direct and iterative methods. However, the use of the non-structured Voronoi meshes 
generates random sparse matrices in which there is no formation rule, since the number of 
neighbors varies in each control volume. This is the most important reason for choosing iterative 
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methods. The major reason for the renewed interest in iterative methods is the development, during 
the last decade, of powerful acceleration methods known as preconditioning, and the evolution of 
computers involving high parallel processing. These features can lead to rapid convergence of the 
iterative solution (Angeleri et al., 1989). ln section 4, we describe iterative methods and the 
preconditioning utilized. The numerical results, analysis of performance for the different methods 
are shown in section 5. We present our main conclusions in section 6. 

2. VORONOI DIAGRAM 

The mathematician Dirich1et, in 1850, proposed a method where a given domain could be 
systematically decomposed into a set of convex polygons. Given two points in the plane, Pi 

and p j, the perpendicular line bisecting the line joining the two points subdivides the plane 

into two regions R(pi) and R(pj)· The region R(pi) is the space closer to Pi than Pj· This 

geometrical construction of tiles is known as the Dirichlet tessellation and results in a set of 
non-overlapping convex po1ygons, that cover the entire domain. For a finite set S = { p 1, .•. , 

Pn } of points in the plane ~2 , the region R( Pi) is defined by, 

R(pi)= {pld(p, Pi)<d(p, Pj), Vj:;ti} (I) 

and it is called the Voronoi region generated by the point Pi, where d(p, Pi) is the function 

which measures the Euclidean distance between the two points p and Pi. This partition is 

called a V oronoi diagram. Thus, every point in this space is associated to its nearest neighbor 
in S. The Voronoi unstructured mesh originates control volumes whose edges are part of the 
perpendicular line bisecting the two generators and associated with the left and the right 
Voronoi regions. These edges are line segrnents connecting two Voronoi points. Such features 
simplify the numerical approximations, easing the balance of mass and energy due to the local 
orthogonality present in VD. The structured orthogonal meshes can be classified as particular 
cases of Voronoi meshes such as: cartesian, cylindrical, hexagonal, etc . (Mariani & Peters, 
1997). Figure 1 shows a control volume ofthe Voronoi unstructured mesh. 
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Figure 1: Elementary control volume in a Voronoi unstructured mesh. 

ln the figure 1, "i" is the index ofthe point Pi generator ofthe central control volume, 'Tis 

the neighbors index of the central nodal point. One of the main advantages of the unstructured 
approaches is their applicability in complex geometrical domains and also the adaptability for 
specific regions, so as to represent adequately the local balances. These features of the 
unstructured meshes occur because there is no global property. Elements and points can be 
added and/or removed locally according to the geometrical or physical features of the problem 
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(Marcondes, 1996). ln order to hand1e different geometrical forms, a robust and efficient 
numerical method is needed. ln the present approach we chose the finite volume method (FVM) 
which allows the numerical investigation of problems involving complex domains. 

3. DISCRETIZA TION OF THE EQUA TION 

ln the FVM, the discretization of the domain is made through the process of 
appraximate integration in each finite contrai volume. These control volumes are conveniently 
distributed over the domain of solution. The problem is discretized and modeled by the 
individual contributions of each nodal point of the computational mesh (Patankar, 1980). The 
numerical solution of the heat conduction equation is investigated in the present work. ln the 
pracess of numerical integration through Voronoi control volumes, it is easier to integrate the 
equation in the divergence form. This spatial integration in each contral volume (see figure 1; 
Mariani, 1997) can be written as: 

(2) 

where, p is the specific mass ofthe material, Tis the temperature, V is the nabla vector operator 
of the chosen system of coordinates, d '!/is the differential volume of the contral volume, k is the 

thermal conductivity, cp is the specific heat of the solid material and q "' is a volumetric heat 

generation. lntegrating the first term ofthe equation 2 through backward differences, we obtain, 

(3) 

where Ti is the temperature in the present time and Ti0 is the temperature in the previous 

time at the central nodal point Pi . 

The theorem of Gauss (divergence) allows us to reduce the volumetric integral into a 
surface integral, as represented in equation 4, 

f-(k - J fk-V'. - V'T dV = - V'T. dn 
V CP S CP 

(4) 

dn is the unit vector normal to the surface of integration of the contrai volume. We denoted 
such surface in Figure I as Sij · The surface integral for each contra! volume ( equation 4) when 
discretized generates the following expression, 

(5) 

where Sij is the normal surface in each face of the control volume, that is, the distance between 
two consecutive vertices. Lij is the distance between the central nodal point of the contrai 
volume Pi to each neighbor p j, both represented in figure I. NY is the number of neighbors of 

each nodal point Pi. The integration of the source term is done considering q'" as constant 

inside each contrai volume. By rearranging equation (2), we obtain 
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where APi is the coefficient of the central nodal point and Aij are the coefficients of the 
neighbors of Pi. The linear system (equation 6) is· solved with the CG method using the 

preconditioning technique. 

4. PRECONDITIONERS 

Certainly, the most popular iterative method to solve large sparse linear systems with a 
symmetric positive definite matrix of coefficients is the Conjugate Gradient method (CG), 
proposed by Hestenes and Stiefel in 1952 (Hestenes & Stiefel, 1952; Golub & O'Leary, 
1989). The convergence rate of the iterative methods, in special of the CG, depends on the 
spectral properties of the matrix of coefficients. Preconditioning a linear system Ax = h 

consists in transforming the linear system in, for example, (P -1A]x = P-1h, where P is the 

preconditioner and p·l is such that p·l = (PL PR r. 
This procedure accelerates the convergence rate of the family of CG methods, since the 

spectral condition number (K1) and the distribution of the eigenvalues are improved in such 
way that they get closer to one or get joined in clusters. The choice of the preconditioner is 
important for the success of the equivalent system and must have some desirable features: if A 
is sparse, then P must be as sparse as A; the matrix P must approximate the matrix of 
coefficients A; the preconditioning matrix P must be easy to construct and invert. 

If the linear system is preconditioned implicitly, the residual vector is modified. If it is 
preconditioned explicitly, the matrix of coefficients is modified (Jones & Plassmann, 1995). 
The following pseudo-code represents the procedure of solving such system by CG using two 
types of preconditioning. ln the symmetric case, the matrix PR = P1

1 and therefore the 

necessary symmetry of the matrix of coefficients is kept. 

Implicit Preconditioning 
values initial guess {xo, A, h, s} 
ro = h - Ato; Po = O; po = l ; k = O 
repeat while llrk 11/llro 11 < S { 

k = k+l · z . = P- 1r · , k k , 

Pk = (rk-1, Zk-1); Pk = Pk/Pk-1; 
Pk = Zk-1 + Pk Pk-1 ; ak = Pk/(pk. Apk); 
Xk = Xk-1 + ak pk; rk = rk-1 -akAPk ;} 

--------·----·· --··· 

4 

Explicit Preconditioning 
values initial guess {xo, A, h, Ç,, kmax} 
ro = ?,~ 1 (h- A P,~rxo); Po =O; po = I; k =O 

repeat while llrk 11/llro 11 < S or k = kmax { 

k = k+ I; Pk = (rk-1, rk-1 ); pk = Pk/Pk-1; 
Pk = rk-1 + Pk Pk-1 ; 

-I - T 
Uk = Pkl(pk, PL AP,. Pk ); Xk = Xk-1 + Uk Pk; 

P -l AP-T } rk = rk-1 -ak L L Pk; 
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xk represents the kth estimation of the solution, rk is the residual in the kth iteration, Pk is the 
search direction for the adjacent estimation, (., .) represents the inner product in Rn and ~ is 
the iterative stopping criterion. 

The diagonal preconditioning, applied in this work, is one of the simplest forms of 
preconditioning a linear system (Campos, 1995) and assumes the values, 

left right symmetric 

D = PL = diag(a;;) D =PR = diag(a;;) 0
112 

=PR = PL = diag( F:) 

Recently, Papadrakakis proposed a modification to SSOR preconditioning called partia! 
preconditioning, where PL = (D + wB)D- 112

, with D being the diagonal elements of A, B the 

remaining off-diagonal elements of A and w, a relaxation parameter. The criterion, which 
specifies the elements of A to be retained in B, is defined by a users controlled parameter \jf. 

Thus, all elements of A satisfying A~ < \j!A;;A li, are considered small diminishing effects on 

the condition number of A and are not included in P (Papadrakakis and Dracopoulos, 1991 ). 
The incomplete factorization is derived from the Cholesky factorization where A = LL r 

or A = LDL r, where L is lower triangular matrix. However, in this calculation many zero 
elements of A remain nonzero and so the sparsity of the matrix is not retained (Mariani, 
1997). To alleviate this problem, it is introduced the incomplete factorization, 

A= LLT- R (II) 

where R is residue matrix formed to discard elements in the Cholesky factorization and L has 
nonzeros only in those positions that correspond to nonzero positions in A. 

5. NUMERICAL RESUL TS 

The geometrical domains found in applications have many different forms. ln the L­
shaped geometry, the volumes are irregular. Triangular domains can be approximated by 
hexagonal control volumes and square domains by rectangular meshes. These examples are 
shown in figure 2. 

; : .. ·:: . -:: í1 
~ ~-· ~-t ·n -· -+--+­

·4· ;-~ . - 1 - - . ,, ... 

-::r::::;- ~ . : ~.;. 

-+---+--+ i ...__; ... -~·-"- -+ ' -+ -1-t ... ~ --

·- • i h f::: :1-t :j: :;: ., . t b r 
1-:-ttt- _,..., ~ t+ ~- t-t -: +- + - ;.+!+-
- ·-!-++ -< , . . H' t-

f--,--l-++ -n -"H-
• · H+ , , t+ +i- • H-r-

~ -'+-,- I+- ,-+-;-- _, . . ' e;+ 
' ' .;...... • ~- ! ~ ....... - -l • • ; t : .. 

' . • • '-'--LL 

Figure 2: Generalized mesh with L, triangular and square geometry. 

The characteristics of the linear systems resulting of the discretization of the heat 
conduction equations are presented in table 1. System I has the greatest spectral condition. 

5 
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Table 1: Systems resulting from the discretization of the head conduction equation. 

Geometries order nz Àmax Àmin K2= sEectral condition 
L format (system I) 1003 6789 6,1884 0,0046 1345,3 

triangular format (system 2) 976 6560 7,8949 l ,0027 7,87 
sguared format (system 3) 1369 6697 8,4905 0,0071 1195,84 

ln this table, order means the dimension of the linear systems, nz is the number of 
nonzero elements, Àmax is largest eigenvalue, Àmin smallest eigenvalue and K2 is spectral 
condition number. 

ln table 2, we present the results of solving the system with the CG method with the 
following types of preconditioning: diagonal (CGPD), SSOR (CGPSSOR) and incomplete 
Cholesky without fill-ins (CGPIC). The tolerance used as stopping criterion is described in 
equation (12). 

I Ir k li, 
11r o11: ::; w-s ( 12) 

Table 2: Resolution of the preconditioned CG. 

Systems CG CGPD CGPSSOR ( m= 1 ,5;\j/= 1) CGPIC 

i ter t(s) i ter t( s) i ter t(s) i ter t( s) 

system I 186 4,16 139 3,54 139 230,27 126 286,33 
system 2 96 1 '17 86 1,27 86 98,07 64 105,35 
system 3 72 0,80 68 0,98 68 91,00 50 98,04 

ln this table, iter is the iteration number and tis the time necessary to attain convergence. 
ln table 2, the diagonal preconditioning is efficient because it solves ali the systems with 

less iterations, while the CG shows superior processing time. The SSOR preconditioning, 
using m = I ,5 e \jl = 1, corresponds to the diagonal scaling, according to Papadrakakis ( 1993 ). 

Note that the diagonal and SSOR have the advantages that no computing time and no 
extra storage are required for constructing the preconditioner. 

ln the CGPIC without fill-ins, the time is bigger and the number of iterations is 
reasonable. It is expected a better performance of this preconditioning, whenever linear 
systems have higher order. 

Through the distribution of eigenvalues it is possible to calculate the spectral condition 
number, which is responsible for the rate of convergence. For practical reasons, the analysis 
will be restricted to diagonal preconditioning applied in two systems. 

The distribution of the eigenvalues of systems 2 and 3, without and with diagonal 
preconditioning, is presented in the figure 3. It is observed that the preconditioning lies the 
eigenvalues close to one or in clusters. 

6 
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Figure 3: Eigenspectra without and with diagonal preconditioning, system 3. 

Table 3 presents Àmax. Àmin and K2 of the preconditioned matrices using the 
preconditioning described. For the test cases, the preconditioning produce the largest 
eigenvalue close to one. Moreover, the diagonal scaling and the SSOR (with m = I ,5 and \jJ = 
0,8) give small eigenvalues. The factorization incomplete Cholesky without fill-ins (IC(O)) 
also produces the smallest condition number, with the largest eigenvalues around one. 

Table 3: Eigenvalues of the preconditioned matrices. 

Systems Diagonal SSOR (m = 1,5; \JI = 0,8) I C( O) 

Àmàx Àmin K2 Àmáx Àmin K2 Àmáx Àmin K 2 

system 1 1,9876 0,0019 1046,1 l ,9984 0,0018 1110,2 1,002 0,0011 910,9 
s.vstem 2 I ,9973 0,3372 5,92 l ,9981 0,3273 6,1048 1,05 0,3043 3,45 
svstem 3 1,9982 0,0018 1 11 O, 1 1,9991 0,0017 1175,9 1 '1 0,0012 916,7 

6. CONCLUSIONS 

ln this work a comparison of preconditioners using the conjugate gradient method was 
performed. The use of an effective preconditioner is essential in order to enable CG to solve a 
variety of problems. The numerical results presented in this paper confirm that diagonal 
scaling and SSOR reduce the largest eigenvalues close to one, but usually leaves small 
eigenvalues which cause convergence problems (Table 3). The incomplete factorization of 
Cho1esky may require extra processing, however it improves the performance of the CG. The 
application of the CG with preconditioning techniques represents a powerful tool for the 
solution of large-sca1e finite volume problems. 

The results presented in this paper were obtained from programs written in C++ running 
on a SUN SPARCstation 20. There is a strong need for more research in arder to develop 
robust and reliable preconditioners, if one wishes to benefit of the potential advantages of 
such approaches in problems of Computational Fluid Dynamics. 
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Abstract 

ln the present work a numerical methodology is developed to simula te the dynamic behavior of reed type valves 
of reciprocating compressors used in refrigeration. A one-degree freedom mo dei is adopted for the valve motion. 
and a finite volume methodology is employed to obtain the flow field through the valve. The valve dynamics and 
the time dependent flow field are coupled and solved simultaneously. The flow through the valve is assumed 
laminar, compressible, adiabatic and axisynlffietric. ln presence of the valve motion a numerical methodology 
was dcveloped to take into account the variation with time of the computation domain. Through a coordinate 
transformation a moving coordinate systcm was obtained; this new system was able to expand and comprcss 
according to the valvc displacement. Results for the force acting on the valve were obtained for a prcscribed 
periodic velocity at the valve entrance. The complex interaction between mass flow rate through the valve and 
the distance bcrween the reed and the valvc seat affected the force on the valve in a non-pcriodic manner. The 
present modcl has proved to be cffcctivc and accurate in exploring the valve motion in disc-typc valves. 

Keywords 

Yalve dynamics, compressor technology, nonc stcady fluid flow. moving coordinate. 
Dinâmica de válvulas, tecnologia de compressores. escoamento transicntc, coordenadas móveis . 

I. INTRODUÇÃO 

Nos sistemas de refrigeração por compressão mecânica de vapor o compressor, por ser o 
componente principal, tem sido foco de intensa pesquisa e desenvolvimento. O conhecimento 
do comportamento do sistema de válvulas automáticas é fundamental para o aperfeiçoamento 
dos compressores herméticos, e é por esta razão, que o desenvolvimento de modelos 
matemáticos, como o apresentado neste trabalho, é de grande importância. 

Inúmeras pesquisas tem sido realizadas com o objetivo de conhecer o comportamento do 
sistema de válvulas tipo palheta, principalmente através da utilização de modelos 
matemáticos. O desenvolvimento de tais modelos, desde o seu início, é comentado por 
MacLaren ( 1972, 1982), que cita como primeiro trabalho com sucesso nesta área o de 
Costagliola ( 1950), cujo modelo utilizava duas equações diferenciais não-lineares que 
relacionava os diversos parâmetros envolvidos. Uma delas fornecia o fluxo de massa através 
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da válvula, e a outra, uma equação da dinâmica, descrevia o movimento das válvulas. A 
solução das equações diferenciais era obtida por métodos gráficos, o que tomava muito 
laboriosa a obtenção da solução. 

Uma revisão bibliográfica indica a existência de duas linhas de pesquisa voltadas para o 
estudo do sistema de válvulas automáticas de compressores alternativos. A primeira 
desenvolve modelos matemáticos para o movimento da válvula, utilizando modelos bastante 
simplificados para o escoamento do fluido, como o modelo de Costagliola ( 1950), onde 
destacam-se os trabalhos de Trella e Soedel (1974), Ussyk ( 1984), Piechna e Meier ( 1986), 
Ishizawa et ai. ( 1987), Kato et ai. ( 1993 ). A segunda concentra-se na solução detalhada do 
escoamento considerando no entanto que a válvula está em uma posição fixa, onde destacam­
se os trabalhos de Deschamps et ai. ( 1989), Prata e Ferreira (1990), Gasche ( 1992), Possamai 
( 1994 ), Peters ( 1994 ), entre outros. 

O presente trabalho apresenta uma metodologia para a análise numérica do 
comportamento dinâmico de válvulas do tipo palheta, utilizando um modelo de um grau de 
liberdade e resolvendo, pelo método dos voluTI?-es finitos, o escoamento iaminar, 
compressível, adiabático e em regime transiente em difusores radiais concêntricos. Assim, 
obtém-se um modelo matemático que contempla a dinâmica da válvula resolvendo, de fom1a 
acoplada, o escoamento do fluido . 

2. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

O modelo utilizado no presente trabalho para a análise do comportamento dinâmico de 
válvulas do tipo palheta assume que tais válvulas são placas rígidas e que seu movimento 
ocorre se!:,rundo um sistema com um grau de liberdade. Desta forma tem-se a seguinte equação 
para o movimento da palheta, 

ms + Cs + Ks = F - F0 

onde, 

s - deslocamento da palheta; 
s = ds/dt -velocidade da palheta; 

, I , s = d ~ s dt - - aceleração da palheta; 

m - massa da palheta; 
K - constante efetiva de mola; 

( l) 

C- coeficiente de amortecimento efetivo: 
F - força hidrodinâmica resultante sobre a 

palheta, obtida da integração do campo 
de pressão sobre a palheta; 

F0 - força de pré-carga na mola. 

O campo de pressão resulta da solução do escoamento através da válvula, que é 
modelado através das equações da continuidade, de Navier-Stokes e da conservação da 
energia térmica para escoamento laminar, adiabático, compressível e em regime transiente, no 
sistema de coordenadas cilíndricas, bem como da equação dos gases perfeitos. 

A geometria do difusor descreve o problema fisico é composto por cinco equações 
radial com alimentação axial (dinâmica da válvula, continuidade, 
foi utilizada para representar 
o escoamento que ocorre em 
válvulas do tipo palheta. Na 
Fig. I esta geometria é 
apresentada. Resumindo, o 
modelo matemático que 
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Navier-Stokes na direção radial, Navier-Stokes na direção axial , conservação de energia 
térmica e gases perfeitos), que apresentam cinco incógnitas: s, p, u, w, Te p (deslocamento da 
válvula, massa específica do fluido, componente radial da velocidade, componente axial da 
velocidade, temperatura e pressão do fluido, respectivamente). 

3. MODELO NUMÉRICO 

A metodologia de solução adotada consiste em resolver numericamente as equações do 
modelo matemático, de forma discreta no tempo e no espaço. A equação diferencial do 
movimento da palheta, Eq. 1, é resolvida pelo método de Runge-Kutta, enquanto as equações 
que governam o escoamento são resolvidas pelo método dos volumes finitos (Patankar, 1980). 

Com a movimentação da palheta, o domínio de cálculo (Fig. I) pode ser entendido como 
sendo composto por um domínio fixo (região B) e por um domínio móvel (região A), cuja 
dimensão s é uma função do tempo, s = s(t). 

As equações que governam o escoamento são comumente utilizadas no sistema de 
coordenadas inerciais (z,r,t). No entanto, do ponto de vista computacional, é mais conveniente 
aplicar uma transformação de coordenadas, obtendo-se estas equações em um sistema de 
coordenadas móveis (~,r, t). Esta transformação foi desenvolvida por Watkins (1977), e vem 
sendo empregada em trabalhos como o de Recktenwald (1989) e Strõll et al. (1993). 

Para transformar as equações governantes, considera-se que o domínio móvel (região A 
da Fig. 1) se expande e se contrai somente na direção z. Considera-se ainda que cada 
superfície da malha computacional tem um único valor de ~' o qual não muda com o tempo. 
Sendo assim, aplicando a transformação de coordenadas, as equações governantes no sistema 
de coordenadas ( ~,r, t) ficam expressas como se segue. 

Equação da conservação da massa 

_!_ 8(Lp) +_!_ 8(pw) + 1 8(pru) = 
0 

L at L 8~ r 8r 
(2) 

Equação de Navier-Stokes- componente r: 

(3) 

3 
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Equação de Navier-Stokes - componente Ç,: 

_!_ a(Lpw) +_!_ a(pww) +~ a(pruw) = _ _!_ ap +~~(raw)+~~(_!_ awJ 
L at L aç r ar L aç r ar ar L aç L aç 

1 ).1 a (-=---=-) +3 L aç v. v 
(4) 

Equação da energia térmica 

~ o(LpT) + _!_ a(pwT) + ~ a(pruT) =~[~~(r a!)+_!_~(_!_ aTJJ 
L at L aç r ar c, r ar ar. L oÇ, L à!; 

p(v. v) ~ 
---'---'-- + -

(5) 

c , c, 

onde, 
L = àzj aç - inverso do jacobiano da transformação de coordenadas; 

V· V -divergente do vetar velocidade expresso no sistema de coordenadas (Ç,,r,t); 

~ - dissipação viscosa expressa no sistema de coordenadas ( Ç,,r,t). 

w - velocidade do fluido em relação à malha, tal que a velocidade absoluta do fluido em 
relação ao sistema inerciai (z,r,t) é a soma da velocidade local da malha e da velocidade w, 

w=w +w 
~ 

(6) 

As equações diferenciais que governam o escoamento do fluido, agora expressas no 
sistema de coordenadas móveis, Eqs. 2 a 5, são intebrradas nos volumes elementares que 
subdividem o domínio computacional. Tal procedimento, fundamentado no método dos 
volumes finitos , resulta em um conjunto de equações algébricas que resolvido fornece as 
variáveis de interesse. Tal sistema de equações é resolvido de maneira iterativa e segregada, 
utilizando o algoritmo SIMPLEC, proposto por Van Doormaal e Raithby (1984 ), em um 
arranjo desencontrado de variáveis. A equação da dinâmica da válvula é resolvida, em cada 
intervalo de tempo, pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, conforme apresentado em 
White ( 1974). 

A malha empregada para discretizar o domínio apresenta a mesma configuração no 
sistema de coordenadas móveis (Ç,,r,t) durante toda a simulação, enquanto que no sistema de 
coordenadas inerciais (z,r,t) altera-se a cada instante de tempo. 

Como condições de contorno foram empregadas nas paredes correspondentes às 
superficies do assento da válvula e do orificio de passagem a condição de não deslizamento e 
impermeabilidade (u = w = O) e a condição de parede adiabática. Na superficie da palheta 
foram empregadas as condições de não deslizamento e de parede adiabática com a velocidade 
do fluido junto à palheta igual à velocidade da palheta, 

w=wl 
g pa lheta 

(7) 

4 
i 
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As condições de contorno na região de simetria são u = O, àw I àr = O e 8T 1 àr = O. 

A condição de escoamento periódico com variação senoidal foi empregada na entrada do 
difusor (orifício de passagem), com a prescrição de um perfil uniforme de velocidade, 
obedecendo à seguinte equação, 

(8) 

sendo, V
0 

- velocidade média no orifício; a - amplitude da variação; m - frequência angular. 

Na saída do difusor empregou-se a condição de pressão prescrita. Para a temperatura 
empregou-se condições de temperatura prescrita na entrada do difusor e derivada nula na 
saída. 

As propriedades de condutibilidade térmica (k), calor específico (cp) e viscosidade 
absoluta ( )l) foram mantidas constantes (p=l,0132 x 105 Pa e T=273 K). 

4. VALIDAÇÃO DA METODOLOGIA 

O trabalho de Ishizawa et al. ( 1987) foi utilizado como referência para a validação da 
metodologia desenvolvida. Estes autores abordam a solução do escoamento laminar transiente 
incompressível em um difusor radial , onde a palheta tem um movimento periódico e a vazão 
prescrita na entrada do difusor é constante. Soluções em séries para as equações de Navier­
Stokes são obtidas, e os resultados analíticos são comparados com resultados experimentais, 
também gerados pelos autores. 

As Figs. 2 e 3 apresentam a comparação entre os resultados do trabalho de Ishizawa e do 
presente estudo. Nas simulações realizadas fez-se h(t) = 2.(1 + 0,43 sen(mt)) mm, 0=300 

mm, d=30 mm, com ar como fluido de trabalho. Os valores da freqüência m e da vazão na 
entrada do difusor q5, empregados nas simulações, foram obtidos através do uso dos 
agrupamentos adimensionais Rq e R<u• permitindo assim, a comparação entre os resultados 
aqui obtidos com os do referido trabalho. Devido à simetria axial do escoamento somente 
metade da geometria foi simulada, utilizando para tanto, uma malha com 81 O volumes de 
controle, dos quais 350 na região fixa (região B da Fig.4.1) e 460 na região móvel (região A 
da Fig.4.1 ), distribuídos não uniformemente. 

200 .00 ---- ·--
p ' ' ~ 20 .05 . 
Rq = 0.88 I 

a : 0.4 3 

-1 00,00 ~ ;---- - -------
Ex per~me Oia l - IShiZa wa 

TeCH •co ls htza wa 

Numénco pres en te trab alh o 

-200 .00 -·---·-- ·--,--- --- ............ - - - -·-· 

Figura 2 - Força hidrodinâmica adimensional 
para R.,,=20,05, Rq=0,88. 
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Figura 3 - Força hidrodinâmica adimensional 
para R'"=38,68, Rq=1 ,66. 
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-
A análise dos casos abordados permite concluir que os resultados encontrados com o uso 

da metodologia em estudo concordam muito bem com os resultados obtidos por Ishizawa. 
A Fig. 3 apresenta uma discordância entre o resultado teórico/numérico e o experimental , 

em tomo de ffit=n:. lshizawa e co-autores atribuíram essa discrepância à convergência das 
soluções por eles obtidas. No entanto, os resultados numéricos aqui encontrados permitem sim 
questionar a validade dos resultados experimentais, pois apresentam maior proximidade dos 
resultados teóricos. 

5. RESULTADOS 

Os resultados para a simulação do comportamento dinâmico serão explorados para 
D=8,50mm, d=5,00mm, e=l,50mm e s=s(t), conforme indicado na Fig. I. 

O ar foi empregado como fluido de trabalho, e as características utilizadas para a 
modelação da dinâmica da válvula correspondem aos seguintes valores: (i) rigidez da palheta 
K=200 N/m; (ii) coeficiente de amortecimento C = 0,5 N.s/m; (iii) massa da palheta m = 3,2 
g; sendo a força de pré-carga na palheta Fo considerada nula nas simulações aqui realizadas. A 
tabela I apresenta os diferentes parâmetros utilizados na prescrição da velocidade Y 0 (t). 

' ~ 

I 
I 
j 

l 
i 
i 

' ! 
l 
j 
i 
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Tabela 1 -Casos abordados nas simulações. 

Caso v [m/s] a R e w [rad/s] 
o 

I l ,5 0,2 540 366,6 
II 1,5 0,5 540 366,6 
III 3,0 0,2 1080 366,6 
IV 3,0 0,5 1080 366,6 
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Figura 4 - Comportamento da força 
hidrodinâmica sobre a palheta - Caso I. 
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Figura 6 - Comportamento da força 
hidrodinâmica sobre a palheta - Caso IV. 

Devido a limitação de espaço apenas 
os casos I e IV serão apresentados 
aqui. Os resultados para o 
comportamento da força 
hidrodinâmica bem como para o 
movimento da palheta são 
mostrados nas Figs. 4 a 7. 
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Figura 5 - Comportamento do deslocamento 
da palheta para o Caso I. 
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Figura 7 - Comportamento do deslocamento 
da palheta para o Caso IV. 

A análise das figuras permite verificar que o aumento da vazão resultou no aumento do 
deslocamento da palheta, mas com uma pequena defasagem. 

A força hidrodinâmica resultante sobre a palheta aumenta com o aumento da vazão e com 
a redução do deslocamento. Nos casos simulados, por haver variação de vazão e também de 
deslocamento, estas influências apresentam-se de forma combinada na determinação do 
comportamento da força hidrodinâmica. Observa-se que nos casos II e IV, que apresentam 
maior variação de vazão, o comportamento periódico da força se afasta mais do aspecto 
senoidal quando comparado com os casos I e III. Tal tendência reflete a complexa 
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dependência da força hidrodinâmica com a vazão e o deslocamento da palheta em relação ao 
assento. 

Ressalta-se que, ao se analisar o comportamento dinâmico da válvula deve-se ter em 
mente que o seu deslocamento não depende somente da ação da força hidrodinâmica, mas 
também da sua velocidade e aceleração (dois primeiros termos da Eq. l ). Assim, seria 
incorreto imaginar que o aumento da força hidrodinâmica sempre acarreta o aumento da 
abertura da válvula, pois o contrário pode ocorrer, como nos casos aqui apresentados. 

A semelhança das tendências apresentadas nos vários casos abordados, acredita-se, estar 
relacionada ao fato de se ter empregado as mesmas características de rigidez, amortecimento e 
massa para a palheta. Muitos outros casos precisariam ser simulados para que conclusões 
sobre a influência de cada parâmetro envolvido pudessem ser obtidas. Tal análise foge ao 
escopo do presente trabalho cujo objetivo foi o desenvolvimento de um modelo que 
resolvesse o escoamento e a dinâmica da válvula de forma acoplada. A realização de estudos 
sobre o comportamento da válvula sob condições variadas é deixada para futuros trabalhos. 

Os resultados aqui obtidos revelam a potencialidade da metodologia desenvolvida para a 
análise do comportamento dinâmico de válvulas do tipo palheta. O grande limitante 
encontrado foi o tempo computacional despendido para cada simulação (em tomo de 90 horas 
de CPU em média para cada caso, simulados em uma estação de trabalho SUN SPARC 20). 

6. CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou o desenvolvimento de uma metodologia para a análise numérica 
do comportamento dinâmico de válvulas do tipo palheta, utilizando um modelo de um grau de 
liberdade e resolvendo, pelo método dos volumes finitos, o escoamento laminar, 
compressível, adiabático e em regime transiente periódico em difusores radiais concêntricos. 

Os resultados das validações e dos casos abordados revelaram a potencialidade da 
metodologia aqui desenvolvida para a análise do comportamento dinâmico de válvulas do tipo 
palheta. O único fator limitante encontrado foi o elevado tempo computacional despendido 
para a realização de cada simulação. 
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L INTRODUÇÃO 

O estudo da interação dinâmica de estruturas com o meio exterior avançou de maneira 
considerável nos últimos trinta anos, passando de um conjunto de normas semi-empíricas à 
uma disciplina altamente especializada na qual são empregados métodos numéricos em nível de 
estado-da-arte. O ponto inicial de tal avanço foi o estudo da propagação de ondas em meios 
elásticos semi-infmitos, aproximando o projeto dinâmico de fundações de máquinas e 
equipamentos do estudo da sismologia. Trabalhos como o de Reissner( 193 7) introduziram, 
ainda que de forma aproximada, o estudo da propagação de ondas da análise da interação 
dinâmica solo-fundação. As primeiras soluções exatas para o problema de propagação de 
ondas no semi-espaço surgiram somente quando o sistema meio-fundação foi analisado através 
de um problema de valor de contorno combinado, onde os deslocamentos provenientes dos 
diversos modos de vibração da fundação são aplicados à interface solo-fundação deixando a 
superficie do semi-espaço remanescente livre de tensões. As primeiras soluções usando esta 
abordagem surgiram com Luco et a/.(1972) e Karasudhi et a/.(1968) utilizando fundações de 
superficie rígidas em um semi-espaço tridimensional. 
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Na maioria das análises o sistema global é dividido em duas partes distintas: estrutura e 
sistema solo-fundação. A utilização de técnicas de sub-estruturação (Wolf, 1985) permite que 
o sistema solo-fundação seja analisado em separado e o resultado fmal, a nível de resposta em 
freqüência é obtido pelo acoplamento dinâmico das duas partes. O elemento chave na 
utilização de métodos numéricos para o estudo da interação solo-fundação é o modelamento 
da condição de radiação ou amortecimento geométrico: as ondas geradas na interface da 
fundação propagam-se através do solo levando consigo uma parte da energia que, de outra 
maneira, ficaria restrita ao conjunto fundação-estrutura. Urna das conseqüências disso é que, 
em análises onde a influência do meio é levada em conta, os autovalores e autovetores do 
sistema são fortemente influenciados pelo amortecimento geométrico. Os principais métodos 
numéricos atualmente em uso - elementos fmitos e elementos de contorno - comportam-se 
de maneira distinta quando aplicados a problemas onde a condição de radiação desempenha 
papel fundamental. O método dos elementos de contorno, dada a natureza da solução 
fundamental do operador de Navier, cumpre automaticamente a condição de radiação 
garantindo resultados satisfatórios para os problemas onde o solo é modelado como um serni­
espaço homogêneo ou estratificado . Porém nas situações onde existe um grande número de 
camadas, devido à necessidade de discretização da interface, a perforrnance do método é 
consideravelmente influenciada. O método dos elementos fmitos, por ser um método de 
discretização de dorninio que não utiliza a solução fundamental, não é capaz de simular o 
amortecimento geométrico, introduzindo freqüências naturais fictícias que correspondem aos 
modos como a energia da estrutura fica restrita dentro da malha (Gazetas, 1983). 

A introdução de tipos de elementos fmitos especias ou elementos infmitos, destinados a 
modelar a condição de radiação, foram propostos por Betess( 1977) e Ungless e 
Anderson( 1977), sendo aplicados aos problemas da elastoestática. Betess( 1992) classificou os 
principais elementos infmitos quanto à maneira como estes interagem com o dorninio e a forma 
de decaimento esperado da solução. Elementos infmitos de decaimento são aqueles que não 
alteram o domínios elementar de forma significativa mas que tentam simular o comportamento 
esperado da solução no campo distante. 

O elemento infmito desenvolvido aqui e utilizado para domínios bi-dimensionais tàz uso 
de funções de decaimento exponenciais. Isso deve-se principalmente à facilidade com que as 
integrais são avaliadas, pois quando utiliza-se integrandos mais elaborados - funções 
racionais e/ou de Bessel - estes apresentam considerável complexidade. O elemento foi 
aplicado com sucesso para o problema da interação dinâmica de uma estrutura enterrada em 
um serni-espaço viscoelástico. Os resultados são apresentados na forma de funções de 
flexibilidade. Evitou-se a utilização de proc~dirnentos de integração numérica uma vez que 
estudos prévios mostraram (Barros, 1996) que tais esquemas de integração são bastante 
instáveis na região de baixa freqüência. 

2. ELEMENTOS INFINITOS NO DOMÍNIO DA FREQÜÊNCIA 

A principal característica dos elementos infmitos de decaimento é que as funções de 
forma padrão de elementos fmitos são multiplicadas por algum tipo de função de decaimento 
que tenta aproximar o comportamento esperado da solução. A esta função de decaimento é 
adicionada uma função de oscilação que é responsável pela propagação de onda através do 
elemento. Entretanto uma abordagem alternativa é empregada quando múltiplas componentes 
de onda estão presentes simultaneamente, como é o caso da propagação no semi-espaço. É 
necessário que a função de oscilação corresponda às diversas velocidades de onda presentes. A 
função de interpolação para um elemento com três nós na direção de propagação é dada por: 
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P int( ) _ -(a+ik1)E -(a+ik 2)E - (a+ik 1 )E 
a E -C ia e + c2a e + C3a e (1) 

onde ki (i=l ,2,3) corresponde aos números de onda de compressão (i=l), cisalhamento (i=2) e 
de superficie (i=3) e a é a constante de decaimento escolhida. As funções de forma para um 
elemento infinito que utiliza a função de interpolação acima são dadas por: 

N(E, rJ) = P~01 (E)P(rl) (2) 

onde P(l]) é a função de interpolação padrão de elementos finitos na perpendicular à direção 
de propagação . As funções de forma para um elemento com três nós na direção de propagação 
e dois nós na direção perpendicular são dadas por : 

N.(E,r])= (l~rJ)P.(E) paraa=l,2,3 (3) 

N
3

(E, lj)= {l~rJ)pa-3 (E) para a=4,5,6 (4) 
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onde as coordenadas (E, lJ) estão 
relacionadas ao domínio original através de 
funções de mapeamento. As funções de 
fomta para um elemento de canto, que 
utiliza funções de propagação em ambas as 
direções são dadas por: 

t:=O c=0. 5 c= I 

Figura 1 - Elemento infinito de seis nós 
N ab (E' lj) = p ~nt (E) p ~nt ( lj) (5) 

As constantes c,j são determinadas através da compatibilização dos deslocamentos do elemento 
com os da malha de elementos finitos. Assim: 

r 
1 1 1 l e-~( <r+lk,) e-t(a+lk,) e-~(a·lk,) (C]=[I] 

- a- lk 1 - a-lk 2 - u- lk 1 

e e e 

(6) 

onde [I] é a matriz identidade e [C] é a matriz dos coeficientes de propagação. Utilizando um 
processo de separação dos diversos harmônicos que constituem as funções de forma e suas 
derivadas é possível calcular as matrizes de massa e rigidez de elementos infinitos de forma 
analítica para os casos onde os elementos tem seus lados perpendiculares (Barros, 1996): 

2 
[KJ.. ~ J±±[s J:rol[B 12a+ i(k, +k,) 

J= l r=l 

(7) 

3 3 I T _ 1 

[M],m = J. I I f [N]j p [Nl dr]2a + i(k í + kr) 
J= l r= l - 1 

(8) 
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Para o elemento de seis nós com lados paralelos, estas matrizes são dadas por (Barros, 1996): 

3 3 3 3 -T _ 1 

[K],m = 
1
. ~ ~~ ~[B L[D] [B L [2a + i(kj + k

5
)] [2a + i(kr + k

1 
)] 

(9) 

(lO) 

onde 1 é o determinante da transformação e as matrizes [ B h e [ N h são calculadas utilizando­
se o k-ésimo harmônico das funções de forma. Para o elemento de canto as matrizes [ B ]k 1 e 

[ N h1 são calculadas levando-se em conta o par k-ésimo harmônico na direção E e 1-ésimo 

harmônico na direção 11· 

3. RESULTADOS 

Os elementos infmitos foram utilizados para a determinação da matriz de flexibilidade 
de uma estrutura rígida enterrada e de uma fundação parcialmente engastada em um semi­
espaço viscoelástico. Para estrutura e fundação rígidas e sem massa, é possível relacionar as 
forças com os deslocamentos resultantes por meio de: 

{ ~} = rrG[c]{ :: } 
8B . M , /B 

( 11) 

Onde F, e Fy são as forças aplicadas ao longo dos eixos principais e Mz é o momento aplicado 
no eixo perpendicular ao plano. Uma vez que o movimento vertical não é acoplado 
dinamicamente com os movimentos horizontal e angular e que existe a correspondência entre 
os termos de acoplamento acima e abaixo da diagonal principal, a estrutura da matriz de 
flexibilidade é dada por: 

o 
( 12) 

onde Chm=Cnh· Estudou-se ainda a influência do índice de engastamento para fundações 
enterradas, Ie=H/B (ver Figura 2) no comportamento dinâmico da fundação. São analisados 
valores de Ie de 0 .50 (enterramento raso) e 2.00 (enterramento profundo). Para a fundação 
parcialmente engastada utilizou-se um índice de engastamento parcial, defmido por Ig=L!B (ver 
Figura4). Na sequência são descritas asprincipais características das malhas utilizadas, sua 
geometria e o número de graus de liberdade associados a cada malha. As figuras 3a e 3b 
mostram as malhas utilizadas para fundações enterradas, enquanto que a figura 4 mostra a 
malha utilizada para fundações parcialmente engastadas. As figuras 5 a 1 O trazem os resultados 
numéricos obtidos com o elemento infmito proposto comparados com aqueles obtidos através 
de uma implementação do mét__odo dos elementos de contorno (Almeida Barros, 1996). Nas 
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figuras contendo resultados, Re e Im representam as partes re:rl e imaginária das funções 
mostradas. Assumiu-se amortecimento histerético constante, com coeficiente 11 para todos os 
exemplos. 

superficie 
livre 

\~~ . l__t 

\nl[ r? I· I t_ u e,e x,. ' 

Para a estrutura enterrada o 
modelamento da região próxima à fundação 
foi realizado através de elementos fmitos 
quadráticos. Para a análise foram 
empregadas malhas de elementos fmitos 
com 4320 GL's e 1466 GL's equivalendo 
aproximadamente a uma relação 3:1 . j 

Y,v 

Figura 2 - Estrutura enterrada 
em meio viscoelástico 

A estrutura foi admitida rígida e 
sem massa e de dimensões gerais dadas em 
função da sua semi-largura, ver figura ao 
lado. Os resultados foram comparados com 
os obtidos por Almeida Barros( 1996) 
através de funções de Green 

As curvas são fornecidas em termos de uma freqüência adimensional a0 , definida como 
a0=wB/C" onde B é uma distância característica da fundação, w é a freqüência de excitação e 
C2 é a velocidade de propagação das ondas de cisalhamento no caso elástico. 

(A) (B) 

Figura.3 - Modelamento do problema de interação solo-estrutura enterrada. 
malha A= 4320 GL 's 
malha B = 1466 GL 's 

É importante ressaltar que na modelagem do semi-espaço os elementos infmitos foram 
agrupados em quatro categorias: elementos horizontais (nos quais as ondas de superfície tem 
papel fundamental) , elementos intermediários, elementos verticais (nos quais é admitida pouca 
presença das ondas de superfície) e elementos de canto . Para o modelamento foram usados 
coeficientes de decaimento para cada categoria conforme ilustrado na figura anterior. 
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Para a fundação foram analizados índices 
de engastamento de 0.50, 1.00 e 2.00. A 
malha utilizada possui 1782 GL · s e a 
fundação foi modelada utilizando 4x8 
elementos lagrangeanos quadráticos. A 
comparação é feita com Von Estorff( 1984) 
que utilizou o método dos elementos de 
contorno. Foram utilizados v=0.33 
(Poisson) e 11=0.05 (amortecimento). 

Figura 4 - Fundação engastada e malha 
de elementos finitos/ Infinitos 
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4. CONCLUSÕES 

Conforme se verifica pelas curvas de flexibilidade a utilização de elementos infinitos 
para o modelamento da condição de radiação permite excelentes resultados mesmo para o caso 
de estruturas profundamente enterradas e nos casos onde pouco amortecimento material está 
presente. Resultados razoáveis podem ser obtidos com uma densidade de malha relativamente 
baixa. À medida em que a estrutura é posicionada mais distante em relação à superficie 
maiores oscilações são esperadas nas curvas de flexibilidade. Estas oscilações são o resultado, 
principalmente, dos modos de vibração da camada de solo que fica acima da estrutura. 
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Abstract 

Multidimensional drying in capillary porous media is analytically solved for the associated temperature and 
moisture content distributions. Luikov's model with linear transport coefficients and two-dimcnsional platc 
geometry is adopted for description of the simultaneous heat and mass transfer phenomena. Thc gcncralised 
integral transform technique (G.I.T.T.) is imployed in the automatically global error-controlled solution of thc 
coupled partia! differential equations, and the convergence bchaviour of the proposed eigenfunction cxpansions 
is illustrated. 

Keywords 
Integral Transform Method. Simultaneous Heat and Mass Transfer. Porous Media. Thermophysics. Drying. 
Luikov Problem. Método da Transformada Integral Transferência Simultânea de Calor e Massa Meios Porosos 
Termodinâmica Problema de Secagem de Luikov. 

1. INTRODUCTION 

The system of equations proposed by Luikov ( 1975) is by far the most frequently adopted 
in the study of drying phenomena in capillary porous media with various applications in the 
engineering and applied sciences. The integral transform method (Cotta, 1993, 1997) has been 
quite recently and successfully utilised in the hybrid numerical-analytical solution of such 
problems, for both the linear (Duarte, 1995, Ribeiro et ai, 1993) and non-linear versions 
(Ribeiro et ai., 1995), offering the attractive feature of automatic global error control in the 
final results. Both applications previously considered (Duarte, 1995, Ribeiro et ai, 1993, 1995) 
were, however limited to one-dimensional slab geometries, and the interest in studying 
multidimensional situations is ever increasing, as demonstrated by the finite element method 
numerical solution in Thomas et ai. ( 1980). Therefore, the present contribution advances the 
integral transform methodology to be applicable in multidimensional drying problems, such as 
the one formulated in Lewis et ai. (1996) and Thomas et ai. (1980), and demonstrares another 

, attractive feature of this class of hybrid method, i.e., the just very mild increase in 
computational effort for increased number of dimensions in the problem (independent 
variables ). Essentially, it is reconfirmed that the overall computational cost in implementing 
the one-dimensional simulation is exactly comparable to that of solving the two-dimensional 
problem here proposed. 
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2. ANALYSIS 

We consider the heat and mass balance equations written in dimensionless form, for a 
symmetric plate geometry as depicted in Thomas et ai. ( 1980), subjected to uniform 
prescribed boundary temperatures and moisture contents, and evaluating from uniform initial 
distributions (Duarte et ai. 1995). The transport coefficients are assumed constant and the 
problem formulation according to Luikov's theory (Luikov, 1975) is given by Duarte ( 1995): 

à 8 J X , Y, r) , 1 " =a v-el (X, Y,r)- t3 v - e 2(X ,Y, r) ; O<X<1, O<Y<1; T >O (1) 
o r 

o8 , (X,Y,r) , 1 
- =Luv-a(X ,Y,r)-LuPrFl-e,(X,Y,r); O<X<1 ,0<Y<1; -r >O (2) 

or -

with initial conditions 

O<X<l, O<Y<l (3 ,4) 

and boundary conditions 

à 8 1(0,Y,r) =O· o81(X,O,r) =O· -r>O 
ox ' o Y ' 

(5,6) 

o 8 2 (0,Y,r) -Pn o 8 1(0,Y, r) =O· -r>O 
ex ox ' (7) 

à 8 2 (X ,O, r)= 0 . T >O 
cY ' (8) 

(9,1 O) 

8 1(X,1,r)=82(X,1,r)= I ; -r>O (I 1,12) 

where, 

a= I+ rXoLuPn; p = rXoLu (13 ,14) 

and, Lu is the Luikov number, Pn is the Posnov number, Ko is the Kossovitch number, E is the 
phase-change criterium, 81 is the dimensionless temperature distribution, 82 is the 
dimensionless moisture content distribution, and K is the pi ate aspect ratio (=Vi,.). 

Without loss of generality and using the formalisms of the integral transform method 
(Cotta, 1993, 1997) the solution of system eq.(l ,2) is proposed in terms of eigenfunction 
expansions from a pair of decoupled Sturm-Liouville type eigenvalue problems for the 
temperature and moisture expansions, in the form: 

:f) 

ek(X,Y, r)= eks(X,Y) + Iq;ki ek,(r ); T >O; k =1 ,2 (15) 
1=1 

2 
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where 8ks are the steady-state solutions, 'Pki are the norrnalised eigenfunctions, and eki are the 
transforrned potentials, obtained from numerical solution of the resulting ordinary differential 
system, after completion ofthe integral transforrnation process. 

Initial value problem solvers with local error control schemes are employed for solving 
the truncated version of the transforrned O.D.E. system. An adaptive procedure is utilised to 
automatically reduce, along the integration path, the truncation orders required for a certain 
user prescribed accuracy, yielding, as a by-product, a global error estimator. Since ali the 
integrais are analytically evaluated and besides, since a re-ordering scheme for the double 
integral transforrnation synthesis is utilised, the final outcome is that the one and two­
dimensional simulations reduce to essentially the sarne total computational cost. 

3. RESUL TS AND DISCUSSION 

The Luikov problem depicted above is n·ow solved using the integral transfonn 
technique. The numerical results allow for · an inspection of the overall convergence 
behaviour for the proposed eigenfunction expansions. The governing parameters, according to 
the data in Thomas et ai. ( 1980), assume the following values: Lu = 0.001834; Ko = 7 .009; 
Pn = 5.556; E = 0.3; K = 4.0, and the truncation orders, N, were taken less or equal to 70, for 
each expansion (or maximum of 105 simultaneous O.D.E.'s). The computer pro~:,rram was 
implemented on a Pentium 200 MHz microcomputer, and a typical run took less than 30 
seconds of CPU time. 

Table l below illustrates the convergence behaviour ofthe two expansions (different Ns) 
for temperature (8t) and moisture potential (82) , obtained at the plate centrelines ( Y = 0.5) 
and different X positions. Since the heat and mass transfer processes have, for this problem, 
markedly different time constants, the values of dimensionless time considered in each case, 
are different. The excellent convergence characteristics are, in both potentials, quite evident, 
with fui! convergence to four digits to moisture distribution and three digits to temperature 
distribution being achieved at N as low as 70. Such results open up broad perspectives for 
extension of this approach into even more involved coupled parabolic problems. 

Figures (1-4) show the dimensionless temperature and moisture evaluations, in the X 
direction, for Y=O.O and Y=0.5 for different dimensionless times . However, the Luikov 's 
number adopted have a small value, so the dimensionless time constant to heat transfer 
issmaller than the dimensionless time constant to moisture transfer, from this is quite evident 
the reason of different dimensionless times for temperature and moisture distribution. 

4. NOMENCLA TURE 

K Aspect ratio 
Lu Luikov number 
Pn Posnov number 
Ko Kossovitch number 
e Phase change criterion 
t: Dimensionless time 
81 Dimensionless temperature distribution 
82 Dimensionless moisture distribution 
X Dimensionless co-ordinate 
Y Dimensionless co-ordinate 

3 
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Table 1: Convergence behaviour of temperature, 8 : I (left side) and moisture, 8 2 I (right side) 
expansions, Lu=0.001834, Pn=5.556, Ko=7.009, E= O. 3 . 

t=O. 0015 : 8 · (X,0.5,t) t=7. O : 8:: (X,0.5, t) 
X\N 10 50 55 60 X\N 10 15 20 35 
0.0 .5083 .5054 .5051 .5049 0.0 .4479 .4480 .4416 .4429 
0.2 .5028 .5053 .5051 .5050 0.2 .4382 .4381 .4442 .4429 
0.4 .5083 .5053 .5055 .5054 0.4 .4469 .4469 .4417 .4430 
0.6 .5148 .5160 .5162 .5 161 0.6 .4466 .4468 .4505 .4494 
0.8 .6297 .6296 .6299 .6298 0.8 .5596 .5595 .5575 .55 82 
1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 

t=0.0 2 5 t=lS 
X\N 10 50 55 60 X\N 10 15 20 35 
0.0 .6697 .6692 .6689 .6687 0.0 .6862 .6862 .6860 .6860 
0.2 .6690 .6692 .6690 .6689 0.2 .6860 .6860 .6862 .6861 
0.4 .6724 .6714 .6716 .6715 0.4 .6892 .6892 .6890 .6890 
0.6 .6941 .6940 .6941 .6941 0.6 . 7125 .7125 .7 126 .7126 
0.8 .7915 .7922 .7924 .7924 0.8 .8081 .8081 .8081 .8081 
1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 

t=0.045 t=26 
X\N 10 50 55 60 X\N 10 15 20 35 
0.0 .8509 .8507 .8503 .8502 0.0 .8563 .8563 .8563 .8563 
0.2 .8515 .8514 .8513 .8512 0.2 .8573 .8573 .8573 .8573 
0.4 .8578 .8570 .857 1 .8571 0.4 .8631 .8631 .8631 .863 1 
0.6 .8776 .8774 .8775 .8775 0.6 .8834 .8834 .8834 .8834 
0.8 .9240 .9246 .9249 .9249 0.8 .9298 .9298 .9298 .9298 
1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 

4 
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Abstract 
We introduce an optimization model and an approximation method to minimize the maximum vibration 

amplitude of multi-degree-of-freedom dynamic system. This system is discrete, linear and time-invariant. It is 
represented by the motion equation in the state-space form and characterized by modes. Thc prescnted 
optimization model corresponds to a global optimization problem. We develop simulated tests involving forced 
3-dof-system response . At the end we present the results, discuss applications and next developmcnts. 

Keywords 
Dynamic system. the minimum vibration problem, global optimization, heuristic algorithm, vibration analysis. 
Sistemas dinãmicos.o problema da vibração mínima. otimização global , algoritmo heurístico, análise de vibração. 

1. INTRODUCTION 

The industrial competitiveness in the severa! services and production areas needs, 
each time, more and more the use of scientific and interdisciplinary technologies and 
methodologies. ln the First World Congress on Optimal Design of Structural Systems 
( 1993 ), we observe the use of optimization techniques in severa! engineering sectors. 

Given a dynamic system, the minimum vibration problem consists in to compute the 
parameters of the system with the purpose of minimize the maximum vibration amplitude. 
This problem is important in severa! areas of engineering design. We can see studies of 
problems of vibration reduction using optimization in (Ganguli et a!., 1996) where they use 
the optimization over a specific dynamic system (helicopter rotor). 

This work introduces an optimization model and an approximated approach to solve 
the minimum vibration problem (PMV) of a dynamic system. The dynamic system considered 
is represented by a mechanic and discrete system of multi-degree-of-freedom. This mechanic 
system is linear and time-invariant. However, the proposed approach can be used for nonlinear 
and time invariant dynamic system. ln (Mauricio et ai., 1996) we developed tests using free 
response, in this paper we develop tests when we apply our approach in forced response of the 
dynamic system. This forced response is represented by the displacement of one mass of the 
system. In these tests we consider two cases where the excitation is a random or impulsive 
force . 
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We organize the work as follows: ln section 2, the dynamic system, the minimum 
vibration problem and an optimization model are described. An approximation model and an 
approximation algorithm are presented in section 3. The section 4 describes a numerical 
example of a 3-dof system for illustrating the proposal algorithm. ln this section we have 
two tests involving the forced case. The conclusion and suggestions follow in section 5. 

2. THE MINIMUM VIBRA TION PROBLEM 

2.1 The Dynamic System 
ln this subsection we describe the dynamic system considered. The equation of motion 

in the state-form for a dynamic system is given by Luenberger, ( 1979): 

x(l) = Ax(I)+Bu(l) (1) 

where u(t), is the excitation vector, x(t) is the state vector, A is the system matrix and B is 
the distribution matrix. Being the mechanical system, discrete, of n-degree-of freedom with 
viscous damping, we have: 

[
Q(r)]. 

u(t) 2 nxl = o ' x(t) ? nxl = [q(t)] 
- q'(t) 

[ 
o 

A 2n x 2n = -M - IK I ]· [ O M-
1 l I ' B? ? = -M - c -11X-11 M-1 -M-ICM-1 

(2) 

where Q(t) is the nxl generalized force vector, q(t) is the nxl generalized coordinate vector, 
M nxn is a mass matrix, K nxn is a stiffness matrix, C nxn is a damping matrix and I nxn is a 
identity matrix . Using the characteristic equation and the linear homogeneous equation of the 
system we can obtain respectively its eigenvalues À.,. and eigenvectors 111 r and express the 

vector x(t) by a linear combination (Luenberger, 1979, Treiguer, 1992). Being M, C and K 
real and the damping nonproportional, the eigenva1ues and the eigenvectors are complex 
conjugate pairs and the linear combination that represents the solution vector x(t) can be 
expressed by a complex conjugate solution. Finaly utilizing some considerations we obtain 
the general response of state equation, x(t), (Treiguer, 1992): 

Considering the original generalized vector force Q ( 1 ) = [o .... o. Q 
1 

( 1 ) , O •... o], and the 

original generalized coordinate vector q(t) = [o ... o .q , (t).O .. o], we can write the general 

solution such as Treiguer, ( 1992): 

j = 1,2 , . .. , n (3) 

ln equation (3) we consider the modal model excited by one 'T' force that results in 
"!" displacement of the original system. The first term of the right side of the equality (3) is 
the "!" free response ofthe system. We can see this response in (Treiguer, 1992, Treiguer and 
Mauricio 1997). The second term of the right si de of the equality of (3) is the forced 
response of the system given by the convolution product between the "j" force and the 
impulse response h;; (r) of the system. Using the characteristic of amplitude, damping, 

frequency and phase of the system we can write this response such as: 

q ,)/,( t) = h,/t)*Q/t) 
11 

h u (l) =L A,,, e·a·sen(w",t- a,,,)' .4,.11 = 2 lr/JriljrP,.1 j and (3.1) 
r-:-:! 

_ [Re(c/J,A,.;>] a riJ - arctg -----'-
Im(c/J,.;c/J,.;) 

i = I ,2 , ... , n , j = I ,2 , . . . , n , r = I ,2 , ... , n 

2 
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where </J,. are the eigenvectors, A,. the amplitudes, a,. the phases an-d À,. the eigenvalues of 

the "r" mode, given by: 

À r = - (J r + w dr ; (J,. = ç r w r ; w dr = w r ( 1 - ç ~ ) o r 
-j j· _-Re(Àr). _ Re(Àr). ·-J? w - À r - a - arctg , 1 - .- •..• ,n 

r r , ':> r 'À r j ' r lm (À r) 
(4) 

where wr are the natural frequencies, Ç,. the viscous damping factors, wd,. the frequencies of 

the damped free vibration of the "r" mode. 

2.2 The Optimization Model 
The minimum vibration problem consists in computing the parameters of the system 

with the objective ofminimize the maximum amplitude ofits displacement. We consider for 
the system vibration the displacement of one of its mass (single-input, single-output), and in 
more general case the displacement of two or more mass .(multi-input, multi-output). 

The minimum vibration problem of a single-input and single-output dynamic system 
can be formulated as: 

(PMV): ivf in im i::e /(y) = Max q(r,y) - Min q(r,y) 
r e [O.T] re[O.T] 

(5) 

5 .I.: P;(Y) $ 0;, i= 1, ... 117 (6) 

where q: R " ~ 1 --+ R is the displacement function of the dynamic system and the variable 

y E R" represents the parameters of the system that can be changed (stiffness, mass, 

damping, etc.). The relation (6) represents the constraints of the system, for example: 
constraint of the damping factor, constraint of the natural frequency (it should be preserved 
approximately), etc. ln the above model, we consider only horizontal displacement. Observe 
that, the maximum right and left displacement ofthe system in considered interval [0, T] (Tis 

a positive real constant) is given by Max,e{OJ] q(t,y) (positive value) and Min,e{O.T] q(t,y) 

(negative value) respectively. The objective function f(y) in the relation (5) represents the 

maximum vibration function ofthe dynamic system in horizon [0, T]. 

Observe that, the displacement q is a contínuos and strongly nonlinear (in general) 

function. Therefore, the objective function f is contínuos, strongly nonlinear (in general) and 

nondifferentiable (Dem'yanov et a!., 1985). ln other words the Minimum Vibration Problem 
is a global optimization problem and therefore an NP-Hard problem. 

ln this work, the displacement function is described in (3.1 ). We consider an 
underdamping system, i.e., the constraint of the system is given by o < ç, < 1 (where Ç, are 

the damping factors ). The displacement occurs only in the axial direction (horizontal 
displacement), and we excite one mass and take the amplitude of the displacement in another. 
Other optimization model for (PMV) problem is discussed in Treiguer et a!. ( 1997). 

3. AN APPROXIMA TION METHOD 

We justify the development of an approximation method because the studied problem 
is NP-Hard and because only the objective and constraint function values are available. ln 
this case is more adequate a procedure of discretization and search for solving (PMV) 
problem. 

A procedure of discretization and search to solve global optimization problem is a 
conceptual and deterministic method. This procedure consists of two phases: the first phase 

3 

tl 
1 

j 

I 
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treats on discretization of domain problem and the second phase corresponds to a search 
procedure. This method guarantees an approximated optimal solution under some conditions 
(Mauricio et a/., 1996). 

3.1 The Discretization 
Since the values of the system parameters are finite, then without loss of generality, 

we can consider box constraints for the variables, i.e., there are finite constants (,ui 

I; < U;. i = I , .. . n such that any global optimal solution y. = cv; ... . y:) verifies 

y ,· E [ f. , u ,. ] , i = 1 , ... n . 

A discrete model for (PMV) problem consists in a discretization of the box 
constraints. Let d,. > l (integer constant) the number of discretizations of [li, ui] , then we can 

consider the set g,f. + (u,- O I (d, -!),!, + 2(u,. -I,.) I (d , -J), ... u,. } as a discretization of the 

box constraint for the variable y. . 
• I 

3.2 The Search Procedure 
The search procedure for computing the best discrete solution for (PMV) problem is 

based on one directional search. Fix ali variables, except the first variable, with an initial 
value. Compute a value for this variable (free variable) for which the objective function 
(vibration amplitude) is minimum. Fix ali variables with the sarne initial values except the 
first and second variables. Fix the first variable with the computed value and obtain a value 
for the second variable (free variable), for which the objective function is minimum. Thus, 
successively, these steps should be repeat for ali the other variables. 

The above procedure can be recursively applied. When the procedure is applied at first 
time, an initial value for the variables can be the Jower bound of the box constraints, i.e. we 
can fix y,. = 1,. Vi. Otherwise, we can choose as an initial value for the variables, the 

computed values for the variables at the precedent run of the procedure. A stop rule for this 
recursive procedure is given when we do not obtain a better for the objective function value. 

The above procedure does not guarantee the success in respect to find a feasible 
solution. It is the main difficult of this procedure. For keeping this difficult, we proceed to fix 
the variables with the value corresponding to least infeasible of the constraint functions 
( search of the Jeast infeasible ). 

3.3 A Discrete and Search Algorithm 
(1 ) Stan : 

Read d,. (number of discretization for X i ) for i. = I ' ... n ; 

Set I " I " . I .f " = +""' ·, y,.:= i , Yi := i .or 1 = , ... n; vv 

(2) Main Process: 
For j:= 1, .. . 11 

(2.1) Discrctization : 

(" := +oo: 

Set Y,: = {li ,!1 + (ui - li ) I (di - I ),11 + 2 ( u1 - 11) I (di - I), .. . , u1 } 

Sct Vi:= {Y; E Y, : pi (y1 , ... ,y,) ~O, i= l, ... m} ; 
(2 .2) Search of a Best So1ution : 

1f V1 =~= 0 

Then Compute Yi E Argmin{f(y l , ... ,y, ) : Y; E vi}; 
Sct y1:= yi; 

4 
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-
If Ja > j(yp ... yJ then Ja := j(yp .. ·Yn), y;' := y1 for i= l, ... n; 

End-If 
(2.3) Search of a Feasible Solution: 

If ~ =0 

Then Compute y1 E Argmin{I::
1 
Max{O,p,(yl' ... ,yn)}: y 1 E V1 }; 

End-If 
End-For; 

(3) Stop Test: 

set y 1:= _v,; 

If Ja = J" then y0 = (yf, ... y~) is an approximated solution, STOP; 

Set I I; GOTO (2); 

Remarks 
• The initial values for the variables can be any point in the set of discrete box . 
• The strategy used for computing a feasible solution (step 2.3) is similar to usual strategy used in integer 

linear programming (Nemhauser and Wolsey, 1988) and it is kno\vn as the least sum of infeasibles. 

• The above algorithm iteration has complexity I I· where O is a complexity to 

determine the o~ctive function values (maximum amplitude of the system displacement for known 

parameters) and U is a complexity to determine the constraints function value. 

• The precision degree of the obtained solution by the algorithm depends on the number of discretizations 

<D· As much as bigger O , better solutions can be obtained, however the complexity of the algorithm 

increases. An another altemative for computing a better solution consists to reduce the box constraint. For 
example. let I I be the obtained solution after applied the algorithm 3. L then fix 

I 1~ o 
• We can use approximated optimality conditions in the step 3 (stop rule). Howcvcr for our problcm is vcry 

difficult to determine optimality condition. bcsides thc (PMV) problem,in general, has many local optimal 
solutions. 

4 - NUMERICAL EXAMPLES 

The numerical examples are described by the discrete system shown in Fig. 1: 

Figure 1: Discrete 3-dof system 

The force is applied on mass O and the response is obtained at mass D· The springs 

exhibit linear behavior and the dampers are of viscous nature. The mass (Kg), damping 
(N/(m/s)) and stiffness (N/m) coefficients are: 

L..,_ ______ _J 

an~ I I· and we have four variable for the vector of 

parameters I I, given by: I I· Assuming the number of signal samples 

N=l28 and its maximum time length T=l5s, the processing parameters are given by: D=T/N 
= 0.1172s, 0=1120=4.266Hz, 0=10=0.0667Hz. where O is the sampling time 

interval, D the maximum frequency of signal and 0he sampling frequency interval. The 

numerical examples were realized in Pentium 100 MHz computer and use the PC-MATLAB 
software for simulate the dynamic system and the optimization algorithm . 

5 
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First Test- Excitation : Random Force. 

ln this test we consider the mass O of the discrete system, Fig. I, excited by a random 

force D· This force is represented by a noise with normal distribution, variance 1.0, and 

mean 0.0 and we can see it in (Treiguer et al., 1997). ln the sarne technical report we 
compared the unit impulse response and the random force of the system in frequency what 
showed that ali modes of the system wili be excited. 

Next, we obtain the simulate forced responses ofthe system (3 .1) (excited by a random 
force) changing the values of its stiffness. We use for ali cases the number of discrete 
stiffness I ~ except in the first, second and third solution when we use I 1-

The following table shows the initial values and the obtained solution by our approach: 

a e 1n1mum T bl 1 M" . I ra 10n-V"b f F orce dR esponse- an om R d F orce 
lnni al Valucs-Stiffness Frequenc\( Hz) Damping lterations Ampl itude 

I I I I I I ·-- ... 

1000 100 1000 1000 1.0589 2.590 1 0.0030 0.0080 ... 0.6528 

Solution-Stiffness Frequencv Dampín g lterations Amplitude 

I l I I I I --- ---
1080 50 920 1025 102374 2.51 604 0.002988 0.008277 5 0.24763 
I 076.25 50 920 .5 1025 102380 2.51 651 0.002988 0. 008276 2 0.24736 
I 076.31 50 920.53 I 025 .11 102384 2.51659 0.002988 0.008275 3 0. 24 733 

The first solution corresponds to the application of the algorithm with initial points 
The second solution corresponds to the application of 

algorithm with initial points, j(the first solution) 
and the boundsl r-_ ___: __ __r... _____________ ...~....... __ 'j.The third 

corres onds to the the algorithm with initial 
solution), and the bounds 

.We can 
~---------------------------------------------L----------------~ 
see in Fig.2 the forced response considering the initial values for stiffness and in Fig.3 the 
best solution (third solution): 

Figure 2: Forced Response-Random Force 

(initial values for stiffness) I I 
Figure 3: Forced Response-Random Force 

(final values for stiffness) I I 
Second Test- Excitation : Impulse Force. 

ln this test we consider the mass O of the discrete system, Fig. l , excited by an 

impulse force D· This force is represented by a pulse that begins in c:=J with null 

amplitude, and has amplitude 225 at I ~nd I I, and null again til! the end, where 
Ois the sampling time interval. We can see the graphic of this force in (Treiguer et ai., 1997). 

6 
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ln the sarne technical report we can see too that the frequency band of the impulse force is 
enough to include ali the dynamic system frequencies, exciting ali the system modes. 

Next, we obtain the simulate forced responses ofthe system (3 .1) (excited by impulse 
force) changing the values of its stiffness. We use the number of discrete stiffness 
I I, in the first solution, and I I in the second and third solution. 

ln the other cases we use The following table shows the initial values and the 

obtained solution by our approach: 

····· ·· -··· - ·--·-.. ·-·· . _..--- . ·--r--· ·-- ····r-- ·--. _.. --Table 2: M' · Vib F dR F 
lnitial Values·Stiffness Frequencv( Hz) Dampine. lterations Amplitude 

I I I I I I --- ---

1000 100 1000 1000 1. 0589 2.5901 0.0030 0.0080 --- 1.3928 

Solution-S ti ffness Frequencv Dampine. lterations Amplitude 

I I I I I I --- ---
1100 50 1065 11 00 1.06770 2.67635 0.002863 0 .0077830 3 0.608723 
11 00 50 1064.7 1100 1.06 76 7 2.6 7612 0.002863 0.0077837 2 0.608720 
1100 50 I 064 .88 li 00 1.06769 2.67625 0.002863 0.0077833 2 () 608707 

The first solution corresponds to the application of the algorithm with initial points 
The second solution corresponds to the application of 

algorithm with initial points, I l(the first solution) 

and the bounds I I· The 
third solution corresponds to of the algorithm with initial points 

solution), and the bounds 

. We can see 

in Fig.4 the forced response considering initial values for stiffness and in Fig.5 the best 
solution (third solution): 

Figure 4: Forced Response-lmpulse Force 

(final values for stiffness) I I 
Figure 5: Forced Response-lmpulse Force 

(initial values for stiffness) I I 
5. CONCLUSIONS AND SUGGESTIONS 

We presented an opttmtzation model and an approximated method to solve the 
Minimum Vibration Problem (PMV) of the multi-dof-system. ln the numerical examples we 
use a 3-dof-system and applied our approach in the forced response when the excitation was a 
random and impulse force. ln case when the force was random, Fig.2 and Fig.3 , we obtained 
I I in the reduction of the vibration amplitude. ln case when the force was a impulse, 

FigA and Fig.5, we obtained similar results in this reduction, I I· ln tables I and 2 

we can see that in ali tests the characteristics of the system (damping and frequency) did not 
change significantly. 

7 
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The presented optimization model considered damping constraints but we suppose that 
studies involving frequency response and frequency constraints are important. ln these studies 
we could consider the importance of the mode's location. We can see situations that involve 
frequency constraints, as well, the importance of the choose of initial starting point design 
configuration in the design optimization process in (Ballinger and Herrin, 1995). ln our work 
we developed the optimization model considering the changing in stiffness, in future we can 
consider, such as Ballinger and Herrin, (1995) another parameter's changing. We suppose the 
importance of the studies involving one more specific configuration system. Considering this 
case, we intend to develop tests using, for example, the simulation of the dynamic equation of 
the two-link planar manipulator, that we can see in (Craig, 1989). Finally, we can consider 
some studies involving the simultaneous application of identification and optimization 
methods in dynamic system, moreover the use of it in, for example, human reliability. 
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Abstract 
A reviewed version of a stochastic gradient projection method is applied to an Earth Mars orbit transfer problem. 
Suboptimal open loop solutions are obtained by parameterization of the control and reduction of the dynamic 
optimization problem to one of nonlinear programming in each iteration of the numerical solution. A typical 
itcration is done by direct scarch and treated as a stochastic optimal linear parameter estimation problcm. 
Random errors model the levei of accuracy expected in the satisfaction of boundary constraints. Scarch 
increment detennination is then done using a Gauss-Markov estimator in Kalman fonn. Thc rcsulting method is a 
stochastic version of the projection of thc gradicnt that has the featurc of inhercntly and automatically taking in 
account different specified errors in satisfaction of constraints. Numcrical tcsts indicate that the mcthod can 
producc rcsults of quality comparable to that of an indircct numerical mcthod. 
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1. INTRODUCTION 

Though the use of contrai discretization to get a suboptimal and easier to be solved 
appraximation of an optimal contrai problem is not new ( Ceballos and Rios Neto, 1981; 
Smania and Rios Neto, 1988), its positive practical implications make it to still be a subject of 
research interest ( Enright and Conway, 1992; Tang and Conway, 1995). 

The adoption of such an appraximation approach reduces the dynamical optimal contrai 
problem to one of parameter optimization in each iteration, thus allowing the use of linear and 
nonlinear programming solution methods. lf constraints are considered taking in account 
random specified errors in their satisfaction, and if the search in the direction of objective 
function gradient is considered to be an a priori information , the prab1em of determining 
parameter search increments in each iteration can be viewed as a stochastic optimal linear 
parameter estimation prablem . The resulting method is a stochastic version of the projection 
of the gradient ( Rios Neto and Pinto, 1987) which inherent1y and automatically takes in 
account different specified random errors in the satisfaction of constraints. 
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1t is thus in this context of general interest in nonlinear programming and suboptimal 
control problems, and motivated by recent applications results ( Prado and Rios Neto, 1994; 
Madeira and Rios Neto, 1996; Madeira, 1996) that in what follows a reviewed version of a 
stochastic gradient projection method is presented and applied to an Earth Mars orbit transfer 
problem for the purpose of numerical testing. 

2. SUBOPTIMAL APPROACH 

Consider the quite general optimal control problem that follows. 
Minimize: 

J=g(x(t0 ),t0 ,x(t1 ),t1 )+ r L(x,u,t)dt 
'" 

(I) 

where x( t) is the nx I state vector; u( t) is the m
11
x 1 contrai vector; and t0 and t

1 
are the 

initial and final times respectively. 
Subject to: 
(i) dynamic constraints: 

i= f(x,u,p~' , t) (2) 

V,(x,u , p~' ,t) ~O, i= 1,2, ... ,n,. (3) 

(ii) boundary constraints: 

(4) 

(5) 

where p~' is a vector of mP design or project parameters to be also optimized. 

Before going to the suboptimal treatment of this problem, consider the two intermediate 
transformations: 

i . = { 1', (x.u. p 1
' ./ ) > 0 

1/ + i o (6) 

xn+i(to) = xn+i(t/) =o' i= 1,2, ... ,n,. (7) 

in+n , + I = L(x,u ,t) (8) 

(9) 

After these transformations, the suboptimal approach of assummg a parameterized 
approximation is taken: 

u(t) ~ u(p' ,t) (I O) 

2 
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where the components of u( t) have been approximated by funetions which are completely 

characterized by the vector of parameters p'; and a common choice is to have polynomials 

for these finite degrees of freedom approximation functions. 
The problem of Eqs. (l) to (5) is then reduced to the suboptimal control problem that 

follows. 
Minimize: 

J = g"(x; ,p);;, g(x(t0),t0,x(t1 ),t1 ) + xn+n , +I (t1 ) (I l ) 

where x; = x" ( t 1 ) and xe (t) is the extended state, including the extra components defined in 

Eqs. ( 6) and (8); p is the extended vector of parameters to be optimized and formed of 

p c ( ) p ,p ,X lo ,tO,tf. 

Subject to: 
(i) dynamic constraints: 

· e r e ( e ) · l 2 l X; = 1 ; x , p, t , 1 = , , ... , n + n" + ( 12) 

(ii) boundary constraints: 

c; ( x; 'p) = o' j = 1,2, ... ,m0 + 2n,. +I ( 13) 

c: cx;, p)~O, k = l,2, ... ,mJ ( 14) 

This suboptima1 control problem can now be solved using, for example, a direct search 
procedure and using a nonlinear programming method to solve for !1p, in a typical iteration, 

the associated problem that follows. 
Minimize: 

g'"Cx; + !1x; (J5,!1p),J5 + !1p) ( 15) 

Subject to: 
t , 

11x; (p,!1p) = !1x~ + f [.f" (x" + !1xe ,p + !1p,t)- .1" (x,p,t)]dt (16) 
l o 

C" (x;· + 11x; (J5,!1p),J5 + !1p) =a C" (x; ,J5) ( 17) 

c' ex; + 11x; (J5,!1fJ),J5 + !1p) ~o ( 18) 

O< a~ 1, ll11pl~ 0(1) ( 19) 

where the over bar is to indica te v alues from a previous iteration; O( 1) indicates va1ues of first 
order, to validate first order approximations in the Taylor series expansions that will be 

necessary in the solution; and Eq. (16) is to indicate that the Jacobian of 11x; (p ,!1p) with 
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respect to t::..p can be obtained either by numerical integration, using state transition matrices 

associated to variational equations , or by direct numerical derivations. 

3. STOCHASTIC PROJECTION OF THE GRADIENT SOLUTION 

As shown in the previous section, the use of a suboptimal parameterization of the controi 
function reduces the dynamical optimai controi probiem to a problem of parameter 
optimization in a typicai iteration. Adopting a generic and of more common use notation, the 
problem at hand in a typicai iteration can be posed as one of nonlinear programming, as 
follows. 

Minimize: 

f(p) (20) 

Subject to: 

g; (P) ~ O, j = 1,2, ... ,m" (2I) 

hk (p) =O, k = 1,2, ... ,mc (22) 

If one considers random errors to model with uniforrn distributions the accurac1es 
specified in constraint satisfaction, the problem of deterrnining a search step t::..p in a typical 

iteration is posed as the one that follows . 
Minimize: 

f (p + !::..p) (23) 

Subject to: 

(
- A ) d ( -) d g p+u.p =a g p +& ' 

I I I 
. I 2 " J = , , .. . ,nzd (24) 

(25) 

E[ t:;' ] =O, E[( t:f ) 2
] =r;' = 1 I 3(< )

2 (26) 

(27) 

where O ~ a " , a " < I are to be adjusted to guarantee first order of magnitude for the search 

increment t::..p; m: is the number of active inequaiity constraints in the current iteration; and 

the vaiues e~ ,e; are the specified constraint maximum toierated errors; and the t:f ,t:; are 

assumed as being not correiated and having not correlated components. 
Finally, if a stochastic projection of the gradient first order search scheme is used for the 

deterrnination of t::..p in probiem of Eqs. (23) to (27), the following stochastic linear 

estimation probiem results ( Rios Neto and Pinto, 1987): 
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- {J'Vf(p) = !::.p + 17 (28) 

(a <i -1)g/f5) ~ 'Vgi(p)!::.p + ~~ (29) 

(a e-1)hk (p) ~ 'Vhk (p)!::.p + ~ ~ (30) 

{3 >O, E[17] =O, E[1717 r ] = P (31) 

where {3 together with a " ,a" are chosen to adjust a first order of magnitude search step; and 

17 is taken as having not correlated components with first order of magnitude dispersion, as 

compared to the second order errors ~". ~e of acquisition of constraints . 
Using a more compact notation, the problem of Eqs. (28) to (30) can be expressed as: 

X=X+77 (32) 

Y=HX+~ (33) 

where the definitions ofthe variables X ,X ,Y and H to make the two problems identical are 
obvious. The solution ofthe search increment X can then be obtained using a Gauss-Markov 
estimator, which in Kalman filtering form ( Jazwinski, 1970) is: 

X=X+K(Y-HX) (34) 

K = ?HTCHPH r +Rr1 (35) 

where R is the diagonal covariance matrix of ~ and P the covariance matrix of 17 , also 

taken as diagonal. 
The implementation of this method in a numerical algorithm should consider the 

following types of iterations (Rios Neto and Pinto, 1987; Madeira 1996): 
(i) Initial phase of constraint acquisition when the search is done from a feasible point to 

capture the equality constraints, including the inequality constraints that became active 
along the search. 

(ii) Search of the minimum phase, when from a point that satisfies the limits of tolerable 
errors in constraints, the search is done to reduce the objective function. This search is 
done relaxing the order of magnitude of the errors ~ (Eq. (33)) to allow priority for a 
non negligible search step in the direction of the minimum. 

(iii) Restoration of constraints, when from a point that resulted from a phase (ii) iteration, 
the search is done to reacquire constraints within the Iimits of tolerable errors in 
constraints. 

Convergence occurs when in a phase (ii) search it happens that for the value adjusted for 

{3 (Eq. (28)) results (a) X (Eq. (34)) negligible, that is: 

IXI <IKE,.l (36) 
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where E,. =[e~ ,e~ , ... ,e:," ,e;- ,e;, ... ,<., ], as defined in Eqs. (26) and (27); and (b) together 
d 

with this negligible X, ali the active inequality constraints have the tendency to remain 
active. 

4. EARTH MARS ORBIT TRANSFER APPLICA TION 

This is a prablem of transferring a spacecraft fram an Earth initial circular parking orbit 
to a coplanar Mars final circular parking orbit. It can be formulated as a minimum time, low­
thrust orbit transfer where the planets gravity attraction can be neglected as compared to Sun 
attraction . The correspondent optimal contrai prablem can be formulated as follows. 

J = tf (37) 

r=u, ü=v 2 -l l r 2 +(T I (l-mt))sinf/J 

(38) 
v= -uv I r+ (TI (l- mt))cosf/J 

(39) 

o . co 112 o cl (ui )= u(t I )= O, 2 (r, ' v, )= v(tr )- (f.ll r(t, )) =O, CJ (r/ )= r(t, )- r,= o (40) 

where r is the radial distance to Sun; u the radial velocity; v the tangential velocity; m is the 
fuel consumption rate (constant); T the low-thrust (constant); 4J the thrust direction angle; and 

variables have been normalized with respect to initial position and mass of spacecraft and 
with respect to Sun gravitational constant f.1 . 

ln the numerical tests (Madeira, 1996), the following data was used ( Ceballos and Rios 
Neto, 1981): 

f.1 = 1, 1n = 0.074800391, T = 0.14012969, r1 = 1.523679 

The suboptimal parameterization of contrai was dane by the straight line appraximation 
in a ith to (i+ I )th interval : 

f/J(t) ~ (pi+ t - pJ(t- ti ) I (p11 + 1 I (N -I))+ pi (41) 

where i = I ,2, ... , N; N + 1 is the number of parameters to be optimized; and p
11

+1 is the final 

time t1 . 

ln the numerical solution a 71
h arder Runge-Kuta of variable step size and a method of 

central differences to calculate the Jacobian of final states with respect to contrai parameters 
were used. The results obtained are shown in Fig. 4.1 and Table 4.1, as compared to those 
obtained by Ceballos and Rios Neto ( 1981) when using the sarne contrai parameterization 
with a Linear Programming search algorithm. The suboptimal time obtained corresponds to 
approximately 193 .27 days as compared to the 193 days ofthe optimal solution. 
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Figure 4.1: Control Function cp(t) 

Table 4.1: Contrai Parameters, Minimum Time and Final Time Constraint Satisfaction 

Initial Guess Linear Programming Stoch. Grad. Projection 

E1 0.0 0.3175 0.379439 
p2 l.O 0.8421 0.774695 
p3 2.0 1.041 1.093558 
p4 3.0 4.926 4.886140 
p5 4.0 5.145 5.200368 

E6 5.0 5.497 5.447560 

E7=tF 3.4 3.326 3.324888 
C:'(u , ) -l.9110E-1 -9.0 145E-5 1.239549E-7 

C,' (r, ,,-, ) -2 .8 161E-1 -l.9745E-5 9.1 09440E-1 O 
c: (1•, ) -6.3528E-2 7.2792E-6 9.489341 E-8 

5. CONCLUSIONS 

A revised version of a stochastic gradient projection method was presented and applied to 
an Earth Mars orbit transfer problem. 

Numerical simulations and tests indicate that the proposed method can produce results of 
quality comparable to that of optimal methods and which are competitive with those obtained 
when Linear Programming is used in the suboptima1 approximation. 

However, the proposed method has the distinct feature of allowing the treatment of 
constraint specified accuracies to be intrinsically considered a1ong each search step. This 
guarantees the inclusion of the information about the relative situation of constraint 
components satisfaction errors in the solution search process. 
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Abstract 
The software LITOM was developed as a too! for the selection of appropriate altematives for thcrrnal power 
generation. Both qualitative and quantitative inforrnation are taken into account for thc identification of thc 
combination of site, fuel and technology. The software fumishes severa! altemativcs sorted according to thc 
cri teria established by the user. A brief description of the software is prcsented in this work along with some 
results. 
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L INTRODUÇÃO 

Os analistas do setor elétrico brasileiro apontam para um aumento na participação da 
geração termoelétrica no país, em função do gradual esgotamento do potencial hídrico 
economicamente competitivo. Este fato toma-se ainda mais evidente quando é analisada a 
Região Sudeste do país, e em particular o estado de São Paulo. 

Para Usinas Hidroelétricas (UHEs), o inventário da bacia e a queda definem o local de 
implantação, restando então a definição de aspectos técnicos tais como eixo da barragem, cota 
e motorização. Para Usinas Termoelétricas (UTEs) não há um vínculo inicial com local, sendo 
necessária para a sua caracterização a identificação de uma tripla: tecnologia, combustível e 
local. 

Com o objetivo de identificar as diversas alternativas possíveis de geração termoelétríca, e 
poder hierarquizá-las levando em consideração tanto aspectos quantitativos quanto 
qualitativos, foi desenvolvida uma ferramenta computacional denominada LITOM -
Localização Integrada de Termoelétricas com Objetivos Múltiplos (Promon e PSR, 1996). 
Devido às características do Estado de São Paulo de importador de combustível, sem a 
predominância de um combustível interno, é adicionado um grau de complexidade na seleção 

._....,._..,.. __ _ 
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de alternativas de geração termoelétrica, visto que a logística de entrada e distribuição deste 
combustível no estado representa um componente importante da análise. 

Os pacotes computacionais desenvolvidos pela Eletrobrás, para o planejamento da 
expansão da geração, levam em consideração o parque hidro-térmico instalado, o programa de 
expansão e o crescimento de mercado previsto, produzindo uma sinalização do atendimento e 
riscos associados. Esta informação de saída serve de ponto de partida para o LITOM, que 
fornece então uma hierarquização de implantação de UTEs, especificando, por 
empreendimento, a sua localização, bem como detalhes técnicos, econômicos e ambientais. 
Este processo é na realidade iterativo, e está descrito de forma mais detalhada por Negri et ai. 
(1996) e Silva Neto et ai. (1997). O Sistema de Análise da Expansão de Geração 
Termoelétrica (SAEGET) utiliza o modelo LITOM como ferramenta central para a 
consideração de UTEs no planejamento de expansão da geração. 

A ferramenta computacional LITOM foi estruturada com base em quatro bancos de dados 
(Locais, Combustíveis, Tecnologias e Transportes) e em uma rotina de otimização com a qual 
é analisado o transporte multimodal de combustível. E~ta rotina identifica a maneira mais 
econômica para transporte dos combustíveis para as células, permitindo ao final dos cálculos 
o preenchimento automático do banco de dados de Transportes. Com base em especificações 
feitas pelo usuário nos bancos de 
dados, o programa monta 
dinamicamente uma tela para 
seleção de alternativas para geração 
termoelétrica, onde o usuano 
estabelece os atributos que serão 
considerados na análise. Após esta 
fase, o programa monta, também de 
forma dinâmica, a tela para a 
hierarquização das alternativas 
selecionadas . Nesta tela o usuário 
especifica os atributos de interesse 
a serem considerados no cálculo da 
função objetivo, com a qual é feita 
a hierarquização. 

Na Fig. I é mostrada a estrutura 
básica do modelo computacional 

( Tecnologias 

( Combuslivers 

( Células 

( Transportes 

lista ordenada 

de opções 

opções de 

transporte por 

combustível 

Figura 1 - Estrutura básica do modelo LITOM. 

LITOM, e nas próximas seções é feita uma descrição do mesmo, bem como são apresentados 
alguns estudos de caso com gás natural e carvão mineral. 

2. DESCRIÇÃO DO MODELO LITOM 

2.1 Tela Principal 

Na Fig. 2 é apresentada a tela principal do modelo LITOM. O estado de São Paulo foi 
dividido em 416 células que correspondem aos mapas na escala l :50.000 elaborados pelo 
IBGE. Cada célula contém um conjunto de atributos que são relevantes na seleção de local 
para instalação de termoelétricas tais como disponibilidade de água, custo de conexão à rede 
elétrica, nível de poluição, etc. A partir desta tela é possível acessar os bancos de dados de 
Células, Tecnologias e Combustíveis, executar o modelo auxiliar de cálculo de custo de 
transportes e atualizar o banco de dados de Transportes, selecionar todas as células ou 
subconjunto das mesmas e ace~sar as telas de geração e hierarquização de alternativas para 
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geração termoelétrica. 

Figura 2- Tela principal do modelo LITOM. 
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Figura 3- Tela de acesso ao banco de dados de Células. 

2.2 Tela de Acesso ao 
Banco de Dados de 
Células 

Na Fig. 3 é apresentada 
a tela de acesso ao banco 
de dados de Células. A 
partir desta tela é feita a 
consulta ao banco de 
dados, bem como a 
atualização das 
informações e dos 
atributos. Os atributos 
existentes podem ser 
excluídos e novos 
atributos podem ser 
incluídos. 
A partir desta tela também 

é possível acessar os bancos de dados de Combustíveis e de Tecnologias. As telas de acesso 
para estes bancos são semelhantes à tela mostrada na Fig. 3. Todas as funções descritas para a 
tela de acesso ao banco de dados de Células também são válidas para as telas de acesso aos 
bancos de dados de Combustíveis e Tecnologias. A partir de cada uma destas telas é possível 
imprimir relatórios com as informações contidas FIOS bancos de dados. 

O banco de dados de Células contém atualmente 34 atributos, sendo os principais: 
Consumo de Energia (MWh); Custo de Conexão à Rede de 138 kV (MUS$); Custo de 
Conexão à Rede de 440 kV (MUS$); Limite de Instalação (MW); Limite de Instalação em 138 
kV (MW); Nível de Dióxido de Enxofre ()lg!Nm\ Nível de Fumaça ()lg/Nm3

); Nível de 
Óxidos de Nitrogênio ()lg!Nm\ Nível de Poluição das Águas (IQA); Perdas em 138 kV (MW 
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I MW instalado); Perdas em 440 kV (MW I MW instalado); Temperaturas (°C) e Umidade 
Relativa do Ar(%) e Vazão de Água Disponível (m31s). 

O banco de dados de Combustíveis contém atualmente 1 O atributos, sendo os principais: 
Poder Calorífico Inferior (kJ I peso ou volume); Poder Calorífico Superior (kJ I peso ou 
volume); Teor de Cinzas(%) e Teor de Enxofre(%). 

O banco de dados de Tecnologias contém atualmente 22 atributos, sendo os principais: 
Combustíveis que Utiliza; Consumo Próprio(%); Custo de Instalação (US$ 1 kW); Custo Fixo 
de O & M (US$ I kWano); Custo Variável de O & M (US$ I MWh); Disponibilidade (%): 
Emissão de Dióxido de Enxofre (kgiMJ); Emissão de Óxidos de Nitrogênio (kg/MJ); Emissão 
de Particulados (kgiMJ); Emissão de Rejeitas Líquidos (ppm); Fator de Capacidade 
Econômico (%); Fator para Custo de Internação; Heat Rate (kJikWh) e Tempo de Operação 
(%); Módulo (MW); Potência Gerada com Gás (MW); Requisito de Água (m31s) e Vida Útil 
(anos). 

2.3 Tela para Geração de Alternativas 

Nas telas de acesso aos bancos 
de dados, o usuário especifica quais 
atributos serão considerados na 
fase de geração de alternativas. A 
partir destas informações o LITOM 
monta dinamicamente a tela para 
geração de alternativas. Esta tela, 
que é acessada a partir da tela 
principal, é mostrada na Fig. 4. 

Na parte superior desta tela o 
usuário seleciona os combustíveis, 
as tecnologias e os municípios que 
serão considerados na análise. Na 
parte inferior da tela, o usuário 
utiliza um filtro, selecionando os 
atributos que serão usados para a 
geração de alternativas. 

Ao acionar o botão 
ALTERNATIVAS, o modelo 

Figura 4 -Tela para geração de alternativas 
para geração termoelétrica. 

LITOM monta a tripla {Tecnologia, Combustível, Local}. Na barra inferior da tela aparece o 
número máximo de alternativas que pod~m ser geradas, dado por todas as combinações de 
opções de combustível, tecnologias e células, além de um contador e um visualizador gráfico 
das alternativas aceitáveis, isto é, cujos valores dos atributos estejam dentro dos limites de 
aceitação dos filtros. Ao final desta operação é apresentada a tela de confirmação mostrada na 
Fig. 5, e o programa retorna à tela principal. 
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ADAMANTINA 
ADOLFO 
AGUAÍ 
ÁGUAS DA PRATA 
ÁGUAS OE LINDÓIA 
ÁGUAS OE SANTA 8ÁRBAI 
ÁGUAS DE SÃO PEDRO 
AGUDOS 

Figura 5 - Exemplo da tela do modelo LITOM após a geração das alternativas. 

2.4 Tela para Ordenação de Alternativas 

Acionando a opção de 
ordenação na tela principal, a 
tela da Fig. 6 é acessada. 

Esta tela se compõe de 
três campos principais: (i) 
função objetivo; (ii) atributos 
numéricos e escala de 
satisfação; (iii) atributos 
qualitativos e escala 
quantitativa. 

Nas telas de acesso aos 
bancos de dados o usuário 
especifica quais atributos 
serão considerados na fase de 
ordenação de alternativas . A 
partir destas informações o 
LITOM monta a tela para 
ordenação de alternativas 
dinamicamente. 

2.4.1 Função Objetivo 

:em ...... r.•-r· 
~aída 

0 

•;: ·• - .. · ·· ~ Hum6. rito..· ........ ......... ···••··•·•··· .. ·.········· ·'.··.· •. ·· ; ... c ..• ·~ .. •. ·'····· .·.· ·.·.··.·········· •. ·.· · l:'ltAhl deló.VIot•~lí/.1 · · ~ · .··,.. .•. .. - - 1 8oloo lll6dla Alo 

rx~·--~IIS$MWl) :. ·. [:=J E:J i c::J ·C::J c::J 
,. t.-deOperoçio~ · [:=J E:J.i I c::J c::J c::J 
fi"llenollàodoTr--.-.- [:=J E:J I· c::J c::J c::J • 

Ex*oNumérlc:o - - ....... Alo 

cc:J c::J c::J c=J 
C:l c::J c::J c::J 

Figura 6 -Tela para hierarquização das alternativas 
para geração termoelétrica . 

O índice escalar usado na ordenação, conhecido como função objetivo, é dado por: 

.r k k 
D=\Jpi(xl-rl) +p2(x 2-r2) + ··· k 

+ PN(xv -rN) (I) 

onde D é a função objetivo (índice escalar), x1 é o valor do i -ésimo atributo da alternativa 
(i = 1, ... , N ), N é o número total de atributos utilizados na ordenação, r1 é o valor de 
referência para o i -ésimo atributo, p 1 é o peso do i -ésimo atributo e k é a norma do índice. 
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A medida escalar D pode ser interpretada como a distância da alternativa ( x 1, ••• , x "' ) a 
uma alternativa ideal de referência ( 'I, ... , ':v). O expoente k, que também é selecionado na 
tela de ordenação de alternativas, representa as diferentes maneiras de medir esta distância, 
sendo as mais comuns: k = 1, combinação linear das distâncias de cada atributo; k = 2, 
combinação quadrática das distâncias (norma euclidiana); k= 00, máxima distância (critério 
minimax). 

2.4.2 Escala Quantitativa e Escala de Satisfação 

Para a montagem da função objetivo, podem ser considerados tanto atributos qualitativos 
quanto quantitativos. Para a consideração dos atributos qualitativos é necessária a conversão 
para uma escala numérica. Esta conversão é feita a partir de valores limites (baixo, médio e 
alto) atribuídos pelo usuário. Os atributos numéricos podem ser considerados diretamente ou 
através da conversão para uma escala numérica (escala de satisfação) que também considera 
valores limites (baixo, médio e alto). 

Os atributos numéricos Custo de Investimento (US$/MWh), Custo de Operação 
(US$/MWh) e Beneficio da Transmissão (US$/MWh) são atributos especiais que são 
calculados combinando diversas informações provenientes dos bancos de dados. 

2.5 Modelo de Transportes 

Este modelo permite determinar a combinação de tipos de transporte e pontos de entrada 
que minimiza o custo de transporte de cada combustível para cada célula. 

Para cada alternativa de modo de transporte, ponto de origem e células de transbordo é 
construído um grafo orientado que representa os diversos percursos que podem ser tomados 
do ponto de origem à célula de destino. A cada aresta do grafo está associado o custo de 
percurso entre as duas células correspondentes ou o custo de transbordo. 

Interpretando-se os custos nas arestas como distâncias, o percurso de mínimo custo 
corresponde ao caminho mais curto da origem ao destino. O cálculo de caminho mais curto 
em !,Tfafos é um problema clássico em pesquisa operacional e um dos algoritmos mais 
eficientes para resolvê-lo no caso de distâncias não negativas é o desenvolvido por Dijkstra 
(Papadimitriou e Steiglitz, 1982). 

Foi desenvolvida uma rotina em Fortran utilizando o algoritmo de Dijkstra. As seguintes 
informações são fornecidas pelo usuário através do preenchimento de planilhas Excel : 
distâncias entre células; custos de transporte; custos de transbordo; custos de combustível nos 
pontos de entrada no estado de São Paulo; derivação de dutos e custos de dutos. Estes dois 
últimos são relativos ao transporte de combustíveis em dutos, como por exemplo gás natural 
ou óleo combustível. Conforme descrito anteriormente, o modelo de transportes é acionado a 
partir da tela principal do modelo LITOM. 

2.6 Modelo de Transmissão 

O modelo de transmissão é composto por um programa executável de fluxo de potência 
tipo load jlow, o qual é pré-processado em relação ao LITOM, considerando a configuração 
existente de suprimento ao sistema como referência. Através deste modelo é avaliado o 
beneficio das perdas evitadas. É calculada a perda de energia devido à transmissão entre a 
usina posicionada numa célula em análise e o centro de carga do sistema. Este valor é 
comparado à perda média de referência, dada pelo suprimento de energia externa ao Estado de 
São Paulo. A diferença, que regresenta a energia não aproveitada, é valorizada pelo custo 
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marginal de expansão da geração, fornecendo o custo em US$/MWh das perdas. 
O custo de interligação da usina à rede básica é obtido através da classe de tensão, tipo de 

circuito e distância de conexão da usina e célula em análise à linha de transmissão 
O custo total de transmissão é a soma dos custos das perdas e da interligação. Este cálculo 

é efetuado no modelo LITOM a partir de dados disponibilizados nos atribustos de custo de 
conexão à rede e perdas em 138 ou 440 kV no banco de dados de Células. 

3. RESULTADOS E CONCLUSÃO 

O modelo LITOM encontra-se atualmente em sua fase final de validação, onde estão sendo 
comparados os seus resultados com estudos independentes já realizados pela CESP. 

Na primeira bateria de testes do modelo, foram realizados estudos de caso que tinham por 
objetivo verificar a consistência e a qualidade dos resultados obtidos. São apresentados a 
seguir, de forma resumida, dois dos estudos de caso realizados. 

3.1- Gás Natural 

,_....,....,._. . ·-~-· .. ---. -·-·-·---·--··-v---- ............ _ .. .. _..., 
Altem. Célula Função 

Objetivo 
136 282 47 ,03 
40 110 47.03 
87 190 47,03 
25 89 47.22 
26 90 47.22 
27 91 47.22 
41 111 47.22 
53 133 47.22 
54 134 47.22 

Investimento e Custo de 
Operação. Na Tabela 1 são 
apresentados alguns dos 
resultados da ordenação das 
166 alternativas obtidas a 
partir da tela de geração de 
alternativas (vide Fig. 5). 

Observar que os custos de 
investimento não variam com 
a célula. Isto ocorre porque 
foi considerada a mesma 
tecnologia: Turbinas a Gás -
Serviço Pesado. Na 
simulação foi considerado 
também que o custo do gás 

Investimento Operação 
(US$/ MWh) (US$/MWh) 
24,64 22,39 
24,64 22.39 
24.64 22,39 
24.64 22,58 
24.64 22,58 
24,64 22,58 
24,64 22,58 
24.64 22.58 
24,64 22 .58 

Neste caso são considerados 
três pontos de extração de 
gás no gasoduto Brasil­
Bolívia, 
considerando a ramificação 

do gasoduto para células 
vizinhas a estes pontos até 
um raio de 1 00 km. Para o 
critério de ordenação 
(função objetivo ), foram 
considerados apenas os 
atributos Custo de 

natural não varia ao longo do Figura 7 - Estudo de caso com gás natural. 
trecho principal do gasoduto, 
havendo variação apenas com a distância nas ramificações a partir dos três pontos de entada 
do gás no estado de São Paulo (células 11 O, 190 e 282). Conforme esperado, as localizações 
mais atraentes correspondem a estas células, e os custos aumentam de forma concêntrica em 
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tomo das mesmas. Na Fig. 7 este resultado é mostrado de forma gráfica, onde a tonalidade 
mais escura representa custos mais altos. 

3.2 - Carvão Mineral 

Neste estudo foi verificado o 
efeito do custo de transporte para 
dois tipos de carvão importado 
usados como combustível em 
Usinas Convencionais a Carvão 
Pulverizado. Os combustíveis 
utilizados são carvão da 
Colômbia (mais caro e de maior 
poder calorífico) e carvão Illinois 
(mais barato e de menor poder 
calorífico). Foram geradas 800 
alternativas, que foram ordenadas 
também pelo critério de menor 
custo de investimento e de 
operação. Como esperado, o 
carvão Illinois se mostra mais 
competitivo que o carvão da 
Colômbia próximo ao ponto de 
entrada no estado (porto de 
Santos). Esta vantagem diminui 

Figura 8 - Efeito do custo de transporte nas 
alternativas com carvão importado. 

com a distância percorrida, chegando a inverter a ordenação, por uma pequena diferença, nos 
pontos mais extremos do estado. 

Na Fig. 8 as células com tonalidade mais escura correspondem às alternativas com o 
carvão da Colômbia, e as células com tonalidade mais clara correspondem às alternativas com 
o carvão Illinois. 
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Abstract 
This work presents mathematical aspects of the theory of Generalized Integral Transforms. The main focus is 
directed toward on how to choose the auxiliary eigenvalue problems when solving thermal convection-diffusion 
type problems using sue h integral transforms. A class of problem considered here is mathematically modeled by a 
linear second order partia! differential equation having general boundary conditions offirst, second and third kind ; 
and initial condition. Basic ideas are given why is feasible truncate the infinite system in a sufficient large finite 
system. Once the analysis is performed, a sample problem is solved using two kinds of auxiliary eigenvalue 
problems. The Graetz convective-diffusive problem is considered as sample problem. 1t is solved in the classical 
manner using an auxiliary eigenvalue problem that leads to degenerate hypergeometric type eigenfunctions. It is 
also solved using a second auxiliary eigenvalue problem that leads to trigonometric type eigenfunctions. Among 
physical variables of interest are bulk tluid temperature, local axial Nusselt Number, and average Nusselt Number. 
Results for bulk fluid temperature and heat transfer are compared each other as well with data found in open 
I iterature. 

Keywords 
Integral Transform, Eigenvalue Problem, Convection, Diffusion, Heat Transfer 

I. INTRODUCTION 

The analytical solution of heat and mass diffusion problems has been done successfully 
by the use of the Classical Integral Transform Technique (CITT). This technique is well 
documented in Mikhailov & Ozisik(1984). An extension in the concepts of CITT was 
developed in the pioneering work of Ozisik & Murray( 1974), it is the so called Generalized 
Integral Transform Technique (GITT), this technique has been further developed and applied 
to a wide variety of diffusion and convection problems. The work in this field was compiled in 
a monograph by Cotta( 1993). The GITT approach can solve more complex prob1ems than the 
CITT. ln both techniques are necessary to choose an auxiliary eigenvalue prob1em. ln this work 
is presented some insights on how to choose the eigenvalue problems. Further, it is also solved 
a sample problem using two different eigenvalue problems. 

2. ANALYSIS 

Consider the boundary and initial value problem, defined as follow 



HOW TO CHOOSE EIGENVALUE PROBLEMS WHEN ... 

w(x)Ly U(x, y) + s(y)Lx U(x, y) + t(y)w(x)U(x, y) = F(x, y), (x, y) E.Ü; (la) 

U(x,y 0 )=G(x), xEI={x 0 ~x~xJ}; (lb) 

BU(x,y)=H(x,y), x=xm, m=O,l, yEJ={y 0 <y<finitepositivevalue}; (lc) 

where Lv, Lx and B are linear operators expressed by the formulae 

8() 
Ly=-; 

8y 

m 8() 
B =Um -(-1) f3mk(x)-, x = Xm, m = 0,1 

8x 

(2a,b) 

(2c) 

and U(x,y) E c<2l(9t), k(x) E c< 1l(9t), with k(x) >O; w(x) E c<0l(9t) with w(x) >O; 
G(x) E c<0l(9t); H(x,y) E c<0l(9t); s(y)Ec<0l(9t), with s(y) :t:. O; t(y)Ed0l(9t); F(x,y) E c<0\~H); 
Um, f3m E 9\' so that I Um I+ I f3m I :t:. o for m=O, 1. The domains n, I and ] are finite. 

A function u(x,y) belongs to a class c<kl or k-times continuously differentiable, and is 
written U(x,y)Ec<kl, kEN = {0, I ,2, ... }, when ali mixed partia! derivatives are continuous and 
bounded in n. The set of continuous functions is indicated by c<0l. 

Ali problems, with non-homogeneous boundary conditions, belonging to the class 
defined by equations (1 a-c), can be transformed in problems with homogeneous boundary 
conditions by the means of an adequate variable change. lt is mainly a matter of algebra, and 
the formulae will not be presented here due Jack of space, so from now on we set H(x,y) = O, 
without loss of generality. 

2.1 Expansion of two variable real functions in a series of orthonormal function 

Ali functions U(x,y)Edkl, (x,y)E.O, square integrable in .0, can be expressed in an 
infinite series of orthonormal functions 'l'i(x), related to the weight function w*(x)>O, xEI and 
iEN*={l ,2,3, ... }. Firstly is tried to find an expression in terms of an infinite series of 
orthonormal functions, so it is assumed that 

00 

U(x, y) =LU i (y)'lf i (x), (x, y) E.Ü. 
i=l 

(3a) 

Multiplying above equation (3a) by w*(x)\jlj(x), j EN*, and integrating over the interval 
I, it gives 

00 00 

J w * ( x )'I' j( x) U ( x, y )dx = I Ui (y) J w * ( x )\jl i ( x )'I' j ( x )dx =I D i ( y )õ ij = U j ( y) , 
I i=l I i=l 

(3b) 

Everywhere in this text Õij is the so called Kronecker Delta. Multiplying equation (3a) 
by w*(x)U(x,y) and integrating over the domain .0, it becomes 

2 
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As the left si de of equation (3c) is bounded, this imply that the right si de also is 

bounded, and consequently the functions Ui (y) are bounded ãnd square integrable. This also 

shows that the series (3a) converges in the mean. 
This result is important because we can expand a square integrable function as an 

infinite series of a complete set of orthonormal functions. As the number of complete sets of 
orthonormal functions are infinite, we have infinite possibilities to do such expansions. 

2.2 On choosing auxiliary eigenvalue problems 

ln order to solve the convection-diffusion problem defined by equations (la-c), it is 
necessary to choose an auxiliary eigenvalue problem. Let the auxiliary eigenvalue value 
problem be defined by the following formulae 

2 * * À.iw (x)'l'i(x)= Lx'l'i(x), x El , iEN*; B'lf i{x) =O, x = Xm , m = 0,1; (4a,b) 

where w*(x)Ed0l(9\) with w*(x)>O, for xEI; 'l'i(x)E:c<2l(9\), and L: is a second order linear 

differential operator. 
Multiplying equation (I a) by \!fi( X) and equation ( 4a) by s(y)U(x,y), adding the resulting 

equations and integrating over the interval I, it becomes 

J, w( x)'l' i ( x)Ly U(x, y)dx + s(y) J
1
[ 'V i (x)Lx U(x, y)- U (x, y)L*x 'V i ( x)~x + 

f 2 f * ~ + t(y) 
1
w(x)'l' i (x)U(x, y)dx +À. i s(y) 

1
w(x) 'V i (x)U(x, y)dx =Fi (y), (y) E J , (5a) 

where Fi(y)= J,'l'i(x)F(x, y)dx. 

Using the properties of differential and integral linear operators, the inversion 
formula (3a) as well the integral transform (3b), each part of equation (5a) gives 

(1J (1J 

J
1 
w(x)'l' i (x)Ly U(x, y)dx = J

1 
w(x)\jl i (x)L y I U j ( Y)'l' j ( x)dx =I A ij Ly iJ .i ( y), (5b) 

j=l j=l 
(1J 

J [ \jl i ( x ) L x U ( x, y) - U ( x, y) L *x 'V i ( x ) ]dx =I B ij O j ( y) , ( 5 c) 
I . I J= 

00 00 

J w * ( x )'lf i ( x) U ( x, y )dx = J w *c x )'!'i ( x) I O j ( y )'!' j ( x )dx = I 8 ij O j ( y) =Ui ( y), ( 5d) 
I I . I . I J= J= 

00 00 

J w ( x )'!' i ( x) U ( x, y )dx = J w( x) \jl i ( x) I iJ j ( y )\jl j( x )dx = I A ij O j ( y) , 
I I . I . I J= J= 

(Se) 

where A ij = J
1
w(x)'l' i (x)'l' _j(x)dx = J

1
w(x)'l' j(X)'lf i (x)dx =A ji , i,j EN*; 

and Bij = f
1
['!'i(x)Lx'lfj(x)-'!'j(x)L:'lfi(x)]dx, i,jEN*. 

After these developments it is possible to write equation (5a) as 

00 00 00 

I A ijL y U j(y)+ s(y)L Bij U j(Y)+ t(y)L A ij U j(y)+ s(y)À.~ Ui (y) =Fi (y). (6a) 
j=l j=l j=l 

3 
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The set ofinitial conditions for equation (6a)can be obtained multiplying equation (lb) 
by w*(x)\j/i(x) and integrating over the interval I, then it results 

Ui (Yo) = J,w * (x)\j/ i (x)U(x, Yo )dx = J
1
w * (x)\j/ i (x)G(x)dx = G i. (6b) 

2.2.1 First approach to choose the auxiliary eigenvalue problem 

A first attempt to solve equation (la) together with initial (lb) and boundary conditions 
( 1 c) is done by choosing the auxiliary eigenvalue problem in a way that all matrixes in 
equation (6a) must be diagonal. To achieve that aim is sufficient to set w*(x) = w(x) and take 

* * Lx as the adjoint operator of Lx. Operator Lx is self adjoint, and by previous hypothesis Lx is 

* adjoint of Lx, consequently Lx = Lx . Therefore the matrix elements Aij and Bij in equation (6a) 

is given by 

Aij = J
1
w*(x)\j/i(x)\j/j(x)dx=Õij , Bij = J

1
[\lfi(x)LxU(x,y)-U(x, y)L*x\lfi(x)]dx =0. 

This approach brings to the eigenvalue problem the maximum of information about the 
problem to be solved (la-c). Thus equation (6a) becomes 

- - - 2 LyUi(Y)+Si(y)Ui(y)=Fi(y), Si(y)=t(y)+Àis(y), iEN*. (7a,b) 

The linear operator Ly, equation (2a) is of first order, and equation (7a) defines a 
decoupled system of ordinary differential equations. Solving that system of equations, subject 
to the initial conditions (6b) we obtain 

íJ; (y) ~ exp[- J;, S;( ~)d~J{ G; + J:, F; (~)exp[f~ S; (Ç)dÇ Jct+ (7c) 

Substituting equation (7c) into the inversion formula (3a) we get the function U(x,y). 
This approach, where the final system (7c) of ordinary differential equations is 

decoupled, is the basis of the so called Classical Integral Transform Technique (CITT), and is 
documented in Mikhailov and Ozisik ( 1984). 

2.2.2 Second approach on choosing the auxiliary eigenvalue problem 

ln the previous developments was shown that for the original problem to be 
transformed in a system of decoupled ordinary differential equations is necessary that the 

function coefficient w \x) and the linear operator L*x, defined for the auxiliary eigenvalues 
• * . 

problem (4a,b), must be w (x) = w(x) and Lx = Lx. From now on we seek altematJves to 
• * solve the problem (la-c). It is assumed that w (x) * w(x) and/or Lx * Lx when choosing the 

auxiliary eigenvalue problem. 
The system (6a) subject to the initial condition (6b) can be written in a matrix formas 

- - - ~ - -~- T 
LyU(y)+S(y)U(y)=H(y), with U(yo)=G=[G 1,G2,G3, ... ] , (8a,b) 

I - I~ 
where S(y)=t(y)l+s(y)A- (B+C), H(y)=A- F(y), A=(Aij], B=(Bij], 

" ~ ~ ~- T-- ~- T 
C= [Cij ], Cij =À iõij, U(y) = [U 1 (y), U2(y), U3(y), ... ] , F(y) = [F1 (y), F2(y), F3(y), ... ] . 

4 
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The matrix A is symmetric since Ai.i=A.ii, also the cigenfunctions are linearly 
independent, then det(A)*O and matrix A is invertible. The solution for the first order system 
of ordinary differential equations (8a), subject to the initial conditions (8b) is 

U(y) = exp[-r S(rt)drt]{G + Jy exp(j
11 

S(Ç)dÇ]H(rt)drt}. 
Yo Yo Yo 

(8c) 

Substituting the elements U i(Y) of U(y) in inversion formula (3a) we obtain the 

distribution for U(x,y). 
This approach, Generalized Integral Transform Technique (GITT), presented above has 

been utilized in the solution of Convective-Diffusive type problems presenting special 
difficulties not treatable by CITT. The work in this field was reviewed in the monograph of 
Cotta(l993). 

2.3 Truncating the infinite series of functions expansiori 

The expansion of a function U(x ,y), square integrable in n, in terms of a complete set 
of orthonormal functions \!'i(x), related to the weight function w*(x)>O, is expressed by 
equation (3a) and can be written also as 

U(x,y)= UN (x,y)+RN (x,y), (9a) 

where UN(x,y) is an approximation to U(x,y) and RN(x,y) a residue function, both defined as 

N 

u N (X, y) = I u i ( y )\!' i (X)' 
i=l 

00 

RN(x,y)= Iui(Y)\!'i(x). 
i=N+l 

(9b,c) 

As U(x,y) is square integrable and its expansion converges in the mean, then 

lim f w(x)IU(x, y)- U N (x, y)l
2 
dn = lim J w(x)IR N (x, y)l

2 
dn ~O; (9d) 

N-+oo D N-+oo D 

therefore UN(x,y) converge in the mean to U(x,y) when N is increasing, also the residue 
function RN(x,y) converges in the mean to zero. Then it is possible to substitute the infinite 
summation in previous equations, taking finite v alues of N, big enough to achieve a desired 
accuracy. Thus, for computational purposes, the infinite system of ordinary differential 
equations (8a,b) is replaced by a finite system of dimension N. 

3. SAMPLE PROBLEM 

As a sample problem is considered the well-known Graetz problem. This problem is 
solved in a classical way as well in a second different approach. The difference between the 
two approaches actually is due to the chose of the auxiliary eigenvalue problems. The 
equations for this problem in a dimensionless form is 

x(l-x 2
) a0(x,y) a [ a0(x,y)] 

-- =- x O<x<I y>O 
2 ay ax ax ' ' ' (I Oa) 

subject to boundary and initial conditions 

a0(x,y)l -a- =O or 0(0, y) = finite, 0(1, y) =O; and 0(x,O) = 1. 
X X=Ü 

(I Ob,c,d) 
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Using the first approach to choose the auxiliary eigenvalue problem, is necessary to set 

w*(x) = w(x) = x(l-x
2

) and L*x = Lx = -a[xa( ) / ax]/ ax, then in this case we have 

2 a [ a\j/(x)J 
x(l-X )'JI(X)=-ax X ax , 0<x<l, (IOe) 

b. h b d d " . a\j/(X)I o (O) fi . d ( ) o ( Of su ~ect to t e oun ary con 1t10ns = or \jl = tmte, an 'l' I = . I ,g) 
ax X=Ü 

The ordinary differential equation (I Oe) is solved. The solution, obeying the boundary 
condition ( 1 Of,g) is 

[r' 2 2 2 2 ]-~ Ci = Jox(l-x )M (ai,I,ÀiX )exp(-ÀiX )dx . 

The hypergeometric degenerate function M(a,y,l"]) offirst kind, is given by 

~a( a+ I)( a+ 2) ... (a + n -l)lln 
M(a,y,l"])=I+ L. 

n=l n !y(y + l)(y + 2) ... (y + n -1) 

( 1 Oh, i) 

(I Oj) 

Eigenvalues Ài, i EN*, are positive roots ofthe eigencondition M[(2- À) I 4,2, À]= O. 

Multiplying equation (I Oa) by \j/i(x) and equation (I Oe) by 8(x,y), adding the resulting 
equations and integrating o ver the interval [0, I], it becomes 

d8i (y) ~ 
-....:........c-+2À~8·(y)=0 iEN*· 

dy I I ' ' 
(II a) 

- - c- À· 
subject to initial condition, ~ =e i (O)= --

1 
[2a i M(ai + I,2, À i)- M(a i ,1, À i )]exp[- - 1

]. 

Ài 2 
(II b) 

Solving the differential equation (II a), subject to the initial condition (II b) we have 

00 1 2 
- ~ '"l " - 2 1\.iX 2 
0i(y)= fi exp(-2Àjy), and then 8(x,y)= L..CJiM(ai ,l,Àix)exp[----2ÀíY]. 

i=l 2 

(li c,d) 
When choosing the auxiliary eigenv_alue problem through the second approach, it is 

* ') ') . . 
settled w*(x) = I :t:- w(x) and Lx =-a- ( ) lax- :t:- Lx. Then the etgenvalue problem becomes 

') 

2 a-\j/(x) 
}, \jl(x)=-

2 
, O<x < l, 

ax 
( I2a) 

subject to the boundary conditions (I Of,g). The solution of ordinary differential equation ( 12a), 
obeying such conditions is 

I 

* n: * [r' 2 J -2 ! 'l'i(x)=Di cos(Àix),with Ài =(2i-1)2 ,and Di= J
0

cos (Àix)dx =22,iEN*. 

( 12b-d) 
Multiplying equation (lOa) by 'l'i(x) and equation (l2a) by 8(x,y), adding the results 

and integrating over the interval [0, 1 ], it becomes 

6 
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00 d0·(y) 00 

I J 2~ I ~ A ·· +À· 0 · (y) + B ··0 · (y) = 0 i EN* 
lj dy I I lj j ' ' 

j=l j=l 

(I 2e) 

I 1 
where A ·· = - + - for 1 = J IJ 3 2 ' ' 4À· 

I 

.. I ÀjÀJ· 
A·· - 4(-1) H J+ ---'---o r IJ - J J 2 , 

(Àj -Àj) 
for i* j; 

. . . fll sin( Jl) 
and Bij =À j[SI(Ài +À j) + S1(Ài -À j )], S1(rl) = Jo Jl dJl . 

The initial condition for the system of ordinary differential equations ( 12e) is 

~ ~ I I (-l)i+ID~ 
fi =0i(0)= fo\j/i(x)0(x,O)dx= f

0
\jlj(x)dx= À.· ,iEN*. 

I 

(12f) 

Equations ( 12e,f) can be written in a matrix form as 

dY(y) dY(y) 
A + BY(y) =O, or , = CY(y), with C= -A -I 8, ( 13a-c) 

~ ~ ~ ~ T 
Y(O) = F = Cft, f2, f3, ... ) (I 3d) 

where 
2 ~ ~ ~ T 

A=[Aij], B=[ÀiÕij+Bij], Y(y)=(8J(y),82(y),03(y), ... ). 

The coupled system ( 13b,d) is solved using a spectral decomposition method, then 

Y(y)=~exp(Df.ly)~- 1 F, with ~-~C~=Df.l, ( 13e,f) 

where ~is a square matrix in which a column vector ~(q), (q = 1,2, ... , N), is an eigenvector of 

matrix C; and Det is a square diagonal matrix in which the diagonal elements are the 
corresponding eigenvalues Jlq ( q= 1 ,2, ... ,N) of matrix C. Eigenvectors and eigenvalues of 
matrix C are obtained from the following matrix eigenvalue problem 

(C- Àq l)~(q) =O, q=1,2, ... ,N. 

The exponential matrix is: exp(Df.l y) = 

exp(JltY) 

o 

o 

o 
exp(Jl2Y) 

o 

o 
o 

exp(JlNY) 

(l3g) 

(l3h) 

Once Y(y), i.e. the transform oftemperature e i (y) is known, the temperature 0(x,y) is 

obtained by using the inversion formula, equation (3a). The final expression is 

00 

8(x,y)= In;ei(y)cos(Àix). 
i=l 

4. RESUL TS AND COMMENTS 

(14) 

The solution of an eigenvalue problem generates a complete set of orthonormal 
eigenfunctions. A square integrable function can be expanded in a convergent series of such 
functions. Different eigenvalue problems will generate different sets of eigenfunctions. 

7 
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The main advantage of eigenvalue problems chosen by the first approach is that the 
final system of differential equations is decoupled, and easily solved. ln the first approach there 

are just one possibility to define the 
eigenvalue problem, i.e. setting w*(x)=w(x) 

Table 1: Computed thermal quanttttes 
using eigenvalue problem defined 
b h fi h fi N 50 >y t e trst approac , o r = 

y 0m(Y) Nu(y) Num(Y) 

0.001 0.94032 10.1302 15.3842 
0.002 0.90736 8.0362 12.1515 
0.005 0.83622 6.0015 8.9432 
0.01 0.75111 4.9161 7.1552 
0.02 0.62803 4.1724 5.8146 
0.05 0.39530 3.7100 4.6406 
0.1 0.18971 3.6581 4.1557 
0.2 0.04393 3.6568 3.9063 

Table 2: Computed therma1 quanttttes 

y 

0.001 
0.002 
0.005 
0.01 
0.02 
0.05 
0.1 
0.2 

using eigenvalue problem defined 
b h d h fi N 35. >y t e secon approac , or = 

0m(Y) Nu(y) Num(Y) 
0.94033 10.1313 15.3813 
0.90737 8.0367 12.1504 
0.83622 6.0017 8.9429 
O. 75111 4.9161 7.1551 
0.62803 4.1725 5.8146 
0.39530 3.7100 4.6405 
0.18971 3.6581 4.1556 
0.04393 3.6568 3.9066 
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Abstract 

Cooling fins have been usually used to guarantee a suitable heat transfer through a thermal surfacc. On the 
other hand, when cooling fins are used, incre ase the weight and costs of the equipments. It is vcry hard to obtain 
the optimal geometry with traditional optimization methods (linear and nonlinear programming). Gcnctic 
algorithms have been sucessfully used to find global solutions in complcx spaces without derivative knowlcdgc. 
This paper prcsents how a genetic algorithm can bc used to find the optimum cooling fin geometry to maximize 
the heat transfer through a surface. The model is composed by a systcm of nonlinear equations with implicit 
boundary conditions. 

Keywords 
Aletas ótimas, algoritmos genéticos, transferência de calor, otimizaçào. métodos numéricos 
Optimal cooling fins , genetic algorithms. heat transfer. optimization. numcrical mcthods. 

I. INTRODUÇÃO 

Um aspecto importante no projeto de sistemas e processos da engenharia é a 
possibilidade de se minimizar os custos de fabricação ou operação, ou de se maximizar o 
desempenho segundo algum critério específico. 

A teoria da otimização oferece recursos teóricos e computacionais para viabilizar a 
obtenção das melhores soluções de cada problema. O procedimento mais comum tem sido a 
utilização de algum algoritmo de Programação Matemática (Luenberger, 1984). Os métodos 
de programação matemática apresentam vantagens importantes: são fáceis de implementar 
computacionalmente, tendo convergência rápida e precisa para o ponto ótimo. Entretanto, 
como desvantagens, garantem a convergência apenas para ótimos locais, e podem apresentar 
dificuldades de convergência na presença de instabilidade numérica, mal condicionamento ou 
devido a algumas características do problema a ser resolvido. Além disso, algoritmos de 
programação matemática não estão adaptados para resolver problemas envolvendo variáveis 
discretas e contínuas simultaneamente, como acontece em muitos problemas de engenharia. 
Um outro aspecto é a necessidade de se obter derivadas das funções envolvidas, muitas vezes 
não disponíveis por meios analíticos. 
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Em meados da década de sessenta foi sugerido por John Holland (Goldberg, 1985 ) um 
novo método de busca, aplicável à otimização, conhecido como algoritmo genético. Trata-se 
de um procedimento heurístico de busca direta inspirado nos processos naturais da genética e 
evolução (Darwin, 1985). Este algoritmo de fundamentação probabilística, concebido para 
trabalhar sobre variáveis discretas, porém facilmente adaptável a variáveis contínuas, permite 
obter ótimos globais sem avaliação de derivadas (Goldberg, 1985). 

Algoritmos genéticos têm sido aplicados com sucesso nas mais diversas áreas e, 
especialmente, em problemas de otimização (Tanomaru , 1995). 

O objetivo do presente trabalho é mostrar a utilização de um algoritmo genético para a 
solução de um problema de otimização da geometria de uma superfície plana aletada. Trata-se 
do problema de obter as dimensões e o número de aletas sobre uma placa plana que 
maximizam o fluxo de calor transferido ao ambiente por convecção natural (Camahan et al., 
1969). 

Para resolver o problema utiliza-se um algoritmo genético simples com população inicial 
aleatória, seleção pelo método da roleta e recombinação com um único ponto de corte 
(Tanomaru, 1995). 

Resultados são apresentados graficamente estabelecendo-se relações entre as variáveis 
que definem a geometria da superfície aletada e o fluxo de calor transferido. 

Este trabalho faz parte de estudo mais amplo dos autores sobre a aplicação de algoritmos 
genéticos na otimização de sistemas dinâmicos. 

2. ALGORITIMOS GENÉTICOS 

Algoritmos genéticos são algoritmos de busca que representam as variáveis de um 
problema específico através de cadeias de caracteres simples (por exemplo, binários) análogas 
aos cromossomas. O conjunto inicial de cadeias de caracteres é formado empregando-se 
algum processo aleatório ou alguma regra heurística. 

Uma vez gerado o conjunto inicial de soluções possíveis, cada uma das cadeias de 
caracteres da população é avaliada e uma nova população é formada utilizando três operadores 
genéticos básicos, inspirados nos mecanismos naturais da genética e da evolução a saber: 
seleção, recombinação e mutação (Goldberg, 1985). Estes operadores representam processos 
de competição (seleção e reprodução) e alteração (mutação) descritos pela biologia e que 
contêm sofisticadas estratégias de geração e teste que são capazes de identificar e aproveitar 
as peculiaridades do meio ambiente. A análise teórica tem indicado que os algoritmos 
genéticos utilizam o conhecimento do domínio de busca obtido durante o processo de 
otimização de uma maneira tal que permite ·alcançar um balanço eficiente entre a necessidade 
de se explorar áreas diferentes no domínio (diversidade) e de, ao mesmo tempo, concentrar 
buscas nas regiões do domínio que apresentam alta adequabilidade (Goldberg, 1985). 

A seleção consiste em priorizar a permanência dos indivíduos mais bem adaptados. 
A recombinação consiste em trocar fragmentos da cadeia de caracteres entre os 

cromossomas de pares de indivíduos selecionados, sendo um operador genético análogo ao 
conceito de reprodução sexuada. A recombinação aproveita as seqüências de caracteres 
contidos na população para formar novos indivíduos. 

Devido a perdas acontecidas durante o processo de seleção, ou devido à escolha da 
população inicial, determinadas características (gens) do indivíduo ótimo podem não estar 
presentes na população. A recombinação por si não é capaz de criar novas populações com 
estas caracteríticas, dificuldade que é superada pelo operador de mutação, como acontece nos 
processos biológicos. 

2 
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O operador de mutação, o qual altera um ou mais componentes das cadeias de caracteres, 
permite a introdução de novas seqüências de caracteres na base genética de conhecimento. As 
mutações podem ser alterações completamente aleatórias ou obedecer a alguma regra 
heurística, permitindo teoricamente que todos os pontos do espaço de busca sejam 
alcançáveis, qualquer que seja a população do momento. 

Uma vez que o conjunto de indivíduos gerados no início do processo foi selecionado, 
recombinado, e sofreu mutação, completa-se uma geração, reiniciando-se o processo de busca. 

Diferentemente dos métodos convencionais de busca e otimização os algoritmos 
genéticos não possuem critérios de parada naturais. Normalmente usa-se o critério do número 
máximo de avaliações da função objetivo, tempo limite de processamento, ou a idéia de 
estagnação da população (Tanomaru, 1995). 

3. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

O problema de maximização do calor transfeddo por convecção natural, com camada 
limite turbulenta, através de uma superfície horizontal com aletas retangulares (Figura I) pode 
ser formulado como a seguir: 

Deseja-se obter o número de aletas (n) e 
suas dimensões (L,t) que maximizem o fluxo de 1 Ta 

calor transferido 

Qli't" I(T"., ~~ ,n, t, L, LP)= Q, + Qw + Qr=L (1) 

sendo conhecidas a temperatura da parede (T w), a 
temperatura ambiente (Ta) e a largura da parede 
(Lp), onde : 

L 

n J 2h( T- Ta )dx se, d :::: 2ô 

Qa 
se, d > 2ô 

o 
L 

n(d-t)4 f2h(T- T )dx 
28 11 

o 

Figura 1. Superfície aletada 

(2) 

(3) 

representa o calor transferido pelo cojunto de aletas , sendo 8 a espessura da camada limite 

4 

Qw = (n- l)d0.36(~, - T" J3 (4) 

representa o calor transferido para o meio através da parede, e 

Ox=L = nthlx=L (Ti x=L -Ta) (5) 

representa o calor transferido para o meio na extremidade da aleta. 
A grandeza (h) representa o coeficiente de transferência de calor por convecção natural, 

dado pela expressão (Rohsenow et a!, 1961 ): 

h = 0.36(T- T;, J3 (6) 

3 



ÜTIMIZAÇÀO DE UMA SUPERFÍCI E ALHADA UTILIZANDO ... 

e ( d) representa a distância entre os planos médios das aletas. Exceto para a situação trivial de 
uma única aleta, admite-se que as aletas são igualmente espaçadas, estando a primeira e a 
última situadas exatamente nos pontos extremos da parede. 

O termo ( (d- t )4
) aparece na expressão (3) como um coeficiente de penalidade que leva 

28 
em conta o fato de que a interferência entre camadas limites de aletas adjacentes diminue a 

eficiência das aletas. 
Para garantir que as aletas estejam suficientemente distantes umas das outras, adota-se 

como restrições de desigualdade : 

t:=;O.IL (7) 

O perfil de temperatura ao longo da aleta é obtido como solução das equações 

diferenciais (para O:::; x:::; L): 

dT =U 
dx 

4 

dU =0.72(T-T )3 
dx kt u 

tendo como condições de contorno 

Tl = T 
.I lx=O u· · 

(8) 

(9) 

(I 0) 

onde k representa o coeficiente de condutividade térmica do material. 
Para consi stência física da distribuição de temperatura devem ser respeitadas as restrições 

de desigualdade (para O :::; x :::; L ): 

T ?. T 
(/ 

dT ::; o 
dx 

3.1 Reformulação do problema 

(I I) 

(12) 

A área total das aletas (Ar) e a esbeltez das aletas (w) estão relacionadas com n, L e t 

pelas relações: 

A Torul = ntL 
(13) 

t 
w=-

L 
(14) 

O problema de otimização pode ser reformulado em termos de n, Ar e w como: 

4 
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Maximizar: Qro~at(n, w, Ar)= Qro~at(T(x), n, w, Ar) (15) 

onde, para cada escolha de n, w e Ar, o valor de Qrorat é calculado a partir da distribuição 
de temperatura ao longo das aletas. 

Uma das maiores dificuldades para a solução numérica deste problema é a satisfação da 
condição de contorno na extremidade livre das aletas (1 0), a qual envolve grandezas que não 
são conhecidas a priori. Pelo contrário, ela envolve grandezas que só são conhecidas após a 
integração das equações diferenciais (8). O problema fica mais dificil ainda devido as 
restrições de desigualdade ( 11) e ( 12). 

Para a satisfação da condição (lO) respeitando as retrições (li) e (12), elaborou-se um 
procedimento iterativo sobre d%.J.=". Trata-se de um procedimento de busca direta que 

utiliza o Método da Seção Áurea para encontrar d%xl.=" que minimiza a função de penalidade 

rCdTI ) . =[ktdTI - hi ,; LCT,=,-Ta)]2 (16) 
dx x;O x=L dx x; L 

satisfazendo as restrições (8),(9),( li) e ( 12). 

Note que d1cJxi.=L e Tl x=L são obtidos a partir de d%-x/,"
0 

e Tl x=O = T,,., inte6rrando-se 

numericamente o sistema de equações diferenciais (8). 

4. SOLUÇÃO DO PROBLEMA UTILIZANDO UM ALGORITIMO GENÉTICO 
SIMPLES 

4.1. Definição da função de adequabilidade 

No caso de problemas de otimização a adequabilidade é medida pelo valor da função 
objetivo em cada ponto. 

Definida a função objetivo, para empregar um algoritmo genético, precisa-se definir o 
espaço de busca e codificá-lo. Em seguida forma-se aleatoriamente uma população inicial de 
soluções e aplica-se os operadores genéticos até que a população satisfaça algum critério de 
convergência. 

4.2. Codificação e mapeamento 

As 3 variáveis que definem a quantidade de calor que é transferido pela superfície aletada 
( w, Ar e n) são codificados em uma cadeia de caracteres de 27 bits. Esta cadeia é subdividida 

em 3 subcadeias de 9 bits, uma para cada variável. 
Foi realizado um mapeamento linear entre os limites de busca de cada uma das variáveis 

e suas subcadeias. 
O domínio de busca do problema foi codificado possibilitando a representação de 

134217728 ( 227
) indivíduos diferentes. 

4.3. Algoritmo genético simples para calculo do ótimo de uma superficie aletada 

Com o espaço de busca codificado e mapeado, aplica-se o seguinte algoritmo genético: 

5 
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!Começar 
I geração= O 
I inicializar População(geração) 
I avaliar População(geração) 

ÜTIMIZAÇÀO DE UMA SUPERFiCIE ALETADA UTILIZANDO ... 

I Enquanto a condição terminal não for atingida faça 
I !Começar 
I I geração = geração + 1 
I I selecionar População(geração) a partir de População( geração- 1) 
I I recombinar e mutar 
I I avaliar População(geração) 
I !Terminar 
I Terminar 

Os operadores foram aplicados em sucessivas populações de cadeias binárias codificadas 
e mapeadas até que os critérios de convergência fossem satisfeitos. 

Formou-se aleatoriamente uma população inicial com 256 indivíduos, ou seja, 1.9 I o-4% 
do domínio global. 

Os indivíduos são comparados uns aos outros pela função objetivo que fornece uma 
medida do desempenho de cada um. 

A seleção foi realizada através do método da roleta (Goldberg, 1985). 
No método da roleta é montada uma roleta virtual onde a probabilidade de sucesso de 

cada indivíduo é proporcional à sua adequabilidade relativa, dada por: 
a( c J) 

P sei (C i ) = '"" N 

~;; 1 a(cJ 
( 17) 

onde a(cj) representa a adequabilidade do indivíduo c1. 

Utilizou-se recombinação simples ( pareamento aleatório ), com um ponto de corte. e 
probabilidade de recombinação: Prec = 0.8. 

Adotou-se a mutação simples com probabilidade de mutação Pmut = 0.01. 
Como condição de convergência utilizou-se o critério de limite de avaliações da função 

objetivo, juntamente com o critério de estagnação da população. 

5. RESULTADOS 

Resultados foram obtidos com: 
LP= 1.219 m, k = 211.5 watts/m (cobre), Ta= 21.1 °C, Tw = 93.3 °C. 

O sistema de equações diferenciais foi adimensionalizado e integrado empregando-se o 
método de Runge-Kutta de quarta ordem. 

""" 

10 20 

NUmero de gerações 

Figura 4: Fluxo de calor máximo ao longo das 
gerações. População inicial 256 indivíduos, 

Prec == 0.8, Pmut == 0.01 
(Orotal médio de 5 avaliaç_ões). 
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Tabela 1: Intervalos do espaço de busca de cada 
variável e sua respectivas precisões 

Variável Limite Limite Precisão 
inferior superior 

n 1 512 1 
w 0.0001 0.1 2 X J0 -4 

A r (m2) 
9.29 10-!:> 0.5574 1 X 10-J 

Os valores do ponto ótimo obtido são: 
1 

n = 5; w = 0.0352; Ar = 0.356 m-; 

Q Total = 1405 Watts 
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A Figura 4 mostra a quantidade de calor correspondente ao melhor indivíduo de cada 
geração (tomada como a média de cinco execuções consecutivas do algoritmo). Fica evidente 
que o algoritmo genético simples utilizado obteve o máximo global para Q rorul após um 

número pequeno de gerações e com relativamente poucas avaliações da função objetivo 

(12800 averiguações para cada execução, correspondendo a 9.5 x 10 -3 % do espaço de busca). 
A Tabela 1 contém os intervalos das variáveis do problema onde foi realizada a busca. O 

tamanho da cadeia de caracteres adotada está relacionada com a precisão com a qual foram 
obtidos os resultados. A escolha deste tamanho se faz por uma solução de compromisso entre 
o trabalho computacional e a precisão desejada nos resultados. 

A Tabela 2 detalha os resultados nas proximidades do ótimo global. 
Para efeito de verificação dos resultados, o mesmo algoritmo genético foi reaplicado 

fixando o número de aletas (desde 1 até 512), ou seja, considerando apenas w e Ar como 

variáveis otimizáveis. Para ilustrar melhor os resultados, As Figuras 5,6 e 7 apresentam uma 
sequência de "zooms" mostrando o comportamento da função objetivo à medida em que o 
número de aletas é varrido. · 

ºTt~!a/. .... 
'" . \ 
4' ' J-l ' • ~ . 
880 -! ·._ ! · · --- ·~.-~ 
;es .. ~\ 

293 ... ~;. ~ ·. .... ~~~. -.............. 
,.--., 

' 00 2CXJ 3(X) 400 5<X:· 6lYJ 

n 

Figura 5: Fluxo de calor ótimo para cada 
número de aletas (1 a 512) . 

Q Tow/ 

88() 

· ·~. . . . ~ ------~ 
. ~- ~· 
' ·· -·--
' 

586 

20 " 60 ao •OO '" 
n 

Figura 6: Fluxo de calor ótimo para cada 
número de aletas (1 a 1 00) . 

6. COMENTÁRIOS 

Tabela 2: Valores nas proximidades 
do ponto ótimo 

n w Ar QTma/ 
m2 watts 

3 0.0458 0.6445 1236 
4 0.0390 0.5506 1402 
5 0.0352 0.3557 1405 
6 0.0478 0.2787 1185 
7 0.0409 0.2794 600.5 
8 0.0329 0.2787 343.5 
9 0.0309 0.2787 210.1 
10 0.026_1_ .].2801 134.5 

~Qloral 
,._ ---. -------./ ~-,\J 

i ' 34 

Figura 7: Fluxo de calor ótimo para cada 
número de aletas (3 a 1 0) . 

(i) Conforme pode-se observar nas Figuras 5 e 6, o problema estudado apresenta ótimos 
locais. Esta é talvez a principal dificuldade para resolver o problema utilizando métodos 
de programação matemática. 

7 
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(ii) Embora se tenha utilizado uma cadeia de caracteres pequena (27 bits), as soluções foram 
encontradas com precisão satisfatória. 

(iii) O algoritmo genético realizou muito poucas avaliações da função objetivo em 
comparação com o número de alternativas possíveis, indicando uma eficácia bastante 
satisfatória. 

(iv) O tempo de processamento dos passos do algoritmo propriamente dito foi muito pequeno 
quando comparado com a avaliação da função objetivo, a qual envolve a solução do 
problema acessório, resolvido de uma forma original. 

(v) A possibilidade de convergência para um ótimo local (possível, por exemplo,devido a 
uma escolha de população inicial pequena) foi afastada com a execução repetitiva do 
algoritmo genético. 

7. CONCLUSÃO 

Com o objetivo de mostrar a aplicação de algoritmos genéticos na otimização de sistemas 
dinâmicos, aplicou-se um procedimento genético simples ao problema da determinação da 
geometria ótima e número ótimo de aletas em superficies planas considerando transferência de 
calor por convecção natural com camada limite turbulenta. O algoritmo genético simples 
adotado encontrou com eficiência o ótimo global do problema. 

Espera-se que problemas mais complexos de otimização de sistemas dinâmicos possam 
ser resolvidos eficientemente com o auxílio de algoritmos genéticos. 
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Abstract 
The transient analysis of the thermal entry region in laminar forced convection heat transfer of Herschel-Bulklcy 
fluids, within both circular and parallel-plates ducts. is analytically studied through the so-callcd Gcncralized 
Integral Transform Technique (GITT). A prescribed constam uniform wall temperature is considcred for the 
boundary condition. Benchmark results for the local Nusselt numbers in regions very close to the duct inlct are 
establishcd. for various rheological behavior parameters, such as power-law exponents and yield numbers, which 
are then confronted with the previous results in the recent literature . 

Keywords 
Generalized Integral Transform Technique, Transient internal forced convection, Herschel-Bulklcy fluids, 
Parallel-plates channel and circular tube. 

1. INTRODUCTION 

The non-newtonian behavior of certain materiais occur in severa) industrial applications, 
namely polymer extrusion, mixing and agitation of oils, greases, cosmetics, toothpastes and 
drilling muds. Generally, these processes are non-isothermal and the knowledge of the 
temperature distributions are of great importance in the design of thermal equipments. 

ln a previous work, Quaresma and Macêdo (I 997) have pointed out that in the petroleum 
industry during the drilling operation, the drilling muds are of a fundamental importance to 
provide a good operation and well cementing. These drilling muds follow a non-newtonian 
behavior based on the Herschei-Bulkley model, and their rheological properties are sensitive with 
the temperature. ln this form, the complete temperature distributions in such tluids are necessary 
to determine the control of these properties during the drilling operation. 

On the other hand, the transient analysis of heat transfer convection inside ducts is important 
in engineering applications related to the precise contrai of heat exchangers devices. 

Thus the present paper aims to develop an approximate analytical solution for the transient 
heat transfer convection, within circular and parallel-plates ducts of Herschel-Bulkley tluids by 
combining the generalized integral transform and classical Laplace transformation techniques 
(Cotta and Õzisik, 1986; Cotta et ai., 1986; Kim and Õzisik, I 987; Cotta, 1993). 
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2. ANALYSIS 

We consider transient forced convection in therrnally developing, hydrodynamically 
developed laminar flow in simple geometries such as a parallel-plates channel or a circular tube . 
Viscous dissipation, free convection, and axial conduction effects are neglected, and physical 
properties are taken constant. Here, we consider, for simplicity, the problem involving a step 
change in wall temperature for flow inside a parallel-plates channel or a circular tube. but more 
general problems can be studied with the present approach. The mathematical forrnulation in the 
dimensionless forrn is given by: 

o0(R,Z, t) + W R) o0(R,Z, r)= _l _ _?_[R p o0(R,Z, t)] 
ot ( oZ R P oR àR ' 

in O<R<l, Z>O, r>O 

0(R, Z,O) = 1, Z2:0, O:S:R:S: I 

0(R,O, r)= 1, r>O, O:S:R:S: 1 

c0(R,Z.t)l =O 

cR R=O 
0(1, Z, t) =O, t>O,Z>O 

where the various dimensionless groups are defined as 

R=-r. Z=__!!!__. U(R)= u(r) . W(R)= U(R) . 0(R z )= T(r,z,t)-Tw. =~ 
' 2 ' ' 4-1 ' ' '1' 't ') 

rw umDh Um 2 -P To- Tw r~ 

and Dh is the hydraulic diameter defined as 

The exponent p denotes the channel geometry and is written as 

{
0, for para! lei- plates channel 

p= 
I, for circular tube 

( l.a) 

( l.b) 

(I. c) 

( I.d,e) 

(2.a- f) 

(3) 

(4.a.b) 

ln the present analysis U(R) is the dimensionless velocity profile for a Herschel-Bulkley t1uid 
and is gi ven by (Quaresma and Macêdo, 1997): 

(n+l) 

n(p + 1) _I_[ f Re -v] ~ for R:::;; Ro 
2(n+1)fRe (p + 1)2l-p · ' 

U(R)= 

~ ~ ~} 
n(p+l) I [ fRe -YJ n -[ RfRe -YJ n .forR>Ro 
2(n+l) fRe (p+1)2 1-P (p+l)2l-p ' -

(5 .a.b) 

The additional groups employed in equations above are: R0 (dimensionless radius of the 

plug-flow region); Y (yield number); Re (Reynolds number) and f (Fanning friction factor). Such 
definitions are given below: 

R o = !Q._; y =~r Oh y ; Re = p u~-n og ; f = (- dP l~ 
rw K um ) K dz 2pu~ 

(6.a-d) 
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The Fanning friction factor and the dimensionless radius of the plug-flow region are 
functions of the Reynolds and yield numbers. ln reference (Quaresma and Macêdo, I997) are 
shown some results for the product f Re, not listed here due space limitation. 

The problem defined by eqs. (I) can be solved by the combination of the generalized integral 
transform and the classicai Laplace transformation techniques (Cotta and Õzisik, 1986; Cotta, 
1993). Therefore, for convenience in the analysis, we separate the contribution of the pure 
conduction region by splitting-up the problem ( 1) into two parts as: 

E>(R, Z, T) = <l>(R, Z, T) + E>c(R, T) (7) 

Now, introducing the eq. (7) in eqs. ( 1 ), results the following problems for E> c( R, T) and 

<l>(R, Z,T) : 

- Heat Conduction problem for 0 c (R, T) : 

c0c(R,T) =-~-~[RP c0c(R,T)] 
éh RP cR oR ' 

m O<R<l , •>O (8.a) 

E>c(R,O) = 1, OSRS l (8.b) 

OE>c(R, 1')1 =O 

oR R=O 
E>c(l, T) =O, T>O (8.c,d) 

with its solution readily obtained as : 

X I * ') 
E>c(R, T)= I-* FmXm(R)exp(-ym-1') 

m=INm 
(9.a) 

where, 

F* =- I dXm(R)I 
m Y m 2 dR R=l ; 

*-J' p2 Nm -
0 

R Xm(R)dR (9 .b,c) 

The eigenfunctions Xm(R) are the solutions to the following eigenvalue problem: 

.i_ [R P dX m (R)] + y m 2 R r X m (R) = O ' 
dR dR 

in O< R< I (I O.a) 

dxm<R)j = o 
dR R=O 

Xm(l)=O (lO.b,c) 

The solution of eigenvalue problem above is given by: 

Xm (R)= Cos(y m R)} Xm (R)= Jo(YmR)} 
for p = O · for p = I 

Ym =(2m-l)n / 2 ' ' Jo(Ym)=O ' 
(ll.a,b) 

- Convection problem for <D( R, Z, T) 

' ' +W(R) =-- · ' ' c<D(R z r) c<D(R,Z, T) 1 à [RP c<D(R,Z, r)] I·n O<R<1 Z>O T>O 
ar az RP aR aR 

( 12.a) 

<D(R,Z,O)=O , Z~O,OSRSI (12.b) 

3 
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<I>(R,O, -r)= 1-Gc(R, r), -r>O,O$R$l (l2.c) 

o<I>(R, z, -r )I = 0 . 
oR R=O ' 

<l>(l,Z, r)= O, r>O,Z>O (12.d,e) 

To solve the convection problem defined by equations ( 12), the Laplace transform with 
respect to -r variable is taking. Thus, the problem becomes: 

in O<R<1, Z>O (13 .a) 

<I>L(R,O) = .!_- ez(R), 
s 

( 13.b) 

aR =0 L <I> (l,Z) =O, Z>O (13.c,d) 

R=O 

where ez(R) is the Laplace transformation ofthe function Gc(R, -r) in the fonn: 

( 13.e) 

The exact solution of the problem above, although a straightforward matter in the formal 
sense, would introduce an s-dependent eigenvalue problem of undesirable computational 
complexity. Therefore, to solve the problem through the GITT approach we consider the 
following s-independent eigenvalue problem: 

( 14.a) 

d'Pi (R)' =O 
dR R=O 

( 14.b,c) 

The solution of the eigenvalue problem above can be obtained by two approaches, namely 
Sign-Count method (Mikhailov and Vulchanov, 1983; Mikhailov and 6zisik, 1984) or GITT itself 
(Cotta, 1993; Mikhailov and Cotta, 1994). Here, for instance, we have used both, and the results 
were in excellent agreement, but also not listed here due space limitations. Therefore, the 
eigenvalue problem (14) allows to define the following integral transform pairas: 

<t>hZ)= f ~RPW(R)'Pi(R)<I>L(R , Z)dR; 
(transfonn) 

<I>L(R,Z) = :t-1 
'Pi (R)<I>hZ) 

i=l Ni 

(inversion) 

(15 .a,b) 

Then taking the integral transformation of the problem ( 13 ), these equations are operated 

with the operator J 1RPW(R)'Pi(R)dR to yield: 
o 

( 16.a) 
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<t>hO)= f ~RPW(R)[!- f ~ F~Xm(~)l'Pi(R)JR 
s m=INm S+Ym 

(16.b) 

The integrais in equations (16) are performed to fumish the following infinite system of 

equations for the transformed potential <t>iL: 

-L oc -L 
d<t>i (Z) + 0i2<t>hZ) + siAij<t>j (Z)=O, 

dZ j=l 
Z>O 

-L -L 
<l>i (O)= Fi (O), 

where 

1 fI A ··=- RP'Jl·(R)'P·(R)JR · 
IJ N. o I J ' 

J 

oc Fmi 
1 "" ') ' FL(O)=-Fi- L. (s+ym-) 

1 s m=l 

* 
- Fm fI P Fmi- -* R W(R)xpi(R)Xm(R)JR 

N o m 

i= 1' 2, 3 .. . 

Ni == f ~RPW(R)'Pi2 (R)JR 

Fi= f ~RPW(R)'Pi(R)JR = __ I_d'Pi(l) 
pi2 dR 

( 17.a) 

( 17 .b) 

(l7.c,d) 

(17.e,f) 

(l7.g) 

The above infinite system of equations is exact, but an explicit solution is unlikely to be 
obtained, despite the fact it has a constant coefficients matrix. Analytical approximations can be 
established by retaining a finite number ofterms in the surrunation in eq. ( 17.a) (Cotta and Õzisik, 
1986; Cotta, 1993). 

An approximate solution can be obtained by considering only the diagonal elements of the 
coefficients matrix, since they are sufficiently dominant over the non-diagonal elements. 
Therefore , the so-called lowest order solution (L.O.S.) is obtained by retaining only one term in 
the surrunation, namely, by letting j = i in equation ( 17.a). Thus, the system of equations ( 17) 
reduces to 

-L -L 
d<t>i (Z) (n. 2 + sA . )<1> (Z) =O, -"----- + f-'i 11 I 

dZ 
Z>O ( 18.a) 

-L -L 
<Pi (0) = Fi (O), i= 1' 2, 3 .. . ( 18 .b) 

Now the system decoupled of ordinary differential equations above is solved and the 
inversion formula ( 15.a) is employed to construct the lowest order solution as 

ex; [ 'Y) F l ~ ] L 1 Fi mi 2 
<l> t (R,Z)= LN.'Pi(R) -;--L 2 exp-(pi +sAii)Z 

i=l 1 m=l (s+ym) 
( 19.a) 

The Laplace inversion of the equation (l9.a) is taken, then the solution for <t> 1(R,Z, r) 

becomes 

00

1 2 { oo r 2 ]~ 
<t>e(R,Z, T)= ~~'Pi(R)exp(-~i Z)U(r-AiiZ) Fi- Z~{miexPl-Ym (T-AiiZ)~ ( l9.b) 
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where 

l fI 2 A··=- RPtf!(R)dR· 
11 N· o I ' 

I 

(l9.c-e) 

The finallowest order solution E> e(R,Z,1) can be written by combining the solution for heat 

conduction problem <l>c(R, 1), eq. (9.a) with the lowest order solution for the convection problem 

<P e(R, Z, 1), eq. (l9.b ), to yield: 

0 /(R,Z, 1) =I~ tf'JR)exp(- Pi 2Z)U(1- Aiiz){Fi- IFmi exp[- Ym 2(1- AiiZ) )l + 
1=1 1 m=l ~ (20) 

The quantities ofpractical interest such as the average.flow temperature, dimensionless wall 
heat flux and local Nusselt number as functions of Z and 1 are obtained by using this approximate 
analytical solution above. Therefore the average flow temperature is defined as 

(21.a) 

then, substituting the eq.(20) into equation (2l.a) results 

(2l.b) 

where 

(2l.c) 

and the dimensionless wall heat flux is determined as: 

(22) 

The local Nusselt number is given by: 

C0(R,Z, 1)1 
Nu(Z, 1) = h(z, t)Dh = 22-p àR R= I 

k 0(l,Z,1)-0
3
v(Z,1) 

(23) 

h h d 
. . 80(R,Z, 1) 

w ere t e envatlve --'--'-~ 
éiR 

and 8
3
v(Z,1)are obtained from the solution (20) and given by 

R= l 

eqs. (21.b) and (22) respectively. 

6 

I' 
I' 

' 

li 



I (: 
i ' 
! 'l 

· ~ 

' ~I 

TRANSIENT LAMINAR FORCED CONVECTION HEAT TRANSFER . .. 

3 - RESULTS AND DISCUSSION 

The Sign-Count method and GITT itself are used to solve eigenvalue problem ( 14) and to 
determine automatically and accurately as many eigenvalues, eígenfunctíons and norms as 

needed, as well as other related quantítíes such as Aii 's and Fmi 's. Then, the local Nusselt number 
is computed from the equatíon (23) for parallel-plates channel and circular tube having uniform 
wall temperature, by considering the values of the power law índex n = 0.5, 1 and 1.5 and yield 
number Y = O, I and 20. The case n = 1 and Y = O is particularly chosen in order to allow for 
comparisons with the results for newtonian fluids available in the literature. ln the case of 
Herschel-Bulkley fluid, results are presented for Nu(Z, r). 

ln Table 1 results are presented for the 
dimensionless wall heat flux for a parallel-plates 
channel for the conductíon regíon at different 
instants of time. Agaín the agreement between 
the present analytic results (for Y =O and n = 1) 
and analytical ( Cotta and ózisík, 1986) and 
numerical (Siegel, 1960; Siegel and Sparrow, 
1959) solutions is excellent. 

Figure 1 shows the local Nusselt number in 
thermal entry region for a parallel-plates 
channel and circular tube ( l .a,b, respectively), 
plotted against Z for different times, for n = I 
and Y = O. ln both of these figures for early 
times, the intennediate region branches off the 
steady- state solution at axial positions out of 
the range of the present graphs . ln these 
figures as comparison for I 0-4:::; Z:::; I o· 1 in 
parallel-plates channel (r = 0.0 I, 0.03, 0.05, 0.1 
and Steady State) and circular tube (r = 0.003, 
0.005, 0.0 I, 0.03 and Steady State) 
demonstrate excellent agreement with Cotta 
and ózisik ( 1986). 

Finally, in Figures 2 - 5, we present the 
local Nusselt numbers, Nu(Z,r), for both 
geometries, plotted agaínst Z in the range 
I 0-4 5 Z 5 10- 1 for different dimensionless 
times, for the values of power law index n = 
0.5 and 1.5 and yield number Y = I and 20. 
From these figures is observed that the Nusselt 
number decrease for an íncreasing 
dimensionless time, for both geometries here 
adopted. It can be noticed that for the range of 
axial positíon here studíed a truncation order 
(N• 140) was required for a fui! convergence 
in a graph scale. 
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Table 1: Dimensíonless Wall Heat Flux in 
the "Conductíon Region'' for 
Parallei-Piates Channel for Y = O and 
n = I 

-Q 
Cotta 
and Siegel and. 

Ózisik Siegel Sparrow 
't Exact* (1986) (1960) (1959) 

0.005 7.979 7.979 8.536 7.500 
0.01 5.642 5.642 6.019 5.303 
0.03 3.25 7 3.257 3.440 3.062 
0.05 2.523 2.523 2.638 2.3 72 
0.10 1.784 /. 784 1.813 1.677 
* Prcsent W ork 

~ 

N 

= z 

28 ,---~T;rrMTn---r-ro,.Tn.-~~rTTTnn 

l4 

20 

I b 

12 

.12 

28 

lJ 

20 

I b 

12 

I.OF. - ~ 

Circulln Ducr 
\' =O n = I 

roua ond Ozislk (198bl 
T = 0.003 

.:r :, o , ~l!2 . 

T. 0.0 I 

T • 0.03 

Parallei-PIIfts fh•nnel 
Y•O n • l 

( ) Colla and Ozislk (1986 1 
t c 0.0 I 

~ .· .0.03 

T • Ü .0 5 

T • 0 .1 

I.OF. -3 Z 1.0 t:-2 1.0[-1 

Fit:urr 1: f ompiTisOn orthe loul Nusstll number Mil h liltrlfure 
resulu; (a): Thrrm1l entr~· rtj!ion for a paralltl-plal u 
channel; (b): Thtrm•l tnrry rt~lon ror I circular ducl. 
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Abstract 
This work deals with the study of heat transfer by natural convection, two-dimensional , laminar in annular cavity 
between two concentric vertical cylinders with the inner wall maintained at a higher temperature than the outer 
wall. The top and bottom wall are insulated. The finite element method is used for thc solution of thc 
conservation equations, in order to find the local and average Nusselt number together with thc distributions of 
the stream function \j.l , dimensionless temperature 8 and vorticity w, as function of the thermal and geometrical 
parameters. Numerical results are obtained for Rayleigh numbers range from 104 to 105

, radius ratios from 2 to 
10, and aspect ratios from I to 5. Prandt number is kept constant at 0.7 in this study. 
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Natural Convection, Vertical Concentric Cylinder. Finite Element Analysis. Nusselt Number. 
Convecção Natural , Cilindros Verticais Concêntricos. Método de Elementos Finitos, Número de Nusselt. 

1. INTRODUÇÃO 

A convecção natural em espaço anular vertical tem sido estudada tanto 
experimentalmente como numericamente por diversos pesquisadores. Vahl Davis e Thomas 
(1969) foram os primeiros a estudarem numericamente de forma extensiva a convecção 
natural em espaço anular de dois cilindros verticais, um aquecido e outro resfriado 
isotermicamente. Thomas e Yahl Davis (1970) estenderam o estudo usando a técnica 
numérica de diferenças finitas para resolver as equações que governam o fenômeno, usando 
uma ampla faixa de parâmetros. Foram analisadas as seguintes faixas: 

Ra ~ 2 x 1 05 
, 0,5 < Pr < I 04 

, I ~ A ~ 3 3 e I ~ K ~ I O , 

onde: Ra representa o número de Rayleigh; Pr é o número de Prandtl; e conforme a figura 2 
define-se A=H/D como a razão de aspecto; K=re/ri é a razão de raios e D=re-ri é a dimensão 
característica. 

Thomas e Yahl Davis (1970) obtiveram a seguinte equação de correlação: 

1 
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Nu= 0,286 Rao.2s8 Pro.oo6 A -o.m Ko.442 (1) 

Seus resultados indicaram que os campos de temperatura e velocidade, e 
consequentemente as taxas de transferência de calor, não são somente funções do número de 
Rayleigh e razão de aspecto, mas dependem fortemente da razão de raios. A dependência do 
número de Prandtl, apresentou-se, de certo modo, muito fraca. 

Pepper e Harris ( 1977) realizaram simulações numéricas de convecção natural em espaço 
anular de cilindros verticais aplicando o esquema SIP (Strongly Implicit Procedure). A parede 
vertical do cilindro interno é mantida na temperatura adimensional igual a 1 e a temperatura 
da parede vertical do cilindro externo é mantida igual a zero. As paredes horizontais são 
mantidas isoladas. O número de Prandtl foi mantido constante igual a 1. A razão de aspecto 
variou de 1 a 15, o número de Rayleigh de 104 a 105 e uma razão de raios de 1 a 3. Foi 
utilizado uma malha de 17x49 para a solução do método numérico. Os resultados obtidos 
apresentaram boa concordância com os resultados de Thomas e Vahl Davis ( 1970). 

Prasad e Kulacki ( 1985) desenvolveram trabalhos experimentais, usando água, heptano e 
etileno glicol, nos quais mostram o efeito da razão de aspecto. Suas experiências foram 

conduzidas para 8x1 06 < Ra < 3x1 010
, K =5,338 , razão de aspecto A= 0,5; 1 e I ,5 , e o 

número de Prandtl na faixa de 4 < Pr < 196. Foi notado que o número de Nusselt Nu aumenta 
com a razão de raios. O efeito do número de Prandtl apresenta pouca influência. No regime 
laminar, o número de Nusselt Nu possui fraca dependência da razão de aspecto quando o 
número de Nusselt Nu e o número de Rayleigh são considerados em termos da altura anular 
H. A turbulência é iniciada quando o número de Grashof local é Gr x ;: 4x 1 09

. A equação de 
correlação de Thomas e Vahl Davis (1970) serviu para verificação dos resultados obtidos nas 
experiências realizadas por Prasad e Kulacki ( 1985). 

Kalam e Kumar ( 1987) obtiveram resultados numéricos de várias combinações de razão 
de raios K e razão de aspecto A para o estudo de convecção natural no espaço anular de 
cilindros verticais. Verificaram que os números de Nusselt obtidos apresentaram boa 
concordância com aqueles apresentados na equação de correlação de Thomas e Vahl Davis 
( 1970) para alguns casos específicos. 

Kumar e Kalam ( 1991) realizaram investigações numéricas de convecção natural no 
espaço anular de cilindros verticais com a parede do cilindro interno mantida a uma 
temperatura superior à parede do cilindro externo. As paredes inferior e superior são mantidas 
isoladas. O método numérico utilizado foi baseado nos métodos de falso transiente e 
ADI (Alternating Direction Implicit). Os resultados foram obtidos para as set,ruintes faixas: 

I O :::; Ra :::; I 06
, I ~ K ~ 15 e 0,3 :::; A ~ I O. O trabalho apresenta boa concordância em seus 

resultados comparados com a equação de correlação de Thomas e Vahl Davis ( 1970) e 
resultados experimentais de Prasad e Kulacki ( I985). 

No presente trabalho estuda-se a convecção natural no espaço anular de dois cilindros 
concêntricos verticais, conforme mostram as figuras 1 e 2, sendo que a superfície do cilindro 
interno encontra-se com uma temperatura quente T h e a superfície do cilindro externo numa 
temperatura fria Te , e as outras superfícies horizontais são mantidas isoladas termicamente. 
São apresentadas as distribuições da função corrente e da temperatura adimensional bem 
como os números de Nusselt local e médio para o regime permanente e não permanente em 
função dos diversos parâmetros geométricos e térmicos. Os resultados numéricos utilizando o 

método de elementos finitos foram obtidos para as seguintes faixas: 104 ~ Ra ~ 105
; 

1:::; A~ 1 O; 2:::; K:::; 1 O e Pr = 0,7. 

2 
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2. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

Para a formulação das equações de conservação em coordenadas cilíndricas, considera-se 
o escoamento sendo bidimensional, laminar e incompressível, em regime não permanente, as 
propriedades do fluido constantes, exceto a densidade nos termos de empuxo que segue a 

X 

H 

Figura 1 - Forma tridimensional dos cilindros 
concêntricos verticais. 

X 

SJ 

[) 

SI H s~ 

Th = etc n T, = cte 

S-' 

~re .. 1 

Figura 2 - Espaço anular e as condições 
de contorno. 

relação de Boussinesq, a função dissipação viscosa e os efeitos de compressibilidade são 
desprezados, e não possui geração interna de calor. 

Com a finalidade de generalizar a análise teórica as equações de conservação são 
adimensionalizadas em função da largura anular D como sendo a dimensão característica do 
problema. Para isto são definidos os seguintes parâmetros adimensionais: 

R= _E_ 
o 

O
, • -p 

P=--, , 
p v-

o 
U=-U, 

v 

o 
V=-V, 

v 

Gr = g~(T11 -, To)0
3 

' 

v-

v 
Pr =­

a 
(2) 

Onde To é a temperatura de referência, definida como sendo a média da temperatura na 
superfície quente T h e na superfície fria Te . . 

As definições de função corrente \lf e vorticidade w são dadas respectivamente pelas 
seguintes relações: 

u = _!___ 0\lf 
R oR' 

ov ou 
W=---. 

ox oR 

v = - _!___ 0\lf 
R ox' 

(3) 

(4) 

Portanto, através das definições dadas pelas equações (2), (3) e (4) as equações de 
conservação são adimensionalizadas e rearranjadas numa única forma final, conforme segue: 
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. 1 [ a ( 8\v )] a\v 1-) --R- +-+Q =0 
R aR aR ax2 

ljl ' 

ii-) _1 _!_[~(R a9 )] + _1 a
2

9 + Q = a9 
Pr R aR aR Pr aX2 8 ar ' 

. . . ) 1 [ a (R aro )] a
2 
ro Q _ aro lll- -- - +-+ --

R aR aR ax2 
ú) ar ' 

onde: 
28\j/ 

Q =roR---
Ijl R aR ' 

I ( a\jl 89 8\j/ 89 ) 
Qe = R ax aR - aR ax 

Q = _!__( a\jl aro _ a\jl aro)_~( a\1' + 1) _ Gr. a9 . 
ú) R ax aR aR ax R 2 ax · aR 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 1 0) 

As equações (5), (6) e (7) juntas formam um sistema de equações diferenciais parciais 
nào lineares e acopladas em termos da função corrente \jf, temperatura adimensional 9 e 
vorticidade ro e, encontram-se sujeitas às seguintes condições iniciais e contorno: 

Condições iniciais, para T = O: 

\jl=9=ro=0 (em Q). 

Condições de contorno, para T > O : 
9 = 1 (em S 1 ), 

9 = -1 ( em s2 ), 
as 

q = - = o ( em s3 ), 
8n 

\jl w = o ( em SI + s2 + s3 ), 
a\jl 
an = o ( em SI + s2 + s3 ), 

2 \jl o 

ro . =- s::2R 
" u w 

( em SI + s2 + s3 ), 

( I I ) 

( 12) 

(13) 

( 14) 

(15) 

( 16) 

( 17) 

onde Q representa o domínio computacional, S1 é a superficie isotérmica quente, S2 é a 
superficie isotérmica fria, S3 representa a superficie isolada termicamente, \l'o é o valor da 
função corrente num ponto situado a uma pequena distância 8 do contorno. 

3. MÉTODO OE SOLUÇÃO 

O método numérico utilizado para resolver o sistema de equações (5) a (7), juntamente 
com as condições iniciais e de contorno (li) a ( 17) foi o método de elementos finitos usando 
elementos triangulares. Detalhes da solução numérica mostrando a seqüência utilizada para 
resolver as equações (5) a (7) são apresentados por Assato (1997) . Após obter as distribuições 
de temperatura, o número de Nusselt local NuL e médio Nu podem ser calculados para cada 
instante de tempo pelas seguintes equações: 
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I 
Nui = -JNuL I dSi. s. s 

I I S; 

4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

( com i = 1 ou 2 ) ( 18) 

( com i = 1 ou 2 ) ( 19) 

As tabelas 1 e 2 mostram comparações de resultados do presente trabalho, levando em 
consideração o número de Nusselt médio na superfície quente NuH, com os publicados na 
literatura. No geral, nota-se uma boa concordância dos resultados, com desvios menores que 
5%, validando o método numérico e o programa computacional desenvolvido. 

As figuras 3 e 4 mostram o número de Nusselt médio e local na superfície quente e na 
superfície fria para número de Rayleigh 104 e 105 com razão de raios K = 2. A figura 3, para 
A= 1, mostra que o número de Nusselt local na superfície quente diminui a medida que 
aumenta-se a coordenada X, enquanto que para a superfície fria ocorre o contrário. O mesmo 
comportamento pode-se notar na figura 4 com A=5 . As linhas horizontais representam o 
número de Nusselt médio. As figuras 5 e 6 mostram os números de Nusselt médios na 
superfície quente NuH e na superfície fria Nuc , em função do tempo adimensional. Nessas 
figuras pode-se notar uma grande variação dos valores do NuH e Nuc nos instantes iniciais, 
tendendo a um comportamento de regime permanente nos instantes finais. São analisados 
para números de Rayleigh Ra = 104 e I 05 e razão de raios K = 2. As figuras 7 e 8 mostram o 
número de Nusselt médio na superfície quente NuH versus o número de Rayleigh. Pode-se 
notar que tanto para A = I como para A = 5 o NuH cresce com o aumento do número de 
Rayleigh. 

Tabela 1 - Comparação de resultados com a literatura; Pr = 1 ,O ; A= 1 ,O ; K = 2,0. 

R a 
Referência Parâmetros 1 o• 2x I o• 3x I 04 4x 104 5x I o• 8x lO" lO' 
Presente Nuu 2,862 3,479 3,876 4,173 4,413 4,957 5,237 
trabalho 
Per per & NuH 2.8 3,4 3J~ 4,0 4,3 5,0 5.3 
Harris 
Desvio [%) -2,2 I -2,32 -2,00 -4,32 -2,63 0,86 1, 19 

Thomas & Nuu 2,799 3,343 3,709 3,992 4,227 4,767 5,047 
Valh Davis 
Desvio [%] -2.25 -4,07 -4 .50 -4 .5 3 -4,40 -3,99 -3.76 

Tabela 2- Comparação de resultados com a literatura; Pr = 0,7. 

Ra = 104 Ra =lO-" 
Referência A= I A= 5 A= lO A= I A= 5 A= lO 

K=2 K=5 K= ]() K=2 K=2 K=5 K = 10 K=2 
Presente 3,901 5,399 6,898 3,428 2,870 7,853 10,029 I 1,773 6,152 5,238 
Trabalho 
Kumar & 4,1 5,4 7,1 3,4 2,8 7,9 10,0 12,2 6,1 5,3 
Kalam 
Desvio[%) 4,85 0,018 2,84 -0.82 -2.50 0,59 -0,29 3,50 -0,85 1, 17 

5 
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Figura 3 - Número de Nusselt local e médio na 

superfície quente e fria, A =1 , K =2 , Pr =0,7. 
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e \jl e 

Figura 9- Distribuições de \jl e e para A=1 ; Pr =0,7; K =2; Ra =1 Os; Ô\jl =2 e ôe =0,2 

(a) L =0,02; (b) L =0, 1 0; (C) L =0,25. 

Figura 1 O- Distribuições de \jl e e para A=5 ; Pr =0,7; K =2; Ra =1 Os; Ô\jl =4 e ôe =0,2 

(a) L =0,02; (b) L =0, 1 0; (c) L =0,25. 

As figuras 9 e 1 O mostram as distribuições da função corrente \jl e da temperatura 
adimensional e no regime não permanente para A =1 e 5, respectivamente. Pode-se visualizar 
a mudança no escoamento bem como a distribuição de temperatura para os tempos L =0,02 ; 

L =0, 10 e L =0,25, considerando Ra =105
. 

A figura 11 mostra as distribuições · da \jl e e no regime permanente para A = 1 e 5, 
considerando Ra = 1 04 e 1 05

. 

Nas figuras 1 O e 11 podem ser observadas situações onde o escoamento tem uma ou mais 
células convectivas. 

5. CONCLUSÕES 

Observa-se que, no regime permanente, os números de Nusselt médio na superficie 
quente NuH são sempre maiores que os números de Nusselt médio na superficie fria Nuc, 
atingindo valores mais altos à medida que aumenta-se a razão de raios K. O regime 
permanente é atingido, em geral, para tempos adimensionais maiores que L =0,80. Os 
escoamentos mais complexos ocorrem, em geral, para as situações de maiores razões de 
aspecto e número de Rayleigh mais altos. 
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Abstract 

As a result of t. he rapidly growing field of microsystem technology numerous laboratory specimens of mi­

cro devices have been developed, mainly at universities and research institutes. However, many problems 

sti ll exist in order to close the gap between these protot.ypes and t.heir industrial mass production. The 

combination of available design nwthods and advanced testing setups is one of the reasons. An esst>ntial 

step prior to introduction into the market seems to be high speed framing photomicrography for testing 

of dynamic phenomena in microactuators. The cinematographic image sequences allow the extraction of 

position. velocity, and acceleration of moving parts in micro devices. The measured data can be usecl 

for identifying material parameters of a dynamic moclel of the microactuator under invest igation. This 

experimental methocl in combination with model analysis is clemonstrated for the highly dynamic behav­

ior of a microturbine. The rotat. ion and slicling of a microtubine is an extremely fast non-reproducible 

process considering that. the t.urbine runs with approximately 200 000 revolutions per minute. Therefore, 

the demands on the visualizat.ion Pquipment are very high . The setup for testing consists of a high speed 

camera , a powerfullight source , anda suit.able microscope. The extraction of information from kinemat ic 

data allows the es timation of parameters in a dynamic model of the microturbine. This leads to thP irn­

provement of the design and , consequently, to the improvement of quality and life time of the micro df'vice. 

Keywords 

Microturbine, high speed photomicrography, microscopy, dynamic model , parameter estimation. 

1. INTRODUCTION 

For periodic stationary or reproducible transient processes the stroboscopic principie 
is applied to generate a cinernatographic irnage sequence of a very fast dynarnic process. 
This visualization technique is IJ.Sed world wide to characterize the behavior of thermal 
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ink jet printers (Fong Ho and l(eefe, 199.5 ), (Beurer et ai. , I994), (O 'Horo et ai., 199.5). 
Its application to dynamic phenomena in micro devices fa.ils if the process is cha.otic 
stationary or non-reproducible transient. ln these cases real high speed cinematography 
must be applied to disintegrate the dynamic behavior (Rembe et al., 1996) . 

For the investiga.tion of dynamics in micro devices optical magnificat ion is necessary 
because the dimensions of microsystems are very small. Therefore, velocitif's of parts 
of such micro devices seem to be extremely fast anel time constants are very small. To 
cope with these physica.l dem ands we have coupled a. commercia.l high speed ca mera. which 
a.llows 100 million frames per second to a standard microscope. The combination of a pmY­
erfullight source, a professiona.l microscope, anel a high performance high speed camera. 
gives an integrated configuration that can record dynamic sequences of events occuring at 
the microscopic levei (l\1cEntee, 1997). Kinematic position data can be ext.ra.cted from the 
visualized image sequences anel the identificat ion ofthe parameters of a. dynamic model 
leads to material properties of the device. T his procedure has been desc ribed, first, for 
a. mi crorela.i s (Hofer d al., 1997) anel for a microfabrica.ted electric motor (Tavro\.v ff a! .. 
1992). 

2. EXPERIMENTALSETUP 

To anal yze highly dynamic processes in micro clevices we have combinecl an intense 
light source, the ultra high speed camera Im acon 468 from Hadland Photonics , a.nd t.h e 
Carl Zeiss microscope Axioplan to a high performance microactuator teststand. To be 
certa in that the setu p ensures sufficient illumination for very short exposure times a pulsed 
light source whi ch produces a very high constant intensity (a.pprox. 50 Mcd) ovf' r t.he time 
window of vi sualization (110 fLS F\VHl\1) has been developecl (lúehl d ai., 1996). Thi s 
has been achievecl wi t h a cyl indrical xenon flashlamp t hat fi ts in sicle the lamphousing of 
t he sta ndard microscope. Thi s arrangernent guarant.ees that the input. of t lw flash light to 
the bearn path of the mi croscope is optimal. The back rnirror of the lamphousing im ages 
the flashtube at itself to get also t he reflected light for illumin ation. For longer and slower 
processes like the a.cceleration pha.se of t he microturbinf' a commercial permanent light 
source is used (Xenon High Pressure Lamp XBO 7!) W. Carl Zeiss J ena. Gmbll). 

T he microscope images 1 he obj ec t magnified on a fibre opti c plate in tlw high speed 
cam era. Therefore. the beampath in the microscope an el the bearnpa1h in the camera are 
decoupled. Inside the camera , relay opti cs channel tlw light onto a special heamsplittf'r 
- an eight-sicled mirror pyramid - from where it passes to at most eight intensified eco 
units arranged in a c i rele around the beamsplitter. l\1icro channel plate ( l\"lCP) amplifiers 
are rnounted in front of the CCO uni ts. T hes{' gated irna.ge intensifiers a.ct as high speed 
shut ters to determine the ultra short camera exposure time of 10 ns . Our set up includes 
six channels so that we can shoot a max imum of six frames of one single process. The 
spat ial resolution of the setup is limited by the resolution of cliffraction a.nd the pixel size 
of the l\l CP sensors anel results in d = .5.50 nm. A. clispla.cement of each sensor anel a.n 
individual optical axis introcluce anomalies in the image sequence which are corrected by 
digital image processing. 

Fig. 1 shows the principie of the setup. The combination of ca.mera a.nd microscope 
can generate high contrast images (2 .56 grey leveis ) with exposure times a.s sltort as 10 ns 
anel magnification of up to 500. The setup can record a sequence of six images at fre­
quencies as high as 100 rnillion fra.mes per second. 
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Figure 1: Schematic of the experimental setup. 

3. VISUALIZATION OF MICROTURBINE KINEMATICS 

The microturbine developed at the lnstitute of Microstructure Technology in 1\arls­
ruhe (Himmelhaus. 1992) is being driven by nitrogen ga.s at an absolute pressure of 5 bar. 
The pressure drop at the microturbine itself is in the magnitude of millibars. The flow 
of the gas is triggered hy a relay in order to synchronize the motion of the microturbine 
anel the recording. 

Fig. 2a shmvs the first anel the last images of the startup of the microturbin<" which 
werP recorded wit.h an interframe time of .100 fiS anel a.n exposure time of 50 ps . To identify 
the dynamics of the startup of the microturhine the posit.ions of the contact point. anel a 
reference point on the rotor were measured. \Vith these points it is possible to dekrmine 
the angles ..p anel rjJ (see Fig. 2b) that qefine the position of the microturhine where c..p 

denotes the angle of the point where the rotor contacts the shaft anel </>denotes the angu lar 
position of the rotor. 

The plots in Fig. :3 show the extracted kinematic data c..p( t) anel </>( t) of the startup; 
..p( t) remains constant whereas <f>(t) shows quadratic dependence versus time t. 

Fig. 4 shows the rotatory motion of t he microturbine for stationary conditions recordecl 
with an interframe time of 15ps anel an exposure time of 400 ns. 

V nder the assumption that rotatory motion of the turbine is a pure rolling motion 
without slicling the conclition 

( 1 ) 

holds where t.P = t./J( t) anel cjJ = ó( t) are the time derivatives of 'P anel </>, respectively. 
Using linear regression fof t he data of the stationary motion shown in the graphs for 

:3 
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Figure 2: Reakinematographic visualization .of the startup chara.cteristics (a) 
anel geometry of the microturbine (b). 
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,p(t) anel 9( t) in Fig .. S the constant angular velocities 

-Po = 1:30 000 s- 1 
, ~o= 22 :300 s- 1 

are calculated. 
The angular velocity c?o of the point where the :otor contacts the shaft is approx­

imately six times larger than the angular velocity <Po of the rotor itself. \Vith these 
experimentally measured data, the shaft radius 1' = 35 pm, anel the rotor inner radius 

R1 = 49fLI1l the ratio 

( R1 - r) -Po 
Ào = Rr Oo 

(2) 

is cakulatecl as >..0 = 1.67. For rolling without sliding this ratio should be ), = 1 accorcling 

to ( 1 ). As a consequence of the result for >..0 given in (2) follows that the rotation of the 
microturbine is not a pure rolling motion; the rotor is sliding. 
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Figure 4: Realcinematographic visua li za.tion of the stat ionary rotation. 

'P [ra.d] 

Ti 

1_ 
2" 
o 

-iT 

o 

o measured data 
o · 

o. 

o . 

~,. o 

mear regress1on 

'3 -2 7í - --.------r--~--r---- ---~- -~~---. 

o 20 40 60 80 
t [ps] 

<P [rad] 

.!.rr 
4 o measured data 
.!.rr 
8 

o 
- .!.rr 

8 

_.!.rr 
4 

3rr 
8 

o 

-.!. 7T' 
2 o 20 40 

Figurf' ;): St.a.tiona.ry rota.tion of tlw rnicroturbine. 

4. KINETICS OF THE MICROTURBINE 

GO 80 
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For t h e de r i vation of the equations of. motion Lagrange 's forrnalism is used ( Goldstein. 
1989). The La.grangia.n for the turbine is given hy 

1 ·2 ·2 1 ' 2 
L= -mturbine(.L, + y.,.) + -.Jt.urbirwO · 2 J . 2 . ( :3) 

The C'artesian coordina.tes of the centPr S of mass (see Fig. 2b) rea.d as 

1·s(t) = -(R1- r)cosç(t), ys(t) = (R1 - r)sinç(t) ( 4) 

with ç anel 9 as generalized Lagrange coordina.tes. From Eqs. (:3) anel ( 4) the Lagrangian 
follows as 

1 )2 o 2 1 ·. 2 
L = 2mturbine (RI - r ç + 2.Jturbine <P o 

(.)) 

The moment of inertia .fturbine of the microturbine under considera.t ion is given by 

.fturbine = .fcylinder + 8 · .Jb1ade (6) 
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vvith 

J . _1 h 4 4 cylmder - 2 º7í ( R2 - RI) and [
l2+b2 (' )

2

] lbtade = elbh 
12 

+ 2 + R2 (I) 

where h denotes the height of the turbine wheel. 
Since the rolling condition Eq. (1) is not satisfied the residual ds = (R1 -r) d..p- R 1 do 

results in a linear friction force F11 = -p~~ = -p [(R1 -r)<j;- R1 ~] with fL as friction 
coefficient. With ds and F11 the generalized forces become 

Q~ 
Qq, 

é!s 
F/1& -.p 

F 3s 
11 iJ<f> 

-p (Rt- r) [(Rt- r)<};- Rt~) 
pR1 ((Rt- r) <}; - Rt <i>) . 

(8) 

With externa! torques M"' and M" representing the driving power of the microturbine the 
equations of mot ion read as 

n?rurbine(Rt- r)\~ (t) 

lturbine <P( i) 

-p (Rt- r) [(Rt- r)<j;(t)- Rt ~( t)) + M~ , 

pRt [(Rt- r)<j;( t)- Rt ~(t)] + Mq; . 
(9) 

With R1 = 49 fLin. R2 = 83 pm, r = 35 p.m , l = 61 pm , b = 21 pm. h = 140 pm. anel 
Q = 8.9 · 103 kg m-3 the values m 1urbine = :3. 0 · 10-8 kg and lr.urbine = 2.5 · 10- w kg 111

2 are 
calculated. 

Combining the equations of motion (9) with the results of the kinematical studies 
it is poss ible to estimate the friction coefficient fL as well as the torques A/"' and Jfc, for 
stationary rot ation anel startup. respec tively. 

The st art up characteristics for ..p ( t) anel 1J( t) in Fig. :3 show constant behavior for 
;;( t) anel quadrai i c behav ior for o( t). This leads to the angular accelerations -?sr = O a nel 
~, 1 = :1 1:3 000 Ç 2 using regression analysi s. ln the startup phase the time evolution of 
o(l) supports the assumption pR 1 [(R1 - r)<};- R 1 ~] « M <t> . As a result t.lw torque :\!,_., 
whi ch causes t he acceleration of the rotation can be quantified as 

,l/<i> = .fturbineÓst = / .8 · 10- 11 :\m . 

:'\ote that in the startup ph ase from t lw dat a of Fig.:~ follows M"' :::::::: O. 
For the stat ionary rotation the torque A/"' is positiw' and Mcp is negative due t o 

Eq. (9). Therefore, only t.he torque A/.p performs work. At sta.tionary condit.io ns a vo lum e 
fl ow of ,:·:::::; :)0cm3 min- 1 anda pressure drop of ~p:::::::: 4.0mbar (Himnwlh a.us, 199:2) 
were nwasurecl. :\'eglecting the friction of flow during opera.tion of the microturhine from 
Bernoulli ·s equation ( DubbeL 1986) i\1'+' can l)f' estimatecl for the stationa.ry conditions as 

~pl• -14 T 

A!"" = - .-. - < 3 · 1 O N m . 
..Po 

The previously calculated values for A1q; and M'~' indi cate that the accelerating ex­
tern a! torque Mq; for st artup is approximately 103 times higher than the externa! torque 
Me; which compensates the fri ctional torque at the shaft under stationary conditions . ln 
combination with Eq. (9) and (:3) for the fric t ion coefficient follows 

fl = AI'~' 
(RI- r) [(Rt- r)<f;o- Rt ~o] < 2.95 ·10-9 kg s-I. 
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It is of interest to give an approximation for the centrifugai force Fc which acts on 
the shaft. \Vith the angular velocity of '-Po = 130 000 Ç 1 which corresponds to 20 700 
revolutions per second this force turns out to be 

Fc = 1nturbine (RI -r )f;~ = 7.1 mN . (10) 

The expression ( 10) can also be derived from Langrange 's formalism under the assumption 
of a time dependent r = r( t). 

As a result of the studies of the dynamic behavior of the microturbine important 
information ahout the accelerating torque in the startup phase, the friction coefficient 
under stationary conditions, anel the force acting on the shaft of the microturbine could 
be ext racted successfully. 

5. CONCLUSIONS AND OUTLOOK 

ln this paper the startup , the rotation, and the sliding of a microturbine have been 
visualized and a simpli:fied kinetic model of the turbine is introduced to study the dynamics 
of its sliding motion. Iúnematic data are extracted from image sequences. High speed 
cinematography is necessary to characterize the extremely fast dynamic behavior of the 
microturbine in order to allow appropriate data extraction. A new test equipment with 
an image frequ ency up to 100 million frames per second, a time resolution of 10 ns anel 
a spatial resolution of .)50 nm is presenteei . It is demonstrated that high speed framing 
photomicrography serves as a powerful tool for the analysis of micromechanical systems 
anel. especially, for identi:fication of relevant system parameters. 

Future resea.rch is directed towards studying other micro devices for a wider range of 
indust rial applications to close the gap between prototyping anel high performance mass 
production. 
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Abstract 
The Iong-term dynamics response of nonlinear geometrically rods undergoing finite bending, shearing and 
extension is considered in detail. The objective is the design of an unconditionally stable time-stepping 
algorithm which preserve fundamental constants of the motion namely the total linear and total angular 
momentums and, for the Hamiltonian case, the total energy. The variational form of the equations of motion is 
obtained through the Hamilton 's principie and its discretized spatial form is achieved by the Finite Element 
Method. The resulting problem is numerically solved by the new implicit time integration scheme in connection 
with the Newton-Raphson Method. A numerical simulation is presented in order to assess the principal features 
ofthe formulation . 

Keywords 
non-linear dynamics, large deformations, conserving algorithms, dinâmica não-linear, grandes deformações 

l. INTRODUCTION 

The design of many structural systems, like cables, spacecraft antennae, helicopter rotor 
blades, robot arms and other systems that perform complex motions, requires an accurate 
description of the dynarnical behavior. ln the above examples, the involved structures can be 
thought as one-dirnensional rods. Indeed, the. existing literature over these topics is very vast, 
see Sirno et a/ (1995), Geradin (1994), Crisfield et a! ( 1995), Yoo et a/ (1995) and references 
therein, and includes a variety of formulations from different perspectives. A central issue, from 
a numerical analysis perspective, concems the specific choice of the parametrization used in the 
mathematical description of large rotations. 

ln the present work, the dynarnics of a rod is referred directly to the inertial frame, such 
that the motion due to rigid rotations of the rod is not distinguished from that due to defor­
rnations. ln addition, the structure of inertia operador is similar to that arising from rigid body 
mechanics. The inherent nonlinear character of the problem lies in the stiffness operator. 

The principal objective of the present work is the design of an unconditionally stable 
algorithm which preserve fundamental constants ofthe motion, namely the total linear and total 
angular momentum and, for the Harniltonian case, the total energy. From a physical standpoint, 
conserved quantities are of fundamental significance and often capture irnportant qualitative 
features of the long-term dynarnics. ln addition, conserved quantities, such as the total energy, 
often lead to convenient notions of algorithmic stabilíty in the nonlínear range. 
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NONLINEAR DYNAMICS OF RODS: MOMENTUM AND ENERGY ..... 

It has been shown by severa! researchers, in the recent past, that care has to be taken with 
the use of time stepping schemes for the solution of nonlinear dynamic equations. One of the 
most commonly employed time-stepping method in structural dynamics, applied in both linear 
and nonlinear problems, is the Newmark family of algorithms ( Hughes, 1987 ), which includes 
the trapezoidal rule as a special case. ln recent years, papers have appeared focusing on the 
instability of the Newmark method in the nonlinear range. Those problems have inspired a new 
aproach based on the conservation of the fundamental quantities leading to new algorithms 
like, for instance, the one presented in Crisfield et ai ( 1995) which conserves the total energy 
for the plane problem and other which also conserves the angular momentum and deals with 3-
D situations ( Simo et a/, 1995 ). The present work has its roots in the sarne philosophy, 
resulting in a time-stepping numerical scheme which inherits from the conti- nuum problem the 
conservation of linear and angular momentum and the total energy. 

The nonlinear system of partia! diferential equations goveming the dynamic of the rods is 
cast in a variational forrnulation by using an extended forrn of the Hamilton's principie 
introduced in Bailey ( 1987). This variational forrnulation allows the use of the Finite Element 
Method for obtaining a spatial discretization of the problem. The resulting nonlinear ordinary 
differential equation is solved by the proposed implicit time integration scheme. 

Finally, a numerical example, which includes a rod undergoing large overall motions, is 
presented to illustrate that this new forrnulation achieves precision and stability in the non­
linear range. 

2. MECHANICAL MODEL 

A brief summary of the equations goveming the nonlinear dynamics of rods undergoing 
fmite extension, shear, twist and bending is presented below. Only aspects of the theory 
relevant to the subsequent algorithmic development are presented. 

2.1 Kinematics 

The geometry of the rod is described by a mapping defming the spatial position of the line 
of centroids and the orientation of a orthonormal frame associated to the cross-section 
attached to each point of the line. The basic kinematic assumption is that cross-sections 
undergo rigid body motion. Accordingly, 

X ( S, t ) = r ( S, t ) + X I dI ( S, t ) + x2 d 2 ( S, t ) 

e I 

e') 

XI. 

di 

~3 

Figure I - Geometric description of rod deforrnation. 
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where r ( S, t ) defmes the cartesian position ofthe centerline which is parametrized by S (arc­
length in the undeformed configuration ). Di(S,t)anddi(S,t) (i=1,3) are orthononnal 
vector fields called directors ( Antman, 1981 ), defined in each point of line c, which provide 
the cross-section orientation in reference and current configuration, respectively. It is also 
introduced the frame { ei } representing an inertial basis in the three-dimensional Euclidean 

space 9i3
. From (1 }, a configuration of the rod is completely described by the pair 

<P =(r,dJ EK = { <P :[O, L] x [O,t]~ 91 3x91
9

1 d i. dj = 8 ij' and <P 

satisfying an appropriated set ofboundary conditions } 

where t is a fmite time instant, necessary to analyse the movement of the rod. The strain 
components in this modelling are defined using the vector field u (S, t) obtained as 

d\ (S, t) = u(S, t) A d k (S , t) (2) 

where ( )' denotes the partia! derivative with respect to S, 1\ the ordinary vectorial.Thus, the 
following strain measures are defined 

-
uk(S, t) = uk (S, t) - U k (S,O) (3) 

where the U k are calculated through ( 2 ) applied to the directors in the reference configura­

tion. The components ~k ( k = I, 2 ) and ~3 represents, respectively, flexion and torsion strain 
-

measures. Note that the strain vector u is unaltered by superposed rigid motions and vanish at 
the reference configuration. lt is not required that the rod' s cross-section remains ortho- gonal 
to the neutral axis ( curve c }, or that neutral axis should be inextensible as well. 

Associated with the motion, the velocities and acelerations fields are introduced through 
the standard expressions 

(4) 

where ( ·) stands for the time derivative.The frrst two fields are,respectively, the translational 
velocity and the translational acceleration. The others describe the velocity and acceleration of 
the angular motion and are related to angular velocity OJ and angular acceleration a of the 
cross-section by means of 

(5) 

2.2 Local form of the momentum balance equations 

The nonlinear system of partia! differential equations goveming the motion of the rod is 
constituted by the balance of linear and angular momentum ( Antman, 1981 ), e.g: 

-
n' + n = p a 

m' +r' A n + m = Ij2 (d 1 Ad 1)+1f1( d2 Ad 2 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

where n and m denote the contact resultant force and contact resultant couple per unit of refe-
- -

rence arc-length, n and m are prescribed body forces and body couples per unit of arc-length 

3 
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acting on the rod, p is the mass-density function per unit of refêrence arc-length which can be 
interpreted as the average ofthe three-dirnensional density function, p, over the cross sec- tion 

ofthe rod and I P is the inertial moment ofthe mass (If1 = t p X~ dA and If2 = t p X~ dA). Here, 

A denotes the area of the cross-section. 

3. VARIA TIONAL PRINCIPLE 

ln the present section, the system of differential equations formed by ( 6 ) - ( 7 ) is cast in a 
variational formulation with the aid of an extended version of the Harnilton's principie 
introduced by Bayley ( 1987). This version differs from the classical least action varia tio na! 
principie by the inclusion of an end-point term, yielding 

3 

8 J1

' [1kin (l/J,t)- 1pot (f/J, t)]dt- r/~"pJ :' -" (~1~'" g;j
1

1

' =O ,Vf/>=(r,dk)EK 
t . i~ . L' I 

I i=J 

( 8 ) 

where 1 kin is the kinetic energy of the system and 1 pot is the potential energy, which includes 

both strain energy and the potential of any conservative externa! forces; like, for instance, 
forces which are independent of the deformation and motion of the rod. Here L = J kin - J rot 

and 8 denote, respectively, the Lagrangian and the variational operator. Thus, the expression 
of the variation of kinetic energy is given by 

81kin = -(' ( LL ( p a.p+ Ii2 dl.gl + If'l d2.g2) dS) dt 'V'TJ =( p,g;) E dK ( 9) 

where dK is the tangent space at K, defined by 

dK = {(p, g i ): [0, L] x [t 1, t 2 ] ~ 91 3 x 919
j gi = U 1\ di (UE ~11 3 ) + boundary conditions} 

and represents the set of admissible variations. 
ln equation above, it is assumed without lost of generality, that directors are collinear to 

the principal axis of inertia and that the curve c is coincident with the line of centroids. One 
may observes that in this case the translational inertia is completely decoupled from the 
rotatory inertia, resulting in a similar form to the one of the rigid body dynamics. The 
expression of the variation of total potential energy is so given by 

t , L ;: 'I' L -
{ 

3 2 

c:5Jpot = Jt, Jo i~cd, . gi dS -Jo n. pdS- a~l JL- JL · 
0 

naga dS+ 
0

R(r-d 3 ).(p'-g 3)dS+ 

3 3 f L } +i~! j~i 0 Àij(gi.dj+gj.dJdS dt V ( p, gí) E dK ( 1 o) 

where 'l' is the elastic energy density, has the following form 

- - -2 -2 -2 
'l' ( S, u, w) = y ( El 1 u1 + EI2 u2 + G1 u3 ) 

and À ij are the Iagrange multipliers associated to the orthonormality constraint. ln equation 

( 1 0), the effects of shear and extension are introduced via a penalty method. Here, the 

4 
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parameter of penalty R is adopted equal the axial stiffuess of the rod. Besides, E and G are 
interpreted as the Y oung' s modulus and the shear modulus, {I i' I 2} are the principal moments 
of inertias and J is the torsional modulus. 

4. NUMERICAL APPROXIMATION 

The numerical treatment of the variational equation ( 8 ) is based on a serni-discrete 
approach involving the spatial discretization through the Finite Element Method and the 
temporal discretization via the proposed time stepping procedure. The resulting nonlinear 
algebraic system is solved employing the Newton-Raphson method. The novelty of the 
proposed approach lies in the treatment of the rotational component of the movement, namely 
the evolution of the directors. 

The functions associated to the translational motion ( r, v) are discretized by cubic Her-

mitian fmite elements and those associated to the rotational movement (di, dj) by quadratic 
Lagrangian functions. Details of the implementation of the fmite element discretization can be 
found in Rochinha ( 1990 ), where the static case is adressed. 

A numerical evolution scheme consists in given a configuration rp n := (r 11 ,dn E K and its 

aSSOCÍated veJocities ( V n, dr ) , to obtain the updated COnfiguratÍOn 1/J n+ I:= ( r n+ I , dr I ) E K 

and the associated velocities ( vn+l ,dr+1
), satisfying the goveming equations. 

Moreover, let [tn' tn+l] be a typical interval [O, t] = u~=O[ tn 'tn+l] and let f1 t = tn+l- til be 
the time step interval. The main steps ofthe proposed algorithm are summarized below. 

- Recognize the initial configuration 
position : <P~01 = ( r~01 , d~(Ol) e K 

velocities : ( v~0)' d~ <Ol ) E dK 

- Step 0: Define a predictor for the translational and rotational fields 
Translation Rotation 

n+l n 
r =r dn+l = dn 

I I 

vn+l = -vn (Jn+l = _(Jn 
I I 

Here, the superscripts n and n+ 1 denotes the temporal discrete approximation of a time­
varying quantity at time tn and tn+l, respectively. 

- Step l: Compute the Iagrange multipliers À i~+J~ 2 by solving 

J L J 1 · "'I "'I · " " J L d"'1 g"' 1 d" g" L(A.n+l }= - ,o•l_,,. dS+ . IP d, .g, -d, .g , dS+ JP '.'- ,. 'dS + 
'I'(J),r/ o p Ôl .p o 22 ôl o 11 ôt 

+ LL EI I( d'tl /2. g~+l / 2 + g'tl /2 .d~+l / 2) dS + f ~ EI2(dtll2 .g~+l / 2 + gtl /2. d~+l / 2) dS + 

+ LL GJ(d'tl n. g~+l / 2 +g't> '2.d~+I /2) dS + J ~R (r' -d3)"+I /2.( p· -gtl/2) dS + 

3 3 L L 2 L 
+II L À~;l / 2(d; gk +dk g;)"+l /2 dS- fo fn+l /2. p dS- Ifo rn•lg~·~ +f"g~ dS=O 

i=l k=l a=l 

for a convenient choice of g ; and where the notation ( )n+I /2 = 

5 

)n +( )n+l 
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- Step 2: Compute the residual R ~ : 1

1 of the above equation and cfieck the convergence 

Computation ofthe R~~\ by choosing gr' = U" d~tj' > and gt112 = U" 

Check for convergence: IF Jl R~~\ 11 ~ tolerance then 

begin new time step ( n ~ n + 1, goto Step O). 

Else: continue 
Here ( j ) denotes the iteration of the Newton-Raphson. 

- Step 3: Compute tangent matrix 

[ 
0 2 

L ] _ 
Kr = o (r"+' 'd~ + t) (p, g;) ( p, g;) 

V (p, gi) E dK e 'v'(p, _gk) E dK 

and solve the linear system Kr( U, p) =R~:; 

- Step 4: Update the configuration 
Translation Rotation 

n+l n+l -n+l 
r U+Il= ru> + P(j) d n+l C (dn+l -n+l) 

i(j+t> = ay i <i >+ gi <i> 

dn+l + d" 
( ' ? ' ) 

n+l n+l 2 -n+l 
v U+ I> = vu> + ""M" Pm ct~~!,) =(I+Qr'c~4~cd~+'-dn+o+Qt) ctn 

where Cay denotes for the Cayley transform [Geradin (1994)] a mapping from ~ 3 toSO (3), 

the special group of rotations and Q = ( d ~z; 0 d ~ ) . 

- Step 5: Begin new iteration; j ~ j + I go to Step 2. 

A slight abuse of notation was used in the presentation of the algorithm above. The vector 
fields involved are the discretized versions and not the continuum functions, although the sarne 
notations was adopted. 

5. NUMERICAL SIMULATION 

ln this section, a numerical example is presented in arder to assess the rnain features of the 
numerical formulation proposed in the present work. The results obtained here are com- pared 
to those presented in Simo ( 1995) with good agreement. Particular attention is devoted to the 
conservation of angular momentum and total energy, as the proposed algorithm is designed in 
arder to conserve those quantities. 

5.1 Free-free flexible rod undergoing large overall motion 

The present example deals with a rod undergoing a free movement in the 3-dimensional 
space ( Newman boundary conditions ). The initial geometry of the rod with the time history of 
the externa! loading are shown in Figure 2. The externa! loads consist of a horizontal force in 
direction e 1, a moment vector parallel to the axis e3 and an additional moment along the axis 
e1. These loads are assumed to be spatially fixed relative to the inertial reference frame. 
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Vista de A 

/(" 
D, D, 

Material Properties 

EA = lxl04 N El = 500 Nm2 

p = l Kg I m I(; = lO Kgm 
L= lOm 

M,(t) 

200- - - - - -

F(l) = M,(t)/1 O 
M,(t)= M,(t)/2 

5.0 t 

Figure 2: Free-free flexible rod. Problem Data 

The reference configuration of the rod is defined by 

where 0 is the angle between the horizontal and axial directions. ln Figure 3 is depicted the 
global motion of the rod . The time step size is L1 t = 0.2 sec and the rod is discretized by ten 
finite elements. 

"3 
0.2 

o 

-0.2 

10 

5 

o 
-5 o 

Figure 3: Motion three-dimensional ofthe rod 

The computed time histories of the components of angular momentum and the total ener­
gy are recorded in Figure 4. Observe that the frrst component J 1 of the angular momentum 

should vanish since the resultant torque has no component along the e 1 axis. It is worth 

pointing out that throughout the entire simulation the total energy remains constant. These 
numerical results thus confrrm the correct conservation of the fundamental constants of the 
motion. 
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~· = 0.2 s 

Total Energy Angular Momentum 
800 

600 Kinetic Energy 
~ 5001 Cornponent J2 c 
Q) 

>- E 
ol Cornponent J 1 Cl o 

Q; 400 2: c 
w rn 

200 "S 
Cl 

Potential Energy ~ -500 ~ Cornponent J3 
o o 200 400 o 200 400 

Time[s] Time[s] 

Figure 4: Time histories ofthe angular momentum and the total energy 

6. CLOSURE 

The present articles has as a rnain goal the presentation of a numerical formulation 
including a new time stepping integrator which inherits by design the conservation properties 
for energy and momentum from the exact dynarnics of nonlinear rods. This characteristic is 
comproved by a numerical example, which deals with the 3-D motion of a rod undergoing 
large rotations. 
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Abstract 
This work presents an impact analysis of a bi-dimensional multibody consisting of a rotating flexible multiple 
section beam. The impact mecanism between two steel flexible bodies was investigated and the influence of 
structural stiffness and non linear surface stiffness were analysed. The mathematical model for the impact 
mecanism is based upon the energy balance method and the equations of motion are written by the bi­
dimensional flcxible multibody theory with Lagrangean formulation. The numerial simulation was performed 
using the MA TLAB software. The results are presented in terms of time-displacement of the colliding bodies. 

Keywords 
Impact mecanism. energy balance method, non linear surface stiffness, rotating flexible-rigid beam, bi­
dimensional multibody. 

1. INTRODUÇÃO 

O efeito de impacto sobre a característica dinâmica é um assunto importante no projeto e 
controle de um sistema mecânico para alcançar a uma alta precisão de performance. Durante 
as operações de mecanismos as folgas nas articulações podem ocasionar impactos, Dubowsky 
et ai. ( 1975). Os mecanismos intermitentes que operam com velocidades descontínuas 
envolvem as forças impulsivas, Wehage et ai. (1982). A outra fonte de impacto é o contato 
com outros corpos durante as operações de. manipuladores ou máquinas operatrizes, Parker et 
ai. ( 1987). Estas pesquisas foram baseadas na análise de impactos em corpos rígidos. 

O efeito de flexibilidade dos corpos envolvidos em colisão tem sido objeto de recentes 
pesquisas iniciadas por Dubowsky et ai. ( 1971 ), analisando os mecanismos de barras flexíveis 
com movimentos intermitentes. O trabalho utiliza o modelo de impacto entre os corpos rígido 
e flexível, considerando a rigidez superficial linear com amortecimento viscoso e as equações 
de movimentos do sistema foram descritas por formalismo Lagrangeano. Kulief et ai. ( 1987) 
desenvolveram um modelo dinâmico baseado no modelo de corpo rígido de Wehage. Este 
modelo baseia-se no método de equilíbrio de energia para o mecanismo de impacto, 
desprezando a elasticidade da superficie de contato e o tempo durante a colisão e adotando o 
coeficiente de restituição constante. As equações de movimento foram baseadas no 
formalismo Lagrangeano, introduzindo as coordenadas locais elásticas para corpos flexíveis 
baseada na Teoria de Multicorpo_s. Yigit et ai. (1990) analisaram o efeito de impacto em uma 
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viga flexível em rotação, utilizando o modelo de mola-amortecedor para o mecanismo de 
impacto. O modelo baseia-se no método de conservação de momentum de Lee et al. ( 1983 ), 
utilizando o coeficiente de restituição variável de acordo com a flexibilidade da viga e da 
característica superficial de cantata. 

Este trabalho apresenta um estudo do efeito de impacto na trajetória de uma viga em 
rotação, composta de partes flexíveis e rígidas. O modelo de impacto é baseado no modelo de 
Herbert et al. (1977) adaptado para a colisão entre os corpos flexíveis e comparado com os 
resultados obtidos pelo modelo de Yigit. As equações de movimento do sistema foram 
baseadas na Teoria de multicorpos bi-dimensional. 

2. MODELO DE IMPACTO 

O modelo é baseado na força de cantata de Hertz e no amortecimento não linear de 
Herbert. O amortecimento superficial durante a colisão neste modelo depende da rigidez 
superficial , da velocidade de colisão e do coeficiente· de restituição variável. Para a adaptação 
deste modelo em corpos flexíveis foi idealizado o modelo de impacto do esquema da figura I. 
Nesta figura, m 1 e m2 são massas de corpos flexíveis com rigidez K 1 e K2 , respectivamente. E 
x 1 e x2 são deslocamentos de massas m, e m2 respectivamente. A função g(s) é a função 
característica superficial e é definida pela equação 1 onde ks da equação indica a rigidez 
superficial. O amortecimeto da função g(s) é caracterizado por coeficiente de amortecimento 
superficial À., e é definido pela equação 2. O coeficiente de restituição e utilizado na equação 
2 depende da velocidade de colisão de acordo com os dados experimentais de Goldsmith 
( 1960). A equação 3 apresenta a equação da curva de aproximação dos dados de Goldsmith na 
faixa de velocidade de s ~ 1.5 m/s. 

Txl 

Figura 1 : Modelo de impacto para dois 
corpos flexíveis. 

g(s) = ( À/1 + k)s" 

com s = x1 - x2 (m) 

, 3 k , . ' 
ll. = - ·., (I - e-)/ s11 (Ns/m-) 

4 

e= 1-0.26 .~ 1 ' 3 

(I) 

(2) 

(3) 

O fator n da equação I depende da forma de cantata superficial, n= I para conta to plano­
plano, n= I, I para conta to plano-cilíndro e n= l ,5 para conta to plano-esfera. As equações de 
movimento do modelo da figura l podem ser escritas, 

m/;1 + g(x 1 - x 2 ) + K,x, = -K1x 10 

m/x2 + g(x2 - x 1) + K 2x 2 = -K2 x::.o (4) 

onde x 1.11 e x2.0 são deslocamentos iniciais das massas m1 e m2, respectivamente e x, c x 2 são 

as respectivas acelerações. O estudo da sensibilidade do modelo com relação às diferentes 
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formas de contato foi feito comparando-se com o modelo proposto de Yigit, fazendo K2 ~ oo 

da equação 4. A função característica superficial adotada por Yigit é, 

g( s) = CT( s)s + k,sn (5) 

onde, C= 2mlJJ n 1 ~(ln e/ ! [(!ne)
2 

+n2
], wn, é a frequência natural, e é o coeficiente de 

restituição. T(s) é a função de amortecimento e é definida por, 

T(s) = [(s+Jsl) 1(2s)]exp[{(s-E)-Js-EJ}(Q / E)] 
(6) 

onde E define a zona de transição e Q é determinado pelo experimento. Quando s :s; O a 
função T(s) da equação 6 toma-se nula e para s ~E a função T(s) assume o valor unitário. 

Para a simulação numérica da equação 4 com função característica superficial das 
equações I e 5 foram adotados os mesmos parâmetros utilizados por Yigit exceto os materiais 
de colisão, aços para este trabalho e aço-alumínio no trabalho de Yigit. Estes parâmetros são ; 
mi = 0, 1 (Kg), ks = 3,8xl08 (Nim'·\ C= 800 (Kg/s), Q= 3,0, E= 2x10·6 (m) com as condições 
iniciais de s0 =O e 511 = I (rnls). A figura 2 apresenta os resultados de simulação em forma de 

força de contato F(N) e deformação superficial s(m) correspondente durante a colisão para 
diferentes formas superficiais de contato com valores de n variados. 

F(KN) 

8 

5 

o 

F(KN) 

8 - - - - --

n=l 

5 

n=l , l 

n=l ,S 

0,5 o 
s x 10·• (m) 

(a) (b) 

n=l,S 

2 

s x lO_, (m) 

Figura 2 : Comparação de modelos de impacto para diferentes formas superficiais de contato, a) 
modelo de Yigit, b) modelo proposto. 

Pelas figuras 2a e 2b pode-se observar através da área interna das curvas, que a dissipação de 
energia durante o impacto no modelo de Yigit, é bem superior comparado com o modelo 
proposto para todos os valores de n. Nestas figuras pode-se observar também que a fase de 
compressão termina quando alcança a força máxima de contato, e entra na fase de 
relaxamento até os corpos em colisão se separarem. Contudo, para n = 1 ,5, que é a condição a 
ser utilizada neste trabalho, o modelo de Yigit apresenta a força máxima antes da sua fase de 
relaxamento. Este fato não foi observado nos numerosos experimentos realizados por 
Goldsmith. 

Para a avaliação da influência de flexibilidade nos corpos de colisão foram realizadas as 
simulações numéricas utilizando as equações I a 4. Os parâmetros utilizados foram; mi = m2 

= 0,1 (Kg), K 1 = 1,92xl06 (N/m), K2 = 3,83xl06 (N/m), k.s = 3,8xl08 (N/m312
), n = 1,5 com 
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as condições iniciais de x 1 = x2 = x2 = O e x1 = I( m I s). Os -l"esultados desta simulação 

encontram-se na figura 3, onde pode-se observar os deslocamentos dos pontos de contato 
entre o início(PI) e o final(PF) de contato para os dois corpos flexíveis. Estes deslocamentos 
podem causar variação de velocidades calculadas no final de contato, acarretando a 
imprecisão nos resultados principalmente quando há ocorrência de impacto múltiplo. 

6 

z 3 
::.:: 
~ 

o 

·/ PF2 

-l o 2 x1 & X 2 X 10"3 (m) 

Figura 3- Influência de flexibilidade dos corpos em colisão. 

3. EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

O modelo de impacto estudado na seção anterior foi avaliado para uma viga em rotação 
composta de partes flexíveis e rígidas, como mostra o esquema da figura 4. 

x2 

corpo receptor de impacto 

XI 

Figura 4 - Modelo de viga em rotação colidindo com o corpo flexível. 

Para a análise do sistema de impacto foram estabelecidas as seguintes condições; o 
movimento da viga atua em um plano bi-dimensional, a estrutura da viga é composta de partes 
flexíveis e rígidas com seções uniformes, as deflexões das partes flexíveis são pequenas 
comparadas com o comprimento das partes flexíveis da viga, a influência da gravidade é 
desprezível, o torque é aplicado em uma das extremidades, o corpo receptor de impacto possui 

4 
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a elasticidade, as deflexões da viga e as deformações superficiais de contato ocorrem dentro 
do limite elástico. 

De acordo com a Teoria de Elasticidade os deslocamentos de uma viga podem ser 
representados pela função de forma S, utilizando-se um termo adimensional ~ = xll, onde I é 

o comprimento da viga e x é a distância de uma das extremidades da viga até um certo ponto 
na direção do comprimento, 

S= [~ (7) 

Com a função de forma S pode-se descrever os movimentos da parte flexível em termos de 
coordenadas locais flexíveis q1 de acordo com o esquema de coordenadas adotadas pela figura 
5. Pela figura 5, o vetor posição de um ponto qualquer da viga pode ser escrito, 

r=R+Au1 

=[R 1 ]+[cos8 
R, sen8 

- sen 8][~ 
c os() o ]l

q fI] 
1(e ~ ~ ' ) q.n 

q/3 

(8) 

onde, R é o vetor posição do ponto A com relação a coordenada de referência (X1 ,X2 ), A é a 
matriz de rotação e u1 é o vetor posição com relação à coordenada local flexível. 

o 

Figura 5 - Esquema de coordenada da parte flexível da viga. 

Pelo formalismo Lagrangeano as matrizes de massa, rigidez e forças generalizadas da 
parte flexível da viga podem ser determinadas, 

h] J =·.e: ~: ~./] (9) l mtR mre mtr 

onde, [ m1 ] é a matriz de massa da parte flexível e os componentes desta matriz são descritos 

por, 
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[
m O] 

mRR = 0 m 
_ r _ !!!....[-( 61 + 6q11 )sene- ( 6q1 2 -lq13 )cose] 

mRe - meR - ( ) ( ) I2 61 + 6q fl cose- 6qn -lqn sene 

T m [6 COS8 -6sen8 f Sen8] 
mRr = m,R = J2 6sen8 6cos8 -!cose 

( 
!2 2 I , I3 , I , , II J 

mee = m -+-lq /1 +-q ~~ - +-q~, - +--1-qn - ---lqr,qtJ 
3 3 · 3 ·· 35 · - I 05 · I 05 -

r m [ mw = m te = - -7 q n . 20 . 7(! + q f/ ) -!(! + q , , )] 

JiJ o o 
m11 = m1 O 1?j 35 -e yjiO) I 

o -e yjiO), 1% I05 

e a matriz de rigidez [K1] da coordenada local flexível é descrita por, 

[

Ea I l O 

[ K1 ] = O I2 E! I 13 

O -6EI I ( 

-6; I(!] 
4EI I l 

(I O) 

onde, E é o módulo de elasticidade, a é a seção transversal e I é o momento de inércia. A 
matriz de força vinculada à velocidade quadrática da parte flexível [Q1],. é descrita por, 

[ Q I l = [ Q IR QtfJ Q 11 r (I I) 

Com, 

( l ) l + . co <; e- . -- . sene . . . . 
( qll) · q n 6q' 3 

_ m8[-6.q 1 1 :<;en8-(6·q. 0 -/q 0 )cos0] 
(l . ) e ( 

_!_ ) e 6 6q , ,cos8-(6qn -lqn)sene + q 11 sen + q 12 6 
q 13 cos . 

Q 
-me :: 

IR - -
2 

. [('+qlf )· (13 11 )· ( 11 1 2 )· ] Q
1
e =-28m q 11 + -q 1 , --lq 13 q1 , + --lq1 , +-1 q 13 q13 3 . 35 . - 21 o . - 21 o . - 105 . 

(
I + q11 J · ( 7 . l . ) 

3 8+ Jõqn -Jõq n 

-me - -- e--· .
1 

( 13 11 )· ( 1 ) Q 11 - 3 5 qn 21 O qn I O q , ' 

--! +-I- . 8+ -( 
11 1 ' ) • ( l . ) 

210 qn I 05 q 13 1 O q11 

Portanto, a equação de movimento do sistema pode ser escrita, considerando as partes 
flexíveis e partes rígidas da viga, 
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[
m.,.,. m,.1][q,.] [O O ][q,.] [T] [ºti·] [Q] 
m ti mtr ql + O Kr qr = O + Qn· + O 

( 12) 

onde, índice "r" refere-se ao corpo rígido e "f" para o corpo flexível, qr e q1 são coordenadas 
relativas aos corpos rígidos e flexíveis respectivamente, e definidas por: qr ·= [R 1 R2 e ]T e q1 

= [qn q12 q13( T é o torque aplicado no cubo, Qf\· e Qn- são as forças de velocidades 
quadráticas, Qi é a força de impacto aplicada na parte rígida da viga, em consequência da 
colisão com o corpo receptor flexível, e é determinada pela equção 1 com as seguintes 
condições, 

para Q >O 

para Q ~O 
(13) 

Para a simulação do modelo foi avaliada uma viga em rotação composta de quatro partes 
iguais de partes rígidas interligadas pelas partes flexíveis de seções uniformes e, nesta viga, 
inicialmente em repouso, foi aplicado um torque constante de I ,5 Nm durante O, I segundos. 
Os dados utilizados foram: massa do cubo mo =0,175 Kg, massa da parte rígida m,. = 0,14 Kg, 
massa da parte flexível m1 = O, 152 Kg, massa do corpo receptor de colisão me = 0,046 Kg, 
comprimento do cubo ln = 0,025 m, comprimento da parte rígida lr = 0,02 m, comprimento 
da parte flexível 11 = 0,013 m, módulo de elasticidade E = 2,06x 10 11 N/m2

, momento de 
inércia da viga I= 3, 125x I o· 1 0 m 4, área de seção transversal a = 1 ,5x 1 o·4 m2

, rigidez do corpo 
receptor de colisão kc = 2,67xl07 N/m, rigidez superficial k5 = 3,83xl08 N/ml.5_ 

1 0.01 
c e o. oo8 
O) 
<..> -= o. 006 
~ 
i5 o. 004 

o. 002 

00 

· -viga rígida 
- -- viga rígida flexível 

O. I 

_g o. 01 

~ o. 008 , 
~ o. 006 

'E. 
"' c o. 004 

o. 002 

00 

pi 

-, 

o. 05 O. I 

(a) Time (s) (b) Time (s) 

o. 15 o. 2 

Figura 6 - Trajetória da viga composta de partes rígida-flexível colidindo com o corpo flexível. 

A figura 6 apresenta os resultados da simulação com a equação 12 em termos de 
deslocamentos da extremidade da viga (parte rígida), com relação ao tempo. Na figura 6a foi 
comparada a trajetória com o modelo da viga inteiramente rígida mesmo na parte flexível 
(curva II), junto com o modelo da viga rígida-flexível (curva 1). A figura 6b apresenta as 
trajetórias de centros geométricos das partes rígidas da viga rígida flexível baseado no modelo 
da figura 4 com cinco partes rígidas interligadas com as partes flexíveis. Nesta figura o ponto 
PI é localizado em um centro geométrico da parte rígida da extremidade livre e P4 é um ponto 
próximo ao cubo. 
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4. CONCLUSÕES 

O modelo de impacto com amortecimento não linear e coeficiente de restituição variado 
foi avaliado para um modelo de uma viga em rotação, composta de partes flexíveis e rígidas. 
O modelo de impacto implementado com base no modelo proposto de Herbert mostrou-se 
adequado para a aplicação na colisão entre os materiais de aço com superficies de colisão 
plano-esférico. O modelo de impacto de Yigit apresentou uma dissipação de energia maior do 
que dos modelos tradicionais de impacto, tais como, modelos de Hunt et al., ( 1975) e 
Dubowsky. Este fato implica no uso do modelo de Yigit para a velocidade de colisão 
relativamente baixa ou materiais menos resistentes, como alumínio, ou ainda para a superficie 
de colisão com menor curvatura, como por exemplo: colisão em superficies plano-plano ou 
plano-cilíndrico. O efeito da consideração de flexibilidade no modelo de impacto pode alterar 
significativamente a precisão da trajetória, principalmente quando existem múltiplos 
impactos. O uso da Teoria de Multicorpos para a análise de impacto em uma viga com grande 
rotação, mostrou-se eficiente na análise de trajetória de diversos pontos da viga. 
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Abstract 
A system consisting of a pendulum with a support-point that is vibrated in a horizontal plane by a DC motor 
considered as a limited power source, is considered. For low velocities of the motor this system is nonideal, 
because the speed of the motor is influenced by the response of the system. ln this condition, the planar 
oscillation of the pendulum is analysed as a control parameter is varied. The distinct regions of operation are 
defined and discussed in its nonlinear characteristics. 

Keywords 
Nonideal system; Non-linear Dynamics; Pendulum I Sistema não ideal; Dinâmica não linear; Pêndulo. 

1. INTRODUCTION 

The mechanism consists of a pendulum with a support point driven by a DC motor, in the 
horizontal plane (see, figure 1 ). 

y t 
b 

o 
motor\ 

Figure 1 : Scheme of the system "electromotor-pendulum". 

This system is nonideal for low rotational velocities of the motor, because the extemal 
excitation is influenced by the response of the system, Nayfeh and Mook ( 1979). ln this case, 
the extemal excitation is called energy source of limited power and the stability of the 
system's oscillations become dependent on the properties ofthe energy source. Nonideal 
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systems were exaustively studied by Kononenko (1969). Other works were presented in 
Nayfeh and Mook ( 1979). Recently Balthazar et a! ( 1997) presented the state-of-the art on 
nonideal dynamics system. 

As a result of the interaction of pendulum with the energy source, the dynamic system in 
the region of the resonance presents unstable conditions of motion : quasi-periodic motion, 
subharmonic and chaotic oscillations, and bifurcational behaviour, as Jump and Hysterese. 

ln this work, we shall examine the steady state response of the electro-pendul um' s system 
for low speed of the motor. 

2. EQUA TIONS OF MOTION 

The Lagrange equations of motion for the system ( see details in Bela to (1997) and Belato 
et a! ( 1997) ), are: 

J o •• •• . ? • ' . 2 
(J +ma - F- )8- maF[l cosaa + aF'e- + lsznaa ] = G e 

m(l 2a- a!F cosaS- a!F' cosaé 2 + gl sena)= Ga 

where G8 , Ga are the generalized forces; F(e) =[r+ , a ~o~e, 
10 

]sine , F' = dF ; 
(b - -a- srn-e) - de 

J is the moment of the inertia of the motor; m is the pendulum 's mass ; I is the length of the 
pendulum; 8 is the angular displacement of the motor, and a is the angular displacement of 
the pendulum. 

The generalized forces are G0 = M mmor - J.l-1a
2 F 2é and Go. = -J.l,a 

where f.l A e f.l, are, respectively, the damping force of the pin A (in the x direction) and the 

damping force of the pendulum. 
A simplified model of a DC motor with permanent magnetic field can be derived by 

assuming the armature inductance to be zero and ignoring the internal ressonance effect. With 
these considerations , the DC motor equations are: 

V = I(t) R +K Ee(t) and M,101or = K r l(t) 

where V is the motor voltage; R is the resistance; I is the current; 

generated by the motor and K 1 is the torque constant in the motor. 
M motor is the moment 

ln non-dimensional form, the equations ofthe system can be written: 

[ 
o o·o '' ] 1 e"= malF(a"cosa-a'-sina)-ma-FFe'-- (~,a-F- +~ 3 )e'+~ 2 7 

, (l) 
J +ma- F -

a" =E2 (e"F + e' 2 F)cosa- sina- ~ 4 a' (2) 

where the primes denote derivatives with respect to t*, and the dots denote derivatives with 
respect to e. The following transformation has been used: t* = Wo t, t* dimensionless time; 

2 g a cm KTV KTKE f.lt 
w 0 =-,,E2 =-1 ,~ , =-,~ 2 =~R'~J= R ' ~4= - · 

Wo Wo Wo W om 

2 

rt • ~. 
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Note that E 2 is the small parameter ofthe problem since a<< I. We shall use numerical 

simulation instead by perturbation analysis. lf we introduce simplifications and special 
transformations, these equations could be treated using an averaging process (Belato et a/ 
(1997) and Kranospol'skaya and Shvets (1990,1993)). 

The emphasis here is on a qualitative description and understanding of planar oscillations 
of the pendulum as it is excited by a motor in nonideal conditions, Kononenko ( 1969). ln that 
situation the system presents a large variety of types of nonlinear oscillations. 

3. NUMERICAL SIMULA TIONS AND RESUL TS 

We carried out a large number of numerical simulations with different initial conditions 
and numerical values of the physical parameters of the prob1em. ln this work, Simulink™ 
Toolbox of the MA TLAB™, is used to simulate the system of differential equations. The 
numerical integrator used is the Runge Kutta fifth order (RK45) with steplenght !lt* = 0.001. 

Table 1: DC Motor Parameters. 

KT 0.345 Nm/A 

KE 0.345 Vlrad s-I 

R o.85 n 
L 4.4 mH 
J 1.4110 -3 Kgm 2 

The parameters used in the 
ma/=0.00098, 

~I= ~4 = 0.0001, ~3= 

simulation are: 

ma 2 = 0.0042 , 

0.02448 and ~ J is the contrai parameter, 

and the initial conditions are 
9'(0)=8(0)=0 e a '(O)=a(O)=O. The 
specifications of the physical parameters of 
the DC motor are listed in table I . 

We observed that for very low values, ~ 2 ~ 0.02058, no bifurcation phenomenon ofthe 

stable steady-state occurs. The pendulum presents periodic orbits in the phase space. 
ln the ressonant region, 0.02070 ~ ~ 2 ~ 0.02362 , we observed that the slow variation of 

a control parameter, ~ 2 , produces a large change in the amplitude oscillations. lf this 

qualitative change stabilizes onto the bounded oscillation then it is the case of determinate 
bifurcations; if the changed behavior results in motions that explode, resulting in a 
unpredictable behaviour, then it is the case of indeterminate bifurcations (figure 2 e 3). ln the 
last case, we may not predict in which stable equilibrium point the system will settle, Soliman 
( 1996). This behaviour is important becaus~ it can result in large oscillation amplitudes that 
can be dangerous. 

a 25 ~----~----~------~~--~----~------~-----, 

2 0 

15 

10 

5 

o 

100 200 300 400 500 600 700 

Figure 2 : lndeterminate bifurcations. (3
2 

= 0.02083. 
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a 50 

40 

30 
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-1 o 

-20 

-30 
o 100 200 300 400 500 600 700 t 

Figure 3 : lndeterminate bifurçations. p, = 0.020708. 

we can observe that with small variation of the parameter ~,, the solution of the system 

changes. ln this case, the pendulum makes a transition from a resonant state into a non­
resonant state, because the resonant state becomes unstable so that the system jumps into a 
new stable state of motion. 

a' 2.5 

a 2 h 
1.5 

05 

o 

-0 5 

-1 

-I 5 

-2 

o 5 10 15 20 2s a -20 -10 o 10 20 30 40 so a 

Figure 4 : Phase Space. (a) p, = 0.02083; (b) p, = 0.020708 

When 0.040:::; ~ 2 :::; 0.060, the pendulum presents quasiperiodic motion and this region 

is characterized as an interval of low instability (figure 5). 

a' :, a 
08 0 8 h 
06 0 6 

o 4 04 

02 ~~~ 

200 250 300 350 400 I 

Figure 5: [3 , = 0.04960. (a) Phase Space of a; (b) Time history of a . 
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Other unstable behaviour of the pendulum are found in the rotating solutions. Rotating 
orbits can be subdivided into those that rotate in the sarne direction for ali time 
( á(t) >O '\lt ou á(t) <O '\/t), and those which change direction in the course of their 

rotation. Rotating orbits are a solution which goes beyond a = ±rr, Clifford and Bishop 
(1995). ln this system, the rotating solution can be observed as 0.0620::;; p 2 ::;; 0.0650. 

a 300 

200 

100 

o 

- 100 

- 200 

-300 o 50 100 150 200 250 300 350 400 t 

Figure 6 : Time history as p
2 
= 0.0620. 

ln the figure 6, we obtain a variation between clockwise and anticlockwise rotating orbit, 
and in the figure 7, we observe that the pendulum oscillates initially around a =O, and then it 
rotates in the clockwise sense. To obtain a complete classification of rotating orbits, we can 
utilize braid and knot theory, Clifford and Bishop ( 1995). 

a 200,-------~--------~--------~--------~--------~ 

() a 

- 2 00 
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- 6 0U 

-ADO 

- 1 0 00 

-1:200 

1400 o~------~,~o~o~----~2~o~o-------=3=oo~------4~o=o~----~soo 
t 

8' 3 

2 9 ' · ·-- -- --- - ---~ - - - -- -- --- - -.!- -- --- - -- h 
: : : 
: : : 

2 8 
___ _ ___ _ __ ... __ _ __________ ._ _______ _ ____ .J ______ _ ____ _ 

: : : 
: : : 

2 7 

26 

25 

24 - -- ---- -- - -t - -- - -- - -·- - -- -~ - - -- - -- --- - -~- -- - -- ---- --
2 3 ---- - - - -- - - --f-- - ----------:..·---- - - - -- - -~------------
2 2 

2 1 - ~~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~~ ~~ ~ ~ ~ ~~~ ~~ ~~~:t:: : : ~ : : ~: ~ :~~ : ~ : :~ ::: ~: : 
2 

o 2 00 300 400 soo t 

Figure 7 : 13 , = 0.06448. ( a ) Time history of a; ( b) Motor's Speed (rad/s). 
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a'• 

· 1 

··~--~~----~----~~---=~----= . ,OCIJ .9Ei() .96() .g.o ·9:TI .~ a 

Figure 8 : 13
2 
= 0.06448. Phase space of a, subharmonic orbits. 

When ~ 2 = 0.0744 two-periodic motion ofthe pendulum is observed. 

a 
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t 
· 1 o 50 100 150 200 2 50 300 

· l~,L-------~~~5~-------0~-------0~5~------~ 

a 

Figure 9: 13
2 
= 0.0744. (a) Time history; (b) Phase space . 

4. CONCLUSIONS 

ln this work, we present a partia! classification of the pendulum 's motion as it 's excited 
by a DC motor. ln non-ideal conditions, this dynamical system presents regions of low and 
high instability, characterized by nonlinear phenomena: quasiperiodic motion, subharmonic 
oscillations and bifurcational behaviour in the case of small variations of the contrai 
parameter. An analysis of these phenomena using the Poincare Maps and Lyapunov Exponent 
algorithms, will be done in our future works. 
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Abstract 
This work deals with reentry trajectory simulation of a small satellite intended for microgravity experiments. The 
satellite is considered to be orbiting at an altitude of 300 kilometers above the Earth on a circular orbit with small 
inclination (2.317°). Conditions at the deorbit point are specified and severa! trajectory simulations are made. A 
parametric study for preliminary design analysis is presented. It is seen that the reentry trajectory is very sensitive 
to the initial conditions established at the deorbit point. Dispersion minimization at impact point and vehicle 's 
total range are considered. Final results are presented as well as a comprehensive analysis of the results obtained. 

Palavras-Chave 
Fator de Carga, Microsatélite, Órbita, Pré Pára-quedas, Reentrada, Trajetória. I Load Factor. Microsatellite, 
Orbit, Pre-Parachute. Reentry. Trajectorv. 

I. INTRODUÇÃO 

É apresentado aqui um estudo preliminar das características e comportamento dinâmico 
de um veículo espacial em trajetórias balísticas de reentrada. Considera-se que o veículo 
possui uma massa inicial de aproximadamente 200 quilos. As condições iniciais de contorno 
estabelecidas para as trajetórias a serem analisadas são: órbita inicial circular de 300 
quilômetros de altitude com inclinação de 2.317 graus. Esta inclinação corresponde à latitude 
do Centro de Lançamento de Alcântara - CLA, posição inicialmente considerada para impacto 
e recuperação do veículo após a reentrada. Considera-se que a reentrada tem início no instante 
de aplicação do kick de frenagem ou seja, no instante de aplicação de um incremento 
impulsivo de velocidade no sentido contrário ao do movimento do veículo, reduzindo assim 
sua velocidade. Após a aplicação desse kick de desaceleração, o veículo é transferido da órbita 
inicial circular para uma órbita final, elíptica, de reentrada. Para efeito de estudo e análise, três 
casos foram considerados: foram assumidos motores que fornecem incrementos de velocidade 
de 1 00.0, 200.0, e 500.0 m/s. Estimativas preliminares indicam que estes incrementos de 
velocidade podem ser conseguidos de pequenos motores à propelente sólido de massas iguais 
à 7,5, 14,1 e31,8quilos. 
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2. EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

O veículo é considerado como um corpo de massa pontual concentrada em seu centro de 
massa. Sobre este corpo atuam as forças gravitacionais e forças aerodinâmicas. A posição do 
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Figura 1: Sistema Inerciai e Sistema em Movimento. 
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veículo é definida pelo raio 
vetar r, que une o centro de 
massa da Terra ao centro de 
massa do veículo e 
completada pelos ângulos de 

Euler lf, B e rjJ denominados. 
ângulo do nodo ascendente, 
inclinação e argumento da 
posição. A velocidade do 
veículo é fornecida pelas 
componentes u, na direção do 
raio vetar r, e v, com direção 
perpendicular à r e contida no 
plano da trajetória, plano r-V. 

As equações 
diferenciais que regem o 
movimento do veículo são 
obtidas a partir de relações 
cinemáticas e da segunda Lei 
de Newton, ou seja: 

(I) 

Nestas equações, D e L representam as forças de arrasto e sustentação. Definindo V R como a 

velocidade relativa do veículo em relação à atmosfera local e nE a velocidade de rotação da 
Terra, temos que 

( ~, J ~ Í v- r~' cose J 
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Definindo a como ângulo de rolamento ou banking angle, as forças de arrasto e sustentação 
são dadas por: 

(VJ 
l .\ 

D = 2_PSref CDVR ~: 

(3) 

VR 
l s c ~ 2 L = 2 p rei L \} v,- + V, 

VR V, cosa - V, V= sena 

- VR V, cosa - v, v= sena 

(v," + V,
2 

) sena 

onde Sref é a área de referência do veículo e CL e C0 são os coeficientes de sustentação e 
arrasto. Nonnalmente estes coeficientes dependem do número de Mach, do ângulo de ataque 
a e do número de Reynolds . Neste estudo, ·utilizamos valores constantes para estes 
coeficientes, tendo por objetivo obter uma avaliação inicial. 

z 

Figura 2: Vetor Incremento de Velocidade. 
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Em termos das componentes escalares temos que 
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O vetor incremento de 
velocidade que é fornecido pelo 
motor de desaceleração é definido 
pelo seu módulo .d V,.i e pelos 
ângulos 5, e 0::. O ângulo c~ é o 
ângulo entre o vetor incremento de 
velocidade e a projeção deste vetor 
no plano r-V inicial e, 6, é o ângulo 
entre esta projeção e a horizontal 
local. Sendo u0 e v0 as componentes 
iniciais de velocidade, u 1 e v 1 as 
componentes de velocidade após a 
aplicação do kick de desaceleração 
e .dB a variação de inclinação 
resultante, pode-se dizer que a 
velocidade final, em forma vetorial 
é dada por, 

(4) 

(5) 

............ -----------------------
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Durante a fase de reentrada na atmosfera o veículo fica sujeito a elevados níveis de 
desaceleração e atrito com o ar, causando elevado nível de aquecimento no veículo. A taxa de 
aquecimento Q é proporcinal à densidade atmosférica e à velocidade elevada ao cubo. Sendo 
S,,. a área molhada (área superficial) e CF o coeficiente de atrito de placa plana, tem-se: 

(6) 

3. TRAJETÓRIAS DE REENTRADA 

Considera-se que a reentrada inicia-se no instante de aplicação do impulso de frenagem. 
Três valores distintos de kicks de frenagem foram assumidos: I 00, 200 e 500 m/s. Para os 
cálculos aqui apresentados considera-se que o veículo encontra-se inicialmente em um órbita 
circular à 300 quilômetros de altitude e inclinação de 2.317 graus. O coeficiente de arrasto do 
veículo, C0 , considerado constante durante toda a fase de reentrada, é igual a 0.80. As forças 
de sustentação foram consideradas nulas durante a reentrada. Além disto, foi assumido que o 
kick de frenagem é aplicado na direção contrária ao movimento do veículo e perpendicular ao 
vetor posição r. Isto eqüivale dizer que os ângulos 5r e 5: foram considerados nulos. A partir 
destas condições, pode-se calcular trajetórias de reentrada e fazer a verificação de parâmetros 
importantes ao anteprojeto e análise preliminar, tais como: variação de altitude, velocidade e 
aceleração em função do tempo, ângulo de reentrada, cargas dinâmicas, taxa de aquecimento e 
distância percorrida pelo veículo durante o processo de reentrada. 

Na Figura 3 é apresentado um gráfico mostrando o histórico de variação de altitude, 
velocidade e fator de carga em função do tempo de vôo. Analisando esta trajetória pode-se 
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O.OE +O O OE +O .. ·2 00 

o 400 800 1200 1600 2000 
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Figura 3: Trajetória de Reentrada Típica (LI V= 100 m/s) . 

notar e distinguir três fases distintas de comportamento dinâmico do veículo, quais sejam: 
verifica-se que após a aplicação do kick de frenagem, tem início a primeira fase da trajetória 
caracterizada por uma descida ligeiramente acelerada, em ângulo suave. O aumento de 
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velocidade que se observa na fase inicial da trajetória se dá devU:lo à predominância das forças 
gravitacionais aliada à ausência, quase total, da força de arrasto. Após algum tempo de 
aceleração do veículo, de aproximadamente 1500 segundos de vôo, este começa a penetrar as 
camadas mais altas e menos densas da atmosfera. Neste instante ele se encontra à 
aproximadamente 90 quilômetros de altitude a uma velocidade de 7868 m/s. A partir deste 
instante, o fator de carga, que até então era desprezível , cresce, aproximando-se do valor de 
1 g e indicando o surgimento da atuação da força de arrasto. Também, o ângulo de trajetória 
que era pequeno, de aproximadamente 1,5 graus, passa a ser mais acentuado dando inicio a 
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Figura 4: Trajetória de Reentrada do Microsatélite. 

segunda fase da reentrada. 
A segunda fase é 

caracterizada pelo predomínio de 
atuação da força de arrasto em 
comparação à força gravitacional. 
Neste período ocorre uma 
desaceleração acentuada do 
veículo, com aumento expressivo 
do ângulo de trajetória e do fator 
de carga. Assim, o fator de carga 
atinge o seu valor máximo de 
7,6 g's e o veículo é desacelerado 
atingindo uma velocidade de 
aproximadamente 180 m/s 
quando se encontra a I4 
quilômetros de altitude. A 
duração desta fase é de 
aproximadamente 326 segundos 
de vôo. A terceira e última fase da 
trajetória é caracterizada pelo 
equilíbrio de forças aerodinâmicas 
e gravitacional. Este é o período 

em que o veículo praticamente atinge uma velocidade de descida constante. Na realidade, 
observa-se um pequeno decréscimo de velocidade, sendo de 70 m/s a velocidade de impacto. 
Neste instante, o ângulo de trajetória é extremamente acentuado, atingindo 80 graus ou seja, o 
veiculo desce praticamente na vertical. Esta fase tem duração aproximada de 134 segundos. 

A distância total percorrida é de 12,3 x I 03 km, o que corresponde a um arco de 
II O graus no plano da trajetória (Li V,;= 100 m/s ). Entretanto, quando se aumenta o kick de 
frenagem, a reentrada se dá de forma mais rápida. Para um impulso de 500 m/s esta distância 
reduz para 4, 7 x I 03 km ou um arco de 42 graus. A Figura 4 apresenta a projeção do centro de 
massa do veículo sobre a superfície terrestre, a partir do instante em que é aplicado o impulso 
de frenagem, para as três condições iniciais aqui consideradas. 

A Tabela I apresenta um resumo das principais características dinâmicas das trajetórias 
calculadas. Ali estão listados o valor do ângulo de reentrada, y;, aqui definido com o ângulo de 
trajetória que o veículo apresenta quando ele se encontra à uma altitude de 150 quilômetros. 
Também estão listados os valores do fator de carga máximo atingido durante a reentrada, 11 1110, , 

o fluxo térmico máximo, qmax• e o alcance ou distância total percorrida pelo veículo, R. 
Também, para cada fase de vôo , são apresentados o valor do tempo corrente ao final da fase 
considerada, a altitude em que o veículo se encontra, h, assim como a velocidade, V, e o 
ângulo de trajetória naquele instante, y. 
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Tabela 1: Valores Típicos das Trajetórias Calculadas. 

LI V,; Y; nmti.x qmti.x R FASE t h v r 
(m/s) (graus) (g's) (kw/m2

) (km) (s) (km) (m/s) (graus) 
I 1533 91,7 7399 1,5 

100 1,56 7,65 107,0 12340 2 1859 14,0 185 74,4 

3 1993 0,0 72 90.0 

I 1005 91 ,3 7305 2.9 

200 2,61 8,74 141,4 7943 2 1231 15.8 218 65.5 

3 1374 0,0 72 90.0 

I 628 85,4 7023 5.4 

500 4,68 14.40 252 ,9 4722 2 779 16,3 227 62.1 

3 925 0.0 72 90,0 

Os valores apresentados nesta tabela mostram que, se aumentarmos o impulso de 
frenagem, a reentrada ocorre de forma mais rápida e a ângulos de reentrada mais acentuados. 
Assim, para um L1V,.1 de 100 m/s, o tempo total de vôo àté o instante de impacto é de 33,2 
minutos, reduzindo-se para 15,4 minutos quando se aplica um impulso de 500 m/s. Também, 
a distância total percorrida ou alcance, será menor. Entretanto, esta trajetória mais rápida, 
levará a uma situação em que o veículo estará sujeito a um fluxo térmico maior e a uma carga 
dinâmica maior, 14,4 g's, se comparado aos 7,65 g's obtidos quando se usa o impulso de 
100 m/s. 

Pode-se portanto concluir que quanto maior o L1V,.1 aplicado, mais rápida será a trajetória 
de reentrada. Entretanto, ela levará a cargas estruturais maiores e a índices de fluxo térmicos 
maiores. Também vale aqui ressaltar que L1~ 1 maiores só podem ser fornecidos por motores 
de desaceleração maiores, acarretando assim um peso inicial maior do veículo. 

4. ERROS E DESVIOS DE TRAJETÓRIA 

Tabela 2: Erros e Desvios de Trajetória. 

LI V,;= 100 m/s LI V,;= 200 m/s LI V,; = 500 m/s 

R (km) b'}.(km) â,u (km) R (km) âÀ(km) b/.L (km) R (km) â). (km) c~u(km) 

âV, = -2 m/s 12526 0,134 184.898 7989 0,011 46.642 4732 -0.011 10.798 

bY, = +2 m/s 12164 0,078 -176,104 7896 0.000 -45,974 4711 0,000 -I 0.686 

Llâx =-I gr 12394 0.011 52,987 7994 0,022 52,096 4772 0.011 50,761 

Llax =+I gr 12290 0,000 -50,427 7892 0,000 -50,649 4672 0,222 -49.536 

Ll& =-I gr 12342 1,458 1.447 ' 7943 2.961 0,668 4722 7,703 0,445 

Llâ: =+I gr 12342 -1.458 1,447 7943 -2,961 0,668 4722 -7.470 0.445 

L1(11 · = -50 m/s 12259 0,011 -81,707 7888 0,000 -53,989 4688 0,011 -33.61 8 

Llfir =+50 m/s 12422 0,033 81,707 7996 0.022 53.877 4755 -0,011 33,61 8 

i 1sll ' = -50 m/s 12341 0,000 0,557 7943 0,000 0,223 4721 0,000 0.223 

L1s11· = +50 m/s 12341 0,000 0,223 7942 0,000 O, III 4721 0.000 O. III 

Llp= +I % 12338 0,000 -2 ,672 7941 0.000 -I ,336 4721 0,000 -0,557 

Na Tabela 2 é apresentado um estudo de erros e dispersões resultantes de variações 
introduzidas nas condições iniciais de reentrada, variações na densidade atmosférica ou 
presença de ventos. Nesta tabela R é o valor do alcance, OÂ e OJl são as variações resultantes 
em latitude e longitude, em relação à condição nominal. As simulações mostram que 
trajetórias em que o retro impulso aplicado é de 100 m/s, são extremamente sensíveis a 
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variações de impulsão. Desvios de ponto de impacto, da ordem de 180 quilômetros em 
longitude, podem ser introduzidos para erros de 2 m/s no impulso aplicado ( 8V,.;). Observa-se 
que a medida que o valor do impulso aumenta, este desvio tende a decrescer. 

Por outro lado, observamos que a trajetória é muito sensível a erros de apontamento do 
vetor impulsão (Ll& e Ll&). Nota-se que este erro é insensível ao valor do impulso aplicado e 
que, o erro de 1 grau introduz um desvio de trajetória de aproximadamente 50 quilômetros. 
As simulações também indicam que a presença de ventos, Ll.fiv iforward wind) e Llsw (side 

Tabela 3: Simulações com Pré Pára-quedas. 

Altitude de Abertura (km) I R (km) ÕÀ (km) 

20,o 1 942,4 o,o 

25,0 

30,0 

35,0 

7940,9 

7937,1 

7930,3 

0,0 

0,0 

0,0 

ÕJ..L (km) 

- 0,445 

- 1,781 

- 5,566 

- 12,468 

wind), pode levar a um desvio 
de 80 quilômetros em longitude 
(Ll V,.; = 100 m/s) sendo que, este 
valor diminui a medida que o 
valor de impulso aumenta. 
Também nota-se que, variações 
de densidade (Llp) parecem não 
contribuir de forma significativa 
nos desvios de trajetória. 

Um outro aspecto considerado foi a possibilidade de utilização de um pré para-quedas 
tendo por objetivo diminuir e modificar o alcance atingido. A Tabela 3 mostra o resultado das 
simulações realizadas para um L1 V,.; de 200 mls. Os resultados indicam uma variação máxima 
de 12 quilômetros quando este pré para-quedas é aberto à uma altitude de 35 quilômetros de 
altitude. Observa-se que esta variação diminui a medida que a altitude de abertura de pára­
quedas diminui . Portanto, pode-se concluir que, a utilização deste pré pára-quedas, mesmo 
que acionado a partir de um controle remoto, não traria ganhos significativos em termos de 
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Figura 5: Simulação com Variação de&. 

precisão de impacto e diminuição do 
alcance total atingido pelo veículo. 

Por fim pode-se notar que, embora 
assumindo ângulos de posicionamento 
do impulso de frenagem iguais a zero ( & 
e & ), esta não é uma condição ótima 
tendo-se em vista a minimização do 
impulso aplicado em função do alcance 
atingido. Como mostra a Figura 3 o 
alcance atinge um valor mínimo que é 
função do ângulo de posicionamento & e 
do valor da impulsão aplicada. Note-se 
que é desejável que este alcance assim 
como o impulso sejam minimizados. 

5. CONCLUSÕES 

Este estudo preliminar de reentrada de um microsatélite nos permite reunir vanas 
informações úteis ao anteprojeto e análise de viabilidades. O estudo paramétrico mostra que a 
trajetória é extremamente sensível a incertezas no valor do retro impulso aplicado. Embora 
exista uma dependência desses erros com a magnitude do impulso, pudemos constatar desvios 
de até 180 quilômetros na trajetória. 
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Efeitos devido a algumas variáveis climáticas tais como: ventos laterais e variação de 
densidade são pequenos, embora não desprezíveis; o mesmo não pode ser dito a respeito de 
ventos frontais cujos efeitos são consideráveis. 

Frenagem adicional, produzida pela utilização de pré pára-quedas controlado por radar 
parece não ser indicada, tendo-se em vista a melhoria da precisão de impacto ou diminuição 
do alcance atingido. 

Alguns aspectos devem ser considerados em uma análise futura. Por exemplo, o 
emprego de sustentação tendo por objetivo o controle do veículo; é essencial um avaliação da 
precisão do valor do retro impulso e do coeficiente balístico; a utilização de paraglider na fase 
final de vôo atmosférico só é justificada se uma precisão melhor do que 7 quilómetros de 
dispersão puder ser atingida. 
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Abstract 
This paper gives a theoretical and experimental contribution to the problem of coupled vibrations 
among rotor and long flexible blades. The design of a special test rig is presented, which enables 
a experimental validation of different mathematical models ( unidimensional, bidimensional and 
tridimensional), normally used to describe the flexible blades' behavior in a rotating reference 

system. The blades are modeled as a parti ele ( concentrated mass) connected to the rotor by 
means of flexible beams (without mass), using the Newton-Euler's Method. Comparing the 
results obtained with help of the mentioned test rig, the mathematical model could be validated 
in the frequency range of O to 40 Hz. 

Keywords 
rotor dynamics, flexible blades' models, rotor-blades coupled vibrations, test rig/ dinâmica de 
rotares, modelagem de palhetas flexíveis, acoplamento vibratório, bancada de testes. 

l.INTRODUÇAO 

A dinâmica de sistemas rotativos acoplados com pás flexíveis vem sendo estudada re­
centemente por alguns autores, com o intuito de se detectar a influência destas sobre o 
comportamento dinâmico de turbinas corno um todo, na busca de explicações para o apa­
recimento de muitos efeitos não lineares e de vibrações sub e superharrnônicas. Complexos 
modelos teóricos bidimensionais (Hiesh and Abel, 1995) e tridimensionais (Vorob'ev, Sa­
pelkina, 1989) e (McGee and Chi, 1994) vêm sendo desenvolvidos para se descrever o 
comportamento dinâmico de palhetas, visando predizer as frequências e modos naturais 
de vibração. Estes modelos teóricos, quando bem ajustados, servem corno importante 
instrumento de projeto, orientando fabricantes de turbinas e compressores, sobre fre­
quências críticas do rotor e das palhetas. No entanto, grandes dificuldades experimentais 
são enfrentadas para se validar determinadas hipóteses utilizada.<; durante a modelagem 
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matemática. Estas dificuldades provêm do fato de não se conseguir medir com facilidade 
o comportamento destas palhetas em sistemas móveis girantes em turbinas reais. Neste 
contexto, uma bancada de testes foi projetada e construída para que comparações teórico­
experimentais pudessem ser conduzidas e a validação de hipóteses teóricas verificadas. 

A metodologia usada no levantamento das equações é baseada nos princípios de Newton 
e Euler, o que viabiliza tanto a obtenção das equações de movimento do sistema rotativo 
como das reações dinâmicas nas regiões onde as palhetas estão engastadas. Após um ajus­
te dos parâmetros do modelo teórico, são feitas algumas simulações no domínio do tempo 
e da frequência. Em paralelo à estas simulações, medições experimentais na bancada de 
testes são feitas para se verificar a veracidade do modelo e das hipóteses utilizadas. 

2. PROJETO E CONSTRUÇAO DA BANCADA DE TESTES 

Figura 1: Bancada de testes - (a) rotor sem palhetas 
montado sobre as estruturas flexíveis nas suas extre­
midades e acoplado ao motor elétrico na extremidade 
direita do eixo - ( b) rotor com as suas oito palhetas 
flexíveis montadas. 

2 

A bancada de testes mostrada na fi­
gura 1 viabiliza a simulação experi­
mental do comportamento dinâmico 
de rotores rígidos suportados por 
elementos elásticos, com ou sem pa­
lhetas flexíveis distribuídas na peri­
feria do rotor. 
Uma vez que o nível de amor­
tecimento mascara muitos efeitos 
dinâmicos, projetou-se uma banca­
da com baixos níveis de amorteci­
mento, para que todos estes efei­
tos dinâmicos pudessem ser obser­
vados com facilidade. Além dis­
to , sabendo-se que fenômenos vibra­
tórios em altas frequências envol­
vem muita energia, e tendo-se baixos 
níveis de amortecimento na bancada 
de testes, procurou-se sempre traba­
lhar em baixas frequências, para que 
a energia envolvida nas ressonâncias 
e velocidades críticas não fosse mui­
to alta. 
A bancada é relativamente versátil e 
composta por um rotor rígido aco­
plado a pás flexíveis. Nas extremi­
dades do eixo encontram-se mancais 
de rolamento montados em estrutu­
ras flexíveis compostas por lâminas. 
A extremidade direita do eixo é aco­
plada com um motor elétrico através 
de um acoplamento também flexível. 

.. 

... 
j, 

,,i 
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3. MODELAGEM MATEMÁTICA 

A primeira etapa da modelagem matemática é a definição dos sistemas de referência, 
os quais auxilam no levantamento das equações não lineares de movimento para o sistema 
rotor-mancai-palhetas. Para cada uma das p palhetas flexíveis mostradas na figura 1 é 
definido um sistema móvel solidário ao rotor, cuja origem coincide com o ponto de engaste 
da palheta na periferia do rotor . Estes p sistemas de referência têm a mesma velocidade 
angular do rotor. No que diz respeito às suas posições angulares existem ângulos de fase 
()i (i = 1, 2, ... , p), entre a base solidária ao rotor e a base de cada palheta. Este ângulo é 
definido em função da montagem da palheta em torno do rotor. Definidos os sistemas de 
referência, calculam-se as velocidades e acelerações angulares do rotor e das palhetas. Em 
seguida, determinam-se as acelerações lineares absoluta do centro de massa do rotor e das 
p palhetas, as quais são modeladas como partícula. Finalizados os estudos da cinemática 
dos movimentos do rotor e das p palhetas, inicia-se a análise dinâmica com o diagrama 
de corpo livre para o rotor e as p pás. Baseado no princípios de Newton e Euler chega-se 
nas forças de reação e nas equações de movimento para o sistema global. 

znza 

X 
YI '"" Y.2 

x1 - x~ 

Figura 2: Sistemas de referência inerciai (X Y Z), 
móvel 81 (X1 Yi. Z1 ), móvel 82 (X2 Y2 Z2 ), móvel 
83 (X3 Y3 Z3) e móvel B3i (X3; Y3i Z3;) 

Sistemas de Coordenadas - Na 
figura 2 representam-se os siste­
mas de referência utilizados pa­
ra a descrição dos movimentos. 
Considerando-se inicialmente o rotor 
rígido tem-se os seguinte sistemas de 
referência: sistema inerciai I (X Y 
Z) , sistema móvel B1 (X1 Y1 Z1 ) , 

oriundo da rotação (vibração) r(t) 
em torno do eixo Z , sistema móvel 
B2 (X2 Y2 Z2 ) , oriundo da rotação 
(vibração) {3(t) em torno do eixo Yi., 
sistema móvel B3 (X3 Y3 Z3 ) , oriun­
do da rotação (spin) <P(t) em tor­
no do eixo X 2 . Considerando-se as 
palhetas tem-se sistemas móveis B3i 
(X3i Y3; Z3;) (i = 1, 2, 3, ... , p) oriun-
dos da rotação ()i em torno do eixo 

X 3 . A origem deste sistemacoincide com o ponto de fixação da palheta na periferia do 
rotor Oi. Destaca-se que i varia de 1 a p = 8 palhetas. Ressalta-se que o ângulo ()i medido 
em relação a base B3 , ao contrário dos ângulos f(t) {3(t) <P(t), independe do tempo. 

Matrizes de transformação de coordenadas - Após a definição dos diferentes 
sistemas de referência, tem-se as seguintes matrizes de transformação de coordenadas 

[ 

cosr(t) 
Tr = -se~r(t) 

senf(t) O l 
cosf(t) O 

1 

T 0 ~ [ ~ 
o 

cos<jJ(t) 
-sen<jJ(t) 

sen~(t) ] 
cos<jJ(t) 

e 

3 

[ 

cosf3(t) O 
T 13 = O 1 

sen{3(t) O 

To,~ [ ~ 
o 

cosei 
-sen()i 

-se~{3(t) l 
cos{3(t) 

(1) 

se~()i ] 
cosBi 

(2) 
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onde 81 s = Tr · Is, 82 S = Tf3 · 81 S, 83 s = Tcp · 82 S e 

Velocidades e acelerações angulares absolutas -A velocidade angular absoluta 
do sistema móvel B3, 83 n, representada na base B3 é dada por 

. . . 
83 n = Tct> · Tf3 · Tr Ir+ Tct> · T f3 81 {3 + Tct> 82 </J (3) 

onde It = {O O r} T , 81 /3 = {O /3 O} T e 82 ~ = { ~ O O} T Uma vez que o sistema 
móvel B3 é solidário ao rotor tem-se que 83 n =83 w , onde 83 w é a velocidade angular 
absoluta do rotor. A aceleração angular absoluta do sistema móvel B3 , representada na 
base B 3 é dada por 83 O = 1t (83 n) a qual coincide com a aceleração angular absoluta do 
rotor 

83
w. 

Aceleração linear absoluta do rotor e das palhetas - A aceleração absoluta 
do centro de massa do rotor 1 acc é representada na base inerciai I , supondo-se que o 
centro de massa do rotor (CC) não coincida com o ce~tro geométrico (O) do mesmo por 
consequência de um desbalanço concentrado no disco. Tem-se que 

onde 1 a 0 = { :Xo Yo io} T e 83 e é o vetor de excentricidade representado na base móvel B3 
e descrito em função da excentricidade e e do ângulo de fase </Jo, os quais independem do 
tempo quando descritos na base móvel B3, ou seja, 83 e = {O e· cos<f;0 e· sen<f;0 }T. Os 
vetores de velocidade relativa 1t (83 e) e aceleração relativa ;t22 ( 83 e) do centro de massa 
cm relação a base B3 são nulos. A aceleração linear do centro de massa da i-ésima palheta 
(ponto Pi) é descrita com o auxílio da base móvel B3i (i = 1, 2, ... p), posicionada na 
periferia do rotor' ponto o i da seguinte forma: 

Em relação aos termos da eq. ( 5) tem-se que 
• 83 , a

0
, é a aceleração linear absoluta do ponto Oi, onde a origem do sistema móvel está 

posicionada. Esta aceleração, representada no sistema móvel B3i é dada por : 

onde 83, ao = T()i. Te/>. T(3. Tr .I ao, 83,n = T()i 'a3 n, B3,n = T(), .83 n e o vetor de 
posição 83 ri entre o centro geométrico do rotor O e o ponto de fixação da palheta Oi, 

representado na base B3i , é dado por 83 ri = {O r of . Sendo este um vetor constante 
quando representado na base móvel B3,' tem-se que a velocidade relativa do ponto Oi em 
relação ao centro geométrico do rotor O, 1t (83,r) e a aceleração relativa do ponto Oi em 

relação ao centro geométrico do rotor O, !~ ( 831 r), são nulas . 
• 83; n X 83, L, é o produto vetorial da aceleração angular absoluta do sistema de referência 
móvel B3i pelo vetor de posição 83 L, , sendo ambos descritos no sistema móvel , ou seja, 

83, Li = {O Li (i} T. O veto r 83; Li• tem origem no ponto O i e fim na posição do centro de 
massa da palheta (ponto Pi)· Este termo esta diretamente relacionado com a aceleração 

4 
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tangencial, decorrente do vetar 83i D variar no tempo e o vetqr 83, L i estar fixo nesta base 
móvel, sendo acelerado angularmente . 
• 83i n X 83i n X 83i Li está relacionado com a variação do vetar de velocidade 83, n X 83i Li 

em termos de sua direção. Este vetar 83, n x 83i L i gira com uma velocidade angular 
83

i n. 
• 2 · 83, D x ft (83, L ;) é o produto vetorial da velocidade angular absoluta do sistema móvel 
B3; pela velocidade relativa do centro de massa da palheta (movimentos vibratórios com 
pequenas amplitudes) , ambas representadas no sistema móvel B3;, sendo ft ( 83 , L;) = 

{O O (;}r_ Este termo é conhecido como aceleração de Coriolis, e resulta da variação 

do vetar de velocidade relativa ft (8 3, L;) em termos de direção. Assume-se aqui que a 
rigidez _longitudinal da palheta é alta quando comparada com a rigidez de flexão , o que 
leva a l; =O. 
• ;t~ (

831 
L;) é a aceleração relativa do centro de massa da palheta em relação ao ponto 

O; (origem do sistema móvel de referência). Esta aceleração é obtida quando se deriva 
duas vezes o vetar de posição 83 i LPi em relação ad tempo, quando este é representado no 

sistema móvel de referência, ou seja, ft~ ( 83, L;) = {O O (;} T. 

RYl·;f,· R.x' Rz' . I _, . Rzi 

R=~i. . Ryi n1prs .. 

o _. R,-~· Rzi L ~I • ~ . . 

R..'Ç;i.L Rzt ~ . -, L~··· 

Ryi Rxi.L 

I -RB:y 

RBl 

Figura 3: Diagrama de corpo livre do sistema com as 
forças externas aplicadas e as reações 

Esforços atuantes sobre o con­
junto rotor-mancai-palhetas - A 
figura 3 ilustra o diagrama de cor­
po livre do rotor e da i-ésima pa­
lheta. Sobre o rotor atuam as se­
guintes forças : força peso 1 PR = 
{O O - mRg}T , reações nos man-
cais A e B, ou seja, 

1
RA 

{RAx RAy RAz}T e IRB 

{O Rny Rsz}T. As forças de 
reação 1 RA e 1 Rs podem tamhém 
ser rlescritas na base móvel B3, 
fazendo-se uso das matrizes de trans­
formação de coordenadas, ou seja, 

83 RA = Tq, · Tf3 · Tr · 1 RA e a:;RB = 
T1J · Tf3 · Tr · 1 R 8 . A força de conexão 
entre o rotor e a palheta é represen-

tada na base B3; por B3,Ri = { -Rx; -Ry; -Rz;}Te torque de acionamento por 83T; = 
{T O O} T e os momentos de reação. Sobre a palheta atuam a força peso das palhetas 
1P; ={O O - mp, · g}T e a força de reação n3;R; = {Rx; Ry; Rz;}T. 

Modelo para as palhetas e para os apoios flexíveis -· Para os cálculos considera­
se a massa da palheta concentrada na extremidade da lâmina flexível. Ressalta-se, que 
a componente do vetar 83, R; na direção Z3; pode ser descrita em função da rigidez 
equivalente Keq da lâmina (palheta) e da deformação(; perpendicular ao seu comprimento 
e medida na base B3;, ou seja, R z; = K eq · (; onde (i = 1,2, ... 8). Fazendo-se uso 
da teoria de Resistência dos Materiais, mais especificamente da equação da linha elástica 
para vigas, calcula-se a constante elástica da palheta como sendo Keqi = (3f;i) onde L; 
é o comprimento da palheta, E o módulo de elasticidade e I; o momento de inércia de 
área da i -ésima lâmina flexível. As forças nos apoios A e B podem ser representadas por 
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elementos de mola de acordo com a eq.(7) e mostradas a seguir, 

(7) 

onde o termo Kax é a rigidez do apoio A na direção X. Os termos Kay, Kby, Ka~ e Kbz 

são os valores da rigidez dos apoios nas direções Y e Z respectivamente . .0.
1
sA e .0.

1
s 8 

são as deformações nas extremidades A e B do eixo descritas em função dos movimentos 
do rotor e de sua geometria. 

Equilíbrio dinâmico do sistema de corpos - A seguir escrevem-se as equações de 
equilíbrio dinâmico para o sistema rotor-mancai-palhetas , fazendo-se uso dos princípios de 
Newton e Euler. Analisando-se separadamente os vários componentes do sistema mecânico 
tem-se o rotor , modelado como um corpo rígido no espaço, de onde obtém-se seis equa­
ções dinâmicas. Em seguida tem-se as oito palhetas modeladas como partícula no espaço 
(lâminas com massa distribuída desprezível + partícula conectada na sua extremidade), 
de onde obtém-se mais 8 x 3 = 24 equações. Fazendo-se a somatória de forças sobre o 
rotor igual a variação da quantidade de movimento linear, tem-se 

p=B 

1 P+ 1 RA+ 1 RB-L 
i= l 

[ 

mR O 
M = o mR + 2mbox + 4m,conection 

o o 

(8) 

(9) 

onde mR é massa do rotor , mbox é massa do mancai de alumínio com rolamento de aço e 
m conect.ion é massa da conexão entre as lâminas inferiores e superiores do mancai flexível. 
(vide figura 1) . Fazendo-se a somatória de momentos sobre rotor em relação ao centro de 
massa e igualando-a à variação da quantidade de movimento angular, tem-se 

p=8 d 
R:JS.4 X a3 RA + B3 SB X 83RB+ L [ 83ri X (-83Ri)] =Ice dt ( 83 w ) + 83rl X Ucc B3 w )(10) 

t=l 

O vetar 83 S.4 é o vetar com origem no centro de massa do rotor e término no ponto 
A (ponto onde o suporte flexível foi montado na extremidade do eixo), sendo descrito 
por 83 s .4 = { d 0 A - E · cos4;0 - E · ser~c/Jo} T . Finalizando, o veto r 83 s B tem origem no 
centro de massa do rotor e término no ponto B, ponto onde o outro suporte flexível foi 
montado. Este é dado por 83 SB = { -doB -E· cos4;0 -E· senc/Jof . 
Fazendo-se a somatória de forças sobre as palhetas tem-se 

(11) 

onde (i = L 2, ... 8) , Mi é a matriz diagonal de massa da i-ésima palheta e 83 aP 
a aceleração linear absoluta da palheta, calculada com auxílio da eq.(5). Trabalhand~-s~ 
com as eqs. ( 8) , ( 1 O) , ( 11) , chega-se a um sistema de 6 + 8 x 3 = 30 equações, das 
quais 16 são reações dinâmicas (Rx, RYi i = 1...8) e 14 são equações de movimento. 
Estas equações de movimento relacionam os movimentos do centro geométrico do rotor , 
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X0 (t), Ya(t), za(t), f(t), ~(t) e ~(t) com os movimentos vibratórios das oito palhetas, 
(i(t) (i= L ... , 8). Reescrevendo as eqs. (8), (10), (11) na forma matricial chega-se a 

A ( t) 30 X 30 • q ( t) 30 X I = b ( t) 30 X 1 ~ q ( t) = A - 1 
( t) . b ( t) (12) 

onde q(t) = { Xa Ya Za f ~ ~ (1 ... (s Rx1 Ry2 ... Rxs Rys} T. Resolvendo-se o sistema de 30 
equações para cada intervalo de integração numerica, obtém-se o comportamento do sis­
tema rotor-palhetas no domínio do tempo e da frequência. Destaca-se aqui, que a eq.(12) 
não será linearizada. Resolvendo-a para diferentes condições iniciais de movimento. é 
possível analisar o comportamento vibratório do rotor, considerando-se tanto pequenas 
quanto grandes amplitudes de vibração. 

4. RESULTADOS TEÓRICO-EXPERIMENTAIS 

A tabela 1 apresenta resultados comparativos entre as quatro frequências naturais do 
sistema rotor-mancai sem e com palhetas flexíveis. Para se obter as frequências naturais 
experimentais do sistema numa velocidade de rotação nula, excita-se o rotor impulsiva­
mente na direção horizontal e vertical. Esta excitação é realizada com o auxílio de um 
martelo instrumentado com uma célula de carga. Com o auxílio dos acelerômetros mon­
tados na extremidade esquerda do eixo (vide figura 1) faz-se a aquisição dos sinais de 
aceleração no domínio do tempo tanto para a direção horizontal Y como vertical Z . Estes 
sinais são transformados para o domínio da frequência via FFT e graficados na figura 4. 
Para se obter a..s frequências naturais teóricas integram-se as equações de movimento com 
condições iniciais de velocidade (choque), baseado no Método de Euler. A cada passo ele 
integração soluciona-se o sistema de equações dado pela eq.(12), tendo-se acesso a infor­
mações relacionadas com as vibração do conjunto rotor-mancai-palhetas e com as forças 
ele reação no pé das palhetas em função dessas vibrações. 

Tabela 1: Frequências naturais da bancada de teste com o rotor 
sobre mancais flexíveis sem palhetas e com palhetas 

Freq. Sem Palhetas com Palhetas 
teórico I experimental i Erro 

[Hz] [Hz] [%] 
teórico l experimentall Erro 

[Hzj [Hz] [%] 
1. 14,6 14,7 0,7 13,7 13,5 1,4 
2. 21,2 21,0 0,9 21,2 22,0 3,6 
3. 28,8 29,0 0,7 27,5 27.5 0,0 
4. 34.1 34,0 0,3 33,7 33 ,5 0,6 

As primeiras frequências naturais ele translação e rotação aparecem na direção Y 
(horizontal ) como consequência dos menores valores ele rigidez dos apoios nesta dircção. 
Estes valores são menores, pois, as lâminas verticais dos apoios possuem comprimentos 
maiores. Outro fenômeno que merece ser citado é o fato da excitação aplicada na direção 
horizontal provocar valores ele aceleração na clireção vertical. Estes valores aparecem 
em virtude elo acoplamento das duas direções (Y e Z) provocado pelo elemento elástico 
(acoplamento) entre o eixo e o motor elétrico e também pela presença da dinâmica das 
palhetas flexíveis. Com erros máximos de 3, 6% entre as frequências naturais teórica.<> e 
experimentais verifica-se que o modelo matemático desenvolvido reproduz com precisão o 
sistema rotor-mancai sem e com palhetas. 
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Figura 4: FFT das acelerações lineares do mancai esquerdo quando o rotor é excitado 
impulsivamente- (a) modelo teórico sem e com as oito palhetas flexíveis e (b) medições 

experimentais sem e com as oito palhetas flexíveis. 

5. CONCLUSAO 

O trabalho em questão dá uma contribuição teórico-experimental para a descrição do 
acoplamento de vibrações laterais de rotores rígidos com palhetas flexíveis. O modelo ma­
temático desenvolvido com base na Dinâmica de Corpos Rígidos e Teoria de Elasticidade 
descreve de forma precisa o acoplamento de vibrações entre o rotor e as palhetas. Aqui 
essas útimas são modeladas como massas concentradas. Este mesmo modelo poderá ser 
utilizado para predizer o comportamento das frequências naturais das palhetas em função 
da rotação. Ao se montar as palhetas flexíveis no sistema rotativo observa-se um pequeno 
shift das frequências naturais do conjunto. Além disto, no modelo teórico todas as pa­
lhetas têm a mesma ma..<ssa e o mesmo comprimento,o que não acontece no sistema real. 
Pequenos erros de montagem das palhetas na periferia do rotor causam pequenas variações 
nos comprimentos da..s mesmas. Isto leva a um pequena dispersão das frequências naturais 
das palhetas em torno do seu valor teórico de 19, 5 H z. Esta informação é de extremo 
valor. pois. indica a introdução de um possível desbalanço, caso a mesma seja colocada 
em rotoção. Em etapas futuras do trabalho modelos mais refinados (bi e tridimensionais) 
para as palhetas poderão ser elaborados e testados experimentalmente, visando descrever 
o comportamento do sistema em faixas de frequência acima de 40Hz. 
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Abstract 
The equations of motion for the aeroelastic analysis of an aircraft contain unsteady aerodynamic terms which 
must be approximated by algebraic forms if they are to be written in the Laplace domain. The most common 
approximation involves rational functions, and severa! authors have used the so-called Padé functions. ln most of 
the aerodynamic applications in literature, the numerator coefficients, i.e . the lag parameters, have been a priori 
specified over the desired reduced frequency Jimit, based on the engineer's own judgemcnt. An altemative is to 
optimize these non-linear parameters, via non-Jinear programming tcchniques, to improve the approximations. ln 
this work, thc lag parameters of the approximating function were optimised using the Nelder&Mead simplex 
mcthod. This optimization was implemented in a existing program and the optimized and non-optimized results 
werc compared. 
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L INTRODUÇÃO 

O uso de métodos de aproximação por funções racionais para a representação do 
carregamento aerodinâmico não-estacionário em análises aeroelásticas no domínio de Laplace 
tem sido muito utilizado por diversos autores. Roger (1977) utilizou funções racionais para 
representar o carregamento aerodinâmico baseando-se nos conceitos de Jones (1940), obtendo 
a função racional através de uma aproximação de valores tabelados dos coeficientes de 
influência aerodinâmicos usando Métodos dos Mínimos Quadrados (MMQ). Outra forma 
utilizada de representação, também baseada em MMQ, está em aproximar os coeficientes por 
polinômios de Padé. Este método foi aplicado por vários autores sendo encontrado nos 
trabalhos de Vepa (1977), Abel (1979), Karpel (1981), Eversman&Tewari (1991). 

As aproximações por funções racionais podem ser melhoradas através do aumento do 
número de termos de atraso utilizados. No entanto, este aumento afeta os estados 
aerodinâmicos, aumentando o número de equações necessárias para definir o sistema 
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aeroelástico. Pode-se também melhorar a aproximação reduzindo-se o intervalo de frequência 
reduzida utilizado no ajuste, mas isto reduz o limite de aplicação da aproximação. Entretanto, 
os parâmetros livres utilizados em todas as aproximações, i. é., os parâmetros de atraso, 
podem ser otimizados para melhorar estas aproximações por função racional. 

Na última década, foram desenvolvidos métodos para aperfeiçoar as aproximações de 
função racional otimizando a seleção de certos coeficientes não lineares, no caso os 
parâmetros de atraso, via técnicas de programação não linear. Os métodos existentes para 
obtenção de parâmetros de atraso geralmente são computacionalmente caros. Porém, a 
acuracidade da aproximação depende essencialmente dos parâmetros de atraso. Esta afirmação 
foi comprovada por Peterson&Crawley ( 1988), que mostraram que esses parâmetros quando 
otimizados fornecem um erro mínimo entre o valor aproximado e o valor exato da função de 
transferência, fazendo com que a acuracidade da aproximação seja aumentada. 

A técnica utilizada por Peterson&Crawley ( 1988) para a determinação dos parâmetros de 
atraso consiste do otimizador de Newton-Raphson. Tiffany&Adams ( 1988), baseados em 
métodos de Padé matriciais, também utilizaram um procedimento de escolha dos parâmetros 
de atraso adequado à representação da aproximação. · 

Eversman&Tewari ( 1991) em seus estudos levaram em consideração, como parâmetro 
livre a otimizar, o coeficiente do parâmetro de atraso. Para tal propósito, utilizaram como 
otimizador o método simplex não linear proposto por Nelder&Mead ( 1965). Este esquema de 
otimização é utilizado para acelerar a convergência das variáveis de projeto, no caso, os 
parâmetros de atraso. A vantagem deste método sobre o método de Newton-Raphson foi 
verificada por várias aplicações em diversos campos e usada por Tiffany&Adams ( 1988) no 
campo da aeroelasticidade. 

2. PROCESSO DE OTIMIZAÇÃO 

Para a realização de um modelo no espaço de estados, o procedimento de aproximação do 
carregamento aerodinâmico não-estacionário é realizado por funções racionais. A 
aproximação realizada por Silva ( 1994), utilizou-se da subrotina FUNCRAC, que faz parte do 
programa SSAER, baseado em desenvolvimento anterior realizado na EMBRAER por H. B. 
Resende. Esta subrotina é responsável pelo procedimento de obtenção dos coeficientes de 
influência aerodinâmicos por polinômios de Padé. O programa possui um conjunto de 
subrotinas (EISPACK) para solução de problemas de autovalor, que é utilizado para a solução 
do problema de jlutter através do método p. 

A otimização dos parâmetros de atraso é efetuada considerando a comparação entre o 
cálculo da matriz aerodinâmica exata e a matriz aproximada por polinômios de Padé. Os 
resultados relativos à obtenção dos coeficientes de influência exatos são obtidos pela 
subrotina AERO, que também faz parte do programa SSAER. Partindo-se de valores de 
parâmetros de atraso tabelados, a determinação da norma que rege o erro entre os valores 
obtidos das matrizes aerodinâmicas e sua comparação a um valor considerado mínimo, 
indicará a necessidade ou não da otimização. A implementação da subrotina de otimização foi 
realizada dentro do bloco que faz a montagem da matriz aerodinâmica no espaço de estados. 

2.1. Subrotina OTIMIZA 

A subrotina OTIMIZA foi implementada no programa SSAER com o objetivo de 
otimizar os valores dos parâmetros de atraso utilizados no cálculo da matriz dos coeficientes 
de influência aproximada por função racional. Esta subrotina foi criada em linguagem de 
programação FORTRAN e compi]ada no software Microsoft Powerstation e ajusta o mínimo 
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de uma função de diversas variáveis partindo de uma estimativa inicial. A subrotina é uma 
implementação do algoritmo Nelder&Mead ( 1965), que é um método de busca direto para 
ajustar o mínimo de uma função. 

O método baseia-se na comparação dos valores da função objetivo em (N+ 1) vértices de 
um simplex geral e na movimentação deste simplex em direção a um ponto ótimo. A 
subrotina OTIMIZA é responsável por montar este simplex próximo à estimativa inicial. Com 
os valores iniciais do simplex, o valor da função para cada ponto inicial é calculado e 
iterações são realizadas até que o diâmetro do simplex seja menor que a tolerância estipulada, 
de acordo com o fluxograma da Figura 1. 

INICIALIZAÇÃO DE VARIÁVEIS 

MONTAGEM DO SIMPLEX 
PRÓXIMO A ESTIMATIVA INICIAL 

CÁLCULO DA MATRIZ APROXIMADA 
POR POLINÓMIOS DE PADÉ 

I 

~~-··. y ·--~---··-

MELHORA AS SUGESTÕES INICIAIS 
1 

··- --.! 

y _ _ _ ___ .., 
REFLETE .EXPANDE OU CONTRAI ' 

---· - ....1____- - ·---- - -·- , 

___ , ITERAÇÃO ATÉ O DIÂMETRO DO SIMPLEX ' 

~--~~-~EN_OR DO QU~-~ TOLERÁN~IA_. _j 

2.2. Criação do algoritmo de 
otimização 

Um algoritmo de ot1m1zação é um 
processo iterativo no qual a partir de um 
ponto inicial calcula-se, de acordo com 
determinadas regras, um novo ponto e, a 
partir desse ponto, seguindo as mesmas 
regras, o ponto seguinte. A diferença dos 
algoritmos existentes está justamente 
nestas regras que determinam o ponto 
seguinte. 

A descrição do algoritmo 
Nelder&Mead ( 1965) começa com um 
simplex de pontos no espaço de projeto 
(llABH), de acordo com a Figura 2.1 a. 
Inicialmente é considerado a minimização 
de uma função de N variáveis, sem 
restrições, onde os valores Po, P1, ••• , PN 
são os (N + I) pontos no espaço N­
dimensional que definem o simplex atual. Figura 1 -Fluxograma da subrotina O TIM IZA 

A função objetivo é avaliada em cada 
vert1ce do simplex e o ponto de maior valor é identificado (H), Figura 2.1 b. A cada 
comparação dos valores da função objetivo o simplex é movido em direção a um ponto ótimo. 
Para cada ponto Pi, que são os (N + 1) vértices do simplex, é calculado um valor de Yi que 
corresponde ao valor da função nesse ponto. A linha de projeção do centróide é determinada e 
a função objetivo é avaliada nos pontos da projeção de acordo com as três operações básicas 
do método, i. é, reflexão, expansão e contração, como mostra a Figura 2.1a. 

Em cada estágio do processo, Ph é substituído por um novo ponto. A função objetivo é 
novamente avaliada para cada ponto e um novo simplex é determinado, como mostra a Figura 
2.lb. 

Todos os passos utilizados no processo de otimização estão representados no fluxot,rrama 
da Figura 3. 
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B 

POI\ TO Sl!PER IOR 

SIMPL EX 1:-.I ICIAL 

H 

A \ --------"' LINH A DE PROJEÇÀO 

A. B. H · vértices do simplex 
O· cent róide do simp lex 

A 

NOVO SIMPL EX 

R ·ponto de refl exão NOVA LI NHA DE PR OJE00 

E ·ponto de expa nsão 
C -ponto de co ntração 

2.1 a - simplex inicial 2.2b - novo simplex 
Figura 2 - Projeção do algoritmo simplex 

3. RESULTADOS 

: INICIALIZE [ 

I CÁLCULO DE Pi , y;, P-J 

! 
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1 PR= ( I+ a)P- aPh i~ 
' CALC ULO DE YR · 

r-;:;----, 
i PT= p ' 
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.. o s 
- - -----t--­
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CALCULO DE YE ! 
_ _ _________ j 

~-~ 
s ' 

-- _y_ __ 
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! yh = y E ! 
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"----·-·· 

y · 
I Ph I: PR I 
I --· - - --- - -- --' 

'f 

N 
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J J 
: CONT RAÇÀO - I 
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I ó s ~ 
N . 
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-------~' 

; _y__ 
1 ~= Pc 1 
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I L'_---,--~ 

i 
J 'f 

(I~ FIM 

Figura 3 - Fluxograma do processo de otimização 

As análises de solução de jlutter resultam em autovalores dos quais pode-se obter o 
comportamento da frequência e o amortecimento de um determinado modo aeroelástico. Dos 
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métodos de solução de jlutter existentes, o método p fornece mna solução fisicamente correta 
do amortecimento aeroelástico, levando a resultados mais adequados que os demais métodos. 
No método p-k a evolução modal encontrada é mais próxima da realidade em comparação ao 
método k, cujos valores do amortecimento na evolução modal não possuem significado físico, 
exceto na condição de estabilidade marginal, i. é, na fronteira de jlutter. Portanto, utilizou-se 
o método p para a realização da otimização, e posteriormente será feita uma comparação com 
os valores obtidos pelo método p-k. 

Para efeito de comparação utilizaram-se os dados gerados da análise aeroelástica 
realizada por Silva (1994) para solução de problemas de jlutter, através do método p, 
utilizando parâmetros de atraso tabelados e os dados gerados da mesma análise, além de 
parâmetros de atraso otimizados através da subrotina OTIMIZA, de acordo com a Tabela I. 

Tabela 1: Parâmetros de atraso 

Parâmetros de atraso não otimizado · otimizado 
2 atrasos 0.31700 0.06700 0.39600 0.10800 
latrasos _____ 0.46400 0.13§00 _ 0.02700 0.73260 0.23043 0.06843 

Analisando o comportamento do amortecimento e da frequência para os modos 
aeroelásticos, observou-se uma proximidade das curvas, tanto a nível de amortecimento como 
frequência dos métodos otimizados e não otimizados. Entretanto, observa-se que para o 
método não otimizado o comportamento da curva de amortecimento pode possuir uma certa 
instabilidade, principalmente se os valores envolvidos são muito pequenos, como no caso dos 
modos 2 e 6. Esta instabilidade foi observada tanto para dois (p2) como três (p3) parâmetros 
de atraso. 

Com o processo de otimização, observou-se um comportamento mais estável para o 
amortecimento estrutural para dois (pot2) e três (pot3) parâmetros de atraso, conforme a 
Figura 4. 
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Figura 4 -Amortecimento estrutural dos modos aeroelásticos 2 e 6- (2 e 3 atrasos) 

• velocidade em (m/s) 
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sooo T 
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Figura 5 - Frequência dos modos aeroelásticos 2 e 6- (2 e 3 atrasos) 
• velocidade em (m/s) **frequência em (Hz) 

Para os demais modos analisados, num total de 26 modos, o comportamento do 
amortecimento estrutural bem como da frequência praticamente mantém-se o mesmo, 
conforme Figura 6 e 7. 
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Figura 6 - Amortecimento estrutural dos modos aeroelásticos 19 e 25 - (2 e 3 atrasos) 
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Figura 7- Frequência dos modos aeroelásticos 19 e 25- (2 e 3 atrasos) 
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A comparação dos resultados dos casos otimizados do método p (2 e 3 parâmetros de 
atraso) com os do método p-k mostrou ter um comportamento semelhante na maioria dos 
modos analisados. 
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4. CONCLUSÕES 

A variação na quantidade dos parâmetros de atraso utilizados (2 ou 3 atrasos), bem como 
o valor destes parâmetros (otimizados ou não otimizados), tiveram uma pequena contribuição 
na forma das evoluções aeroelásticas obtidas. As evoluções são bastante próximas pois a 
ordem do sistema de onde obtém-se os autovalores são diferentes, mas a qualidade da 
aproximação varia com o número de parâmetros utilizados. 

Os valores de amortecimento mostraram-se mais sensíveis à variação dos parâmetros de 
atraso do que as frequências. Isto se deve ao fato do amortecimento estar muito mais 
relacionado à natureza aerodinâmica do que a frequência, que depende mais do sistema 
dinâmico-estrutural. 

A otimização dos parâmetros de atraso contribuiu para dar uma maior estabilidade no 
comportamento do amortecimento estrutural. 

A diferença entre os métodos p otimizados e o método p-k é de caráter fisico e está 
relacionada à melhor representação dos acoplamentos, sendo essa a diferença verificada entre 
as curvas de amortecimento e frequência. 
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Abstract 

This pape r deals with the problem of rigid body rot.ation evolut.io n under t h e act.ion of a torque which 
depends on the proj ection of rigid body angular velocity on the body fr ame only. This is, so called , the 
rigid body with self-excit.ation . If the magni t ude of t.he t.orque is arbitrary , the solut.ion to t.he problem 
is known in th e simplest cases on ly. T he problem with small self-excit at. ion is considered in t he paper. 
This problem is of great import.a nce from t h e standpoint of a number of applicat.ions in spacecraft a nd 
rigid body dynamics. ln the case of sm all torque is it possible to use pert.urbation m et. hods to obtain 
complete a naly t ical anel geometr ical descript.ion of the rotat.ion . ln this paper the common approach to 
inwstigatr t.he probl em of rigid body rotati on under the act ion of small torque, which is known in the 
bocly fram e is desnibed . csing this approach two probJc.ms are solved : t he problem of m a inta ining the 
angular velocity of a gyroscope using t lw cont rol Iorque which is quaclra tic on angular velocity , anel the 
prob!Pm of nonsy mmetric spacecraft rotation wit h ElPc l ri c Propulsion thruster. 

K eywords 

Rigicl body, t.orque , perturbation methocls . 

1. Introduction 

Grammel (19.54) and Magnus (1911) call '·gyroscope with self-excitation" a rotat.i on of 
a rigid body under the action of torque which is known in a body frame. ln other words. 
the torque depends on components of angular velocity and time only. Thi s problem is 
originaL since the equation of motion are splitting in some sense. Namely, the motion in 
a body frame can be investigated independently on the body mot ion in inerti al fr ame. 
Grammel presented the problem of the maintaining the angular velocity of a gy roscope 
by using the control moment which is proportional to the difference between squares of 
the actual angular velocity and required angular velocity. 

lf the magnitude of a torque is arbitrary, closed-form solution of the problem of rigid 
body rotation with self-excitation is known only in some simplest cases. For example, 
when the body is axial symmetric anel the torque is directed along a main ax is of inertia. 
The problem of rigid body rotation with small self-excitation is of great importance from 
two points of view. 
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First. the assumption that the torque is small compareci to kinetic energy of rotation is 
reasonable from the standpoint of number of applications in spacecraft attitude dynamics 
and rigid body dynamics. Second. it allows to carry out analytical investigation using 
asymptotic methods of nonlinear mechanics. 

l\Iaybe the best example of a pract.ical problem which can be treated as rigid body 
rot ation with sma.ll self-excitation is rotation evolution of a spacecraft which is equipped 
with small thruster for orbit control. The offset between the direction of thrust anel 
center of mass position leads to disturbing torque which is constant in a body frame. 
Perhaps. the first results ahout this problem ( axially symmetric case) have been obtained 
by Beletsky ( 1977). Three axis rigid body rotation evolution with small selfexcitation 
have been stuelied in the papers: Neishtadt and Pivovarov (1978) (the torque is constant). 
:\eishtadt ( 1980) (the torque is the sum of a constant term and a linear term on angular 
velocity) anel Pivovarov (198.5) (the torque inclueles quaelratic terms on angular velocity). 

Thanks to the results of Chernous'ko (1965, 1986, 1991) it is known that the motion 
of a rigiel body containing a cavity filled with strongly viscous fluid (fuel in tanks) can h<" 
asymptotically described as action of a torque which is homogeneous cubic polynomial on 
rigid body angular velocity components. The coefficients of the polynomial depenei on the 
shape of the cavity. Also Chernous 'ko carried out asymptotic analysis for dynamics of a 
rigid body with internal masses which are connected with the body by elastic anel viscous 
constraints. It has been shown tha.t if stiffness and viscosity of constraints are strong the 
rotation of the rigiel body can be asymptot.ically described as the action of the torque which 
is homogeneous four and five degrees polynomial on angular velocity components. Tlw 
coefficients of polynomials depend on the geometry of the constraints. The very important 
application of this problern is nutation damping spin stabilized spacecraft using different. 
kind of dampers . Tha.t is why the problem of self-excited rigid body rotat.ion is import.ant. 
from the standpoint of nonrigid body d_ynamics too. 

The problems of rigid body rotation evolution under the action of the distnrbing 
torque whic!I is known in the body frame can be investigatecl using common approach. 

\\'e will describe this approach anel use it for solving the following problems: 

1. The problem of Grarnmel in the case of small self-excitaion; 

2. Tlw spacecraft rotation evolution \vith Electric Propulsion thruster. 

2. The problem of Grammel 

The equation of the prohlem are the Euler equations: 

Adpjdl +(C- B)qr =O, 

Bdqjdt + (.4- C)rp =O, 

Cdrjdt + (B- A)pq = c(r-6- r 2
). 

( I ) 

Here A , B. C are the principal central inertia moments of the body; p, q, r are the projec­
tions of angular velocity on the main axes; r 0 is required angular velocity of the gyroscope; 
E is a small parameter. We assume that unperturbed rotation (E = O) is the rotation 
"around" the main axis, which corresponds to C inertia moment. ln other \'\'Oreis the r 

projection preserves sign anel is positive. 
The goal of the control (the torque in right-hanel side of the system) is to maintain tlw 

required gyroscope angular velocity r 0 . The analysis of the problern without restriction 
on the magnitude of the torqtt€ is presenteei by Leimanis (1965 ). It turns out that it 
is possible to clear up the picture of the motion only in some cases. We will consider 

2 
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the problem of Grammel under assumption that control torque is small compareci to t.he 
rotational kinetic energy of the rigid body. 

The unperturbed - Euler-Poinsot - problem has the following integrais for energy 
T and angular momentum G: 

2T = Ap2 + Bq2 + Cr2
, 

G2 = .42P2 + B2qz + C2r2. (2) 

Let us suppose that C > B > A then the general solution for the unpe rturbed problem 
has the form: 

Q2 
2CT- cn(r,k) , 

p=dA(C'-A) 

2CT- Q2 
q= 1--, B(C _ B) sn(r, 1.:), 

r= 
G2 -2.4.T . _ /(C-B)(G2 -2AT 
C(C-A)dn(r,k), T-ty ABC , 

e= [(B- .4)(2CT- G2
)] I [(C- B)(G2

- 2AT)]' (:.3) 

where 1.: is the Inodulus of elliptic J acoby functions sn. cn, dn. (It is assumed. that at the 
initial time, q = O. q' > 0). 

We will finei the solution of the input problem ( 1) in the form ( 2) , where T, G are nev\" 
variables. We obt ain the following differential equations for T and G: 

dTI dt = .:( rG - r2 )r. 

d(;2 ldt = 2~C(TG- r 2 )r. ( 4) 

\Vf' will usf' the m et hod of averaging. Sander·s & Verhulst (1985). According to t.hi s 
method we \\'iii average the right-hand sides of eq. (4) along the unpf'rt.urbed motio n (:3) 
with rf'spec t time. Denote 

2K 

<I> = 2~ j .f( l·) d.r. 
o 

vvhere 2K is the period of the unperturbed motion anel K is the complete elliptic integra l 
of the first kind with th t> modulus k. Averaging the eq. (4) we obta in 

dT I dt = d rG < r > - < r 3 >), 
dG2 I di = 2fC (r~ < r > - < r 3 >). 

{"sing. for example, Byrd & Friedman (1954). we can find t hat 

7T 

<r>= ·JK 
G2 -2A.T 
C(C-A)' 

<r >= ' ~· 
3 rr(2- J..:2 ) { G2 - ·) 4T } 3/2 

4K C(C-A) 

It is clea r that the eq. (.5 ) have integral 

H= 2CT- G2 

anel hence a re integrable by quadratures. 

( :) ) 

(6) 

(7) 

Let us determine singular points of the system (4). If r0 < O there are no singular 
points. evident ly. Let r0 > O. The equation of singular curve has the form 

< r3 > I < r > = r6. 

3 
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"Using (6) and (:3) one can see that the singular curve is a straight line 

G2 = 2DT + d, 

D = AC + BC- 2AB 
2C'- A- B ' 

d _ ·) 2 C(C- .4.)(C- B) 
- _r 0 2C - A - B . 

Note that A < D < B, d > O, and D does not depend on disturbing torque. 

( 8) 

Fig. 1 shows a phase portrait of the averaged system ( 5 ). The let.ters A. B and 
C denote rays corresponding to axial rotation about the axis .4. B, C respectively; H 
anel H ~ are rays (7) for two different values of the constant of the integral The line 
marked by D represents singular line (8) for some value of the pa.ra.meter r 0 . The region 
of unperturhed motion uncler consideration corresponds to the pa.rt of the plane lying 
between rays B anel C. ln view of the inequalities 2.4T :::; G2 :S: 2CT no G 2 anel T 
correspond to the shacled region of the plane. {Tsing (7) it is easy to obtain from (8 ) that, 
if 2r6C(C'- A)(C- B)j((H(B- .4)) > 1 then there is a unique equilibrium posit.ion of 
system ( 4) on ray H. Otherwise ( the ray H*) there are no singular points ou the ray. The 
direct ion of motion of the phase points are indicatecl by arrows in Fig. 1. Along the rays 
H and C the phase point tends to the equilibrium position, while along H * it t>merges 
onto the separa trix of the unperturbed problem. So, the presented approach allows to 
carry out the complete analyti cal and geometrical analysis of the problem in the case of 
small disturbing torque. 

3. Rotating spacecraft jet damping 

\Ve will consider spin stabilized spacecraft / rocket attitude motion with a thrust.er. 
It is supposed th a t the direction of thrust coincides with spacecraft main inertia axis 
which. in icl t>al case. coincides with the spin direction. The t hruster provides the control 
of spacr>craft orbital m ot ion. 

It is known , .\lagnus ( 1972). that the thrust causes disturbing torque (in spitc of tlw 
fa ct. that direction of thrust goes through the center of mass of the system). Tlw reason 
is that t h is system is not rigid: the moving particles inside the rotating body causes 
the torquf' which is orthogonal to the thrust dirf'ction. lt turns out that this torque is 
"usdul'·. lwcause it leads to decrcasc of rigid body nutation (rotating rocket jct damping) . 
.\1agnus ( 197:2) presentt' cl analy tical solution to the problcm for axially simmetric rigid 
body without rest riction on the magnitude' of tlw thrust. 

\\'e will consider asy mmctri c spacecra-ft with electric propulsion thruster rotation evo­
lution. First. such kincl s of t hruster are intensively e laborating anel will be widely used 
soon (Solar ek ctri c propulsion thruster.s: PS:\ , Hussi a). Second , spacecraft rotation evo­
lution wit.h t.his kind of thrustPr can be investigatPcl using thf' approach presenteei above. 
Denote F the thrust , rh mass fl ow, V exhaust velocity. Then F = rhl". The main pecu­
lia.rity of this type of thruster is th a t rh is ext remely small ( about .) . 10-:3 - 1 . 10- 2 g/ s ), 
but thanks to extremely high V (about 15-:30 km/s) the thrust is significant. 

The equa.tions of rnotion , lVIagnus ( 1972) , are: 

Adpjdt +(C- B)qr = -~Sp. 

Bdqjdt +(A- C )rp = -~Sq, 

C drjdt + (B- A)pq =O, 

(9) 

where 5' is a constructive constant of the thruster. A sma.ll parameter E inclicates , that the 
disturbing torque clue to electrK: propulsion is small compareci to the spacecraft rotational 
kineti c energy. It is supposed that unperturbed spacecraft attitude motion is rotat ion 

4 
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"around" C axis in the sarne sense like in the problem of Grammel. The thrust is directed 
along C axis. \Ve will assume that C > B > .4. 

\Ve will use the sarne approach as the one used in the problem of Grammel. The 
averaged equations will have the form 

2 2 dTjdt=-E(<p >+<q >), 

dG 2 jdt = -2E(A < p2 > +B < q2 >). 

rsing Byrd & Friedman (1954) one can obtain 

<l>= 

< q2 > = 

(E- Kk'2 )(G2 - 2AT)(C- B) 

KA(C- A)( E- A) 

(K- E)(G2 - 2AT) 
KB(B- A) 

,,·here K,E are the complete elliptic integrais with modulus k (:3). 

( 10) 

( 11) 

Rnnark. The inertia moments A, B anel C in eq. (9) depend on time. because 
the mass of the system decrease with time. We omitted the terms with derivatives of 
inertia moments \Vith respect to time. The mass ftow r?1 is smalL that is v,·hy the terms 
with derivatives of inertia moments can be neglected even if we investigate the rotation 
evolution on the interval of time which is much long than the period of rigid hody rot<~tion. 

ln arder to analyze the behaviour of the solutions of system (10) we introduce the 
fun ction H: 

H= G2
- 2CT:::; O 

Tl1e H function is negative in the area of motion (the part of phase plane lwtwPen the 
rays B anel C') a.nd is equal zero on the C ray only. lt is f'asy to see, that the total time 
derivative of the H function with respect to a.veraged system ( 10) (and a.lso the input 
system (9)) is positive : 

(~; = 2t: [(C- A) < p2 > +(C- B) < q2 >] > O 

lt means that the system (10) l1as not singular points inside the arf'a of the motion 
and e<~ch trajectory tencls to the C ray. which corresponcls to axial rotation around C 
axis. ln other words. the jet of the thrustf'r damps spacf'craft nutation. Tlw process of 
the damping is describecl by eq. ( 10). ( 11 ). The Fig. 2 shows the phase portrait of the 
problem. 

It is clear that the input problem (9) has singular line: p = q = O, r = r 0 . Using 
t he Liapunov direct method, ~leirovitch ( 1970) , we will show now that each equilibrium 
point is stable. We introduce Liapunov function \/ in the form 

\ . = 2CT- 0 2 + (G'2 - C2 r6) 2
• (12) 

where T and G 2 are defined by (2). Evidently, the V function is equal zero in the 
equilibrium point p = q = O, r = r0 . Substituting into (12) r = r0 + ;t, we obtain 

F = A(C- .4)p2 + B(C- B)q2 + (A2p2 + B 2l + C 2x 2 + 2Cr0 :r)2 

( l :3) 

5 
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~ 

T 

Figure 1: The problem of Grammel Figure 2: Rot.at.ion jet. damping 

It is clear that the function (13) is positive definite for rather small x. The total time 
derivative of the function V has the form 

i:= -:2-:: {(( C - A)p2 +( C - B)q2
] + 

[A 2p2 + B 2q2 + C2 (x 2 + 2r0x)] (Ap2 + Bq2
)} ~O 

(14) 

So. the equilibrium point p = q = O, r = r 0 is stable. The eqs. (10), (11) anel the 
phase portrait. showed on the Fig. 2, give complete solution to the problem of spacecra.ft 
rot ation with Electric Propulsion thruster. 

4. Conclusion 

Tlw goal of thi s paper is to describe the common approach to investigating the problem 
of a ri gid body with small sclf-excitation rotation evolution . anel to to use it for analysis 
of two specific problems. But, it turns out, that the presenteei approach can be used 
for investigation of rotation evolution of a rigid body containing internal masses which 
are connected with the body with elastic and viscous constraints. The most important 
applica tion of this problem is in nutation damping of spin-stabilized spacecraft using 
different kinds of dampers. Therefore it is suitahle too! for solving practical problerns 
rel ated with attitude dynamics of satellite currently under de velopment in Brazil. 
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Abstract 
The paper proposes an identification method for the mechanical and structural systerns based on wavelets family. 
The advantages of using wavelets for system identification are that good localization and hierarchical multi­
resolution can be achieved in both time and frequency domain. Consequently, the system model with multiple 
coupled medes can be identified (by wavelet based identification techniques) more efficient and accurately, 
especially for wideband (transient) and nonstationary signals. After a presentation of wavelets transform and 
identification procedure, the paper studies a simulated vibrating system formed by discrete masses, springs and 
dampers. 

Keywords 
Mechanical Vibrations, Wavelets Transform, Multi-resolution, Identification. 

1. INTRODUCTION 

Wavelets provide a new too! for the analysis and identification of vibrations. Instead of 
seeking to break down a signal into its harmonics, which are global functions that go on for 
ever, the signal is broken down into a series of local basis functions called wavelets. Each 
wavelet is located at a different function on the time axis and is local in the sense that it 
decays to zero when sufficiently far from its center. At the finest scale, wavelets may be very 
short indeed; at a coarse scale, they may be very long. Any particular feature of a signal can be 
identified from the scale and position of the wavelets into which it is decomposed. The 
structure of a nonstationary signal can be analysed in this way with local features represented 
by closely-packed wavelets of short length. Altematively hidden detail in a record of 
machinery vibration can be identified readily from a wavelet map in which the mean-square 
value of the vibration record is shown .distributed over wavelet scale and position. The 
changing vibration pattem of an engine at start-up is another example of the application of 
wavelet analysis that may be a significant improvement over the usual waterfall display. On 
the basis of the orthogonal wavelets are built highly-efficient algorithms for decomposing a 
signal into its wavelets components. Also, it is no redundancy in the sense that for any 
choosen wavelet family, there is only one possible wavelet decomposition for the signal being 
analysed. The discrete wavelet transform (DWT) which has different forms, then rivais the 
FFT in its speed of computation and the variety of its applications. 

The wavelets are introduced originary in the papers of Haar and Littlewood -Paley 
respectively in the works of subband coding in engineering, coherent states, renormalization 
group theory in physics and the study of Calderon-Zygmund operators in mathematics. 
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The unified aspects and wavelet functions were studied h)' Meyer (Meyer, 1992), Mallat 
(Mallat, 1989), Daubechies (Daubechies, 1992). Newland (Newland, 1993) uses Haar family 
ofwavelets, respectively harmonic wavelets in vibration analysis and dilation. 

Many other papers as the technical report of Priestley (Priestley, 1995) study wavelets 
and time-dependent spectral analysis. Numerous examples from different domains using 
wavelets are included in the books edited by Chui. Lot of applications for solid mechanics are 
studied by Liu (Liu et a!., 1996), Chen (Chen et a!., 1996) in the so called reproducing kemel 
particle method as a procedure belonging to the meshless methods. 

The paper proposes a new scheme of non-parametric identification method based on 
orthonormal wavelets. The advantages of using wavelets for system identification are that 
good localization and hierachical multiresolution can be achieved in both time and frequency 
domains. Consequently, the system model with multiple coupled modes can be identified (by 
wavelet based identification techniques) more efficiently and accurately, especially for 
wideband (transient) and nonstationary signals. A · simulation case studies a mechanical 
discrete system. 

2. W A VELET TRANSFORM RELATIONSHIP WITH FOURIER ANAL YSIS 

The wavelet transform allows an arbitrary function f(x) to be expressed as a series 
expansion. Each term of the expansion is one of the basis wavelets multiplied by its 
amplitude. There is a direct analogy with the Fourier expansion of a periodic function. ln the 
I ater case, the expansion is in terms of harmonic function and has the form 

ct:; 

f(x)= IF·e2rrjx 
. J 

(1) 
J=-x 

where the period is the unity. Since harmonic functions are global functions (they go on 
forever), the position of each in the x domain is specified by its definition. Only the harmonics 
frequency 2rrj has to be given. ln contrast, wavelets are local functions; each has to be defined 
by two parameters, its scale (small scale is analogous roughly to high frequency) and its 
position. For this reason, the wavelet expansion of a function involves two summations, one 
over scale j and the other over position k. 

ln arder to make numerical computations, it is necessary to use the discrete wavelet 
transform. 

The continuous wavelet transform may be written 

X 

(f , w a.b (t)) = f f(t)w a,b (t)dt f(t)EL2 (2) 
- ct:; 

and the expansion of a function 

1 x 00 dadb 
f(t) =- f f ( f(t)wa ,b(t)-2 ; 

Cw -x - IX! a 

oof lw( w )I dw 
Cw = lwl 

-IX) 

(3) 

when a (usually restricted to positive values) represents the scale parameter, b the translation 
parameter and wa. b(t) is a mother wavelet. By means of this function we may construct a 
doubly infinite sequence of wavelets by varying its degrees of translations and dilations. 

2 
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Specifically, for all real a, b (a '1: 0), write 

1/2 (t-b) wa,b(t) =la!- w -a- (4) 

We obtain a representation off(t) similar to (3) when a and b are restricted to discrete sets 
ofvalues. Thus, ifwe choose fixed values ao, b0 and seta= aom, b = nb0aom, n, m =O, ±1, ±2, 
... and set 

-m/2 ( t- nb 0a0 J 
wm,n =ao w m 

ao 
(5) 

then with suitably chosen w(t), ao, b0 we may write any function f(t) EL2 as 

f(t) =II Wm,n(t)(f, wm.n> (6) 
m n 

where { w m, n ( t) } form the so-called "dual frame" wavelets and 

oc; 

(f,wm,n> = f f(t)wm,n(t)dt (7) 

The most commonly used "discrete set" of wavelets, associated with "multiresolution 
analysis" is generated by setting ao= 112, bo = l, yielding for m,n=O,± l ,±2, .. .. 

(8) 

The class of wavelets given by (8) forms a complete orthonormal basis for L2 (Mallat, 
1989), (Daubechies, 1992) and hence any f(t) EL2 admits the representation 

00 oc; 

f(t)= L Lam,nwm,n(t) (9) 
m==~ n==-x 

where 

00 

am.n = f f(t)w m,n (t)dt (lO) 

Note that in (8) the mother wavelet w is dilated by the factor 2m and translated to the 

position 2m n. Considering the transform as a filtering operation, Wm. 0 has twice the 
bandwidth and center frequency as Wm+l. 0 and its output is sampled at twice the rate. A 
transform employing the basis functions Wm, n effects an octave band decomposition of the 
signal in the time - frequency plane. ln the context of multiresolution analysis the 
approximation ofthe function f(t) at resolution 2' is given by 

3 
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1\ I 
f 1(t)= :L 

'X) 

Lam nWm nCt) 
' ' 

( 11) 
ffi=-(JJ fi=-(JJ 

and the inner sum in (11) is called the "detail signal at levei 2m". The approximation f)(t) can 
be written in the alternative form 

1\ 'X) 

f 1 (t) = L bl,n wl,n (t) (12) 
fi=-«:; 

where { w1• 0 (t)} constitutes an orthonormal basis and are derived from the corresponding scale 
function w(t) by setting w1, 0 (t) = 2112 w(2' t- n), n=O,±l;±2, ... and 

'X) 

bl ,n = J f(t)wl,n (t)dt ( 13) 
- 'X) 

There exists important differences between the wavelet transforms and Fourier analysis. 
The most obvious difference is that the wavelet basis functions are indexed by two parameters 
(a, b or m, n) whereas the Fourier basis functions are indexed by the single parameter w. ln 
physical terms this means that wavelet transforms ( or coefficients) are characteristics of the 
local behaviour of funcion whereas Fourier transforms (or coefficients) are characteristics of 
the global behaviour of the function. ln the case of Fourier analysis the parameter w has the 
physical interpretation of frequency; in wavelet analysis the second parameter (b or n) 
represents a time location and the first parameter (a or m) determines the "width" of the 
wavelet. 

3. ORTHONORMAL WAVELETS FOR SYSTEM FUNCTION IDENTIFICATION 

Besides the excitation u(t), the response of the system y(t) is determined by the system 
operator and its associated impulse r'esponse function h(t). For linear system the operator has 
the convolution type. With zero-initial conditions, the corresponding input and output 
relationship can be written as 

t 

y(t)= h(t)*U(t)= I h(T)L.(t- T)dr ( 14) 

- c/J 

For nonparametric system identification, there are different types of excitations used, 
such as impulse and step function excited systems are very sensitive to noise; the sinusoidal 
excited system will take longer time to test and the random excited system is based on the 
stationary stochastic processing assumption. But, in general, natural excitations are transient 
(wideband) and nonstationary, sarne as the response and impulse. Therefore, wideband 
analysis processing is necessary for system identification. 

The continuous convolution integral can be written for the discrete sampled data case by: 
Y=hU 
Both the input u and the impulse response function h(t) are first represented in terms of 

discrete wavelet basis functions: 

4 
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h(t) = ho + IIh2j+nw(2-jt-n) 
j n 

u(tn- t) = uo +II u2J +n w(2-jt- n) 
j n 

(15) 

where w(2Jt-n) is a wavelet basis function that satisfies wavelet orthogonality conditions 
(Daubechies, 1992), (Newland, 1993) and Strang. 

We consider (14) where h(t), u(t), y(t) are respectively system function, excitation force 
and displacement response. Assume that the systems input and output are measurable. Then 
based on those empírica! data the system function will be identified by the wavelet theory. 
Applying the multiresolution ana1ysis, the system function can be decomposed by scaling and 
wavelet functions as follows 

n ~. L 2L-m nL 

h( t) = I a L, k <p L , k ( t) + I I d m, k w m, k ( t) (16) 
k=l m=l k=l 

where 

( aL, k = h, <p A. k ) dm, k = ( h, W m, k ) (17) 

Substituting (16) into convolution integral (14), we obtain 

1\ n ~. L 2L-mnL 

Y ( t) = I a L. k ( <p L, k * U) + I I d m, k ( w m, k * u) = (18) 
k=l m=l k=l 

nL L 2L-mn L 

= IaL.kJ<pdL.k(T)u(t-T)dT+ I Idm.kJwm.k(T)u(t-T)dT 
k=l · m=l k=l 

Then the unknowns au and dm.k can be solved by minimizing the errar function using 
least squares method 

(19) 

The criteria used in this optimization process is J < E where E could be arbitrary small 
based on the multiresolution analysis. If <p.L. and wL. can not fully cover the frequency 

' ' 
band of the system function, input and response, then a finer levei L-1 can be added 
hierarchically to solve aL, k and dm, k, and so on. Based on multiresolution analysis of wavelet 
transform, as more finer leveis are added, the accuracy and interpretation of signals further 
increased. Therefore, the approximated aL. k and dm, k will be more precise for the noise free 
system. lf the system possesses noise, and since the higher frequency noise is encoded, the 
more leveis used the error of the approximated a L, k and dm, k also increased. 

Another disadvantage is that the cost of computation increases if too many leveis are 
added. Thus, some compromise is needed. Then based on these wavelet coefficients aL. k and 
dm, k the system function can be reconstructed. 

5 
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4. SIMULA TION CASE STUDIES 

A four coupled mode system, presented in fig. l, is used to demonstra te the wavelet 
based system function identification method under the noisy environment. 

Figure 1 - Discrete mechanical system. 

The input force F and response X, as shown in fig. 2, are transient and the random noises 

are added independently. 

as 
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Figure 2 - Input force F and response X. 

The spectra of F and X are illustrated in fig. 3. ln this simulation the no i se rate is defined 

noise rate= 
max 1nmse amplitude! 

min lsignal amplitude! (20) 
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- Forc• Functlon 1 

1200 ---- Forc• Function z 
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Figure 3 - Spectra of input force F and response X. 

Due to the transiency of the signal , the noise rate for most part of the signal is greater 
than that defined by equation. 

Noise input force functions and output responses are obtained by adding random noise 
with noise rate = I O %. 

One of the identified results is presented in fig. 4. 

-O..sirvd H33 
--Appro<'"'"*'d H33 

o 

-IRU.. H33 
--Apprax~mallld H33 

Figure 4 - Comparison of desired and approximated impulse function 
(output 3 with respect to input 3) in a) time and b) frequency domains. 
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5. CONCLUSIONS 

A new system identification method based on wavelets family is developed in the paper. 
Due to its advantages of the good localization and hierarchical multi-resolution in both 

time and frequency domain, the signal to noise ratio of the data may be increased in the 
analysis. The case study example illustrates that this method performs well in the 
identification ofmechanical and structural systems with multi-coupled modes. 
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E QUADRÁTICAS SOB CARGAS HARMÔNICAS I CONTROL OF 

STRUCTURES WITH CUBIC AND QUADRAT!C NONLINEARITIES UNDER 
HARMONIC LOADS 

ÜSV ALDO CASARES PINTO & PAULO BATISTA GONÇALVES 
Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade Católica - PUC-Rio 
CEP 22453-900 Rio de Janeiro. RJ -E-mail: paulo@civ.puc-rio.br 

Abstract 
Under extreme environmental loading such as wind, earthquakes and waves, flexible structures like tall 
buildings, long bridges and offshore platforms tend to develop large vibrations, possibly resulting in extensive 
damage. This paper studies a methodology for the active contrai of flexible structures, in order to limiting the 
amplitude of oscillations to be within safe allowable bounds. The method is based on nonlinear optimal control , 
using an indiciai formulation and state feedback control. General polynomial representation of the contrai law 
up to the third order are presented. This methodology is applied to sdof systems with quadratic and cubic 
nonlinearities, with a computer code implemented to control up to the fifth order. Strongly nonlinear systems 
subjected to simple harmonic excitations are tested. Numerical results indicate that the contrai algorithm can be 
efficient in systems susceptible to chaotic vibrations, escape from a potential well or dynamic jumps. 

Keywords 
Active structural contrai, nonlinear systems, escape from a potential well, chaotic vibrations (controle estrutural 
ativo, não-linearidades, escape de um vale potencial , vibrações caóticas). 

L INTRODUÇÃO 

Uma área que tem apresentado um crescente interesse em engenharia é controle de 
vibrações. A atual tendência de construção de estruturas cada vez mais altas e longas, logo 
mais flexíveis, faz com que sob ação de ca~gas . dinâmicas intensas haja a tendência do desen­
volvimento de grandes deslocamentos. Nestas condições, o efeito da não-linearidade geométri­
ca passa a ser um fator muito importante na análise do comportamento dinâmico da estrutura. 
Esta não-linearidade, em geral associada a baixos níveis de amortecimento, dá origem a com­
portamentos típicos de sistemas não lineares, tais como ressonâncias secundárias (subharmôni­
cas e superharmônicas), saltos dinâmicos devido a ressonâncias não-lineares, vibrações caóti­
cas e escape de um vale potencial. O aparecimento destes fenômenos está geralmente associa­
do a bifurcações, podendo caracterizar uma perda de estabilidade da estrutura com o conse­
qüente aparecimento de dano e problemas na utilização da mesma. O emprego de técnicas de 
controle passivo e ativo tem sido estudado como uma possível solução para diminuir a ampli­
tude das vibrações e os danos causados em obras de engenharia civil por cargas dinâmicas. 
Instrumentos de controle passivo, tais como amortecedores viscoelásticos, isolamento de base 
e amortecedores de vibrações tipo massa-mola-amortecedor têm sido extensamente estudados 
e bastante empregados, principalmente com a finalidade de reduzir as vibrações provocadas 
por terremotos e ventos fortes_(Spencer Jr, 1996). Porém, as limitações destes métodos de 
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controle, em especial a incapacidade de adaptação a mudança ® parâmetros da estrutura e do 
carregamento, têm feito com que as pesquisas se concentrem em técnicas de controle ativo. 
Nas últimas duas décadas, vários métodos de controle ativo e semi-ativo têm sido propostos 
(Soong, 1990), e nos últimos anos pelo menos dez pontes e vinte edifícios foram projetados e 
equipados com sistemas de controle deste tipo, a maioria no Japão (Spencer Jr, 1996). 

Em controle estrutural não-linear as pesquisas são relativamente recentes, com uma histó­
ria de pouco mais de quinze anos (Masri et al, 1982, Reinhom et al, 1987). Nos últimos dez 
anos houve um grande aumento do número de pesquisadores interessados no assunto e vários 
métodos de controle não-linear têm sido propostos, como por exemplo controle ótimo instan­
tâneo (Yang et al, 1988), controle ótimo por pulsos (Masri et al, 1982) e "sliding mode 
control" (Yang et al, 1994). Neste trabalho, desenvolve-se um sistema de controle não-linear 
fundamentado numa estratégia de controle ótimo com representação tensorial, introduzida por 
Buric (1978) para aplicação em problemas de engenharia elétrica e modificada por Suhardjo et 
al ( 1992) para aplicação em controle estrutural. 

2. CONTROLE ÓTIMO NÃO-LINEAR- REPRESENTAÇÃO TENSORIAL 

Dado um sistema dinâmico completamente controlável e observável, definido pelo sistema 
de equações diferenciais de estado não-lineares de primeira ordem 

x(t) = r(x(t ), u(t ), t) (1) 

onde x(t) é o vetor de estado, u(t) é o vetor das forças de controle e fé uma dada função do 
vetor de estado, do vetor das forças de controle e do tempo, deseja-se determinar uma lei de 
controle ótimo u*(t) que, no intervalo [to , tr], satisfaça (l) e, ao mesmo tempo, minimize uma 
determinada função de desempenho J, em geral definida como 

1,-

J = h(x(t 1 ),t 1 ) + J g(x(t) , u(t) , t)dt (2) 
I O 

onde h e g são funções conhecidas. Utilizando-se a representação tensorial introduzida por 
Buric ( 1978) e modificada por Suhardjo et ai (1992), as equações de estado de uma certa 
classe de sistemas não-lineares podem ser expressas por séries de potências como 

X. i= A' xi +A' xik +A' xiki+ +Biui 
J jk jkl .. . J (3) 

onde xi é a i-ésima variável de estado, A j , A jk, A iiki , ... são coeficientes ligados às proprieda­

des do sistema, ui é a j-ésima força de controle e B j é o coeficiente que relaciona ui com xi. 

Índices repetidos indicam somatório sobre os mesmos e define-se xii = xix, xiik = xixxk, etc . De 
forma semelhante, com controle de realimentação de estado, as forças de controle têm a forma 

ui=K'xi+Ki xik+K' xik'+ 
J jk jkl ... (4) 

onde KJ, K~i' Kiiki, .. . são os i-ésimos ganhos dos controles de ordem 1, 2, 3, ... , respectiva­

mente, até a ordem desejada. Aqui adota-se uma função de desempenho da forma 

t r 
ijl f ij ij ijk ijkl 

J = Sijx + (Riju + Qjx + Qjk X + Qikl X + ... )dt 
1=11 

lo 
(5) 

onde Sij, Qij, Qijk, QiikJ. ... são tensores positivo-semidefinidos de ordem 2, 2, 3, 4, ... , respecti­
vamente, e Rii é um tensor de segunda ordem positivo-definido. Estes são tensores de pondera­
ção, com seus elementos escolhidos em função da importância relativa atribuída ao controle 

2 

! 



CONTROLE DE ESTRUTURAS COM NÃO-LINEARIDADES ... 

das variáveis de estado e às forças de controle. Quanto maiores os valores dos elementos de 
S;i, Q ij, Q;jk , ... , maior a ênfase na redução da resposta do sistema. Atribuir valores elevados 
aos elementos de Rij tem como conseqüência uma redução no esforço empregado no controle 
(menor consumo de energia). Variando-se os valores destes elementos busca-se obter um 
controle o mais eficiente possível com o mínimo consumo de energia. 

Expressando-se a função de desempenho ótima na forma de uma série de Taylor como 
ij ijk ijkl 

J = vij x + vijk x + vij kl x + ... 

onde V;1, V;jk. Vijkl, etc... são tensores simétricos com relação a seus índices, 
processo de minimização, obtendo-se a equação de Hamilton-Jacobi-Bellman 

miJ g(X, U, t) +(a JJT f(X, U, t) +a J]= 0 
u L a x ar 

onde J é dado pela equação ( 6), f ( x, u, t) = x( t) e 

- ij ij ij k ijkl 
g(x, u, t)- R;i u + Q;i x + Q;ik x + Q;ikl x + ... 

(6) 

passa-se ao 

(7) 

(8) 

Substituindo-se (3), (6) e (8) em (7) e realizando-se as manipulações necessárias, obtém-se 

(9) 

(lO) 

que constituem-se no ganho de primeira ordem e na lei de controle correspondente, conhecida 
como equação de Riccati, respectivamente. O operador sym (simetria) é definido de modo que 
atuando sobre o tensor T resulta na sua forma simétrica com relação a seus índices livres, isto é, 

sym[ ~i ]= 2\ ( 'fu + ~~), sym[ ~;k] = ; ! ( 'fuk + TkiJ + ~ki + ~kJ + ~~k + TkJi ) , ... (ll) 

Uma vez resolvida (1 O) para determinar ViJ (pode-se integrá-la numericamente) obtém-se 
os ganhos para o controle de primeira ordem a partir de (9). As forças de controle desta ordem 
podem ser calculadas utilizando-se ( 4 ), resultando nos valores obtidos para o controle linear 
ótimo clássico. De forma semelhante obtém-se as equações para o controle de segunda ordem, 

sym[v,ik + 2Va, A ;k + 3Vau (A; + s; K:) + Q,ik] =O 

3 
K a = --(R-1

) V B c 
1J 2 ah CIJ h 

de terceira ordem, 

sym[ViJkt + 2Vai A~,+ 3Va,i ( A~ + s; K:, )+ 4VaiJk (At + s: K:)+ 

+ K; RahKZ, + Qu,,] =O 

K:k = -2(R -I) ab VciJk B~ 

( 12) 

(13) 

(14) 

(15) 

e assim sucessivamente, até a ordem desejada. Observa-se que estas equações têm um padrão 
bem definido, podendo-se obter as equações para ordens superiores sem maiores dificuldades. 
Neste trabalho foi desenvolvida uma rotina que permite utilizar controle até a ordem cinco. 

Para determinar os tensores V é necessário resolver os sistemas de equações diferenciais 
resultantes, o que implica em razoável custo computacional. Porém, na maior parte dos 
problemas de engenharia civil, lr é muito maior que o período natural do sistema e pode-se 

3 
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simplificar o problema sem alteração significativa no resultado cõnsiderando-se tr = oo. Neste 
caso V é nulo e no lugar de equações diferenciais trabalha-se com equações algébricas, 
reduzindo-se o custo computacional. Outra simplificação usualmente adotada é considerar o 
tensor S nulo, de forma a trabalhar-se com um índice de desempenho mais simples. Ambas as 
simplificações foram adotadas nos algoritmos desenvolvidos neste trabalho. É importante 
observar que com o índice de desempenho aqui utilizado, usualmente adotada no controle 
ótimo clássico, o algoritmo de controle não é realmente ótimo para sistemas não autónomos, 
pois as forças externas são ignoradas no problema de minimização (Yang et al, 1988). 

3. APLICAÇÕES EM SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE 

A equação de movimento de um sistema autónomo com um grau de liberdade, contendo 
não-linearidades quadrática e cúbica, pode ser expressa por 

x + 2 !ri + ro 
2 
x + ax 

2 + ~x 3 + yu = O ( 16) 

onde x é o deslocamento, x a velocidade, x a aceleração, 11 o coeficiente de amortecimento, ro 

a freqüência natural do sistema, a e ~ os coeficientes das não-linearidades quadrática e cúbica, 
respectivamente eu a força de controle, com um coeficiente y. 

Utilizando-se a metodologia de controle ótimo com notação tensorial apresentada no item 
anterior, as equações de estado têm a forma de (3 ), com as variáveis de estado x 1 = x e x 2 = x, 
e a força de controle u 1 = u. Neste caso os únicos coeficientes não nulos são A 1

2 = -ro 2 , A~= 1, 

A ~ =-2!1, A1
2
1=-a, A 1

2

11 =-~ e B 1
2 =-y. A força de controle é definida por (4), onde os 

ganhos, Kj, K~i' Kjk" ... ,podem ser obtidos de acordo com o procedimento descrito no item 

anterior. No caso em questão i = 1, devido ao vetor de controle constituir-se num escalar. 
Um caso particular importante é aquele em que a = O, transformando ( 16) na conhecida 

equação de Duffing, que tem sido objeto de muitos estudos na área de controle não-linear 
(Suhardjo et al , 1992, Hackl et al, 1993 ). Nestas condições, os ganhos quadráticos ( K;k) e 

quárticos ( K jklm) são todos nu) os. 

Apresentam-se a seguir alguns exemplos de aplicação a problemas clássicos encontrados 
na literatura de dinâmica não-linear. Em todos os casos adotam-se valores unitários para y e 
R1" e na matriz de ponderação Q apenàs o elemento Q11 não é nulo. 

Exemplo 1: Uma viga metálica bi-apoiada sujeita a uma excitação harmónica eletromagnética 
que produza grandes deslocamentos pode ser modelada por uma equação de Duffing, como 
(Thompson e Stewart, 1986) 

2,56x + 0,32x + x + 0,05x 3 = 2,5cos(t) (l7) 

Neste sistema há dois ciclos limites, com razão entre amplitudes de 4,09. Dependendo das 
condições iniciais, pode-se ter deslocamentos bem maiores se predominar o ciclo limite externo. 
Para as condições iniciais x = 1 O, x = O, o movimento é atraído para o ciclo limite de maior 
amplitude. Inserindo-se forças de controle adequadas, pode-se fazer com que prevaleça o 
atrator de menor amplitude, como pode ser visto na figura l.a, que mostra os deslocamentos 
para o sistema não controlado e com controles de primeira, terceira e quinta ordem, 
respectivamente (adotou-se Q 11 = 10'2). Velocidades e acelerações têm comportamento 
semelhante ao do deslocamento. Observa-se que a utilização de algoritmos não-lineares de 
ordens superiores aumentou significativamente a eficiência do sistema de controle na redução 
da resposta. Porém, o aumento da ordem do algoritmo resulta em grandes aumentos nas forças 
de controle, como mostra a figura l.b, com os valores máximos passando de 15% da magnitude 
da excitação no controle linear para 166% no de terceira ordem e 588% no de quinta ordem. 
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Figura 1: a) Resposta no tempo e b) forças de controle para condições iniciais x = 1 O, i= O. 

40.0 

Exemplo 2: Uma casca esférica abatida submetida a uma excitação harmónica pode ser mode­
lada por um sistema de um grau de liberdade com equação de movimento (Gonçalves, 1993) 

w + w + 219,87w- 410,50w 2 + 154,24w 3 = 71,776sen(7t) (18) 

Com estes coeficientes a resposta é caótica, e a casca oscila erraticamente entre dois vales 
potenciais existentes. A figura 2.a mostra o atrator resultante. A introdução de um sistema de 
controle adequado (adotou-se Q 11 =105

) toma o movimento harmónico, com amplitude inferior 
a I 0% do valor máximo obtido com o sistema não controlado, como pode-se ver na figura 2.b. 
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Figura 2: a) Atrator caótico relativo a equação (18) e b) deslocamentos da estrutura. 
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Nas figuras 3.a e 3.b apresenta-se as respostas em velocidades e acelerações, e nas figuras 
4.a e 4.b os valores quadráticos dos deslocamentos para controles de ordens 1 e 2 e das forças 
de controle correspondentes, re~pectivamente. Observa-se que o emprego de um algoritmo de 
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segunda ordem melhorou o desempenho do sistema de controle (valores rms de deslocamen­
tos, velocidades e acelerações cerca de 6% menores) ao mesmo tempo que diminuiu a energia 
necessária para a execução do mesmo (forças de controle cerca de I, 7% menores). A adoção 
de um algoritmo de terceira ordem melhora muito pouco o desempenho do sistema de controle 
(reduções dos valores rms de resposta de 0,5% a 1 %) e exige forças de controle cerca de 3% 
maiores. Algoritmos de ordem superior a três praticamente não alteram os resultados obtidos. 
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Figura 3: a) Velocidades e b) acelerações da estrutura, sem e com controle (011 = 1 O\ 
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Figura 4: Valores quadráticos dos a)deslocamentos e b)forças de controle . 
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Exemplo 3: Seja a mesma casca esférica do exemplo anterior, porém agora submetida a uma 
excitação harmônica de amplitude variável (F0), com equação de movimento 

w + w + 219,87w- 410,50w2 + 154,24w3 = F0 cos(l2t) (19) 

Para estes coeficientes há dois vales potenciais, e a resposta será atraída para um deles em 
função da excitação. O primeiro vale corresponde a uma posição de equilíbrio pré-flambagem, 
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com pequenas deformações, e o outro a uma posição de equilíbrio pós-flambagem, com a 
casca sujeita a grandes deformações. Se a carga for aumentada gradualmente, em um dado 
valor, chamado carga de escape, haverá a passagem de um para outro vale. Para este exemplo, 
isto ocorre com F0 = 10,76. A figura 5.a mostra a resposta no tempo para F0 = 10,75, com um 
deslocamento máximo inferior a 0,7, estabilizando-se em torno de 0,5, e para F0 = 10,76, que 
resulta num deslocamento máximo próximo a 2,5, estabilizando-se em torno de 2,0. 
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I 
$; 1.0 -

I 

0.0 

ordem 2 
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4.0 8.0 12.0 

(b) 
Figura 5: Resposta da estrutura para a) F0 = 10,75 e 10,76, respectivamente; e b) F0 = 15,0. 

A introdução de um sistema de controle pode aumentar a carga de escape, ampliando a 
faixa de operação da estrutura. Para cargas próximas à de escape sem controle, um algoritmo 
de controle linear já é capaz de evitá-lo. Porém, para cargas de maior amplitude, é necessário 
um algoritmo de ordem superior. Para uma carga cerca de 40% superior a carga de escape, F0 

= 15,0, por exemplo, com Q 11 = 5.102
, só algoritmos de controle de ordem três ou superior 

conseguem manter a estrutura no primeiro vale potencial, como pode-se ver na figura 5.b. O 
controle linear praticamente não tem efeito e o de segunda ordem apenas consegue reduzir 
levemente os deslocamentos, sem impedir a flambagem da estrutura. Já os algoritmos de 
ordens superiores conseguem impedir a flambagem da estrutura exigindo forças de controle 
pequenas (70% da carga de escape). Além disso, observa-se que quanto maior a ordem do 
algoritmo maior é a eficiência do sistema de controle, com menores deslocamentos sem 
aumentar o consumo de energia, e que as forças de controle necessárias são bastante pequenas 
se comparadas com o carregamento estático (inicial) da estrutura, de 179,4, e com a carga 
crítica estática, de 204,9 (Gonçalves, 1993). Os valores máximos necessários são inferiores a 
4,2% do carregamento inicial e a 30% da diferença entre a carga crítica e a inicial. 

Pode-se concluir deste exemplo que a 
utilização de um sistema de controle pode 
aumentar bastante a carga de escape. Para 
este problema, os algoritmos de primeira à 
quinta ordem adotados elevam a carga de 
escape em até 95,07%, como pode-se 
observar na tabela 1. 

7 

Tabela 1: Variação da carga de escape com a 
ordem do sistema de controle. 

ordem 1 2 3 4 5 

Fo 13,49 14 55 16~96 16 99 20 99 

L\Fo (%) 25,37 35,22 57,62 57,99 95,07 
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4. CONCLUSÕES 

Os resultados obtidos com o uso do algoritmo de controle ótimo adotado mostram o seu 
potencial para emprego em sistemas não-lineares. Observa-se que o desempenho de sistemas 
de controle comandados por algoritmos não-lineares pode ser bastante superior ao de sistemas 
que empreguem algoritmos de controle ótimo linear convencional, em especial quando o 
sistema a ser controlado tem não-linearidades acentuadas. Observa-se ainda que pode-se obter 
grandes reduções na resposta dinâmica das estruturas quando as mesmas são susceptíveis a 
problemas típicos de sistemas não-lineares, tais como vibrações caóticas, saltos dinâmicos e 
escape de um vale potencial, onde pode-se ampliar bastante a carga de escape as custas de 
forças de controle não muito grandes. 

Contudo, convém salientar que antes da aplicação prática de um sistema de controle ativo 
deste tipo a uma estrutura real há uma série de estudos a serem realizados, pois a aplicação 
indevida de forças de controle pode piorar a resposta .do sistema e mesmo instabilizá-lo. Há 
uma série de etapas a serem cumpridas na continuação deste trabalho, tais como a considera­
ção da defasagem na aplicação da força ("time delay") e alguns problemas importantes que só 
aparecem quando são considerados vários graus de liberdade, como, por exemplo, "spillover". 
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Abstract 
This paper presents in a simple way, the technics used to identify defects on the rectyfing current eletronics 
circuits and on the speed control of the direct current motors, through the vibration analisys. The system is 
described both by the DC control firing Cards and the DC control comparitor card, explaining about the main 
faults that can occur in this components. It is also shown a case history where the applying of the vibration 
diagnostic helpcd with success to detect the fault. Finally a short conclusion is presented with the main identified 
frequencics on the vibration spectrums when the circuits fails. 

Keywords 
Vibrações, Motores CC, Retificadorcs, Vibration, Rectifier. 

L INTRODUÇÃO 

A análise de vibração tem a capacidade de identificar as freqüências provenientes de 
excitações e então relacioná-las aos componentes específicos da máquina. Portanto, tantos os 
defeitos mecânicos ou elétricos de componentes de máquinas podem ser identificados pela 
análise em freqüência. É importante que o analista além de conhecer as fontes de vibrações de 
origem eletromagnéticas dos motores, conheça também detalhes tanto do equipamento que 
este motor está acionando, bem como da fonte de alimentação elétrica do motor. 

Quando três RETIFICADORES CONTROLADOS DE SILÍCIO - SCRs (meia onda 
retificada ) são usados para converter AC para DC, então uma onda pulsante com freqüência 
de 180 Hz (3 x freqüência da rede ) é gerada no sistema retificador de corrente. Quando seis 
SCRs são usados para converter AC em DC (onda plena retificada , ou sistema de alta 
eficiência), então uma onda pulsante de freqüência 360 Hz (6 x freqüência da rede ) é gerada 
no sistema retificador de corrente. Usando CPM (ciclos por minuto ) ao invés de Hertz, 
teremos então freqüência de 10.800 CPM para sistemas com 3 SCRs e 21.600 CPM para 
sistemas com 6 SCRs (Almeida et a/.,.1994). 

Quando as vibrações nestas freqüências existirem dentro de seus respectivos sistemas, 
elas serão considerados normais se suas amplitudes forem menores que 2,5 mm/s -pico. Se as 
amplitudes forem maiores, então isto usualmente significa que há um problema no sistema 
elétrico retificador. 
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Figura 1: Circuito Básico de um Sistema Fonte de Alimentação DC com 6 SCRs. 

2. SISTEMAS RETIFICADORES DE CORRENTE E CONTROLES 

" CMGI 

Geralmente os motores de corrente contínua alimentados por pontes retificadoras de 
corrente AC para DC, podem variar suas velocidades através de sistemas de controle. Estas 
velocidades podem ser controladas manualmente ou ser ajustadas automaticamente através de 
um sistema de controle para monitorar a velocidade de rotação do motor. O sistema é 
realimentado através de um tacômetro e de um auto-ajuste da fonte de potência que regula o 
sistema para alcançar a velocidade ~desejada. Os sistemas auto-controlados ou sistemas de 
malha-fechada usam componentes de controle de baixa tensão para disparar ou abrir os SCRs 
da ponte retificadora da corrente que irá alimentar o motor. Isto permite que o motor gire em 
uma velocidade desejada, para atender as necessidades de velocidade do equipamento 
acionado pelo motor. Os problemas elétricos associados com estes sistemas são: a fonte de 
alimentação AC, os componentes dos sistema retificador de AC para DC, os componentes de 
controle DC e as falhas no próprio motor de corrente contínua. 

O sistema gerador de DC alimenta o motor, que gera um campo ma~:,rnético nos pólos, que 
faz girar a armadura do motor numa rotação proporcional a potência DC fornecida. Quando o 
motor gira, o tacômetro também gira, e cria um sinal de baixa tensão proporcional a sua 
velocidade. O sinal de baixa tensão do taco, é comparado com uma tensão constante ou 
predeterminada ( sinal de referência ) pelo Cartão Comparador. O Cartão Comparador 
baseado no diferencial entre o sinal de referência e o sinal enviado pelo tacômetro, sinaliza o 
Cartão de Disparo dos SCRs. Existe um Cartão de Disparo para cada SCR que controla o 
fluxo de potência através do SCR. Os disparos ou aberturas dos SCRs geram e fornecem 
potência DC ao motor regularizando sua velocidade, até chegar naquela desejada para o 
processo (Rinehart, 1995). Veja figura (I). 
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3. CARTÕES DE CONTROLE E DISPARO 

Os cartões de disparo que controlam as aberturas e fechamentos dos SCRs, devem atuar 
corretamente para permitir que o sistema opere suas funções em condições normais. Por isso, 
há uma ordem de disparo por SCR. Portanto, defeitos nos cartões de disparo podem causar 
desordens nos disparos dos SCRs, ou seja, disparos em uma ordem errática. 

A análise de vibração tem sido usada para determinar defeitos ou mau funcionamento 
destes cartões ou dos próprios SCRs, baseando-se nas freqüências correspondentes dos sub­
múltiplos da freqüência dominante no sistema DC usado. Freqüências em sistemas DC com 
onda plena retificada, possuem sempre uma freqüência predominante constante de 21.600 
CPM, e sistemas com meia onda retificada possuem uma freqüência predominante constante 
de 10.800 CPM. Se encontrarmos no espectro de vibração, picos com grandes amplitudes na 
freqüência de 3.600 CPM e/ou outros picos espaçados de 3600 CPM ou na freqüência de 
7.200 CPM e/ou outros picos espaçados de 7200 CPM, então a causa da vibração será defeitos 
no cartão de disparo ou nos SCRs. 

4. CARTÃO COMPARADORDC 

O cartão comparador é um outro componente do sistema em baixa tensão que é 
responsável pela determinação da diferença entre a velocidade atual do sistema e aquela 
predeterminada pelo sistema. Quando este componente funciona mal, tem sido observado que 
há bandas laterais presentes em torno das freqüências fundamentais do sistema DC. Estas 
bandas laterais são sempre igualmente espaçadas das freqüências DC. Também tem sido 
observado que estas bandas laterais crescem ou diminuem quando a rotação do motor varia, 
contudo, elas permanecerão igualmente espaçadas. Ainda não existe uma certeza absoluta se 
estas bandas laterais estão relacionadas com a flutuação da rotação do motor ou flutuação no 
cartão comparador, procurando o ponto de rotação predeterminado; ou se uma constante 
correspondente a freqüência com que o campo magnético entra em colapso e regenera. Tudo 
isto precisa ser pesquisado. As bandas laterais, contudo, quando estão presentes no espectro 
podem ser consideradas como um aviso que este componente não está funcionando bem. 

Uma outra razão possível para haver estas características no espectro de vibração, poderia 
ser falha ou mal funcionamento do tacõmetro que "mascararia" a tensão de saída para o 
cartão. Testando a tensão de saída do taco pode-se confirmar esta situação. 

5. CASO ANALISADO 

Uma análise de vibração foi requerida para um motor de 200 CV. Um dia antes do pedido 
da análise de vibração, o sistema não conseguia manter a velocidade de operação esperada, e o 
motor girava com um torque pulsante. Um problema mecânico dentro da caixa de 
engrenagens que este motor acionava foi a primeira suspeita, porque aparentemente o sistema 
elétrico funciona normalmente. 

A análise foi realizada revelando o espectro da figura (2). As freqüências dominantes no 
espectro são 7.200 cpm, 14.400 cpm e 21.600 cpm. Estas freqüências estão relacionadas com 
problemas elétricos e não defeitos mecânicos nos mancais. 
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Figura 2: Espectro Corresponden te ao Sistema com Onda Plena Retificada. Altos níveis em 120 Hz -
indicando problemas elétricos associados com o controle DC - Suspeita de Defeito nos Cartões de 

Disparo ou Cartão Comparador (Rinehart, 1995). 
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Figura 3: Espectro após o reparo no Cartão de Disparo (Conectores Folgados). As freqüências 
120 Hz e 240 Hz praticamente desapareceram deixando somente o componente em 360 Hz, que é 

considerado normal no sistema com 6 SCRs (Rinehart, 1995). 

Este sistema de controle DC usa três cartões de disparo para controlar seis SCRs, isto é 
típico de muitos sistemas de controle DC. Quando um dos cartões de disparo não está 
funcionando, então l /3 da freqüência fundamental do sistema domina a vibração do motor. As 
freqüências dominantes de 7.200 cpm e 14.400 cpm ou freqüências equivalentes aos múltiplos 
de 1/3 de 21.600 são representativas nesta situação. Os cartões de disparo foram examinados e 
uma conexão solta em um dos cartões foi encontrada e reparada. Após o reparo foi realizada 

4 



VIBRAÇÕES INDUZIDAS EM MOTORES DE .. . 

outra análise de vibração, e as vibrações em 7.200 e 14.400 cpm praticamente desapareceram, 
ficando um componente em 21.600 cpm (6 SCRs) considerada normal para este sistema. Veja 
figura (3). 

6. COMPONENTES DO MOTOR DC 

Os motores DC são diferentes dos motores AC por causa de sua potência de alimentação, 
que é composto de diversos dispositivos eletrõnicos. O mais aparente é o tacómetro que o 
estende, usualmente, na parte traseira do motor. 

Geralmente, estes motores tem pequenos mancais que podem ser monitorados da mesma 
maneira com qualquer mancai (Técnica do envelope, por exemplo), veja figura (4). 

POLOS 

ARMADURA 

MANCAL 

POLOS ·TACÔMETRO 

Figura 4: Corte Simbólico De Um Motor DC. 

Os tacõmetros usam magnetos (ímãs permanente ) para gerar a tensão que controla o 
sistema de reb,TU!agem de velocidade do motor. Colocando a base magnética do acelerõmetro 
perto ou sobre o tacometro, ele alterará ou destruirá a tensão de saída do taco para o cartão de 
controle, modificando literalmente a velocid.ade do motor. 

O comutador é o dispositivo que transfere a potência de alimentação DC para a armadura 
do motor. As escovas, usualmente são feitas de uma liga de carbono, passeiam contra o 
comutador e alimentam-no com energia em DC. Tem sido observado que quando estas 
escovas desgastam, leituras no componente em lxRPM do motor aumentam em amplitude. 
Quando as escovas centelham, tem sido observado que a amplitude de vibração na freqüência 
delxRPM aumenta drasticamente, alcançando muitas vezes 7.5 mm/s de pico ou mais altos 
em casos extremos. Uma outra freqüência associada com o comutador é o número de 
"slots"ou ranhuras sobre o comutador vezes a RPM do motor. Geralmente, quando a 
amplitude nesta freqüência começa a crescer, pode-se suspeitar do desgaste das escovas. 

5 



I . 
! 

I, VIBRAÇÕ ES INDUZIDAS EM MOTOR ES DE .. . 

7. CONCLUSÕES 

As fontes de potência DC, em sistemas com meia onda retificada tenderão gerar 
vibrações em 1/3 de 10.800 cpm e múltiplos ou componentes de vibração separadas de 3.600 
cpm. 

Para sistemas com onda plena retificada também pode haver separação entre os 
componentes de vibração com um espaçamento de 3.600 cpm, se o sistema tiver (Almeida et 
a/., 1994): 

-Um cartão de disparo para cada SCR, e um cartão esteja fora (não funcionando); 
-Um sistema de três cartões e um cartão está parcialmente inabilitado; 
-Um SCR não está funcionando; 

Sempre que possível tomar as leituras com o motor girando sob condições de Carga. 

Uma outra possível razão para estas vibrações nos múltiplos de 113 da freqüência 
fundamental do sistema, será a falta de uma das fases da fonte de corrente alternada AC 
(Almeida et a/., 1994). Isto afetaria um terço do sistema de potência e virtualmente si!,rnifica 
um banco de SCRs inativo. Um simples teste de tensão nas três fases de entrada no sistema de 
corrente AC, poderá confirmar se o problema está presente ou não. 
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Abstract 
The problem addressed in this paper is that of modeling the dynamic response of laminate, composite 

beams excited by distributed piezoelectric actuators. ln particular, we are interested in the high frequency 

range , where traditional approximate beam models , such as the Classical Laminate or the First Order 

Shear Deformation theories, fail in providing accurate representation of the electromechanical structural 

response. To avoid this shortcoming, Reddy 's layerwise laminate theory is employed. Through compar­

isons with exacL wave-dispersion analytical results, it is shown that this approach allows us to properly 

simulate t he high-frequency range of the active beam's dynamic response. 

Keywords 

Structural Acoustics - Smart Structures - Composite Structures - Piezoelectric 1\Iaterials - Vibrations 

1. INTRODUCTION 

The use of piezoelectric sensors and actuators for active structural control has ex­
pcrienced a great expansion in the last few years. Mainly due to low cost, effectiveness, 
and fiexibility, they have become the number one choice for active materiais in appli­
cations associated with the concept of smart structures (see, e.g. , Banks et al., 1996, 

and references therein). Piezoelectric fayers can be bonded directly to the structural 
surfacc or embedded in the material, becoming an integral part of the system. More­
over, these piezoelectric layers are capable of providing distributed control (Bailey & 

Hubbard , 1985) , in contrast to point force inputs exerted by other classes of controllers 

( e. g, shakers or tendon mechanisms). 
The problem addressed here is that of modeling the dynamic response of laminate, 

piezoelectric beams such as the one depicted in Figure 1. The beam is composed of 
piezoelectric or non piezoelectric layers. The laminae are allowed to be anisotropic in 
order to also consider fiber-reinforced composites. The piezoelectric elements, layers or 
patches, may function as either sensors or actuators. 

ln particular, we are aiming at applications in the high-frequency range, where 
traditional approximate beam models, such as the Classical Laminate or the First Order 
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Figure 1. Laminate piezoelectric beam. 

Shear Deformation theories, fail to provide an accurate assessment of the vibratory 

structural response (de Lima & Braga, 1996). To avoid this shortcoming, Reddy's 

layerwise laminate theory is employed (Reddy &Robbins, 1994). Through comparisons 
with exact, wave-dispersion analytical results, it is shown that this approach allows us 
to properly simulate the high-frequency range of the beam's dynamic response. 

The structural response of these heterogeneous, electromechanical structures, is also 
characterized by the electric current produced in the piezoelectric sensor elements. Such 
electric signals must be related to the generalized displacements employed in the kine­
matical description of the structure. ln the formulation presented here, we pay special 
attention to the sensor response by explicitly including the electric charge density on 
the electrode surfaces as another variable. 

2. APPROXIMATE MODELS FOR LAMINATED PIEZOELECTRIC BEAMS 

We employ Reddy's layerwise theory (Reddy & Robbins, 1994) to describe the 

response of laminate piezoelectric beams. This approximate theory is based on the 
following assumed, through-thickness, distributions of the displacement field: 

N M 

1Lx (x, z, t) = L Ç0 (z) ~a(X. t) and 11::(x. z. t) =L 'ljJf3(z) W(J (:r , t) (1) 
a= l ;3=1 

and of the electric potential: 

p 

1J(x, z, t) =L TJ1 (z) V-y(x, t) (2) 
-y=l 

Although in Reddy's Layerwise Theory the degree and number of the interpolation 

functions ça(z) , '1/Ja(z), and TJI(z), are arbitrary, we are employing in this paper only 

linear, Lagrange polynomials. The number of polynomials is equal to the number of 
layers plus one, that is, we take cr, {3, '"'( = 1, 2, ... , n, n + 1, where n is the number of 
layers in the laminate. Hence Ua and Wa are, respectively, the in-plane and transversc 
displacements at the interface between the layers o:-1 ando:. Accordingly, Va represents 
the electric potential on the sarne interface. \Ve may, arbitrarily, increase the number 
of linear interpolation polynomials by subdividing the homogeneous layers in thinner 
sublayers with the sarne material properties. 

2 
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Employing the notation defined in Figure 2, the linear interpolating functions have 
the form: 

:: 

z- Za-1 
Za - Za-1' 

Za+1 - Z 

Za+l- Za ' 

o, 
if Z0 < Z < Za+ 1; 

otherwise; 

Figure 2. Displacement and electric potential through-thickness distributions. 

(3) 

ln plane stress, the variational principie for laminate piezoelectric beam assumes 

the form (Allik & Hughes, 1970): 

.. 
O= i (T1 bS1 + T3 bS3 + Ts bSs) dV +i (püxbux + püzbuz) dV 

-i (Dx bEx + Dz DEz) dV +i PEÓ</JdV 

-I UxóUx + fzóu z) dA+ r(}" b<jJ dA 
. s ls 

(4) 

where fx c:tnd fz represent externa! loads per unit of area, and (}" the surface charge 

distribution on thc the beam's boundary. ln equation (4) above, TI and SI are, respcc­

tively. the stress and strain components , while Di is thc electric displacement and Ei 

the electric field. Also, recall thc relationships (Auld , 1973): 

S _ ÔUz 
3 - 8z ' 

S _ ÔUx ÔUz 
5 - 8z + ôx' 

E -- 8</J 
X- ÔX and (5) 

One point which is often neglected in other approximate formulations for laminate 
piezoelectric beams and plates, is the presence of a nonvanishing electric surface charge 
distribution along the interfacial electrodes. This distribution must be identical to the 
jump in the component Dz of the electric displacement at that interface. Here, we take 
this into account by defining a volumetric, electric charge density as follows 

n 1 
PE(X, z, t) = L b q0 (X, t) b(z- Za) 

a=2 

(6) 

where q0 (x, t) is the charge per unit of length at the interface between the layers labeled 

a-1 anda , while b(z) is the Dirac delta distribution and b the beam's lateral dimension 

(see Figure 1). The density of electric charge on the lower and upper surfaces of the 

beam are denoted, respectivety, by (}"1 = qifb and (J"n+1 = qn+Ifb. 
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Under the assumption of plane stress, the piezoerectric constitutive equations for 

each homogeneous layer are written in the form (Auld, 1973) 

{
rl }- [~11 ~13 - ~31] {s1} T3 - C13 C33 -e33 s3 
Dz ê31 ê33 Ê33 Ez 

and 
{ 

Ts } = [ css -e1s ] { Ss } 
Dx el5 El l E x 

(7) 

where êij = Cij - ci2C2j/c22 , ê3j = e3j - e32c2j/c22 and Ê33 = E33 - e~2 /c22· 
At this point , we assume that the time dependence of all fields is harmonic, that is, 

we let any of the fields, represented here by the generic function g(x , t), be written in 

the form 
g(x, t) = g(x)e- iwt (8) 

Further, in order to proceed , we introduce the following notation: 

N[ = L T1 ça dA , R[ = LT1 (Ça)' dA , ja = L Dx ça dA, (9a) 

ia = L Dz (Ça)' dA, Aa,6(c) =L cÇa Ç,6 dA, (9b) 

B a,6(c) =L cça (Ç,6)' dA, and Da,6(c) = l c (Ça) ' (Ç,6)' dA (9c) 

where I = L 3, 5, and R is the beam's cross-section , while c represents any one of the 
elastic, piezoelectric or dielectric properties. The prime denotes differentiation with 
respect to the z coordinate. ln equation (9), N] and R[ are the generalized forces, 
while ja and ia are generalized electric charges. 

From the variational principie in equation ( 4) , and using the definitions in (9) , wc 

obtain the following set of equations: 
"< 

d. { N~ } { R5} _ 2 [ Aa,s(p) - N - Ra - -w O 
dx . s 3 

)C< iC< o 

o 
Aa,6 (p) 

o 
o] { U,s } { 

0 
} O W,s - Pa 

O V,s qa 
(10) 

wherc Pa =O except for a= n + 1. when we let Pn+l = j, with f representing the load 
per unit of lcngth applied along the beam's span. Now, using the definitions in (9) , t he 

constitutive equations (7) may be rewritten in the form: 

rf} l A"P(ên) 
o A"~~c15) ] :x { ~~ } N~ = O A a{3 ( Css ) 

jC< o Aa0(eis) -Aa,6(Eu) V,s 

+ [ B"P~c55 ) B a,s ( ê13 ) B"P~é3 I) ]{ ~ } o (13) 

Ba,6 (eis) o o v;'3 
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o 
na{3 (ê33) 

na{3(ê33) 

( 12) 

Due to the presence of the perfectly conducting electrodes on the surfaces of the 
piezoelectric elements, the electric potential does not vary with x, that is: 

dVa =O 
dx ' 

a= 1, 2, ... , n + 1 (13) 

By applying this condition in (10-12), and after straightforward, but lengthy, manipu­

lation, we obtain the following two sets of equations: 

dÇ, 
dx =M(+'HV+Qp and q=S(+PV+Qp (14) 

with 

(15) 

where U, W, V, N 1 , N 5 , p, and q are vectors of dimension n + 1 grouping, respectively, 
the variables U0 , lVa, Va , N'f', N'f: , Pa, and q0 . Matrices M , H , Q, S , P and Q, whose 
components have been omitted here due to the lack of space, are written in terms of 

the operators Aaf3 (c), Ba f3 (c), and naf3(c), and may be found in (Gama, 1996). 

The first of equations (14) describes the time-harmonic response of the piezoelectric 

beam to the imposed electric potential V and/or a distributed loading f. The sec­

ond, relates the electric charge on the electrode surfaces with the other field variables. 
\Vhen one of the layers is used as a sensor, we simulate its response by letting the 
electric potential be equal to zero on its surfaces, which is equivalent to a short-circuit, 

and, through the second of equations (14), evaluate the electric charges, or currerits, 

generated on its electrodes. 

3. W AVE DISPERSION ANALYSIS 

Here, we are aiming at applications in the high-frequency range. ln this case, one 
must make sure that the approximate theory employed in the model is capable of repre­
senting the high-frequency response of the structure. ln fact , laminate theories can be 
ranked hierarchically according to their range of validity in the frequency domain. This 
rank, is closely related to the degree of the through-thickness interpolation of the dis­
placement field , and, in the case of piezoelectric laminates, also of the electric potential. 

lt has been shown, however , by de Lima & Braga (1996), that the use of higher degrees 

of interpolation does not necessarily lead to a more accurate high-frequency represen­
tation. Indeed, they have shown that , as long as the proper shear correction factor is 

5 
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used, the First Order Shear Deformation Theory (FSD-T), which employs Timoshenko 

kinematic hypothesis, may offer better approximations of the global structural dynamic 
response than more refined models based on cubic, through-thickness interpolation. 

One effective way of assessing the high-frequency validity of the approximate the­
ory employed here is via a wave dispersion analysis (de Lima & Braga, 1993. 1996). 
This approach consists in comparing the approximate dispersion spectrum with exact 
results. This spectrum is composed by curves relating the frequency with the wave­
number of guided waves propagating freely in the structure. ln the case of bounded 
structures, the resonant behavior is associated with guided waves, propagating with dif­
ferent wave-numbers at the sarne frequency- the natural frequency, - but interacting 
constructively and destructively so as to satisfy the imposed boundary conditions. 

This comparative study is easily done within the framework of Reddy's Layerwise 

Theory, for, as shown in Reddy & Robbins (1994), the Classical Laminate (CLT) and 

First Order Shear Deformation (FSDT), as well as a number of other higher order 

theories, may be written as particular cased of RLT. At a given frequency, the wave­
numbers of free guided waves, which may be either real , imaginary or complex, are 
associated with the eigenvalues of matrix M in equation (14) (de Lima & Braga, 1993). 

The exact dispersion spectrum, may be found by using the algorithm proposed in (Braga 

et al., 1992: de Lima & Braga, 1993, 1996). 
Figure 3 shows results of a comparative wave dispersion study for a 11-ply PZT­

ARALL-PZT composite. Alllayers are 1 mm thick. Properties for PZT, and ARALL, 
which is a composite made of alternating layers of Aramid-Epoxy and Aluminum, are 
listed in Table I. From the plots in Figure 1, we observe that, in this case, FSDT offers 
accurate results only up to 0.2 kHz. This result was obtained for a shear correction 

factor (SCF) equal to rr2 / 12. This results may be improved by evaluating the SCF 

according to the procedure suggested in (de Lima & Braga, 1996), which, in this case, 
yields a value close to 0.2. RLT, on the other hand, which does not need a SCF, was 
able to match all branches of the exact dispersion spectrum up to 50 kHz. This match .. 
is even better for the lower branch. which corresponds to mostly flexural wavcs. ln this 

case, both the exact and RLT curves are identical up to a wave-number of 500 m- 1 , 

which corresponds to a wavelength of 12.6 mm, roughly the sarne dimension of the beam 
thickness. 

Table I. Elastic, piezoelectric and dielectric permittivity constants. 

p cn C13 C33 C 55 e31 e :33 e15 fll t:aa 
Po /1 /1 /1 /1 v1iE v1iE v1iE f f 

PZT 2.77 0.90 0.24 0.80 0.32 -0.61 6.45 6.35 153 77.9 

Aramid-Epoxy 0.59 0.79 0.043 0.052 0.028 o o o 1.4 1.4 

Aluminum 1 1 0.34 1 0.33 o o o 1 1 

Po = 2700 kg/ m3 , /1 = 8.15 X 1010 Pa, and f = 0.29 X w- 12 Farads/m. 

ln the second plot in Figure 3, we also show the frequencies predicted by both FSDT 
and RLT for the 5th bending mode of a 11-ply, PZT-ARALL-PZT, cantilever bearn with 
a length of 300 mm and 11 mm thick. As expected from the wave-dispersion results , 
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Figure 3. Dispersion spectrum for a 11-ply, PZT / ARALL/PZT composite. 

the modal frequency estimate from FSDT is higher than the one evaluated by RLT. ln 

this case, there is a 14% difference between the two values. 

4. DYNAMIC RESPONSE OF THE ACTIVE BEAM" 

R§ B E g 

Figure 4. Heterogeneous Beam. 

ln this Section, we briefly describe the algo­

rithm proposed to solve equations (14) when the 

beam is heterogeneous also in the span direction 

( see Figure 4). ln this case, the state matrices 

vary in a piece-wise constant fashion in the x di­

rection. Not only that, but also the number of 
state variables changes with the number of layers 
in the laminate. This last problem is easily solved 

bv aoolvine: the orooer conditions on the interfaces 
between the pieces (see Gama, 1996). The major difficulty arises dueto the exponential 

dichotomy presented by the solutions of the homogeneous version of the differential 

equation in (14). lndeed, it rnay be shown that the eigenvalues of rnatrix M appear 

in pairs with opposite signs. This dichotorny, poses difficulties in the high-frequency 

range, causing the set of differential equations in (14) to becorne stiff. Here, this is dealt 

by employing a discrete Riccatti transformation, and following the approach proposed 

by Braga et al. (1992), by constructing a recursive algorithrn that is stable for a wide 

range of frequencies (Gama, 1996). 
This recursive algorithm, is based on the concept of impedance tensor. At each 

interface between the pieces of laminate beams (see Figure 4), this tensor relates the 

generalized forces with the generalized particle velocities. An projection operator is 
employed to match the boundary conditions when the pieces have different thickness 

and number of layers. Details of the algorithm may be found in Gama (1996), or in an 

unpublished rnanuscript by the authors (Braga & Gama, 1997). 

We now present results of the frequency response for a 9-ply ARALL beam excited 
by two piezoelectric patches. The beam modeled is shown in Figure 4. The frequency 
response for the first eight rnodes is displayed in Figure 5. Again, we compare predictions 
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)nmL 
AHALL Ueam 
(Host Structure) 

Figure 4. The 9-ply, cantilever, PZT/ARALL/PZT beam. 

of both FSDT (with the shear correction factor set to n 2 /12) and RLT. As anticipated, 
FSDT, tends to overestimate the natural frequencies . 

10-1 r-----r--.,.----.--,---.---,--~----, 

:;; w-'L 

~ w-3 

~ w-4 

r:; 1 , 1/ ;.:::: lO I : 
- I 

,~ 10 -tí ~- l{LT 1 ! 
r _·--- FSDT_ : 

10 -9 1 

o 2 3 4 5 
Frequency (kHz) 

6 7 8 

Figure 4. Frequency response for the 9-ply, cantilever , PZT / ARALL/PZT beam. 
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Abstract 
The sensibility analysis can be used to simulate and predict the vibratory behaviour of the systems. A particular 
interest is to obtain relationships among the parameters and the behaviour of the systems. Therefore, this work 
presents a sensibility analysis of response of the system with respect to the variations of its dynamical parameters, in 
order to identify the better points of vibration measurements. This technique is very important in monitoring, control 
and fault detection since it permits to obtain a great quantity of information of the state of the machine with a 
reduced number of sensors. The analysis was carried out by using a mathematical model developed with the finite 
elements method. An example of application ofthis technique in a Francis turbine ofvertical shaft is presented. 

Keywords 
Modelagem, sensibilidade, vibrações, monitoramento I Modelling, sensibility, vibration, monitoring. 

1. INTRODUÇÃO 

Os modelos matemáticos podem ser usados para simular e fazer predição do 
comportamento vibratório das máquinas. Um interesse particular é obter relações entre os 
valores dos parâmetros do sistema e seu comportamento. Os parâmetros ditam um 
comportamento, e eles podem variar rapidamente com o tempo de funcionamento da máquina. 
Neste contexto, a análise de sensibilidade apresenta grande interesse para predizer a tendência 
deste comportamento com as variações dos parâmetros. 

Os parâmetros podem variar devido a um conjunto de fatores. Dentre eles, uma falha ou um 
desgaste excessivo de um mancai pode produzir uma variação de rigidez e amortecimento. Um 
desbalanceamento importante de um rotor representa uma força adicional sobre a máquina não 
prevista no projeto. Nas máquinas hidráulicas, as operações em cargas parciais introduzem 
variações na amplitude e na frequência das forças de origem hidráulica. 

Em manutenção preditiva e controle contínuo do estado das máquinas, a análise de 
sensibilidade pode ser utilizada para determinar os pontos de medição de vibrações que são mais 
sensíveis às variações dos parâmetros dinâmicos. Com isso, se pode obter uma quantidade maior 
de informações do estado da máquina com um número reduzido de sensores. 
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Este trabalho apresenta uma análise de sensibilidade de uma turbina Francis de eixo vertical 
realizada a partir de um modelo matemático desenvolvido através do método de elementos 
finitos. Analisou-se a sensibilidade da resposta em frequência em função das principais forças 
excitadoras que surgem no gerador, na turbina e nos mancais da máquina durante o seu 
funcionamento. Além disso, analisou-se a sensibilidade da resposta devida à variação de rigidez 
dos mancais. Tudo isso permitiu uma discussão sobre os pontos de medição de vibrações mais 
interessantes. 

2. SENSIBILIDADE DA RESPOSTA EM FREQUÊNCIA 

Considere um sistema vibratório não conservativo (amortecido) com n graus de liberdade 
excitado hamonicamente, cuja equação de movimento seja: 

[M]{jl} + [C]{y} + [K]{y} = f(t) = f(w)eiúll (1) 

A relação entre a resposta y(co) e a excitação f(co) do movimento harmônico é: 

[v(w)} = [G(wJI' {f(w)} (2) 

onde, 

[G(w)j = [K}- w1 {M]+ iw[C] (3) 

sendo co a frequência de excitação e i = ~ . 

As equações (2) e (3) mostram que a resposta do sistema é um vetor função das matrizes de 
massa, de amortecimento, de rigidez e do vetor força. Assím, pode-se escrever o primeiro termo 
da série de Taylor da seguinte forma: 

- - - -
_v(m.c.k.J) = y + à,ytlm + à,ytlc + à,ytlk + à1 y!1f (4) 

onde as derivadas parciais com relação aos parâmetros m, c, k e f são vetares sensibilidade da 
resposta em frequência, e o símbolo "-" indica a resposta com valores iniciais dos parâmetros. 
Derivando a equação (2) em função do parâmetro massa, obtiem-se: 

à,{y(w)} = àm([G(wJI' {f(w)}) = [G(w)I' à,[G(w)j {v(w)} + 

+ [G( w) I' Om {f( w)} 

Sabendo-se que: 

à,[G(w)} = à,([K] - w1 [M} + iw[C}) = -w2 àm[Mj = -w2 
[ J,} 

(5) 

0m {f(w )} = O a equação (5), com derivada em função de um termo qualquer, por exemplo, 
m12 da matriz de massa [M], resulta: 
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am12 {y( OJ)} = OJ 2 [G(wJl' [ 1mi2}{.v(w)} (6) 

onde, 

ÍO 1 o ol 
lo 
I o o ol 

I 
{ Jm12J =I. . I 

I I 
l~ o o ~J 

Fazendo [G(ro)r1 = [H(ro)] e desenvolvendo a equação (6), obtem-se, 

í H; I H;2 H;n lío 1 o o lf yll 
I Hn 11 o o li I 
,~1 ~n 110 or~ 

amldy( w)} = - w2
1 11 . 

I 11 ii I 

l~li ~2 ~nnJl~ o o ~J~J 
portanto, 

rH11 vJ I . . I 

a,1dv( w JJ = 
- w2~ H]:y_, ~ 

I I 

lH~~~Jj 

Para um termo genérico m;i , a equação acima toma-se, 

amij {y( OJ)} (7) 

Portanto, a sensibilidade da resposta em frequência do sistema devido a uma variação de 
massa a uma coordenada nodal k pode ser calculada pela equação: 

::J. ,k ' 
LIY mij = - w· H ki yi (8) 

De maneira análoga, pode-se também desenvolver as equações de sensibilidade em função 
de outros parâmetros, que resultam~ 
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0;k . H 
cij = [ú) ki Y ; (9) 

0:~u = Hk; Yj (lO) 

0:k 
1; = H k; (11) 

que são as sensibilidades da resposta debido a uma variacão de amortecimento, de rigidez e da 
força de excitacão, respectivamente. Nota-se que a sensibilidade devido a variação de forças 
aplicadas no sistema, equação (II), independe do deslocamento nodal. 

3. ANÁLISE DOS PONTOS DE MEDIÇÃO DE UM GRUPO HIDROELÉTRICO 

A seguir apresenta-se uma análise de sensibilidade de um grupo hidroelétrico que opera 
com uma turbina tipo Francis de 60 MW de potência nominal e rotação de 136,5 rpm. Para 
proceder a esta análise, desenvolveu-se um modelo matemático através do método de elementos 
finitos (MEF), cujos elementos discretizados estão representados na figura I. As rigidez dos 
mancais e de seus suportes foram obtidos através de ensaios experimentais realizados sobre a 
máquina, e os demais parâmetros utilizados na discretização foram obtidos a partir de dados do 
projeto e de estudos realizados anteriormente. Com este modelo, determinou-se as matrizes [M], 
[C] e [K] da equação (I). 

A figura 2 mostra a análise de sensibilidade da 
resposta ao longo do comprimento do eixo da 
máquina em função das principais forças dinâmicas 
que aparecem na turbina durante o seu 
funcionamento . Está indicada a sensibilidade das 1 @ 

forças que atuam à frequência de rotação ou 
fundamental (fi·) e suas harmónicas superiores, bem 
como à frequência de passagem d~ pás da turbina 
(fb) e sua harmónica superior. A frequência de 
passagem das pás corresponde à frequência 
fundamental multiplicada pelo número de pás da 
turbina. Ressalta-se sobretudo, as posições onde 
estão fixados os mancais da máquina, que são 
pontos preferenciais de medição. 

A figura 3 apresenta a sensibilidade em função 
das forças principais que surgem no gerador do 
grupo hidroelétrico. As forças no gerador ocorrem 
devido a folgas irregulares na interface entre o rotor 
e o estator, produzindo excitações na frequência 
fundamental e harmónicas. Além disso, podem 

@ 
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ocorrer as forças de campo magnético ou de 
passagem de pólos, com frequências de duas vezes a 
frequencia da corrente elétrica da rede e 
harmónicas. 

Figura 1- Grupo Hidroelétrico Discretizado 

em Elementos Finitos. 
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Os resultados apresentados nas figuras 2 e 3 indicam que, em geral, a sensibilidade é maior 
para as frequências excitadoras mais baixas. Além disso, a sensibilidade no manca} superior é 
muito menor que a sensibilidade no mancai da turbina e no mancai de escora, tanto para as 
excitações produzidas na turbina como as produzidas no gerador. Portanto, conclui-se que neste 
grupo é muito mais interessante medir vibrações no manca] da turbina que no mancai superior. 
Por outro lado, a sensibilidade no mancai de escora axial é também muito elevada, de maneira 
que é um ponto importante para detectar vibrações radiais com um captador de não-contato. 

As forças excitadoras que têm origem nos mancais ("oil whirl", atrito sêco, etc) geralmente 
são de baixas frequências. As figuras 4 e 5 mostram análises de sensibilidade em função de 
forças excitadoras (até 100 Hz) geradas nos mancais superior e da turbina, respectivamente. 
Também neste caso, observa-se que o mancai superior é menos sensível para detectar os 
problemas de vibrações originados em todos os mancais. Um resultado semelhante foi obtido 
com relação à sensibilidade da resposta em função da variação de rigidez dos mancais (superior 
e turbina), conforme mostram as figuras 6 e 7. Nota-se que neste caso, a sensibilidade, equação 
(1 0), também depende da resposta devida às forças aplicadas no sistema. 

De toda esta análise, conclui-se que o mancai da turbina é o ponto mais interessante para 
detectar problemas vibratórios nesta máquina. Por outro lado, o mancai superior é o pior ponto. 
O mancai de escora axial é também um ponto importante quando dispõe-se de captadores de 
não-contato, para medição de vibração relativa. ~ 

3E-6 

1 E-6 

3E-7 

1 E-7 

3E-8 

1 E-8 

3E-9 

1E-9~~--~-----L----~--~----~--~----~----~--~ 

Figura 2- Sensibilidade ao longo do eixo devido às forças na turbina. 
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Mancai superior 

1E-6 ~- -

1 E-7 ~- - -

1 E-8 

1 E-9 ~ - - -
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Moncal ''""'1 ~oncal tu<b;n~ 
..... - . . . - - -·- • -----=--=--- ::. 

1E-1o~~--~----L---~----~--~----L---~----~--~ 

Figura 3 - Sensibilidade ao longo do eixo devido às forças no gerador. 

Sensibilidade (mm/N) 
1 ,2E-7 r------

1 E-7 

8E-8 

6E-8 

4E-8 

2E-8 

o~L---~--L---~--~--~--J_--~--~--~--~~ 

o 20 40 60 80 100 

Frequência (Hz) 

Figura 4 - Sensibilidade nos mancais devido às forças no mancai superior. 
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Sensibilidade (mm/N) 
4E-6.-----------------------------------------------~ 

3E-6 

2E-6 

1 E-6 

o 20 40 60 80 100 

Frequência (Hz) 

Figura 5 - Sensibilidade nos mancais devido às forças no mancai de turbina. 

Sensibilidade (mrni(N/m)) 

1E-14 

BE-15 

SE-15 

4E-15 

2E-15 

o 20 

superior 

40 60 

Frequência (Hz) 

F = I 000 N (turbina) 

F = I 000 N (gerador) 

80 100 

Figura 6- Sensibilidade devido à variaçao de rigidez do mancai superior. 
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Sensibilidade (mm/(N7m)) 
2,5E-11 

2E-11 

1 ,5E-11 

1 E-11 

5E-12 

o 

Mancai escora 
Mancai turbina 

20 40 60 
Frequência (Hz) 

F = 1000 N (turbina) 
F = I 000 N (gerador) 

80 100 

Figura 7 - Sensibilidade devido à variaçao de rigidez do mancai de turbina. 

4. CONCLUSÕES 

Para a monitorização do estado das máquinas é muito importante conhecer os pontos de 
medição mais interessantes para a fixação dos sensores, ou seja, os pontos que são mais 
sensíveis, no mínimo, à maioria da excitações. O interesse é determinar o estado vibratório com 
um número mínimo de sensores. Com isso, se economiza trabalho e tempo para realizar as 
medições e a análise das vibrações. Também existe o interesse de se determinar o melhor ponto 
para a fixação permanente de um sensor para monitorização contínua com instalação de um 
sistema de alarme. 

A análise de sensibilidade resultou muito interessante para determinar estes pontos. No caso 
de máquinas hidroelétricas, já se observou que a sensibilidade varia bastante para cada projeto. 
Uma máquina com três mancais de guia, por exemplo, a sensibilidade do mancai superior é 
relativamente elevada com respeito à sebsibilidade dos outros mancais. 
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Abstract ~ 

The basis of a methodology for the prediction of chatter vibrations in metal cutting operations are prescnted in 
this paper. The methodology uses time-domain simulation of the cutting process. A model for the prediction of 
cutting forces has been developed. ln order to do this, the main existing cutting force models are revicwcd. 
selecting a mechanics of oblique cutting approach for implementing the methodology. The most relevant features 
of dynamic characterization of machine-tools are then commented on. After this, the existing methods for cutting 
process dynamic simulation are studied, leading to the conclusion that time-domain simulation is the best 
approach if effects sue h as non-linearities of the processare to be taken into account. An extension of the cxisting 
models, that allows the three-dimensional dynamics of the process to be taken into account is proposed. Finally, 
the results obtained during the first stage ofthe implementation ofthe methodology are shown . . 

Keywords 
Mecanizado, Fresado, Chatter, Vibración, Simulación 

1. SIMULACIÓN DEL PROCESO DE CORTE. 

Durante los últimos cien afias, numerosos investigadores han resaltado la necesidad de 
disponer de estrategias validas para la evaluación de la eficiencia de los procesos de 
mecanizado. Entre los muchos problemas que aparecen se encuentra el de definir los 
parámetros válidos para establecer dicha diciencia. Así, independientemente dei resultado 
final buscado: disefio de máquinas y herrarnientas, optimización dei proceso de corte, etc., los 
estudios realizados sitúan a las fuerzas, pares y potencias puestas en juego en el corte como 
variables de importancia fundamental. Es por ello que son innumerables las referencias que se 
pueden encontrar dedicadas a establecer métodos de predicción de los valores medias e 
instantáneos de los esfuerzos de corte, mostrando la variedad de aproximaciones posibles. 

De forma general , desde los primeros estudios (Stanton y Hyde, 1920) se ha relacionado a 
la componente dei esfuerzo en dirección de la velocidad de corte con la sección de viruta 
arrancada, o dicho de otra forma, con el espesor y con la anchura de corte. Aun cuando este 
planteamiento ha dado excelentes resultados, especialmente en el caso de operaciones en las 
que la sección de la viruta se mantiene constante (por ejemplo, en operaciones de tomo), así 
como cuando se desea calcular valores medias de los esfuerzos, su aplicación encuentra 
importantes limitaciones en otras operaciones practicas (como por ejemplo, operaciones de 
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fresado) así como cuando se pretenden determinar valores- instantáneos de los esfuerzos. 
Como ejemplo, en una operación de fresado el espesor de corte y las direcciones de las 
componentes dei esfuerzo son variables durante la rotación de la fresa. A todo ello hay que 
afiadir la enorme variedad de geometrias de fresas existentes. 

Frente a estos problemas las soluciones propuestas se pueden englobar en dos grandes 
grupos: aproximaciones basadas en un planteamiento puramente empírico; y aproximaciones 
basadas en teorias de mecánica dei corte. En ambos casos es preciso conocer el espesor de 
corte instantáneo como entrada al modelo, lo cual no siempre es sencillo. 

1.1 Planteamiento empírico. 

Este grupo de estrategias ha gozado tradicionalmente de gran popularidad gracias a su 
sencilla aplicación. En esta aproximación el objetivo es determinar los esfuerzos de corte y la 
potencia consumida en cada operación particular. Así, aunque se han propuesto diferentes 
variantes, el esquema general corresponde a la expresión: 

F, = cp(a,, b,k,) (l) 

donde Fp es la componente dei esfuerzo en dirección de la velocidad de corte; ac es el espesor 
instantáneo de viruta; b es la anchura de corte; y ks es la energía especifica de corte dei 
material de pieza. Para las otras dos componentes ortogonales dei esfuerzo se utilizan 
expresiones dei tipo: 

Fq=C1·F, (2) 

F, =C: -F, (3) 

siendo Fq la componente dei esfuerzo en dirección normal a la superficie mecanizada; F,. la 
componente en dirección normal a Fp J' a Fq: y C1 y C2 constantes a determinar 
experimentalmente. 

De esta forma, para una cierta operación se procede a la realización de ensayos de corte 
(normalmente fijando algunas de las variables implicadas en la geometría de la operación), en 
los cu ales se miden ( con un dinamúmetro adecuado) las componentes dei esfuerzo de corte. 
Los resultados se someten a un análisis de regresión hasta establecer la naturaleza de la 
expresión (I) y fijar los valores de las constantes implicadas en las otras dos ecuaciones. 

Ante este planteamiento, que proporciona resultados muy satisfactorios dentro de un 
rango limitado de acción, se pueden hacer los siguientes comentarias: 

CD Los valores de la energía específica de corte de que se dispone para diferentes materiales 
son limitados. Por otra parte, estos valores sólo son válidos dentro de un cierto rango de 
operación. Debe tenerse en cuenta que para valores muy pequenos dei espesor de corte 
se produce un aumento exponencial de la energía especifica, fenómeno que se conoce 
como "efecto tamafio". Este efecto es especialmente significativo en el caso de la 
trayectoria de los dientes de una fresa, en la que el espesor de corte sufre variaciones 
entre cero y un valor máximo. 

@ Experimentalmente, diversos autores (Armarego y Brown, 1969; Shaw et a!, 1961 ) han 
demostrado que para valores nulos dei espesor de corte se obtienen medidas de 
esfuerzos no nulas, lo cual no se ha tenido tradicionalmente en cuenta en estos modelos 

2 

~ 



w , ............ 

METODOLOGÍA PARA LA PREVENCIÓN DE PROBLEMAS ... 

Q:l Las expresiones (l ), (2) y (3) obtenidas por ajuste no tienen carácter general, no siendo 
posible su extrapolación a otras operaciones de mecanizado o incluso, para la misma 
operación con diferente geometria de corte. 

1.2 Modelos basados en la Mecánica dei Corte Oblicuo. 

Esta aproximación trata de relacionar de forma matemática una operación cualquiera de 
mecanizado (torneado, fresado, taladrado, etc.) con los fenómenos de carácter mecánico que 
tienen lugar en e! corte. De modo general, se pueden considerar dos tipos de operaciones: 
aquellas en las que e! vector velocidad de corte se mantiene perpendicular ai filo principal 
(corte ortogonal) y aquellas en las que e! ángulo formado es distinto a 90° (corte oblicuo). 

Figura 1 . Operaciones de Corte Ortogonal y 
Corte Oblicuo 

Aunque la mayoría de las operaciones 
comerciales (cilindrado en tomo, fresado 
frontal, taladrado, etc.) corresponden a casos 
de corte oblicuo, la mecánica dei corte 
ortogonal ha servido tradicionalmente como 
una prim·era aproximacwn ai problema 
(Merchant 1945). Sin embargo, en los últimos 
afios se han presentado gran número de 
trabajos en lo!ique se muestra la aplicabilidad 
general de la teoria dei corte oblicuo a las 
diferentes operaciones prácticas de 
mecanizado. En su trabajo, Amarego y Brown 
( 1969) sientan las bases de la teoria dei corte 

oblicuo, suponiendo que e! cizallamiento se produce según un plano ("thin shear zone 
model"). Las Figuras 2 y 3 ilustran el modelo de formación de la viruta en una operación de 
corte oblicuo. 

"'"'" ·~}""'"''"""'" -

,. 
- - ·-? 

Figura 2. Flujo de la Viruta en Plano Normal 
ai Filo Principal 

de la herramienta. 

En la Figura 2 puede apreciarse e! ángulo 
de cizallamiento normal, f/Jn que define el 
corte en un plano perpendicular al filo 
principal. La Figura 3 muestra la geometria 
tridimensional de una operación de corte 
oblicuo. 

En dicha figura se pueden apreciar los 
principales ángulos que definen la geometria 
dei corte: Yn ángulo de desprendimiento 
normal de la herramienta; Yr ángulo de 
desprendimiento radial de la herramienta; i, 
ángulo de inclinación dei filo con respecto a 
la velocidad de corte; 1'Jc, ángulo de flujo de la 
viruta sobre la superficie de desprendimiento 

A diferencia de lo que ocurre en el corte ortogonal, la resultante R dei esfuerzo de corte 
sobre la superficie de desprendimiento de la herramienta no tiene por qué encontrarse sobre un 
plano perpendicular a la superficie mecanizada, como tampoco existe razón alguna para que 
dicha resultante se encuentre en e! plano formado por los vectores velocidad de corte y 
velocidad de viruta. Es por ello necesario considerar que existen tres componentes 
independientes y ortogonales dei esfuerzo de corte: Fp, en dirección de la velocidad de corte; 
Fq, en dirección normal a la superficie mecanizada; Fr. normal a las otras dos componentes 
dei esfuerzo. 
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Figura 3. Geometría Tridimensional de una 

Operación de Corte Oblícuo. 

Con -objeto de derivar expresiones 
adecuadas para estas tres componentes 
en función de las propiedades mecánicas 
dei material y de la geometria de la 
operación, es necesario hacer una serie 
de hipótesis: 

Q) La herramienta es afilada, con lo 
que se suponen nulas las fuerzas 
debidas a rozamiento y efecto 
tamaflo. 

0 La distribución de tensiones sobre 
el plano de cizallamiento es 
uniforme. 

Q) Como ocurre en e! corte ortogonal, 
los procesos de fricción y 

cizallamiento ocurren de forma cercana y simultánea. Para que se cumpla e! equilíbrio 
estático de fuerzas es preciso que la resultante dei esfuerzo de corte sobre e! plano de 
cizallarniento y la resultante sobre la superfície de desprendimiento sean iguales. 

® Los vectores fuerza de fricción y velocidad de flujo de viruta sobre la superfície de 
desprendimiento de la herramienta son colineales. 

A partir de este planteamiento y teniendo en cuenta la geometría de la operación, es 
posible obtener los valores instantáneos de los esfuerzos de corte en las tres direcciones, 
siempre y cuando se conozcan las características dei material a cortar, representadas por e! 

ángulo de cizallamiento normal 4Jn. e! ángulo de fricción normal {311 , la tensión de 
cizallamiento r, y la dirección de flujo de la viruta, dada por el ángulo fie· Las expresiones 
resultantes son: 

Fp= . r· b ·a, [ cos(f3n- y") + tgi · tgry, · sen {3n ] 

sen qy, ~ cos( qyn + {3n - yn) + tg ~ fie . sen 2 {3n 
(4) 

~ 

r . b . a, [ sen( {3" - yn) ] 

F,, = sen qy" · c os i . ~ cos( qyn + {3n - yn) + tg 2 fie · sen 2 {3n 
(5) 

Fr- · -;=========== 
-r. h. ac [ cos(f3n- yn). tgi- tgT}c . sen {3n ] 

sen qyn ~c os( qyll + {3n - yn) + tg ~ T]c . sen ~ {3n 
(6) 

E! modelo expuesto resulta así de sencilla aplicación. Para ello, es preciso comprender 
perfectamente la geometría de la operación considerada, y asimilarla a la geometría de las 
Figuras 2 y 3. La dificultad de aplicación se encuentra a la hora de conocer las variables que 
definen la maquinabilidad dei material de la pieza. Debido a la naturaleza propia dei proceso 
de corte, los valores de la tensión de cizalladura y dei coeficiente de fricción resultan ser 

diferentes de los valores tradicionalmente conocidos por lo que, ai igual que 4Jn y fln deben ser 
calculados a través de exhaustivos ensayos de corte ortogonal (Usui e Hirota, 1978). Por otra 
parte, los esfuerzos debidos ai filo secundaria pueden ser tenidos en cuenta (Armarego y 
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Whitfield, 1985) mediante la suma a cada una de las expresiones anteriores (6), (7) y (8) de un 
término proporcional a la anchura de corte. 

Un estudio detallado de los dos tipos de modelos indica que los métodos basados en la 
mecánica dei corte oblicuo proporcionan una base mas adecuada para la metodología de 
prevención de problemas dinâmicos según los siguientes criterios: 

Q) Permiten tener en cuenta un mayor número de variables de operac10n, en especial 
variables de carácter geométrico, lo cual resulta muy adecuado para el tratamiento de las 
variaciones geométricas en el proceso debidas a efectos dinâmicos. 

@ Aunque no resulta sencillo encontrar en la bibliografia valores para las características de 
los materiales de pieza, los ensayos para determinados se encuentran muy bien 
definidos, por lo que es posible generar una base de datos de estos valores para 
diferentes materiales. 

Q) Una vez caracterizado un material por medio de su tensión de cizalladura, su ángulo de 
fricción, su ângulo de cizallamiento y la dirección de flujo de la viruta, estos valores 
pueden ser usados como entradas al modelo con completa generalidad y para cualquier 
operación de mecanizado. 

2. CARACTERIZACIÓN DINÁMICA DE MÁQUINAS-HERRAMIENTA. 
t. 

En la actualidad, las técnicas más utilizadas para el estudio del comportamiento dinâmico 
de las estructuras son el método de los elementos finitos y el análisis modal experimental. En 
el método de los elementos finitos se parte de un modelo espacial (masa, rigidez y 
amortiguamiento) para obtener e! modelo modal formado por los modos y las frecuencias 
naturales y a partir de este la obtención dei modelo de respuesta. Entre las limitaciones de este 
método está la necesidad dei conocimiento previo de valores del amortiguamiento y de las 
propiedades dei material cuya incertidumbre puede afectar a la fiabilidad dei modelo. 

Las técnicas de análisis modal experimental permiten conocer el modelo modal y el 
espacial a partir dei modelo de respuesta. En realidad, la única información que se puede 
obtener acerca de los valores de amortiguamiento de una estructura se extrae por vía 
experimental. 

Para la modelización dei comportamiento dinâmico de una máquina-herramienta la 
técnica más adecuada es el análisis modal experimental. Esta técnica permite el conocimiento 
de los modos de vibración de interés y el amortiguamiento modal asociado a cada uno de 
ellos. Además, es posible obtener modelos modales reducidos cuyo tamaiio depende dei 
número de grados de libertad de interés. 

La metodología seguida para la obtención de estos modelos se puede desglosar en cuatro 
pasos : 

Q) Preparación dei ensayo: en esta etapa se seleccionan los puntos en los que se medirá la 
repuesta. Como criterio general, se debe hacer especial hincapié en aquellos 
componentes que intervienen más directamente en el proceso de corte estudiado, como 
son la herramienta, el cabezal, la columna, etc., ya que pueden existir modos locales que 
afecten directamente a la respuesta de la máquina ante un problema de vibraciones que 
deben estar perfectamente identificados. 

CV Realización de medidas: esta etapa consiste en obtener la función de respuesta en 
frecuencia FRF entre la seiial de salida (generalmente, medida de aceleración) y la seiial 
de entrada (medida de fuerza) para cada punto definido en la etapa anterior y para cada 
dirección. Es importante definir el rango de frecuencia de interés, así como el tipo de 
excitador más adecuado. 
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a> Estimación de los parámetros modales: el comportamiento de la máquina se describe 
mediante un modelo paramétrico, en el que las variables son los denominados 
parámetros modales. Los parámetros modales a estimar son los polos, frecuencias 
naturales, factores de amortiguamiento modal, constantes modales y modos de 
vibración. Entre los métodos que se emplean más habitualmente para la estimación de 
parámetros están: Peak Picking, Mode Picking, etc .. 

® Obtención dei modelo reducido: una vez obtenidos los modos y frecuencias naturales se 
obtienen las matrices modales de masa y rigidez para el número de grados de libertad de 
interés. 

2. MODELO DINÁMICO DEL PROCESO DE CORTE. 

La teoria básica dei efecto regenerativo se puede encontrar en los trabajos de Merrit 
(1965), Tobias (1965) y Koenigsberger y Tlusty (1.967). En estas referencias se pueden 
encontrar los fundamentos de la simulación del efecto regenerativo en el domínio de la 
frecuencia, fundamentos a partir de los cuales se derivan expresiones analíticas que permíten 
establecer valores máximos de la anchura de viruta por debajo de los cuales es proceso de 
corte es estable. E! planteamiento en el domínio de la frecuencia es adecuado para una primera 
definición de las zonas de estabilídad en función de la anchura de viruta y de la velocidad de 
corte. Sin embargo, presenta importantes límitaciones, como por ejemplo, las impuestas por el 
carácter direccional dei chatter, por las no-linealidades contenidas en e! fenómeno, etc. 

Frente a estas límitaciones, Tlusty e Ismail ( 1981) y posteriormente, Smith y Tlusty 
( 1993), presentaron un método para la generación de diagramas de estabilidad a partir de la 
simulación dei proceso en el domínio dei tiempo. Este planteamiento ha abierto una nueva 
línea de investigación que ha permitido una mejor comprensión dei fenómeno. 

En estos modelos, la información dinámíca dei conjunto herramienta-estructura de la 
máquina se contiene en un plano normal al eje de la herramienta, despreciándose por tanto los 
efectos dinámicos en dirección dei eje. Los múltiples grados de libertad (expresados en 
coordenadas modales) que representan al sistema se proyectan sobre dos direcciones 
perpendiculares. A cada instante de la simulación se gira la herramienta, se calcula la fuerza 
sobre cada diente implicado en e! corte y se suman vectoríalmente todos los esfuerzos 
calculados. A continuacíón, la íntegracíón directa de las ecuacíones dei movímiento 
proporciona los desplazamíentos dínámícos de la herramíenta. A partir de los mísmos es 
posíble calcular el espesor de corte y a partir de él, los valores de la excítación para e! 
síguíente instante de la símulacíón. 

En cuanto a los esquemas numéricos utilizados para llevar a cabo la integración directa 
de las ecuaciones dei movimiento. la bibliografia (Smith y Tlusty, 1993, y otros) muestra que 
los métodos más utilizados se basan en las diferencias centrales de segundo orden Se trata de 
esquemas robustos en cuanto a estabilidad y precisión se refiere. Para asegurar la 
convergencia de la integración es necesario utilizar un tamafio de paso inferior a un cierto Llt 

definido a partir de la máxima frecuencia Wn dei modelo dinámico de la máquina. Otros 
autores (Smith y Tlusty, 1993) recomiendan definir el tamafio de integración mediante la regia 
de tomar diez pasos por ciclo dei modo de más alta frecuencia encontrado. En cualquier caso, 
no se han encontrado problemas de estabilídad en la bibliografia consultada. 

3. IMPLANT ACIÓN DE LA METODOLOGÍA. 

La metodologia de prevencíón de problemas dínámícos en operaciones de mecanizado 
desarrollada en e! Departamento de lngeniería Mecánica de la E.T.S.I.I. y de I.T. de Bílbao 
incorpora un tratamiento dei problema completamente general, independiente de la geometria 
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de corte considerada. La definición dei sistema herramienta-máquina a través dei modelo 
dinámico obtenido mediante análisis modal experimental proporciona los datos suficientes 
para el planteamiento de las ecuaciones dei movimiento dei sistema en coordenadas modales. 

Los valores instantáneos de la excitación se obtienen a partir dei modelo basado en la 
mecánica dei corte oblicuo ya comentado La integración directa de las ecuaciones dei 
movimiento se realiza a través de un esquema de diferencias centrales de segundo orden. El 
tamaiio de paso se selecciona según los criterios expuestos más arriba, no habiéndose 
encontrado problemas de convergencia en los ejemplos realizados hasta el momento. 

En la fase actual de trabajo, la implantación practica de la metodología se ha plasmado en 
un módulo software para la simulación dinámica en dos dimensiones dei proceso de frontal. 
Como ejemplo de aplicación, la Figura 4 muestra la evolución en el tiempo dei 
desplazamiento dinámico de la herramienta en la dirección dei avance en una operación de 
fresado frontal. Se muestran dos situaciones: en la primera, la anchura de viruta es lo 
suficientemente grande para que se desarrolle la vibración autoexcitada; en la segunda, sin 
variar el resto de condiciones, se ha seleccionado una anchura de viruta menor, que asegura un 
proceso estable. Se muestran en la Figura 5 los espectros en frecuencia de dichas seiiales, 
pudiéndose apreciar de forma clara un pico a 680 Hz en la seiial correspondiente al 

!_ .' 

Figura 4. Desplazamiento Dinámico de la 
Herramienta en la Dirección de Avance 
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Figura 5. Espectro en Frecuencia de las Seríales 
de la Figura 4. 

4. CONCLUSIONES. 

mecanizado inestable. 
En estes momentos el trabajo se centra 

en la extensión dei modelo para incluir 
efectos dinámicos en la dirección dei eje de 
la fresa. Este aspecto es de especial interés 
si se pretende determinar la calidad 
superficial que se puede obtener en una 
cierta operacton de mecanizado. La 
generalidad de la metodologia permite tener 
en cuenta la variación tridimensional de la 
geometria de corte. Asi mismo, las 
perspectivas a medio plazo se sitúan en el 
desarrollo de un sistema modular que 
incluya no solo operaciones de fresado 
frontal , sino también otras como el 
planeado, torneado o taladrado. El 
desarrollo de este software exigirá la 
definición de una base de datos de 
materiales de pieza para su utilización en el 
modelo de corte oblicuo. Para ello, en la 
actualidad se encuentran en fase de 
definición los ensayos de corte ortogonal 
para la caracterización de diferentes 
materiales. 

El trabajo realizado hasta la fecha ha permitido extraer las siguientes conclusiones: 

CD Las vibraciones autoexcitadas son aun el factor que maycires limitaciones impone a la 
productividad de las operaciones de mecanizado por arranque de viruta. 

@ Los modelos de simulación en el domínio dei tiempo proporcionan resultados más 
precisos al permitir incluir variaciones en la dirección de los esfuerzos de corte asi como 
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no-linealidades propias dei proceso. A cambio, los -modelos en el dominio de la 
frecuencia proporcionan de forma sencilla una primera aproximación a las fronteras de 
estabilidad del proceso. 

Q) Los modelos dinámicos existentes, a pesar de tener en cuenta varios grados de libertad, 
no incluyen los efectos en la dirección dei eje de la herramienta, aspecto éste de 
importancia a la hora de estudiar la calidad superficial dei componente mecanizado. 

® El planteamiento en base a la mecánica dei corte oblicuo para el cálculo de los esfuerzos 
de corte permite tener en cuenta las variaciones tridimensionales de la geometría dei 
proceso de corte. 
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Abstract 

Many others phenomena occur simultaneously in a electric rotating machine besides the classical electro­
mechanical energy conversion. One part of the energy amount is converted in tosses and dissipated thermally; 
however, another much smaller, but equally important, is irradiated as noise to environment. ln this paper a 
Finite Element numerical model is used to investigate the squirrel-cage 'tnduction motor vibrational behavior. 
This model allows to calculate the windings and bars currents, the magnetic forces and motor structure dynamic 
response. Firstly, the Finite Element method is employed to discretize the electromagnetic field equations and 
the ~ - method is used to discretize the time derivatives of the field and externa! circuit equations. The magnetic 
forces acting on the squirrel-cage induction motor stator are obtained by a method based on the Maxwell 's Stress 
Tensor. From it, the harmonic composition of the magnetic forces is evaluated. The second step in this work 
consists in proceeding with the mechanical FEM to obtain the natural and forced response of the stator 
mechanical structure. 

Palavras - Chave 

Vibrações, Forças Magnéticas, Tensor de Maxwell , Método de Elementos Finitos, Motor de Indução de Gaiola, 
Ressonâncias. 

Vibration, Magnetic Forces, Maxwell 's Stress Tensor, Finite Element Method, Squirrel-cage Induction Motor. 
Ressonances. 

1. INTRODUÇÃO 

As forças radiais devido ao campo magnético do entreferro são as maiores fontes de 
vibração de origem magnética e de ruído em máquinas elétricas (Alger et al. , 1965). As forças 
radiais são basicamente forças de atraçâo entre estator e rotor, causadas pelo campo 
magnético no entreferro. Devido a distribuição espacial de força magnetomotriz e de 
densidade de fluxo conter harmônicas de enrolamento, e de ranhura, determinadas pelo tipo 
de enrolamento, número e geometria das ranhuras, bem como de saturação no ferro (Ostovic 
et a/., 1995), dá-se origem a pulsações de alta freqüência nas forças magnéticas radiais (Alger 
et a/., 1965). Estas pulsações podem ser vistas como uma série de ondas de força sinusoidais 
ou harmônicas espaciais ("modos"), girando a diferentes velocidades. 

Sob o efeito destas forças radiais, o núcleo do estator e a carcaça vibram, da mesma 
maneira que um arco de aço, ou um sino cilíndrico, respondem a uma golpe. Se o modo e 
freqüência de uma determinada onda de força magnética coincidir como o modo e freqüência 
natural do estator (condição de ressonância) mesmo uma pequena força de excitação pode 
produzir vibrações muito elevadas. 
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Neste artigo é apresentado um modelo numérico utilizando o método de elementos 
finitos, que permite a investigação do comportamento vibratório do Motor de Indução de 
Gaiola (MIG), a máquina elétrica mais utilizada em aplicações industriais. Este modelo 
permite o cálculo das correntes nos enrolamentos e nas barras, das forças magnéticas nos 
dentes do estator e a resposta dinâmica da estrutura do MIG. 

2. MODELAGEM ELETROMAGNÉTICA 

2.1 Cálculo das Correntes Elétricas 

Usando o potencial vetor magnético A, o campo magnético na máquina pode ser escrito 
como: 

v X X X v X A = J - cra~ ( l) 

onde ~ é a permeabilidade magnética, J é a densidade de corrente, cr é a condutividade 

elétrica e V é o operador nabla. A densidade de corrente J nos enrolamentos da máquina é 

geralmente desconhecida, mas pode ser relacionada à tensão nos enrolamentos v( t) por meio 

das equações do circuito elétrico: 

v(t) = Ri(t)+L di(t)/ + dN<j>(t)/ 
/dt /dt (2) 

onde v( t) é o vetor da tensão, R é a matriz das resistências CC dos enrolamentos, L é a 

matriz que contêm as indutâncias de cabeças de bobinas, N<j>( t) é a matriz de enlace de fluxo 

e i(t) é o vetor corrente no enrolamento. O fluxo magnético <j>( t) é relacionado ao vetor 

potencial magnético A( t) . 
A equação ( 1) é discretizada ~or meio do método de elementos finitos bidimensional, e 

as derivadas no tempo das equações ( 1) e (2) são discretizadas com o algoritmo {3 (Bathe et 

a/., 1982). Um grande sistema matricial de equações é então obtido: 

I ~li1!1~+_Z;;l~-~---=-F[; _ _I L~!!l_,= r I ôt ÀQ : PR+ I ôt L li 1r ( t) 

J {_ll_-J~(;i-~~2::h~_/>'~ ___ t::~~~r-IL~(~=--~~J + r }ôtÀQ :(p-l)R+ }ôtL li Ir(t-~t) I 

+~c&..~~~lj + ~rp::I;ct~.~(~~-~D- (3) 
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onde M e N são as respectivas matrizes, permeabilidade magnética e condutividade elétrica. p 

e Q são as matrizes que relacionam as equações do campo e as equações do circuito elétrico. 

O é o vetor matriz nula, v é o termo da fonte as tensões aplicadas. ~(t) é o passo de cálculo, À 

é um fator que depende da configuração dos enrolamentos (série ou paralelo). O sistema 

inteiro é resolvido passo a passo com respeito ao tempo, e as incógnitas A(t)e i(t) podem ser 

calculadas. 
O movimento do rotor é levado em conta por meio da técnica de Banda de Movimento 

com elementos quadrilaterais especiais no entreferro (Sadowski et ai., 1992). 
As densidades de corrente induzidas na gaiola do rotor, serão calculadas passo a passo no 

tempo, pela expressão abaixo: 

8A crc[A(t)-A(t-~t] 
J i = crc -at- = ---=-""--_:_:__-~-t--'--~ (4) 

onde crc é a condutividade corrigida das barras para levar em conta a resistência dos anéis da 
gaiola. A Fig.l mostra a distribuição do fluxo magnético e das correntes induzidas nas barras 
da gaiola, quando este é alimentado com tensão nominal de 44.0 v, freqüência de 60Hz e com 
75% da carga nominal. 

Figura 1: Distribuição do fluxo magnético e das correntes induzidas nas barras em A/m2
• 
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2.2 Cálculo das Forças Magnéticas 

As forças magnéticas que agem no estator do MIG foram obtidas por meio de um método 
baseado no Tensor de Maxwell (Sadowski et a/. ,1992). Este método, dá na superficie entre o 
aço e o ar, uma densidade de força magnética que pode ser escrita como: 

dr 1 I 1 ] 
ds = ~ol(n·B)B-2B2n (5) 

onde ~o é a permeabilidade do ar, n é o 
vetor normal a superficie do aço e B é a 
indução magnética no ar em tomo do 
aço. A Fig. 2 mostra um exemplo da 
distribuição das forças magnéticas no 
dentes do estator obtida pelo método de 
Elementos Finitos Bidimensional. As 
setas mostram a direção e a magnitude 
relativa da densidade de força. Para 
simplificar a análise, a distribuição de 
forças de cada dente é então concentrada 
em um ponto da extremidade inferior do 
dente, para cada posição do rotor. 

L----.--------. -. ----------' A Fig. 3 mostra as componentes 
F1gura 2: Forças magnet1cas no estator. d. . · . d c: • · ra Iais e tangenciais a 10rça magnetlca 

aplicada em um dente, obtida a partir da distribuição de campo magnético, criada pelas 
correntes que circulam pelo estator e rotor, obtidas com o método da seção anterior. Como se 
nota o módulo da componente radial é bem superior ao da componente radial, nota-se também 
o efeito de modulação provocado pelas ranhuras do estator em ambas as formas de onda. A 
Fig. 4 mostra o espectro harmônico da força radial obtido por meio de análise de Fourier. A 
freqüência da componente fundamental é igual a 120 Hz, ou seja duas vezes a freqüência 
elétrica. 

Forças[N ] 
l OO ~~--~-----------------------------. 

D ....::J --- ... - - '- ~ . - .: · • , , , . ~ .... ' ..... ~ .. . / ... 
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Figura 3: Evolução da força magnética no MIG. Linha 
cheia: componente radial. Linha tracejada: 

componente tangencial. 
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Figura 4: Espectro harmônico das forças 
magnéticas radiais . 
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Se plotarmos no estator do MIG, conforme mostra a Fig. 5, para cada harmônica de força 
magnética seu módulo e fase, observa-se que cada onda possui uma largura de onda v, 
particular determinada pela ordem das harmônicas (J avadi et ai., 1994 ). 

(1,8,10) (2,7, 11) 

(9, 18) 

(3,6, 12) (4,5, 13) 

FiguraS: Distribuição das forças magnéticas ao longo do estator de um MIG. 

A Tab. 1 mostra para o MIG estudado que possui 3 dentes por pólo e fase, a ordem da 
harmônica e a largura de onda correspondente. 

Tabela 1 -Largura de onda das harrnônicas espaciais de força. 

Ordem da Harrnônica Largura de Onda v 

1,8,10 9 dentes 

2,7,11 4.5 dentes 

3,6,12 3 dentes 

4,5,13 2.25 

9,18 todas as forças 
estão em fase 
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Assim, para o motor considerado, há 5 tipos de distribuições de forças magnéticas. 
Quando a figura de cada distribuição é animada, se assemelha a uma onda progressiva 
pulsante que gira a uma velocidade proporcional a ordem da harmônica. 

3. DETERMINAÇÃO DA RESPOSTA NATURAL 

Como se sabe, a determinação das freqüências naturais da estrutura é um importante 
passo no estudo das vibrações mecânicas. Se o amortecimento é desprezado, as freqüências 
naturais e os correspondentes modos de vibração podem ser obtidos, usando o Método de 
Elementos Finitos estrutural, resolvendo (7): 

KU="AMU (6) 

onde À é o autovalor, U é o auto - vetor; K e M são, respectivamente, as matrizes de rigidez 
e massa. Neste trabalho os autovalores e os auto - vetcires, são calculados pelo método de 
Ritz. Como se sabe, os autovalores e os auto - vetQres, são relacionados as freqüências 
naturais e os modos de vibração mecânicos. 

A Fig. 6 mostra para o estator do MIG usado neste trabalho, os modos de vibração, bem 
como as freqüências naturais associadas. 

1488Hz (modo 2) 3973 Hz (modo 3) 

9008 Hz(modo O) 

7054 Hz (modo 4) 10160 Hz (modo 5) 

Figura 6: Modos naturais de vibração do estator do MIG. 
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4. DETERMINAÇÃO DA RESPOSTA FORÇADA 

A resposta forçada da estrutura mecânica foi calculada através de um programa que 

Aceleração[ m/s 2 
] 

!0,---~~~~----------------------. 

6 

6 

4 

2 

'I \' 

·• \ • :I I~ 
.. , . 
I 

6000 7000 8000 9000 jQOOO 

FreqUência [Hz] 

Figura 7: Acelerações da estrutura em função da 
freqüência. 

resolve a equação dinâmica da 
estrutura mecânica. As acelerações 
mecamcas, calculadas em quatro 
posições do estator, correspondentes 
as excitação das forças magnéticas, 
são mostradas na Fig. 7. Como se 
observa temos ressonâncias nas 
vizinhanças de 7000 Hz e 9000 Hz, 
freqüências que correspondem aos 
modos 4 e O, respectivamente. 
Comparando-se a forma dos modos 4 
e O, mostrados na Fig. 6, e as 
distribuições de forças magnéticas 
correspondentes as harmônicas de 
ordem 1, 8, 10 ... e 9,18 ... ,mostrados 
na Fig. 5, observa-se que existe uma 
grande' semelhança. Conclui-se então 
que as harmônicas de ordem 1, 8, 1 O 

são responsáveis pela ressonância a 7000 Hz, e as harmônicas de ordem 9, 18, . . . são 
responsáveis pela ressonância a 9000 Hz. 

5. CONCLUSÕES 

Neste trabalho, foi utilizado um modelo numérico completo para investigar o 
comportamento vibratório do MIG. 

A distribuição do fluxo magnético e das correntes induzidas nas barras do rotor foram 
determinadas através da discretização das derivadas temporais das equações do campo 
eletromagnético e do circuito elétrico externo. 

A distribuição das forças magnéticas ao longo dos dentes do estator foram calculadas 
usando um método baseado no Tensor de Maxwell. 

As respostas natural e forçada do estator do MIG foram determinadas por meio do 
Método de Elementos Finitos. 

Os efeitos provocados pelas harmônicas das forças magnéticas sobre o comportamento 
vibratório do MIG foram demonstrados. 

Com a metodologia apresentada neste trabalho, as ressonâncias do motor podem ser 
determinadas antes da sua construção, pem1itindo modificações de baixo custo no seu projeto, 
minimizando assim o ruído acústico. 
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Abstract 

The switched reluctance motor (SRM) presents short pitch concentrated windings and doubly salient structure. 
These characteristics provide this machine with certain advantages Iike simple and robust motor and converter 
structures, good efficiency and high speed capability. Despite of this positive attributes the SRM does exhibit 
higher leveis of vibration than most competing drives, Iike induction and ~ermanent magnet motors. Firstly, in 
this paper electromagnetic FEM analysis is applied to the SRM magnetic structure in order to obtain the 
electromagnetic forces panem. From this the harmonic composition of the radial forces is evaluated. The second 
step in this work consists in proceeding with the Experimental Modal Analysis (to obtain the natural 
frequencies); mechanical FEM are also used to evaluate the natural frequencies and the mode shapes which 
define the dynamic of the mechanical behavior of the mechanical structure of SRM. Finally with Rotational 
Experiments, the SRM is driven by its converter and is possible to verify the vibrations. 

Palavras chave 

Vibrações, Forças magnéticas, Tensor de Maxwell, Método de Elementos Finitos, Análise Modal Experimental, 
Motor de Relutância Chaveado, Experimentos Rotacionais, Ressonâncias. 

Vibration, Magnetic Forces, Maxwell's Stress Tensor. Finitc Element Method, Experimental Modal Analysis, 
Switched Reluctance Motor, Rotational Experiments, Ressonances. 

L INTRODUÇÃO 

A determinação acurada das 

Figura 1: Motor de Relutância 
Chaveado. 

vibrações é essencial no projeto de máquinas elétricas 
silenciosas. Inicialmente, neste artigo a distribuição das 
forças ·magnéticas radiais que atuam nos dentes do 
estator do MRC são obtidas por meio de cálculo 
numérico usando um método baseado no Tensor de 
Maxwell, que é aplicado a distribuição de campo 
eletromagnético, obtida com o Método de Elementos 
Finitos. A partir disto a composição harmônica das 
forças radiais é avaliada. O segundo passo neste trabalho 
consiste na determinação das freqüências naturais de 
vibração por meio da técnica de Análise Modal 
Experimental, o Método de Elementos Finitos é também 
utilizado na determinação das freqüências e modos 
naturais de vibração os quais definem o comportamento 
dinâmico da estrutura mecânica do MRC, mostrado na 
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Fig. 1. E concluindo, para detectar a relação entre as freqüências naturais mecânicas e as 
forças magnéticas radiais ( a uma dada velocidade), Experimentos Rotacionais são 
executados, nos quais MRC é acionado por seu conversor e assim é possível medir as 
vibrações. 

2. CÁLCULO DAS FORÇAS MAGNÉTICAS 

Para obter a evolução das forças de origem magnética no domínio do tempo, a evolução 

Figura 2: Distribuição da força local em um 
dente. 

Força[N) 

-zoo 

- l OO 

· <00 

-•oo Tempo[s] 
0 . ?0 o . ~~ 0 . 10 

) ~0-2 
O. :lO 

~ 

0 . <0 

Figura 3: Força radial concentrada em um 
dente em função do tempo. 

do campo magnético no interior do motor deve ser 
calculada. Isto é feito considerando que sob 
condições de regime permanente, a operação 
dinâmica do MRC pode ser assimilada como uma 
sucessão de casos magnetostáticos governados pela 
equação abaixo (Neves, 1995): 

v X X X v X A = J- craYat ( 1) 

onde A é o potencial vetor magnético, ll é a 
permeabilidade magnética, J é a densidade de 
corrente e cr é a condutividade elétrica. 

Considerando, portanto estas condições as 
forças magnéticas que agem no estator do MRC 
foram obtidas por meio de um método baseado no 

Tensor de Maxwell (Sadowski et a/!. , 1992):. Este 
método, fornece na superficie entre o aço e o ar, a 
densidade de força magnética que pode ser escrita 
como: 

dr 1 I 1 2 l 
-=-L(n·B)B - -B "J 
ds !lo 2 

(2) 

onde !lo é a permeabilidade do ar, n é o vetor 
normal a superficie do aço e B é a indução 
magnética no 
ar em torno do 
aço. A Fig. 2 
mostra a 

60 
_so 
~40 

~30 
~20 

10 
o I' ,• ,• .• ,• .• .• .• .• .•, 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ordem das harmônlcas 

distribuição de forças magnéticas, indicada pelas setas, 
obtidas a partir distribuição do campo magnético, para 
uma posição em que um dente do rotor esta alinhado 
com um dente do estator. A fim de simplificar a análise, 
esta distribuição de forças é então concentrada num 
ponto central no interior da superficie do dente para cada 
posição do rotor. A Fig. 3 mostra força radial Figura 4: Espectro. harmô~i~o das 

_ . forças magnéticas rad1a1s. 
concentrada em um dente em funçao do tempo. A Fig. 4 
mostra o espectro harmônico da força da Fig. 3, obtido por meio de análise de Fourier. A 
freqüência da componente fundamental é igual a 250Hz, a da 3a harmônica igual a 750Hz, a 

2 
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da 5a harmônica igual a 1250Hz, a da 7a harmônica igual a 1750Hz e a da 9a harmônica igual 
a 2250Hz. 

3. DETERMINAÇÃO DA RESPOSTA NATURAL 

3.1 Elementos Finitos 

A análise de vibrações de sistemas estruturais simples, através de métodos analíticos é 
uma excelente maneira de compreender e se familiarizar com o fenômeno real, mas apenas do 
ponto de vista acadêmico. Nesse contexto, o método de elementos finitos constitui uma 
excelente alternativa para a solução de problemas dinâmicos que envolvam um grande 
número de graus de liberdade. 

A utilização do MEF juntamente com o Princípio de Hamilton leva, no caso geral, a um 
sistema matricial do tipo: 

[Ml{q}+[Cl{q}+[Kl{q}= {F} (3) 

onde [K] é a matriz rigidez, [M] é a matriz massa, [C] é a matriz amortecimento e {F} um 
vetar de força. Entretanto, a principal aplicação da análise din,imica está na determinação das 

1024Hz 

1937 Hz 3118Hz 

Figura 5: Modos e freqüências naturais de vibração do estator do 
MRC. 

freqüências naturais de 
vibração de estruturas e 
componentes mecamcos. 
Este conhecimento prévio 
permite ao engenheiro evitar 
que alguma fonte de 
vibração excite determinado 
componente, o que 
fatalmente o levaria ao 
colapso ou apresentar altos 
níveis de vibração. Assim 
assumindo que nas estruturas 
de aço os laços de histerese 
do material, durante um ciclo 
de deformações, é muito 
estreito, em geral. Isso 
significa que o 

amortecimento interno do material é muito pequeno, e a energia dissipada pode ser 
negligenciada, em comparação com as energias cinéticas e potencial. Portanto, se não existem 
carregamentos atuando sobre o componente, a Eq. (3) se reduz a: 

[Ml{q} + [Kl{q} = O (4) 

Com base no comportamento real da estrutura, ou seja, de que as respostas do sistema 
são harmônicas, a Eq.(4) dá origem a um problema generalizado de autovalores e autovetores 
representado por: 

(5) 

3 
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o qual, no contexto deste artigo, foi implementado pelo método-de Ritz. A figura 5 mostra, 
para o conjunto estator, carcaça e aletas do MRC usado neste trabalho, os primeiros modos de 
vibração, bem como as freqüências naturais associadas, tendo por base um modelo bi­
dimensional de elementos finitos com um total de 539 elementos e 1365 nós. A análise 
bidimensional se justifica uma vez que a espessura da estrutura do MRC é grande comparada, 
com as dimensões nas direções x e y , e os carregamentos atuam apenas no plano transversal 
da mesma. 

3.2 Análise Modal 

20.0 

dB 
1/kç 

-20.0 

Para análise modal experimental, foram selecionados 36 pontos distribuídos ao longo da 

1827 Hz 
929 Hz 

0.000 Lin. Hz 3.50<. 

Figura 6 - Soma das funções resposta em 
freqüência medidas. 

seção transversal média da estrutura do 
MRC, . mantendo-se fixo o sensor de 
aceleração piezoelétrico do tipo BK - 4375 , 
ligado a um pré-amplificador de carga do 
tipo BK - 2635, enquanto que a força 
impulsiva, aplicada em cada um desses 
pontos; foi medida por uma célula de carga 
piezoelétrica do tipo PCB - 086803 ligada a 
um pré-amplificador do tipo PCB- 480B02. 

Os sinais de força e aceleração foram 
amostrados simultaneamente por meio de 
um analisador FFT de quatro canais, marca 
TEKTRONIX 2630, com filtro anti-aliasing 

incorporado. Cada uma das funções de transferência foi obtida a partir da média de um total 
de 15 blocos de dados, os quais forneceram valores da função de coerência superiores a 0,90. 

O modelo modal usado foi do tipo viscoso, cuja função de transferência, definida para 
uma posição k de aplicação da excitação e posição i de medição da resposta, é dada por 
(Ewins et ali., 1984): 

! r r 
\j/j\j/k 

Hik (jw) = -Cü2 m [ -Cü2 + j2~rCüCür + w; ] 
I r 

(6) 

Os parâmetros modais { \j/ } r' Cür e Çr foram extraídos no domínio do tempo, através da 

utilização do método das 
exponenciais complexas. , ,·., "\ ..... . ;f, · 

' t.\ . ·-.., _ .. _ ~ ' · .. , .-. .. 

A figura 6 mostra, para o .:.<'_ :- :,:?f: ··I;;;· ' 1:·.:::: .• <;'.,(· 
mesmo MRC a soma das :: ... , .,':i;\) ~~= ,<<:::. --

' '.;:.· . .. ,'' '·. _:· ·::1' · ,. 's,. . · .. I, ·:- . 
funções resposta em . "~ ;,;->;--.: ' · -.\1 

/ 

I 
I 

/""-

" " 
y 
~ 

L freqüência medidas . A partir L· ''~:]:'; __ & :~:- ~ ;::~ 
destes resultados podemos ;;;;:t;;\f~::;. , ;.,~. : ~·.:~:, \ ·-- -
notar que as freqüências · - ::.~;;:~':.~ , .. h~: .. , <:~r '\,_ /' 

• • ·.:.:·<·::-•-.. ·:·.··-~'\."- .! ~ -·~ - "''·:..' -..... r 
naturais obtidas pelo MEF u:-T7 •· ::'\>-'"(:: ., '<.'~ ~I ' - - - - \ ~ 
são próximas das obtidas por (a) (b) 
Análise Modal, porém mais 
baixas, isto se deve ao 
modelo por elementos finitos 

Figura 7- Modo de vibração a 1827Hz. (a) obtido por MEF.(b) 
obtido experimentalmente. 
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ser intrinsecamente mais rígido. Comparando a Fig. 7(a) com a Fig. 7(b) que mostra o modo 
natural de vibração para a freqüência de 1827 Hz, obtido via Análise Modal, juntamente com 
a malha modal experimental, conclui-se então que existe uma boa concordância entre os 
modos de vibração obtidos por elementos finitos e os obtidos experimentalmente. Outro fato 
interessante, se refere aos picos da função resposta em freqüência 929 Hz, 1061 Hz, 1197 Hz, 
1827Hz, 2027Hz e 2986Hz (valores medidos, Fig. 6), que são bem próximos da 3a, 4a, 5a, 7a, 
83 e 11 a harmônicas das forças magnéticas radiais (valores calculados, Fig. 4). 

4. EXPERIMENTOS ROTACIONAIS 

A medição das acelerações foi feita em diferentes pontos da carcaça do MRC, com este 

Auleraçio 

Figura 8 - Aceleração em função da freqüência. 

Maxwell. 

5. CONCLUSÕES 

operando com carga. A aceleração 
medida em um destes pontos é 
mostrada na Fig. 8, onde se 
observam muitos picos de aceleração 
nas mesmas freqüências do espectro 
das forças magnéticas radiais, 
inclusive os maiores picos a 1250 Hz 
e 2250 Hz. Estes resultados mostram 
a furte relação entre as forças 
magnéticas radiais que atuam nos 
dentes do estator (obtidas a partir do 
MEF) e a vibração do MRC (a partir 
de experimentos). Além disso 
validam o cálculo de forças 
magnéticas baseado no Tensor de 

A resposta vibratória do MRC devido a forças de origem magnética são estudadas neste 
artigo usando análise modal experimental, experimentos rotacionais e o método de elementos 
finitos. Os resultados obtidos mostram a forte influência das forças magnéticas radiais no 
comportamento vibratório do MRC. Obteve-se uma boa concordância entre a resposta natural 
calculada pelo método de elementos finitos e a análise modal experimental. O método de 
cálculo de forças magnéticas baseado no Tensor de Maxwell, mostrou-se capaz de reproduzir 
o efeito das forças magnéticas sobre o comportamento vibratório do Motor de Relutância 
Chaveado. 
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Abstract 
Mechanical vibration has brought discomfort and distress for human beings, and it has contributed a great deal of 
damage to structural integrity of machines and structures. Consequently, insulating precision equipment from even 
slight vibration of the base, and reducing its malicious effects, have been the object of constant study and research. 
ln this paper a model is designed to isolate the vibration of the base in low frequencies, by employing the 
principais of active control, while using a lever system. First the response of the uncontrolled simulated model 
is obtained. Furthennore the response of the model is obtained by subjccting it to active control utilizing sensors, 
amplifiers, motor, and a system to convert a rotational position of the motor to longitudinal distance. A new 
analysis compares the perfonnance of the controlled system with respect to the uncontrolled one. The controlled 
system is improved by introducing a compensator. 

Keywords 
Vibração, Isolamento, Controle Ativo, Compensador I Vibration, Isolating, Active Control, Compensator . 

... 

L INTRODUÇÃO 

O isolamento de vibrações em máquinas (Sievers et ai., 1988), naves e veículos (Watters 
et ai., 1988, Mohler et ai., 1996, Jones et ai., 1996 e Slicker et ai., 1996), e estruturas (Jord~n, 
1993) onde o conforto e a segurança de seres humanos estão envolvidos, é um tópico 
importante no que diz respeito a controle de sistemas mecânicos. O desafio está em 
desenvolver técnicas que isolem, com precisão aceitável, vibrações de base que causam 
desconforto e insegurança. Controles do tipo passivo foram o primeiro passo no sentido de 
obter tal isolamento. Embora este tipo de controle ainda venha sendo estudado, o 
desenvolvimento de sistemas de controle ativo (Lurie et ai., 1991 e Hirami, 1996) vem 
ocupando um espaço cada vez maior, pois os resultados de sua utilização costumam ser 
extremamente vantajosos. 

Este estudo objetiva a modelagem e analise, através de simulação, de um sistema de 
alavanca bi-apoiada e de um sistema de controle ativo, conforme representado na fit:,rura 1. 
Este tipo de estudo pode ser aplicado em assentos de veículos, plataformas e outros sistemas 
sujeitos a vibrações. Inicialmente apenas a planta, composta da barra e dos apoios, é analisada. 
A seguir, introduz-se o controle ativo, compostos de sensores, amplificador, motor e parafuso 
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sem-fim. Finalmente, um compensador é acrescentado ao modelo. Utilizando o modelo 
representado por diagrama de blocos e por variáveis de estado, o sistema linearizado foi 
analisado usando o MATLAB. Um estudo comparativo foi então conduzido, visando mostrar 
a eficácia do controle ativo, com e sem a presença do compensador, no isolamento de 
vibrações. 

2. DESCRIÇÃO DO MODELO 

O modelo do sistema, representado na figura I, consiste de uma barra, de comprimento I, 
massa m8 e momento de inércia angular J 8 , bi-apoiada nos pontos A e Bem sistemas dotados 
de rigidez e amortecimento kA, k8 , cA e c8 , que distam de a. Ainda na extremidade A, está 

colocada uma massa ma, denominada por 
massa absorvedora. Na extremidade da 

a 

Figura 1 - Sistema Proposto. 

alavanca representada pelo ponto C se 
encontra uma massa denominada de m~. 
na qual desejamos isolar as vibrações. 

A posição do apoio móvel situado 
em B será variada pelo atuador em 
função da vibração recebida pela base e 
transmitida para barra, de forma a obter 

A uma configuração que propicie o melhor 
isolamento da massa m1 com relação a 
vibração da base. 

Para controlar a posição do apoio 
móvel, utiliza-se um motor DC, que 
aciona um parafuso sem-fim cujo passo 
da hélice representa a relação entre o 
ângulo de rotação do motor e o 
deslocamento do referido apoio. 

As vibrações na base e massa m1 são medidas por sensores que converterão estas 
vibrações em tensões, estas por sua vez, serão comparadas, e o resultado após devidamente 
amplificado alimentará o motor, completando assim o controle por realimentação. 

Acrescenta-se ainda, um compensador atuando sobre o sinal que alimenta o motor, 
buscando com isso, melhorar ainda mais a eficiência do controle. 

3. FORMULAÇÃO MA TEMÁTICA 

3.1 A Planta 

Para o modelo descrito, as forças dinâmicas (Thomson, 1978) atuam sobre a barra de tal 
forma que o modelo da planta linearizada em tomo de um ponto de operação, é descrito pelas 
seguintes equações: 

(I) 

(2) 

2 
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onde: 

MI =mA +ms+ml 'c! =CA +Cs' Kl =kA +kB 

M 2 =mAa 0 -m 8 (k-a 0 )-m1(1-a 0 ) , C2 =cAa 0 , K 2 =kAa 0 

7 1 - 2 

( )

7 

M 3 =mAaõ+m 8 2-a 0 +m 1(l-a 0 ) 

J = J B 

2 
C3=cAao 

C4 = CA 

7 

K = k. aõ 3 .. , 

com a0 sendo a condição inicial para a distância a. 
Tendo como saída o deslocamento Xc da extremidade da barra, como entradas o 

deslocamento da base xu e a distância a entre os apoios da barra, considerando ainda todas as 
demais condições iniciais nulas, utilizando a transformada de Laplace (Kuo, 1995), nas 
equações ( l) e (2), obtém-se 

G(s)=[GII(s)GI2(s)]= ~~~s +pi2s-~f313s+f3I4 ~2Is +f22s-~f323s+f324 (3) 
[ 

3 7 3 7 ] 

s +a1s +a2s- +a3s+a4 s +a1s +a2s- +a3s+a4 

onde: 

c! 
a= M 

I I 

C 1 (2M 3 + Ko}- C 2(2M 2 + KJ 
a , = 

MIJ 

~~~ =a1 +(a
0 

-l)(M,c2 -M 2C1) 
MIJ 

"' ~13 =a3 

~21 = -2 

a2= 
MI(2M 3 + K3)+ KIJ- M2(2M2 + K2) 

MIJ 

K 1(2M 3 + K3)- K 2 (2M 2 + KJ 
a4 = 

MIJ 

~12 = Kt +(a
0 

-J)(M1K2 -M2K 1) 
MI M,J 

~~4 = a4 

_ S_ ( )(2M 2CI-M2C4) 
~77 -- - a 0 -1 -'-----

-- MI MIJ 

-[2M 1(2M 3 +K 3)-2M 2 (2M 2 +KJ] ( )(2M 2K 1 +2C 1C 2 -2M 1K2 -C 2C4) 
~ 23 = - a o - I M J 

MIJ I 

= -[C 4 (2M 3 +K 3 )-2C2(2MI +K~)]_(a -l)(2C 2 K 1 -C4KJ 
P24 M J o M J 

I I 

3.2 O Sistema de Controle 

O sistema como um todo, figura 2, além da planta contém o sistema de controle. Este é 
formado pelos sensores, amplificador, motor e parafuso sem-fim, podendo-se ainda, 
acrescentar um compensador. 
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Figura 2- Diagrama de Blocos do Sistema. 

Este trabalho propõe a utilização de acelerômetros piezelétricos como sensor, o qual tem 
como resposta uma tensão proporcional a segunda derivadct do deslocamento (Doebelin, 
1983 ), cuja função de transferência é: 

E a (s) , 
G , (s) = - ·- = KP s-

s X(s) ac 
(4) 

onde: 

KPac -Sensibilidade de voltagem do acelerômetro 

Como a tensão gerada pelos sensores é muito baixa, acrescenta-se ao sistema um 
amplificador, que representa um ganho KA de tensão, proporcionando assim uma tensão 
capaz de acionar o motor. 

Utiliza-se, ainda, um motor DC, funcionando como servo motor de imã permanente 
controlado por armadura, cuja função de transferência (Ogata, 1993) é dada por: 

(5) 

onde: 

L c +R J a = " MC " MC . 
onl L J ' 

u MC 

com: 

- Constante de torque do motor 
- Constante de força contra-eletromotriz 
- Resistência e indutância do circuito de armadura 
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JMc 
CMC 

eM 

- Momento de inércia do motor e da carga com relação ao eixo do motor 
- Atrito viscoso do motor e da carga com relação ao eixo do motor 
- ângulo de rotação do eixo do motor 

e a -Tensão de armadura. Tensão que alimenta o motor 

O parafuso sem-fim converte o deslocamento angular eM do motor em deslocamento 
longitudinal. Esta relação, que é proporcional, é dada pelo passo Lp da hélice do parafuso, 
podendo assim, ser representada por um ganho. 

Para o caso da análise do sistema com compensador, utilizou-se um compensador em 
atraso, cuja função de transferência é: 

s+ ac 
Gc(s) = Kc s+ bc 

onde: 

(6) 

Kc 
ac, bc 

- Ganho do compensador 
- Constantes do compensador 

4. ANÁLISES E RESULTADOS 

O Sistema representado nas figuras 
e 2, foi analisado, utilizando os dados 

apresentados no apêndice. Tomando 
como entrada padrão 1 0% de um degrau 
unitário, analisou-se a principio qual 
seria a resposta da planta tomando-se um 
ponto de equilíbrio a0, sem que o sistema 
de controle atuasse variando este ponto. 
O resultado apresentado na figura 3, já 
nos mostra um amortecimento nas 

~ 

amplitudes da vibração causada pela 
perturbação na base, porém com um 
tempo de acomodação que pode ser 
considerado, a nível de isolamento, 
insatisfatório. Este resultado nos conduz 
a necessidade de a tu ar ati vamente na 
planta, buscando com isso melhoras na 
resposta do sistema, tais como um 
melhor amortecimento acarretando um 
menor tempo de acomodação além da 
redução do 'overshoot' (máximo pico 
superior), e do 'undershoot' (máximo 
pico inferior). 

0 .25 

0 .2 

s 0.15 
Q) 
-o o .1 2 
'õ. 0.05 
E 

<t: o 

-0 05. - - 5-
o 1 o 1 5 20 

Tempo (s) 

Figura 3- Resposta da planta a uma emraaa ae 
1 0% do Deqrau unitário. 
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Figura 4- Resposta da planta a variações de a. 

Como previsto na proposta do modelo, variações no ponto de equilíbrio também causam 
vibrações na planta, figura 4, logo, a função do controle é causar estas vibrações, opondo-as 
àquelas causadas pelos deslocamentos sofridos pela da base, minimizando assim as 
perturbações no sistema que se deseja isolar. Os resultados obtidos foram bastante 
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Figura 5- Resposta da planta, com o controle 
ativo, a uma entrada de 1 0% do deqrau unitário. 
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Figura 6- Resposta da planta, com o controle e o 
compensador, a uma entrada de 10% do degrau 

unitário. 

satisfatórios, principalmente no que diz 
respeito ao tempo de acomodação. O 
sistema conseguiu se estabilizar num 
tempo equivalente a um terço do tempo 
de acomodação da planta sem o controle, 
como podemos notar comparando a figura 
3 com a figura 5. Além disso, ambos os 
picos, o máximo superior e inferior, 
sofrerão uma pequena diminuição em 
seus valores absolutos. Contudo, o 
controle acarreta um pequeno erro de 
estado permanente, que ainda permanece 
dentro de limites aceitáveis para maioria 
das aplicações práticas. 

Apesar de ter se obtido um resultado 
já satisfatório com a aplicação do controle 
ativo neste sistema, resolveu-se examinar 
a atuação de um compensador. Para tanto, 
colocou-~ um compensador em atraso 
atuando na alimentação do motor DC. 

A Figura 6 apresenta a resposta da 
planta para o sistema completo, observa­
se que o tempo de acomodação melhorou 
ainda mais, o amortecimento entre os dois 
primeiros picos superiores foi 
sensivelmente grande, outrossim, o 
'overshoot' e, principalmente, o 
'undershoot' foram consideravelmente 
reduzidos. Entretanto, o compensador 
acarretou um certo erro de estado 

permanente, que poderá ser eliminado com a utilização de compensadores com características 
de integração. Este estudo está além dos objetivos do artigo. 

Fazendo uma análise no domínio da freqüência, para as configurações apresentadas, 
conforme figura 7, observamos que o 
modo principal da planta oscila em uma 
baixa freqüência, em tomo de l 0,4rad/s, 
e que através da aplicação do controle 
ativo conseguimos amortecer considera­
velmente as amplitudes de oscilação, 
concordando com os resultados obtidos 
através da analise no domínio do tempo. 

5. CONCLUSÕES 

A obtenção do modelo dinâmico de 
um sistema composto de uma barra bi­
apoiada e o desenvolvimento e aplicação 
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do controle ativo foi, no nosso entender, a principal contribuição do-trabalho. 
O controle ativo proposto é de fácil implementação prática. Além disso, a análise por 

simulação revela que o efeito do controle ativo no isolamento de vibrações é significativo, 
justificando plenamente a sua aplicação no sistema estudado ou em outro sistema mecânico 
onde um controlador desse tipo possa ser empregado. 

O controle ativo proposto possibilita a aplicação de compensadores eletrônicos baratos e 
de fácil ajustagem, possibilitando melhorar o comportamento dinâmico do sistema, sem 
modificar as dimensões e os equipamentos. 
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APÊNDICE 

Dados Utilizados na Simulação 

A Planta: 

fiA = mi = I 00 kg 

ao=lm 
kB = 20.kA 

O Motor: 

k::::: 0,062 N.m.k 1 

RA = 0, 130 ohms 
~ 

JMc ::::: 0,002 kg.m-

ffiB = 40 kg 
J8 ::::: 13,34 kg.m2 

cA =100 N .s.m- 1 

kB::::: 0,078 V.S 

LA= 1,22 mH 
cMc = 0,010 N.s.m 

1 =2m 
kA = 1,2 kN .m- 1 

c8 =15.cA 

O Sensor, O Amplificador, O Parafuso sem-fim e o Compensador: 

KPac ::::: 0,003 v.s2.m- 1 

Lr = -0,010 m 
ac·= 14 

KA=80 
Kc = 3 
bc = 2 
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Abstract 

This article investigates the inverse problem of predicting random forces from acceleration responses using the 
pseudo-inverse technique. It is shown that a commonly accepted assumption of input signals being uncorrelated 
is untrue. Under this assumption, only real valued acceleration auto spectral densities are used to solve for the 
unknown random forces in the pseudo-inverse technique. Experimental results show that acceleration cross 
spectral densities must be used in addition to auto spectral densities when solving the inverse problem for 
random forces . These cross spectral densities are complex functions of the excitation frequency and thus, they 
carry the phase information required to establish the correlation between time variables. 

Keywords 

Force identification, random loads, inverse problems 
"t 

1. INTRODUCTION 

Force identification is currently a topic of interest in the modal and vibration testing 
context. Since in most field dynamic environments a direct measurement of the excitation 
forces that act on a given test item is often difficult, an indirect solution for these forces in 
terms of measured motions and the test item frequency response (FRF) characteristics is 
frequently employed (Hillary, 1983 and Fabunmi, 1986). The identification of unknown 
forces from measured motions represents an inverse problem (Allison, 1974), which tends to 
be numerically unstab1e (Starkey et ai, 1989), since it represents a deconvolution problem. 
Among the techniques available for the indirect prediction of input forces, the SW A T (Sum 
of the Weighted Accelerations Technique) and the pseudo-inverse technique are most often 
employed. 

The SW A T method (Gregory et a!, 1987) is a force prediction technique that is based on 
the principie of motion of the mass center that is commonly employed on rigid body 
dynamics. This method can be used in order to predict and estimate of the total resulting force 
acting on a structure and its line of action from knowledge of the structure's mass 
characteristics and measured accelerations. 

J 
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The pseudo-inverse technique (Hillary, 1983) is used to calculate a set o pseudo forces 
from knowledge of the structure's measured response and FRF characteristics. This set of 
pseudo-forces may or may not resemble the true applied input forces that act on the test item 
since the pseudo-inversion of the test item FRF matrix is required for ali frequencies in the 
test frequency range. The pseudo-inversion process is usually ill conditioned (Hillary, 1983, 
Fabunmi, 1986 and Starkey et a/, 1989) since the FRF matrix to be inverted tends to be rank 
deficient at the test item's natural frequencies (Fabunmi, 1986). The nature of this rank 
deficiency has been the subject of severa] investigations for deterministic (Hillary, 1983, 
Fabunmi, 1986 and Starkey et a/, 1989) as well as random (Hillary, 1983 and Zhang, 1991) 
forces. 

When employing the pseudo-inverse technique to predict multiple input random forces, it 
is commonly accepted to assume that the input forces that act on the test structure are 
statistically uncorrelated (Hillary, 1983 and Zhang, 1991 ). It has been recently shown that 
(Varoto, 1996) an implicit consequence of this assumption is that the output accelerations are 
uncorrelated as well so that only output acceleration auto spectral densities are required in 
solving for the unknown force auto spectral densities. However, each motion presented by the 
test item is due to ali forces that act on it, and thus, the measured motions are correlated, 
independently of input forces being correlated or uncorrelated. 

This paper describes an experimental study that was p~formed on a free free beam in 
order to investigate the feasibility of the pseudo-inverse technique in the prediction of 
multiple input random signals. Two approaches are employed when defining the random 
inputs to the beam. ln the first approach, independent random signals are used to drive the 
vibration exciters that are used to excite the beam at two locations. ln the second approach, 
the sarne random signal is used to drive both exciters. These tests are performed in order to 
check the assumption of correlated and uncorrelated inputs and outputs when using the 
pseudo-inverse technique to solve for the random excitation forces from the measured 
accelerations. 

The results obtained from this experimental investigation indicate that the assumption of 
uncorrelated input forces (and consequently output accelerations) is inadequate when using 
the pseudo-inverse technique in the prediction of random forces and that acceleration cross 
spectral densities must be employed when solving the inverse prob1em. 

2. THEORETICAL RESPONSE MODELS FOR RANDOM EXCITATION 

The frequency domain equations of motion of a linear test item that is subjected to 
multiple inputs can be expressed in matrix notation as 

X=TF (1) 

where the M x 1 vector F = F( w) contains the applied input forces, the N x 1 vector X = X( w) 

contains the output accelerations due to F, the N x M matrix T = T(w) represents the test 
item 's accelerance FRF matrix, and w is the excitation frequency. 

If X contains a set of N measured accelerations, the solution for the M unknown input forces 
(generally N > M) is carried out in the frequency domain by rewriting Eq. ( 1) as 

(2) 

where superscript "+"denotes the pseudo-inverse of the FRF matrix, and is given by (Hillary, 
1983) 
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T+=[T"TrT" (3) 

and the superscript .. H, denotes the hermitian (complex conjugate transpose) ofthe test item's 
accelerance matrix, since T is a complex matrix. 

Equations (2) and (3) are usually referred to as the pseudo-inverse technique (Hillary, 
1983 and Fabunmi, 1986) since the solution for the input forces vector requires the pseudo­
inversion of the N x M FRF matrix. As in many inverse problems, the pseudo-inverse 
technique is numerically ill conditioned at some frequencies due to the inversion 
requirements of the FRF matrix for each frequency value. Equations (2) and (3) are employed 
when the test item's output acceleration frequency spectra (magnitude and phase) X is known, 
and their use is restricted to deterministic (transient and periodic) signals. 

When dealing with random signals, the test item 's input and output variables are 
described in terms of spectral density functions (Bendat et al, 1986). These functions are 
defined from the input and output frequency spectra F and X according to the following 
relationships (Bendat et al, 1986) 

2 • T 
Crr = lim-E(F F ) 

T -too 't 
(4) 

• 2 * T C .. = hm-E(X X ) 
T -tOO 't 

(5) 

where -r is the analysis period and symbol "E" denotes the expected value (in a statistical 
sense) of the product of vectors in Eqs. (4) and (5) . Symbols "*"and "T" denote the complex 
conjugate and non conjugate transpose of the FRF matrix T, respectively. Matrices Crr = 
Crr(ro) and Cxx = Cxx(ro) are the input and output spectral density matrices whose diagonais 
entries are the real valued input and output Auto Spectral Densities (ASDs) while the off­
diagonal entries represent the Cross Spectral Densities (CSDs), respectively. ln ali subsequent 
equations developed, the limit terms ofEqs. (4) and (5) are dropped to clarity ofthe notation 
employed. 

Application of the definitions shown in Eqs. ( 4) and (5) to both sides of Eq. (l) the 
following input-output relationship for random signals is obtained 

't 

c .. = T* Crr TT (6) 

Similarly, the application of the definitions shown in Eqs. (4) and (5) to Eq. (2) gives the 
following result for the inverse problem for the unknown random input force spectral density 
matrix 

Crr = (T+)* Cxx (T+)T (7) 

Equations (6) and (7) contain the correct phase relationships among variables since the 
complex CSDs are accounted for in both cases. Thus , proper correlation between the 
corresponding time variables is accounted for when employing Eq. (6) to obtain the output 
acceleration spectral density matrix or Eq. (7) to solve for the inverse problem for the 
unknown input force spectral density matrix. Consequently, Eqs. (6) and (7) will be further 
referred to as the correlated expressions for acceleration and force spectral density matrices . 

A commonly accepted assumption that is used to simplify Eqs. (6) and (7) is to assume 
that the input random forces acting on the test item are statistically uncorrelated (Hillary, 
1983 and Zhang, 1991 ). By this assumption, the input force CSDs are zero and matrix Crr 
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reduces to the diagonal fonn with the input AS Os on the diagonal entries. If these input AS Os 
are rearranged in the column vector grr = gn(ro) Eq. (6) reduces to 

(8) 

where vector gxx = gxx(ro) contains the output acceleration ASDs. Note that the magnitude of 
the test item FRF matrix is required in Eq. (8) so that this equation becomes real and does not 
contain any phase infonnation. 

From Eq. (8) the solution ofthe inverse problem for the input force ASO vector becomes 

(9) 

Thus, Eq. (8) shows that, under the assumption of uncorrelated input forces, the resulting 
accelerations are equally uncorrelated and Eq. (8) does not provide any phase infonnation 
since only output ASDs (real functions of the excitation frequency) are available. When the 
assumption of uncorrelated inputs is applied to the pseudo-inverse Eq. (7), the resulting Eq. 
(9) clearly shows the consequences of neglecting the acceleration CSDs when solving for the 
inverse problem. Similarly to Eq. (8), there is no phase information in Eq. (9) so that no 
correlation exists between the time variables. Hence, Eqs. (3) and (9) will be subsequently 
referred to as uncorrelated expressions for acceleration and force spectral density matrices. 

3. EXPERIMENTAL ANAL YSIS 

This section describes an experimental analysis that was perfonned on a simple structure 
in order to access the feasibility of the pseudo-inverse technique to predict input forces from 
random acceleration measurements . 

The test item used in this experimental investigation is a 2.3 x 0.03175 x 0.0254 m (92 x 
1.25 x 1 in) co1d rolled stee1 beam that is supported by flexible cords to simulate the free free 
boundary condition. Figure I shows the experimental setup employed in the experiments 
where the beam is excited at two locations by two vibration exciters. The first exciter is 
attached at the beam's mid point (MB Dynamics model Modal 50) while the second exciter is 
attached at the beam's left end (B&K model 4808). 
Input and output vibration signals were gathered by a 486 PC computer equipped with the 
Data Physics Dp420® data acquisition and signals processing board (Data Physics Corp., 
1989). 

//\V/\V/\1 /f\Vi\V !\\ -- --

I 

B & K4808 MB Modal 50 

Figure l: Experimental setup used in random force identification 

Accelerance FRF measurements were perfonned on the bare beam in the O - 625 Hz 
frequency range which contains the first seven natural frequencies. A total of 984 spectral 
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lines were used so that the frequency resolution is ~f = 0.635'7 Hz and the analysis period is 
~t = 1.57 s. A single exciter driven by pseudo-random excitation was used in the FRF 
measurements so that rectangular windows could be applied in both the input and output 
channels since there is no fi! ter leakage in this case. Figure 1 shows the excitation points (F 3 

and F4) as well as the response points (A1, A2, A3, and ~) for which the corresponding 
driving point and transfer FRFs were measured. 

Table 1 shows the beam's first seven bending natural frequencies in the O - 625 Hz 
frequency range that were obtained by curve fitting the experimental accelerance FRFs using 
ICATS® modal analysis software (MODENT, 1994). The experimental natural frequencies 
are compared with values obtained analytically from a continuous model (McConnell , 1995). 

Table I: Beam's Natural Frequencies 
Number Continuous Experimentally 

Model (Hz) Curve-Fitted (Hz) 
1 24.30 25.30 
2 67.60 ti7.98 
3 132.40 131.22 
4 218.00 216.60 
5 327.00 322.53 
6 457.00 450.60 
7 608.00 597.62 

Figure 2 shows typical FRF measurements for the free free beam where the 
experimentally obtained FRFs are compared with the corresponding curve-fitted FRFs. Figure 
2(a) shows the driving point accelerance FRF T33 (w) for excitation point 3 while Fig. 2(b) 
shows the driving point accelerance FRF T44(w) for location 4. Note that each curve has a Iow 
frequency rigid body pendulum type of vibration below 1 O Hz that is ignored in the curve­
fitting process. 

Once the beam ' s accelerances were measured and curve-fitted, the multiple excitation 
test was performed. ln this case, random excitation forces F3 and F4 were respectively applied 
at the beam 's mid and left end points . These forces were measured by piezoelectric force 
transducers and the Dp420 computed the measured force ASDs Gf'B and Gf44 as well as the 
force CSD Gf34 in order to provide ~ comparison basis for the predicted forces. Similarly, the 
beam's output acceleration was measured at four locations (A 1, A2, A3, and A4) as indicated in 
Fig. 1, and the corresponding acceleration AS Os and CSDs between response locations were 
computed. These acceleration spectral densities were subsequently used in the force 
prediction process along with the beam ' s accelerance FRFs. Table 2 shows the characteristics 
of all transducers used in these measurements . 

Table 2: Characteristics of sensors used in tests 
Sensor Position Model Sensitivity Unit 
Force F3 PCB 208/A03 2.57 mv/N 
Force F4 PCB 208/A03 2.57 mv/N 

Accel. AI PCB 302 A 10.09 mv/g 
Accel. A2 Endevco 2222C 1.70 pc/g 
Accel. A3 PCB 302 A I 0.18 mvlg 
Accel. A4 PCB302 A02 10.04 mv/g I 
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Figure 2: Free Free beam's measured and curve-fitted driving point accelerances: (a) Mid point 3; 
(b) Left end point 4. Solid line: Curve -Fitted, Dashed-dotted line: Measured. 

Two tests are perfonned with the experimental setup shown in Fig. 1. ln the first test, the 
random signals used to drive the exciters at points 3 and 4 are generated by two independent 
random signal generators. This is done in arder to simulate the situation where the input 
forces are statistically uncorrelated. ln the second test, the sarne random signal is used to 
drive both vibration exciters at points 3 and 4. This corresponds to the situation where the 
input force signals to the exciters are correlated. 

The experimental data gathered in these two tests were used in two different ways. First, 
the input forces and accelerations are assumed to be correlated. This means that the random 
pseudo-inverse technique correlated Eq. (7) was used in the force prediction process. As 
pointed out before, the application of this equation requires that the beam 's acceleration CSDs 
among the four response locations be measured: 

Second, the input forces and conseqüently the output accelerations are assumed to be 
uncorrelated. ln this case, the random pseudo-inverse technique uncorrelated Eq. (9) is used 
to predict the force ASDs from knowledge of the acceleration ASDs only . Table 3 presents a 
summary of the tests perfonned. 

Table 3: Summary oftests perfonned on free free beam 

Case Sources Equation Measured Predicted 
a 2 Eq. (7) F3, F4 F3, F4 
b 2 Eq. (9) F3, F4 F3, F4 
c I Eq. (7) F3, F4 F3, F4 
d 1 Eq. (9) F3, F4 F3, F4 
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4. FORCE PREDICTION RESUL TS 

This section presents the results of the random pseudo-inverse technique for the cases 
shown in Table 3. ln ali cases the measured accelerance FRFs are used with either Eq. (7) or 
Eq. (9) . 

4.1. Case (a): Two Uncorrelated Random Forces at Points 3 and 4- Correlated Equation 
Results 

ln this case, two independent random signals are used to drive the vibration exciters at 
locations 3 and 4 in the experimental setup shown in Fig. 1. The predicted random forces 
ASDs and CSDs from the correlated Eq. (7) are shown in Fig. 3. Figures 3(a) and 3(b) show 
the measured (dashed-dotted line) and predicted (solid line) force ASDs Gf33 and Gf44 while 
Figs. 3( c) and 3( d) show the magnitude and phase angle of the measured and predicted force 
CSD Gf34· 

:t 10" ~1= Measured Force ASD I 
Predicted Force ASD 

(a) 
--. 
.... 

!:.. 1 o..j 
Q 

~ 
Q,l 10ó "" ,_ 
~ 

o 100 200 300 400 500 600 
Frequency (Hzl 

:t 10' ri= Measured Force ASD I 
Predicted Force ASD 

(b) 
--. 

N 

;z: IO..j I"'"' 
Q 

~ 
Q,l ( lt 

"" 10 ' ,_ 
o ..... 

o 100 200 300 400 500 600 
Frequency (Hz) 

Figure 3: Predicted force ASDs and CSD for case (a) using CSDs (correlated motions). Predicted 
forces from random pseudo-inverse technique (solid line) are compared with measured forces (dashed­
dotted line): (a) Force ASO Gf33; (b) Force Gf44; ( c) Magnitude of Force CSD Gf34; (d) Phase Angle 
ofForce CSD Gf34 
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Figure 3 (cont.): Predicted force ASDs and CSD for case (a) using CSDs (correlated motions). 
Predicted forces from random pseudo-inverse technique (solid tine) are compared with measured 
forces (dashed-dotted line): (a) Force ASO Gf33 ; (b) Force Gf44; (c) Magnitude ofForce CSD Gf34; (d) 
Phase Angle of Force CSD Gf34 

4.2. Case (b): Two Uncorrelated Random Forces at Points 3 and 4 - Uncorrelated 
Equation Results 

This test employs the sarne setup as in case (a), i.e., two independent random forces 
feeding exciters at locations 3 and 4. ln this case, the predicted force ASDs Gf33 and Gf44 
were obtained by using the uncorrelated Eq. (7) and these ASDs are shown in Fig. 4. Figure 
4(a) shows the force ASD Gf33 while the ASD Gf44 is shown in Fig. 4(b). 

A comparison ofthe predicted force ASDs from cases (a) and (b) that are shown in Figs . 
(3 a) and 4(a) reveals that even when two independent random sources are used with exciters 
at points 3 and 4, the correlated Eq. (7) yielded better results than the uncorrelated Eq. (9). A 
reasonable prediction ofthe force CSD Gf34 was obtained from Eq. (7) while Eq. (9) yields no 
CSD results. 

4.3. Case (c): Two Correlated Random Forces at Points 3 and 4 - Correlated Equation 
Results 

Both vibration exciters at 3 and 4 are driven by the sarne input random excitation signal. 
Figures 5(a) and 5(b) show the force ASDs Gf33 and Gf44 results for the correlated Eq. (7) and 
Figs. 5(c) and 5(d) show the magnitude and phase angle of the predicted force CSD Gf34 
between excitation locations 3 and 4. 
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Figure 4: Predicted force ASOs for case (b) neglecting CSOs (uncorrelated motions) . Predicted forces 
from pseudo-inverse technique (solid line) are compared with measured forces (dashed-dotted !ines) : 
(a) Force ASO Gf33 ; (b) Force ASO Gf44 
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Figure 5: Predicted force ASOs and CSO for case (c) including CSOs (correlated motions). Predicted 
forces from random pseudo-inverse technique (solid line) are compared with measured forces (dashed­
dotted line): (a) Force ASO Gf33 ; (b) Force Gf44; ( c) Magnitude of Force CSO Gf34; (d) Phase Angle 
of Force CSO Gf34 
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:c 10 - Measured Force CSD (c) 

Predicted Force CSD 
z 
Q 

10--1 
~ 

u 
Q,j 
c:.o .. 
Q .... 

10-X 
o 100 200 300 400 500 600 

Frequency (HzJ 

200 

õD Measured Force CSD (d) 
Q,j 100 Predicted Force CSD Q 
Q,j 

Õfl I· 
c 
~ 
Q,j -100 I , 
~ 
.c 
Q.. 

-200 
o 100 200 300 400 500 600 

Frequency (HzJ 
... 

Figure 5(cont): Predicted force ASDs and CSD for case (c ) including CSDs (correlated motions). 
Predicted forces from random pseudo-inverse technique (solid line) are compared with measured 
forces (dashed-dotted line): (a) Force ASO Gf33 ; (b) Force Gf44; (c) Magnitude ofForce CSD Gf34; (d) 
Phase Angle of Force CSD Gf34 

4.4. Case (d): Two Correlated Random Forces at Points 3 and 4- Uncorrelated Equation 
Results 

Finally, the uncorrelated Eq. (9) is used with the acceleration ASDs obtained when both 
exciters are driven by the sarne random signal. The resulting force ASDs Gf33 and Gf44 for 
this case are shown in Figs. 6(a) and 6(b). 

A comparison of the predicted force ASDs from cases (c) and ( d) clearly shows that the 
assumption of uncorrelated input and output signals is inadequate in this case. Predicted 
results for Gf34 in Figs. 5(c) and (d) show close agreement with measured values. 

5. CONCLUSIONS 

ln this paper, the feasibility of the pseudo-inverse technique in the identification of 
random forces from acceleration measurements is investigated. It is shown that a commonly 
accepted assumption of input forces (and consequently motions) being statistically 
uncorrelated is inadequate when solving the inverse problem. Under this assumption, 
acceleration CSDs are neglected in the pseudo-inverse solution for the unknown input forces, 
i.e., only the acceleration ASDs are required. Experimental results support the conclusion that 
acceleration CSDs must be used in the random pseudo-inverse technique since these functions 
carry the phase information that in tum, establish the correlation requirements among time 
variables. 
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Figure 6: Predicted force ASDs for case (d) neglecting CSDs (uncorrelated motions). Predicted forces 
from pseudo-inverse technique (solid line) are compared with measured forces (dashed-dotted !ines): 
(a) Force ASD Gf33; (b) Force ASD Gf44 
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Abstract 
Excessive vibration in structures can be attenuated by active or passive dissipative mechanisms. Though active 
controle systems have grown substantially recently, however the passive systems still represem thc major ways 
for reduction of amplitudes in vibration of structures. Their use still brings low cost simplified and relatively easy 
implemented devices. ln this work a study of efficiency of synchronized oscillators acting passively to reduce the 
amplitude of vibration of tal! buildings subjected to random vibration is presented. It is shown that the efficiency 
of control system designed for optimal work depends principally on the amount of the inherent damping in 
structural configuration. ln the systems with low structural damping the effect of introducing damping by an 
auxiliary system is high, and the efficiency becomes a considerable factor. ln other hand the effect of auxiliary 
system diminishes when the damping in principal system is already high. 

Keywords 
Vibração. isolamento , oscilados sintonizados, Vibration Isolation 

... 

L INTRODUÇÃO 

Vibrações excessivas em grandes estruturas civis podem ser reduzidas através de meca­
nismos de dissipação de energia ou de isolamento. No primeiro, caso incluem-se os oscilados 
sintonizados que podem atuar de forma passiva aumentando o amortecimento inicial da estru­
tura base, através da alocação de massas, geralmente colocadas no topo da edificação e sinto­
nizadas na freqüência de um modo de vibração relevante. O amortecimento efetivo introduzi­
do pelo mecanismo de controle depende fundamentalmente dos seguintes parâmetros: a) rela­
ção entre as massas, b) relação de amortecimento dos sistemas e c) razão entre as freqüências. 
Para razões de massas menor que 1% a redução de amplitudes é pequena, tomando questioná­
vel a eficiência do sistema. Por outro lado, se o amortecimento do sistema secundário também 
é pequeno ocorre um fenômeno chamado "batimento" que consiste na troca de energia entre 
as duas massas tomando inoperante o mecanismo de controle. O aumento da relação entre 
massas a níveis elevados é indesejável porque implica necessariamente no acréscimo de carga 
de projeto. Já o amortecimento isolado da massa auxiliar pode ser elevado sem complicações 
adicionais. 
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Neste trabalho, o absorvedor de massa proposto consiste em um pêndulo suspenso, cuja 
massa pode ser deslocada ao longo do comprimento da haste, sintonizando a freqüência do 
pêndulo em outras freqüências naturais do sistema primário. Isto pode ser particularmente 
importante em excitações de natureza sísmica, cujo conteúdo de freqüências geralmente é 
mais alto que a freqüência fundamental dos edifícios alteados, onde o AMS ( amortecimento 
de massa sintonizada) convencional sintonizado na freqüência fundamental se tornaria inope­
rante. 

2. EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

Considere-se a figura 1 onde se mostra um sistema de dois graus de liberdade incorpora­
do com mecanismo de redução de amplitude de vibrações que consiste em uma massa pendu­
lar m2. As equações de movimento (vibrações amortecidas) podem ser obtidas através das 
equações de Lagrange. 

EI=OO 
Ml 

Kl 

Ml 

M2 X 

(a) (b) 

Fig.l: Modelo Físico (a) Modelo Matemático (b) 

Com efeito, definindo a energia cinética do sistema 

1 . o 1 . . o 
T = -m

1
x- +-mo (x + BL)-

2 2 -
(1) 

e a energia potencial do sistema linearizado: 

1 , 1 
U =-Ice +-m g8L 

2 2 2 (2) 

A partir da condição 

~(8(~-U)J+ o(T-U) = Q 
Ot oql oql 

(3) 

resultam as equações de movimento 
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(m1 +m2 )x+m2 LfJ+ c1x+kx=O 

m2 L 2 e + m2 Lx + c 2 e + m2 gL e = O 
(4) 

onde m 1, k, c1 representam a massa, rigidez e amortecimento do sistema primário, respectiva­
mente, enquanto m2 constitui a massa e c2 o amortecimento do sistema secundário. 

O sistema de equações de segunda ordem ( 4) pode ser escrito em termos de variáveis de 
estado como um sistema de quatro equações de primeira ordem. Definindo, 

.X,= x2 

x3 = e.L 

x3 = x4 

resulta: 

.XI = X 2 

x2 = -úJ ~ X1 -2Ç" 1W 1X2 + J.1W ;x3 +2Ç"2W2J.1 * X4 

x3 = x4 

.X4 = w~ x1 + 2Ç 1w 1x2 - (1 + J.1 )w;x3 - 2Ç 2w2 ( ~2 + J.1 * )x4 

onde 

k m, , I • 
w - =-, 

I m, 

, g 
(Vi = L J.1 = J.1 * = 1!_ e mi 

ou na forma matricial 

X=AX 
~ 

onde A é a matriz de estado dada por: 

o 1 o o 
-(1)2 -2Ç l(l) I 

2 
2Ç 2(1) 21l * I jl(l)2 

A =I o o o 1 

(1)2 
I 2Ç l(l) I -(l+j..t)roi -2Ç2ro2(~2 + ll *) 

3. Amortecimento Efetivo 

(5) 

(6) 

A eficiência do sistema de controle depende fundamentalmente de três parâmetros: razão 
entre freqüências ro2/ro1, razão entre as massas ll e o amortecimento do sistema secundário Ç2. 

3 

--

i 
1 
j 
~ 

i 
i 
J 
1 

I 
' 

l 
l 

I 
i 
-~ 

.i 
"i 
l 
·! 

! 
-~ 
~ 

~ 

? 
i. 
~ 
\i 

• -~ 

\ 
;j 
-1: 
tf. 
-~ 

~ 
i 
~· 

~ 
-~ 

~ 
} 

~ 

...1 



CONTROLE DE VIBRAÇÕES EM EDIFÍCÍOS ATRAVÉS ... 

Terrp>(s) 

Fig. 2: Vibrações Amortecidas do Sistema Primário sem e com o Mecanismo de Controle 

Na figura 2 mostra-se as vibrações livres, quando se-aplica um deslocamento inicial, 
do sistema sem mecanismo de controle e com o mesmo atuando, onde se observa o aumento 
do amortecimento produzido no sistema primário pela massa auxiliar m2. Define-se agora o 
amortecimento efetivo Çer como o amortecimento contido na resposta do sistema primário, 
introduzido pelo sistema secundário . O amortecimento Ç2 do sistema secundário que maxi­
miza o amortecimento do sistema primário é definido como o amortecimento ótimo do sis­
tema. O amortecimento ótimo é indicado na figura 3. Já a variação de Çer com a razão de fre­
qüências é mostrada na figura 4. 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 ,O 1 ,2 1 ,4 1,6 1,8 2,0 

Mutecirm1o do 9sterre Sea.rdclio (Ç2(0/~) 

Fig.3: Variação do Amortecimento Efetivo com o Amortecimento Secundário Ç2 
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Fig.5(a): Amortecimento Efetivo Máximo 

O amortecimento efetivo Çer cresce monotonamente com a razão de massas !l, porém 
apresenta máximos relativos para as variáveis co2/co1 e Ç2. Desta maneira, para relação !l = 
m2/m1 fixa, a condição de operação ótima do sistema é definida pelo par (co2/co1,Ç2) que ma­
ximiza a função Çef· Esta condição pode ser observada nas figuras 5, onde se mostra a condi­
ção de operação ótima para uma relação de massas !l = 0.02. 
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A robustez do sistema de controle com relação aos paràmettos ro 1/ro2, Ç2 pode ser observada 
nas figuras 6 e 7. 
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Fig.6: Variação do Amortecimento Efetivo 

A figura 6, monstra que uma variação de I 0% na freqüência reduz em 33% a eficiência do 
sistema. Com relação a variação no amortecimento Ç2 observa-se na figura 7 que a redução na 
eficiência é pequena comparada com a variação na freqüência . 
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Fig. 7: Influência do Amortecimento do Sistema Secundário no Amortecimento Efetivo do 
Sistema Primário 
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4. EFICIÊNCIA DO SISTEMA DE CONTROLE EM ESTRUTURAS SUBMETIDAS A 
EXCITAÇÕES ALEATÓRIAS 

O comportamento dinâmico de edifícios altos sujeitos a ação do vento é governado prin­
cipalmente pela contribuição do primeiro modo de vibração. Será estudado nesta seção a efi­
ciência do oscilador sintonizado na redução de amplitudes de vibrações de edificios sujeitos a 
excitações aleatórias do tipo ruído branco. A eficiência do sistema de controle pode ser defi­
nida como: 

Er= (l-E[x2 ]/E[ X~]) (7) 

onde E[X~] e E[x2
] representam os valores quadráticos médios das respostas do sistema com 

e sem o mecanismo de controle. Considerando o amortecimento efetivo definido na seção 3, o 
sistema de dois graus de liberdade pode ser substituído por um sistema equivalente, de um 
grau de liberdade com amortecimento modificado. Neste caso a equação 7 reduz-se a: 

2 2 Er= (1-E[y ]/E[x]) = (l-Ç 1 /Çer) 

onde Ç ef representa o amortecimento efetivo e Ç 1 o amortecimento natural do sistema pri­

mário. Na figura 8 mostra-se a eficiência do sistema de controle em função do amortecimento 
do sistema primário. Pode-se observar claramente que a eficiência do mecanismo fica com­
prometida quando o amortecimento natural do sistema primário é considerável 
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Fig. 8: Eficiência do Sistema de Controle 
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5. CONCLUSÕES 

Oscilados de massa sintonizados constituem uma forma eficiente de controle de vibrações 
quando o amortecimento natural da estrutura base é baixo. Sua utilização pode ser questiona­
da em estruturas que já possuem um alto fator de amortecimento. Além disto , verificou-se 
que o sistema de controle não é robusto ,sendo particularmente sensível para variações na ra­
zão de freqüência. 

A grande vantagem consiste no baixo custo de implementação e facilidade de manuten­
ção, quando comparados com os sistemas ativos de controle. 
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CONTROLE A TIVO DE VIBRAÇÕES COM A TU ADORES 
PIEZOELÉTRICOS/ACT/VE CONTROL OF VIBRATION USING 

PIEZOELECTRICS A CTUATORS 

Abstract 
Transient noise control has been applied in variety of devices, machines , and structures. ln this paper an active 
control approach that reduces transient noise transmission through a double plate in a circular duct is presented. 
Two circular pieces of piezoelectric material are is used in the plate as an actuator to induce a moment in the 
plate. The sarne procedure is applied to use a circular piezoelectric material as a sensor. A special configuration 
consisting of two circular plates are used as a plant to control transient noise using a dynamic feedforward 
controller. ln the experiment the forward traveling wave is captured by the first plate containing a piezoelectric 
sensor. This information is used to as feedforward signaL A special electronic circuit is used to perform as the 
feedforward controller. A transient pressure pulse is used to excite the first plate. and reductions of up to 20 dB 
are observed at the second plate placcd downstream of the first place, whcn the controller is active. 

Palavras Chave 
Controle ativo. Controle de ruído. Piezoelétrico/ Active Control , No is c Control, Piezoclectric 

L INTRODUÇÃO 
't 

Recentemente, o mecanismo de controle ativo de transmissão de ruído tem sido estudado 
intensivamente, por causa do interesse em aplicações para redução dos níveis de ruído no 
interior de aviões e carros. 

O uso de materiais piezoelétricos como atuadores (ou sensores) embutidos ou colados em 
superfícies de estruturas , têm despertado grande interesse para os pesquisadores. A 
particularidade das lâminas piezoelétricas é devido ao fato destas apresentarem uma 
característica distribuída e alta resolução de deslocamento. Além disso, as lâminas 
piezoelétricas são baratas, leves e são facilmente coladas ou embutidas numa variedade de 
superfícies. 

O efeito piezoelétrico direto, que consiste na geração de uma carga elétrica pela 
imposição de uma força externa, tem sido muito utilizado numa variedade de projetos de 
transdutores. A aplicação do efeito piezoelétrico inverso, ou seja, uma deformação induzida 
por uma tensão elétrica externamente aplicada no material piezoelétrico, possibilita a sua 
utilização no controle ativo de vibrações em estruturas. 

Recentes estudos realizados por Wang et ai. ( 1990) e Dimitriadis et ai. (1989), têm sido 
dedicados ao controle da radiação sonora utilizando atuadores piezoelétricos. Fuller et a!. 
( 1990, 1989), demonstraram analítica e experimentalmente que a aplicação de forças externas 
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em estruturas podem reduzir a radiação sonora, e que para este tipo de aplicação, os atuadores 
piezoelétricos são os mais indicados, principalmente em estruturas leves. Os autores também 
fizeram um estudo experimental para o controle de radiação sonora numa placa simplesmente 
apoiada com um único atuador piezoelétrico como entrada de controle. Neste estudo, o 
controle do campo sonoro remoto foi alcançado por supressão nodal. Wang et a/. (1989, 1990), 
desenvolveram um modelo analítico que considera o controle ativo de radiação sonora de 
múltiplos atuadores piezoelétricos como fontes secundárias. A entrada da fonte primária é 
constituída de uma força aplicada à estrutura. O controle global da radiação sonora foi 
alcançado com elementos piezoelétricos empregados como atuadores distribuídos. 

A aplicação de atuadores distribuídos para o controle de radiação sonora através de 
placas finas, foi considerada analiticamente por Dimitriadis et a/.(1991,1989). Os autores 
derivaram as equações para estruturas bidimensionais, com o uso de atuadores piezoelétricos, 
e demonstraram que estes podem excitar modos selecionados de vibração na faixa de 
frequência de trabalho quando usados de forma distribuída. Dimitriadis et a/.(1989), 
demostraram também analiticamente que um único elemento piezoelétrico pode produzir alta 
atenuação de transmissão sonora através de placas circulares engastadas. 

Recentemente, Niekerk et a/.(1995), desenvolveram um trabalho teórico e experimental 
de controle de ruído de uma placa circular em um duto. Os autores desenvolveram uma 
metodologia geral de projeto que utiliza controladores digitai~ de alimentação direta e inversa 
num único estado dinâmico. Uma redução de 20 dB no primeiro modo de vibração (I kHz), 
foi obtida. 

Este trabalho apresenta um sistema de controle ativo de vibração utilizando duas placas 
circulares engastadas em um duto. Uma das placas é utilizada para detectar o sinal de vibração 
provocado por um campo acústico gerado por um auto-falante. Um controlador analógico de 
alimentação direta é utilizado para controlar a vibração da outra placa. 

2. MONTAGEM EXPERIMENTAL 

A montagem é constituída de duas placas circulares de alumínio com 1,5 mm de 
espessura e I 00 mm de diâmetro cada uma. 

placa 
posterior 

' placa piez. 
(atuador) 

ar 

f' 
I· 

H 
20mm 

lOOmm ~ 

180mm 

Fig. I - Desenho esquemático da montagem das placas. 

,. 

Estas placas estão engastadas numa 
mesma estrutura (montagem conjunta) e 
separadas de I ,5 mm. Concêntricas a elas 
são coladas lâminas piezoelétricas também 
circulares de 20 mm de diâmetro e O, 19 mm 
de espessura conforme a figura I. 

A vibração destas é provocada por um 
campo acústico que se propaga em um 
duto, e é gerado por um auto-falante. A 
placa anterior juntamente com o sensor 
piezoelétrico, gera o sinal de referência para 
o atuador que está fixo na placa posterior. A 
figura 2, mostra a montagem mecamca 
completa do sistema utilizado para o 
experimento. Os dados geométricos e as 
propriedades do material do modelo estão 
relacionados nas tabelas 1 e 2 
respectivamente. 
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Tabela 1: Dados Geométricos 
Placa Diâmetro lOOmm 

Espessura 1,5 mm 
Atuador Diâmetro 20mm 
Duto Diâmetro IOOmm 

Distância (auto-falante p/ primeira placa) 30mm 
Distâ~ia _{_auto-falante p/ segund!_P_l~<D _ 33mm I - - -- -- ------- -- ·-

Tabela 2 - --- - -~ 
p ro · dades d one teria! 

Placa Módulo de elasticidade 6 9x I 0 10 N/m2 

' 
Densidade 2,7xl03 kglm3 

Piezoelétrico Módulo de elasticidade 6,3xl0 10 N/m2 
I 

Densidade 7 ,65x I 03Kglm3 

Constante piezoelétrica I ,66xl o· lU mN 

O campo acústico gerado, excita a placa anterior, que transmite a vibração para a placa 
posterior. O cancelamento da vibração desta última, é obtido pela aplicação de um esforço 
oposto ao gerado pelo campo acústico, através de um sinal elétrico aplicado no atuador. Este 
sinal tem como referência o mesmo gerado na placa anterior, cuja resposta em frequência é 
semelhante à da placa posterior. 

3. FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA DO CIRCUITO ELÉTRICO DE CONTROLE 

Um circuito elétrico de controle de alimentação direta é utilizado para a obtenção do 
sincronismo do sinal aplicado no atuador com o sinal de referência. A figura 3, mostra o 
diagrama de blocos do circuito de controle, cuja descrição é a seguinte: a vibração da placa 
anterior devido a excitação do campo acústico, é transformada em um sinal elétrico através de 
um sensor piezoelétrico colado a mesma. Este sinal passa por um filtro passa baixa (I) com 
uma frequência de corte de 2,0 KHz, e é amplificado por um amplificador de ganho variável 
(2) com objetivo de variar a amplitude do sinal gerado. A variação da fase é feita pelo 
defasador (3), cuja saída é amplificada em tensão e corrente pelo amplificador de potência 
para fornecer a potência (4) necessária para o atuador. Através de ajustes nas amplitude (2) e 
fase (3), do sinal que alimenta o atuador, pode-se minimizar o nível de vibração da placa 
posterior. 

As funções de transferência do filtro e do defasador estão representadas pelas equações 1 
e 2 respectivamente. 

vs 
Ve = 11,75.10- 12 5 3 +8,51.10 -5 5 2 +4.10-4S+l 

(I) 

Vs 2.10-4 S-l 
= (2) 

Ve (2.10 -6 + R)S + 1 

onde V e e Vs, representam astensões de entrada e saída de cada bloco respectivamente, e R 
é uma resistência variável utilizada para ajustar a defasagem. 

3 
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duto 

en)l,aste 

placa 
posterior 

placas 
piezoelétricas 

Fig.2 -Desenho esquemático da montagem completa. 

amplifi-
cador r---------:?>1 
(2) 

defasa­
dor 
(3) 

filtro ·' ampL de 
(l ) l':c,---1 tç,.----ipotência 

(4) 

placa anterior placa posterior 

Fig.3- Diagrama de blocos do circuito de 
controle. 

4. VERIFICAÇÃO DO PRIMEIRO MODO DE VIBRAÇÃO DAS PLACAS 

O primeiro modo de vibração das placas foi obtido teoricamente (analítico e numérico) e 
experimentalmente para as placas separadas, porém, para as placas em conjunto só foi obtido 
experimentalmente, tendo em vista que o modelo teórico est.i em fase de desenvolvimento. 

Em trabalhos posteriores, apresentaremos o modelo completo do sistema. 

4.1 Formulação Matemática. 

O desenvolvimento da expressão para o cálculo das frequências naturais da placa é 
laborioso e pode ser encontrado em qualquer literatura da área. Timoshenko ( 1959), 
apresenta uma solução aproximada aplicando o método Rayleigh-Ritz, que geralmente fornece 
uma boa precisão para as aplicações práticas no modo mais baixo de vibração. Neste caso, a 
forma da placa vibrante é simétrica com respeito ao seu centro. Para uma placa circular 
engastada, a equação seguinte fornece as frequências dos modos de vibração. 

I a {]f 
f= 2n a2 ~Ph 

onde: 

D= 

E = módulo de elasticidade do alumínio 
)l= fator de poisson do alumínio 
h = espessura da placa de alumínio 
p= densidade do alumínio 
a = raio da placa de alumínio 
a = I 0,21 para o primeiro modo. 
A equação (I) não considera o amortecimento do meio e o estiramento da placa. 

4.2 Verificação Numérica 

(3) 

Para a verificação numérica, utilizou-se o programa computacional de elementos finitos 
MSC/NASTRAN, no qual implementou-se um modelo com 286 elementos e 291 nós. 
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A figura 4, -mostra a configuração da 
malha utilizada. 

4.3 Verificação Experimental 

Na identificação do primeiro modo 
de vibração das placas realizou-se um 
ensaio de impacto para a obtenção do sinal 
no tempo. A aquisição e processamento do 
sinal foi feita por um sistema de 
aquisição de dados computadorizado 
equipado com a interface Daqbook l 00 e o 
programa computacional para tratamento 
de sinais Snap-Master. As figuras 5 e 6, FigA-Configuração utilizada no modelamento 

da placa. mostram as curvas 
domínio da frequência para as placas anterior e posterior separadas. 

experimentais no 
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Fig.S- FFT do sensor separado. 
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Fig.6- FFT do atuador separado. 

V e ri fica-se que as frequências naturais do primeiro modo são 1418 Hz e 13 88 Hz 
respectivamente. Quando estão engastadas conjuntamente, a frequência natural passa a ser de 
1500 Hz, conforme figuras 7 e 8. 

,_,,-- __ 
1 

__ _ 
. I T - ~--~----

;-t +-- --··- · ·_.) 

: . - - -~-·--·~-- -·+--- ---~--1 
~I i ~ 
I; I l .!. 

J. ~ 

1 r 
I !_t v'~ 

- !.n. . I l _,.,..-,.... -~.J I . . 
t.:) L'· 

fREQU!NC!A f KH: ; 
.;,0 

Fig.7-FFT do atuador em conjunto .. 
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Fig. 8 -FFT do sensor cm conjunto. 
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5. RESULTADOS DOS TESTES DINÂMICOS DO SISTEMA DE CONTROLE. 

A figura 9, mostra a resposta no domínio do tempo em regime forçado da placa posterior 
para o primeiro modo de vibração com e sem controle. O nível de vibração foi minimizado 
ajustando-se a amplitude e a fase do sinal de controle para frequência de 1500 Hz. Nessa 
frequência, verificou-se uma redução do nível de vibração de 25 dB. 

A figura 1 O, mostra a resposta em frequência da placa posterior com o controlador ligado 
e desligado. Observando-se esta figura, constata-se a redução no nível de vibração da placa 
posterior na frequência de 1500 Hz quando o controle é ativado. Além disso, não houve 
alteração na vibração da referida placa na faixa de frequência fora da ressonância (até 2500 
Hz). comprovando assim a eficiência do sistema. 

l.o.,------r--- - -----.--------,1 

.. . . ·, 

I ,":.-...., ·, 

1 ' 
·, ; i 

L . l.5 
FF.E~:JENC1A ~K:it) 

v· .. : . .. I 
I I i 

--+- ' 

· .. : !' 

' . 

Fig.9-Resposta no tempo em 1500Hz; controle 
desligado ........ . . controle ligado _ _ _ 

6. CONCLUSÃO 

l.Or----r---.-----.----,-----

J 
j j 

,t; 

.~~~~~ 
l.O 1.5 
fREQUÊNCIA (KHz) 

i 
I 

~ 
2.0 2,5 

Fig.lO-FFT; controle ligado __ • controle 
desligado .. .. .... . 

O objetivo deste trabalho foi investigar a eficiência do atuador piezoelétrico no 
controle da vibração de uma placa flexível. A figura I O, mostra claramente que com a 
utilização de um atuador piezoelétrico adequado, pode-se efetivamente reduzir a transmissão 
do ruído. A geometria e localização do atuador piezoelétrico permite um acoplamento 
adequado com o primeiro modo de vibração das placas . O uso da primeira placa como 
base para o sensor piezoelétrico substituindo o microfone que é geralmente usado, atuou 
como filtro mecânico melhorando o desempenho do sistema, além de possibilitar o uso de um 
circuito analógico simples no lugar de um computador. 

Esta técnica deverá contribuir para o aumento do uso de controladores ativos de 
vibração em projetas comuns por ser mais viável economicamente. 
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Abstract 
This paper presents a methodology for the analysis of tHe foundation behaviour and its 
influence on the whole system (rotor-bearings-foundation), using a mathematical approach to 
determine its modal parameters such as modal mass, damping factor and natural frequency. 
The analysis of the complete system is done applying the discretization of the foundation and 
rotor by finite element method. The evaluation of the foundation modal parameters is done by 
the analysis of the structure frequency response function, obtained by Fourier Transform. 
Afterwards the analysis of the system frequency response function is done and analytical 
results are showed. 

Keywords 
Fundação em concreto, Rotor, Parâmetros modais I Col7(.:rete Foundation. Rotor. Modal Parameters 

L INTRODUÇÃO 

A análise do comportamento das máquinas rotativas é bastante complexa, já que estas 
máquinas são constituídas, geralmente, por um sistema complexo de equipamentos que 
envolvem, além do rotor, eixos e mancais, çarcaça do rotor, fundação e outros equipamentos 
auxiliares. Portanto, para se estudar o comportamento dinâmico desses sistemas, é necessário 
detenninar a interação de todos os componentes. No entanto, o comportamento destas 
máquinas é significativamente influenciado pelo comportamento da fundação (DEDINI, F.G., 
CAVALCA, K.L., 1993). 

Nos tempos recentes, metodologias analíticas usadas para estudar o comportamento de 
estruturas ou sistemas mecânicos, têm sido largamente desenvolvidas (JAINSKI, T. , 1982) 
Modelos matemáticos computadorizados têm sido largamente desenvolvidos, com objetivos 
de solucionar problemas de vibrações em máquinas e sua estrutura de suporte (fundação). Tais 
metodologias, utilizam agora modelos mais refinados, no entanto estas metodologias nem 
sempre apresentam uma resposta rápida, devido ao elevado tempo computacional envolvido 
no processo, para obtenção das respostas dinâmicas. 

Neste trabalho, é apresentada uma metodologia (Método das Coordenadas Mistas) para 
análise do comportamento desses sistemas, rotor-suportes-fundação, e a interação entre seus 
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componentes. Um modelo refinado(MEF) da fundação é descrito, o qual viabiliza a 
identificação dos seus parâmetros modais e, dessa forma , prevê o seu comportamento. 

2. METODOLOGIA 

2.1 Método das Coordenadas Mistas. 

A modelagem matemática consiste em analisar o sistema completo rotor-suportes­
fundação como dois subsistemas separadamente (WEIMING, LIU, NOVAK, 1996), 
subsistema rotor-suportes e fundação . Dessa forma, cada subsistema é analisado 
separadamente e a resposta do sistema completo é obtida unindo-se as respostas dinâmicas 
dos subsistemas. Inicialmente determinam-se as funções de transferência analítica do modelo, 
e em seguida, aplicando-se técnicas de análise modal (BROWN,D.L., 1982) os parâmetros de 
massa, rigidez e amortecimento são obtidos. Para a análise do sistema é utilizado um vetor de 
coordenadas mistas, físicas para o rotor e principais para a fundação, que descreve o 
comportamento do sistema completo. 

2.2 Equação de movimento para o sistema rotor-suportes em coordenadas físicas. 

Considerando a subestrutura rotor-suportes, composta de eixo e mancais, a equação de 
movimento para esse subsistema, na forma matricial, é descrita como: 

[
Mrr 

M I,. 
M l { .. } [R R l { . } [K K l { } { } { O } 

r/ X,. rr r/ X ,. rr rf X,. F., 
M li . X 

1 
+ R

1
,. R /I . X I + K /r K /1 . X 1 = O + F1 

Sendo: 
M

11 
~ Matriz de massa do rotor e dos suportes . 

R,, ~ Matriz de amortecimento do rotor e dos suportes. 

K,, ~ Matriz de rigidez do rotor e dos suportes. 

x,. ~ Coordenadas do rotor. ~ 

x 
1 
~ Coordenadas dos nós de conexão entre rotor e fundação. 

F,, ~Força externa devido ao desbalanço. 

F, ~Força transmitida pela fundação ao rotor através dos nós de conexão. 

(I) 

Na equação ( l ), as forças transmitidas entre rotor e suportes ( F1 ) são incógnitas e podem 

ser escritas em termos dos deslocamentos relativos entre rotor e fundação, utilizando a 
seguinte aproximação modal: 

X , =[ct>]·q (2) 

Sendo: 
q ~ Vetar das coordenadas principais. 

[ ct>] ~ Matriz modal ou matriz dos modos próprios da fundação. 

A matriz modal ([ ct>]), é determinada da equação de movimento da fundação, descrita em 

coordenadas físicas, através de técnicas clássicas de análise modal. 
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2.3 Equação de movimento da fundação em coordenadas físicas. 

Descrevendo a equação de movimento, somente para a fundação, temos: 

[M,)-X1 +[R,)-X1 +[K.}X1 = F1 (t) 

Sendo: 

[ M, ]e [ K , ] ~ As matrizes de massa e rigidez da fundação, obtidas através da 

discretização do modelo pela técnica de elementos finitos. 
X 1 ~ Vetor dos deslocamentos dos nós da fundação. 

[R,]~ A matriz de amortecimento, obtida a partir da matriz de massa e rigidez. 

(3) 

A matriz de amortecimento ([R,]) da estrutura, é descrita em função das matrizes de 

massa e rigidez (CURAM!, A.,VANIA, 1985) considerando um amortecimento viscoso 
proporcional do tipo : 

(4) 

Sendo os coeficientes a e fJ, calculados através de uma função de minimização. 

A equação (3) é resolvida no domínio da freqüência, assumindo uma força de excitação 
harmónica, 

F_ = {F }· ,n,.~ I ln e (5) 

sendo { F 1" } um vetor unitário, cujas componentes são nulas, exceto aquela de valor unitário, 

correspondente a um genérico grau de liberdade e n,. é a freqüência de excitação. 

Sendo a resposta da estrutura proporcional a excitação, então os deslocamentos dos nós 
de conexão da fundação são descritos como: 

v = { . } . , ,n,.~ 
""' I X ln (: (6) 

Calculando-se as derivadas dessa · última equação, e substituindo estas derivadas 
juntamente com a equação (5), na equação de movimento da fundação, equação (3), tem-se: 

(7) 

Os parâmetros modais são determinados desta última equação, que é a resposta em 
freqüência da fundação. 

2.4 Equação de movimento da fundação em coordenadas principais. 

Determinada a matriz modal, as forças da fundação ( F1 ) serão obtidas utilizando a 

equação de Lagrange e, quando substituídas na equação (I), determinarão a equação de movt-

3 
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mento para o sistema completo (rotor-suportes-fundação). 
Partindo-se da equação de Lagrange (DIANA, G. et ai, 1988) para sistemas dissipativos, a 

equação de movimento para a fundação em coordenadas principais é descrita como: 

[ m 1 ] • q + [r1 ] • q + [ k1 ] • q = -[ <D ]' F1 (8) 

Sendo: 

[ m 1 ], h ] e [ k 1 ] ~As matrizes diagonais de massa, amortecimento e rigidez da 

fundação, respectivamente. 

[<D J ~Transposta da matriz modal 

Considerando-se que, o número de modos da estrutura é igual ao número de graus de 
liberdade associados aos suportes, da equação (2), 

q=[<Dtxl (9) 

Substituindo-se esta última equação, na equação (8), é possível descrever o vetor das 
forças de conexão, em função das coordenadas físicas. 

[<DI r I [m I l <Dr I X I + [<DI r I h J <Dr I .r/ + [<DI r I [ k l J <Dr I X I = -FI (I O) 

Esta última equação estabelece a relação entre, os deslocamentos dos nós de conexão 
( )( 1 ) da fundação e a força transmitida ao rotor ( F1 ) através desses nós. A equação (I 0), 

pode ser escrita como: 

[ M 1 ] · x 1 + [R 1 ] · x l + [ K I ]x 1 = -FI (I I) 

Sendo: ... 

[M I ] = [<DI r . [m I l [<Dr , [R I ] = [<D I r . h l [<Dr e [K~ J=[<D ~ r[k ~ l[<Dr 
A equação para o sistema completo, rotor-suportes-fundação, na fonna matricial, é obtida 

substituindo a equação (I O) na equação (I ).Então a equação para o sistema completo é escrita 
como: 

[ M. ]x + [R' ]x + [ K. ]x = F' ( 12) 

2.5 Determinação da matriz elastodinâmica do sistema. 

Substituindo as forças da fundação na equação para o sistema completo, temos: 

I \/,, M,,[<!l] ] {·"·} I R, R, [<t:J] ]{·-<l [ K, K,, [<t:J] ]{X·} {(} 
l [<!l]' M,, [m, )+[<!1]' At,[<t:J] . ii +l[<l>J R,, [r, )+[<l>]' R11 [<l>] q ( (cD]' K,, [k , )+[<D]' K1,(tP] 11 = O 

Esta última equação pode ser escrita como: 
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Sendo: 

Z = {
xq,. } ~ O vetor das coordenadas mistas. 

[A11 }[Rr] e [Kr] ~As matrizes de massa, amortecimento e rigidez, 

respectivamente. 

- {F,.} F = 
0 

~ Vetor das forças externas aplicadas ao rotor. 

(14) 

A equação( 14) é resolvida no domínio da freqüência, considerando uma força de 
excitação harmónica do tipo: 

( 15) 

Então a equação ( 14) pode ser escrita como: 

Sendo: 

[I(n,, p)] ~ Matriz elastodinâmica do sistema completo modificada. 

Z, = {x,., } ~ Amplitude do vetor das coordenadas mistas. 
qo 

x ,., ~ Coordenadas físicas dos deslocamentos dos nós do rotor. 

q, ~ Coordenadas modais associadas aos deslocamentos dos nós da estrutura. 

(16) 

Uma vez obtidos os parâmetros modais da fundação, a fundação poderá ser representada 
apenas pelos modos mais significativos, presentes na faixa de freqüências analisadas, 
independentemente do número de graus de liberdade associados aos pontos de 
conexão( mancais). 

3. DISCRETIZAÇÃO DO MODELO POR ELEMENTOS FINITOS 

3.1 Discretização da Fundação 

A discretização da fundação foi feita levando-se em consideração alguns nós de interesse, 
como os de posicionamento dos mancais. O modelo consiste de lO nós com lO elementos, foi 
utilizado um elemento de viga espacial para discretizar a fundação. No nó 8 atua uma força de 
amplitude unitária nas duas direçôes. 

Para análise do modelo da fundação algumas hipóteses foram consideradas: 
• A análise da resposta em freqüência é feita na faixa de 50 a 750 rad/s. 
• Os nós 3 e 8 são nós de mancais. 
• Nos nós de mancais considera-se valores de massas concentradas. 
• Os nós 1 ,5,6, e 1 O referem-se aos nós de vínculos, onde os deslocamentos e as 

rotações são nulas. 

5 
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(a) Fundação 

~ - / 
t./~' 

Esquematizacao do Rotor 
Discretizacao pelo Metodo dos Elenumtos Finitos 

:o 

(a) Rotor 
Figura I-Modelo por elementos finitos 

4. RESULTADOS 
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Figura 2: Espectro de freqüência co~ 
força na direçào horizontal 

Tabela l :Frequências próprias da fundação 

Modo horizontal 
Valor da 

Número de Freqüências freqüência 
freqüências [nw"] [ Rad I s] 

I 14 180 

2 li !50 

Modo vertical 
Valor da 

Número de Freqüências freqüência 
freqüências [~(J>~,J ........... ! ......... [~~~f s] . . ··········· <····· 

l 44 480 

i 
I 
I 
I 
i 
1 
I 

2 45 \ 490 .. ... .. - I 

6 

Analisando o espectro para a 
fundação(ver fig. 2),observa-se após uma 
redução modal, que existem 2 modos 
próprios horizontais mais significativos e 
dois modos verticais (ver tabela I). 
Para uma correta seleção dos modos mais 
significativos foi feito uma média estatística 
em todos os nós selecionados. 

Tabela 2:Fatores de amortecimento e Massas 
generalizadas 

Modo horizontal 
Valor da 

freqüência 
180 
150 

Valor da 

Fator de 
amortecimento 

0.04252 
0.13388 

Modo vertical 
Fator de 

., 
I 

_ !!"e_qº!_llc~a __ :_a m_~T.!~-ti_~~~~ t!~ . , __ 
480 0.02415 ____ __ .. ___ _ ·-- ---------~----- · -----------------------

490 0.03498 

Massa 
generalizada 

0.847E+I 
0.0782E+l 

Massa 

Analisando-se as funções de transferência, 
identificam-se os parâmetros de massa e 
amortecimento. As massas(ver Tab. 2) são 
obtidas através da ortogonalização dos 
autovetores, normalizados em relação a 
matriz de massa associados aos modos de 
vibrar mostrados na tabela I. 
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Figura 3: Resposta em Freqüência para 
o nó 8 direçào horizontal 

Analisando-se inicialmente a resposta 
do rotor para o nó 2 (nó de mancai), sem a 
influência da fundação, observa-se que existe 
um primeiro modo a 2500rpm ( 261 ,8rad/s) 
e um segundo modo a 14.000 rpm ( 1.466,1 
rad/s), na faixa de freqüência analisada (ver 

Analisando-se as curvas de respostas em 
freqüências para a fundação, observa-se que , 
para o nó 8 (nó do segundo mancai), com 
força na direção horizontal (fig. 3) evidenciam­
se os picos de amplitudes mais significativos a 
180, 150 e 130 rad/s. 

100 

50 

-50 

· 100 

-150 

-200 

lo-<5 

6e-<5 

S.-<5 

••-<5 

lo-<5 

2o-<5 

le-05 

Fasc:{graus] 

\ 
\ 

....... ______ 
' " 

" 
2000 - 6000 9000 10000 12000 14000 1""" 

Rotação[ rpm] 

(a) Fase 

Amplitud<[m] 

settsearfr ,óat'-

' 
' \ 

I 
1.\ 

\ 

·' \ 

j 
' ~~ 

----- -----

2000 - 6000 9000 10000 12000 10000 

Rotação[ rpm] 

(b) Amplitude 

Figura 4: Resposta em Freqüência para o nó 2 
do rotor direçào vertical com fundação rígida 

!""" 

fig.4). A figura 5 mostra a influência da fundação flexível no comportamento dinâmico do 
rotor, onde identifica-se próximo a freqüência de 2500 rpm (261 ,8rad/s ), um modo de 
fundação. 
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Figura 5: Resposta em Freqüência para o nó 2' do rotor 
direçào vertical com fundação flexível 

5. CONCLUSÕES 

12000 """' 16000 

O método de identificação dos parâmetros da fundação descrito aqui mostra ser eficiente, 
uma vez que, analisando os resultados numéricos, fica evidente a influência da fundação 
flexível no comportamento do sistema dinâmico completo (rotor-mancais-fundação), 
principalmente quando, rotor e fundação, estão fortemente acoplados . Assim, a necessidade 
da representação da fundação no sistema completo de forma mais precisa é fundamentaL 

Também é importante ressaltar a necessidade de testes experimentais para validar a 
metodologia aqui descrita. 
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Abstract 
This paper addresses the problem of indirect force reconstruction from the dynamic responses of thc structure. A 
time domain method is proposed which is based on the equations of motion in the modal space requiring, as 
experimental data, the acceleration time responses of the structure when acted upon by the forces to be 
idcntified and a set of eigensolutions (natural frequencies, mode shapes, modal damping factors and generalized 
masses). After the basic formulation is presented. numerical applications to a simple test structure are shown to 
demonstrate the cffectiveness of thc method. Some key points are also examined, such as the effect of the 
incompletness of experimental data and measurement noise upon the performance of the method. The numerical 
results reveal that the method can be accurate and well adapted to real-world applications. 

Keywords 
Indirect force reconstruction. force measurement, system identification, invcrse problems, 
vibrations/identificação indireta de forças , medição de forças , identificação de sistemas, problemas inversos. 
vibrações. 

1. INTRODUCTION 

The knowledge of the vibration and. shock forces is a fundamental issue when studying 
many problems in structural dynamics. Two situations can be mentioned as examples of 
situations where these forces must be known as accurately as possible: I st) when reliable 
previsions of the dynamic behavior of the structure subjected to such forces, obtained from 
analytical models, are desired, 2nd) when designing structural members, machine components 
and equipment housing against damage caused by dynamic forces. However, there are some 
situations where the direct measurement of forces, using force gauges, is ineffective or even 
impossible. Such is the case, for example, when these forces are applied at inaccessible 
locations of the structure or when the introduction of force gauges leads to important changes 
in the dynamic characteristics of the mechanical system. ln these circunstances, the indirect 
identification of input forces from the dynamic responses of the structure - which can 
generally be easily acquired - appears as a valuable alternative. 

Severa) techniques for indirect force identification, operating either in the time domain or 
in the frequency domain, have _been proposed (Stevens, 1987). The applications range from 
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the identification of impact forces (Bateman et al., 1991) to aerodynamic 1oads (Ellis, 1973 ). 
Most of frequency domain methods are based on the inversion of the FRF matrix and tend to 
be numerically íll-condítioned (Starkey and Merril, I989). As for the time domaín methods, 
the most wídely known is that named SWAT (Sum of Weigthed Accelerations Technique) 
(Bateman et al., 1992). This method is based on the modal decomposition of the acceieration 
time responses and the use of the modal equilíbrium equations for the rigid body modes. 
Though its effectiveness has been demonstrated in severa! applications, this technique 
presents two severe drawbacks: I st) only the sum of externa! forces and moments about the 
center of mass of the structure can be obtained, while the actual spatial distribution of the 
applied forces remains unknown, 2nd) since the method explores the rigid body modes, it can 
only be applied to structures with free boundary conditions. 

The method examined in this paper utilizes a formulation which is close to that of 
SW A T. The major difference is that it makes use of both rigid body and elastic modes. As a 
consequence, it can be applied to both free and constrained structures. Furtherrnore, as it will 
be seen, it enables the identification of each of the forces acting at different sites. Another 
advantage, wíth respect to the techniques based on the inversion of a FRF matrix, which is 
typically ill-conditioned, is that the proposed method requires only the inversion of a modal 
matrix, which is generally well-conditioned, as long as a convenient set of sensor locations is 
chosen. 

ln the following, the basic formulation of the method is first presented. A numerically 
simulated structure, consisting of a II degree-of-freedom lumped-mass system, subjected to 
two harmonic forces, applied at different locations, is used to evaluate severa! aspects of the 
method and its practical implementation. The effect of incompleteness of experimental data 
(i.e., modal truncation and partially observed mode shapes) on the performance of the method 
is investigated as well as the influence of random noise corrupting the data. 

2. FORMULATION OF THE METHOD 

Consider a linear self-adjoint viscously damped mechanical system of N degrees-of­
freedom , described by the equation of motíon in the standard matrix form: 

't 

( M ]{ x ( t)} + (C]{ x ( t )} + (K ]{ x ( t)} = { f ( t)} (I) 

The eígenvalue problem for the associated conservatíve (undamped) structure is written : 

(KJ(XJ = (M](XJ(A J (2) 

where [X]= [ {xJ} .. · {x N }] E R N,N, [A]= diag{À 1· .. À N} E R N,N are the modal matrix and 

the spectral matrix, respectively. The eigenvectors are supposed to be scaled such that: 

[xr [MJ[xJ = [ 11] [xr [K ][x] = [ 11][A J (3) 

where [ 11] = díag{TJ 1 .. ·YJN} E R N,N is the matrix of generalized masses. Using the Expansion 

Theorem, the solutíon to (1) can be expressed as: 

{x(t)} = [XJ{q(t)} (4) 
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Introducing ( 4) into (I), premultiplying the resulting equation by [xr and making use of 

equations (2) e (3), it follows that: 

[YJ]{q(t)} +[~]{q(t)} +[A][YJ]{q(t)} = [xr {fCt)} (5) 

where [~] = [xt[c][X] is the generalized damping matrix. 

It will be assumed that the following relation holds: 

ln this case, the eigenvectors are real , the generalized damping matrix is diagonal 

C[~]=diag{~ 1 .. ·~N}=diag{2s 1 ~·· ·2sN.JÇ} ER N,N ) and (5) contains N uncoupled 

second-order differential equations in the modal space: 

'r= I to N 

Equations (6) are re-written in the matrix form: 

where the following definitions are introduced: 

{f,(t)} = [ll]{êi(t)} 

{f0 (t)} = [~]{q(t)} 

{fE(t)} = (A][TJ]{q(t)} 

Vector of modal inertia forces 

Vector of modal damping forces 

Vector of modal elastic forces 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 1 0) 

Supposing that the input force vector ,{ f( t)} is unknown, and that matrix (X] as well as 

the three vectors defined in (8), (9) and (I O) can be obtained from experimental data, then 

{ f( t)} can be obtained by solving system (7): 

(li) 

Clearly, a solution in the form (II) can only be obtained if the complete experimental 
data set is at hand, i.e., ali the complex eigenvalues and ali the components of the eigenvectors 
are available. This is seldom the case in real-world applications, since one usually has a 
reduced number n of identified eigensolutions (n < N) and a reduced number c (c< N) of 
instrumented coordinates at which the eigenvectors are identified by experimental modal 

analysis procedures. The incomplete data are designated, in the following, as: [~] E R n,n, 
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[ Ã] E R n,n' [~] = diag{2sr Fr} E R n,n and [ x] E R c,n. Thus~ supposing the coordinates at 

which the forces are applied constitute a subset of the coordinates at which the eigenvector 
componentes have been identified, ( 11) can be replaced by: 

{f(t)} = ([xrr ({~(t)} + {ro(t)} + {fE(t)}) (12) 

where: ([xr r indicates the pseudo-inverse of [xf , {f(t)} E R c, and: 

g(t)} = (Tj]{q(t)} E Rn {f o ( t)} = [~ ]{ q ( t)} E R n {fE(t)}=[ÃJ{q(t)} E Rn (13) 

Based on these fundamentais, and supposing the time acceleration responses have been 

sampled at p time instants: {x(ti)} E R c, I, i=l to p, the proposed method comprises the 

following steps: 

First step: successive integration of the sampled acceleration time response {X.( ti)} to 

obtain velocity and displacement time responses {x(ti )} and {X:( ti)} E R c ,l, i= I to p. This can 

be done by using any of the well-known classical numerical methods such as trapezoidal rui e, 
Simpson's rule, quadrature, etc. (Forsythe et ai., 1977). 

Second step: estimation of generalized accelerations, velocities and displacements, from 
the acceleration, velocity and displacement time histories, using equation ( 4) and its time 
deri v ati ves: 

{C!( 1 i)} = [ x J + { x( ti) } ( 14) 

{ q( t J} = [ xr { x( ti)} i= l to p ( 15) 

._ 
{ q-( 1 i)} = [ x] + { x:( ti)} ( 16) 

Third step: forming the vector of modal forces using equations ( 13) , and solving ( 12) for 
each time instant: 

{f(ti)}=([xrr ({f~(ti)}+{fo(ti)}+{fE(ti)}) i= I to p (17) 

3. NUMERICAL EXAMPLES 

Figure l depicts the physical and modal characteristics of the I I degree-of-freedom 
lumped-mass mechanical system used for evaluating the effectiveness of the proposed 
method.Two harmonic forces were introduced, acting on masses numbers I and 7, given by: 

f1 ( t) = 500 cos ( 300rrt) + 250 cos ( 150rrt) [N] f7 (t) = 250cos (360rrt) (N] ( 18) 

4 

,{ 
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Null initial conditions were assumed. Figure 2 shows some of the time responses, where 
the velocities and displacements were obtained by successive integration of the acceleration 
time histories by using the standard trapezoidal rule. Integration errors in velocity and 
displacments can be evaluated in this figure. All the time responses were sampled with a time 

step Llt = l x 10-4 
[ s} . 

I k= l.Ox 10
6 

N/m ; c= 100.0 Ns/m ; m=2.0 kg I 

m 1= 4m; m5= 4m; m9= 4m 
m1= m 3= ~= m 11= m 7= mR= m 10= m 11 =m 

Mode 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

Eigenfreq. Damping 
(Hz) factors (%) c 

28.38 0.24 
81.67 1.37 
128.90 2.47 
159.16 0.00 
160.12 0.07 
164.80 0.20 c 
194.92 2.04 
200.08 1.00 
215.86 1.00 
251.65 4.75 
253.88 4.57 

Figure 1 - Characteristics of the 11 DOF system used for simulations. 
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:i o o 02 0.04 0.06 o 08 o 1 
T1me [s] 

Figure 2 - Time responses under harmonic excitation forces 
red: exact ; ~lack: integrated ; blue: integration error. 

5 

c 

c 



A TIME DOMAIN METHOD FOR INPUT ... 

To simulate real test conditions, which provide incomple1e experimental data, the 
observed frequency band was considered to be [O - 200 Hz], comprising the first 7 vibration 
modes (n=7). Moreover, the time responses and the mode shapes were considered to be 
available at the coordinates 1 ,2,3,4,6, 7,9 ( c=7). 

ln Figure 3, the identified forces are compared to the exact ones, given by equations ( 18). 
The RMS error used to quantify the deviations between these forces is defined as: 

p . 2/lp 2 
ERMS =,i~[fex(ti)-f 1d(ti)) ~~[fex(ti)) xlOO (19) 

where p is the number of time steps and fex (ti) and fid (ti) designa te the exact and 

identified forces at time ti , respectively. 

It can be seen, from Figure 3, that both forces are reconstructed accurately. 

RM.S error = 5 754% 
z 1000~----~------.------,------,-----, 

..0 
c 500 
Ul 
Ul 
IJJ 
E 

o~~_y 

c 
o -500 
(!) 
u 

~-1000~----~~----~------~------~------~ 
o o 02 o .04 o 06 o 08 o 1 

R M S erro r = 17 15 % 
z 400r-------~------~-------.------~--------. 
1'--

.g 200 
Ul 
Ul E o 
c 
~ -200 
u 

o_4ooL-------~----~~------~------~------~ 
u. o o 02 "~) 04 o 06 o 08 o 1 

T1me [s] 

Figure 3 - Exact and reconstructed input forces 
red: exact ; black: reconstructed ; blue: deviation from exact. 

Although in the previous example the integration errors could be thought of as random 
perturbatíons affecting the velocity and dísplacement time histories, a more realistic 
simulation was conducted after introducing, in the acceleration time responses and 
eigensolutions, random perturbations simulating experimental noise and modal identification 
errors. The model for the noise affecting the acceleration time responses is such that, for each 
sensor, the maximum random error ín a given time instant is inversely proportional to the 

amplitude of the acceleration at that time. This model is described in Figure 4, where ~i ( t j) 

indicates the corrupted acceleration of the i-th sensor, at time t j, rj is a real number from a 

uniformely distributed random sequence in the range [ -1 ; I]. jx i I indicates the maximum 
max 

amplitude of the acceleration in the whole time history and emax and emin are the maximum 
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and minimum values of the random errors, respectively. The values adopted for these two 
parameters are: e max =I O %, e min = 2 %. The errors affecting the modal characteristics were 

introduced using uniformly distributed random sequences, whose ranges are given in Table 2. 

e · 
J 

emax 

o 

T bl 2 E a e - ff h I . rrors a ectlng t e etgenso uttons 

Modal Characteristics Range of random errors 
eigenfrequencies 0.990- 1.010 

eigenvector components 0.900 - 1.100 
generalized masses 0.950 - 1.050 

modal damping factors 0.950- 1.050 

i= l ,2, ... c, 

j=l ,2, ... p 

emax - emin (1 .. I 1 .. ( )I) ej = lx I xi max- xi tj +emin 

"'max 

Figure 4 - Model of the noise affecting the acceleration responses. 

ln Figure 5, the forces reconstructed from noisy data are compared to the exact ones. No 
effect of amplification of noise is observed. Here again, the identified forces are found to be 
accurate. 

.D 
c 
(J) 
(J) 
(U 

E 
c 

500 

o 

~ -500 

RM .S error=1093% 

u ' . 

~-1000L-------~------~·--~--~-------J------~ 
o 002 0.04 006 008 01 

R M S error = 1449% 
z 400~------~----~-------.-------,------~ 
r--

.g 200 
(J) 
(J) 
(U 

E 
c 
o -200 
(]) 

2 
~-400~------~------~------~------~------~ 

o 002 0.04 006 008 0.1 
Time [s] 

Figure 5 - Exact and reconstructed input forces 
red: exact ; black: reconstructed ; blue: deviation from exact. 
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4. CONCLUSIONS 

A method designed for reconstructing the input forces in the time domain was proposed 
and evaluated through numerical applications. It was found that the method provides fairly 
accurate results even when random erros contaminate the data. As compared to other time 
domain-based methods, the proposed technique has some advantages, anabling the 
reconstruction of each of the forces applied at different sites of the structure. Another 
important feature is that the technique is not inherently ill-conditioned. Other theoretical 
aspects of the method and many other numerical applications, not presented in this paper, are 
given by Genaro (1997). Although the presented numerical applications indicate the 
effectiveness of the method, it has still to be evaluated with laboratory test data. This study is 
currently being conducted by the authors. 
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Abstract 
ln this paper, the estimation of frcquency response functions (FRFs) from vibration tests is addressed. The main 
objective of the reported study is to evaluate the performance of some of the currently used frequency response 
function estimators under experimental conditions in the field, where inescapable uncontrolled perturbations are 
present in the test environment. A vibration testing procedure was carried out in laboratory, where two random 
forces were applied simultaneously. The first one played the role of the main test excitation force, which was 
accounted for in the input-output model used for estimation. whilst the second one was introduced to take into 
account the uncontrolled inputs, which wcre not considered in the theoretical model. Under these conditions, the 
frequency response functions obtained by using the classical estimators H 1, H2 as well as three other estimators 
based on the concept of instrumental variable. Hc. H, and Hy were compared to the corresponding ones obtaincd 
without the uncontrolled input, soas to evaluate the quality of the estimates provided by each estimator. 

Keywords 
Estimação. Funções de Resposta em Freqüência, Variáveis Instrumentais. Ensaios Dinâmicos 
Estimation. Frcquency Response Functions. Instrumental Variables. Dynamic Testing 

L INTRODUÇÃO 

O processo de construção de modelos· matemáticos de estruturas em regime dinâmico 
compreende, na grande maioria dos casos~ a realização de ensaios de vibração objetivando a 
identificação das Funções de Resposta em Freqüência (FRFs). As FRFs podem, elas mesmas, 
constituir um modelo de respostas para uso imediato em aplicações subseqüentes - tais como 
ajuste de modelos de elementos finitos (Arruda & Duarte, 1993), identificação indireta de 
forças excitadoras (Mas et al. 1994), análise de estruturas modificadas (Rade & 
Lallement, 1996) e identificação de falhas estruturais (Ismail et al., 1990)- ou ainda serem 
processadas para a obtenção de um modelo modal da estrutura, que também pode ser 
empregado em uma larga gama de aplicações, utilizando formulações específicas. 
Vários estimadores de funções de resposta em freqüência foram propostos e encontram-se 
documentados na literatura (Bendat & Piersol, 1980). Todos têm, como fundamento, o 
emprego de um modelo matemático relacionando a entrada e a saída do sistema (excitação e 
resposta, respectivamente). Na maioria das vezes, os ensaios dinâmicos são realizados 
emlaboratório, sob condições controladas, em acordo com as hipóteses consistentes com o 
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modelo empregado. Entretanto, um número importante de situações existem em que os testes, 
não podendo ser realizados em laboratório, devem ser realizados em campo. Nestes casos, há 
inevitavelmente perturbações não controladas que, via de regra, não são consideradas no 
modelo de entrada-saída. Tal é o caso, por exemplo, quando se ensaiam máquinas em uma 
fábrica, havendo vibrações transmitidas por equipamentos vizinhos. Nestes casos, estimadas 
errôneas para as FRFs são usualmente obtidas. Uma contribuição importante, visando a 
caracterização das condições de testes em campo e a simulação destas condições em 
laboratório, foi dada por McConnell (I 994 ). 

Vale também notar que as metodologias usuais para se avaliar o desempenho dos 
estimadores de FRFs consiste em procedimentos de simulações numéricas com ruídos de 
distribuição Gaussiana não correlacionados, adicionados aos sinais exatos das entradas e 
saídas do modelo matemático (Bendat & Piersol, I 980). A deficiência destas metodologias 
reside no fato de não se considerar os de ruídos oriundos de outras fontes que não sejam as 
cadeias de medição e o efeito de filtro do sistema sobre os espectro destas perturbações. 
Visando suprir esta deficiência, neste trabalho, estes fatores serão considerados, buscando-se 
avaliar o desempenho de alguns dos estimadores de FRF, a saber o H~> o H2 (Bendat & 
Piersol, 1980) e estimadores baseados no conceito de variáveis instrumentais H~ (Mitchel et 
a!., 1988), Hx e Hy (Cooper & Emmett, 1995), quando empregados nas condições de ensaio 
de campo. Para tanto, testes de laboratório foram realizados sobre uma placa retangular, em 
condições de suporte livres, tendo sido introduzidas, através de excitadores eletrodinâmicos, 
duas excitações aleatórias em diferentes posições da placa. A primeira delas foi considerada a 
"força principal", representando a força excitadora do teste de vibração, e a segunda foi 
considerada a "força perturbadora", representando as perturbações não controladas do 
ambiente. Diversas razões entre os valores RMS destas duas forças foram empregadas. Para 
cada um delas, algumas FRFs estimadas, utilizando os estimadores estudados foram 
confrontadas àquelas estimadas na ausência da "força perturbadora", de modo a se poder 
avaliar a eficiência dos diferentes estimadores em condições similares àquelas dos testes em 
campo. 

2. ESTIMADORES DE FUNÇÕES DE RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA 
, 

Considerando o clássico modelo de entrada-sistema-saída no domínio da freqüência, 
ilustrado na Figura I, é apresentado, neste parágrafo, um resumo das formulações dos 
estimadores considerados neste trabalho. 

Figura 1 .:~elo de [ntmda-sis:~)saida no Lni::~ :reaúência 

2.1- Os estimadores H1 e H2 

2 



--=------~-----------------____,--

ESTIMAÇÃO DE FUNÇÕES DE RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA ... 

Designando por X i ( w) e Yi ( w) as i-ésimas estimadas dos espectros de freqüência dos 

sinais de entrada e de saída do sistema, respectivamente, as estimadas da função de resposta 
em freqüência, dada por estes estimadores são dadas por (Bendat & Piersol, 1980): 

n 

( ) 
lim L X~ ( w )Yi ( w) 

( 
G xy ú) n~oc i= I H I ú)) = --'----:--:- = _ ___.:__...:....__ ___ _ 

G XX ( ú)) . ~ A * ( ) A ( ) 

hm L..xi w xi w 

(I) 

n~oc i= I 

n 

( ) 
Iim L Yt ( w )Yi ( w) 

( ) 
G yy ú) n~oc i= 1 H 2 w = -----,-----,-- = __ :........:... ____ _ 
Gyx(w) ~ A * A 

lim L.. Yi (w)Xi (w) 
(2) 

n~oo i=l 

onde G xx ( w) e G YY ( w) são os auto-espectros unilaterais da entrada e da saída, 

* ' respectivamente e G xy ( w) = G yx ( w) são os espectros cruzados entre a entrada e a saída. 

2.2 - O estimador Hc 

Este estimador emprega o espectro de freqüência Z( w) de um sinal auxiliar 

independente, sendo dado por (Mitchell et ai., 1988): 

n 

lim LZ~(w)Yi (w) 
H c ( ú)) = _n_~_oc_- I_· ~...;..I----- (3) 

lim L Z ~ ( w )X i ( w) 
n~oo i= I 

2.3 - O estimador Hy 

Fundamentado num princípio similar _àquele do estimador Hc, este estimador utiliza, 

corno sinal auxiliar o espectro de freqüência da saída rearranjado, designado por Y r ( w), 
resultando em (Cooper & Ernmet, I 995): 

n * 
lirn L Y{ ( w )Yi ( w) 

H ( ú)) = _n_~_oo__:_i=...:..l _____ _ 
y n * 

lirn Lyr (w )XI (w) 
(4) 

n~oo i= I 

2.4 - O estimador Hx 

3 
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Funqamentado num princípio similar àquele do estimador Hx, este estimador utiliza, 

como sinal auxiliar o espectro de freqüência da entrada rearranjado, designado por xr ( ro) , 

resultando em (Cooper & Emmet, 1995): 

n 

lim Ix((ro)Yi (ro) 
H x ( (J)) = _n~_oo.....:i_~ 1'--------

lim I x( (ro)Xi (ro) 

(5) 

n~oo i= I 

3 - PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

A Figura 2 ilustra a montagem experimental realizada, onde um dos excitadores foi 
utilizado para a introdução da força principal e o outro foi empregado para aplicação da força 
perturbadora. Outros equipamentos utilizados foram: um gerador de sinal e um amplificador 
de potência, para gerar o sinal da força principal; um gravador FM e um amplificador de 
potência para gerar o sinal da força perturbadora; duas células de carga e os respectivos pré­
amplificadores para medição da força principal e da força perturbadora; um acelerômetro 
piezoelétrico e o respectivo pré-amplificador para a medição da aceleração no mesmo ponto 
em que a força principal foi aplicada; uma placa ND com 04 canais de aquisição simultâneos 
e um microcomputador. Ambas as forças aplicadas são de natureza aleatória, com as 
características freqüenciais mostradas na Tabela 1. Vale ressaltar que, no que diz respeito à 
força perturbadora, o intuito é de simular um ambiente experimental industrial. Para tanto foi 
empregado um ruído do tipo rosa, ao qual foram adicionadas componentes harmônicas de 40, 
80, 120 e 160 Hz de amplitudes iguais a 100%, 80%, 60% e 50%, respectivamente, do nível 
RMS do ruído rosa. 

Figura 2 : Ilustração da montagem experimental realizada 
Tabela 1 : Caracterfsticas das forças utilizadas nos testes de laboratório 

I Força principal I Ruído de banda estreita (O a 500 Hz ) 

4 
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I Força perturbadora Ruído rosa + componentes harmônicas de 40, 80, 120 e 160 Hz 

Os níveis de perturbação, quantificados pela razão entre os valores RMS da força 
perturbadora e da força principal, segundo a equação abaixo, foram: 0% , 5%, 10%, 5%, 
20%, 25%, 40%, 50% e 75%. 

RMSpertubadora 
Nível de perturbação= 100·--.:...._ __ _ 

RMSprincipal 

O sinal auxiliar empregado no estimador Hc foi a tensão na entrada no excitador 
produzindo a força principal. 

Para cada nível de perturbação, um número de 100 amostras temporais das acelerações, 
da força principal e do sinal auxiliar foram medidas e processadas, via transformada rápida de 
Fourier (com 4096 pontos, ~f = 0,25 Hz), para a obtenção dos espectros de freqüência 
utilizados para a estimação das FRFs pontuais. Na estimação pelos estimadores Hx e Hy foram 
utilizadas N = 500 combinações de espectros de força e aceleração. 

4. RESULTADOS OBTIDOS 

A Figura 3 mostra a amplitude da FRF pontual (estimador H 1) do sistema para um nível 
de perturbação de 0%, podendo-se observar a alta densidade modal característica da placa 
ensaiada. 
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Figura 3 : Amplitudes da FRF pontual do sistema sem perturbação, estimada pelo H1. 

Para avaliar o desempenho dos diversos estimadores foram definidos os seguintes erros: 
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• EAR - erro máximo de amplitude na ressonância, que é o máximo desvio percentual 
entre os valores de pico, observado nas regiões de ressonância, das FRFs estimadas com 
perturbação, em relação àquelas estimadas sem perturbação. 

• EFR - erro máximo das freqüências de ressonância, que é a máxima variação, em Hz, 
do das freqüências correspondentes às máximas amplitudes de ressonância; 

• EFA- definido de forma similar ao EFR, para as anti-ressonâncias. 

A escolha destes erros para a caracterização da qualidade das FRFs estimadas foi feita 
levando-se em conta que as amplitudes nos picos de ressonância influem diretamente nas 
componentes dos autovetores e nos fatores de amortecimento modais, enquanto que os valores 
das freqüências correspondentes aos picos de ressonância correspondem às freqüências 
naturais de vibração da estrutura. A identificação destes parâmetros constitui o principal 
objetivo dos procedimentos de análise modal experimental. Por outro lado, algumas 
metodologias foram recentemente propostas, fazendo uso das freqüências de anti-ressonância 
(Silva, 1996), donde o interesse de se quantificar a precisão com que elas podem ser 
estimadas. 

Como pode ser observado na Tabela 2, de modo geral, os menores erros de amplitudes 
nas ressonâncias são proporcionados pelo estimador Hc. Já os estimadores Hx e Hy tiveram 
um desempenho muito aquém do esperado, já que em simulações anteriormente realizadas, 
com excitação do tipo impulsiva, estes estimadores mostraram-se bastante eficazes (Pena, 
1996). Acredita-se que os erros observados para os estes dois estimadores sejam devidos à 
excitação por ruído de banda estreita, em conjunto com um sistema fracamente amortecido 
(caracterizado por picos de ressonâncias agudos, conforme se observa na Figura 3), o que 
resulta na combinação de espectros de amplitudes diferentes associado à insuficiente 
resolução freqüencial. 

Tabela 2 : Erros de estimação das FRFs 

NIVEL DE RUIDO 
ESTIM. 5% 2~/o 40% 75% 

EAR EFR EFA EAR EFR EFA EAR EFR EFA EAR EFR EFA 
H1 13,7 - - 14.2 0,75 - 95 ,2 0,75 0,50 129,3 1,0 0.5 

H2 23,7 0,5 - 828,5 0,5 0,5 1135,5 1,75 0,75 1419,9 1,75 0,75 

H c 13 ,7 1,0 - 13,7 1,25 - 50.7 1,5 - 98,8 - 1,0 

Hx 77,8 1,5 1,75 302,5 I ,5 1,75 953 ,0 1,5 1,5 379,0 1,25 1,25 
Hy 592,1 9.25 2.25 39J,O L3,7J_ 3,5 992,65 2,5 _2.75 _]32,0_ 3.25 _j ,25 

Nota: os símbolos - indicam erros menores ou iguais a resolução frcqüencial ~f = 0,25 Hz 

Observa-se ainda que, mesmo para os níveis de perturbação mais elevados, os desvios 
nos valores das freqüências de ressonância e de anti-ressonância são pequenos, notando-se 
ainda uma maior insensibilidade das freqüências de anti-ressonâncias em relação à 
perturbação introduzida. De modo geral, os erros nas amplitudes mostram-se bastante 
superiores aos erros nas freqüências. Isto pode ser explicado pelo fato do espectro da força 
perturbadora ser filtrada pela dinâmica da estrutura, que a tende a valorizar as freqüências de 
ressonância (amplificação) e as de anti-ressonância (atenuação) do sistema. 
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5. CONCLUSÕES 

Experimentos de laboratório foram realizados simulando as condições de ensaios 
dinâmicos no campo, em que perturbações não controladas caracterizam o ambiente dos 
testes. Os desempenhos de diversos estimadores de funções de resposta em freqüência foram 
avaliados, tendo sido verificado, para todos eles que as perturbações não controladas 
introduzem, em diferentes graus, erros de estimação nas FRFs. Verificou-se ainda que, de 
maneira geral, os erros mais significativos incidiram sobre as amplitudes das FRFs, enquanto 
que os valores dos pólos (ressonâncias) e dos zeros (anti-ressonâncias) das FRFs sofreram 
menores influências. O fato das anti-ressonâncias terem-se mostrado pouco sensíveis às 
perturbações ambientais é visto como um indicador da viabilidade de sua exploração prática 
em problemas de dinâmica estrutural. Estudo similar ao aqui apresentado, tratando de testes 
com excitação por impacto, está atualmente sendo realizado pelos autores. 
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Abstract 
This work is devoted to investigation of dynamic behaviour of bolted joints. Both damping ratio and natural 
frequency of vibration are studied in function of the variation the physicals parameters of the joint, bolt 
tightening torque and the surface finish. The values of natural frequencies 00n and displacements amplitudes 
q(t) for beams studied are calculated using specialized softwares and applied for calculations of damping ratio by 
method of the logarithmic dccrement. The experimental results are analyzed and compared with relation of 
damping ratio and natural frequency of vibration in the first mode. 

Keywords 
Bean: bolted joint; damping ratio; logarithmic decrement: natural frequency of vibration. 

L INTRODUÇÃO 

Quanto ao comportamento dinâmico de juntas, o mesmo pode ser analisado e expresso 
em termos de algumas características fundamentais, tais como: rigidez dinâmica, razão de 
amortecimento, resposta de freqüência e capacidade de isolação de vibração. 

Dessas características citadas, a capacidade de amortecimento de juntas é de fundamental 
importância em esclarecer, por exemplo, o comportamento dinâmico de uma máquina­
ferramenta. 

Das pesquisas ora desenvolvidas e relativas ao comportamento dinâmico de juntas, os 
pesquisadores têm verificado que juntas parafusadas apresentam normalmente uma alta 
capacidade de amortecimento, e que dependem de vários fatores, tais como: coeficiente de 
fricção entre as superfícies das juntas (atrito), o micro deslizamento entre superfícies das 
juntas e a pré-carga de aperto em juntas parafusadas. 

Yoshimura ( 1977), desenvolveu um método iterativo para identificar os valores 
quantitativos de rigidez dinâmica de amortecimento em juntas, com o objetivo de analisar e 
definir características dinâmicas de componentes estruturais, especialmente vários tipos de 
juntas de estruturas de máquinas-ferramentas, com o auxílio do computador. Verificou a 
consistência do seu método, comparando a simulação teórica com os resultados experimentais 
de freqüências de ressonancta e razões de amortecimento no pnmetro e 
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segundo modo de vibração. Para as medidas de razões de amortecimentos experimentais, foi 
utilizado o método de largura de banda, e o tipo de junta parafusada analisada foi a de topo. 

Posteriormente, Shanker et al ( 1980) investigaram e analisaram o comportamento 
dinâmico de juntas parafusadas de topo e sobrepostas, nas condições a seco e lubrificadas, 
quanto a razão de amortecimento e em função da variação de alguns parâmetros da junta, 
como a pré-carga e o coeficiente de atrito entre as superfícies da junta, no primeiro modo de 
vibração. Para as medidas das razões de amortecimento experimentais, foi utilizado o método 
de largura de banda. 

Verificou-se que a freqüência natural de vibração do modelo contendo a junta não varia 
apreciavelmente com o torque de aperto e nem o atrito entre as superfícies da junta, porém a 
razão de amortecimento verificou ser dependente destes dois fatores. 

2. VIBRAÇÃO TRANSVERSAL LIVRE DE VIGAS COM AMORTECIMENTO 

2.1 Momento de Flexão Atuante na Viga - Através da teoria elementar de barras, o 
momento de flexão M da viga é dado por 

M=f 4 yadA (1) 

onde A é área de secção transversal da viga e y é a distância da linha neutra. 
Admitindo-se que o deslocamento transversal da viga, seja de forma 

v (x, t) = 0(x) . q(t) (2) 

onde 0(x) e q(t) , são funções dependentes respectivamente da posição e do tempo, e que a 
tensão atuante cr sobre a viga (sólido viscoelástico) é suposta ser proporcional a deformação E, 
e a velocidade de deformação Ê, conforme modelo de Kelvin-Voigt, isto é: 

cr=E(E+Ci E) (3) 

onde E e Ci , são as constantes módulo de elasticidade e amortecimento que dependem das 
propriedades do material. (Goldsmith 1960). 

Substituindo a eq. (3) na eq .(l) , e utilizando-se da lei de (Euler-Bernoulli) da teoria 
elementar da barras, obtém-se a expressão do momento de flexão M da viga: 

M ( x, t) = (v"+ c i v") E lz ( 4) 

onde: ~ 

v"= d
1 ~x " :v"= d

1 ~x1 (d;jt): ( = f ./dA 
A 

2.2 Equações Diferenciais Referentes aos Deslocamentos Transversais 0(x) e q(t). 
(Shabana 1991 a) 

Através da aplicação da 2a. lei de Newton, obtém-se a condição de equilíbrio dinâmico 
para a vibração transversal livre da barra, 

pA ê?-v/ =-é? M/ (5) 
I õt2 I ax2 

onde pé o peso específico e A a área da seção transversal da barra ou viga. 
Substituindo a eq. (4) na eq.(5) e utilizando-se da técnica de separação de variáveis, 

obtém-se as respectivas equações: 

0:~) - (%f 0(x) =O (6) 

e 

2 
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onde: 

c=~:; 
As soluções das equações ( 6) e (7) são dadas respectivamente por: 
0(x)=A 1 senh17x+A2 coshJ7x+A3 senJ7x+A4 cosJ7x 

(7) 

(8) 
onde A 1 , A 2 , A1 e A4 são constantes determinadas em função das condições de contorno da 

barra e, 

q(t) = Xeat senWt + 0) (9) 

onde X e 0 são respectivamente a amplitude de deslocamento e o ângulo de fase, e 

2 C; I - l ~ ( 2 )
2 

2 a = -w ;;2 e p - l w ci - 4w (10) 

2.3 Freqüências Naturais de Vibrações-Freqüências Teót-icas 

Aplicando-se as condições de contorno para a viga com extremidades livres, a eq. (8), 
reduz-se a seguinte equação de freqüência: 

cos 11e cos h11e = I (II) 

Da eq. (II) obtém-se as três (03) primeiras freqüências naturais de vibrações da viga, 
definidas por: 

COJ = (4, 730)2 c/2 ;co2 = (7,853)2 c/'J ;co3 = (10,996)2 c/'J; (12) I (' I r- I e-

2.4 Amortecimento Crítico Cic 

Para o amortecimento crítico, o radical da eq. (I 0), referente a p, é nulo, isto é: 

Ya c = ic úJ 

onde Cic é o coeficiente de amortecimento crítico. 

Definindo a razão de amortecimento{como: 

~ = ci/ ~c · = 2 ~/ 
/cic I lw 

Portanto os coeficientes de a e p em função de ~' são dados por: 

a=-~ ; p = w~~2 - I 

Substituindo os coeficientes de a e p, da eq.( IS), na eq.(9), obtém-se: 

q(t) =X e-~wt sen[( w~~2 - l) t + 0] 

2.5 Movimento Oscilatório: (Shabana 1991 b) 

Para o caso de sub-amortecimento, isto é, ~< I , a eq.( 16), é expressa por: 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

q(t) =X e-~wt sen (wd t + 0) (17) 

3 



ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE VIGAS ... 

onde Cúd é a freqüência natural amortecida. 

Cüct =wP (18) 

2.6 Picos ou Deslocamentos Máximos 

Os picos da curva deslocamento q(t), podem ser obtidos, fazendo-se: 

q(ti)=O (19) 

onde ti é o tempo no qual o pico qi ocorre. 
Portanto, para t = ti, os deslocamentos máximos ou picos qi, são dados por: 

qi = xe-ÇCüt; ~1- ~2 (20) 

2.7 Decremento Logarítmico (8) 

É o logaritmo natural do quociente de duas amplitudes quaisquer consecutivas, isto é: 

8 = en qi/ = ~Cú'tct (21) 
/qi+l 

onde 'td é o período de amortecimento definido por: 

2x 2n 
-c d - 1t - --.===== 

- Cüct- wP 
Substituindo Td da eq.(22) na eq. (21 ), temos : 

8 = 2nÇ 

Ji- Çc 

Quando, ~ é muito pequeno, obtém-se uma equação aproximada: 

8 ~ 2n~ 

(22) 

(23) 

(24) 

Para a nésima amplitude ou ciclo, onde n é um inteiro, o decremento logaritmico é dado 
por: 

8 = Yn ( n qi/ (25) 
n /qi+n , 

Se o decremento 8, pode ser medido pelas medidas experimentais de duas amplitudes 
sucessivas ou não-sucessivas, então pode-se determinar o fator de amortecimento ~· 

ç = 8 (26) 

~(2ni +8
1

) 

3. PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS 

3.1 Corpos de Prova. 

Tabela 1: Corpos de prova ensaiados. Tabela 2: Juntas parafusadas- dados 

VIGA POSIÇAO MATERIAL Dimensóe::. RUGOSIDADE- um DIMI:.~SOB PARAFUSO 

compnmemo secção (mm) ACABAMENTO direção 
continua duplamente 

li vre Aço 1020 1000 16 X 38 
mm Pol 

SUPERFICIAL X y 

com junta duplamente 
Aço 1020 1000 16 X 38 fresada livre fre sado 4.0 1.0 40 X 38 W 711 &x2 

com junta duplamente 
Aço 1020 1000 16 X 38 ret ificada 

-
livre 

- L . -· - - - L_ - -

reti ficado 1.2 0.4 40 X 38 w 7' 1(>X2 
- - - - - -
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I 3~1 I{ 
~~-... ---... --~-0-----~----~ .. L_-_------.. - --.-... ~~ 
r ···----- · ~- -- ~ J: 
~~ ------.r~--~~~·r-----'----~la 

r---· 

Figura 1 - Viga com junta parafusada 
(l-barra de aço; 2-barra de aço; 3-junta 
parafusada). 

3.2 Bancada Experimental 

Figura 2: Bancada experimental (croqui). 

Conforme ilustra a figura 2, as vigas 
(I) foram suspensas no ar, através de dois 

Módulos de elasticidade (E). O 
módulo de elasticidade obtido para a viga 
contínua foi de 2,00 x 10" N/m2, através 
do ensaio de flexão a carga constante. Este 
parâmetro é importante para se determinar 
as freqüências naturais ffin, da viga 
contínua dadas pela eq.(l2). 

fios de aço (5), localizados nas 
extremidades das vigas, com a finalidade 
de eliminar a influência do suporte rígido 
(6) sobre as vigas. A junta parafusada se 
localiza no meio da viga, o acelerômetro 
piezoelétrico (3) registra as amplitudes dos 
deslocamt'!ltos transversais das vigas (mm), 
e a célula de carga (4), a força de excitação 
(m V) aplicada na viga, através de um único 
pulso (avanço e retomo da haste de um 
cilindro pneumático). 

Figura 3 - Esquema de montagem de instrumentação. 

4. RESLLTADOS EXPERIMENTAIS 

4.1 Freqüências Naturais de Vibrações das Vigas. 

Tabela 3: Freqüências naturais de vibrações da viga contínua. 

MODOS DE FREQUE!'I'CIA 
VIBRAÇOES (Hz) 

Iº M 83 .98 

2º M 226.56 

3º M 443.36 

5 
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Tabela 4: Freqüências naturais de vibrações da viga com junta fresada (VJF) em função do torque. 

MODOS DE TORQUE DE APERTO (~.m) 

VIBRAÇÕES 9.8 19,6 29,4 39,2 49.0 58.8 

Iº M 68.36 68,36 68.36 70,31 70,31 68,36 

2º M 226.56 228.52 228.52 228.52 228,52 228.52 

3º M 392.58 396,48 398.48 396,48 396.48 398,48 

Tabela 5: Freqüências naturais de vibrações da viga com junta retificada (VJR) em função do 
torque. 

MODOS DE TORQUE DE APERTO (~.m) 

VIBRAÇÕES 9,8 19.6 29,4 39,2 49.0 58,8 

12 M 68,36 68.36 68,36 68,36 68,36 68,36 

22 M 224.6 1 222 ,66 224.61 224.61 222.66 224,6 1 

32 M 390,63 390.63 390,63 392 ,58 392.58 392.58 

4.2 Decrementos Logarítmicos (8) e razões de amortecimento (Ç) das vigas no l.Q modo 
de vibração. 

Tabela 6: Resultados experimentais de 8 e Ç da viga contínua. 

:-.o.!! DE 
TEMPO DESLOC. CICLOS DECREI\1 . AMORTEC. 

(s) (lo-3mm) (!\) (li) (Ç) 

'i 'r qi qf 

0.407 1.41 I 89,036 51.194 ~D .006668 .001060 

,. 

Tabela 7: Resultados experimentais de 8 e s da VJF em função do torque. 

1'\!! DE 
TORQUE TEMPO DESLOC CICLOS(n DECREM . AMORTEC. 

(~.m) (s) (10'1 mm) (li) (Ç) 
I 

'i 1i+n qi qi+n 

9.8 0.424 1.425 86,290 15,488 67 .02563 7 .004080 

19.6 0.407 1.416 83,848 15.6440 67 . 025062 .003989 

I 

29.4 0.411 1.417 73,320 10,9 10 67 .028435 .004526 
I 

39.2 0.422 1.428 98.497 21 ,592 67 .022652 .003605 I 

I 

49,0 0.413 I ,421 80,94'l 26.322 67 .016767 .002669 

58,8 0.405 I ,400 8 1,102 17,014 67 .023320 .0037 12 
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Tabela 8: Resultados experimentais de 8 e s da VJR em função do torque. 

TORQUE TEMPO DESLOC "-ºDE DECREM. AMORTEC. 
(~.m) (s) o o·-' mm) ~ICLOS(n (õ) <O 

'i 1i+n Qj Qj+n 

9,8 0,406 1.418 29,068 8.774 67 .017878 .002845 

19.6 0,410 1.415 82.170 13.199 67 .027293 .004344 

29.4 0,410 1,412 56,687 9.537 67 .026602 .004234 

39,2 0,407 1,410 88,579 22,354 67 .020551 .00327 1 

49.0 0.408 1.409 85.832 22,354 67 .020080 .003196 

58.8 0,409 1.409 86,137 21,744 67 .020546 .003270 

Razao de Arnortec. ('E-4) 
60r-----------------------~---------------. 

20 

10 + VJF 
0.001060 co 

• VJR 

o 
9,8 19,6 29,4 39,2 -49,0 58,8 

Torque (N.mj 

Figura 4 - Razões de amortecimento em função do torque para as VJF e V JR. 

5. RESUL T AOOS TEÓRICO-EXPERIMENTAIS 

Tabela 9: Freqüências naturais de vibrações da viga contínua 

MODOS DE TORQUE DE 
APERTO (1'i.m) 

VIBRAÇÕES (Y]n f. )2 19,6 

I ~ 1\1 68.36 68.36 

2~ 1\1 224.61 222.66 

32 1\1 390,63 390.63 

Tabela 10: Resultados do decremento logarítmico (8) e razão de amortecimento (s) da viga 
contínua. 

VIGA TEMPO DESLOC N2 DE DECREI\1 . AMORTEC. 
(s) (1o-1 mm) CICLOS (Õ) (E) 

(n) 

I; I Ir q; I qr 
VCON .407 I 1.403 89.oo I 50.71 83 .006783 .001079 

7 
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6. COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

Com relação às freqüências experimentais em função do torque obtidas para as vigas com 

juntas, pode-se concluir: 
-O efeito da variação do torque de aperto sobre as freqüências naturais é insignificante, 

porque estas freqüências mantém-se praticamente constantes com a variação do torque. 
-O efeito da junta parafusada sobre as freqüências naturais é bastante significativo para 

as freqüências do 1 o e 3° modo, e desprezível para as do 20 modo. 
-O efeito do acabamento superficial (fresado e retificado) dado na superfície da junta 

sobre as freqüências naturais, não é significativo, porque as freqüências obtidas para as vigas 
com juntas são praticamente iguais nos três primeiros modos de vibrações. 

Com relação às razões de amortecimento experimentais, as mesmas foram obtidas no 1 ° 
modo de vibração, através do método do decremento logarítmico, utilizando-se as equações 

(25) e (26). 
Da figura ( 4 ), pode-se concluir: 
- O efeito das juntas parafusadas sobre as razões de amortecimentos é bastante 

considerável, pois comparando-se as razões de amortecimento das vigas com juntas com a da 
viga contínua, verifica-se um aumento da ordem de três a quatro vezes. 

- A razão de amortecimento provou ser dependente do acabamento superficial dado na 
superfície da junta. 

-No intervalo de torque 9,8 a 19,6 as razões de amortecimento tendem a aumentar devido 
a presença de grandes deslizamentos (large slip) a baixas pressões. 

-No intervalo de torque 19,6 a 29,4 N.m, não ocorre uma variação acentuada das razões 
de amortecimento. Neste intervalo, as razões de amortecimento mantém-se elevadas, devido à 
presença de muitos micro-deslizamentos (very small slip ). 

-no intervalo de torque de 29,4 a 39,2 N.m. as razões de amortecimentos diminuem 
consideravelmente, devido a redução da intensidade de micro-deslizamentos. 

-No intervalo de torque 39,2 a 58,8 N.m, as razões de amortecimento variam pouco. 
Obtém-se a razão de amortecimento teórico-experimental, através das simulações das 

amplitudes teórico-experimentais q(t), dadas pela equação ( 17). Como a razão de 
amortecimento experimental da viga contínua foi próxima da teórico-experimental, conclui-se 
que o modelo adotado de Kelvin- Volgt, comportou-se de maneira satisfatória. 
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Abstract 
This work presents a methodology to identify the influence of the'active involute profile of helical gear 

caused by pitting on motor-gearbox. Power spectrum density and wave forms were obtained with and without 
pitting. in arder to determine its behavior on motor-gearbox. 

Keywords 
Motoredutor, vibração, freqüência de engrenamento, pitting e engrenagem. 
Gearbox, vibration. gear mesh, pitting and gear. 

L INTRODUÇÃO 

Os sistemas de transmissão por engrenagens são atualmente projetados para condições de 
operações extremas, acarretando estreitos limites para possibilidades de ocorrência de falhas 
durante seu funcionamento. Exige-se portanto, que tanto as técnicas de projeto como as de 
monitoramento do estado de funcionamento, sejam refinadas para reduzir as incertezas de 
desempenho e a precisão da vida do equipamento. Os erros geométricos de fabricação e os 
defeitos superficiais do perfil ativo do dente, gerados por desgastes, produzem excitações 
dinâmicas, diagnosticadas através da análise de vibração. Brito ( 1994) apresenta em detalhe o 
modelo geométrico e a análise de forças .de engrenamento, incluindo os procedimentos de 
controle da qualidade e dos erros de engrenamento, necessários em todas as fases de 
fabricação de engrenagens. 

As técnicas de monitoramento de vibrações tem sido implementadas nos últimos tempos 
objetivando o diagnóstico das falhas incipientes nos componentes do sistema, de forma mais 
precisa e dinâmica. Dentre elas destacam-se o PeakVue , Demodulação e a Média 
Sincronizada. As duas primeiras apresentam-se semelhantes para velocidades intermediárias, 
sendo o PeakVue significativamente superior quando se trata de baixas velocidades (Robinson 
et ai., 1995). A técnica da média sincronizada, utilizando-se o fototacômetro, permite a 
identificação mais precisa das freqüências determinísticas. Este conjunto de procedimentos, 
denominado manutenção preditiva, exige o conhecimento prévio da dinâmica do sistema de 
modo que seja possível relacionar causa e efeito, a partir de sinais medidos no equipamento. 

Remmers (1978), mostrou a tendência dos pares de engrenagens exibirem vibrações, 
ruídos e cargas dinâmicas de engrenamento, em decorrência de erros de espaçamento entre os 
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dentes, da carga aplicada, da relação de contato e das modificações do perfil ativo. Randal 
( 1982) e Boyes (1981 ), apresentam aplicação de técnicas experimentais para a detecção de 
periodicidades no espectro da vibração de redutores de engrenagens e a correlação entre os 
defeitos de engrenamento e os espectros de vibração medidos. Umezawa et ai. ( 1988) 
apresentam a aplicação das técnicas experimentais para medição de vibrações em redutores de 
engrenagens, e métodos para estimar a vibração em engrenagens helicoidais considerando os 
erros nos dentes em pares de engrenagens de pequena largura. Choy et ai. ( 1991 ), apresentam 
um método para a análise do comportamento dinâmico de sistema de transmissão de 
engrenagens de múltiplos estágios, em função de excitações por desbalanceamento e geradas 
pelo engrenamento. Brito et ai. ( 1995) apresentam uma metodologia para identificar a 
influência de defeitos gerados por desgaste e erosão no perfil ativo de dentes de engrenagens 
cilíndricas de dentes retos. A árvore do redutor é modelada como um rotor flexível apoiado 
sobre mancais flexíveis, os dentes da engrenagem têm elasticidade distribuída e são 
consideradas as deformações no contato entre os dentes . 

Neste trabalho é apresentada uma metodologia para identificar a influência do defeito 
tipo pitting no perfil ativo dos dentes de engrenagens cilíndricas de dentes helicoidais nas 
vibrações medidas no motoredutor. 

2. METODOLOGIA 

Através de ensaios experimentais são obtidos os espectros de freqüência e formas de 
onda de um motoredutor em perfeitas condições de funcionamento, "assinatura do redutor" e 
com defeitos tipo pitting. Este modelo permite a inclusão do efeito de múltiplas árvores 
engrenadas e o efeito da participação dinâmica da caixa do redutor. Consequentemente 
permite-se que as freqüências das irregularidades superficiais sejam moduladas com outras 
perturbações que ocorrem principalmente na freqüência de rotação da árvore onde a 
engrenagem está montada. Uma unidade dinamométrica é utilizada como sistema de carga. 
Para uma análise minuciosa dividiu-se o experimento em duas etapas. Na primeira, realizada 
na Universidade Federal de Uberlândia (UFU), introduziu-se o defeito em apenas um dente 
da engrenagem do eixo de alta do motoredutor. As medições foram obtidas para três situações 
distintas : só o motoredutor funcionando; motoredutor montado com a unidade completa e em 
vazio e motoredutor montado com a uw.idade completa e com carga. Nas três situações foram 
realizados testes com e sem a introdução do defeito tipo pitting. Os espectros foram obtidos 
através de um analisador espectral de dois canais e através de uma placa de aquisição de dados 
e uma rotina computacional, permitindo análises posteriores mais detalhadas. Os 
acelerômetros foram colocados na posição vertical e horizontal no flange central do 
motoredutor. Na segunda etapa, realizada na VITEK Consultaria Ltda., acrescentou-se o 
defeito em mais três dentes, defasados de 90º. Além das técnicas utilizadas na primeira etapa, 
utilizou-se também as técnicas de PeakVue e Demodulaçào. Os dados foram obtidos através 
de um analisador/coletor de sinais, modelo 2120 da CSI, com uma interface com o software 
MasterTrend, para as mesmas condições de carregamento dos testes realizados na primeira 
etapa. 
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Figura 1 - Bancada de teste. 

A bancada de teste é mostrada na 
figura 1, sendo: 1- conjunto dinamométrico 
3. ANÁLISE DOS RESULTADOS 
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modelo MD - 80, da Go-Power Systems; 
2 - conjunto motoredutor, tipo Z30-M 1 B4, 
doado pela Flender do Brasil Ltda; 3 - base 
de concreto; 4 - chassis de alumínio 
fundido; 5 - polia <1> = 300 mm; 6 - polia 
<1> = 50 mm; 7 - correia Hi-Power IL perfil 
A- 47. 

A ampliação através do conjunto 
polias/correia se fez necessária para que a 
rotação de saída do redutor, 10,21 [rpm], 
possa ser ampliada para a faixa de 
operação do dinamômetro, 200 - 2400 
[rpm], permitindo controle do torque 
aplicado. 

A figura 2 mostra os espectros com carga, sendo a cor vermelha sem a introdução do 
defeito e a cor azul com a introdução do defeito. Nesta figura destacam-se as três freqüências 
de rotação das engrenagens do motoredutor: 2,7 Hz, 12,43 Hz e 27,98 Hz. 
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Figura 2- Espectros com carga: vermelho 
sem defeito e azul com o defeito. 
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O pico referente a freqüência de 
27,98 Hz indica a freqüência de rotação do 
pinhão, que com a introdução do defeito, 
tornou-se mais energético, com um 
aumento de 64,3% na sua amplitude. 

O pico de maior energia, na 
freqüência de 16,27 Hz, está relacionado 
com a freqüência de rotação do disco do 
dinamômetro, evidenciando um 
empenamento do disco do freio , conforme 
verificado através da utilização de um 
relógio comparador 

Apesar do defeito ter sido introduzido no pinhão de alta, a sua freqüência de 
engrenamento não foi identificada na figura 3 como se esperava. Isso se deve ao fato do 
sistema de carga representar uma energia muito maior que o defeito introduzido. Essa 
freqüência de engrenamento de 559,6 Hz é o produto do número de dentes do pinhão onde 

3 



IDENTIFICAÇÃO DE DEFEITOS TIPO P/ITING EM .. . 

foram introduzidos os pitting, (20 dentes) vezes a freqüência de rotação do eixo onde ela está 
montada (27,98 Hz). 
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Figura 3 - Espectros com carga, vermelho 
sem e azul com o defeito enfatizando a 

freqüência de engrenamento. 
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Figura 4 - Espectros com carga: vermelho 
sem defeito e azul com o defeito 

enfatizando a 1 ª e 2ª harmônicas da 
freqüência de engrenamento. 

Na figura 3, os picos em azul estão defasados de 16,27 Hz, que corresponde à 
freqüência de rotação do eixo do dinamômetro. As faixas de freqüência em vermelho 
representam uma região de contato irregular entre o disco e a pastilha de freio, caracterizando 
seu empeno. A amplitude na freqüência de 620,05 Hz deve-se à amplificação do sinal com a 
freqüência natural de algum componente do sistema, conforme mostrado na figura 7. 

A figura 4 mostra a primeira e segunda harmônica da freqüência de engrenamento, 
respectivamente 1119,2 Hz e 1678,8 Hz. Estas harmônicas mostram a influência do pitting no 
comportamento dinâmico do motoredutor, acarretando um aumento geral da energia espectral 
na região de altas freqüências. , 
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Figura 5 - Espectro com carga com defeito, 
enfatizando a freqüência de rotação da 

engrenagem defeituosa. 

A figura 5 mostra que com a 
introdução de defeitos em mais dentes, 
defasados de 90°, há um aumento na 
energia espectral do pico relacionado com 
a freqüência de rotação da engrenagem 
defeituosa e suas harmônicas, 
evidenciando o defeito em estudo. 

A figura 6, mostra, a freqüência de 
engrenamento do primeiro par, 559,6 Hz e 
as bandas laterais espaçadas da freqüência 
de rotação da engrenagem defeituosa 
representadas, respectivamente, pelo traço 

2000 



vertical e pelos marcos ao longo de todo o 
espectro. 

Comparando-se as figuras 6 e 7, 
pode-se verificar que, com a introdução do 
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defeito pitting, surgiram bandas laterais 
espaçadas da freqüência de rotação do eixo 
que contém a engrenagem defeituosa. 

O pico referente à banda lateral, figura 6, encontra-se com alta energia devido à 
ressonância com a freqüência natural de algum componente do sistema, como mencionado 
anteriormente. 

A figura 7 mostra o espectro de freqüência do motoredutor com carga e com defeito, 
destacando uma das bandas laterais da freqüência de engrenamento em ressonância com a 
freqüência natural de um dos elementos da bancada. 
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Figura 6 - Espectro com carga sem defeito, 
enfatizando a freqüência de engrenamento 

do primeiro par. 
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enfatizando a freqüência natural de algum 

componente da bancada. 
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Figura 9- Forma de onda, em preto com 
defeito e em verde sem defeito. 

4. CONCLUSÃO 
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engrenamento do primeiro par. 

A figura 8 mostra o espectro de 
freqüência, enfatizando a freqüência 
natural de algum componente do sistema. 
O pico que entra em ressonância com a 
banda lateral da freqüência de 
engrenamento nas figuras citadas 
anteriormente é identificado pelo marco 
quadrado. 

A freqüência natural foi determinada 
batendo-se com um martelo de impacto na 
carcaça do motoredutor. Este procedimento 
foi · executado com o equipamento 
desligado e a correia desacoplada. 

Além dos espectros de freqüência, 
coletou-se os sinais na sua forma de onda. 
Este procedimento permite uma análise 
mais detalhada do período de 
engrenamento do primeiro par, figura 9. O 
sinal preto representa a engrenagem com 
defeito e o sinal verde sem defeito. 

Verifica-se no gráfico em preto que, 
entre um período de revolução da 
engrenagem defeituosa, representado pelos 
marcos quadrados, destacam-se quatro 
picos igualmente espaçados. Estes picos 
são os pitting introduzidos que provocam o 
aumento da energia do sinal. 

A identificação do defeito tipo pitting introduzido em um único dente e de forma 
superficial simulando o inicio do defeito não foi diagnosticado nos espectros de freqüência 
obtidos na primeira fase do trabalho. Outros defeitos existentes na bancada de teste, como por 
exemplo o disco de freio do dinamômetro empenado, o sistema de ampliação através de 
polias/correia entre outros, tinham uma energia no espectro muito maior que o defeito em 
estudo, tomando-o menos visível. 

6 



- ---· ·- -· -- ····· ·-~--------,----...--

IDENTIFICAÇÃO DE DEFEITOS TIPO PITTING EM ... 

Na segunda fase do trabalho com a introdução de pitting em mais três dentes, defasados 
de 90° e com maior profundidade, simulando o defeito em um estágio mais avançado, foi 
possível identificar o defeito nos espectros de freqüêncía. Porém, apesar da análise espectral 
ser o mais usado pelos profissionais da Manutenção Preditíva, foram as formas de onda do 
sinal no tempo que tornou mais nítido o diagnóstico do defeito tipo pitting. Assim conclui-se 
que a análise no domínio do tempo é uma ferramenta indispensável para o diagnóstico deste 
tipo de defeito, auxiliando as outras técnicas já disponíveis. 

Para trabalhos futuros pretende-se isolar as outras fontes de defeito, aplicar as novas 
técnicas disponíveis e identificar a melhor ferramenta para o diagnóstico de defeitos tipo 
pitting. 
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AVALIAÇÃO DO RUÍDO QUE O TRATORISTA ESTÁ EXPOSTO EM 
PREPARO DE SOLO COM TRATOR DE PNEU I VALIATION OF THE 
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Abstract 
The agricultura! wheel tractor is a source of power used to quite a large extent is small and intermediate 
agricultura! in industries from soil tillage to harvest and transportation operation, performing these operations 
cheaper and more efficiently. During periodical soil tillage operation, this tractor transmit high levei of noise to 
the driver increasing the sound polluition levei to search the quantity of noise to with the tractor driver is 
exposed, it was evaluated the noise leveis in plowing, disking and furrowing operation. This work was perfermed 
with wheel tractor in a distrofic yellow latosol covered with sugarcane ratoon. The results pointed out noise 
leveis higher than the highest levei recommeded by legislation to a daily maximum exposure in the three 
operation accomplished. ln both plowing and furrowing operation, the noise leveis were equivalent and a litlle bit 
higher than the noise in disking operation. 

Keywords 
Ruído, Tratorista, Trator de Pneu , Operação 
Noise, Driver Tractor, Whell Tractor, Operation 

L INTRODUÇÃO 

O desenvolvimento da agricultura no Brasil se deu, mais precisamente, a partir de 1960, 
por influência da motomecanização. Devido à sua capacidade multiplicadora, deu-se a largada 
para a modernização dessa atividade (Associação Brasileira de Mecanização Agrícola, 1990). 
Segundo pesquisas realizadas por órgãos como a ANF A VEA-IBGE, a frota nacional de 
tratores está estimada atualmente em cerca de 550 mil unidades. No Brasil, para que todas as 
áreas disponíveis fossem atendidas pela motomecanização, seriam necessários em tomo de 4,5 
milhões de tratores. Devido ao crescente contigente de tratoristas envolvidos nesta área de 
trabalho, os pesquisadores, projetistas e estudiosos do assunto, estão cada vez mais envolvidos 
e preocupados em buscar soluções alternativas que minimizem as causas que provocam 
efeitos danosos à saúde de operadores, melhorando o local de trabalho no trator. Uma das 
causas responsáveis por danos irreversíveis ao estado tisico e mental dos operadores 
tratoristas, está intrinsecamente relacionado com o nível de poluição sonora provocado pelo 
ruído emitido por esse tipo de máquina. Só no final do século dezenove, iniciaram-se 
investigações sistemáticas com o objetivo de se pesquisar como a capacidade de trabalho 
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humana é influenciada pela tarefa que o indivíduo desempenhá e pelos mecanismos que o 
rodeia, embora, a preocupação com os fatores humanos da engenharia, tenha ocorrido desde o 
aparecimento das primeiras ferramentas e dos primeiros implementas agrícolas (Morris, 
1959). A ciência responsável por estas investigações é a engenharia especializada em fatores 
humanos ou ergonomia que Wisner, 1987 define como sendo o conjunto de conhecimentos 
científicos relativos ao homem e necessários para projetar ferramentas, máquinas e 
dispositivos que possam ser utilizados com o máximo de conforto, segurança e eficácia. Mais 
especificamente, a ergonomia identifica pontos críticos e negativos da interação tecnologia­
homem, que ocorre mais precisamente através dos processos de trabalho. De acordo com 
Knapp (1959), do ponto de vista ergonômico, a relação tratorista-trator constitui-se num 
sistema que possui características próprias. Deste modo, a unidade composta pela máquina e 
seu operador, representa o posto de trabalho que deve possuir finalidades especificas e bem 
definidas, que do ponto de vista da motomecanização, corresponde a realizar uma das 
seguintes tarefas: destorroamento, sulcamento, plantio, colheita, transporte, para não citar 
outros. No Brasil, são raras as pesquisas desenvolvidas sobre os níveis de ruído que o 
tratorista e/ou motorista está exposto no seu posto de ·trabalho na engenharia agrícola, na 
engenharia mecânica e suas conseqüências, e mesmo assim, os respectivos resultados nem 
sempre são divulgados. Nesta pesquisa, procura-se analisar os níveis de ruído que o tratorista 
está exposto no seu posto de trabalho, utilizando-se três tipos de tratores agrícolas de pneu. 
Procurou-se utilizar como parâmetros de de análise as operações de aração, destorroamento e 
sulcamento, práticas que se constituem no preparo periódicos de solos em geral. Dentre os 
vários trabalhos de pesquisas importantes existentes na área podemos citar (Stanek, 1978) e 
(Curry & Weber, 1972). 

2. CONSIDERAÇÕES BÁSICAS 

Tipos de Tratores: No preparo do solo, foram utilizados três tratores tipo 4x2, de pneu, de 
marcas e fabricantes diferente, com potência motora em torno de 67cv. Apresentamos como 
ilustração na Tabela-I, as características técnicas principais para este três tipos de tratares­
Manual do Fabricante. 

Tabela 1: Características Técnicas Bás'ltas dos Tratares Utilizados, Valmet do Brasil) 
Fabricante I Modelo 

Motor Ford 4600 MF-265 Valmet 88 
Marca Ford Perkins MWM 

Modelo DHV3201 - D229-4VS 
Combustível Diesel Diesel Diesel 

Ciclo 4 tempos 4 tempos 4 tempos 
Número de cilindros 3 4 4 

Disposição dos Vertical em Vertical em linha Vertical em linha 
cilindros linha 

Cilindrada em Cm2 3294 3120 3922 
Relação de compressão 16.3:1 16.0:1 16.6:1 
Potência bruta em CV 63 a 2200 rpm 61 a 2200 rpm 79 a 2300 _rpm 

Ano de fabricação 1984 1987 1981 

Para processar os testes e posterior análise dos dados para a avaliação e emissão do nível 
de ruído dos tratores utilizados, necessita-se a priori estabelecer que tipo de solo deverá ser 
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preparado e com que finalidade. Segundo (Galeti, 1981 ), o preparo periódico do solo é a 
denominação dada ao conjunto de operações realizadas com objetivo de oferecer as condições 
favoráveis à semeadura, germinação, desenvolvimento e produção das plantas a serem 
cultivadas. Para (Mialhe, 1974), o preparo periódico do solo é uma das fases mais importantes 
de seu manejo e, basicamente, consiste em revolvimento (aração), destorroamento 
(gradeamento), sulcamento (aberturas de sulcos), e eventualmente, a sub-solagem. As 
operações de aração, gradeamento e sulcamento que compõem o preparo periódico do solo, 
em geral precisam de equipamentos específicos para cada função . O dimensionamento 
adequado do conjunto trator mais implemento, é função do tamanho da área a ser trabalhada e 
as eventuais regulagens, que passam a depender do tipo, características, natureza e condições 
do solo. 

3. MATERIAL E MÉTODO 

Localização do Experimento: Os ensaios de campo foram realizados em área pertencente à 
estação experimental de cana-açucar da Universidade Federal Rural de Pernambuco, 
localizada no município de Carpina-Pe, a 60 Km da cidade de Recife, Latitude 7° 45. sul, 
Longitude de 35° 45. Oeste com altitude de 176m acima do nível do mar. Clima; O clima da 
região foi classificado como tropical chuvoso com verão'bem definido, com temperatura 
média anual em tomo de 24.3°c, sendo os meses de julho a agosto mais frios , enquanto os 
meses de janeiro e fevereiro os mais quentes, com precipitação média anual de 1260 mm. 
Período seco de seis meses. Segundo (Azevedo, 1984), o nível de ruído pode sofre alterações 
com as condições atmosféricas. Solo: Os ensaios foram realizados em solo classificado como 
latossolo distrófico, caracterizado por ser profundo, coloração amarela, perfil de topo plano de 
tabuleiro com 0° a 2% de declividade com cobertura de cana-de-açucar. O tipo de solo a ser 
preparado influencia diretamente o nível de ruído a ser emitido pelo trator, uma vez que, 
quanto maior o teor de argila, nível de compactação do solo, etc., maior será a força necessária 
para vencer a resistência ao corte. O baixo teor de umidade e o trafego intenso de máquinas, 
são fatores que contribuem para tomar o solo mais compacto. Implementos: Dos tratores 
utilizados, Tabela. I , têm-se acoplados a estrutura dos tratares, arado, grade, sulcador, maiores 
detalhes e comentário em (Sobrinho, 1992). Utilizou-se os seguintes instrumentos de 
medição: penetrômetro de impacto, umidimetro, decibelimetro marca RHODE SHW A de 
fabricação alemão, portátil, com escala variando entre 40 e 140 decibels com circuitos de 
compensação A, 8 e C, entre outros outro instrumentos. 

4. DELINEAMENTO EXPERIMENTAL 

O delineamento experimental para a análise estatística dos resultados usou a amostragem 
em blocos "casualizados", considerando-se como parâmetros o ruído, e como tratamentos as 
operações de aração (TI), gradeamento (T2) e sulcamento (T3) para sete repetições. Dentro de 
cada bloco, os tratamentos foram atribuídos às parcelas de forma aleatória, onde utilizou-se 
um tipo de trator para cada tratamento. 

5. MODELO MATEMÁTICO 

Para a análise estatísticas dos resultados experimentais obtidos em teste de campo para 
monitorar e quantificar o nível de ruído durante as operações de aração, destorroamento e 
sulcamento utilizou-se o modelo matemático de (Gomes, 1977), dado por; 
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Yu• = J.i +ai + f3J + (af3)u + eu• (l) 

onde os parâmetros da Equação ( l ), são definidos por; J:J, é o valor observado, f.1 é a média 

geral, ai é o efeito do i- i-ésimo nível do primeiro fator, f31 é o efeito do j- ésimo nível do 

segundo fator, (af3)ii é o efeito de interação entre o i-ésimo nível do primeiro fator e o j­

ésimo nível do segundo fator, eijk é o erro casual associado a r;Jk • As suposições associadas 

ao modelo da equação (1 ), implicam que os erros são variáveis aleatórias independentes e 

identicamente distribuídas, isto é, eijk :N( O; a
2 

), ou seja, eijk têm distribuição normal, com 

média zero e variância constante, a 2 
• 

6. PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS E TÉCNICOS 

Antes e depois de cada sessão de medição, foi realizada uma checagem de calibração do 
equipamento medidor de pressão sonora, utilizando-se um calibrador acústico com precisão 
de 0.5 dB numa freqüência que variou na faixa de 250 a l 000 Hz. Utilizou-se, durante os 
ensaios, um protetor de vento conectado ao microfone medido. Todas as leituras foram 
processadas no circuito de resposta lenta "Slow" do medidor de nível de pressão sonora. Os 
níveis globais de pressão sonora foram medidos no circuito de ponderação "A" e expressos 
em dB(A), de acordo com as normas, NBR 7731 e a NBR 9999. Dentro destes procedimentos, 
foram efetuadas leituras de ruído de fundo antes de se processar as medições em campo. As 
leituras foram efetuadas com o microfone do medidor posicionado a uma altura de 
aproximadamente 1.20m em relação ao solo e sem a presença de anteparos. Maiores detalhes 
e discussões dos pontos de medição em relação ao tratorista, bem como a análise estatística 
dos dados e suas correlações podem ser encontrados em (Sobrinho, 1992). O conjunto trator 
mais implemento, em cada operação específica, trabalhou com uma rotação motora variando 
em tomo de 1600 a 1800 rpm, velocidade de 5km/h nas operações de aração e sulcamento e, 
de 7km/h na operação de destorroamento. No trator, o microfone do medidor foi posicionado 
próximo ao plano longitudinal central do assento com o diafragma voltado para a frente e com 
o centro ajustado de forma a ficar na zona auditiva do tratorista, (Norma, NBR-9999). Antes 
da realização de cada prática de camp~, teve-se o cuidado de se efetuar o registro do nível de 
ruído em cada uma das máquinas com o motor funcionando e fora de operação, permitindo, 
se balizar o diferencial do nível de ruído em ambos os casos. 

7. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Nível de Ruído em dB(A) na Operação de Aração: Os níveis de ruído registrados nos testes de 
campo realizados durante a execução da operação de aração (Tratamento T 1 ), encontram-se na 
Tabela-2. Denominado M 1, como sendo Trator Valmet 88, M2, Trator Ford 4600, M3, trator 
Massey Fergusun 265 e T 1, T2, T3, como sendo as operações de araçào, gradeamento, e 
sulcamento respectivamente, pode-se definir a partir da notação MiTj, nesta tabela e/ou 
matriz, e as subsequentes, representar a natureza da operação e o tipo de trator utilizado. Por 
exemplo, M 1 T 1 é a operação de aração com o trator Valmet 88, M2 T3 é a operação de 
sulcamento com o trator Ford 4600, e assim em diante. Os números revelam níveis de ruídos 
superiores a 85 dB(A) em todas as 42 leitura efetuadas. O valor mínimo medido durante esta 
prática girou em tomo de 94 dB(A), enquanto que o valor máximo foi de 100 dB(A). O nível 
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Tabela 2: Níveis de Ruído dB(A) Operação de Aração 
I Blocos 

Ordem: l(Mü 2{Mz) 3{M3) 4{M3) 5(Md 6CM2) 7(M?} 
1 98 98 97 97 96 98 96 
2 99 99 98 96 95 97 97 

TI 3 98 97 98 96 96 98 97 
4 97 98 99 98 95 99 98 
5 99 98 99 94 95 98 98 
6 98 100 100 96 95 98 99 

de ruído que obteve maior 
freqüência de registro durante a 
operação de aração girou em torno 
de 98 dB(A).O resultado revela que 
o nível de ruído de 98 dB(A) obteve 
um percentual de 35% de repetições 
em relação as demais leituras. Daí, 
pode-se observar que o trator M2 

apresentou maior freqüência de 
registro ao nível de 98 dB(A), 

caracterizando uma tendência deste trator em produzir mais ruído durante esta prática de 
operação. 
Nível de Ruído em dB(A) na Operação de Gradeamento: A Tabela 3 apresenta os resultados 
dos diversos níveis de ruído dos teste na operação de gradeamento (Tratamento T 2). 

Tabela 3: Níveis de Ruído dB(A) Operação Grade. Das 42 leituras registradas nesta 
I Blocos operação, os mve1s de ruído 

Ordem : I CM 1) 2{Mz) 3(M1) 4CM3) 5(M 1) 6(Mz) 7(M7} variaram em torno de 94 a 99 dB(A), 
I 96 97 97 97 95 97 97 com freqüência de registro 
2 94 98 98 96 97 98 96 predominante de 97 dB(A), 

Tz 3 97 96 97 95 94 98 96 representando 25% das leituras 
4 96 98 96 96 95 99 95 efetuadas. Como pode-se observar, o 
5 95 96 96 95 94 98 95 trato r Mz foi a máquina que 
6 95 97 97 95 95 97 96 apresentou a maiOr tendência na 

emissão de ruído. 

Nível de Ruído em dB{A) na Operação de Sulcamento: De forma análoga, os ensaios durante 
a operação de sulcamento (Tratamento T3), apresentaram níveis de ruído variando em torno 
de 94 a I 00 dB(A), tabela 4. 

Tabela 4: Níveis de Ruído dB(A) Operação de Sulca. 
I Blocos 

Ordem: l(M1) 2(M?) 3(M1) 4(M1) 5(Mü 6CM2) 7(M2} 
I 97 98 98 96 94 97 97 
2 98 97 98 96 94 98 97 

T3 3 97 98 99 95 95 98 97 
4 98 I 00 97 94 95 . 98 97 
5 97 97 97 94 95 98 97 
6 98 98 96 98 94 98 97 

Nesta operação o nível de ruído que 
apresentou freqüência de leitura 
predominante foi de 98dB, com 
aproximadamente 32% das medidas 
efetuadas. Interpretação análoga, 
podem ser feitas em relação às 
discussões anteriores. 
Ruído de Fundo: O ruído de fundo 
medido no local do experimento, 
situou-se ao nível de 60 dB(A) man-

tendo-se aproximadamente constante durante a realização de todos os ensaios processados. O 
nível de ruído de fundo, medido no local de trabalho antes de cada experimento de 60 dB(A), 
segundo, (Costa, 1991 ), caratecteriza um ambiente silencioso, isto é, um diferencial de ruído 
acima de 20 dB(A) por exposição contínua acima de oito horas dependendo da freqüência e 
amplitude do ruído, não é recomendado. Um trabalho importante na área de controle de 
vibrações e ruído enfatizando a teorização sobre pressão sonora, ruído de fundo etc, entre 
outros autores existentes na literatura, pode ser encontrado em (Gerges, 1983). 

5 



A V ALIAÇÀO DO RUÍDO QUE O TRA TORIST A ... 

Nas figuras 1,2 e 3 apresenta-se as curvas de leitura e compamção entre os níveis de ruído 
emitidos pelos três tipos de tratares utilizados nas operações de aração, gradeamento e 
sulcamento. 
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como pode-se observar pelas Figuras 1 e 3, as 
operações _ de aração e sulcamento foram as 
que emitiram maiores níveis de ruído para os 
três tipos de tratares. Para constatar esta 
evidência, apresenta-se na Figura 4, a 
configuração gráfica em colunas da relação 
entre os níveis médio de ruído emitidos pelos 
três tipos de tratares durante a operação de 
preparo do solo. Como pode-se observar 
através da Figura 4, constata-se que de fato, a 
operação de sulcamento e aração apresentou 
níveis de ruído ligeiramente equivalentes e 
nas suas médias maior do que o nível ruído na 
operação de gradeamento. Utilizou-se na 
avaliação destas medidas, a média entre as 
três leituras que apresentaram maiores 
predominância de frequências de leituras. 
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8. CONCLUSÃO 

Todas as operações que compõem o preparo periódico do solo testadas, apresentaram níveis 
de poluição pelo ruído superiores aos níveis em geral recomendados pelas legislações em 
vigor, que fixa em 85 dB(A) a dose máxima de exposição diária ao ruído. As operações de 
aração e sulcamento, apresentaram durante os ensaios, níveis de ruídos praticamente 
equivalentes e ligeiramente superiores aos níveis medidos na operação de gradeamento. O 
nível médio de ruído nas condições em que foram realizados os experimentos, revela um 
índice muito elevado de poluição sonora, confirmando os dados obtidos por (Vasey, 1961 ), e 
também citado por (Barger, 1966) durante suas investigações. Dentro dos padrões em que foi 
realizado o presente trabalho e, em função dos níveis de ruído predominantemente detectados, 
recomenda-se que os tratoristas não ultrapassem o tempo máximo recomendado pela 
legislação em vigor. Os resultados obtidos em 126 leituras de níveis de pressão sonora, 
tomadas durante as realizações das operações de campo, demostraram a existência de uma 
insalubridade residual, não somente pelos níveis em decibels, acima dos valores 
recomendados, mas pela freqüente ultrapassagem diária, semanal e mensal dos tempos de 
exposição recomendados como máximo. Finalizando, no que se refere às condições de 
trabalho do tratorista, nenhum dos tratares utilizados nos testes, apresentou as mínimas 
condições aceitáveis, uma vez que apresentaram valores de !iÍvel de ruído nunca inferiores a 
85 dB(A). 

9. AGRADECIMENTOS 

Os autores gostariam de agradecer ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e 
Tecnológico- CNPq, por ter financiado a bolsa de estudo a nível de mestrado para o segundo 
autor. À Estação Experimental de Cana de Açúcar da UFRPe - Carpina - Pe, na pessoa do 
Coordenador, Dr.Djalma Euzébio Simões, pelo apoio técnico de seus funcionários e 
laboratório. 

10. BIBLIOGRAFIA 

Azevedo, A.V. Avaliação e Controle de Ruído Industrial, Rio de Janeiro, 118p, 1984. 

Barger, E.L. Tratares e seus Motores, Editora Edgard Blucher, Ltda, São Paulo, 396p, 1966. 

Curry, R.W., and Weber, J. A . Noise and Performance of na Axial -Flow Fan with Varying 
Shroud and Core Spacing (Tractors). Americ'an-Soc. Agr. Eng. Trans-ASAE.pg.822-826.1972 

Galeti, P.A. Preparo do Solo, Instituto Campineiro de Ensino Agrícola, Piracicaba, São Paulo, 
220p, 1981. 

Gerges, S.N.Y. Controle de Vibrações e Ruído Industrial, Apostilha, Universidade Federal de 
Santa Catarina, Florianópolis, 181 pg, 1983. 

Gomes, F.P. Curso de Estatística Experimental. 7a Edição. Universidade de São Paulo­
Piracicaba.430pg.1977. 
Knapp, L.M. The Man Machine Relationship in Tractor Accidents. Paper n°. 61-128. Eng. 
Agrs.8p.1959. 

Morris, W.H.M. Heat Stresses in Tractor Operation, Journal Agriculture, Research, n°.6l, 
pp.I0-18, 1959. 

7 



AVALIAÇÃO DO RUÍDO QUE O TRATORIST A . . . 

Mialhe, L.G. Manual de Mecanização Agrícola, Editora Ceres, São Paulo, 30Ip, 1974. 

Stanek, J. Noise and Vibration in High Performance Tractors. DNLA-58.9-C333. Pg.231-
245.1978. 

Sobrinho, A .T. Análise do Nível de Ruído que o Tratorista está Exposto em Prática de 
Preparo Periódico do Solo com Trator de Pneu. Dissertação de Mestrado. UFPB-CCT. Pg.93. 
1992. 

Vasey, G.H. Noise in Agricultura! Tractors, Journal Agriculture, Research, n°.l, Vol.6, pp.8, 
1961. 

Valmet do Brasil. Manual de Operação e Manutenção do Trator Modelo 88. São Paulo. 56pg 

Wisner, A . Por dentro do Trabalho-Ergonomia. Métodos e Técnicas. FTD- São Paulo. l89p. 
1987. 

~ 

8 

-

l r 
~ 

' I 

J 
I 



XIV Brazilian Congress of Mechanical Engineering 
Obeid Plaza Hotel Convention Center- Bauru - SP/Brazil 

December 08-12'" 1997 

PAPER CODE: COB84 

CÁLCULO DO ESPALHAMENTO ACÚSTICO ATRAVÉS DO MÉTODO 
DE SIMULAÇÃO POR FONTES ELEMENTARES/ CALCULATION THE 
SCATTERING BY THE METHOD OF SOURCE SIMULATION TECHNIQUE 

Paulo Henrique Trombetta Zannin 
Departamento de Engenharia Mecânica 
Paraná, CEP 81531-990 Curitiba, 
zannin@demec.ufpr.br 

- Centro Politécnico - Universidade Federal do 
Brasil Caixa Postal 19011 E-mail: 

Abstract ... 
One method to calculate the acoustic scattering from a body with given surface velocity is described here. The 
method consists in approximating the scattered field of auxiliary radiators in a way that allows a good agreement 
between tehm both. The error due to this approximation can be rninimized in severa! ways. However, in the 
present contribution only the method of minimal squares was used. ln this paper the acoustic scattering due to the 
presence of one cylinder with variable surface impedance was investigated both theoretically and experimentally 
using the method of the source-simulation-technique. 

Palavras chave 
Espalhamento acústico, radiação, multipolo, monopolo - scattering, radiation, multipole, monopole. 

I. INTRODUÇÃO 

O tratamento matemático da radiação e do espalhamento acústico representa um 
problema muito antigo e muito estudado pela física-matemática (ver [ 1 ] e [ 2 ] ). Na verdade 
a radiação e o espalhamento estão presentes em todos os fenômenos ondulatórias (ondas 
elásticas em corpos rígidos, ondas eletromagnéticas, ondas de superfície sobre a água, etc.). 
No entanto, no presente trabalho serão tratadas somente ondas acústicas "puras", ou sejam, 
ondas acústicas em gases ou líquidos. Uma. outra limitação importante é que todos os passos 
de solução do problema são tomados como lineares, portanto é válido o Princípio da 
Superposição. Como radiação e espalhamento acústico representam problemas clássicos da 
física-matemática, existe vasta literatura sobre o assunto. Podem-se classificar os métodos de 
solução existentes em três grupos: 
a) Métodos analíticos, os quais possibilitam uma solução exata do problema. No entanto, 
estes métodos limitam-se a poucas formas geométricas muito simples (esfera, cilindro). Os 
trabalhos clássicos de Lord Rayleight [ 1 ], P. Morse [ 2 ] e muitos outros apresentam a 
solução analítica para os problemas de radiação e espalhamento acústico em corpos com 
geometria esférica e cilíndrica. 
b )Métodos semi-analíticos e semi-empíricos para o cálculo da radiação e espalhamento 
acústico. A esta categoria pertence por exemplo, a utilização do coeficiente de radiação (veja 
p. ex. Gõsele [ 3 ] e Cremer e Heckl [ 4 ]). 
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c )Métodos numéricos nos quais o problema é aproximado por -um conjunto de equações 
diferenciais ou equações integrais, as quais modelam um sistema linear, o qual geralmente é 
muito grande. Trata-se aqui da utilização do método de elementos finitos (finit element 
methods -FEM) ou do método de elementos no contorno (boundary element methods- BEM). 
A esta categoria pertence também o relativamente novo método de simulação por fontes 
elementares. 

O método de simulação por fontes elementares conduz, semelhantemente ao FEM e ao 
BEM, à solução de sistemas de equações muito grandes. Isto coloca o questionamento com 
relação às diferenças entre eles. Da literatura [ 4, 7 ] pode-se retirar o seguinte: 
- No FEM, o número de equações a serem resolvidas depende do volume do espaço 
considerado na solução do problema. Como este número, para problemas de radiação e 

espalhamento acústico, aumenta com a terceira potência da relação f (D é uma dimensão 

típica do espaço de solução do problema e À é o comprimento da onda sonora), espera-se 
para altas frequências um sistema de equações com matrizes extremamente grandes. 
-No BEM, o número de elementos a serem calculados depende do tamanho da superficie do 
corpo considerado. O número de equações a serem resolvidas aumenta com a segunda 

potência da relação ~ , onde D é uma dimensão típica do corpo e não do espaço total de 

solução do problema. Tem-se portanto com o BEM um número consideravelmente menor de 
equações do que com o FEM. No entanto, os elementos das matrizes são praticamente todos 
não nulos, o que resulta em matrizes cheias. O grande problema na utilização do BEM é a 
inexistência de solução para o problema junto às frequências características, às quais 
correspondem as fequências de ressonância do espaço interno delimitado pela superficie do 
corpo. Vários métodos foram desenvolvidos para suplantar este problema [ 7 ]. 
-No método de simulação por fontes elementares não existe em princípio um número mínimo 
de elementos a serem utilizados. No entanto, o número de elementos tem papel decisivo na 
precisão alcançada na solução do problema. Brobovnitskii [ 7 ] afirma que o método das 
fontes é o único dos aqui citados que possibilita uma avaliação quantitativa sobre a precisão 
dos cálculos, sendo esta afirmação no entanto, válida somente para a precisão com que a 
velocidade da superficie do corpo é aproximada pelas fontes elementares. Uma afirmação 
sobre a precisão no cálculo da intensidide e da potência não mostrou-se possível até agora. 
Assim como no BEM aparecem frequências críticas. Estas correspondem às frequências de 
ressonância da superficie interna sobre a qual são posicionadas as fontes ( p. ex.: monopolos). 
Através da escolha de uma outra superficie interna contornas-e facilmente o problema. 
Utilizando-se uma superficie interna aberta ou um multipolo (posicionado somente em um 
ponto no interior do corpo) não há o aparecimento de frequências de ressonância. 

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE ESPALHAMENTO ACÚSTICO 

A pressão total pode ser determinada como a soma da onda incidente Pe e da onda 
espalhada Ps , como segue: 

Pr = Pe + Ps 
Em ambos os lados das equações (2 .l) é abandonado o fato r temporal e+ Jwr. 

A pressão p 1 deve satisfazer no campo externo a equação de Helmholtz 
~Pt + k Pr =O 

(ú 

(2.1) 

(2.2) 

onde k = - é o número de onda, ~ é o operador de Laplace e c a velocidade de propagação 
c 

do som. 

2 

c 

( 
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É conhecido na acústica linear, por causa da lei de Newton, que a condição de contorno 
resultante, dada a componente normal da velocidade v1rn; é dada por 

1 apt 
v, (n) =- jmp an (2.3) 

onde p é a densidade do meiO em equilíbrio, %n_ é a derivada na direção da normal à 

superficie do corpo. 
Além disso deve ser satisfeita ainda a condição de radiação de Sommerfeld no espaço 

externo 

fim r .oo [~~ + jkpt ]=O (2.4) 

com r = I x/' onde X = (Xb xb XJ) é um vetor posição e r é a distância à um ponto 
qualquer do campo acústico. 

As Equações (2.3), (2.4) e (2.5) compõem o problema a ser resolvido, ou seja, o 
problema de valor no contorno do tipo Neumann. 

3. PRINCÍPIO DO MÉTODO DE SIMULAÇÃO POR FONTES ELEMENTARES 

O princípio do método consiste em que a radiação ou o espalhamento acústico de um 
corpo qualquer, venha a ser representado pela radiação de fontes elementares, ditas também 
fontes de simulação ou fontes de substituição. Naturalmente estas fontes devem ser escolhidas 
de maneira a reproduzir da melhor forma possível campo acústico original. Na região do 
espaço onde se encontrava o corpo original, encontram-se agora as fontes elementares. Elas 
são tomadas como puntuais, e portanto não representam qualquer obstáculo à propagação do 
som e o campo acústico por elas gerado pode ser adicionado, sem que se deva levar em 
consideração os termos de interferência. Sendo as fontes conhecidas, pode-se calcular o 
campo acústico procurado através de um simples somatório do campo por elas gerado. 

A questão fundamental para a solução do problema esta em se encontrar as fontes, que 
representem da melhor maneira possível o corpo original (ou o campo por ele gerado). Com 
isto colocam-se obrigatoriamente as seguintes perguntas: 
a)Que tipo de fonte dever ser utilizado e como elas devem ser posicionadas no interior do 
corpo? 
b )Qual o critério que deve ser utilizado visando a optimização dos resultados? 

Do ponto de vista matemático, o campo gerado devido ao espalhamento acústico pode 
ser representado por um somatório da forma· 

Nqm=+oo 

PS= L L A ,/, q, m '/'q. m (2.5) 

q=lm=-oo 

onde Ps é a pressão sonora da onda espalhada em um ponto qualquer do campo, Aq.m é a 
amplitude da qésima fonte, m é a ordem de cada fonte que se encontra na posição Xq . l/Jq.m é o 
campo acústico gerado por uma fonte elementar (radiador) de ordem m posicionada em Xq. 

A equação (2.5) contém a hipótese que qualquer campo acústico pode ser representado 
como uma soma das funções l/Jq.m . Este é o caso somente, se todas as funções l/Jq.m 
satisfazerem a equação da onda e se elas formarem um sistema completo de funções. A 
primeira condição é perfeitamente satisfeita, se l/Jq.m representa o campo acústico de uma 
fonte monopolo, dipolo, quadrupolo, etc. Se com estas fontes sonoras é possível construir-se 
um sistema completo de funções, se qualquer campo acústico pode ser expresso como uma 
soma da forma da Equação (2~5), segundo Bobrovnitskii [7], não foi possível até agora 
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responder a estes questionamentos com toda a rigidez matemática necessana e uma 
complicada teoria esconde-se atrás da simplicidade aparente do método. No entanto, como 
nenhuma dificuldade substancial foi observada quando fontes-multipolo foram usadas na 
resolução de problemas práticos, partir-se-á também neste trabalho da hipótese de que as 
fontes elementares são multipolos os quais formam um conjunto completo de funções. Assim 
sendo pode-se escolher um multipolo com ordem crescente, o qual será posicionado em um 
único ponto no interior do corpo, ou seja, na Equação (2.5) Nq = I é muito grande, ou pode­
se utilizar somente fontes monopolo, as quais devem ser posicionadas em diferentes pontos no 
interior do corpo, ou seja, m = O e Nq é muito grande. Pode-se também utilizar combinações 
dos dois casos citados, ou seja, multipolos de ordem variável podem ser posicionados em 
diferentes pontos no interior do corpo. Neste trabalho é utilizado um multipolo com ordem 
variável, o qual devido a simetria do corpo estudado é posicionado no centro do mesmo. 
Paralelamente à escolha do tipo e do posicionamento das fontes, a escolha do critério de 
optimização do erro estabelece um problema fundamental e muito importante na utilização do 
método. Neste trabalho é utilizado um método proposto por Williams [8], no qual é exigido 
que a soma das diferenças quadráticas entre a velocidade normal à superfície do corpo e a 
velocidade gerada pelas fontes, tome-se um mínimo. Através deste método obtem-se um 
sistema de equações lineares com o qual as amplitudes Aq.m das fontes elementares são 
determinadas. 

4. CÁLCULO DO ESPALHAMENTO ACÚSTICO EM UM CILINDRO COM 
DISTRIBUIÇÃO ALEATÓRIA DA IMPEDÂNCIA DE SUPERFÍCIE 

No cálculo do espalhamento acústico de um cilindro infinito (ou também uma esfera) 
com uma distribuição constante da impedância superficial, segue-se normalmente os seguintes 
passos (ver p.ex: P. Morse [2]): 
a) retira-se o corpo em estudo do meio, o que faz com que em todo o domínio tenha-se o 
mesmo material, p.ex: ar. 
b) no local onde se encontrava o centro do corpo, coloca-se um radiador cilíndrico (ou 
difusor), com ordem variável. 
c) a onda sonora que atinge o corpo difusor é representada por um somatório de ondas 
cilíndricas com origem no centro do COrPO. 

d) as amplitudes do radiador de ordem m são determinadas, de forma que o campo acústico 
total, resultante da onda incidente e da onda gerada pelo corpo difusor sobre a superfície de 
controle (que representa a superfície do cilindro) assuma os valores, que resultariam sobre esta 
superfície se o cilindro real estivesse presente. 
e) a utilização da ortogonalidade das funções cilíndricas sobre a superfície do cilindro permite 
o cálculo das amplitudes procuradas sem que seja necessário a solução de um sistema de 
equações. 

Para a pressão sonora far-se-á a seguinte formulação 
m= +oo 

Pt (r, cp) = Po ékR cos (IPJ + L Am jmiP Hm(2
) (kR} (2.6) 

m=-oo 

onde Hmr21 é a função do Hankel de segunda espécie e ordem m, p 0 é a amplitude da onda 
plana e Am são as amplitudes procuradas. A componente radial da velocidade total, é obtida 

1 . 
multiplicando-se --.- pela derivada da expressão acima em relação a r , calculada em r = 

JCDP 
R , onde R é o raio do cilindro. 
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Desde que no problema aqui considerado a impedância superficial não é constante (mas 
evidentemente locally reacting) a ortogonalidade das funções utilizadas não pode ser 
garantida. Portanto, pode-se utilizar os primeiros quatro ítens acima descritos. As amplitudes 
procuradas serão então determinadas, em que sobre a superfície de controle (ver item "d"), as 
diferenças quadráticas, resultantes da diferença entre o campo acústico gerado pela equação 
(2.6) e o campo gerado pelo cilindro real sejam minimizados. A função a ser minimizada é 
portanto 

I 2 "f<pi Pti Rd M' L.... . vt(nli -- <p = m 
i=l <pi_, zi 

(2.7) 

onde p 1 , v1rn; e Zi representam a pressão sonora, a componente radial da velocidade e a 
impedância no intervalo (j)i-J <cp <cpi sobre a superfície de controle. 

Diferenciando-se a equação (2. 7) obtem-se um sistema de equações lineares através do 
qual as amplitudes Am são determidadas. Com as amplitudes Am e a Equação (2.6) pode-se 
calcular a pressão sonora (e também a velocidade) em qualquer ponto em tomo do cilindro. 

5. DESCRIÇÕES DO MÉTODO EXPERIMENTAL 

O modelo proposto pela Equação (2.6) leva em consitieração somente a onda incidente 
(no caso uma onda plana) e a onda espalhada, gerada quando a onda incidente encontra o 
cilindro. Portanto reflexões do meio externo não são consideradas, ou seja, deseja-se um 
campo livre. Para tanto as medições foram realizadas na câmara anecóica do Institut für 
Technische Akustik- Berlin (que em face ao seu tamanho é uma dentre quinze existentes no 
mundo). Nesta câmara posicionou-se um cilindro rígido de 3 m de comprimento e diâmetro 
igual à 30 cm e à uma distância de aproximadamente 1 O m deste foi posicionada a fonte 

sonora. O ruído foi gerado em banda de 1 de oitava desde a frequência de 125 Hz até 10000 

Hz. Os níveis de pressão sonora foram determinados a cada 1 O graus, desde a posição inicial 
Zero grau (região de sombra acústica) até a posição de 180 graus (região de luz). Para 
caracterizar a atenuação sonora obtida, os níveis de pressão sonora foram medidos primeiro 
sem e posteriormente com o cilindro. A diferença resultante (atenuação) é mostrada nas 
figuras 1, 2 e, 3. O cilindro rígido foi coberto com um material absorvente de espessura 5 cm 
(cujas impedâncias foram determindadas em laboratório). Posteriormente cobriu-se este 
cilindro com uma placa metálica, resultando um cilindro com distribuição aleatória da 
impedância superficial. Para maiores detalhes sobre o procedimento experimental pede-se que 
seja consultada a referência [5]. 

6. DISCUSSÕES 

As figuras I, 2 e 3 mostram que as diferenças entre os níveis de pressão sonora teóricos 
e experimentais apresentam uma boa concordância. Mesmo assim aparecem algumas 
diferenças, as quais podem ter as seguintes origens; 
a) Quando o comprimento de onda da onda incidente é menor do que o diâmetro do cilindro, o 
campo gerado pelo corpo difusor altera-se muito rapidamente com a frequência e o ângulo. 
Nas medições utilizou-se ruído gerado em banda de 1 de oitava, e para que fôsse possível a 

comparação dos resultados teóricos com os experimentais, o cálculo teórico foi conduzido 

realizando-se sempre uma média sobre 5 frequências dentro da banda correspondente de 1 de 

oitava. Não se pode desconsiderar a hipótese de que em algums casos a média deva ser 
conduzida sobre um número maior de frequências, sobretudo nas altas frequências. 
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b) Uma concordância ideal entre cálculo e medição é então alcançada, se o índice m na 
equação (2.6), que representa a ordem do multipolo localizado no centro do cilindro, cresca 
infinitamente. Como isto é impossível do ponto de vista do tempo de computação empregado, 
buscou-se através de simulações numéricas estabelecer uma fronteira para m. O valor de m é 
determindado quando se observa o número de comprimentos de onda que se alocam sobre o 
contorno do corpo. Portanto tem-se uma expressão da forma 

m = akR (2.8) 
onde a é um fator ainda desconheciddo, k é o número de onda e R é o raio do cilindro. 

Após cálculo computacional intensivo, chegou-se aos seguintes valores para a: 

1) para 0.73 ~ kR ~ 1.83 => a= 8 
2) para 3.66 ~ kR ~ 7.33 => a= 6 
3) para 9.16 ~ kR ~ 2 3 .1 => a = 3 

c) Como na região de sombra acústica ( <p :::::: O) a atenuação sonora chegou a atingir valores 
superiores a 20 dB, questionou-se possíveis reflexões advindas das paredes da câmara 
anecóica poderiam estar influenciando os resultados experimentais. Neste sentido realizaram­
se medições com "Gaustonimpulsen" (impulso gaussiano). Constatou-se a presença de 
pequenas reflexões, mas sua influência sobre os resultados experimentais foi considerada 
pequena. 
d) A equação (2.6) é fundamentada na hipótese de que a impedância na superfície do cilindro 
é localizada - locally reacting. Esta hipótese foi também assumida para o caso do material 
absorvente e mediu-se os níveis de pressão sonora. Não foram observadas diferenças entre as 
duas medições e portanto pode-se sustentar a hipótese de que a impedância do material 
absorvente comporta-se como locally reacting. 

7. CONCLUSÕES 

O método das fontes mostrou-se eficiente na reconstrução do campo acústico. Como o 
tamanho do sistema linear a ser resolvido não depende da discretização da superfície do 
corpo, pode-se afirmar que, em princípio, ele necessita de menos tempo de computação do 
que o BEM. Outra vantagem em relação ao BEM é a inexistência da frequências de 
ressonância quando utiliza-se um multjpolo de ordem variável posicionado no interior do 
corpo. Algumas perguntas devem ainda ser respondidas, como p.ex: qual o tipo adequado de 
fontes para um problema específico, qual a forma da superfície interna sobre a qual as fontes 
devem ser posicionadas quando utilizam-se monopolos ou multipolos posicionados em vários 
pontos no interior do corpo e qual o número de fontes necessárias para que se possa 
reconstruir o campo acústico com o menor erro possível. 
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Abstract 
This paper describes an method for measuring the viscosity of liquids using ultrasound. From severa! signals 
reflected inside a measurement cell, the density, the attenuation coefficient and the propagation velocity of the 
liquid can be calculated and related to its dynamic viscosity. The method employs a double element transducer 
(DET) which consists of a piezoelectric ceramic transmitter and a large aperture PVDF membrane receiver 
separated by a solid buffer rod. Between the receiver and the liquid there is a reference solid rod. The 
attenuation coefficients of the Jiquids are calculated from the measured reflection coefficient for the interface of 
reference rod and the liquid, and the propagation velocity is calculated from the transit time between this 
interface and a metal reflector placed at the opposite wall of the chamber. The effect of acoustic diffraction is 
eliminated by using the DET, because the receiver is somewhat larger in diameter than the transmitter. For 
testing this method, a sensor was implemented, and measurements of viscous liquids, such as, automotive oils, 
were conducted at 1.4MHz. The determination of the dynamic viscosity requires the calibration of the 
measurement system, using a viscometer. 

Keywords 
Viscosity measurement, absorption coefficient, ultrasound, instrumentation. I Medição de viscosidade, 
coeficiente de absorção, ultra-som, instrumentação. 

L INTRODUÇÃO 

A viscosidade de líquidos é um parâmetro utilizado no controle de processos industriais, 
na indústria petroquímica, indústria de alimentos, indústria de papel e outras. Pode ser utilizada 
também como parâmetro na monitoração da qualidade de óleos lubrificantes em máquinas de 
grande porte, como por exemplo unidades geradoras de usinas hidrelétricas. Nessas unidades 
geradoras, ocorre a contaminação do óleo lubrificante por água, que reduz a qualidade 
lubrificante e contribui para a corrosão de componentes do sistema. Esses processos industriais 
requerem instrumentos de medição para funcionamento continuo e passíveis de serem inseridos 
numa malha de controle. 

Os métodos clássicos de medição de viscosidade exigem dispositivos com partes móveis e 
de dificil aplicação numa linha de produção. Para evitar peças móveis existe a possibilidade de 
se utilizar a propagação de ondas mecânicas de alta freqüência, na faixa de MHz, e medir 
parâmetros acústicos tais como: velocidade de propagação, atenuação, impedância 
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característica, coeficiente de transmissão e reflexão, etc. Esses parâmetros podem ser utilizados 
para avaliar de forma indireta variáveis de processos industriais. 

De acordo com a teoria clássica, a atenuação de uma onda acústica num líquido 
homogêneo, monoatôrnico, é relacionada de forma simples à sua viscosidade. Podem ser 
utilizadas ondas de superficie, ondas torsionais e ondas longitudinais. Cada tipo de onda exige 
um transdutor específico e técnicas de medição que ainda não são totalmente dominadas 
quando se trata de líquidos em movimento, por exemplo. Neste trabalho, pretende-se explorar 
basicamente uma técnica de medição utilizando-se ondas longitudinais. 

Na implementação dessa técnica de medição, utiliza-se uma célula de medição dotada de 
um transdutor duplo-elemento, constituído por um emissor de cerâmica piezoelétrica e um 
receptor de membrana de PVDF (polyvinylidene fluo ride), separados por um meio sólido. 
Ambos os elementos ativos, receptor e emissor, não estão diretamente em contato com o 
líquido, sendo separados por um outro meio sólido. Isso permite medir líquidos em 
temperaturas elevadas, sem afetar o transdutor, ou líquidos corrosivos que não afetem o meio 
sólido. Além disso, medições não intrusivas podem ser feitas em processos industriais. A 
montagem desse transdutor duplo-elemento foi proposta por Adamowski ( 1993) com os 
objetivos de separar os sinais elétricos da emissão e da recepção e de evitar os efeitos da 

difração acústica nos sinais recebidos 

2. NOÇÕES FUNDAMENTAIS 

A onda acústica num meio está relacionada com as propriedades físicas e geométricas 
desse meio e do transdutor que a gerou. Fatores como a absorção de energia, espalhamento da 
onda em meios não homogêneos, difração, etc., modificam a onda na forma e no conteúdo de 
freqüência, dificultando a determinação de propriedades acústicas do meio. 

Quando uma onda acústica plana propaga-se através de um meio, sua amplitude de 
pressão (A) decresce exponencialmente em função da distância percorrida (x), devido à perda 
de energia, de acordo com a relação A= A0 exp( -ax), onde a é o coeficiente de atenuação. 

Vários fenômenos físicos causam essa atenuação, os quais podem ser divididos em duas 
categorias: absorção e desvio do feixe acústico. 

A absorção é um mecanismo pelo qual a energia acústica é dissipada na forma de energia 
térmica, devido a vários fatores, tais como: viscosidade, condução térmica, relaxação, etc. As 
perdas por absorção são características do meio por onde a onda acústica se propaga, e a sua 
determinação pode fornecer informações a respeito de propriedades físicas do meio 
(viscosidade, por exemplo). 

O desvio do feixe acústico resulta de fenômenos como, reflexão, refração, difração, 
espalhamento, etc., que estão relacionados com o diâmetro do transdutor (emissor e/ou 
receptor), o comprimento de onda, a presença de superfícies refletoras e a influência de 
pequenos obstáculos (meios não homogêneos). A reflexão é tratada para ondas incidindo 
normalmente na interface definida por dois meios distintos. Sendo a incidência normal, não 
existe refração. Por outro lado, devido ao tamanho fmito do emissor, o feixe acústico sofre 
difração, um fenômeno que se não considerado introduz erros nas medições de propriedades 
acústicas. A difração pode ser explicada pelos conceitos de ondas planas, ondas de borda, e a 
interferência entre elas. O efeito de difração é eliminado quando se tem um receptor de área 
plana infinita, que é sensibilizado somente pelas ondas planas (Adamowski et ai., 1995). Os 
líquidos utilizados neste trabalho são considerados homogêneos, portanto não há 
espalhamento. 

Eliminando-se os efeitos relacionados ao desvio do feixe acústico, é possível determinar a 
contribuição da absorção no coeficiente de atenuação. De um modo geral, o mecanismo mais 
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importante de absorção em meios líquidos (Ristic, 1983) está associado a perdas viscosas que 
resultam do movimento relativo entre partículas do meio. No caso de perdas viscosas, quando 
os fenômenos de condução e radiação de calor são desprezíveis, o coeficiente de absorção, 
conhecido como absorção clássica, é dado por: 

2 ú) 2 

aclas = -3 --3 1J 
Po C 

(1) 

onde ru é a freqüência angular da onda acústica, p0 a densidade do meio na ausência da onda 

I acústica, c a velocidade de propagação acústica, e 17 a viscosidade dinâmica. O coeficiente de 
absorção medido experimentalmente nem sempre é igual ao coeficiente de absorção clássica, 
porque a equação (1) baseia-se na hipótese de Stokes na qual a viscosidade volumétrica (bulk 
viscosity) é igual a zero, isto é, 7Jb=O. A diferença na absorção experimental é atribuída à 
relaxação, ou seja, à conversão da energia da onda acústica (energia externa translacional das 
móleculas) em energia interna de rotação ou de vibração das moléculas (Herzfeld & Litovitz, 
1959). A diferença entre os coeficientes de absorção experimental e absorção clássica, 
chamada de coeficiente de absorção em excesso, é explicada pela introdução da viscosidade 
volumétrica. Assim, o coeficiente de absorção experimental7Jexp, devido às duas viscosidades, é 
dado pela seguinte equação: 

• 

• 

t 

(2) 

Os dados experimentais somente fornecem informações sobre uma viscosidade efetiva 
( 1JeJ), que corresponde ao termo entre parênteses na equação (2). Como a viscosidade 
volumétrica é dependente da freqüência (Herzfeld & Litovitz, 1959), a viscosidade efetiva 
calculada a partir da equação (2) apresenta a mesma dependência. A razão entre os coeficientes 
de absorção experimental e clássico (aex/acias=1Je}1J) é usada na determinação da viscosidade 
de líquidos que apresentam comportamentos acústicos semelhantes. Essa razão é utilizada na 
classificação acústica de líquidos sugerida por (Hueter & Bolt, 1955) e seu valor depende do 
efeito da relaxação acústica. 

Os líquidos viscosos utilizados neste trabalho, óleos automotivos, são considerados 
newtonianos, homogêneos e de mesmo comportamento acústico. 

3. MEDIÇÃO DE PARÂMETROS ACÚSTICOS 

A figura 1 mostra o esquema da célula de medição usada para medir a densidade de um 
líquido e suas propriedades acústicas que se relacionam diretamente com a viscosidade. Essa 
célula é composta de três partes: transdutor duplo-elemento, líquido e refletor. Na montagem 
do transdutor duplo-elemento utiliza-se como emissor um transdutor de cerâmica e como 
receptor uma membrana de PVDF, separados por um meio sólido (linha de retardo 1). A 
membrana de PVDF, de 52J..1m de espessura, é metalizada em ambas as faces e apresenta um 
grande diâmetro ( 60mm), comparado ao diâmetro do emissor ( 19mm), capaz de interceptar 
totalmente o campo acústico, inclusive de sinais de origem mais distantes. Assim, a perda por 
difração na recepção do sinal é eliminada. A membrana também é separada do líquido por um 
outro meio sólido (linha de retardo II) do mesmo material que a linha de retardo I. Ambas as 
linhas de retardo constituem o meio I. O meio 2 é o líquido no qual se quer medir a 
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viscosidade e o meio 3 é um refletor metálico onde os sinais sào refletidos e voltam para o 
líquido. 

Como mostrado na figura 1, o emissor gera uma onda acústica, que se propaga através da 
linha de retardo I até atingir a membrana de PVDF do receptor. O receptor mede o sinal 
transmitido ar, e deixa passar praticamente toda a onda incidente, devido ao bom casamento 

de impedância acústica e à pequena espessura da membrana de PVDF. A onda transmitida 
propaga-se pela linha de retardo II até alcançar a interface com o líquido, onde parte da onda 
reflete-se, voltando ao receptor de membrana, dando origem ao sinal a 1, e parte é transmitida 

para o líquido, reflete-se então no refletor, voltando para a interface entre a linha de retardo e o 
líquido. Uma parte da onda atravessa a interface, e chega ao receptor de membrana, 
constituindo o sinal a2, a outra parte é refletida na interface, propaga-se no líquido, 

refletindo-se novamente no refletor. A onda refletida atinge novamente a interface linha de 
retardo-líquido, e a parte transmitida chega ao receptor de membrana, produzindo o sinal a3. 

transdutor duplo elemento 

linha de retardo I 

de cerâmica 
(emissor) 

membrana de PVDF 
(receptor) 

linha de retardo 11 

liquido refletor ....------.... ,..-------..... 

2 

L 

Para se obter as 
propriedades acústicas, tomam­
se as transformadas de Fourier 
dos sinais ar, a 1, a2 e a3, 

selecionando-se o valor da 
amplitude para uma dada 
freqüência no espectro de cada 
sinal. Esses valores são 
representados pelas amplitudes 
Ar, A 1, A2 e A3, 

respectivamente. 
Em termos 

coeficientes de reflexão 
dos 

e 
Figura 1 : Esquema da célula de medição. transmissão nas interfaces, e 

atenuação dos meios, os 
valores adquiridos pela transformada de F ourier dos ecos Ar, A 1, A 2 e A 3 são relacionados 

pelas seguintes expressões (Papadakis, 1975): 

A A R -2a I 
I= T !2e 

1 

A A T R r -2a I -2a L 
2 = r 12 23 1 21 e 1 e ' 

A _ A T R R R r -2a 11 -4a,L 
3 - r 12 23 21 23 1 21 e e · 

(3) 

onde Rmn é o coeficiente de reflexão na interface entre os meios m e n; Tmn o coeficiente de 

transmissão do meio m para o meio n; I o comprimento da linha de retardo II; L o 
comprimento da amostra líquida; a 1 o coeficiente de atenuação na linha de retardo II; a 2 o 

coeficiente de atenuação no líquido. Os subscritos 1, 2 e 3 referem-se a linha de retardo, 
líquido e refletor, respectivamente. 

Essas expressões podem ser reagrupadas de modo que o coeficiente de reflexão R12 seJa 

calculado por: 

l 
R12

2 
= ~A,Az 

1- -­
AIA3 

4 

(4) 

1 
1 
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O cálculo de R 12 admite que as impedâncias acústicas dos meios que defmem a interface 
são sempre valores reais. Pode-se assumir essa hipótese mesmo para líquidos viscosos, já que a 
parte imaginária da impedância acústica complexa é desprezível em relação à parte real 
(Adamowski et al., 1995). Os valores das amplitudes A1, A2 e A3 devem ser acompanhados 

dos respectivos sinais ( +) ou (-), de acordo com a fase da onda recebida. 
Esse método de determinação do coeficiente de reflexão é conhecido como método de 

múltiplas reflexões (Adamowski, 1993). O transdutor duplo-elemento elimina o efeito da 
difração acústica, resultante da dimensão fmita do emissor, da freqüência de operação e da 
distância percorrida pela onda. 

A densidade 0 do líquido (assumido newtoniano) é obtida a partir da medida da 
impedância acústica característica 22 e da velocidade de propagação c2, através da relação 
2 2 = p2c2 • Os parâmetros acústicos 22 e R12 para urna onda plana incidindo normalmente na 

interface linha de retardo II - líquido são relacionados por: 

(5) 

onde p1 é a densidade da linha de retardo II, que deve ser conhecida a priori, e c 1 a velocidade 
de propagação no mesmo meio. As velocidades de propagação c, e c2 são calculadas a partir 
das medidas dos tempos de propagação entre os sinais ar e a 1, e os sinais a 1 e ab 

respectivamente, utilizando-se a técnica de correlação cruzada (Adamowski et al., 1995). Além 
disso, os comprimentos da linha de retardo II (/) e da amostra líquida (L) devem ser 
conhecidos. 

O coeficiente de atenuação a 2 do líquido também pode ser determinado pela medida das 
amplitudes dos sinais do sistema mostrado na figura 1. A partir das equações (3) tem-se: 

(6) 

O coeficiente de reflexão na interface líquido-refletor R23 é dado por 
R23 = (23 - 2 2 ) I (23 + 2 2 ), onde 23 é a impedância acústica característica do refletor que 

também é conhecida. 
Com as medidas da densidade do líquido (p2) e de seus parâmetros acústicos (c2 e a2), 

pode-se determinar a viscosidade efetiva ( Tlef) através da equação (2). 

4. DESCRIÇÃO DO SISTEMA DE MEDIÇÃO E RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

A figura 2 mostra os equipamentos eletrônicos utilizados nos experimentos. Um 
analisador ultra-sônico (Panametrics UA5052A) emite um sinal de trigger, que sincroniza o 
gerador de funções (Tektronix AFG51 02) e o osciloscópio digital (HP 54112D). O gerador de 
funções gera um burst na freqüência selecionada, que é amplificado por um amplificador de 
potência (Amplifier Research) de 150 Watts. O sinal amplificado é aplicado ao emissor, 
gerando as ondas acústicas mostradas na figura 1. Os sinais são recebidos pelo receptor de 
membrana e amplificados pelo analisador ultra-sônico. Esses sinais são digitalizados pelo 
osciloscópio e transferidos para um computador utilizando-se o protocolo de comunicação 
GPIB. O processamento desses sinais é feito utilizando-se o ambiente do software Matlab™. 
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Utilizou-se como emissor de ultra-som um transdutor piezoeretrico com freqüência central 
de 1 ,6MHz, banda larga e diâmetro de 19mm. Esse emissor foi excitado com dois ciclos de 
senóide de 1 ,6MHz. 

trigger 

MICROCOMPUTADOR 

PC 486 

..::;; 

tr~ger 

GERADOR DE FUNÇÕES 

AMPLIFICADOR DE 
POTENCIA 

UA 5052 A 

amp. out 

GPIB 

OSCILOSCOPIO DIGITAL 

cana! 1 canal 2 

CELULA DE MEDIÇÃO 
(com o liquido em repouso) 

Figura 2: Equipamentos eletrônicos utilizados nos experimentos. 

A densidade da linha de 
retardo II (acrílico) foi 

medida a 25°C e seu valor é 
p1 = 1.182 kg I m3

• Supõe-se 
que a densidade não varia na 
faixa de temperatura utiliza­
da neste trabalho, devido ao 
baixo coeficiente de dilatação 
volumétrico do acrílico. 
Supõe-se que a impedância 
acústica do refletor (latão) 
medida a 20°C é 
Z3=38,0x 106kgl(m2.s) e não 
varia com a temperatura, 
dado que o coeficiente de 
reflexão Rz3 tem urna sensi­
bilidade muito pequena às 
variações de z3 na faixa de 
temperatura empregada nos 
experimentos. 

O comprimento L da câmara de medição foi mantido igual a 11,71 mm para todos os 
líquidos. O valor de L foi calibrado de acordo com a velocidade de propagação acústica na 
água destilada cujos valores são tabelados. 

As amplitudes A1, A2 e A3 dos sinais foram determinadas, após a transformada de Fourier, 

na freqüência de 1 ,4MHz, onde se tem a máxima sensibilidade. Os líquidos utilizados nas 
medições foram os óleos automotivos, SAE40 e SAE90. As temperaturas nos experimentos 
foram medidas com um termómetro de resolução de 1 °C. Em cada temperatura do líquido 
foram realizadas 1 O medições, calculada a média e o desvio padrão. 

Tabela 1: Resultados para o óleo SAE40. 

a exp I /2 Tlel ' 

T P2 Cz Tlet TI 
TI I 

(oC) (kg/m3
) (rnls) (I o- 15 s 2 I m) (kg/(m.s)) (kg/(m .s)) 

I 

18 897 ± 2 1485,7 ± 0,0 7354 ± 43 0,82 0,54 I ,52 

20 898 ± 2 1482,0 ± 0,0 6791±55 0,75 0,48 1,56 

24 895 ± 2 1467,1 ±0,0 5185±64 0,56 0,38 1,47 

26 893 ± 1 1458,9 ± 0,0 4386 ±56 0,46 0,32 1,44 

32 885 ± 3 1438,6 ± 0,4 3094 ± 168 0,31 0,22 1,41 

43 872 ±4 1402,0 ± 1,0 1907 ± 161 0,174 O, 114 1,53 

46 858 ± 3 1387,0 ± 1 ,O 1904 ± 172 0,166 0,097 I ,71 
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As tabelas 1 e 2 mostram os resultados experimentais para os óleos automotivos SAE40 e 
SAE90 em função da temperatura T. São mostrados os resultados obtidos com a célula de 
medição para a densidade do líquido fJ2, a velocidade de propagação c2 e a absorção 
experimental a 2=aexp, com os seus respectivos desvios padrão. A viscosidade dinâmica 1J do 
óleo SAE40 foi medida com temperatura controlada (Palhares, 1994) utilizando-se 
viscosímetro Rheotest 2. 

A última coluna da tabela 1, mostra a relação entre as viscosidades efetiva e dinâmica 
para o óleo SAE40. O valor médio dessa relação é de 1,52 com desvio padrão de O, 1 O. Essa 
constante é utilizada para urna estimativa da viscosidade dinâmica de outros óleos 
automotivos, e é chamada de constante de calibração. Na tabela 2, a viscosidade dinâmica 1J 
para o óleo SAE90 foi calculada a partir da constante de calibração. 

Tabela 2: Resultados para o óleo SAE90. 

T P2 C2 
aexp I fz 1Jef 

(oC) (kg/m3
) (m/s) (I o-'5 s' I m) (kg/(m.s)) 

17 903 ± 2 1496,2 ± 0,0 11323±77 1,30 

21 905 ± 1 1482,9 ± 0,0 8929 ± 45 1,00 

24 907 ± 3 1473,6 ± 0,0 7754 ± 68 0,86 

27 906 ± 3 1461,9 ± 0,4 6162 ± 108 0,66 

32 905 ± 2 1445,5 ± 0,7 4545 ± 139 0,47 

36 903 ± 2 1432,0 ± 0,0 3608±91 0,36 

42 905 ± 3 1413,8 ± 0,6 2945 ± 136 0,29 

1J 

(kg/(m.s)) 

0,86 

0,66 

0,57 

0,43 

0,31 

0,24 

0,19 

A variação de tem­
peratura nas medições, 
durante os experimentos 
foi de± 0,5° C . Essa 
vanaçao deve-se ao 
gradiente de temperatu­
ra no interior da amostra 
líquida. A célula de 
medição foi aquecida 
com um jato de ar 
quente e permaneceu em 
contato com o ar à 
temperatura ambiente. 
Durante o resfriamento 
realizaram-se as medi­
ções em determinadas 
temperaturas até atingir 
a temperatura ambiente. 

Os erros nas medi-
ções experimentais têm 

origens eletrônicas e mecamcas. Os de origem eletrônica estão relacionados com a 
digitalização (resolução vertical do osciloscópio) e a amplificação (relação sinaVruído e não 
linearidades nas escalas). Os de origem mecânica referem-se ao não paralelismo entre as 
interfaces da célula, ao comprimento da amostra, e à difração da onda acústica. Em todos os 
experimentos utilizou-se sempre urna mesma escala de amplificação para os sinais a 1, a2 e a3, 

evitando-se assim os erros devido à não linearidade. O osciloscópio utilizado tem um 
conversor A/D de 6 bits, porém os sinais são obtidos com digitalização de 8 bits, no modo 
média. Cada sinal foi digitalizado a partir de urna média de 64 medições. Para diminuir o erro 
referente à falta de paralelismo, a face do refletor foi ajustada manualmente, para se obter a 
máxima amplitude do sinal a3, que sofre a maior influência do paralelismo. O paralelismo entre 

as outras interfaces não pode ser ajustado durante os experimentos, pois depende basicamente 
da fabricação do transdutor duplo-elemento. Esse erro é da ordem de 0,02 mm ao longo da 
face que tem 60 mm de diâmetro. Isso introduz um erro de 0,4% na determinação do 
coeficiente de reflexão. O erro devido à difração é eliminado pelo receptor de PVDF que tem 
um diâmetro grande o suficiente para interceptar todo o campo acústico proveniente das 
diversas reflexões. 
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5. CONCLUSÕES 

Mediram-se a densidade, a velocidade de propagação e o coeficiente de absorção acústica 
para os óleos SAE40 e SAE90, na freqüência de 1,4 MHz, em várias temperaturas. Calculou­
se a viscosidade efetiva a partir desses parâmetros. O erro na medida da velocidade de 
propagação, causado pela discretização, é menor que O, 1%, e o erro na medida da densidade é 
menor que 1 %, de acordo com verificação prévia para água destilada. Com relação ao 
coeficiente de absorção, verifica-se que o desvio padrão máximo, em valores percentuais, foi 
de 4,6% para o SAE40 e de 9,0 % para o SAE90. Esses desvios ocorrem nas temperaturas 
mais altas em que as absorções são menores. Esses desvios podem ser diminuídos com a 
utilização de uma célula de medição para freqüências mais elevadas. 

Para o óleo SAE40 foram medidos os coeficientes de viscosidade dinâmica, utilizando-se 
um viscosimetro, e de viscosidade efetiva, através da célula de medição acústica, em várias 
temperaturas. Esses coeficientes foram relacionados e a partir da relação entre as viscosidades 
efetiva e dinâmica foi obtida urna constante de calibração, utilizada no cálculo da viscosidade 
dinâmica do óleo SAE90 que foi admitido ter o mesmo comportamento acústico do óleo 
SAE40. Assim sendo, a calibração adequada da célula de medição requer o conhecimento 
prévio do comportamento acústico do líquido. 
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Abstract 
Two methods are presented for modeling power piezoelectric sandwich transducers, composed of a stack of 
piezoelectric ceramics terminated at both extremities with steel masses. The piezoelectric ceramics are rings 
connected by a bolt that passes through their centers and is clamped at both ends to apply tension to the stack. 
This transducer may be solved by a very efficient analytical method called Chain Matrix, which uses electric 
and acoustic matrices to describe the interactions between successive layers. Chaining these matrices provides 
a model of the complete transducer. The second modeling method is based on the finite element method. Both 
methods allow to calculate the electrical impedance of the transducer to determine the resonant and 
antiresonant frequencies. To achieve different optimization criteria, parameters of the transducers may be 
changed and the results rapidly examined. These methods were applied to construct a prototype transducer. 
Experimental and simulated results showed good agreement. ln conclusion, these modeling methods are 
accurate, constituting a useful too) for designing power transducers. 

Keywords 
Chain matrix, finite element method, power piezoelectric transducer, ultrasound, piezoelectric transducer. 
Matriz em cadeia, método dos elementos finitos, transdutor piezoelétrico de potência, ultra-som. 

L INTRODUÇÃO 

Transdutores piezoelétricos de potência ·têm sido usados nas mais diversas aplicações 
(Gallego, 1989), tais como: limpeza de peças, soldagem de plásticos e metais, aglomeração de 
partículas, nebulização de líquidos, sonares, transmissão acústica de dados, etc. O estudo de 
transdutores piezoelétricos de potência, no Departamento de Engenharia Mecânica da EPUSP, 
iniciou-se com a necessidade de implementação de sistemas de transmissão acústica de dados 
em colunas de produção de petróleo, visando a eliminação de cabos elétricos. A transmissão 
acústica de dados tem sido utilizada em água e existem estudos para sua aplicação em colunas 
de perfuração de poços de petróleo (Drumheller, 1989, 1995), para a telemetria de dados 
provenientes de sensores de inclinação instalados próximo à extremidade da broca de 
perfuração. 

Os maiores problemas deste tipo de sistema de transmissão de dados estão relacionados 
basicamente com as perdas na linha de transmissão, com as limitações do transdutor acústico 
no que diz respeito à potência e à temperatura de operação, com as baterias de armazenagem 
de energia elétrica, e com a confiabilidade geral do sistema. O transdutor deve ter uma alta 
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eficiência e um bom acoplamento com a coluna de aço para mihimizar o consumo de energia e 
otimizar o sinal transmitido. 

Um transdutor de potência para ondas longitudinais é geralmente piezoelétrico do tipo 
sanduíche (Gallego, 1989), constituído por um conjunto de cerâmicas piezoelétricas 
empilhadas e montadas na forma de um sanduíche e eletricamente em paralelo. Tem na 
retaguarda um material metálico com comprimento suficiente para completar 1/4 de 
comprimento de onda, sendo que ao seu final o ar que atua como um bom refletor. Na frente, o 
material deve permitir um bom casamento de impedâncias entre o transdutor e o meio em que a 
onda se propagará. O modelo d{) transdutor acoplado à carga torna-se complexo se a 
geometria envolvida não permitir tratar matematicamente o problema de forma unidimensional. 

Um transdutor de potência deve ser otimizado com relação ao coeficiente de acoplamento 
eletromecânico. As perdas no transdutor e no acoplamento com a linha de transmissão também 
devem ser minimizadas. Um bom casamento de impedâncias entre o transdutor e o meio 
produz uma diminuição no fator de qualidade do transdutor, fazendo que este tenha uma banda 
mais larga do que se estivesse com as duas extrerrlidades no ar, pois a onda acústica que se 
propaga para a frente somente será refletida se encontràr variações na impedância acústica. 
Nesse caso, o baixo fator de qualidade do transdutor não implica que as perdas são elevadas, 
mas sim que a transferência de energia acústica é perfeita devido ao bom casamento de 
impedâncias acústicas. 

Para atingir a potência desejada, o sanduíche deve ser pré-tensionado utilizando-se um 
parafuso de aço de elevada resistência mecânica. O valor da pré-tensão deve chegar a 25 MPa 
( Gallego, 1989). Deve-se tornar o cuidado de garantir um conta to mecânico perfeito nas 
interfaces do sanduíche, pois isso evita grandes variações de impedância provocadas pelo ar. 
Os tipos de cerâmicas piezoelétricas mais apropriadas são o PZT -4 e o PZT -8, pois apresentam 
características para emitir potências elevadas, têm um elevado fator de qualidade mecânico, e 
baixas perdas dielétricas. O grande problema com a utilização de cerâmicas piezoelétricas é a 
despolarização ao longo do tempo que é acelerada em temperaturas elevadas. Nesse caso, 
pode-se considerar a utilização de um transdutor magnetostrictivo com o material cerâmico 
Terfenol-D. 

Em projetos de transdutores de potência, há a preocupação com fatores como eficiência 
de emissão e recepção, determinação das freqüências de ressonância, valor da impedância nas 
freqüências de ressonância, durabilidade e estabilidade do transdutor, nível de potência na 
saída, etc. Para otimizar essas características, podem ser utilizados métodos analíticos e/ou 
numéricos, variando-se os parâmetros do transdutor para que se estude o seu comportamento, 
de maneira rápida e precisa. Um método analítico utilizado, unidimensional, denominado chain 
matrix (Kraszewski et al., 1991 ), é um método rápido que produz bons resultados em muitos 
casos. As dificuldades nesse método começam quando a geometria ou as condições de 
contorno e carregamento do transdutor se tornam complicadas. Como método numérico, tem­
se o método dos elementos fmitos (MEF) que pode ser usado na solução de problemas mais 
complexos (Bathe, 1982), podendo o transdutor ser considerado uni, bi ou tridimensional. 

Neste artigo são apresentados dois tipos de modelagem de transdutores piezoelétricos de 
potência: MEF e chain matrix. Para a verificação dos modelos, foi construído um transdutor 
sanduíche simétrico pré-tensionado, com quatro cerâmicas anulares de PZT-8 e duas massas de 
aço. Essa configuração de transdutor tem comportamento bem conhecido e é adequada para 
verificar os modelos. 
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2. MODELAGEM PELO MEF 

A modelagem do transdutor piezoelétrico pelo MEF pode ser tratada como um problema 
bidimensional, com a utilização de elementos axissimétricos. Para simular a carga, foi utilizado 
um elemento fluido, acoplado à face frontal do transdutor. Esse elemento permite introduzir 
condições de contorno relacionadas à absorção da onda acústica. Absorção total significa que 
toda a energia incidente é absorvida ao fmal da camada de fluido. Um outro artificio utilizado 
refere-se ao valor da impedância acústica do fluido. Essa pode ser considerada igual à 
impedância acústica da parte frontal do transdutor, permitindo a transmissão total da onda 
acústica, ou tendo valores intermediários que representariam reflexões na interface. 

Os transdutores piezoelétricos utilizados neste trabalho envolvem basicamente três tipos 
de materiais: metais, cerâmicas piezoelétricas e fluidos. As equações que modelam os materiais 
piezoelétricos são: 

div(T) = p · ü 

T=cE:S-e·E 

D = e:S+c 5 ·E 

(2a Lei de Newton) 

(Equações constitutivas) 

(1) 

(2) 

onde T é o tensor de tensões, ü a aceleração da partícula, Do vetor deslocamento elétrico, E o 

veto r campo elétrico, S o tensor de deformações, e o tensor de coeficientes piezoelétricos, c s 

o tensor de constantes dielétricas para deformação constante e c E o tensor de coeficientes de 
rigidez para campo elétrico constante. Com os coeficientes piezoelétricos e as constantes 
dielétricas nulos, essa equações servem para representar também os metais. Os fluidos podem 
ser representados pelas equações: 

o 1 o 2 p 
v~ p =- · -- (Equação de onda) (3) 

c ot 2 

o2V 
n ·V p + p 0n · 

0 12 
= O (Interface fluido-estrutura) ( 4) 

1 op 
n · Vp + [3-- =O (Absorção acústica) (5) 

c ot 

onde p é a pressão acústica, c velocidade do som no fluido, n o versor normal à interface, U o 
veto r deslocamento, p 0 densidade de repou~o do fluido, e f3 = p0c I Z, sendo Z a impedância 

acústica do material de amortecimento na interface. 
A equação (3) modela a propagação de ondas no interior do fluido. A equação ( 4) fornece 

a condição de contorno na interface fluido-estrutura e é obtida através da condição de 
continuidade na interface e do equilíbrio de forças na mesma interface. A equação (5) permite a 
simulação de um material externo ao fluido, apresentando uma impedância acústica de valor 
fixo. Dentro de certas condições, consegue-se defmir um valor de Z para o qual a onda 
acústica não sofre reflexão na interface (simulação de fluido "infinito"). 

Utilizando-se as equações acima, no MEF o sistema de equações para um elemento 
piezoelétrico isolado, não considerando perdas internas, fica na forma: 

(M uu O]{~}+ ( K
1
uu K u4> J{U} = { F} 

o o cjl K U4> - K4>4> cjl Q 
(6) 
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onde Kuu, Ku4>, K4>4>, Muu são respectivamente as matrizes de rigidez mecânica, acoplamento 
piezoelétrico, rigidez dielétrica e massa, e U, F, Q e cj> são respectivamente os vetores 
deslocamento, força externa, carga elétrica e potencial elétrico (Silva & Adamowski, 1992). 

Para um elemento metálico, o sistema se simplifica para: 

M·Ü+K·U=F (7) 

O ANSYS™ permite incluir uma matriz de amortecimento, pela fórmula: 

M·Ü+(aD · M+,BD ·K)·Ú+K·U=F (8) 

onde a D e ,BD são, respectivamente, os parâmetros .ALPHAD e BET AD utilizados pelo 

ANSYS™. 
Para um elemento fluido com interface fluido estrutura, tem-se: 

(
Muu 
P 0R' 

O J{~} (Cuu O J{~} (Kuu -R J{U} = {F} 
MP p + o CP p + o - Kp p o (9) 

onde PoR1 é a matriz de massa do acoplamento fluido-estrutura, MP a matriz de massa acústica, 
Cuu a matriz de amortecimento estrutural, CP a matriz de amortecimento acústico, R a matriz 
de rigidez do acoplamento fluido-estrutura e KP matriz do coeficiente de pressão (ANSYS, 
1994). 

3. MODELAGEM PELO CHAIN MA TRIX 

Introduzindo-se hipóteses simplificadoras, o transdutor pode ser analisado 
unidimensionalmente. Assim, pode-se utilizar a formulação chain matrix (Kraszewski, 1991 ), 
em sua modelagem. A solução analítica parte da hipótese de que o transdutor vibra em uma 
única direção, conhecido como modo de espessura. Todas as quantidades fisicas (velocidade, 
força, campo elétrico, etc.) que definem o transdutor têm componentes somente nessa direção. 

F(O) 

v( O) 

1(0) 

Material Piezoeletrico 
I 
I 
I 
I 

F(z) I 

I 
I 

~ 
I 

v(z) I 

I 
I 
I 
I 
I 

l(z) I 
I 
I 
I 
I 
I 

V(O) V(z1 
I 
I 

o-----------: z 
I 
I 

FO 

v(.l 

I(~ 

~ 

1 

Figura 1: Variáveis de entrada e saída 
representadas como funções em O e t. 

Considerando um material piezoelétrico 
constituído de uma única camada (Figura 1 ), 
vibrando na direção z, tem-se urna matriz de 
ordem quatro que estabelece a relação entre 
dois vetores. Cada um desses vetores é defmido 
numa seção transversal do material através de 
dois parâmetros acústicos e dois elétricos. Para 
urna posição genérica z, esses parâmetros são 
defmidos pelas seguintes funções: F(z) a força 
agindo na superficie plana, v(z) a velocidade das 
partículas, I (z) a corrente elétrica no sentido da 
esquerda para direita e V(z) o potencial elétrico. 
Assume-se que todos os parâmetros são funções 
fasoriais apenas de z, porque a dependência no 
tempo é harmônica. 
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Os elementos do chain matrix foram deduzidos a partir das equações ( 1) e (2), da relação 
deformação-deslocamento e da Lei de Gauss. A equação matricial que estabelece a relação 
entre a força, a velocidade de partícula, o potencial elétrico e a corrente elétrica do plano 
transversal em z com os parâmetros do plano de referência em O é: 

F(z) cos(kz) - jZsin(kz) o - jf3(1- cos(kz)) F(O) 

v(z) - j sin(kz) I Z cos(kz) o f3 sin(kz) I Z v( O) 
= 1 jf3 2 sin(kz) X (10) 

V(z) - f3 sin( kz) I Z jf3(I- cos(kz)) -(-:-c+ z ) V(O) 

l(z) 
j(J) o 

/(0) o o o 1 

onde k é o número de onda, ru a freqüência angular de excitação e Z = Apc a impedância 

acústica característica do meio resultante do produto entre a área A transversal do transdutor, a 
densidade p do meio e a velocidade de propagação c. As ~onstantes C0 e f3 são defmidas como 

C0 = & 5 A I e e f3 = e I m&
5

, onde e é o coeficiente piezoelétrico, &
5 a constante dielétrica para 

deformação constante e e a espessura do material piezoelétrico. 
Para simular um transdutor multi-camadas, pode-se considerar a saída de uma camada 

como a entrada de outra camada adjacente. Essas camadas podem ser constituídas de materiais 
diferentes, piezoelétricos e não-piezoelétricos. Para se determinar a relação entre os 
parâmetros das interfaces externas de um conjunto de camadas, basta multiplicar as matrizes 
em cascata. Montado o sistema de equações, que definem o transdutor, calcula-se a 
impedância elétrica do transdutor e determinam-se as freqüências de ressonância e anti­
ressonância. 

A formulação do chain matrix permite considerar as perdas dielétricas e mecânicas no 
transdutor e também o acoplamento do transdutor a um meio externo, sólido ou líquido. Esse 
acoplamento é feito através da defmição de impedância acústica característica do meio externo. 
Por exemplo, no diagrama mostrado na Figura I, as faces do transdutor piezoelétrico podem 
ser carregadas através das impedâncias acústicas característica Zo e Zt. Essas impedâncias 
defmem as seguintes relações entre força e velocidade da partícula em suas respectivas faces: 
F(O) = -Z0 v(O) e F( l! ) = Zev( l!) . 

4. SIMULAÇÃO E VERIFICAÇÃO EXPERIMENTAL 

O transdutor modelado é do tipo sanduíche simétrico, com quatro cerâmicas anulares de 
PZT -8, massas de aço I 020, e parafuso de pré-tensão em aço de alta resistência mecânica, cujo 

R2 T r 
~ 

Figura 2: Transdutor-sanduíche (parafuso de pré-tensão não mostrado). 
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desenho esquemático é mostrado na figura 1. As massas de aço têm comprimentos iguais 
(El=E3), de 70 mm. As cerâmicas têm diâmetro ( 2xR2) de 27,3 mm, espessura (E2) de 9,95 
mm, e um furo axial com diâmetro (2xR1) de 7,3 mm. Elas estão polarizadas na direção axial, 
e montadas elétricamente em paralelo, isto é, com sentidos de polarização alternados. O 
parafuso de pré-tensão serve para proporcionar um bom contato entre os vários componentes, 
e para manter as tensões em cada ponto das cerâmicas abaixo do limite de resistência à fadiga 
em tração. Essa configuração de transdutor tem comportamento bem conhecido e é adequada 
para verificar os modelos baseados no MEF e no chain matrix. 

O transdutor simétrico foi modelado com o MEF no ANSYS™ e com o chain-matrix no 
Matlab™. No ANSYS™ foi utilizado o elemento PLANE13 para as cerâmicas, no modo 
axissimétrico. Este é um elemento de área, com quatro nós e interpolação linear. Os graus de 
liberdade ativados são tensão, deslocamento em x e em y (radial e longitudinal). Para o aço foi 
utilizado o elemento PLANE42, no modo axissimétrico. Esse elemento, de área, possui quatro 
nós e interpolação linear, com graus de liberdade de deslocamento em x e y. O elemento 
FLUID29, também de área e no modo axissimétrico, ·com interpolação linear e quatro nós, 
com graus de liberdade de deslocamento em x e y, e pressão, serviu para aplicar uma 
impedância acústica às extremidades do transdutor, que tem as duas faces imersas em água. A 
camada externa do fluido foi configurada de modo que o fluido se comportasse como se fosse 
"infmito". Através de uma análise harmônica, obteve-se a curva de resposta em freqüência da 
impedância elétrica desse transdutor. A curva do módulo da impedância é mostrada na figura 3 
(linha tracejada). Nessa simulação a ressonância ocorre em 10,9 kHz e a anti-ressonância em 
12,7 kHz. 

Módulo da Impedância (n) 
6 

10 

4 
10 

2 
10 9 

10 

·' ,, 

....._ / ./';.'' 
--;" 

11 

. // 
_.;,' 

/ ' 
/ 

12 
Freqüência (kHz) 

/ , 
.... / -- .... -............. , ' 

13 

--

14 

Figura 3: Módulo da impedância em função da freqüência. Resultado experimental (linha contínua). 
Resultados simulados: MEF (linha tracejada) e chain matrix (linha pontilhada). 

O modelo unidimensional pelo método chain matrix, implementado no Matlab™, foi 
utilizado para modelar o mesmo transdutor, com apenas uma das extremidades imersa em 
água. Nesse modelo, foram introduzidas aproximações relacionadas à relação entre o diâmetro 
do transdutor e os comprimentos de onda envolvidos. Quando essa relação é muito pequena, o 
comportamento vibracional do transdutor deve ser tratado como no modo de barra, isto é, as 
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tensões fora da direção axial são consideradas nulas, e as deformações ficam em função da 
deformação na direção axial. Quando essa relação é grande, o transdutor vibra no modo de 
espessura, isto é, as deformações nas direções fora da direção axial são consideradas nulas, e 
as tensões ficam em função da tensão na direção axial. Na prática, para a mudança entre estes 
dois tipos de modelagem, basta a mudança de alguns parâmetros, tais como: velocidade de 
propagação e constante piezoelétrica. A curva do módulo da impedância, obtida por esse 
modelo, é mostrada na figura 3 (linha pontilhada). Nessa simulação a ressonância ocorre em 
10,7 kHz e a anti-ressonância em 12,3 kHz. 

Um protótipo do transdutor, construído a partir dos resultados das simulações, foi 
verificado experimentalmente, com uma de suas extremidades imersa em água. Sua impedância 
elétrica foi medida com um impedômetro fasorial, HP 4194A. O módulo da impedância em 
função da freqüência é mostrado na figura 3 (linha contínua). A ressonância ocorre em 10,4 
kHz e anti-ressonância ocorre em 11,7 kHz. 

5. COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

Na freqüência de ressonância do transdutor utilizado, os parâmetros do modo de barra 
proporcionaram resultados mais próximos aos resultados obtidos pelo modelo bidimensional 
(axissimétrico) utilizando o MEF (ANSYSTM) do que quando foram utilizados os parâmetros 
do modo de espessura. No modo de espessura as freqüências resultaram maiores (maior 
rigidez), enquanto que no modo de barra as freqüências resultaram menores, em comparação 
com o MEF. Esses resultados confrrrnam que o modo de barra representa melhor um 
transdutor quando o comprimento de onda é muito maior que o seu diâmetro. 

A colocação de água na extremidade do transdutor faz com que a impedância na 
ressonância aumente e na anti-ressonância dirnínua. As freqüências de ressonância e de anti­
ressonância praticamente não se alteram. As propriedades dos materiais, principalmente das 
cerâmicas piezoelétricas, apresentam variações de um fabricante para outro. Essas variações 
são da ordem de ±5%, o que produz uma variação nos resultados simulados da ordem de ±3%. 

Os resultados das simulações pelo MEF apresentam variação de 4,8% para a freqüência 
de ressonância e 8,5% para a freqüência de anti-ressonância, em relação aos resultados 
experimentais. O modelo é mais rígido que o transdutor, pois no modelo as cerâmicas estão 
presas umas às outras e às massas de aço. Isto é, na interface entre duas cerâmicas, todos os 
pontos da face de uma das cerâmicas são comuns à face da outra. No transdutor real, o pré­
tensionamento e o coeficiente de atrito entre as faces da cerâmica não conseguem impedir por 
completo o movimento relativo nas interfaces. 

Os resultados das simulações pelo chclin matrix apresentam variação de 2,9% para a 
freqüência de ressonância e de 5, I% para· a freqüência de anti-ressonância, em relação aos 
resultados experimentais. As variações são menores que os resultados fornecidos pelo MEF, 
porém foi considerado que o transdutor vibra no modo de barra. À medida que a relação entre 
o diâmetro do transdutor e o comprimento de onda vai dirnínuindo, passa a predominar o 
modo de espessura, que toma o transdutor mais rígido. Para uma determinada faixa de valores 
dessa relação, nem o modo de barra e nem o modo de espessura fornecerão um resultado 
compatível com a realidade. Já o modelo que utiliza o MEF, é tridimensional e não apresenta 
esse problema. Ele pode ser aplicado em qualquer situação, porém requer um grande esforço 
computacional em relação ao chain matrix. 

De um modo geral, os dois modelos forneceram resultados satisfatórios para o projeto de 
transdutores piezoelétricos de potência. 
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Abstract 
The frequency response prediction of loudspeakers is a problem that have closed form analy1ical solution only 
for low frequencies and simple geometry. ln this paper it is investigated the use of the tini te element method and 
the boundary element method implemented in cornrnercial software for extend the prediction of loudspeaker 
response for higher frequencies considering the flexible behavior of the diaphragm. The modeling of a 
cornrnercialloudspeaker is performed and its frequency response and directivity is calculated. The computational 
results are compared with measurements realized in a hemi anechoic chamber showing good agreement. 

Keywords 
Simulação de Alto-falantes, Método de Elementos Finitos, Método de Elementos de Contorno 

Loudspeaker Simulation, Finite Element Method, Boundary Element Method 

L INTRODUÇÃO 

O cálculo da resposta acústica de alto-falantes é geralmente restrito às baixas freqüências, 
quando os comprimentos de onda envolvidos são maiores que as dimensões do sistema e o 
problema pode ser tratado utilizando-se parâmetros concentrados. Neste caso, o alto-falante 
pode ser modelado utilizando analogias dinâmicas e elaborando circuitos elétricos 
equivalentes, onde o cone do alto-falante é comparado a um pistão rígido. No entanto, em 
geral, o alto-falante é utilizado em freqüências mais altas, onde o cone deixa de vibrar de 
modo rígido, com a propagação de ondas estruturais que modificam as velocidades de 
superficie do cone e alteram sua resposta em freqüência. Desta forma, o projeto de alto­
falantes considerando toda a sua faixa de freqüência de operação é feito de modo empírico por 
tentativas e erros e construção de um grande número de protótipos. 

Atualmente, com o avanço de recursos computacionais e amadurecimento de técnicas 
numéricas, o estudo do comportamento vibroacústico de cones de alto-falantes é tecnicamente 
possível. A utilização do método de elementos finitos (FEM) para realizar a predição do 
comportamento vibratório, foi apresentada por exemplo, no trabalho de Shepherd et al. 
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( 1985). No entanto, o FEM não é eficiente no cálculo da radiação sonora, sendo utilizados 
então, métodos aproximados, ou mais recentemente, o método de elementos de contorno 
BEM, como mostrado por Geaves ( 1996). 

Neste trabalho é realizada a predição da resposta vibroacústica de alto-falantes 
considerando o comportamento flexível do cone utilizando o FEM e BEM, implementados 
respectivamente nos softwares ANSYS 5.1 e SYSNOISE 5.2. É feita a modelagem de um 
alto-falante comercial e calculada sua resposta em freqüência axial e características de 
direcionalidade. A validação do modelo computacional é feita pela comparação com 
resultados experimentais de medições em câmara semi-anecóica. 

2. PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL 

O procedimento utilizado para realização da modelagem computacional do alto-falante 
envolve duas etapas: cálculo da resposta vibratória forçada do diafragma pelo método de 
elementos finitos e utilização destes resultados para obtenção da pressão sonora pelo método 
de elementos de contorno. Nas análises realizadas o cálculo das vibrações do cone do alto­
falante é feito no vácuo, desconsiderando efeitos de acoplamento com o fluído e utilizando 
nas simulações um modelo axissimétrico da estrutura, que considera apenas os modos radiais 
de vibração. É realizada inicialmente uma análise modal e em seguida a análise da resposta 
harmónica por superposição modal, o que envolve a aplicação de uma força na bobina, 
variável com a freqüência e proporcional à corrente elétrica passando na bobina do alto­
falante considerando a aplicação de uma tensão elétrica de amplitude constante. Obtém-se 
como resultados, os deslocamentos do cone para cada freqüência de cálculo que são 
convertidos posteriormente em velocidades e utilizados no cálculo da pressão sonora 
irradiada, pelo método de elementos de contorno. 

3. CÁLCULO DAS VIBRAÇÕES DO CONE 

A análise modal ajuda na determinação das características de vibração de estruturas 
lineares através da determinação de um modelo modal, que consiste na definição das 
freqüências naturais e modos de vibração da estrutura. A realização da análise modal no 
ANSYS envolve basicamente a construção da geometria da estrutura a ser analisada, geração 
da malha de elementos finitos, definição do algoritmo de extração modal, obtenção da solução 
e visualização dos resultados. A geração da malha envolve ainda a escolha do tipo de 
elemento finito utilizado, definição das características dos materiais e finalmente a definição 
das condições de contorno (deslocamentos nulos para graus de liberdade de alguns nós). A 
geometria da estrutura em duas dimensões, definindo um modelo axissimétrico, conforme 
usado nas simulações, é mostrado na Figura 1, onde são empregados elementos finitos tipo 
casca axissimétrica e com características de materiais isotrópicos, apresentados na Tabela 1. 

TABELA 1 : Parâmetros dos Materiais Utilizados no Modelo do Alto-falante 

Componente Material Densidade p Módulo de Y oung Espessura Coeficiente 
(Kg/m3

) (N/m2
) (mm) de Poisson 

Bobina Cobre 6100,0 110xl011 

' 
1,300 0,30 

Cilindro Kapton 1392,0 2,50 X 10'J 0,125 0,34 
Cone Papel 550,00 2,0 X 109 0,700 0,30 
Borda E sr_ uma 690,00 3,15x 106 1,100 0,30 
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Figura 1: Dimensões do Modelo do Alto-falante Simulado 

Alguns dos modos de vibração obtidos estão apresentados na Figura 2, onde se observa 
que para o primeiro modo de vibração, obtido em 40 Hz, o cone vibra de maneira rígida, 
correspondendo à ressonância do sistema massa-mola do alto-falante e limitando a resposta 
acústica do mesmo para as baixas freqüências. Nos modos de vibração seguintes, em 
freqüências maiores, o cone deixa de vibrar de modo rígido, com o aparecimento de regiões 
nodais que delimitam regiões do cone vibrando em anti-fase. Estes modos de vibração são 
responsáveis pelo aparecimento de picos e vales na curva de pressão sonora do alto-falante. 

a) 40Hz c) 1640Hz 

b) 805Hz d) 1752Hz 

Figura 2. Modos axissimétricos de alto-falante comercial 

A análise da resposta harmônica fornece como resultados primários, os deslocamentos 
nos nós dos elementos para cada freqüência da solução obtida e com um determinado valor de 
força aplicada. Estes resultados são utilizados, posteriormente, para geração das condições de 
contorno de velocidade para cálculo da radiação acústica pelo SYSNOISE. 

3 
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Foi utilizado o mesmo modelo empregado na análisê modal, envolvendo ainda a 
aplicação do carregamento e definição do amortecimento estrutura, de modo a evitar resposta 
infinita nas freqüências naturais do sistema. As simulações foram realizadas utilizando razão 
de amortecimento constante em toda faixa de freqüência, igual à razão entre o amortecimento 
real e o amortecimento crítico, com seu valor ajustado empiricamente pela comparação da 
curva resposta de pressão sonora teórica (calculada posteriormente pelo SYSNOISE), com 
curvas experimentais. 

Sabe-se que para um alto-falante eletrodinâmico, a força aplicada na bobina é 
proporcional à corrente elétrica passando pela mesma, sendo que a corrente é inversamente 
proporcional à impedância elétrica de entrada do alto-falante (Beranek, 1993), ou seja, 

F = B.l.i = B.l.E I Zvc 

onde, 

B é o fluxo magnético no entre ferro [Wb] 
I é o comprimento do fio da bobina [ m] 

é a corrente elétrica na bobina [A] 
E é a tensão elétrica aplicada [V] 
Zvc é a impedância elétrica de entrada [.Q] 

(1) 

Desta forma, a análise de resposta harmônica foi realizada com a aplicação da condição 
de contorno de força com valores amplitude e fase variando com a freqüência, considerando a 
aplicação de uma tensão elétrica de amplitude constante. A curva de impedância Zvc(s) alto­
falante, utilizando o modelo apresentado por Small ( 1972), é dada pela expressão, 

Zvc(s) = Re + 
S I ( Q ms · (J) s ) 

s 
2 I m ~ + s I ( Q ms · m s) + I 

onde, 
s é igual a j.(J) (m é a freqüência angular) 
Re é a resistência da bobina .. . [.Q] 
(J)5 é a freqüência de ressonância do alto-falante [rad] 
Qms é o fator de qualidade deste circuito elétrico equivalente considerando apenas as 

perdas mecânicas 

(2) 

Sabe-se que este procedimento é válido somente para baixas freqüências em tomo da 
ressonância principal do sistema massa-mola do alto-falante. Para obter um modelo capaz de 
representar a curva de impedância do alto-falante em freqüências mais altas foi utilizado o 
método proposto por Wright (1990), que estabelece um modelo para o elemento do circuito 
elétrico equivalente correspondente à impedância do motor (conjunto magnético) do alto­
falante. Para o alto-falante idealizado, este elemento corresponde apenas à indutância da 
bobina que, na realidade, é modificada pela presença de correntes parasitas na própria bobina 
e no pólo dentro da mesma. O modelo proposto é baseado em observações empíricas das 
curvas de resistência e reatância de motores de alto-falante, chegando à seguinte expressão 
geral para a impedância do motor, 

Z _ K Xr + · K Xj - r .(J) J. i .(J) (3) 

4 
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cujos parâmetros Kr ,Ki ,Xr e Xi , são obtidos através da medição dos valores da impedância 
complexa, em duas freqüências ro, distintas. 

4. PREDIÇÃO DA RADIAÇÃO SONORA 

A predição da radiação acústica do alto-falante, utilizou um modelo com geometria 
axissimétrica e foi feita através do método de elementos de contorno direto desacoplado 
exterior do SYSNOISE, envolvendo também um enclausuramento, de modo a obter um 
volume fechado, requisito para a simulação através do BEM direto implementado no 
SYSNOISE. A malha utilizada está apresentada na Figura 3. 

O procedimento de simulação envolveu basicamente as seguintes etapas: 
l. Geração da malha de elementos no ANSYS e importação para o SYSNOISE; 
2. Aplicação de condições de contorno de velocidade nos nós da malha correspondentes à 

superfície do alto-falante ; 
3. Geração de pontos de sobredeterminação no interior do volume de modo a evitar 

problemas de indeterminação da resposta nas freqüências naturais do problema interior 
associado; 

4. Obtenção da solução de pressões e velocidades na malha de elementos para as freqüências 
desejadas; 

5. Definição de pontos no campo acústico para os quais se deseja a resposta de pressão, sendo 
possível obter curvas de resposta para estes pontos ou mapas de resposta para vários 
pontos e mesma freqüência 

c.c . de .<:>. 
velocidade . oR;<::J'Q. -., 

Eixo de Simetria ~ ~-7,/-/ : 

:1 ~/- if:P". ; · i 
,... /. . I 

I - I 
t · -- ·/ . pontos de 1 

• 

• 
• 

• 

• 

sobredeterminação! 

\ : 
• I 

: 
I 
I 

: 
: 
I 
I 
I 

i 
I 
I 

Ly ! 
: 

X J 

• i 
----------·------- ---------- -· 

Utilizando velocidades obtidas a partir 
de resultados de análises harmônicas 
realizadas anteriormente no ANSYS 
empregando diferentes propriedades dos 
materiais, é possível observar a influência 
da modificação destes parâmetros dos 
materiais na resposta acústica do alto­
falante. Nas curvas das Figura 4 são 
apresentados os resultados de simulações 
realizadas utilizando diferentes valores de 
rigidez do material do cone, para 
condições de contorno de força variável. 
Pode-se observar claramente o efeito do 
aumento da rigidez do cone na resposta 
pelo deslocamento dos picos da curva de 

Figura .3 : Malha de Elementos de resposta, correspondentes às freqüências 
Contorno Axissimétrica de ressonância do cone. 

Um outro parâmetro de grande influência na resposta do alto-falante que pode ter seu 
efeito investigado é o amortecimento estrutural. Foram realizadas no ANSYS simulações da 
resposta harmônica para diferentes razões de amortecimento, sendo que o efeito do 
amortecimento na curva de resposta acústica pode ser observado na Figura 5, onde se percebe 
uma atenuação dos picos na resposta provocados pelas ressonâncias do cone. 
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Figura 4. Curvas de Resposta Para Diferentes Valores de Rigidez [N/m2
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Figura 5. Curvas de Resposta Para Diferentes Valores de Amortecimento 

6000 

5. ENSAIOS EXPERIMENTAIS 

A obtenção experimental da curva de resposta em freqüência do alto-falante foi realizada 
com o objetivo de verificar a validade dos resultados obtidos numericamente. Os ensaios 
foram realizados na câmara semi-anecóica do laboratório de vibrações e acústica da UFSC, 
com o assoalho coberto como espuma absorvente Sonex, para melhorar a simulação de 
espaço livre, sendo medidas. a curva de resposta axial a 1 metro para o alto-falante livre e 
curvas de direcionalidade. A resposta do alto-falante para freqüências abaixo de l 00 Hz foi 
feita pelo método do campo próximo, proposto por Keele (1974), devido à limitação imposta 
pelas dimensões da câmara em baixas freqüências. A curva final obtida é resultante da 
combinação entre as duas medições. 

6 

I 

l 
' í 
i 
I 

1 
~ 

! 

' 
.J 



SIMULAÇÕES NUMÉRICAS E ENSAIOS EXPERIMENTAIS DA ... 

6. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

As curvas de resposta em freqüência teórica e experimental são comparadas na Figura 6, 
enquanto que as direcionalidades são comparadas na Figura 7. Apesar das diferenças entre as 
condições práticas (alto-falante livre) e teóricas (alto-falante em caixa) e a relativa 
simplicidade do modelo teórico, a comparação entre as curvas de resposta em freqüência 
mostra boa concordância entre os resultados, com a predição do formato geral da curva de 
resposta do alto-falante. As diferenças entre as curvas teórica e experimental na faixa média 
de freqüências é explicada pelo fato da curva experimental ser resultante da combinação da 
medição em campo próximo válida até próximo de 300 Hz com a medição à 1 metro para o 
alto-falante livre. Vale observar, que é inútil buscar uma concordância exata, entre as curvas 
teóricas e experimentais, já que diferenças de cerca de 3 dB ocorrem para resposta de alto­
falantes idênticos. Na comparação entre as curvas de direcionalidade observa-se boa 
concordância para ângulos maiores que cerca de 30°, sendo que as diferenças encontradas 
para ângulos próximos às laterais do alto-falante, são explicadas pelo cancelamento da 
resposta acústica para o alto-falante livre conforme utilizado nos ensaios experimentais. 
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7. CONCLUSÕES 

Neste trabalho, mostrou-se a possibilidade de realizar com boa precisão, a predição da 
curva de resposta em freqüência para um alto-falante comercial de 12 polegadas, para toda a 
faixa de freqüência de operação, considerando o comportamento flexível do cone. Para isso, 
foram utilizados o método de elementos finitos para modelação estrutural e método de 
elementos de contorno para predição da resposta acústica, implementados nos softwares 
comerciais ANSYS e SYSNOISE. Foram apresentados procedimentos e resultados de ensaios 
experimentais de análise modal e medição de pressão sonora do alto-falante, podendo-se 
chegar a um melhor conhecimento das limitações dos modelos utilizados. O método de 
elementos de contorno, como implementado no SYSNOISE, mostrou-se de forma geral, uma 
ferramenta poderosa para realizar a predição da resposta acústica do alto-falante, com boa 
aproximação da curva de resposta experimental para toda a faixa de freqüência de resposta. 
Com estas predições é possível obter informações de grande interesse prático, como por 
exemplo a direcionalidade e a influência das propriedàdes de rigidez e amortecimento dos 
materiais do cone na resposta acústica. 

Observa-se que o modelo axissimétrico utilizado é um modelo simplificado e que facilita 
a análise da estrutura, com grande redução no número de elementos utilizados e no tempo de 
processamento. Este modelo não é capaz entretanto, de realizar a predição de modos de 
vibração circulares, que podem aparecer mesmo em baixas freqüências devido à não 
uniformidade e assimetrias do alto-falante real e que podem possivelmente afetar a resposta 
acústica. 
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Abstract 
This paper presents an advanced boundary element method to deal with scattering of sound waves by 

curved thin bodies. The formulation employed involves a hypersingular integral equation obtained from the 
normal derivative of the Helmholtz integral representation formula, considering the thin body of very small 
thickness as an open surface. The hypersingular integral, interpreted in the sense of Hadamard finit part integral, 
requires more attention in its numerical treatment, mainly when modelling curved surfaces. A general algorithm 
to numerically evaluate the hipersingular integral based on the concept of finite part integration is implemented to 
enable the use of higher-order isoparametric boundary elements, to model curved sound barriers. 

Keywords 
Acústica, Corpos delgados, Elementos de contorno, Integral hipersingular. 

Acoustic, Thin bodies, Boundary elements, Hypersingular integral. 

L INTRODUÇÃO 

Métodos de elementos de contorno (MEC) apresentam muitas vantagens quando 
empregados para solução de problemas externos de acústica (radiação, difração), uma vez que 
apenas a superfície do corpo estudado precisa · ser discretizado e as condições de radiação no 
infinito são automaticamente atendidas. Formulações baseadas equações integrais são também 
eficazes na representação de problemas de difração por corpos delgados planos, como pode 
ser verificado em trabalhos realizados anteriormente por Cassot ( 1995) e Filippi ( 1977). 

Na formulação matemática apresentada neste trabalho considera-se um corpo delgado 
como uma superfície aberta (espessura desprezível). No contexto de acústica, técnica similar 
foi empregada por Kristiansen & Johansen (1988) na representação de alto-falantes e por 
Terai, (1980) na modelagem de cadeiras em auditórios. Uma outra aplicação onde esta 
formulação pode ser adotada consiste na modelagem de barreiras acústicas empregadas como 
solução na redução de ruídos em áreas de tráfego intenso, aeroportos ou construções 
industriais. 
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A principal diferença quando se considera um corpo dêlgado é que as equações 
integrais obtidas a partir da fórmula de Green ou a partir da teoria de potenciais, normalmente 
empregadas nos problemas de acústica, não podem ser empregadas, entretanto suas derivadas 
normais podem. Estas equações porém, apresentam integrais hipersingulares, o que requer 
uma maior atenção no seu cálculo numérico, principalmente quando se trata de superfícies 
curvas. 

Este trabalho apresenta um método de elementos de contorno avançado para 
modelagem de corpos delgados curvos em problemas de acústica. Um eficiente algoritmo, 
baseado na integração de partes finitas, é implementado em conjunto com elementos 
quadráticos isoparamétrico. 

2. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

Considere a propagação de uma onda sonora pla'na incidindo sobre um corpo delgado 
num fluido compressível. A onda incidente é representada por 

r/J(x) = e±'kx, (1) 

onde k é o número de onda e o sinal mais ou menos refere-se as ondas vindo de mais ou 
menos infinito, ao longo do eixo x ,. O potencial exterior total é obtido como a soma dos 
potenciais incidido e difratado, i.e. 

r/J(x) = r/J 1 (x) + rp" (x) (2) 

para todo xEQe, onde Qe, é O domínio infinito exterior ao COrpO delgado. 
O potencial acústico total <jl(x) pode ser dado pela representação integral abaixo, obtida 

a partir da fórmula de Green (Colton & Kress, 1983) 

r/J(x) = r/J 1 (x)- f r/J(y) êGk (x, y) dS(y) + f Gk (x, y) ocp(y) dS(y) 
s & . s &.~ 

para todo xEne, onde Gk (x,y) é a solução fundamental da equação de Helmholtz 

-1kr 
e 

Gk (x,y) = 4Jrr' r =lx- Yl 

(3) 

(4) 

com k=wlc, sendo w a freqüência e c a velocidade do som. Na equação acima ny é a normal, 
no ponto y, considerada positiva apontando para fora do corpo e alany representa a derivada 
normal. 

No caso de condições de contorno de Neumann (a<jl lany = O) aplicadas em todo o 
corpo de superficie S ( i.e. corpo delgado é considerado como rígido) e equação (3) se reduz a 

t/J(x) = t/JI (x)- f t/J(y) oGk (x,y) dS(y) 
s on~. 

(5) 
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Cassot (1975) mostrou que o campo difratado devido a uma superficie aberta tem que 
ser interpretado como a difração devido a um corpo delgado de espessura E muito pequena no 
limite. A superficie aberta r é então o limite da superficie fechada S quando a espessura tende 
a zero (E~ O). No limite, quando a espessura do corpo delgado tende a zero de modo que sua 
superficie S se tome uma superficie aberta r , um ponto ~~ num lado de S e um ponto ~2 no 
lado oposto de S convergem a um ponto único ~ na superficie aberta r e os vetores normais 
correspondentes n 1 e n2 têm direções opostas. 

Definindo uma direção única para o vetor normal em r e fazendo o limite da equação 
(5) quando E~ O obtém-se a seguinte equação 

rjJ(x) = r/J' (x)- f [r (x)- r (x)) oGk (x,y) aT(y) 
r ony 

(6) 

onde <!> + (x) e <!>-(x) representam o valor do potencial acústico nos pontos dos lados r · e r - da 
superficie aberta r, respectivamente. Neste caso r • é escolhido como o lado de r do qual o 
vetor normal n sai da superfície. 

Se um ponto X E ne aproxima-se a um ponto ~ E r , a partir da vizinhança de r·, com 
exceção dos pontos pertencentes aos cantos da superficie aberta, a equação ( 6) se toma 

r c c;)= ,p' c c;)- _!_Ll,pcc;) + f !lrp(y) ack cc;.y) aT(y) 
2 onv r . 

(7) 

para todo~ E r, onde ~<j>{Ç)=<j> + {Ç)-<j>-(9. 
Do mesmo modo, se um ponto x E ne aproxima-se de um ponto ~ E r a partir da 

vizinhança de r-, a equação (6) toma-se 

,p _c c;) = ,p' (c;)+_!_ llrp( c;)+ f llrp(y) oG k c c;, y) aT(y) 
2 r ony 

(8) 

para todo~ E r. 
Nas expressões acima considerou-se as conhecidas propriedades de descontinuidade 

do potencial de camada dupla através da superficie. Sabe-se que tais relações são também 
válidas para uma superficie aberta exceto nos cantos. 

As equações (7) e (8) não definem uma equação integral para a função densidade ~<!> 
do potencial de camada dupla, uma vez que elas resultam na seguinte equação 

!..[r cç) +r cç)] = r/J' cç)- f [r (y)- r (y) ]oGk cç,y) aT(y) 
2 r & Y 

(9) 

Diferenciando a equação (6) com relação a direção do vetor normal no ponto~ E r e 
tirando O limite quando Um ponto X E Üe tende a um ponto ~ E r resulta 

(lO) 
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considerando que a derivada normal do potencial de camada aupla é contínuo através da 
superfície r. Tal propriedade é valida em todos os pontos da superfície r, exceto nos cantos 
(Muskehelishvili, 1946). 

A equação ( 1 O) é uma equação integral de Fredholm de primeira espécie para a função 
densidade ~<!>(}'} cuja integral é hipersingular, o que exige uma maior atenção no seu cálculo 
numérico. 

Vários métodos para reduzir a ordem da singularidade da integral na equação (1 O) 
podem ser encontrados na literatura. Uma possibilidade consiste na aplicação de técnicas de 
regularização capazes de reduzir a ordem da singularidade antes do cálculo numérico da 
integral, como, por exemplo, nos trabalhos (Meyer et ai., 1978) e (Krishnasamy et al., 1990), 
entre outras. Entretanto, algumas destas técnicas são válidas apenas em superfícies fechadas 
não sendo portanto, aplicadas ao presente caso. Além disto, tais procedimentos normalmente 
resultam numa equação integral modificada o que exige uma maior complexidade na 
implementação computacional. É possível e comput~Cionalmente mais eficiente calcular a 
integral hipersingular numericamente de forma direta eippregando um algoritmo baseado no 
conceito de integração de partes finitas de Hadamard. Convém observar também que a 
integração analítica limita as aplicações de formulações envolvendo integrais hipersingulares 
à superfícies planas. Neste trabalho emprega-se um algoritmo mais geral em que elementos de 
ordem superior podem ser empregados na análise de superfícies curvas abertas ou fechadas . 

A definição da integral de partes finitas é dada pelo limite (Hadamard, 1952) 

lim J ii G k (; y) 
c~o ' (r -ec )+ r, On.

1
.0nç tP(y)df(y) 

(11) 

onde ~ E e" E r. Na definição deste limite, r " corresponde a superfície de uma esfera de raio E 

em volta do ponto ~E r e e" a porção de r por dentro desta esfera. 
Considerando 8r como a subregião de r contendo er., a integral hipersingular é 

calculada, no sentido da parte finita de Hadamard, da seguinte forma, após o mapeamento 

f ~tP(Y) o 2Gk (Ç,y) df(y) = f ~tP(Y) o 2Gk (Ç, y ) df(y) + (12) 
r ôn.,ônç (h>r> ônyônç 

ó~'frn F(p, O) - ( f-;~ O) + f_ ~O)) }tx~o + 

2f;rf (B) I p(B)i,~() 2f;rf (B)[ y(B) 1 ]d()} 
o -1 n f3(B)l - o - 2 /3 2 (B)- p(B) 

onde todas as integrais envolvidas estão em coordenadas polares definidas no plano local, 
permitindo o emprego da quadratura de Gauss. Observar que a representação da função 
densidade da integral hipersingular deve satisfazer as condições de continuidade exigidas para 
sua definição (Rêgo Silva, 1994). 

O integrando F(p,S) é dado pela expressão 

o
2

G k ( ;,y) <I> ) c ry)J( ry)p F(p,B) = " (13) 
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onde <D é a função de interpolação, J é o jacobiano do mapeamento e p=p(S) define a equação 

do contorno externo do elemento fonte. A parte singular da função F(p,S), que também 
corresponde a parte mais singular da solução fundamental de Laplace, é dada por 

/( B) = n, (~)n, (TJ) <D; ( )J( ) 
p, 4nr\~, 7]) '7 '7 p (14) 

em termos do novo sistema local de coordenadas polares (p,S). 
Na expressão (12) as funções f(p,S) e p=a(~::,S) são expandidas em suas 

correspondentes séries de Taylor para valores pequenos de p na forma 

( 15) 

(16) 

As expressões para as expansões acima citadas e maiores detalhes da implementação 
computacional podem ser obtidos em (Rêgo Silva, 1994). 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

Disco circular 

Este primeiro exemplo consiste de uma onda plana incidindo normalmente sobre um 
disco circular delgado de raio a, na direção oposta ao vetor normal n (figura 1). A malha 
empregada é composta de oito elementos quadráticos descontínuos, dois triangulares e seis 
quadrilaterais, correspondendo a 66 nós. Devido a simetria do problema somente um quarto 
do disco precisa ser discretizado (figura 2). 

A figura 3 mostra a amplitude do potencial acústico total em função da distancia ao 
centro do disco (ria) para diferentes valores de número de onda. Os valores do lado r+ estão 
plotados na parte superior do gráfico e aqueles do lado r - na parte inferior. Os resultados 
numéricos concordam com aqueles publicados em Leitner, 1949. 

X 

~-:}-------- a ---c=-f-

Figura 1: Onda incidente. Figura 2: Malha de elementos de contorno. 
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Figura 3: Amplitude do potencial acústico total na superfície. 

Calota esférica 

Neste exemplo considera-se uma onda plana incidindo sobre uma calota esférica com 
raio a, ao longo do eixo z. Dois diferentes casos são analisados: a onda plana se aproxima do 
obstáculo a partir de -oc (outgoing wave, e·ikz) e +oc (incoming wave, e +ikz), como mostrado 
nas figuras 4 e 5. 

Em ambos os casos a malha adotada consiste de oito elementos quadráticos 
descontínuos, dois triangulares e seis quadrilaterais, correspondendo a 66 nós. Como no 
exemplo anterior, devido a simetria do problema somente um quarto da superfície precisa ser 
discretizada. 

As figuras 6 e 7 mostram a amplitude do potencial acústico total ao longo do eixo z 
para diferentes valores de número de onda, para os dois casos respectivamente, outgoing e 
incoming waves. 

Pode-se observar que nos dois casos a amplitute total na frente do obstáculo oscila em 
torno do valor unitário decaindo para este valor a medida que se afasta do obstáculo. Esta 
oscilação é devido a interação entre as ondas incidente e refletida. Atrás do obstáculo a 
amplitude total tende ao valor incidente constante numa forma monotônica devido a 
regularidade da onda difratada. Um comportamento similar foi previamente observado por 
Filippi (1977) e Terai (1980) para o caso de um obstáculo plano. Observa-se também que a 
frequência longitudinal da oscilação na frente do obstáculo aumenta com o número de onda da 
onda incidente como esperado. Nos dois casos a amplitude total máxima ocorre dentro da 
calota. No caso da outgoing wave este máximo é devido a interação dentro da calota entre a 
onda incidente e a sua reflexão. Por outro lado, no caso da incoming wave, o máximo é 
consequência da interação entre a onda difratada e sua reflexão dentro da calota. 

6 

•t 

c 

' .. 



l 
i 
t 
l 
l 

! 
! 
l 
I 

t 

I 

Figura 4: Outgoing wave 

I• I 

1•1 
•. o 

1•1 
6.0 

ka = 2 

ka = 4 

ka = 5 

ONDAS ACÚSTICAS EM CORPOS DELGADOS ... 

Figura 5: Incoming wave 
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Figura 6: I<J>I ao longo dez. Outgoing wave. Figura 7: I<J>I ao longo dez. Incoming wave. 
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CONCLUSÃO 

O emprego de integr~is hipersingulares amplia ainda mais o universo de aplicações de 
métodos de elementos de contorno. A formulação apresentada possibilita a modelagem de 
corpos delgados curvos empregando um algoritmo eficiente baseado no conceito de integração 
de partes finitas. Nas malhas adotadas nos exemplos optou-se pelo emprego de elementos 
descontínuos para atender as condições de canto da superfície aberta e satisfazer as condições 
de suavidade exigidas para a função densidade da integral hipersingular. 
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Abstract 
Due to its vast territorial extension, with extense coast and large hidrographic basins, Brazil still has many 
unexplored natural resources. The development of SONAR systerns would certainly be helpful for underwater 
mining purposes and to the fishing industry. This work deals with sound propagation analysis in shallow water by 
Ray Acustics models. The effects of bonom irregularities on the sound propagation are analyzed. 
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Acústica de Raios, Águas Rasas, Propagação do Som 
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I. INTRODUÇÃO 

Por ser um país de vasta costa oceânica e de grande extensão territorial, com grandes 
bacias hidrográficas, o Brasil possui ainda grandes e inexploradas reservas naturais, cuja 
exploração é muito beneficiada pelo uso de adequados sistemas de SONAR. Estima-se que o 
Brasil aproveita em tomo de 10% apenas, do potencial de pescados disponível em nosso mar 
territorial. A pesca nos rios das regiões amazônica e centro-oeste é ainda artesanal e, muitas 
vezes, predatória. A mineração submarina· encontra-se, ainda, em estágios incipientes no 
Brasil, podendo proporcionar, no futuro, uma excelente fonte de recursos naturais. A maior 
partes das nossas reservas de petróleo encontra-se na costa brasileira, sendo que grandes poços 
estão localizados em águas profundas (acima de 1 OOOm). 

Todos estes fatos citados representam fortes motivos para o desenvolvimento de sistemas 
de SONAR, que possibilitam obter informações sobre cardumes e sobre a camada de 
sedimentos no oceano. Um parâmetro básico presente na Equação do SONAR é a perda de 
transmissão do som ao propagar-se no meio submarino. 

Dentre os modelos usados para a análise da perda de transmissão do som, destaca-se o 
baseado em Acústica de Raios que é bastante popular devido à rapidez de determinação dos 
níveis de pressão com a distância a partir da fonte. 

Tendo em vista o recente interesse no país por pesquisas nesta área de Acústica 
Submarina, iniciou-se o desenvolvimento de um modelo de análise da propagação submarina, 
em águas rasas, baseado em Ac~stica de Raios. Os algoritmos foram todos desenvolvidos e 
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implementados em linguagem de programação C++, aproveitando a alta velocidade de 
processamento que proporciona. Este trabalho apresenta as características principais e alguns 
resultados para diversas geometrias do fundo do oceano. 

2. CARACTERÍSRICAS DO MEIO OCEÂNICO 

Os valores de temperatura, salinidade e densidade estão em constante variação em cada 
ponto do oceano, principalmente nas regiões próximas da superfície e de desembocadura de 
nos. 

Próximo da superfície as variações tomam-se significativas em curtos intervalos de 
tempo, da ordem de segundos, devido à grande turbulência nesta região. Para maiores 
profundidades, as variações ocorrem mais lentamente, em intervalos que passam a ser da 
ordem de horas, dias ou até mesmo de anos (Kibblewhitw, 1989;.Clay e Medwin, 1977; 
Urick, 1983). 

A velocidade do som aumenta com a profundidade devido ao aumento da pressão 
hidrostática, e diminui rapidamente com a profundidadé, próximo da superfície, devido a 
variação rápida da temperatura. Este perfil favorece a propagação do som gerado por uma 
fonte na região de menor velocidade e com pequeno ângulo de ataque ( direção de propagação 
das ondas sonoras em relação a horizontal). Desta forma a energia sonora propaga-se a 
grandes distâncias, com pequenas atenuações, pelo fato de sofrer poucas reflexões com o 
fundo do oceano. 

3. ALGORITMO COMPUTACIONAL 

O programa de cálculo do campo sonoro foi dividido em módulos de acordo com os 
parâmetros que servem como dados de entrada e de resultados. Os módulos principais serão 
descritos a seguir. 

3.1 Perfil Da Velocidade Do Som 

No cálculo do traçado dos raios, um dos principais parâmetros, se não o principal, é o 
perfil da velocidade do som. Os cálculos das direções dos raios e das intensidades em cada 
nova posição dependem fundamentalmente de valores precisos do perfil de velocidade. Neste 
programa foi considerado o meio submarino como sendo composto por várias camadas, sendo 
que a velocidade do som varia linearmente em cada camada. O perfil de velocidade toma-se, 
assim, contínuo e consegue representar com suficiente precisão as situações reais (Mackenzie, 
1981 ). 

3.2 Ruído Ambiente 

Devido a diversidade de seres vivos e de fenômenos físicos, o meio oceânico toma-se 
provido de inúmeras fontes sonoras, de espectros e intensidades diferentes, as quais formam o 
ruído de fundo. Segundo Uríck (1983), a faixa de freqüência deste ruído estende-se de I Hz a 
I OOkHz. Como forma de simplificar o modelo adotou-se um nível médio e constante com a 
freqüência, de 40 dB (Knudsen et al, 1948). 

3.3 Fundo Oceânico 
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O fundo do oceano possui características fisicas e químicas que contribuem de forma 
bastante significativa para a reflexão e absorção da energia das ondas que nele incidem. 

A velocidade de propagação do som na camada de sedimento depende, entre outros 
fatores, da densidade, porosidade, impedância e grande saturação do sedimento 
(Kibblewhitw, 1989). A espessura da camada de sedimento é variável, podendo atingir várias 
dezenas de metros, abaixo da qual encontram-se camadas de rocha. Será considerado, para 
efeitos de modelo, como tendo espessura infinita, não ocorrendo reflexões de ondas que nele 
se propagam. 

A geometria do fundo é também variável. Serão analisadas geometrias do tipo inclinado, 
declinado e rampas, com o objetivo de determinar a influência desta variável. 

3.4 Formulação Das Equações Do Traçado De Raios 

Considere inicialmente um único raio representando a trajetória de propagação da frente 
de uma onda, em um meio contínuo, com velocidade de propagação do som variável com a 
profundidade. Em um ponto P(x,y) marcado ao longo da trajetória, o raio de curvatura é R, e o 
gradiente da velocidade do som é representado por gR, fazendo um ângulo w entre gR e o 
prolongamento do raio (Frisk, 1994 ). Veja a Figura 1, abaixo. A velocidade do som no ponto 
Pé C. 

y 

TRAJETÓRIA 
DE UM RAIO 

7 
Q 

R 

L--------------------------------------------.x 

Figura 1 : Representação da trajetória de um raio 

O raio de curvatura R pode ser expresso por 

c 
R=---

gR · sen8 
(1) 

A Figura 2 mostra um segmento do raio, tendo comprimento .1S. Os pontos extremos do 
arco são representados por P 1(x 1,y1) e P2(x2,y2). O ângulo e representa a inclinação do raio em 
relação a vertical. 
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MJ 

R R 

' ' "-

Figura 2: Representação geométrica do incrementode distância no traçado do raio 

A distância ~f, indicada na figura é calculada por 

~c 

~f = (~81) 
2cos 12 

e as coordenadas dos pontos P2(Xz,yz) e P3(x3,y3) são dadas por 

x 2 = x 1 + ~pcosa 1 - ~l cosa 2 

Y 2 = Y 1 + ~p COS ~ 1 - ~l COS ~ 2 

x3 = x1 + ~fcosa 1 
y3 = y 1 + ~fcos~ 1 

A nova direção do raio é dada por 

cosa; = (x2- x3) 
~f 

c os~; = ( y 2 - y 3 ) 

~f 

(2) 

(3) 

(4) 

O tempo gasto ~ T = T 2 - T 1 para a onda percorrer a distância ~S entre os pontos 1 e 2, é 
dado por: 

~T= ~s 
c (5) 

sendo C, a velocidade média entre os pontos 1 e 2, obtidas através do perfil de velocidade. 
Os ângulos a 1, a 2, ~ 1 e ~2 são determinados em função dos gradientes da velocidade do 

som gx e gy, calculados nos pontos l e 2. 
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3.5 INTENSIDADE SONORA DOS RAIOS 

O objetivo principal no desenvolvimento deste programa computacional consiste em 
determinar o campo de pressão sonora ao longo da profundidade da lâmina e ao longo de 
várias dezenas de quilômetros, contados a partir da fonte sonora. 

A análise do campo sonoro resulta da superposição de um grande número de raios, 
originados de cada segmento (ângulo sólido) resultante da discretização da superfície da fonte 
sonora. 

A Figura 3 mostra a variação da magnitude da intensidade de cada raio com a distância 
de propagação. Nesta figura é mostrado um raio que é emitido da fonte com ângulo inicial e 1 

e variação angular ~e. Considera-se que a irradiação seja simétrica em relação ao eixo 
vertical, passando pela fonte sonora. Cada ponto do campo, portanto, pode ser localizado por 
um sistema de coordenadas cilíndricas. Será também considerado que não hajam variações 
com o ângulo e. Desta forma, o problema resume-se ~ duas dimensões, sendo as análises 
feitas no plano (R, Z), onde R representa a distância da fonte, na direção horizontal (alcance) e 
Z, a profundidade. 

dA' 

---r~----1 

Figura 3: Geometria para o cálculo da intensidade acústica 

A uma distância unitária da fonte (R0= I) a área usada pelo raio para a sua propagação é 
dada por 

dA 0 = 2rcseneide (6) 

A intensidade de cada raio varia com a distância, de forma inversamente proporcional à 
variação da área (seção transversal) de propagação. Em qualquer ponto do campo a 
intensidade I, pode ser calculada em função da intensidade de referência 10 (calculada a 1m da 
fonte), através da expressão 
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(7) 

O termo 1/R indica uma variação da intensidade com a distância, do tipo cilíndrica. 

4. VALIDAÇÃO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL 

Para efeitos de validação do programa os resultados foram comparados aos produzidos 
por um modelo analítico, desenvolvido considerando um fundo plano r inclinado, fazendo um 
ângulo p com a horizontal. Considera-se que a fonte esteja localizada a uma distância R0 , 

contada a partir do vértice da lâmina de água (que possui formato de cunha). A formulação 
usada para a verificação dos resultados foi desenvolvida por Buckingham( 1990). 

O conjunto de variáveis consideradas pelo programa são: número de pontos nas direções 
horizontal e vertical usado para mapear o campo sonoro na lâmina de água; alcance máximo; 
condição de reflexão no fundo; posição da fonte; geometria do fundo; perfil da velocidade do 
som; faixa e variação angular para definição da quantidade de raios emitidos pela fonte 
(Jensen e Feria, 1990). 

5. RESULTADOS E CONCLUSÕES 

A Figura 4 mostra uma comparação entre os valores de Perda de Transmissão ( dB) 
calculados pelo programa e analiticamente, indicando uma concordância razoavelmente boa 
entre os resultados. Observa-se que os valores calculados pelo programa, para uma lâmina de 
espessura uniformemente variável, representam a tendência média dos valores preditos 
analiticamente. Nestes cálculos, foram usados 180 raios, cada um correspondendo à irradiação 
efetuada por segmentos da fonte proporcionados por ângulos de I 0. 
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PROPAGAÇÃO DO SOM EM LÀMINAS DE ... 

A quantidade de pontos usados nas direções horizontal e vertical aumenta sensivelmente 
o tempo de processamento, conforme esperado. Como o objetivo principal deste programa é 
analisar a perda de transmissão do som, isto pode ser determinado calculando-se os valores da 
pressão ao longo de uma linha, de profundidade constante. 

Entretanto, deve-se analisar o mapeamento da pressão sonora em todo o campo formado 
devido às regiões de "sombra", nas quais o nível de pressão é drasticamente reduzido. 

Para análises do campo a grandes distâncias da fonte, apenas os raios irradiados numa 
faixa angular de 20°, aproximadamente, em torno da direção horizontal, conseguem manter 
uma intensidade sonora considerável. Os raios irradiados fora desta faixa angular sofrem 
sucessivas reflexões no fundo, sendo rapidamente atenuados devido à alta absorção da camada 
de sedimentos depositados no fundo. 

Os efeitos da variação da profundidade da fonte, podem ser vistos através da Figura 5. 
Observa-se que a variação em função da posição da fonte, dos níveis máximos, que expressam 
a perda de transmissão, é quase imperceptível. Isto indica que a Perda de Transmissão é 
fortemente representada pelas características do meio e pouco influenciada pela posição 
(profundidade) da fonte. 
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Figura 5: Comportamento do campo sonoro em função do 
posicionamento da fonte 

Resultados obtidos para lâminas de água de espessura uniformemente variável, e para a 
propagação nas direções ascendentes e descendentes, mostram boa concordância com os 
produzidos por formulações analíticas. 

As características de absorção e de reflexão do fundo interferem de forma bastante 
significativa nos resultados da perda de transmissão, conforme mostram as Figuras (6 a,b). 
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Abstract 
This work deals with a road traffic noise investigation at Florianópolis (SC, Brazil). Seeking to determine the 
relationship between L10 and Leq leveis and traffic composition and volume tlow. L10 prediction equation 
obtained from 149 measurements is compared to equations based on similar works made in other countries. A 
Statistical analysis indicated good correlation (r =0.61) for L10 predictions and a satisfactory correlation (r = 
0.49) for Leq predictions. 
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1. INTRODUÇÃO 

O ruído de tráfego é classificado como um dos tipos mais agressivos de poluição sonora, 
e que se destaca sobremaneira em relação aos demais, como por exemplo, ruído comunitário, 
industrial, aéreo, entre outros. 

Um levantamento realizado por Fidel ( 1978) nos Estados Unidos, demonstrou que 46% 
da população pesquisada manifestou-se incomodada pelo ruído urbano, sendo que 86% destes 
indicavam o ruído de tráfego como a maior 'causa do incômodo. 

Uma investigação sobre ruído em comunidade realizada na cidade de Londres (Burns, 
1971 ), apontou também o ruído de tráfego rodoviário como o principal tipo de ruído que 
causa incômodo aos moradores. Das pessoas que se manifestaram incomodadas, 36% 
indicaram o ruído de tráfego, enquanto que as outras fontes de ruído, são: aeronaves (9%), 
trens ( 5% ), indústria e construção (7% ), vozes de crianças (9% ), vozes de adultos (l 0% ), rádio 
e TV (7%), sirenes e alarmes (3%) e animais (3%). 

Priede ( 1971 ), descreve que o ruído de um veículo é gerado fundamentalmente pelos 
seguintes componentes: motor, sistema de transmissão, sistemas de admissão de ar e sistema 
de escapamento dos gases. A influência do motor atribui-se ao efeito da grande área do 
cilindro e, portanto, às forças causadas pelos gases sobre o pistão, que não são totalmente 
transferidas pela estrutura do motor; o efeito da carga, que se torna muito mais acentuado nos 
motores à gasolina; e o efeito da rotação, que por sua vez é muito mais acentuado nos motores 
diesel. 
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Bums ( 1973 ), afirma que os fatores mais importantes qrre contribuem para o aumento do 
ruído de tráfego, são: volume, composição e velocidade. O ruído de tráfego urbano, aumenta 
com o aumento do fluxo de até 1200 veic/h, aproximadamente. A partir deste valor, o 
aumento do volume causa pequeno acréscimo no nível de ruído. Para o tráfego rodoviário em 
autovias, o mesmo fenômeno ocorre quando o volume atinge 2500 veic/h. 

Um grande número de estudos tem sido conduzidos por várias décadas em outros países, 
e os dados disponíveis na literatura técnica referem-se, portanto, às características dos 
veículos, ao estado de manutenção e à forma de condução praticadas em outros países. 

Este trabalho tem como objetivo determinar algumas características do ruído de tráfego 
rodoviário nas rodovias brasileiras. Os resultados aqui apresentados, referem-se tão somente 
aos efeitos da composição e volume de tráfego sobre os níveis de ruído gerados. 

2. ÍNDICES PRINCIPAIS DE A V ALIAÇÃO SUBJETIV A DO RUÍDO DE T 

Devido à sua grande variação temporal, o · ruído de tráfego torna-se difícil de ser 
mensurado. A medição requer que seja considerado o ruído gerado por todos os veículos em 
uma via. 

2.1 Níveis Percentuais Estatísticos- Ln 

Ln representa o nível que é excedido em N/1 00 do tempo, sendo N um valor entre O e 
100. Os níveis percentuais estatísticos são aplicados para uma flutuação contínua do nível 
sonoro. Segundo Schultz ( 1972), a verificação estatística mais freqüentemente usada para os 
níveis percentuais, é feita através da curva de distribuição cumulativa que mostra o percentual 
do tempo que o nível de ruído excede o tempo do total de medição. Os vários índices adotados 
para avaliar os efeitos subjetivos de uma comunidade ao ruído fazem usos dos seguintes 
níveis percentuais de ruído: L1o, L9o. 

2.2 Nível Sonoro Contínuo Equivalente - Leq 

O Leq fornece uma boa medida do nível de exposição sonora, colocando mais ênfase 
sobre os altos níveis de ruído ocasionais, os quais podem ser bastantes perturbadores. 
Matematicamente o L eq representa o nível de ruído contínuo, que num mesmo intervalo de 
tempo, contem a mesma energia do ruído flutuante, sendo dado para uma seqüência de N 
medições, pela expressão: 

r 1 N l 
Leq = 10log10l-.Ll0L;/10j 

N •=1 
(l) 

onde Li representa os valores instantâneos do nível de pressão sonora correspondentes a cada 
uma das N medições realizadas. 

O tempo padrão dos níveis de ruído medidos num dado local, relacionam-se com o tipo 
de atividade correspondente e em particular, às variações do volume de tráfego( Q). Segundo 
Garcia & Faus ( 1991 ), a relação entre o volume de tráfego e o nível de pressão sonora é tão 
próxima que todos os esforços direcionados para estimar os níveis de ruído produzidos pelo 
tráfego, em vias urbanas, baseiam-se fundamentalmente no nível contínuo equivalente, sendo 
aproximado pela seguinte expressão empírica: 

2 
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(2) 

sendo Q o fluxo de veículos por hora. 

2.3 Nível de Poluição Sonora - LNP 

Robinson ( 1971 ), após anos de pesquisas, propôs o nível de poluição sonora, definido em 
função do nível equivalente de ruído e do desvio padrão: 

(3) 

onde o é o desvio padrão da flutuação do nível de ruído. 

2.4 Índice de Ruído de Tráfego - TNI 

Griffiths & Langdon (1968), observaram que a correlação entre o ruído e o incômodo 
torna-se maior se o ruído for caracterizado por um índice que enfatiza a diferença entre os 
valores estatísticos extremos L10 e L90. O TNI, como uma combinação ponderada destes 
níveis, foi definido pelos autores como: 

TNI = 4( L1o- L9o) + L9o- 30 (4) 

3. ESCOLHA DOS LOCAIS DE MEDIÇÃO 

As características das vias de tráfego especialmente selecionadas para as medições dos 
níveis de ruído, possuem semelhanças, dentre elas, citam-se: retas, planas, asfaltadas, mão e 
contra-mão, sem redutores de velocidade (sinais luminosos, retornos, lombadas, etc), sem 
canteiro central, e de mesmas larguras. Três rodovias foram selecionadas para execução das 
medições, que foram: SC-401 (km 5), possuindo uma extensão reta de aproximadamente 
800m e largura de 1Om e tendo o tráfego, nesta rodovia, em média, de 25% a 30% de veículos 
pesados; SC-404 (km 2), cujo trecho escolhido possui uma extensão plana e reta de 
aproximadamente 300 m e largura de I O m, cuja composição do tráfego é formada na sua 
maioria por veículos leves, mantendo em média 5% a 1 0% de veículos pesados; e BR -101 
(Palhoça), onde a composição apresentou-se muito mais acentuada em relações às anteriores, 
possuindo em média 35% a 45% de veículos pesados, cujo trecho selecionado, possui uma 
extensão plana e reta de 500 m aproximadamente e largura de 1 O m. Um total de 50 medições 
foi executada em cada um dos locais. Todas as medições foram realizadas em dias úteis, em 
que as condições meteorológicas apresentavam-se boas. 

4. PROCEDIMENTOS DAS MEDIÇÕES 

Um microfone foi colocado a 1 O m das margens das rodovias, montado num tripé a uma 
altura de 1.2 m do nível destas, conectado a um gravador por intermédio de um pré­
amplificador. Foram realizadas 149 medições, por períodos de 5 min. Em cada local de 
medição das três rodovias, foram realizadas gravações diárias em três fitas. Os horários das 
gravações foram mantidos no período de 06:05h às 08:30h para todos os dias úteis de 
gravação. 
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Os sinais adquiridos no campo foram processados no laboratório, utilizando-se uma placa 
de aquisição de sinais, tipo interface MQI 12/8PCA. Os valores instantâneos do nível de 
pressão sonora, medida na escala de tempo "SLOW", foram amostrados em intervalos de 0,3 
segundos. Os sinais foram processados individualmente para a obtenção das Curvas de 
Distribuição Cumulativa, plotadas em função do nível sonoro dB(A) e percentagem do tempo 
total de medição. Os níveis estatísticos L10 e L90, foram lidos diretamente nos gráficos assim 
obtidos. 

Durante cada período de medição, a contagem do volume de veículos leves e pesados era 
feita por duas pessoas, sendo este um método simples aplicado para se poder determinar o 
percentual de veículos pesados. A contagem resultou em um total de 10.456 veículos leves e 
2.120 veículos pesados. Para a análise estatística dos dados, foi utilizado o software Statgraph 
5.0. As Figuras 1 e 2, mostram os níveis de um dos sinais adquiridos na rodovia SC-401 no 
horário das 07:55h às 08:00h, e sua respectiva curva de distribuição acumulativa. 
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Crompton & Gilbert ( 1985), em estudo realizado na Inglaterra, obtiveram a seguinte 
expressão para predição dos níveis L 10 : 

L10= 51.5 + 10.52logJoQ(l + 0.04H)- 5.74logJO( dk + 0.5y) + 2.53log10G [dBA] (5) 

onde: Q, volume de tráfego nas duas direções (veiclh); H, percentual de veículos pesados; dk, 
distância do ponto de observação à margem da via (ft); y, largura da via (de mão dupla) (ft); 
G, gradiente da via(%). 

5. RESULTADOS ÜBTIDOS 

Neste trabalho foi dada ênfase à influência da composição de tráfego sobre os níveis de 
ruído. Utilizaram-se relações matemáticas do tipo: 

L 10 x 1 Olog10(QP + AQL) 
Leq X 1 Olog10(QP + AQL) 

O~A~l 

O~A~l 

(6) 
(7) 

onde QP e QL representam os volumes de veículos pesados e leves, respectivamente, em 
veículos/hora. 

O fator de ponderação para os veículos leves, A, variou de O a 1, tal que atribuindo-se 
valor de A=O, tem-se a influência somente dos veículos pesados sobre os níveis de ruído; e 
atribuindo-se valarA= 1, tem-se a influência do volume total de veículos. 

As retas de regressão linear de melhor ajuste foram verificadas empregando-se o método 
dos mínimos quadrados. A reta de regressão linear simples do tipo: 

(8) 

onde lk=l Olog10(QP + AQL), foi utilizada para se estabelecer expressões matemáticas que 
descrevessem a melhor relação entre as variáveis( níveis de ruído e composição de tráfego) 
aplicando, então, o seguinte modelo 

L= a+ bl Olog
10

( QP + AQL) (9) 

em que as equações que melhor exprimem os valores dos níveis L 10 e Leq, são aquelas cujos 
valores de A, contribuíram para os maiores .valores dos coeficientes de correlação. 

Foram analisadas uma série de equações de regressão do tipo (9), envolvendo os vários 
valores de A. O objetivo constituiu em determinar qual valor, que proporcionava a melhor 
correlação entre os dados da composição de tráfego, para um fluxo movendo-se com 
velocidade média de 80 km/h. 

5. 1 Relações entre os Níveis de Ruído e a Composição de Tráfego para os 149 Pontos 

a) Nível L1o 

Ao se relacionar estatisticamente os níveis L 10 e Leq com a composição de tráfego, para os 
diversos valores atribuídos a A, observou-se pequena variação dos valores correspondentes 
dos coeficientes de correlação com os baixos valores de A, indicando que estes níveis, são 
fortemente influenciados pelo volume de veículos pesados. 

5 



I 
' 

.I 

I 
I 

I 
h 

I, 

INFLUÊNCIA DA COMPOSIÇÃO DO TRÁFEGO SOBRE ... 

A reta de melhor ajuste, mostrada na Figura 3, foi obtid~ para o valor de A=0.03, com 
coeficiente de correlação r=0.61. Observou-se, ainda, que a medida em que A aumentou de 
O, 1 para 1 ,0, houve um aumento na dispersão dos dados quando o percentual de veículos leves 
crescia e uma queda nos correspondentes coeficientes de correlação. 
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Figura 3 - Relação entre o nível L 1 O e a composição de tráfego para os 149 pontos, com A=0.03 

b) Nível L~ 

A análise estatística atribuída às relações do nível Leq à composição de tráfego são 
semelhantes a anterior. A reta de melhor ajuste, mostrada na Figura 4, foi obtida para o valor 
de A=0.07, com r=0.49. Observou-se que quando A aumentou de O, I para I ,0, 
semelhantemente ao nível L10, os pontos se dispersam. Isto corresponde ao aumento da 
participação do número de veículos leves, o que causa uma diminuição do coeficiente de 
correlação. 
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Estatisticamente , as correlações encontradas para os níveis L10 e Leq, são classificadas 
como forte e média, respectivamente. Observando-se as Figuras 3 e 4 , nota-se que para os 
intervalos de 95% de confiança, correspondentes a 2o, os níveis encontram-se dentro ±4 dB . 

5.2. Relações entre o Coeficiente de Correlação e o Fator de Ponderação Dos Veículos 
Leves 

As Figuras 5 e 6, mostram as relações entre os coeficientes de correlação e fatores de 
ponderação, podendo-se observar qual o melhor valor da correlação para os níveis L 10 e Leq 
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Figura 6 - Relação entre o coeficiente de correlação e fator de ponderação, considerando níveis leq 

Notou-se uma elevada variação dos · coeficientes de correlação quando para valores de 
As0.2, isto é, quando o percentual de veículos leves era pequeno, havendo, pois, 
predominância dos veículos pesados, significando que estes são os principais responsáveis 
pelos níveis L10 e Leq· 

Com base nos dados coletados durante esta pesquisa, foram obtidas expressões para 
predição dos níveis L10 e Leq. ao se substituir os valores adquiridos da composição de tráfego e 
ao se atribuir valores a A, nas equações 7 e 8, respectivamente, 

L10 = 64.29 + 4.67logiO(QP + 0.03QL) 
Leq = 62.10 + 3.88logio(QP + 0.07QL) 

[dB(A)], r= 0,61 
[dB(A)], r= 0,49 

(I O) 
(11) 

A Figura 7, mostra a comparação da reta de regressão proposta neste trabalho, com a 
expressão da reta de regressão obtida pela formulação simplificada de Crompton e Gilbert. 
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Figura 7- Comparação entre as retas de regressão linear para L10 

Nota-se que a declividade da reta de regressão obtida pela formulação simplificada de 
Crompton e Gilbert, é próxima da proposta neste trabalho, todavia, apresenta níveis de ruído 
da ordem de 2 dB inferiores. Acredita-se que a diferença deve-se aos maiores níveis de ruído 
gerados individualmente pelos veículos que circulam pelas rodovias brasileiras, possivelmente 
pelo mau estado de conservação e manutenção. 

6. CONCLUSÕES 

Os níveis L10 e Leq estão diretamente relacionados ao fluxo de veículos pesados. As 
equações propostas para a predição destes níveis possuem coeficientes de correlação de 0,61 e 
0,49, respectivamente,. Os níveis limites referentes aos intervalos de 95% de confiança 
correspondem a± 4 dB. Todos os demais parâmetros de tráfego foram mantidos constantes. 
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Abstract 
An example of the conjugated use of reduced models and digital signal processing to preview the 

acoustic behaviour of complex shaped halls is here reported. The main concem with the disco hall studied was 
its very tall, multiplane with cylindrical top glass roof. The roof intersects the main building, which is octogonal, 
with three cylindrical cavities aside. This is very difficult to numerically simulate, especially for transient 
response. The I :20 model built, with patches of absorbing material to correct for absoption of surfaces was used 
mainly for impulsive response determination. Virtual reality sound files, of voice and music were successfuly 
synthesised by convolution, helping, together with the time frequency representations, to develop the acoustic 
treatment, which virtually eliminated the observed echoes and room modes, without "drying out" the room 
response. 

Keywords 

Room Acoustics, Reduced models, Signal Processing, Experimental techniques, Time-Frequency Representation. 
Acústica de Salas, Modelos Reduzidos, Processamento de Sinais, Técnicas Experimentais, Representação 
Tempo-Freqüência. 

1. INTRODUÇÃO 

Este trabalho descreve a metodologia usada para avaliar o comportamento acústico de 
um espaço de lazer no Rio de Janeiro, concomitante à sua construção (Zindeluk et alii, 1997). 
A danceteria possui um projeto arquitetônico singular, cuja principal característica é um teto 
de vidro poliédrico, encimado por um trecho cilíndrico, projetado para efeitos estéticos. O que 
motivou o desenvolvimento deste trabalho foi a suspeita de que a forma do telhado poderia 
resultar em efeitos acústicos indesejáveis. A curvatura do telhado indicava um possível foco 
acústico linear acima da área do público, podendo ser usado para atenuar o eco concentrado, 
retardado devido à grande altura (25m) do telhado em relação ao piso térreo. 

Dada a complexidade geométrica do ambiente - de forma octogonal, com mezanino e 
três ambientes cilíndricos acoplados, além do telhado - e à forte heterogeneidade dos 
tratamentos acústicos, os modelos computacionais disponíveis, de regime permanente, não 
descrevem adequadamente o sistema para a música e a fala. Foi então construído um modelo 
reduzido do ambiente social da danceteria. O modelo foi avaliado acusticamente através de 
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um instrumental simples e de baixo custo, baseado em "tweeters" profissionais disponíveis 
comercialmente e em um microcomputador equipado com placa de som "full duplex ". As 
características acústicas do modelo foram obtidas pela captação do som por um microfone de 
precisão, em três pontos diferentes do ambiente interno. Com a aplicação de três níveis de 
tratamento acústico, foi possível comparar as suas respostas com medições feitas com o 
modelo sem tratamento. Foram gerados e emitidos três tipos de sinais diferentes para cada 
ponto e para cada tratamento da sala. 

A avaliação acústica do modelo nas diferentes condições permitiu a determinação dos 
tempos de reverberação e da qualificação dos ecos através das representações das respostas 
em figuras tempo-freqüência. Foi possível simular as sensações auditivas de uma pessoa 
dentro da danceteria ao se convoluirem trechos de música e de voz, gravados em estúdio sem 
ecos nem reverberação, com versões transformadas em escala das respostas impulsivas 
medidas no modelo. 

2. ANÁLISE EM MODELO REDUZIDO 

A utilização de modelos reduzidos para a avaliação acústica de ambientes já é 
empregada há muito tempo (Makrinenko, 1994), mas pode ser revalorizada pelo emprego das 
modernas técnicas de processamento digital de sinais. A técnica consiste inicialmente da 

1 
I 
l 
i 
i 
~ 
i 

reprodução de um ambiente real em escala geométrica reduzida de I :n (redução de n vezes 1 
:1 

nas dimensõe~) , o que significa uma ampliação ~e ~ :ezes nas freqüên~ias_ conside_radas no i.· 

modelo. O mvel de detalhamento do modelo e hmttado pelas freqüenc1as consideradas. I 
Efeitos de área (n1

) e volume (n3
) devem ser cuidadosamente examinados, pois escapam a j 

essa ampliação de freqüência. 1 
Além da semelhança geométrica é necessário garantir que os materiais aplicados para 1 

compor seu interior tenham propriedades de absorção acústica semelhantes aos materiais reais I 
a serem aplicados no ambiente real e nas freqüências consideradas. O emprego de escalas em j 
grande redução necessita de cuidados adicionais devido às altas freqüências aplicadas, ' 
incluindo: transdutores acústicos especiais em faixas ultra-sônicas e controle da absorção do 
som no meiO. 

Com o modelo reduzido é possível simular as sensações auditivas de um ouvinte, 
através da reprodução de um trecho sonoro anecóico, música ou palavras, com velocidade 
aumentada n vezes. Esse trecho sonoro irradiado pelas fontes percorre as trajetórias acústicas 
no modelo até um microfone posicionado adequadamente. O trecho captado pelo microfone 
tem então a sua velocidade reduzida em n vezes, de forma que quando reproduzido por um 
sistema de áudio convencional fornece ao analista uma versão aproximada do trecho no 
ambiente real (Grillon et alii, 1996). 

Atualmente o uso de modelo reduzido vem sendo gradualmente substituído pela 
simulação dos ambientes por modelos computacionais, cuja aplicação ainda tem limitações 
devido às dificuldades de modelagem que ainda não foram resolvidas. 

3. MONTAGEM EXPERIMENTAL 

Conforme já mencionado a forma mais adequada para prever o comportamento 
acústico da danceteria (ilustrada externamente na Figura 1) foi a construção de um modelo 
reduzido em escala 1 :20. Essa escala representa um compromisso entre custo e utilidade do 
modelo. A similaridade de transmissão das paredes e teto foi aproximada pela lei da massa. 
Estima-se que para o objetivo do trabalho as superficies internas do modelo reproduzem 
satisfatoriamente as características de ecos e aproximam a reverberação do volume interno da 

2 
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casa. Para incluir a absorção dos materiais de tratamento acústico, foram utilizados feltro, lã 
de vidro e espuma de poliuretano. Como os materiais não são similares, a absorção foi 
introduzida em retalhos, de forma a ser obter a mesma área relativa de absorção, na escala de 
1 :n2

• O detalhamento interno foi limitado, pela escala utilizada, para objetos de dimensão até 
5 cm, correspondente a 1m no ambiente real, com importância na difração/difusào/reflexào 
para freqüências superiores a cerca de 200 Hz. 

A geração e o processamento dos sinais do experimento foram baseados em 
equipamentos de fácil disponibilidade e de baixo custo. O uso de computador com placa de 
som associada possibilitou a aplicação de técnicas de processamento digitais, que são muito 
convenientes para alterações de escala e para a geração dos trechos de realidade virtual. 

3.1 Descrição do Modelo 

O modelo, em escala 1 :20, foi construído com os 2 pisos em compensado de 20 
mm de espessura, a estrutura metálica em perfis tubulares em aço com seção quadrada de 20 
mm de lado e a cobertura em placas de poli carbonato de 1 O mm, exceto a onda superior, 
executada em poli carbonato de 3 mm. A densidade é de cerca de 1 kg/m2

, contra 22,5 do 
vidro laminado utilizado no ambiente real. As paredes de fechamento utilizaram compensado 
de 3mm de espessura, exceto nas torres cilíndricas, onde se utilizou laminado melamínico, e 
no fechamento frontal, feito com telha plástica. Com isolamento superior a 20 dB, já em 1 
kHz, essas paredes reproduzem a ausência de absorção por transmissão do teto e das paredes 
de alvenaria em baixa freqüência. 

Figura 1 - Aspecto exterior da danceteria. 

3.2 Geração e Captação de Som 

Para que o modelo pudesse ser ensaiado com dispositivos eletroacústicos comuns 
(evitando-se o uso de ultra-som), cuja capacidade na melhor das hipóteses atinge 20 kHz, 
restringiu-se o uso do modelo à faixa até 1kHz, sendo útil , portanto, para examinar fenômenos 
em baixas e médias freqüências, que são os mais importantes em salas de grande volume. 

3 
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A sonorização foi efetuada com um "driver" profissionarde 50 Watt, complementado 
com de um adaptador para corneta - fenda retangular, cobrindo a faixa de 1 a 3 kHz, acrescido 
de um "Super-Tweeter" profissional, de 80 Watt, cobrindo a faixa de 3 a 14 kHz, 
estabelecendo o limite efetivo dos primeiros ensaios, aqui reportados. 

A captação utilizou microfone de precisão B&K 4138 , com 6,5 mm de diâmetro, 
acoplado a pré-amplificador B&K 2807. Para a conversão digital dos sinais, com 16 bits, 
adotou-se a freqüência de amostragem de 45 kHz. Os sinais digitais puderam então ser 
processados em microcomputador. Com a placa de som "full duplex" foi possível utilizar 
simultaneamente a sua saída D/ A e a sua entrada A/D, de tal forma que sinais de teste eram 
gerados e captados ao mesmo tempo por uma única placa. 

As medições foram feitas com o microfone colocado em três pontos do modelo, 
correspondentes às seguintes posições do ambiente real: segundo andar de frente para o palco, 
primeiro andar de frente para o palco e primeiro andar na mesa do fundo. 

3.3 Aplicação de Tratamentos Acústicos 

Foram simulados três tratamentos para comparação com o ambiente puro. Os três 
níveis de tratamento foram aplicados cumuladamente. Inicialmente foram dispostos pedaços 
de feltro simulando carpete. Em seguida foram aplicadas espumas de poliuretano no teto do 
primeiro andar (metade da área sob o mezanino ). E finalmente foi introduzida absorção em 4 
calhas na estrutura, correspondentes à posição focal do cilindro e bissetrizes dos diedros das 
águas principais do telhado. A área de absorção das calhas é voltada para cima. 

3.4 Processamento 

Para o levantamento das características da sala, foram utilizados sinais impulsivos 
(centelha), "swept-sine" (varredura em tom puro de freqüência variável) e ruído branco. O 
som da centelha no modelo, acelerado de 20 vezes em relação à situação real, corresponde ao 
espectro de um tiro de festim, freqüentemente utilizado para determinações de tempo de 
reverberação em ambientes já existentes. 

Essa excitação impulsiva permitiu a determinação das respostas impulsivas do 
modelo, nos vários pontos de medição e com os tratamentos aplicados, com as quais foram 
determinados os tempos de reverberação e se puderam criar arquivos de som em realidade 
virtual, através da convolução. 

Todos os sinais utilizados foram gerados em computador, na freqüência de 
amostragem de 45 kHz e convertidos para analógicos pela placa de som, alimentando o 
sistema de sonorização. Os sinais captados simultaneamente na mesma freqüência de 
amostragem foram tratados no processamento com se fossem amostrados a 2.250 Hz. Desta 
forma os sinais puderam ser tratados com a escala do modelo convertida para o ambiente real. 

4. RESULTADOS 

Os sinais sonoros podem ser representados de muitas formas. As Figuras 2 a 5 a seguir 
são algumas tentativas de ilustrar os efeitos mais importantes observados, através de 
representações tempo-freqüência (Massarani et alli, 1996) das respostas impulsivas 
determinadas experimentalmente. As freqüências são sempre indicadas em Hertz (Hz) e o 
tempo em segundo (s). As amplitudes são relativas, sendo em geral plotadas em decibel (dB). 
Um acréscimo de 1 O dB corresponde à multiplicação da potência acústica por 1 O, mas a 
sensação auditiva, neste caso, é apenas pouco mais que o dobro. Nas representações 
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bidimensionais, a intensidade em dB é transformada em escala de cores e as respostas 
impulsivas são relativas ao ponto de medição no primeiro andar de frente para o palco. 

Na Figura 2 a resposta impulsiva foi obtida com o ambiente sem nenhum tratamento. 
Observa-se a chegada do som direto da centelha, uma "cordilheira" em vermelho 
perpendicular ao eixo do tempo (banda larga), seguido por componentes indicando a 
reverberação do ambiente. A reverberação perdura por um tempo maior nas freqüências mais 
baixas. 

A Figura 3 mostra a representação da resposta com o ambiente tratado com carpete, na 
qual se observa uma redução da reverberação na faixa de 400 a 800 Hz. Adicionalmente é 
possível distinguir um eco ocorrendo 49 ms após a chegada no microfone do som direto, 
correspondendo à reflexão do teto. Nessa figura observa-se também um modo de baixa 
freqüência (I 00 Hz) do ambiente, caracterizado pela "cordilheira" perpendicular ao eixo da 
freqüência. 

Na Figura 4 (resposta com tratamentos de carpete e espuma de poliuretano) e na 
Figura 5 (resposta com tratamento adicional de calhas na estrutura) o efeito dos tratamentos 
cumulativos é semelhante. Observa-se uma redução na reverberação cada vez maior e uma 
melhor distinção dos ecos provenientes do telhado e do modo de 100 Hz do ambiente, este 
com tempo de reverberação reduzido para cerca de 1 s (considerando-se a aproximação 
mencionada no item 3). 

A avaliação mais subjetiva dos resultados apresentados foi obtida dos trechos 
"virtuais" de voz e de música. Nestes a qualidade da sala tratada aparenta ser muito boa 
(conforme verificado posteriormente na inauguração do ambiente real), a exceção do eco 
destacado do teto que cria um efeito nem sempre desejado nos trechos com voz ou em solo 
instrumental. 

5. CONCLUSÕES 

Além de representar um poderoso instrumento didático para acústica de salas e 
processamento de sinais, a bancada experimental desenvolvida permitiu grande segurança no 
projeto do tratamento acústico e da sonorização da danceteria. Para o som ambiente, foi 
adotada uma estratégia de mínima potência e máxima distribuição com 22 fontes, e para o 
som de shows ("P.A.") utilizou-se fonte linear em posição mais elevada que transformou o 
eco em reforço de som direto. O modo de baixa freqüência identificado foi atenuado por 
filtragem passa-alta no sistema de som aliada à utilização de três grandes cavidades 
amortecidas construídas com painéis de "gypsum" abrangendo o fundo do palco e duas asas 
cenográficas laterais. 
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Figura 2 - Representação tempo-freqüência da resposta impulsiva no primeiro andar de frente para o 
palco, no ambiente sem tratamento. 
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Figura 3 - Representação tempo-freqüência da resposta impulsiva no primeiro andar de frente para o 
palco, no ambiente com carpete. 
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Figura 4 - Representação tempo-freqüência da resposta impulsiva no primeiro andar de frente para o 
palco, no ambiente com carpete e espuma de poliuretano. 
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Figura 5 - Representação tempo-freqüência da resposta impulsiva no primeiro andar de frente para o 
palco, no ambiente com carpete, espuma de pol iuretano e calha no teto. 
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Abstract 
This paper describes the main acoustic parameters related to the development of a non conventional pistonphone 
for calibrating hydrophones at low frequencies. While in the usual models the internal acoustic field is analyti­
cally calculated from the displacement measurements of a stiff piston source, in the model here proposed the 
calibration curves are obtained by using a standard hydrophone in a comparison calibration process and adopting 
a comercial loudspeaker as the excitation source. The system is designed for production, testing and field use in 
the largest possible frequency ranges from 1 O Hz to 1 KHz. The hydrophones are placed in a water-air chamber 
with dimensions estab1ished from the application of theorical models to define the dynamical behaviour of the 
acoustic means. The initial results obtained from a prototype of the pistonphone are presented. 

Keywords 
Acústica - Transdutores - Hidrofone - Calibração - Pistonfone I Acoustics - Transducers - Hydrophone - Calibra­
tion - Pistonphone 

1. INTRODUÇÃO 

Normalmente, a calibração de hidrofones em freqüências compreendendo as primeiras 
centenas de Hertz só podem ser realizadas em tanques de água de dimensões avantajadas ou 
em águas profundas em mar aberto, onde as condições de campo livre são satisfeitas. Uma 
forma de se contornar a complexidade e os altos custos inerentes a este tipo de operação é a 
utilização, em laboratório, de dispositivos mais simples e práticos tais como os pistonfones. 
Neste sentido, todos os três tipos de pistonfone registrados na bibliografia atual (Bobber, 
1988) objetivam estabelecer um campo de pressão uniforme e conhecido dentro de um peque­
no volume de fluido, onde está inserido o hidrofone a ser calibrado. Esta uniformidade é 
muito importante para a não ocorrência de gradientes de pressão ao longo das faces ou super­
ficies acusticamente sensíveis do hidrofone, só sendo conseguida, com desvios aceitáveis, 
caso as dimensões do volume do meio fluido sejam todas muito menores do que o compri­
mento de onda correspondente à freqüência mais alta da banda de operação do pistonfone 
(Magalhães et ai., 1995). Em dois tipos básicos de pistonfone, tem-se uma câmara acústica de 
paredes rígidas e estanques, preenchida inteiramente com líquido (água ou óleo) ou preenchi­
da com uma coluna de líquido e uma coluna de ar. Em ambos os casos, a excitação é imposta 
por um pistão rígido cujo deslocamento é medido por um sensor ético-mecânico. A partir das 
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relações termodinâmicas pertinentes ao processo acústico em si e uma vez conhecida a varia­
ção de volume do fluido de calibração, podem ser determinados os valores das pressões acús­
ticas geradas no interior da câmara e, em conseqüência, é definida a resposta absoluta do hi­
drofone. No terceiro tipo básico de pistonfone tratado na literatura, a calibração absoluta de 
um hidrofone é realizada utilizando-se o Princípio da Reciprocidade, com o emprego de três 
transdutores (um projetar, um projetar/receptor e o hidrofone a ser calibrado) instalados em 
uma câmara líquida. Nota-se porém que, para os dois primeiros tipos de pistonfone, a configu­
ração mecânica do mecanismo de excitação e a utilização de sensores de deslocamento cons­
tituem-se em fatores que encarecem e dificultam a construção dos equipamentos. Para o ter­
ceiro tipo de pistonfone, a dificuldade provém da pouca eficiência com que se pode gerar som 
em baixa freqüência dentro de câmaras pequenas. 

Com base em tais restrições, o presente trabalho objetiva delinear os principais aspectos 
concernentes ao desenvolvimento de um tipo não convencional de pistonfone hidroacústico, 
cuja concepção teve como requisitos ser de construção simples e econômica, cobrir com uma 
eficiência acústica adequada bandas de freqüências as mais amplas possível a partir de 1 O Hz 
até 1 KHz e servir à gama usual de hidrofones comerciais empregados individualmente ou em 
"arrays". A título de análise de desempenho, são sintetizados os principais estudos teóricos 
empregados para o modelamento do comportamento dinâmico da câmara acústica e apresen­
tados os resultados iniciais de testes de calibração em um primeiro protótipo do pistonfone 
projetado. 

2. CONFIGURAÇÃO DO PISTONFONE 

Em face dos requisitos de projeto, optou-se por adotar uma configuração para o pistonfo­
ne que o caracteriza como uma variação dos tipos de pistonfone de calibração absoluta. Con­
forme indicado na Figura I, o modelo proposto apresenta uma câmara acústica mista (ar-água) 
e emprega um alto-falante comercial que, em conjunto com a coluna de ar, atua como ele­
mento de excitação acústica. Através da utilização de um hidrofone padrão, cuja curva de sen­
sibilidade fornece os valores de referência das pressões geradas na câmara, pode-se obter, 
através de um processo de comparação, a curva de resposta de recepção versus freqüência do 

HI DROFONE 
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hidrofone testado. Em termos operativos, o alto-falante 
deve ser excitado por um sinal elétrico de ruído branco, 
amplificado e filtrado na banda de freqüências de cali­
bração. Este sinal é convertido em ruído acústico na 

cARcAcA coluna de ar e transmitido à coluna de água. Os hidra­
fones captam o sinal acústico na coluna de água e o 
convertem em sinais elétricos, injetando-os em um 

~~ciRAo analisador de espectro, de duplo canal, a fim de efetuar 
as funções de transferência de amplitude e de fase e a 
função de coerência espectral entre os dois canais. Tais 
funções fornecem dados que contribuem para que as 
diversas condições possíveis de calibração sejam avali-

Figura 1: Representação do pistontone. adas (altura das colunas de ar e água, profundidade de 
fixação e posicionamento dos hidrofones, etc), indicando a ocorrência de ruídos espúrios e de 
sinais incoerentes nas saídas dos hidrofones. Além disto, permitem a definição das bandas de 
freqüência onde o processo de calibração se efetua com a resposta dinâmica adequada. Com 
base nas funções citadas, podem ser estabelecidas as comparações e as medidas necessárias 
para que se obtenha as curvas de calibração. 

Sob o aspecto dimensional, o requisito de operar em freqüências a partir de I O Hz conduz 
à utilização de um alto-falante de 15 polegadas de diâmetro. Adicionando-se a necessidade de 
adequabilidade a uma grande gama de hidrofones comerciais, é definida uma câmara acústica 
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com diâmetro interno de 365 mm. Em relação à altura de coluna-dos volumes de ar e de água, 
Albul et ai. ( 1990) afirmam que, para o campo acústico na câmara ser homogêneo, é reco­
mendável que estas não excedam 116 dos respectivos comprimentos de onda correspondentes 
à maior freqüência de calibração. Contudo, em função das necessidades dimensionais da câ­
mara, optou-se por pré-definir as alturas das colunas dos meios acústicos com base nos crité­
rios de campo próximo e de impedância de irradiação acústica. Em relação ao primeiro crité­
rio, sabe-se que, para as freqüências mais altas da banda de operação do pistonfone, pode ha­
ver a formação de ondas longitudinais e transversais propagando-se na câmara acústica. A 
geração de um estado propagatório, mesmo que não estacionário, faz com que os volumes de 
ar e água não sigam com um movimento próprio de corpo rígido o movimento do cone do 
alto-falante. Enquanto para o volume de ar a excitação é imposta pelo alto-falante (fonte real), 
para o volume de água a fonte sonora provém da interface ar-água (fonte virtual). Observe-se 
que a propagação de ondas com comprimentos de ordem de grandeza próxima à das dimen­
sões do alto-falante, ou da geometria interna da carcaça do pistonfone, pode fazer com que as 
regiões de divergência não esférica se prolonguem até pontos significativamente afastados das 
fontes acústicas real e virtual, o que acarretaria em uni pistonfone com câmara excessivamente 
longa. Por outro lado, para que o processo de calibração se efetue de maneira satisfatória, é 
conveniente que o perfil transversal da pressão acústica atuante na lâmina d'água seja o mais 
homogêneo possível e que os hidrofones estejam fixados a uma profundidade onde a pressão 
atuante em suas faces acústicas não varie em fase. Embora não exista, ao longo de um meio de 
propagação acústica, uma região exata de transição da zona de difração de Fresnel para a zona 
de Fraunhofer, considera-se, como boa aproximação para a determinação da região de diver­
gência esférica, os critérios de fase e amplitude para um pistão circular plano comprovados 
pela Norma USA Standards Institute - Z24.24 (1957), a saber: 

2 nr 
Y > -

- Â 
e Y;:::r (1) 

onde r representa a distância, sobre o eixo acústico principal, entre a fonte (real ou virtual) e o 
ponto a partir do qual se tem difração esférica de ondas. r. indica o raio da fonte (para o ar, 
considera-se o raio do alto-falante- 165 mm e, para o volume d'água, considera-se o raio da 
câmara- 182,5 mm) e .2,_ indica o comprimento de onda (no volume de ar ou água) associado à 
maior freqüência de operação pretendida ao equipamento. Comparando-se entre si os critérios 
expressos em (1 ), conclui-se que a lâmina d'água deve guardar uma distância mínima de 
249,2 mm em relação ao alto falante e os hidrofones necessitam estar localizados a uma pro­
fundidade não inferior a 182,5 mm em relação à lâmina d'água (a fonte virtual é modelada 
como um pistão virtual circular de face plana, de raio igual ao da câmara e com parâmetros 
elásticos e dinâmicos equivalentes ao do volume de ar confinado no pistonfone ). 

Tomando-se como base o critério de impedância de irradiação, cabe observar que deve ha- j 
ver um volume mínimo de moléculas de ar para que a transferência de energia acústica do trans- J 
dutor de excitação ao ar seja a máxima em cada freqüência da banda de operação do pistonfone. l 
Assim, em função do fato de que o efeito da reatância de irradiação acústica (Xr), frente à impe- ! 

dância mecânica total de um alto-falante, é correspondente ao carregamento do cone por um 
volume cilíndrico de ar, com seção transversal idêntica à sua área efetiva, define-se a expressão 
para a massa de irradiação acústica por: 

X, , 8r 
m =--=nr-p-

r 2nf 037r 
onde p 0 indica a densidade média do meio. (2) 

Note-se que o último termo da expressão (2) indica o valor mínimo de altura da coluna de ar 
para que a eficiência de irradiação acústica seja máxima. Em relação ao alto-falante selecionado, 
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esta altura deverá ser superior a 140 mm, logo, inferior à definida com base nos critérios de 
campo próximo(~ 250 mm). Para o volume de água, embora os hidrofones devam estar submer­
sos a uma cota mínima de aproximadamente 183 mm, considera-se adequada uma altura total de 
335 mm para que se possa calibrar uma grande gama de hidrofones com diferentes dimensões e 
geometrias. 

3. COMPORTAMENTO DINÂMICO DA CÂMARA DE CALIBRAÇÃO 

3.1 Resposta Modal Longitudinal dos Meios Acústicos 

Usualmente, o comportamento acústico modal de câmaras cilíndricas fechadas tem sido 
estudado através de modelos de propagação de ondas longitudinais puras em dutos. Modelos 
deste tipo têm sua valídade condicionada a aplicações onde o diâmetro do duto é muito pequeno 
em relação ao comprimento da maior freqüência de onda em que se pretenda operar e onde a 
relação comprimento do duto/diâmetro seja >> 1. Em decorrência do fato de que, para a câmara 
acústica do pistonfone em análise, a relação altura de coluna/diâmetro interno é, a princípio, de 
l ,6 para a coluna total ar-água, O, 7 para a coluna de ar e de 0,9 para a coluna de água, recorreu-se 
a modelos com condições de contorno mais adequadas às de cavidades volumétricas. Assim, 
para a definição teórica dos modos acústicos longitudinais dos meios de calibração, foram apli­
cados, além do modelo unidimensional simples, o modelo de Ressonador de Helmholtz Modifi­
cado (Alster, 1972), o modelo de Pistão Rígido em Câmara Fechada (Blevins, 1979) e o modelo 
de Impedâncias Acopladas (Kinsler et al., 1982). Através de um estudo comparativo entre os 
diversos modelos (Magalhães et ai., 1994), constatou-se que o modelo de Impedâncias Acopla­
das é o de maior acurácia para câmaras cilíndricas cuja relação entre altura de coluna/diâmetro 
seja inferior a 5,5 e excitadas por uma fonte acústica compliante, tal como a do pistonfone em 
estudo. Este modelo, ao contrário dos demais, considera não só as propriedades dinâmicas dos 
meios acústicos como também da fonte de excitação, visto que a impedância mecânica do alto­
falante pode ser de uma ordem tal que influencie o comportamento dinâmico da câmara acústica 
como um todo. Neste sentido, a impedância total de entrada da câmara acústica é decorrente da 
associação em série da impedância do cone do alto-falante (Zc) com a impedância mecânica dos 
meios acústicos (2.4), ou seja, para freqüências cujos comprimentos de onda não introduzam 
retardos no movimento do cone, pode-se escrever; 

(3) 

Fazendo-se Im {ZT} =O e assumindo-se que a terminação de cada meio tem natureza rigida 
(para o ar: a água, para a água: o fundo da câmara), chega-se a: 

cos KL sen KL m . 
----------= -- KL -
sen 2 KL +(a L) 2 cos 2 KL Sp0 L · 

'----.r---'. 

1 

(4) 

Na expressão (4), ~e L são, respectivamente, a área interna da câmara acústica e a altura de 
coluna do meio investigado, Q indica o coeficiente de absorção acústica dos meios; f é a 
velocidade de propagação; !Jl. ~ e w representam a massa total em movimento do conjunto cone­
bobina, o coeficiente de rigidez axial do cone do alto-falante e a freqüência angular da excitação. 
K. é o número de onda. 

No caso do sistema físico estudado ser a água, a relação entre massas (termo 1) é definida, 
na expressão ( 4 ), através da razão entre a massa do alto-falante adicionada à da coluna de ar pela 
massa do volume de água. No que tange à elasticidade do conjunto (termo 2), associa-se em 
série as constantes de rigidez do cone e da coluna de ar e divide-se pela constante de rigidez da 
coluna de água. 
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O modelo de Impedâncias Acopladas tem solução gráfica determinando-se os valores de 
ressonância longitudinal, dos meios acústicos, através da interseção das duas curvas que 
configuram a igualdade ( 4). Cada ponto de interseção entre as curvas define um modo de 
ressonância particular e a interseção da curva hiperbólica com os eixos das abcissas, cujo 
argumento é KL, estabelece o valor de ressonância mecânica do alto-falante. A utilização de um 
alto-falante leve e compliante, em relação à massa de ar na câmara, faz com que na interface 
cone-ar se tenha um estado acústico configurado por nó de pressão e anti-nó de deslocamento 
longitudinais. Na interface ar-água o estado é próximo ao definido por nó de deslocamento e 
anti-nó de pressão. Caso o alto-falante seja pesado e pouco compliante em relação ao ar 
confinado na câmara, a condição de nó de deslocamento e anti-nó de pressão se aproxima do 
estado acústico nestas duas interfaces. Para a câmara hidroacústica, a interface ar-água deve 
atuar como uma fonte acústica leve e flexível, de modo que o estado dinâmico nesta região seja 
próximo ao de uma situação de nó de pressão e anti-nó de deslocamento. Por ser o outro 
extremo da coluna de água constituído pelo fundo da carcaça, tem-se como contorno um nó de 
deslocamento e um anti-nó de pressão. 

Aplicado ao conjunto alto-falante/volume de ar, d modelo de impedâncias resultou em um 
modo longitudinal puro com freqüência fundamental em tomo de 127Hz para o meio acústico e 
de 35 Hz para o alto-falante. Tendo em vista que o valor de freqüência se aproxima da obtida 
através do modelo unidimensional de ~de comprimento de onda, constata-se que o alto-falante 
atua, frente à coluna de ar, como um excitador leve e compliante. 

No que concerne ao volume de água, são definidos seis modos ressonantes a partir da 
freqüência fundamental de 111 7 Hz, compreendendo seus harmônicos de ordem ímpar, a saber: 
3339, 5506, 7706 e 9940 Hz. Em síntese, enquanto para a coluna de ar tem-se a ressonância 
longitudinal em uma freqüência dentro da faixa de freqüências pretendida para operação do 
pistonfone (até 1 KHz), para o volume de água todos os valores de freqüência estão acima deste 
limite. Contudo, não se sabe, a priori, se a ocorrência de uma ressonância longitudinal ou de 
outra natureza, no volume de ar, poderá comprometer o mecanismo de transferência de energia 
do sistema alto-falante/ar para a água, pois isto depende de como se distribui em fase, sobre a 
interface ar-água, o campo de pressão acústica pertinente a cada modo em particular. 

3.2 - Resposta Modal Transversal dos Meios Acústicos 

Observa-se que meios acústicos em cavidades com proporções similares às da câmara em 
análise, apresentam um perfil de resposta dinâmica tridimensional representado por modos de 
natureza longitudinal, diametral e circular. Com o objetivo de serem definidas as freqüências 
que caracterizam os diversos modos dos volumes de ar e água do pistonfone, recorreu-se ao 
modelo de propagação em cavidades acústicas apresentado por Blevins ( 1979). Segundo este 
modelo, para uma cavidade cilíndrica aberta em uma das extremidades, as freqüências de 
ressonância longitudinal, diametral e circular, puras ou acopladas, são dadas pela seguinte 
equação: 

J
l/ 2 

,2 ·2 2 c /1-ik l 7r 

f(i,j, k)= 27r(7+ 4L2 (5) 

onde; 1, r. representam a altura e o raio ocupados pelo meio acústico na câmara. i= O, 1, 3, ... é o 
número de nós longitudinais. i = O, 1, 2, ... , o número de nós diametrais e fi = O, I, 2, ... , o 
número de nós circulares. ~k é o parâmetro de freqüência natural, cujos valores se encontram na 
referência supraindicada. Observa-se que, para determinação dos modos longitudinais puros: j = 
k = O e À 1 k = O, a expressão (5) passa a ser idêntica à expressão do modelo unidimensional 
simples para ~ de onda. Sendo assim, foram apenas considerados os resultados do modelo de 
propagação tridimensional pertinentes aos modos longitudinais e transversais acoplados (i, j e 
k :;=O) ou transversais puros (i = O, j e/ou k-:;:. 0). Neste último caso, os valores de freqüência são 
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naturalmente independentes da altura de coluna do fluido. Para o volume de ar, apenas 
apresentam valores de freqüência dentro da faixa pretendida, os dois primeiro modos diametrais 
puros e os modos (1,1,0) e (1,2,0), respectivamente: 551, 913, 649 e 976 Hz. Para a água, 
conforme era de se esperar, visto que a relação entre o comprimento de onda na água e no ar é 
superior à relação entre as alturas de coluna dos dois meios e o diâmetro para ambos é o mesmo, 
todos os valores de freqüência de ressonância são superiores a 1 KHz. Contudo, é importante 
salientar que, da mesma forma que as propriedades dinâmicas e elásticas do alto-falante 
influenciam os valores de freqüência de ressonância longitudinal do meio, conjectura-se que 
também os valores de ressonância transversal, pura ou acoplada com os modos longitudinais, 
podem ser influenciados pelo comportamento dinâmico da fonte acústica. 

3.3- Resposta Modal da Carcaça 

A ocorrência de ressonância no volume de ar, em freqüências contidas na banda de opera­
ção do pistonfone, torna possível que haja uma transferência de energia vibratória do ar para o 
volume de água através das paredes da câmara acústica. Especialmente no caso da carcaça ter 
uma resposta modal caracterizada por freqüências de ressonância próximas às freqüências de 
ressonância do volume de ar, este mecanismo de transferência de energia poderá atuar de forma 
mais intensa e prejudicial ao processo de calibração. A excitação transversal da coluna de água, 
por vibração da carcaça, pode gerar ruídos espúrios com amplitudes de pressão suficientemente 
altas para perturbarem o campo acústico nas faces dos hidrofones, originando distorções, em 
determinadas freqüências, nas suas curvas de sensibilidade. Com o intuito de se determinar as 
freqüências de vibração livre da carcaça, são empregados (Magalhães et ai., 1994) dois modelos 
matemáticos clássicos comprovados experimentalmente. O primeiro modelo, com base na teoria 
de Flügge para cascas, se mostra mais preciso para os dois primeiros modos circunferenciais. O 
segundo modelo, de Sharma, se aplica satisfatoriamente para modos circunferenciais de terceira 
ordem. Ambos tratam, com igual acurácia, os modos longitudinais puros ou acoplados aos 
transversais. A partir da aplicação destes modelos à carcaça do pistonfone, projetada com uma 
parede em aço carbono com 5,0 mm de espessura, raio médio de 185 mm e comprimento total 
de 565 mm, obtém-se, para sete modos distintos, freqüências dentro da faixa de até 1 KHz, a 
saber: 371 , 457, 548, 852, 937 e 997Hz. Note-se que alguns valores teóricos de freqüência de 
ressonância da carcaça estão bem próximos aos valores de freqüência obtidos para o volume de 
ar. A princípio, tais coincidências suscitam a possibilidade de ocorrerem distorções nas curvas 
de calibração dos hidrofones em torno destas freqüências. 

4. RESULTADOS 

Figura 2: Configuração de projeto. 

O pistonfone estudado no presente trabalho resultou em 
um primeiro protótipo cuja configuração externa é mostrada 
na Figura 2, Basicamente, o equipamento se compõe de 
quatro subsistemas mecânicos: carcaça e dispositivo da pas­
sagem dos cabos <1>, tampa regulável para fechamento es­
tanque <2>, estrutura de suporte da carcaça e suspensão <3> 
e mecanismo interno para posicionamento dos hidrofones 
(Magalhães et ai., 1993). Como o pistonfone deve possuir 
uma certa portabilidade e contar com o máximo isolamento 
dinâmico possível a excitações do solo, foi projetado um 
sistema de suspensão no qual são empregados quatro amor­
tecedores comerciais, selecionados de modo à suspensão 
apresentar uma freqüência de corte inferior de 18 Hz com 
eficiência mínima de 85%. 
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Figura 3: Espectro de freqüências do pistonfone. 

Figura 4: Função de coerência entre dois hidrofones 
ITC 4046. 
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Os testes -foram realizados em uma 
coluna d'água de altura de 335 mm com a 
utilização de dois hidrofones novos do tipo 
"barra"- ITC 4046. As curvas de recepção 
dos transdutores, fornecidas pelo fabricante, 
indicam que os elementos têm o mesmo 
perfil de resposta plana até 6 KHz, não 
obstante apresentem, quando comparados, 
uma diferença máxima de sensibilidade em 
torno de 1 dB em algumas freqüências. 
Ambos hidrofones foram fixados a uma 
profundidade de 183 mm, guardando entre 
si e em relação à parede interna da carcaça 
distâncias de 1 00 e 90 mm respectivamente. 
A tí~lo de investigação do comportamento 
acústico da câmara de calibração, foi deter­
minado, através de cada hidrofone, o es­
pectro de freqüências característico dos 
meios quando o alto-falante é excitado por 
um sinal de ruído branco com banda de 
passagem de 1 O Hz até 1 O 1 O Hz. 

Conforme mostra a Figura 3, a câmara 
acústica apresenta vários picos principal­
mente importantes a partir da freqüência de 
400 Hz. Além de picos em 33,8 Hz e 122,5 
Hz, correspondentes à freqüência de resso­
nância do alto-falante e ao valor da freqüên­
cia de ressonância longitudinal da coluna de 
ar, segundo o modelo de Impedâncias Aco­
pladas (127Hz), os valores de freqüência de 
ressonância obtidos experimentalmente 
estão em boa concordância com os valores 
teóricos de freqüência correspondentes às 
ressonâncias transversais do volume de ar e 
às ressonâncias da carcaça. Além disto, 
comparando-se a curva de espectro com a 
curva de função de coerência entre os dois 
hidrofones (Figura 4), constata-se que a 
existência de ressonâncias nos meios não 
acarreta obrigatoriamente em prejuízo ao 
processo de calibração em si. Em relação 
aos modos acústicos onde o campo de pres­
são sobre as faces sensoras dos transdutores 
distribuí-se de maneira homogênea, a coe-
rência acústica entre os dois transdutores é 

Figura 5: Resposta rel~tiva entre os hidrofones cali- alta e em conseqüência podem ser defini-
brado e padrao (ITC 4046). ' : . . 

das sub-bandas de freqüenc1as para as quais 
o processo de calibração por comparação seja realizado com a precisão e a acurácia desejadas. 
Para as condições de teste adotadas, a confrontação entre a curva da Figura 4 e a curva da Figura 
5 (resposta do hidrofone em calibração, relativa à resposta do hidrofone de referência ), indica 
que o processo de calibração pode ser realizado adequadamente nas sub-bandas de 1 O até 300 
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PISTONFONE PARA CALIBRAÇÃO DE HIDROFONES EM .. . 

Hz, 330-450 Hz, 470-550 Hz, 620-650 Hz, 820-850 Hz e de 975 até 1010Hz. Nestas, onde o 
valor da função de coerência é praticamente unitário, obteve-se desvios de resposta entre os hi­
drofones inferiores a I d.B. 

Por fim, tendo em vista que as sub-bandas estão regularmente espalhadas desde I O Hz até I 
KHz, através da utilização de um processo interpolativo pode-se determinar a curva de recepção 
do hidrofone até à máxima freqüência de operação pretendida para o pistonfone. Tal curva, 
quando combinada com a curva resultante de calibração em tanque de testes, permite a definição 
da sensibilidade de um hidrofone acústico ao longo da faixa total de interesse para elementos 
empregados individualmente ou em arrays. 

5. CONCLUSÕES 

A boa concordância entre os resultados experimentais e teóricos obtida para o pistonfone 
objeto deste trabalho, conduz à conclusão de que os modelos envolvidos na previsão do com­
portamento modal dos meios acústicos e empregados na definição das dimensões da câmara 
de calibração demonstram ter a acurácia desejada para o projeto deste tipo de equipamento. 
Em relação ao processo de calibração, um aspecto importante a observar é o fato de que, atra­
vés das técnicas de tratamento de sinais adotadas, foram obtidos subsídios consistentes para 
uma melhor compreensão do mecanismo de transferência de energia acústica do conjunto 
alto-falante/ar para o volume de água, onde inclusive a carcaça do pistonfone demonstrou ter 
alguma influência dinâmica nas distorções verificadas na curva de recepção do hidrofone cali­
brado. 
Cabe ainda registrar que, não obstante o pistonfone em estudo tenha atendido aos requisitos ini­
ciais de projeto, novos experimentos deverão ser realizados a fim de que sejam definidas condi­
ções de teste mais favoráveis (alterações nas dimensões das colunas dos meios acústicos, novos 
posicionamentos para os hidrofones, outras formas de excitação do alto-falante, etc.) e que per­
mitam estabelecer sub-bandas de calibração mais largas ou contidas em limites superiores a l 
KHz. 
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Abstract 

European Machinery Directive states that all machine producers must declare the noise levei, in terms of acoustic 
power and/or acownic pressure in a significant point, emitted by each kind of machine on the market. Recently 
a new standard to perform sound power mea<>urements by intensity method<> ha<> been introduced. ln this work 
result<> of sound power obtained by intensity techniques and traditional pressure mea<>urements inside 
reverberating room are compared. Mea<>urement<> have been performed according to two intemational standard<>: 
the first ba<>ed on acoustical intensity mapping around the source (IS0-9614-1); the second ba<>ed on averaged 
pressure mea<>urements inside a reverberating room (ISO 3741 ). Test<> ha<> been performed in two laboratories. 
The noise source analysed is a range hood. Repeated mea<>urement<> on different models of range hood by both 
techniques allowed to obtain an estimate of uncertainty and to perform a compatibility analysis. Also advantages 
and disadvantages of both techniques for the particular noise source tested are highlighted. 

Keywords 

Acoustic intensity, sound power mea<>urement<>, uncertainty. 

1. INTRODUCTION 

An IEC standard for measurement of acoustic power emitted by range hood is nowadays 
under development. Open questions to be discussed are relative to the possibility of 
application of intensity measurement techniques and to the definition of testing load to be 
applied to the range hood. Another problem is related to the noise emitted by the air flow 
discharge outlet, that can be outside the room of the range hood and than is not to be 
considered. 
From a mechanical point of view a range hood is the assembly of three components: a fan, a 
casting with filters and a discharge tube. Three independent noise sources can be identified: 
vibrations of fan casting and of the box, noise of the flow at inlet and inside the fan; noise at 
the output of discharge tube. Range hood noise is typically a broad band stationary noise, 



therefore, in general, both intensimetric techniques and pressure measurements inside 
reverberating room can be applied to measure the acoustic power emitted. 
ln order to get experience about the above mentioned problems measurements on three 
different models of range hood have been carried out. The three models have been chosen in 
order to have a representative sample of the range hood on the market. The measurements 
have been perforrned accordingly to ISO 9614-1 (intensimetry) an to ISO 3741 (pressure in 
reverberating room). 
ln both cases the assembly and load of the range hood has been chosen accordingly to the DIN 
4563 Teil 1006 standard under development. Tests have been perforrned with particular care 
in order to: have an evaluation of repeatability of the measurement on both the labora.tories; 
have the possibility to perform a compatibility analysis; have the possibility, by using the 
intensimetric technique, to evaluate the contribution to total noise of the air flow at discharge 
tube outlet. 
ln tab. 1 the main features of the three range hood chosen are illustrated. 

R. H. Mod. N° of blades max flow rate [m3/h] RPM 
I SlimLine 2 x59 490 2000 
II Camino 54 e 59 450 1900 
III Free Standing 54 180 1600 

Tab. 1: Characteristics of the three range hood 

Many authors [1, 2, 5] have investigated the problem of computing the noise emitted from 
industrial fan and air jets. A large literature is available to this purpose, but, for the particular 
problem here analysed, values predicted was found significantly different from that measured. 
This was particularly true for the estimate of acoustical power emitted by the air jet because 
inside the discharge tube there is a propagation of the noise coming from the fan. 

2. MEASUREMENTS INSIDE REVERBERA TING ROOM 

All the measurements have been performed inside a precision reverberating room, accordingly 

to the ISO 3741 standard. The volume of the reverberating room was 243m3. 
Measurements have been performed using a rotating B&K 4134 microphone, a B&K 2639 
preamplifier anda B&K 2133 spectrum analyser for data acquisition and processing. 
Tests have been perforrned on each range hood using a controlled electrical power supply at 
220 V ± 1% (50 Hz) after a period of at ·Jeast 60 min. of steady state operation to obtain a 
stable working condition. The load was an "L" shaped tube of 4 m total length with its 
vertical part of 0.5 m, a curve of 0.3 m of radius, an horizontal part of about 3 m. The tube 
diameter was 120 mm for the Camino and Slim Line range hood and 100 mm for the Free 
standing model, accordingly to the draft standard DIN 45635 teil 1006. Each range hood, 
during the tests, was supported by two wooden stands at 0.5 meter height from the floor. As 
stated by the ISO 3741 standard the reverberating time of the room with inside the range hood 
was measured before each test. During each test the spectrum of the emitted acoustical power 
(frequency range 100-10000 Hz) has been measured. Each range hood test has been repeated 
at least six times in different days. Each test, after the 60 min. of pre-heating, required about 
15 min. The test and measurements conditions allow to classify the results at "precision" 
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grade in the sense of the ISO 3741 standard. The maximUIIJ difference between the values 
obtained was 0.3 dB. 
ISO 3741 standard state that the maximum difference between results obtained in different 
laboratories for "precision" measurements should be of 3.0 dB from 100 to 160 Hz, 2.0 dB 
from 200 and 315Hz, 1.5 dB from 400 and 5000Hz and 3.0 dB from 6300 to 10000 Hz. 
Those repeatability values are significatively higher than those obtained in our tests (on a 
single laboratory). Using the values measured on each 1/3 frequency band for the range hood 
tested to calculate an overall repeatability (between different laboratories) in the whole 100-
10000 Hz frequency range was obtained the maximum value of 2.0 dB (1.8 dB-A). 

3. MEASUREMENTS BY INTENSIMETRIC TECHNIQUE 

Measurements have been performed using a B&K 3548 intensimetric probe, a B&K 2144 
spectrum analyser, a B&K 5304 software anda B&K 3541 calibrator. 
Measurements have been performed inside a normal laboratory room at the Dipartimento di 
Meccanica of Ancona University, a room of 9x9 m, 3.4 m of height. The working condition of 
the range hood (and the range hood itself) was the sarne of the measurement inside 
reverberating room. The measurements were performed accordingly to the ISO 9714-1 
standard, using a measurement grid (surface A of fig. 1) around the range hood and its 
discharge tube. 
ln this condition the power spectrum emitted in the frequency range 100-8000 Hz has been 
measured. A typical result obtained is illustrated in fig. 2. Each sound power measurement 
required about 3 hours. For each device tested sound power measurements, in the sarne 
frequency range, have been performed also in a grid around the discharge tube alone (surface B 
of fig. 1 ). Measurements time around the discharge tube alone is about 1 hour. ln the sarne 
frequency range also measurements of sound power in a grid around the only range hood 
(surface C of fig. 1) have been performed. Those measurements required about 1 hour. A 
typical comparison between sound power around the range hood and around the discharge 
tube is illustrated in fig. 3. Repeated power measurements around the only range hood and 
around the range hood + discharge tube shown a maximum deviation of 0.5 dB. A typical 
comparison between two measurements around the only range hood is illustrated in fig. 4. 
Repeated measurements around the discharge tube show a larger maximum dispersion: values 
of 1.5 dB was obtained. This is due to the turbulent air flow even if ali the care suggested b y 
the standard has been taken into account (air velocity below 2 m/s in the measurement point; 
use of windscreen). Also the high directivity of the source can affect the results because the 
probe is manually located in the measurement point. ln the worst cases, ISO 9614-1 indicator 
parameters calculations allowed to classify the results at engineering levei of precision; this 
means a standard deviation of results between different laboratories of 3.0 dB from 63 to 160 
Hz, of 2.0 dB from 200 to 630 Hz, of 1.5 dB from 800 to 5000 Hz of 2.5 dB at 6300 Hz. 
Those repeatability values are significatively higher than those obtained in our tests ( on a 
single laboratory). Using the values measured on each 1/3 frequency band for the range hood 
tested to calculate an overall repeatability (between different laboratories) in the whole 100-
10000 Hz frequency range it was obtained the maximum value of 2.2 dB (2.0 dB-A). 
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4. COMPARISONS 

ln table 2 all the results obtained are summarised in terms of total acoustical power emitted. ln 
fig. 5, 6 and 7 the comparison is made in terms of spectrum of acoustícal power measured 
using the two different techniques. 

Tab. 2: Summary of comparisons 

Intensimetric technique Rev. room 
Range All Rep. Only range Only Rep. Ali Une. 
hood hood outlet 

dB dBA dB dB dBA ln c. dB dBA dB dB dBA dB 
I 76.1 68.2 0.5 74.1 65.9 0.5 70.1 64.3 1.0 72.6 67.8 0.3 
II 75.5 71.4 0.5 73.4 68.7 0.5 67!) 64.4 1.~ 75.1 71.4 0.3 
III 62.4 58.3 0.5 59.1 55.0 0.5 52.2 46.2 1.0 60.0 56.4 0.3 
a) 
DIFF. BETWEEN DIFF. BETWEEN DIFF. BETWEEN 
NOISE OF NOISEOF ALL INTENSIMETRIC 
ALL AND NOISE AND NOISE OF TECHNIQUE 
OFONLYTHE ONLYTHE ANDREV. 

OUTLET + 
RANGE NOISE OF ROOM 
HOOD RANGE HOOD 

R.H. dB dBA dB dBA dB dBA 
I 2.0 2.3 0.5 0.0 3.5 0.4 
II 2.1 2.7 1.0 1.3 0.4 0.0 
III 3.3 3.3 -0.8 -0.5 2.4 -1.4 
b) c) d) 

The results obtained shown that the contribution of the outlet to the total noise (acoustical 
power) is not significantly higher than repeatability (uncertainty) and that the parts of the 
tube between the outlet and the range hood have a negligible contribution to total noise 
because the noise measured around all is the sum of the noise measured around the outlet and 
of the noise measured around the range hood, with differences below the uncertainty. 
Also a good compatibility between the two measurement techniques has been obtained. 
The only significant difference we have is in the case of the model I of range hood (dB value 
only) ad it is probably due, as illustrated in fig. 5, to an overestimation by intensimetric 
technique of the low frequencies. 

5. CONCLUSIONS 

Results of sound power measurement obtained by two different measurement techniques in 
two laboratories have been obtained and compared in order to evaluate the repeatability of 
those measurement techniques and to perform a compatibility analysis. Sound power 
measurements performed by intensimetric techniques on single components of the range hood, 
when summed alltogether give compatible results to the measurement performed on the 
whole. Comparison between results obtained by acoustic power measurements in 



reverberating room agree with intensity measurements to withjn 1.4 dBA; this value is Iower 
than uncertainty specified by the IS0-9614-1 norm. Observation of frequency spectra show 
that discepancies are limited to the Iow frequency range. Therefore it can be concluded that 
both techniques are usefui to measure sound power emitted by range hoods. The contribution 
of the outlet, for modeis of range hood with high flow rate, can be a significative component of 
the sound power emitted, than measurements inside reverberating room shouid be performed 
with a silencing device on the discharge tube or with extemal room discharge. The conclusions 
about the problem of choosing between those two techniques can be summarised as follows. 
The reverberating room allows accurate measurements and Iow testing time (i.e. low man 
power costs), but they involve high cost for the facility ( i. e. high investment costs); it is 
therefore well suited for testing large numbers of products. By intensimetric techniques it is 
possibie to take into account noise of different components of the device under test and i t is 
possible to perform measurements with low investments on the test bench; therefore it is well 
suited for testing a Iow number of products. At presem, the results of this work have already 
been used by IEC Technicai Committee as a contri~ution to the development of intemational 
standards for acoustical testing of range hoods. 

Acknowledgements 

Authors wish to thank Mr. Savio Evangelisti for the measurements performed. 

References 

[1] L. Beranek, L. Istvan, "Noise and vibration control engineering: principies and 
applications", John, Wiley & Sons, 1992. 
[2] C. M. Barris, "Manuale di controllo del rumore", Tecniche Nuove, 1983 
[3] ISO 3741 
[4] ISO 9614-1 
[ 5] M. Vigone, "Progettare ii siienzio", Hoepii, 1985 
[6] D. W. Woibrink, J. R. Samosky, "Residential kitchen ventilation- a guide for the 
specifying engineer", ASHRAE Transactions, vol 98, part 1, 1992. 



f 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

Surface A 

Surface B 
Surface C 

Fig. 1: Measurements surfaces for intensimetric technique 

TntenAlty MAS. 
Preq: 1 00-3,0Qkiiz 
A Weighted 

11 Above 64 
• 62-64 
• 60-62 
• ss - 6(l 

• 56-58 
11] S4-S6 
O 52-54 
U Bclow S2 

Fig. 2: A typical intensity distribution obtained 



Sound 
Power 

60 

55 

50 

45 

= "CC 40 

35 

30 

25 

20 

1/ 

li 
II 

I 
o "' o N - -

i ~ 'r h 71 
·r ·•••··· l i~~:;~ ;:} ·: I 

[i E Ir lf 
li I I 

o o o "' o 

"' o "' ;;:; o - N N ... 

R. H. III 

llntensity n-eas _ · R. H. 

EOntensi'ty rreas _- Orscharge 

r r--
li 

8 b m 
t: ii I I I 
I I 7 . lf-

1: 11 ~ 1;1 
t--

k f-ii [""] li 
I= • 

o o o o o o o o o o o o o o 
o "' o o Li) o o o Li) o o o o o <I: ): "' "' "' o N "' o lfl ;;; o o .., o o 

~ - - ~ N N ... Li) "' CD o ...J ~ -' 
Frequency [Hz] 

Fig. 3: Comparison between acoustical power emission of the range hood and of the discharge 

Sound 
Power 

58 

53 

48 

lXI 43 

"= 
38 

33 

28 

23 

R. H. III 

-h1ensity rT'II&S . r: 
I.< [] Fl!opoa!od ~!onsrty moas L 1---

k I! l---
li F 

~ r- · ,.... r-- b I li 

" ~ fi t, 11; w: m ~t M 1 ~ , 1': 
I ~ ) i. I' \i t li ' I •••..•. li ) i s I 
1 

I IJ ••····· !m I ;; ~ i I ~~ li ) i li 1 r--

,( ' •••••.• :\. I ·•••••• i; I ·i i li I< i fl . ..-1 . .---

0' !ii ~ / IT i i I I~ > lt ~ I 
----~'--

o "' o o o "' o o o o o o o o o o o o o o o <r J: o N "' o Li) ;;:; o o "' o o Li) o o o Li) o o o o o ) - - - N N ... "' "' "' o N "' o "' ;;; o o .., o o .J 
~ ~ ~ N N ... lfl "' CD ~ -' 

Frequency [Hz] 

Fig. 4: Comparisons between repeated measurements by intensity techniques on sarne source 

1 

': 

,: 
....... 



+~ , ,. 
:'-

• 

Sound 
Power 

R. H. I 

ao ,------------------j .Rov. Fbom 

C]htensny meu 

75 +--~---------------L-----~----4G 

70 +-~~"~------------------------,.+ 

65 

o o o o 

~ 
o g o o o o 

o "' o o o "' o o o o g "' o o "' o o o o 
"" N "' o Sf o ~ o o ) o N "' o Lll ;;; o o ..., o N ~ "' "' ~ o ~ - N N ... Lll "' CD ...J 

Fr•quency (Hz] 

Fig. 5: Comparison between noise of range hood I measured by intensimetric techniques and 
sound pressure inside a reverberating room. 

Sound R. H. 11 
Power 

BO 

75 

.... ,., 
I C]lnl lf'.llty m- I 

70 

6 5 

= "= 60 

I . 

b--
lç v 
li 

55 

50 

., 

" 

li 
I :< li 

I\ 
1-

~·· ··· P1 LI • 1/ 

I\ L • I '·<I I., L !( 

o o o o o o o o o o o 
o lf) o o o lf) o o o o g ~ o "' o o o o o ... ) o N "' o "' o o "' o o ~ o ~ o o ;;; "' "' ~ o ~ - - - N N " "' "' "' ...J 

Frequen cy { H:z} 

Fig. 6: Comparison between noise of range hood II measured by intensimetric techniques and 
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Abstract 
This paper presents a theoretical investigation, based on numerical simulations, of the wave propagation 
phenomenon in damageable elasto-viscoplastic one-dimensional medium. The degradation of the medium 
induced by inelastic deformations is described by a local continuum damage model in a context of internal 
variable theory. To solve the hyperbolic goveming equations, the Glimm's scheme along with a splitting 
technique were used. Numerical simulations with and without damage are compared so that the influence of the 
damage on the wave propagation phenomenon is highlighted. 

Keywords 
Wave Propagation; Continuum Damage Mechanics; Elasto-viscoplasticity; Glimm's Scheme. 

1. INTRODUCTION 

Metallic materiais, specially those used in high temperature environments, are known to be 
susceptible to inelastic deformations when exposed to moderately amplitude impact loading and/or 
transient complex loading histories. Structural components used in nuclear and thermohydraulics 
power plants are typical examples of particular interest. 

Because of its importance in engineering applications, the analysis of dynamical problems 
involving the wave propagation in inelastic solids has been the subject of severa! researches in the 
past years (Belytshko, et al. 1987, Loret and Prevost, 1990 and Sluys et al., 1993). Even though 
severa! important features have been definitively addressed and significant progress has been 
achieved, a few works (Freitas Rachid et al., 1996) have been dedicated to the study of the 
degradation phenomenon (damage induced by inelastic strains) influence on the dynamical response 
of structures. 

This paper reports a theoretical and numerical investigation of longitudinal wave propagation 
phenomenon in damageable elasto-viscoplastic bars under isothermal and small deformations. The 
material inelastic response is described by an internal constitutive theory with strong thermodynamics 
basis and the degradation phenomenon by means of local continuum damage theory. 

The constitutive model used in this work exhibits strain-softening phenomenon yet gives rise to 
a unique solution to the wave propagation initial-boundary-value problem. The primary effect of the 
damage on the wave propagation analysis is that it affects the tensile wave speed. As a result, 
dispersive effects appear in the solution whenever the magnitude of inelastic strains is capable to 
cause damage evolution. To solve the non-linear hyperbolic equations describing the wave 
propagation phenomenon, a suitable numerical technique based on Glimm's method is proposed. 
Transient numerical solutions with and without damage are compared so that the influence of damage 
on the wave propagation analysis is demonstrated. 



W AVE PROPAGA TION IN DAMAGEABLE BARS 

2. CONSTITUTIVE EQUATIONS 

The constitutive equations used in this work are derived in a context of an internal variable 
theory (Lemaitre & Chaboche, 1990). Due to the limited space, only its main features will be focused 
on. For further details, refer to the work of Freitas Rachid & Costa Mattos ( 1995). 

For the isothermal evolution of an elasto-viscoplastic damageable solid, the local state is 

supposed to be characterized by the total strain tensor ~, the anelastic strain ~ P, by an internal 

variable D related with the damage and by two other internal variables c and p related to the 
kinematical and isotropic hardening, respectively. The variable c is a second-order tensor whereas p is 

of scalar nature. The variable D E [ 0,1] is a macroscopic quantity which can be interpreted as a local 
measure of the degradation of the material induced by deformation. If D =O, the material is virgin 
and if D = I the materialloses locally its mechanical strength. 

The Helmholtz free energy \jJ is assumed to be a differentiable scalar function of the state 
variables with the following form: 

p'l'(s,f:P,D,c,p)=(l-D){\jfe(~-~P)+'!iP(p)+\jfc(c)} (l) 

where 

\Ve(~-~P)= ~(c(~-~P))·(~-~P), \Vp(p)=b(p+~exp(-dp))+crYp, \Vc(c)=±ac·c (2.1-2-3) 

The term \jJ e is the elastic strain energy density and the terms \jJ P and \jl c are the inelastic strain 

energy densities related to the internal variables c and p. C is the classical symmetric fourth-order 
positive definite tensor of elasticity. ln the above relations, a, b and dare material parameters.The so-

called thermodynamical forces ( cr, BD, B c, BP) related to the internal variables (~, ~P, D, c, p) are 

defined from the free energy potencial by taking its partia! derivatives. The relations between the state 
variables and the thermodynamical forces are the so-called state laws: 

cr=-p à'JI =(I-D)c(s-sP) 
àf:P = = 

D à\jl 
B = -p àD = \j/e + 'Jip + \jlc 

c à\jl ( ) B =-p-=- I-D ac 
à c 

BP = -p à\jl =-(I- D)( +h( I- exp( -dp )) + crY) 
àp 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

To complete the constitutive equations, evolution laws are required for the internal variables. 

These are obtained by introducing a differentiable scalar function <1> = ~ cr, BD, BP ,Bc ,f:,f:P, D, p, c) 

of the thermodynamical forces and the internal variables, named dissipation potencial. For this 
particular material <1> has tha following form: 

<1>= _k (~)n+l 
n+ I k 

where (x) = max(O,x) and F is the yield function F(~,BD ,BP ,Bc ,~,~P ,D,p,c): 

F=f+_!_(Bc ·Bc -(I-D)
2

a 2 c·c)+-I-((BD)
2 

-('Jie +'Jip +'Jicr) 
2a 2S 0 

f =r(~, BP ,Bc) =I(~+ Bc) +BP 

~ 
I(Q"+ Bc) = (t(Q"+ Bc) . (2"+ Bc) ) -

- - dev - dev 

2 

(4) 
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ln the above relations, <p and S0 are material parameters. ( cr+ Bc) dev is the deviatoric part of 

{ cr+ Bc). When <1> is differentiated with respect to the arguments cr, BD, BP and Bc, the evolution 

laws are obtaíned: 

f:P = 8<1> = 2(~)n (~+ Bc) ctev 

= 8cr2k J 

(5.1) 

. 8<1> J • • Ji (F)n 
p = 88 p = ( 3 ~ p . ~ p) = k 

(5.2) 

. 8<1> ·p <pBc· (5.3) 
c=--=e +- p 

8Bc = a 
. 8<1> BD (5.4) 
D= 88D =-sp 

o 

Using equations (3), ít is easy to verífy that F(~,BD,Bp,Bc,~,~P,D,p,c)<O ifand only if 

r(~,Bp,Bc)<O. If f<O then ~p =0, p=O, c=O, D=O, and consequently, the material will 

behave elastically. When BP = -d and Bc =O, the condition f ~O is nothing else than the classical 

Von-Mises criterion. lf BP= -d and Bc =O at the time t=O, the evolution ofthe elastic domain (the 

set of the stress cr such that f{~, BP, B c)< O) will be characterized by an homothetical expansion or 

contraction ( due to BP ( t)) and by a translation ( due to B c ( t)) of the inítial elas ti c domain ( defined 

by the Von-Mises criterion).Equation (5.1) ímplies that tr(~P) =O. This means that the ínelastic 

deformation preserve the volume of the body. If the internal variable c is zero at time t=O then, from 

(3.3), (5.1) and (5.3), it is also easy to verify that tr(c) = tr(Bc) =O. The variable ÉP is usually 

called the plastic strain and the internal variable p is called the cumulated plastic strain. 
Equations (3) and (5) describe adequately the mechanical phenomena of damage, elasticity, 

p1asticity (cyclic plasticity, strain-hardening and strain-softening), creep and relaxation observed in 
many metallic materiais at high temperature. Experimental procedures to identify the material 
parameters a, b, d, d, k, n, <p and S0 can be found in (Lemaitre & Chaboche, 1990). 

3. BALANCE EQUATIONS 

The balance of linear momentum, along with the strain-displacement relationship, that governs 
the motion of a continuum solid body under the assumption of small displacements and deformations 
are (Salençon, 1990): 

0v d' (' T) (6.)-2) 
p8t = IV~+ pg, ~ = 1 1.2 gradu + gradu 

ln the above expressions v, u, cr and E represent, respectively, the velocity vector field, the 
= = 

displacement vector field, the stress tensor field and the strain tensor field, which are ali functions of 
the space coordinate x in the reference configuration and of the time t. The externa) body force per 
unit of mass g is assumed to be zero and the body supposed to be homogeneous, so that the mass 
density p is constant. Once the body geometry and the initial/boundary conditions have been 
specified, the balance (6) and constitutive (3) and (5) equations describe the problem of wave 
propagation in damageable elasto-viscoplastic medium. 

4. PROBLEM FORMULA TION 

As a first step towards the analysis of the wave propagation phenomenon, we restrict the 
complexity ofthe problem by dealing with the one-dimensional situation. Let us considera bar ofunit 
cross-sectional area and length L of an isotropic damageable elasto-viscoplastic material whose axis 

3 
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coincides with the coordinate x. The origin of the coordinate system-is the left end of the bar so that 

X E [0, L] fig.l. 

crm(t) crm(t) 

t X 
L j ~ 

Fig. 1 Cne-dimensional bar of length L with stress prescribed at both ends 

lt is further assumed that the velocity and the stress tensor have only one nonvanishing 
component in the x direction, 

v = vi and cr = cri ® i 

in which i is the unit length vector of the positive x direction and ® stands for the usual tensorial 

product. As a consequence, there will exist only one independent component ofthe tensors ~P and c, 

~P = EPi ®i-EP / 2j ®j-EP / 2k ®k and c=ci ®i-c / 2j ®j-c!2k®k 

Based on the considerations presented so far, equations (3), (5) and (6) can be reduced to the 
following system of partia! differential equations: 

àv _ _!_8cr =Ü 8cr -pÀ.2 àv + cr 8D +(l-D)E8EP =O 
8t p àx ' 8t àx (1-D) 8t 8t 

(7.1-2) 

ap an 
"&= h(cr,c,p,D), at = l(cr,c,p,D) 

8EP ) 8c ) - = f(cr,c,p,D , - = g(cr,c,p,D , 
8t 8t 

(7 .3-4-5-6) 

where the functions f, g, h and I ofthe arguments (cr,c,p,D) are obtained from (5) and À.= À.(D), 

the wave speed with which disturbances propagate in the bar, is given by À.= ~(1- D)E I p. lt is 

initially assumed that the bar is virgin, at rest, free of stress, and has never been undergone to plastic 
deformations. As boundary conditions, we consider the bar is submitted to a prescribed stress at its 
edges. These conditions can be stated as follows: 

v(x,t=ü)= cr(x,t=O)= EP(x,t=O)= p(x,t=O)= c(x,t=O)= D(x,t=O)=O (8) 

cr(x =O, t) = cr(x =L, t) = crm(t) (9) 

It can be shown that the system of equations (7) is merely hyperbolic in time for D E [ 0,1) 

since its eigenvalues are ali real (although not distincts) and the associated eigenvectors form a 
complete set of linear independent vectors (Jeffrey, 1976). The hyperbolicty of (7) ensures the well­
posedness ofthe initial-boundary-value problem (7)+(8)+(9). 

5. NUMERICAL METHOD 

ln order to construct the numerical approximation for the solution ( cr, v, EP , D, c, p) of (7) from 

time t" to time t n+l = t" +LU the following splitting algorithm is adopted: 

i. First, an initial approximation (;,v) is obtained by advancing ót in time through: 

àv 1 acr aa ? àv (8) 
----=o -- pÀ.- - = o 
8t pàx ' 8t àx 

via Glimm's method. As Cauchy data for the Glimm's scheme, the values of ( cr, v, D) at time 

t" are used. 

4 
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ii.Once (;, ~) has been evaluated, the nurnerical approxirnation for the solution at time t n+l IS 

finally obtained by advancing in time with the sarne tirne-step ~t through: 

acr cr 8f. p ac ap ao 
Dt- (l-D)l-(1-D)Ef, at=f, at=g, Dt=h, at=l (9) 

To do this, the Euler' s scheme is ernployed by taking as initial conditions ( f.P, D, c, p) at time 

t" and (;, ~) . 
This procedure may be repeated throughout until a desired time of simulation has been reached. 
Before using Glimm's method for solving equations (8), one must know the solution of the associated 
Riemann problem. 

5.1 Riemann Problem 

The Riemann problem associated to (8) is an initial-value problem ofthe form (Smoller, I983), 

( ( ) ( )) {
(crI , V I ) ~ for X < 0 

cr X, t = 0 ; V X, t = 0 = 
( cr r , V r ) ; for X > O 

with discontinuous coefficient À such that: 

{

À1 =À(D1)=constant; if x<O 
À= 

À r = À(Dr) = constant; if x >O 

where cr1 , v1 , D 1 and crr , v r , Dr are constants. 

The generalized solution of this particular problem depends only on the ratio I;= x I t and is 

constructed by connecting the left state ( cr 1, v 1) and the right state ( cr r, v r) to the intermediate states 

( cr ·~,v '1) and ( cr ·r, v· r) , which must be determined, by shock waves ( discontinuous solutions ). The 

shock speeds s must satisfy the Rankine-Hugoniot jump condition. ln this case this relationship is: 

sp( v]= [cr] } sp( v]= [cr] } 
, if, x < O or , if, x > O 

s[cr] = pÀ'j[ v] s[cr] = pÀ-r[ v] 
(lO) 

where [ ç] denotes the jump of ç across adjacent states. From equations ( 1 O) it is easy to see that 

shocks propagare with speeds s = -À1 if x < O or s = Àr if x >O. Thus, the solution is 

constructed by connecting the left state ( cr1, v J to the intermediate state ( cr"1, v·~) with shock speed 

s = -À1. Similarly, the right state ( crr, v r) is connected to the intermediate state ( cr' r, v' r) by a shock 

with speed s = Àr. To complete the solution, however, it remains to connect the state {cr'l, v'1) and 

{ cr' r, v' r). This is done by imposing a stati~nary shock ( a shock with speed s = O) at x = O as 

illustrated in Fig. 2. It should be mentioned that such kinds of shock appearing in the solution of this 
problem are actually the so-called contact discontinuites (Smoller, I983). 

The generalized solution of this problem is uni que and is summarized in Fig. 2 which displays 
the regions in the x-t plane where the solutions is defined. 

t 

S= 0 

Fig. 2 Solution of Reimann Problem in the x-t plane. x 

5 

(cr1,v1), if -oo<I;<-À1 

( cr ~,V;) , if -À 1 < I; < 0 
(cr,v)= 

(cr:,v;), if 0</;<Àr 

(crr>vr), if Àr <l;<+oo 

(II) 
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ln the above relations, cr;, v; and cr:, v: are given by the following expressions: 

• • (À,cr, +À 1cr 1 +p(À~v 1 -À~v,)) 
cr = cr1 = --'--------'-------"-

' (À, +À,) 

• À, ( ( cr, - cr,) \ • À1 [ (a, -a,) 
V 1 = ( ) ÀI V 1 + À, V r + , V r = ( ) À1 V 1 + À, V r + 

À, À, + À, p ) À, À, +À, p ) 

5.2 Glimm 's Method 

Glimm's method is a numerical scheme which employs the solution of the associated Riemann 
problem to generate approximate solutions of the hyperbolic equations, when they are subjected to 
arbitrary initial data. The main idea behind the method is to appropriately gather the solution of as 

many Riemann problems as desired to successively march from time t" to time t"+' = t" +~t. To 

do this it is first necessary to approximate the data at the time t" by piecewise constant functions. 
Consider a uniform partion O= x 1 <···<X; < · · · ~ xi+t < · · · < xN+t =L of the interval 

[O,L] such that ~x = xi+t- x. Let us also assume that at time t" there already exists a piecewise 

constant approximation of ( cr , v, D) sue h as : 

cr(x, t")=a; =cr(x;,t "), v(x,t")=v; =cr(x;,t") , D(x,t")=D; =a(x; , t") 

for x E (X; - ~x I 2, X; + ~x I 2) and I :::; i :::; N + I . 

For each two consecutive states (a ;, v ; , D;) and ( cr i+t , v i+P D i+t ) , l :::; i :::; N , there is defined 

and solved a Riemann problem centered at x = X; - ~x I 2 , according to the preceeding section. 

Now, with solution of these N Riemann problems and by introducing a random sequence of numbers 

{8n}, 8" E(O,I) , it is finally obtained a piecewise constant approximate solution of(8) at time t"+1 

as follows: 

( cr 'v)(x, tn +l) = ( cr j(~; ), vj(~; )), where 
(x; +8n~x- x) 

~ i = ~t 
(12) 

for xE(x ; -~x 1 2 , x;+~x 12)and I::Si::SN+I with j defined as j=i, if8
11

::S /i or 

j=i+I, if8 11 >/i . 

ln these expressions (cri, vJ stands for the j -th Riemann problem with initial data 

( cr;, V;, D;) and ( cri+t, vi+ I ,Di+ I) whose solution is given by equation (11 ). 

ln order that nearby shocks of adjacent Riemann problem do not interact with each other, the 
time-step ~t is chosen to satisfy the Courant-Friedrichs-Lewy condition: 

~X 
~t=t"+ 1 -t"::S--

21Àimax 

where IÀI is the maximum absolute value of the shock speeds, taking into account the N 
max 

Riemann problems at time t". With reference to the algorithm described at the beginning of this 
section, the aforementioned approximation (cr, v) is the one provided by equation ( 12). 

6. NUMERICAL EXAMPLES 

Aiming to better understand the phenomenon of wave propagation in a damageable elasto­
viscoplastic medium, the physical problem, described in section 4 is numerically simulated here. To 
characterize severe impact loadings, we consider as boundary conditions triangular-shape stress 
pulses, having a rise time of0.5 ms and duration of 1 ms, so that: 

6 
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{

cr m t ' if o:::;; t:::;; 0.5ms 

cr(x=O,t)=cr(x=L,t)= -crmt+2crm, if 0.5ms:::;t::s;lms 

O, if t 2lms 

where cr m represents the stress pulse amplitude to which different values may be assigned. 

The bar, which is 16m long, is made an AISI 316L stainlees steel and is submitted to a 
temperature of 600ºC. At this temperature the material paramenters are (Lemaitre and Chaboche, 

1990):E=l30 GPa, v=0,27, crY =6 MPa, k=150 MPas, b=8 MPa, d=lO, n=l2, a=17 GPa, <p =300 and 

S0 =2 kPa. 

After time t=O, the impulsive stress pulses generated at both extremites will propagate towards 
the midpoint of the bar. Afterward these pulses will interact with each other and will be reflected at 
the bar's ends until the steady state has been reached or rupture has occurred. The wave speed in the 

virgin material is "-( D = O) = 4082 mI s . 

ln what follows, the dynamical response of the bar will be analysed for two different 
magnitudes of the input stress pulse - cr m = 100 MP a and cr m = 190 MP a. To let in evidence the 

influence of the degradation on the response of the bar, the simulations were carried out with and 
without the damage and plotted together for comparison purposes. The situation without damage is a 
particular case and can be obtained by taking D=O as well as 1=0 as the evolution law for the damage. 

Spatial dimensionless stress distributions along the bar are displayed in Fig 3 at different 
instants for cr m = 100 MPa (left column) and for cr m = 190 MPa (right column). ln both columns, the 

responses with (red line) and without (black line) damage are depicted. 
The damage fields along the bar are depicted in Fig. 4 for the first (t=l.95ms, black line) and 

1ast (t=25,47ms, red line) time instants. Once again, the left plot refers to crm =100 MPa whereas the 

right plot is for cr m = 190 MP a. 
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Fig. 3 Dimensionless stress fields at severa! time instants for cr
111 

=100 MPa (left column) and crm =190 MPa 
(right column). Predictions by the models with (red line) and without (black line) damage. 
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W AVE PROPAGA TION lN DAMAGEABLE BARS 

The first two vertical pictures in Fig. 3, both at left and" at right, illustrate the time instants 
before (t=1.95 ms) and after (t=2.94 ms) the first superposition of the stress pulses generated at the 
bar edges. For crm =100 MPa (left column), one can see that at t=1.95 ms the pulses coincide for the 

responses with and without damage since the amplitude of the stress pulse itself is not capable to 
deform the bar plastically (see the damage field at t=1.95 ms in Fig. 4). However, after the interaction 
of the pulses at the midpoint of the bar a slightly difference between these two responses is observed 
at t=2.94 ms. Because the damage is an additional dissipative mechanism, the pulse amplitude of the 
model with damage is more attenuated than that of the model without damage. ln addition, the stress 
signals exhibit a phase delay when compared to those of the model without damage due to the 
reduction of the local wave speed induced by damage growth. Both phenomena attenuation and phase 
delay of the pulses are better noticed for the amplitude cr m = 190 MPa (right column). ln such a case 

the degradation of the bar is felt not only nearby the midpoint of the bar but also at its extremites as it 
is shown in Fig. 4. 

The last two pictures in Fig. 3 show the time instants before and after, respectively, the fifth 
retlection ofthe pulses at the end's bar. Notice that the responses with and without damage are clearly 
out of phase and are completely different for cr m = 190 MP a. 
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Fig. 4 Damage fields for two time instants t=1.95 ms (black line) and t=25.47 ms (black line) for 
cr m =100 MPa (left picture) and crm =190 MPa (right picture). 

Damage fields along the bar at the time instants t=1.95 ms and t=25.47 ms are shown in Fig. 4 
for crm =100 MPa (left picture) and crm =190 MPa (right picture) by considering the models with (red 

line) and without (black line) damage. At t=25.47 ms the entire extension ofthe bar has been damaged 
for cr m = 190 MPa. The most criticai regions with respect to failure are those close to the extremites 

and to the center of the bar. 
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Fig. 5 Stress vs circumferential plastic strain at x=U2 for crm =100 MPa (left picture) and crm =190 
MPa (right picture). Predictions by the models with (red line) and without (black line) damage. 

Finally, it is depicted in Fig. 5 the stress as a function of the plastic strain at x=L/2 for cr m =I 00 

MPa (left picture) and crm =190 MPa (right picture). The predictions ofthe model with (red line) and 

without (black line) damage have been plotted for both amplitudes. These hysteresis loops show that 
the damage introduces the strain-softening behavior and alters substantially the material response. 
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7. FINAL REMARKS 

The influence of the degradation on the wave propagation phenomenon in an e1asto-viscop1astic 
medi um has been characterized by means of numerica1 simulations in a bar submitted to impact stress 
pulses at both ends. Besides of attenuating even further the stress waves, the damage may introduce 
significant delay in the signals altering drastically the mechanical response ofthe structure. 
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Abstract 
This paper summarizes the facility of a test basin and a wave maker and also surveys the methodology of the 
generation of ocean waves using a wave maker in a test basin .. The analytical design of wave tolerance for 
floating structures and vessels is still imperfect due to the mutually compiex and nonlinear phenomena between 
structures and waves. Wave tolerance design is usually carrie.d out through iterations of model tests in a test 
basin. One evaluates model tests in order to fix a final structural design. The wave generation has become an 
important technology in the field ofthe coastal and ocean engineering. 

Keywords 
Multidirectional Irregular Waves, Ocean Waves, Test Basin, Wave Maker, Wave Tolerance Test 

1. INTRODUCTION 

Japan is an island country whose territory of only 378,000 km2 ranks 60th among the 
countries of the world in size, after the Republic of Zimbabwe which has 391,000 km2 of 
territory (Chronological Scientific Tables, 1997). Using shortage of land as an excuse, Japan 
has been complacent in her development of infrastructures commensurate with modemized 
industrial countries. 

However, Japan has sufficiently large resources in her sea space. Japan has a usable 
domain of 4,510,000 km2 after summing the sea area of 200 nau ti cal miles 1• This brings 
Japan's rank in size to 7th in the world, followed by the Republic oflndia which has 3,288,000 
km2

. Moreover, the coast line of Japan is so complex that her total shore1ength is 34,000 km. 
Relatively shallow water regions of a depth of 1 OO[m] or less are suitable for the construction 
of floating structures. These regions total 160,000[km2

], 42[%] the area of her land. This 
region is not currently being used for industrial or cultural aims other than coastal fisheries 
and aquaculture/mariculture. When her coastal areas are put to efficient use, Japan will have a 
territory sufficient for her future needs. 
The development of the coastal regions can be accomplished without harming fisheries o r the 
surrounding environment. For example, the plans for a floating airport proposed by Mega­
jloat(Technological Research Association of Mega-float, 1996) does not despoil the sea 
environment or effect ocean currents. Moreover, 20 to 30% can be saved on construction fees 
compared to reclamation work. How to maintain a high levei of wave tolerance performance 
is an important research item in the construction of floating structures. From an engineering 
perspective, it is necessary to base construction methodology of floating structures on the 
research of wave characteristics. 

1 
200 nautical miles( l nauticai mil e= 1 ,852m): The exclusive economic zone of 200 nautical miles was 

approved by United Nations Treaty on the Law ofthe Sea, 1995. 



We have been able to clarify wave characteristics using numerical formulas of ocean 
waves developed during 19th century. Major wave theories from the 19th century are as 
follows(Lamb, 1932): 

1802 Gerstner finite amplitude wave theory( trochoidal wave) 
1844 Scott Russell discovery of solitary wave 
1845 Sir G. B. Airy Airy wave equations 
1847 Stokes Stokes wave theory 
1871 Boussinesq solitarywavetheory 
1876 Ray1eigh solitary wave theory 
1895 D.J.Korteweg and G.de Vries cnoidal wave 

The fundamental theories of ocean waves were established in the 19th century, however, 
it took another half century for marine and civil engineers to put these theories to practical 
use. Sverdrup and Munk developed the theory of relations for wave forecasting(Sverdrup and 
Munk, 1947) based on the concept ofthe significant wave2

• The significant wave, with a wave 
elevation and a wave period, represents the diversity of the irregular waves. By applying this 
theory to the landing operations on Normandy during World War II, the Allied Powers won a 
decisive victory. Pierson analyzed the creation, development, and propagation of waves using 
the spectrum concept which is based on the inconsistency ofthe irregular waves. 

The irregularity of ocean waves is currently considered as the fundamental characteristic 
upon which wave tolerance designs of floating structures and vessels are based. It has been 
difficult to generate multi-directional irregular waves, so-called short crested waves, in the 
test basin in order to evaluate the wave tolerance performance. How to generate 
multidirectional irregular waves iteratively, efficiently, and with good accuracy is a recently 
established technology. 

The analytical design of wave tolerance for floating structures and vessels is still 
imperfect due to the mutually complex and nonlinear phenomena between structures and 
waves. The memory of the oil spill from the Russian tanker Nakhodka is still fresh. The 
Nakhodka was rent in two by a high wave in the Sea of Japan, contaminating all of Wakasa 
Bay with a large quantity of crude oil. 

Wave tolerance design is usually carried out through iterations of model tests in a test 
basin. One evaluates model tests in order to fix a final structural design. Therefore, wave 
generation has become an important technology in the field of the coastal and ocean 
engmeenng. 

This paper summarizes the facility of a test basin anda wave maker and also surveys the 
methodology of the generation of ocean waves using a wave maker in a test basin. The 
following section is concemed with the Ol.ft1ine of a test basin and some wave maker types. 
Section 3 surveys the generation of ocean waves in a test basin. Section 4 discusses some 
future works which are current open-problems. The final section describes the concluding 
remarks. 

2. TEST BASIN AND W AVE MAKER 

Most test basins used for ocean engineering applications as well as coastal engineering 
applications are equipped with segmented wave makers on one side only. Passive wave 
absorbers are then generally placed on the basin termination opposite to the ware maker, 
whereas the two lateral sides are either left reflective. ln order to generate multidirectional 
irregular waves with a given directional wave spectrum uniformly throughout the basin, wave 
reflection on the 

? -
- significant waveoriginally defined as the mean height o r period of the highest 1/3 of the irregular waves. 
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lateral side walls of the basin is 
utilized positively. 

Figure I shows the test basin of 
Mitsubishi Heavy Industries, which 
is not only for seakeeping and 
manoeuvring tests of vessels but also 
for wave toierance tests of coastai 
structures. This basin is 160 [ m] 
long, 30 [m] wide and 3.3 [m] deep, 
one of the largest scale facilities in 
the world. The carriage suspending a 
test body can be moved along X and 
Y directions simultaneously to 
evaluate the directional performance 
against the wave. The multi-segmented Figure.1: Test Basin of Mitsubishi Heavy Industries 
wave maker which consists of 75 wave 160 [m] Length, 30 [m] Width and 3.3 [m] Depth 
paddles of 0.4 [ m] width is installed in the shorter side. 

Photograph 1: Driving Mechanism of the Wave Maker Photograph 2: Front View of Wave Paddles 

Photograph I shows Table 1: Major Dimensions of the Wave Maker and the Test Basin 
the driving mechanism ltems Dimensions 
which is utilized by the Type of Wave Paddle Flap 
blush-less servo motors Number of Segmented Paddles 75 

FI o· · electrically and the ap . tmensJOns 
b

. . f h Wtdth com mat10n o t e ball Draft 
screws and the linear Height(Operating 
guides mechanically. point) 

0.4 m 
1.5 m 

2.0m 

±0.56 m Photograph 2 shows the Maximum. Strok~ 
front view of wave -;:;:;----"(~O~p:;:e:.;ra:..::tt:.:.:n.._g..Lp-7o7.m:-:'t)~------::----:-~~---------

ddl Th" k Type ofGenerated Waves Regular Waves 
?a es. " IS wave ma ,~r Irregular Waves 
IS called the flap type . Multidirectional Irregular Waves 
The motion of the flap Complex Waves 
describes an are around Maximum Wave Height 0.6 m 
the hinge under the water. Wave Period 0.3 - 4.0 sec 
Major dimensions of this Basin Size 160[m) Length x 30(m] Width 

k 
· h · x 3.3[m] Depth 

wave ma er IS s own m 

3 The another common is the machine operating in the piston(i.e., translation). 
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table 1. The converted wave height at the real sea state is equivalent to 6 [m) to 30 (m] based 
on the model scale. 

3. GENEARTION OF OCEAN W AVES 
A fundamental wave of ocean waves is formulated as a sinusoidal function, which is 

based on the potential wave theory(Crapper, 1984). Therefore various kinds of ocean waves 
can be written as a linear superposition of a large number of sinusoidal waves. Above ali, so­
called short crested waves are multidirectional irregular waves all traveling independently of 
one another in different directions with different frequencies. 

The model test using multidirectional irregular waves is in the process of being a main 
current. However, other severa! waves must be prepared to obtain the basic data. 

3.1 Regular waves 
The regular wave is the artificial but fundamental wave for obtaining the basic data 

acting on the test body. The regular wave with its propagation direction of • is generated by 
the following wave paddle motion. The wave paddle motion • i(t) of the i-th segrnented wave 
paddle at time t can be formulated as 

1J,(t) = 2~ sin(at- ikb cose) (1) 

where a, o-, b and t denote amplitude, 
angular frequency, wave paddle width and 
time, respectively, and F indicates transfer 
function for wave generation. F IS 

represented by 
F = 4sinh(kh) 1- cosh(kh) + (kh)sinh(kh) 

kh 2kh + sinh(2kh) 
(2) 

for flap type wave paddle(Biesel and Suquet, 
1951 ), where h means the uniform water 
depth in the basin. Moreover, k is wave Photograph 3: Generation of oblique regular waves 
number anda solution ofthe dispersion Wave Height: 0.2 [m], Wave Period: 2.0 [s] 
relation as follows. 

o- 2 = kgtanh(kh) (3) 
Here g indicates the acceleration due to gravity. 

Photograph 3 shows the generation of oblique regular waves with a wave height of 0.2 
[m] anda wave period of2.0 [s] . 

3.2 Long-crested irregular waves 
The long-crested irregular wave has its original spectrum such as ISSC(Huang, et al., 

1990), JONSWAP(Hasselmann, et al., 1973), and Bretschneider-Mitsuyasu(Mitsuyasu,l970) 
etc., therefore can be considered as a linear superposition of a large number of sinusoidal 
waves with different frequencies. However this wave also progresses toward a direction sarne 
as the regular wave. 

ln the sarne manner as the regular wave, the flap motion • i(t) can be formulated as 
N a 

1J 1(t)= L-n sin(o-nt-iknbcos8+sn) (4) 
n=l F, 

where N, D"n. kn, Sn and Fn are the number of component waves in frequency, the angular 
frequency of n-th component wave, the wave number of n-th component wave, the random 
phase lag defined from O to 2n of n-th component wave and the transfer function of n-th 
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component wave, respectively. Fn is represented by the following equation for flap type wave 
paddle. 

F = _4_si_nh_(:.....:k n"--h_) _1_- _co_s_h(-'--k-"-11 h_)_+-'-( k--"11'-h_) s_inh( k11 h) 
11 

knh 2knh + sinh(2k/lh) 
(5) 

Here kn is obtained by 
a/= kngtanh(knh). (6) 

Moreover, anis the amplitude of n-th component wave and represented by 

a n = .J2S( a 11 )!'!.a, , (7) 

where S denotes the frequency spectrum and L1an represents the minute spectrum bandwidth. 
To calculate equation (7) happens to come into question in terms of the stationary 

characteristics of generated random waves. Nohara indicated the energy equivalence 
frequency division method made the iteration period astronomical figures(Nohara, 1996a, 
1997a). 

3.3 Multi-directional irregular waves 
This wave is the so-called short crested wave which has a number of directional 

components added to the frequency components ofthe irregular wave. To generate this wave, 
the wave paddle motion Tli(t) can be formulated by the double summation model(Takayama 
and Hiraishi , 1989) as 

N M 

ryJt) =L L anm sin( a nt- iknb cose III + t: nm) (8) 
n,:l m~ l ~ 

where M, anm, em, and &nm are the number of component waves in direction, the amplitude of 
nm-th component wave, the m-th propagation direction, and the random phase lag defined 
from O to 2rr of nm-th component wave, respective1y. The amplitude of nm-th component 
wave, anm. is represented by 

a,"' = .J~2S_ry......,.( a-, ,--=-e-m ),...--!1-a-~~-11--=-e-m , (9) 

where 118m represents the directional resolution and S 17 denotes directional spectrum which is 
given by 

Sry(a,e) = S(a)G(e). (I O) 

G( e) denotes directional distribution function which is represented by(Maeda, et al., 1995) 

G(8) = r(y + 1\ cos 2r (8- 8
0

), 

JJrrcr +-) 
2 

09rr y=1 2 3 ••• (11) 
' ' ' ' 

where r, y and 80 mean Gamma function, the 
index number of the directional concentration 
and main wave stream line, respectively. 

Photograph 4 shows the generation of 
multidirectional irregular waves with a 
significant wave height of 0.2 [m], and a 
significant wave period of 2.0 [s] and a 
Bretschneider-Mitsuyasu spectrum. 
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Photograph 4: Generation of Multidirectional 
Irregular Waves 

Significant Wave Height: 0.2 [m) 
Significant Wave Period: 2.0 [s] 
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3.4 Complex waves 
This wave is defined by the summation of long-crested irregular waves and short-crested 

irregular waves. This wave corresponds to the situation: the wind waves are piled up the 
swell. The wind waves are normally short-crested irregular waves with short wavelength and 
created near by the current position and the swell is created at far away and becomes only low 
frequency(long wavelength) components as progressing with vanishing high frequency 
component waves. 

The wave paddle motion 1Ji(t) for the complex wave can be formulated as the summation 
of some regular waves and irregular waves, therefore mathematically written by as follows 
from equation (1) and equation (4): 

li: ~ "N ;.:, -
1]1(1)= L~sin(ó\t-i(bcos8+in)+ LLanm sin(ãnt-/(bcosem +Enn,) 

n=l Fn n=l m=l Fn ( 12) 

ln this equation, the circumflex 1\ and - means parameters of the long-crested irregular 
wave and the short-crested irregular wave, respectively. Each suffix of n and m must be 
carefully read. 

Dueto limitations of space, the real-time calculation algorithm for equations ( 1 ), ( 4), (8) 
and (12) is not described here. The software program installation of these equations to the 
control hardware is an important problem to realize sea states in a test basin effectively. 
Direct calculation of these equations takes a time-consuming process because, for example, 
equation (8) involves the calculation of M(N+ 1) times sinusoidal function. Nohara, et al. 
established the realization of the real-time algorithm(Nohara, et al., 1995a, 1995b) and it's 
associated control hardware (Nohara, et al., l996b ). Moreover, the structure of this algorithm 
is similar to the lattice fi !ter and has the calculation error-less property(Nohara, 1997b ). 

4. FUTURE WORKS 

This paper does not present the non-stationary waves, but describes the stationary waves. 
The research of the generation of the non-stationary waves, such as a transiently concentrated 
wave, a tsunami, etc., just begins. 

Moreover, the wave which has the very low frequency spectrum of the envelope of the 
water surface elevation can do severe damage to coastal structures. The author's group is 
trying the generation of the irregular wave with a given envelope(Nohara, et al., 1998). The 
author considers a seismic wave has the similar characteristics like this. 

We can get the valuable and precise data from the model test in a test basin. However, 
this process consumes time and costs a great deal. The author has proposed the numerical 
basin(Nohara, et al., 1996c) in which the software program can calcula te the mutual 
phenomena between the test body and the wave. However, the hydrodynamic calculation of 
waves and a test body takes a lot of computer resources. The effective calculation method of 
the hydrodynamics is an important problem. 

5. CONCLUSIONS 

71% of the earth 's surface is water. We live on an Ocean Planet. The seas play an 
important role in the resources as well as the environrnent of the earth. For example, there is 
the coba1t-rich crust, which consists of 0.5% cobalt or more, in the sea bed. The North Pacific 
Ocean bed has several times the amount of cobalt deposits than 1and deposits. The manganese 
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nodule which contains high purity(l5 %to 30 %) of manganese could possibly be found in 
the sea bed at depths of3,000 [m] or more. 

The sea is the origin of life from an evolutionary point of view. The sea fosters 
thousands of kinds of bacteria per gram of submarine sediment. Moreover, the sea is a rich 
repository of natural food and we have been using the sea as a means of transportation since 
the Age of Great Voyages. 

The sea is precious to our lives. Ocean deve1opment will play a key role for our future 
evolution. Ocean space management as well as 1and management should be a most significant 
subject ofthe 21 51 century. 

The author will find great pleasure if this survey paper should contribute to the reference 
of my dear Brazilian colleagues. 
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Abstract 
Beams joined in L are analyzed by the mobility approach. An initial analysis was carried out to detennine 

what waves and coupling types are responsible for the transfer of most of the input energy to the coupled beam. 
For out-of-plane point excitations, torsional waves were observed to play na important role in power flow 
between beams by the flexural-torsional waves coupling. Bending waves modeled by Timoshenko's theory leads 
to greater flow of power when compared to Euler's theory. This is attributed to the larger modal density, and 
angular and transversal displacements provided by the shear and inertia effects taken into account by 
Timoshenko's theory. 

Keywords 
Fluxo de Potência, Vigas Acopladas, Acoplamento Flexão-Torsão, Método da Mobilidade 
Power Flow, Coupled Beams, Flexural-Torsional Coupling, Mobility Approach 

L INTRODUÇÃO 

A análise do comportamento dinâmico de estruturas é normalmente realizada por dois 
métodos: Análise Estatística Energética (SEA) (Lyon, 1975), restrito às altas freqüências e por 
Elementos Finitos (FEA), que é aplicável à primeiras freqüências do sistema. 

O método do Fluxo de Potência (MFP) apresentado recentemente por Cuschieri ( 1987) é 
também utilizado para a análise da resposta de sistemas estruturais. Baseia-se nos conceitos de 
mobilidade de entrada e de transferência, expressando as potências de entrada e transferida em 
função destas mobilidades. 

Neste trabalho será analisada a resposta de duas vigas unidas em L, quando na 
extremidade de uma delas atua uma força harmônica, de amplitude unitária, perpendicular ao 
plano formado pelas vigas. Neste caso, uma onda de flexão incidente, propagando-se em uma 
das vigas, produzirá ondas de flexão refletida e transmitida (fora do plano), além de ondas de 
torção refletida e transmitida (Sablik, 1982). 
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São apresentados os resultados de fluxo de potência para cada tipo de acoplamento. 
Comparações entre as razões de fluxo de potência para vigas Euler-Bernoulli e vigas 
Timoshenko, também são mostradas. 

2. EQUAÇÕES BÁSICAS 

A Figuras I mostra de forma desconectadas, duas vigas, unidas em L, sendo excitadas 
por uma força concentrada, aplicada em uma das vigas e na direção perpendicular ao plano 
formado. A figura mostra também os tipos de esforços e as deflexões que ocorrem na união. A 
seguinte simbologia é usada: Vz - deslocamento transversal de flexão; wy , Wx - deslocamento 
angular de flexão; Elx , 8y - deslocamento angular de torção; My , Mx - momento fletor; T x , T y 
-momento torçor; Fz- força cortante. 

z 

Figura 1 : Representação dos esforços e deslocamentos de duas vigas Euler unidas em L, 
usados no cálculo do fluxo de potência. 

Em estruturas tipo grelhas excitadas por forças perpendiculares ao plano formado pela 
distribuição das vigas, o fluxo de energia entre vigas proporcionado por acoplamento de ondas 
flexão e de torção, que se propagam ao longo das vigas, é, talvez, o principal "mecanismo" de 
transferência de energia vibratória. Obviamente que acoplamentos do tipo flexão-flexão 
também devem ser considerados. 

A solução da equação das ondas de torção expressa na forma de deslocamento angular, 

8 , (x, t), pode ser escrita na forma (Cremer, Heckl & Ungar, 1973) 

e X (x, t) =[AI cos(kt X)+ A2 sen(kt X )]exp(jwt) (1) 

O símbolo ( ---- )usado na Eq. 2.1, bem como nas demais variáveis escritas neste trabalho, 
representa uma variável complexa, causado pelo amortecimento estrutural. Serão 
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considerados os Módulos de Elasticidade complexos, como por exemplo E = E( I+ jT]) . O 
momento torçor que atua em qualquer seção, pode ser determinado pela expressão 

- -
T X (X, f) = Q 88 X (X, f) (2) 

A solução da equação das ondas de flexão, na forma de deslocamento transversal, vy(x,t), 
de vigas Euler-Bernoulli, é dada por (Cremer, Heckel & Ungar, 1973) 

~ Y (x, t) = [AI cosh(kcx) + A2 senh(kcx) + A3co~k ex)+ A4 sen(krx )] exp(jwt) (3) 

Uma vez determinadas as constantes, através qas condições de contorno, os esforços 
internos e o deslocamento angular são determinados.pelas equações abaixo 

W z (X, f) = 8v y (X ,f) 
àx 

M, (x, f) = EI 82 ~Y (x, f) 
àx2 

F y (X, f) = EI 83 ~ y (X, f) 
àx3 

(4a) 

(4b) 

(4c) 

Vigas cujas dimensões da seção transversal são grandes em relação ao comprimento, 
devem considerar os efeitos da deformação cisalhante e da inércia rotatória (Rao, 1986). Tais 
vigas, assim modeladas, são chamadas vigas Timoshenko. A solução para as deflexões linear 
e angular podem ser expressas na forma (Flügge, 1962; Levinson & Cooke, 1982) 

V(x) = Alsinh(A. . x) + A2 cosh(A.. x) + A3sin(A.bx) + A4 cos(A. bx) (5) 

<D(x) = ~· (A1cosh(À.x) + A2sinh(À.x))- ~h (A3cos(Àbx)- A4sin(Àbx)) 
A.. A.b 

(6) 

sendo 

' Cú- _ , 
- P_ +A.:.b; a •. b = rG - (

-4 4 Jx -2 2 _, b Cú - b Cú 
A.:.b = -4-+aw2 +-2- (7) 

•~H~<~'J - 2 p E ( -) 
b =E 1 + rG (8) 

e o momento fletor e a força cortante por 
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M ,(x, t) = -EI ap~, t) - J- 8v Y ( x t) J 
Fy(x,t)=rAGl$(x,t)- ax' (9) 

3. APLICAÇÃO DO MÉTODO DA MOBILIDADE 

A aplicação do método da mobilidade consiste em separar a estrutura em segmentos, 
preferencialmente em componentes de geometria simples, observando as condições tisicas 
que devem ser obedecidas nestes pontos. Por exemplo, devem ter igualdade de deslocamentos 
e equilíbrio dos esforços internos. Para a viga em L, mostrada na Figura I, as seguintes 
condições físicas devem ser obedecidas 

(lO) 

(ll) 

As condições de contorno abaixo são também usadas para a determinação das constantes 
presentes nas expressões da solução da equação da onda 

T, 1 (LI)= O; F,l (LI)= -F. eiwt (12) 

(13) 

A potência total transferida através da união pode ser considerada como a soma das 
parcelas referentes a cada tipo de acoplamento, conforme listadas abaixo 

Acoplamento "flexão - flexão": (14) 

Acoplamento "flexão - flexão": (15) 

Acoplamento "flexão - torção": (16) 

Acoplamento "torção- flexão": ( 17) 

O símbolo * representa o complexo conjugado da variável complexa. 

4. RESULTADOS 

A Figura 2 mostra os valores médios com a freqüência, para faixas de l/3 oitava, das 
razões entre a potência transferida, entre barras através da união, e a potência externa 
transferida pela força (Win). Tratam-se de duas vigas de seção quadrada, maciça. Foram 
calculadas razões para os diversos tipos possíveis de transferência de energia, de acordo com 
o tipo de acoplamento entre as ondas, em cada barra. Por serem barras de pequena seção 
transversal, analisadas na Figura 2, as ondas de flexão foram modeladas pela teoria de Euler­
Bernoulli (Fiates, 1996). 
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FLUXO DE POTÊNCIA ENTRE VIGAS UNIDAS ... 

Toma-se bastante evidenciada, por esta figura, a !rnportância do acoplamento das 
ondas de flexão com as torsionais, na transferência de energia vibratória, ao longo de toda a 
faixa de freqüências analisadas. O acoplamento por ondas de flexão em ambas as vigas toma­
se significativo nas altas freqüências, porém é responsável por uma parcela menor de 
transferência de energia, em relação ao acoplamento flexão-torção. Pode-se interpretar 
fisicamente a maior importância deste último tipo de acoplamento devido às ondas de flexão 
serem excitadas pela força concentrada, aplicada diretamente na viga 1, e por estas ondas de 
flexão possuírem um bom acoplamento às de torção, na viga 2. 

A Figura 3 mostra os resultados de uma análise semelhante realizada em um par de vigas 
de maior comprimento e de maior seção transversal. As ondas de flexão, neste caso, ainda 
foram modeladas pela teoria de Euler-Bernoulli. 

10~----------------------------------------------~ 
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Figura 2: Razão de potência entre duas vigas em L, seção quadrada, de características: 
E= 2,1 x 1011 Pa; p = 8000 kg I m3

; v= 0,29; 11 = 0,01 
b1 = h1 = 0,05 m; L 1 = 3,0 m; b2 = h2 = 0,25 m; L2 = 1 ,O m. 
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Figura 3: Razão de potência entre duas vigas em L, de seção I, de características: 
E= 2,1 x 1011 Pa; p = 8000 kg I m3

; v= 0,29; 11 = 0,01; 
d1 = 0,2 m; ta,= 0,015 m; b1 = 0,12 m; h1 = 0,015 m; L1 = 4,0 m 

d2 = 0,5 m; ta2 = 0,02 m; b2 = 0,2 m; h2 = 0,02 m; L2 = 5,0 m. 

5 



t FLUXO DE POTÊNCIA ENTRE VIGAS UNIDAS ... 

Novamente, o acoplamento tipo flexão-torção proporciona maiores parcelas de energia 
transferida, seguido pelo acoplamento flexão-flexão. 

Ao modelar as vigas pela teoria de Timoshenko, os parâmetros geométricos e de material 
das vigas são os mesmos da análise de vigas Euler, mudando-se apenas a velocidade de 
propagação e o número de onda de flexão que, desta vez incluem o cisalhamento e a inércia 
rotatória. Os números de onda são representados pelas letras Àa e Àb. 

Para determinar a importância do efeito do cisalhamento sobre o fluxo de potência, foi 
calculada a razão de potências para vigas de seção I, sendo comparados os resultados com os 

f obtidos para vigas Euler-Bernoulli (Figura 3). As dimensões das seções I são expressas de 
acordo com a seguinte simbologia: d, altura da alma; ta, espessura da alma; b, largura da aba; 
h, altura da aba; L, comprimento da viga. As Figuras 4, 5 e 6 apresentam os resultados 
comparativos de razão de potências obtidos pelos dois tipos de equações de ondas de flexão. 

Das Figuras 4 a 6, pode-se constatar os efeitos do cisalhamento e da inércia rotatória 
incluídos no modelo de Timoshenko, sobre os deslocàmentos linear e angular, em vigas 
vibrando em flexão. 

Deve-se mencionar, inicialmente, que os deslocamentos angulares de vigas calculados 
pelos modelos de Timoshenko e de Euler-Bernoulli variaram pouco. A maioria das vigas 
consideradas possuíam seção tipo I, tendo como valores típicos da altura da alma da ordem de 
20 cm. Por este motivo, acredita-se que seja este o motivo das pequenas variações no fluxo de 

f potência pelo acoplamento flexão-torção, mostrados na Figura 4, já que os efeitos 
mencionados acima são pouco significativos nas ondas de torção, e nesta faixa de freqüências 
sendo analisada. 

• 

• 
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Figura 4: Comparação entre as razões de potência, para vigas de seção I, através do 
acoplamento flexão-torção. 

A Figura 5 mostra os resultados das potências transferidas pelo acoplamento torção­
flexão. Os deslocamentos angulares ligeiramente maiores obtidos pelo modelo de 
Timoshenko, conduzem ao cálculo de maiores potências transferidas. A grande diferença 
observada na faixa de 125 Hz, entretanto, deve-se provavelmente à sintonia de ressonâncias 
nas duas vigas, favorecendo à transferência de energia. 
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10~--------------------------------------~ 

~ o ··············································· 
-o Ti-'~~'-~ as [ 
~ -10+ --+--~ Tll'lltalo ........... ~ ............. _.:. ..... :_: ...... . 

-c: .2) ............................... . 
E -~-3) -C) 

J24) 
o 
T"" 

<D~--~---+--~----+---~---+----~--4---~ 

16 31,5 63 13 2D 3D 1aD am 
Frs:j:tma (1-t) 

Figura 5: Comparação entre as razões de potência, para vigas de seção I, através do 
acoplamento torção-flexão. 

A Figura 6 mostra os resultados das potências transferidas pelo acoplamento tipo flexão­
flexão . Neste caso, os maiores deslocamentos lineares e também devido à maior densidade 
modal proporcionada pelo modelo de Timoshenko, favorece a transmissão de energia 
vibratória. Novamente, a maior variação observada na faixa de 125 Hz é atribuída à 
superposição de freqüências de ressonância das duas vigas, que foram analisadas previamente, 
em faixas estreitas de freqüência. 
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Figura 6: Comparação entre as razões de potência, para vigas de seção I, através do 
acoplamento flexão-flexão. 
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5. CONCLUSÕES 

Foram apresentados exemplos de aplicação do método da mobilidade para vigas unidas 
em L, excitadas por forças concentradas transversais ao plano das vigas, com o objetivo de 
conhecer os tipos de acoplamento de ondas entre vigas, responsáveis pelas maiores parcelas 
de transferência de energia. Ficou bastante evidenciada a importância do acoplamento entre 
ondas de flexão com as de torção. É também importante que vigas de maiores seção 
transversais vibrando em flexão sejam modeladas pela Teoria de Timoshenko, por consideram 
com maior precisão os efeitos de cisalhamento e de inércia rotatória. As diferenças de cálculo 
de fluxo de potência em relação à Teoria de Euler-Bernoulli são pequenas, porém não são 
desprezíveis. 
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Abstract 
ln this work we consider the problem of two-impulse orbital transfer between coplanar elliptical orbits with 
minimum fuel consumption but with a time limit for this transfer. This time limit imposes a new characteristic to 
the problem that rules out the majority of transfer methods. Then, we used the equations presented by D. F. 
Lawden, modified and solved those equations to develop a software for orbital maneuvers. This software will be 
used in the next missions developed by INPE. The original method developed by Lawden considers only the case 
where the initial and final points of maneuver are known. The software developed here extends this method to thc 
case where only one point is known and to the case where the two points are free. The four possible cases were 
tested with success. 
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I. INTRODUÇÃO 

Uma boa parte dos veículos espaciais colocados em órbita ao redor da Terra utiliza os 
conceitos básicos de transferências de. órbita. Isto se deve ao fato de que quando o veículo é 
lançado ele é colocado em uma órbita que nem sempre é a ideal, isto é, aquela para a qual o 
veículo foi projetado. Desta maneira, deve-'se efetuar uma transferência de órbita para que o 
veículo possa atingir a órbita final desejada. Mesmo quando o veículo já é lançado na órbita 
final, existem erros de lançamento que, em muitos casos, devem ser corrigidos. Além disto, 
para ele pennanecer nesta órbita devem ser executadas correções de órbita periódicas para 
eliminar os efeitos gerados pelas perturbações que agem no veículo. Para o Brasil teremos 
importantes aplicações na ocasião do lançamento dos satélites de sensoreamento remoto SSR l 
e SSR2 que fazem parte da Missão Espacial Completa Brasileira e dos Satélites Sino­
Brasileiros de Recursos Terrestres CBERSl e CBERS2, também de sensoreamento remoto, 
que necessitarão de manobras de transferência de órbita. 

Neste trabalho consideramos o problema da transferência orbital com consumo mínimo 
de combustível, mas com um limite de tempo para essa transferência. Esse limite de tempo 
impõe uma característica nova ao problema, fazendo com que grande parte dos métodos de 
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transferência existentes na literatura não mais se apliquem: Assim sendo, esses métodos 
devem ser adaptados a esse novo vínculo. 

2. DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 

A transferência de um veículo espacial de uma órbita inicial para uma órbita desejada 
consiste (Marec, 1979) em se alterar o estado (posição, velocidade e massa) de um veículo 
espacial das condições Po, v0 e 111o no instante t0 para r1 , v1 e m1 no instante t 1 ( t1 2: t0 ) , 

. . . 

usualmente com o menor gasto de combustível ( m0 - m1 ) possível. 

7; 
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Figura 1 - Transferência Orbital. 
FONTE: Marec (1979), pág. 3. 

Podemos ainda classificar as manobras em: parcialmente livres, onde pelo menos um dos 
paràmetros da transferência é livre, por exemplo, o seu tempo de execução; ou completamente 
vinculadas onde todos os paràmetros são vinculados e deseja-se que o veículo mude de sua 
órbita para uma outra órbita específica em um ponto específico desta órbita a partir de um 
ponto específico da órbita inicial. 

Neste trabalho, consideramos inicialmente as transferências completamente vinculadas e, 
a seguir, reduzimos o número de vínculos para obter um sistema de equações cuja resolução 
seja mais simples. 

Consideramos também que o controle aplicado ao sistema utiliza propulsores capazes de 
aplicar empuxos instantàneos e de magnitude infinita. Dessa forma, temos a variação 
instantànea da velocidade do veículo espacial. 

3. TRANSFERÊNCIAS BI-IMPULSIV AS ÓTIMAS COM TEMPO FIXO ENTRE 
ÓRBITAS COPLANARES 

Este método utiliza como base para a sua solução as equações apresentadas por Lawden 
(1993). O método apresentado por Lawden fornece a órbita de transferência de mínimo 
consumo de combustível com tempo fixo, porém o método não foi implementado nem testado 
por Lawden na publicação citada. Assim sendo, a modificação, a implementação e a solução 
do método são contribuições deste trabalho. Desta forma, o método foi modificado e 
implementado com o objetivo de desenvolver um software para manobras orbitais onde, 

2 



' TRANSFERÊNCIAS ORBITAIS IMPULSIVAS COM LIMITE DE TEMPO 

através da variação do tempo de transferência, obtemos um conjunto de resultados que nos 
fornece a solução para o problema da transferência orbital com mínimo consumo de 
combustível e com limite de tempo. 

Dadas duas órbitas coplanares, podemos definir com relativa facilidade a órbita de 
transferência ótima entre elas quando não consideramos limitações de tempo nem de posição 
dos pontos terminais (pontos inicial e final da manobra) nas órbitas de partida e de chegada. 

Porém, quando consideramos o problema com tempo fixo, a posição dos pontos 
terminais passa a ter importância. Da definição dos pontos terminais podemos ter quatro 
problemas diferentes. Quando consideramos pontos terminais fixos desejamos partir de um 
determinado ponto em um determinado instante da órbita inicial e atingir um outro 
determinado ponto em um outro determinado instante da órbita final. 

Outros dois tipos de problemas ocorrem quando apenas um dos pontos terminais é 
fixado. Neste caso o problema apresenta um vínculo a menos que o caso anterior. O caso onde 
o ponto terminal inicial é fixado pode ter como aplicação transferências orbitais ótimas com 
tempo fixo, em que o local onde a manobra deve ser realizada é determinado. Por exemplo, a 
necessidade da manobra ser realizada em visibilidade pode ser enquadrada neste caso. Já 
quando é o ponto terminal final que é determinado podemos ter como aplicação manobras de 
"rendezvous". 

Um último tipo de problema ocorre quando nenhum dos pontos terminais é fixado, sendo 
que o único vínculo existente é que o tempo total seja fixo. Nesta situação o foco de interesse 
não é onde o veículo vai efetuar a manobra, mas quanto tempo ele vai permanecer na órbita de 
transferência. Dessa forma a solução a ser encontrada deve fornecer a órbita de transferência 
com menor consumo de combustível que transfere o veículo espacial da órbita inicial para a 
órbita final em um tempo pré-determinado. Uma possível aplicação para este caso é a 
transferência de satélites de sensoreamento remoto, onde a manobra de transferência deve 
ocorrer o mais rápido possível, pois enquanto o satélite estiver na órbita de transferência os 
seus instrumentos de sensoreamento ficam inativos. 

4. APRESENTAÇÃO DO MÉTODO 

Chamaremos o ponto de junção da órbita de transferência com a órbita inicial de J, onde 
é aplicado o primeiro impulso, e o ponto de junção da órbita de transferência com a órbita 
final de K, local onde é aplicado o segundo impulso. Dessa maneira, assumiremos que o 
tempo gasto entre o ponto terminal inicial I e o ponto de junção J é dado por !1t 1 , o tempo 

gasto na órbita de transferência é ôt, e o tempo gasto entre o ponto de junção K e o ponto 
terminal final F é ôt 2 , como pode ser vi~to na Figura 2. Assim, para o caso onde os pontos 

l terminais são fixados, o vínculo de tempo é dado por: !1t1 + ôt + !1t2 = T , onde T é o tempo 

total gasto na manobra. Para o caso onde apenas o ponto terminal inicial é fixado o vínculo de 
tempo é dado por: ôt 1 + ôt = T pois neste caso ôt 2 é zero. Para o caso onde é o ponto 

• 

terminal final que é fixado, o vínculo de tempo é dado por: ôt + !1t2 = T pois agora 11t 1 que é 

zero. Para o caso onde ambos os pontos terminais não são fixados o vínculo de tempo é dado 
por: M = T pois M 1 e !1t2 são iguais a zero. 

As órbitas elípticas são especificadas pelos valores de seus elementos keplerianos dados 
por (índice I: órbita inicial; índice 2: órbita final; sem índice: órbita de transferência): 

a =semi-eixo maior. 
e = excentricidade. 
l = semi-latus rectum. 
w = longitude do periapside. 
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i = inclinação; 
Q = longitude do nodo ascendente. 

Utilizamos ainda os seguintes elementos: 

s = lfr; 
r = raio (distância do centro de atração ao satélite); 

z = 1/ J.lli .sin<j>, sendo que J.lli .z.sin<j> é a componente da velocidade perpendicular ao 

impulso que não é afetada pela propulsão; 
<1> = ângulo formado entre a direção circunferencial ( direção perpendicular a reta que liga o 

centro de atração ao satélite) e a direção do impulso; 
8 =ângulo de posição do satélite (coordenada polar). Ângulo formado entre a reta que liga o 

centro de atração ao nodo ascendente e a reta que liga o centro de atração ao satélite. 
Portanto 8 = w + f , onde f é a anomalia verdadeira; 

a = (t 2
• c)je, onde C é uma constante definida por ·Lawden (1963). Se C= O temos que a 

solução obtida é a mesma que a solução para tempo livre; 

J.l =constante gravitacional, que para a Terra vale 398600km3 
/ s2 

; 

1t = periapside. 
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Assim a equação polar da órbita pode ser escrita da forma: 
I 
- = I + e. c os( e - w) . 
r 

Supondo que o movimento do veículo na órbita inicial no ponto J tem uma aceleração 'r-t/ r 2 

na direção de O (centro de atração) e é sujeito a uma propulsão impulsiva P em um ângulo 
4> em relação a direção circunferencial, temos que os elementos (I , e, w) desta nova órbita 

devem continuar a satisfazer a equação polar da órbita. Entretanto foi mostrado por Lawden 
(1962) que estes novos elementos também satisfazem a equação: 

e.sin(e-w)=(f-/15.z}tan<j>, onde w~.z.sin<j> representa a componente da velocidade 

f perpendicular ao impulso que não é afetada pela propulsão. Assim, todas as possíveis órbitas 
que podem ser utilizadas pela aplicação de um impulso na direção <!> devem satisfazer a estas 

• 

.. 

• 

duas equações . Se /1 , e1, w 1 e I , e, w são dois grupos de elementos que satisfazem as 

equações anteriores, temos que o incremento de velocidade necessário para mover o veículo 

~ ,~-I~ 
da órbita inicial para uma outra é dado por: ôv = 'rl . 1 como foi mostrado por 

r.cos<j> 
- . e+ cos r 

Lawden ( I962). Temos ainda, as seguintes equaçoes conhecidas: cos u = · ; 
I+ e.cosf 

. cos u - e I a ~. ( u - e. sin u) . . 
cosj = ; a= --7 ; r= a.(l- e.cosu); t = 

15 
, onde: u e anomalia 

1 -e. cos u 1 -e- 'rl 2 

excêntrica, f é anomalia verdadeira e t é o tempo gasto pelo veículo para atingir a anomalia 

excêntrica u a partir do periapside. 
A partir de Lawden ( 1993) obtemos um sistema de doze equações por doze incógnitas 

que expressam as condições necessárias para otimalidade, dadas a seguir. 

Equação 1: ôt1 + ôt + ôt2 = T ou ôt1 + ôt = T ou M + ôt2 = T ou ôt = T 

Equação 2: e1 .cos(8 1 - w 1) = /1.s1 - 1 

Equação 3: e.cos(8 1 - w) = /.s1 -I 

Equação4: e 1 sin(8 1 -w 1)= (t1.s1 -t/6' .z1).tan<j> 1 

Equação 5: e.sin(8 1 - w) = ( /.s1 -115 .z1 J.tan<j> 1 

Equação 6: (z 1 - 2).sin<j> 1 -
2 
e. a 

z1 I .s1.z1 

15 2 

M = M , _ 3. 'rl - . a. e . t 
Equação 7: 1 _ 31 ( , ) 

f12 • I- e-

Equação 8: N1 

~ 
N 

3.',l -.a.e.t = 7 + ---7, .,....----

- /~.(l-e2 ) 

Equação 9: e2 .cos(8 2 - w 2 ) = 12 .s2 -I 

Equação 10: e.cos(8 2 -w)=l.s2 -1 
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Equação 11: e2 .sin(e2 -w 2 )=(l2 .s2 -l/~.z2 ).tan<j> 2 
Equação 12: e.sin(e 2 -w)=(l.s2 -lJ4. .z2 Jtan<j> 2 

Onde: 
1 

M, = cos(e, - w- Q>,) + ~.cos(e, - w ).cos<j>, + 
I - .z

1 

{
cot(e, -w) 1 [ 2.e ( )]} a. 3 +--2 . -cote, -ú) 

,X .s,. z, 1- e /.s,.sm(e, - w) 

M 2 = cos(e 2 - w- <PJ+ ).4_
1 

.cos(e 2 - w ).cos<j> 2 + 
l 2 .z2 

{
cot(e 2 -w) 1 [ 2.e ( )]} a. 3 + --2 . - cot e 2 - ú) 

1X .s
2 
.z

2 
1- e l.s2 .sm(e 2 - w) 

[ 
/. s1 + 1 J { l. s 1 + I 1 [ ( ) 2 ]} N 1 = cos<J> 1• I+ I/ +a. 3/ • +--2 . e.cot e, - w - . ( ) 
f/2.z, f/2.s,.z,.sm(e, -w) l-e /.s,.sm e, -ú) 

[ 
/.s, +1J { /.s, +l 1 [ ( ) 2 ]} N , = cos<j> 2 • 1 + ,; +a. 3/ -. +--2 • e.cot e 2 - w - . ( ) 
f/2 .z2 fl2 .s2 . z1 .sm(e2 - w) 1- e l. s2 .sm e2 - w 

Solucionando este sistema de equações obtemos a órbita de transferência com menor 
consumo de combustível que realiza a transferência do veículo espacial da órbita inicial para a 
órbita final , no intervalo de tempo determinado. 

5. RESULTADOS 

São mostrados abaixo, para os quatro casos estudados, os resultados obtidos com o 
programa desenvolvido. 

Os gráficos mostrados abaixo foram construídos em função da variação do tempo total 
gasto na manobra. Dessa maneira, cada ponto dos gráficos foi obtido através da execução do 
programa para um determinado tempo. Estes pontos foram unidos por meio de uma linha 
cheia formando assim uma curva que mostra o comportamento do elemento orbital em 
questão. Porém, no caso onde os resultados obtidos não formam uma curva contínua 
decidimos não unir os pontos pois teríamos uma falsa interpolação do comportamento do 
elemento orbital, pois realizamos um estudo discretizado onde nem todo domínio foi 
analisado, portanto, a curva real pode conter particularidades que seriam assim 
desconsideradas. 

Nos dois primeiros casos tomamos como exemplo a manobra de transferência que irá ser 
efetuada na ocasião do lançamento do satélite de sensoreamento remoto CBERS, em que o 
lançador colocará o satélite em uma órbita de injeção com semi-eixo maior de 7122,23 7 km, 
excentricidade de 0,0014161 e argumento do perigeu de 98,69375º, mas a órbita nominal do 
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TRANSFERÊNCIAS ORBITAIS IMPULSIVAS COM LIMITE DE TEMPO 

satélite deve apresentar semi-eixo maior de 7I48,865 km, excentricidade de 0,00 II e 
argumento do perigeu de 90º. Já no terceiro caso utilizamos como exemplo a manobra de 
transferência efetuada entre uma órbita inicial com semi-eixo maior de 7000 km, 
excentricidade de O, I, argumento do perigeu de 40,1 0704º e uma órbita final com semi-eixo 
maior de 7100 km, excentricidade de 0,3 e argumento do perigeu de I43,23945º. No quarto 
caso, tomamos como exemplo a mesma manobra de transferência do caso anterior, mas 
utilizando uma órbita inicial com o mesmo argumento do perigeu da órbita final 
( w =I43,23945º) pois dessa maneira as duas órbitas ficam alinhadas. 

Legenda: 
Variação de velocidade gerada pelo primeiro impulso: ____ ou O 

Variação de velocidade gerada pelo segundo impulso: _____ ou ~ 
Variação de velocidade total : ou D 
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Figura 5- Variação de Velocidade x Tempo. 
!1t + !1t2 = T 

Figura 6- Variação de Velocidade x Tempo. 
!1t = T 

Nos gráficos mostrados acima podemos verificar que quanto maior for o tempo permitido 
menor será a variação de velocidade necessária, como era esperado pois quanto maior for o 
tempo permitido mais a direção dos impulsos aplicados se aproxima da direção do 
movimento. No caso em que as órbitas inicial e final são coaxiais (quando a linha dos semi 
eixos maiores das órbitas são alinhadas), quanto maior for o tempo permitido mais a 
transferência se aproxima da transferência do tipo Hohmann (onde o ângulo de transferência é 
de 180º) portanto menor será a variação de velocidade necessária, como podemos verificar na 
figura 6. Porém deve-se ressaltar que quando o tempo fixado for superior ao tempo necessário 
para a transferência do tipo Hohrnann a variação de velocidade necessária torna-se superior à 
de Hohrnann pois o ângulo de transferência torna-se maior que 180º e dessa forma a direção 
dos impulsos aplicados deixa de se aproximar da direçã6 do movimento para se afastar. 

Podemos verificar ainda que o quarto caso, onde o vínculo de tempo é dado por !1t = T , 
é o que apresenta melhores resultados pois a curva encontrada é contínua e se comporta da 
forma esperada. Isso se deve ao fato do vínculo de tempo ser o mais simples possível, 
portanto a resolução do sistema de equações mostrado anteriormente, se torna mais fácil. Já 
quando o vínculo de tempo é mais complexo a resolução do sistema também torna-se mais 
complexa. Podemos observar isso nos três primeiros casos. Quando o vínculo de tempo é 
dado por !:,.ti + !1t = T ou por !1t + !1t2 = T os resultados são razoáveis, mas quando o vínculo 

de tempo é dado por !1ti + !1t + !1t2 = T , como foi proposto por Lawden ( 1993), o resultado é 

ruim e para alguns valores de tempo não se obteve solução pois o algoritmo utilizado para a 
solução do sistema de equações não convergiu. Entretanto, isto também ocorreu nos outros 
casos, principalmente quando o tempo fixado foi muito pequeno ou muito grande, mas como 
o número de vínculos é menor nestes casos fica mais fácil ajustar o tempo de transferência 
para fazer o algoritmo convergir. 
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Abstract 
This paper deals with orbital transfer maneuvers. lt studies the problem of transferring a spacecraft from an 

initial to a coplanar final orbit. The control available to perform this task is a sequence of two or three impulses. 
The main goal is to study what is the best approach for a large set of initial and final orbits. Two methods 
available in the literature (one for a two-impulse and one for a three-impulse maneuver) are selected and used for 

, f comparison. The results show the fuel consumption for each case and produces a map of the regions of optimality 
for both cases. 
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!.INTRODUÇÃO 

Este trabalho estuda o problema de transferências entre duas órbitas coplanares elípticas 
que extremizam o impulso aplicado (consumo de combustível). 

Efetuar uma transferência orbital significa transladar um veículo espacial de um ponto 
para outro no espaço, entre órbitas diferentes. 

A transferência toma-se necessária quando ocorrem desvios nos parâmetros nominais 
da órbita do satélite, fazendo com que o mesmo se encontre em uma trajetória diferente da 
pré-estabelecida. Esta transferência também pode estar prevista na própria missão, pois é em 
geral mais fácil colocar um satélite em uma órbita intermediária e depois transferi-lo para a 
órbita desejada, do que tentar colocá-lo diretamente na órbita pretendida. 

O problema de transferências ótimas (no sentido de redução de consumo de 
combustível) entre duas órbitas coplanares Keplerianas tem sido investigado há mais de 40 
anos. Em particular, muitos artigos resolvem este problema para um sistema de controle 
impulsivo, com um número fixo de impulsos. A literatura apresenta muitas soluções para 
casos particulares, como as transferências de Hohmann e Hoelker-Silber entre duas órbitas 
circulares e suas variantes para elipses com geometrias particulares . 
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Neste trabalho, são implementados e testados os métodos que fornecem a solução deste 
problema para uma transferência entre duas órbitas coplanares elípticas com dois ou três 
impulsos. 

Para o caso de transferência com dois impulsos, nós utilizamos o método desenvolvido 
em Prado (1993 ), que é uma extensão do método sugerido por Lawden (1991 ), incluindo o 
aspecto novo da introdução da uma série de variáveis que permitem a redução do conjunto 
original de onze equações e onze incógnitas para um conjunto de três equações e três 
incógnitas. 

Para o caso de três impulsos, o método descrito em Zanardi ( 1988), foi escolhido para 
implementação. Ele considera somente transferências que não passam pelo infinito durante a 
transferência. 

Nós também apresentamos testes numéricos para os dois métodos implementados, 
mostrando as vantagens e desvantagens obtidas pela aplicação de terceiro impulso. 

2. MANOBRA BI-IMPULSIV A 

Esta seção tem por objetivo mostrar a formulação e a resolução da nova variante do 
conhecido "Problema de Lambert", que é um dos mais importantes e discutidos tópicos em 
mecânica celeste. O problema original de Lambert pode ser definido como: "uma órbita 
Kepleriana (sujeita somente a uma força gravitacional originada de um ponto de massa que é 
inversamente proporcional ao quadrado da distância (ao redor de um dado campo 
gravitacional de força deve ser encontrada conectando dois pontos dados (P 1 e P2) em um 
dado tempo ~t". A nova formulação é um pouco diferente da original, mas também tem 
muitas aplicações importantes. Este novo problema é chamado "Problema de Lambert com 
mínimo Delta-V" e é fomulado como se segue: "uma órbita Kepleriana ao redor de um dado 
centro de força gravitacional deve ser encontrada conectando dois pontos dados (P 1 que 
pertence a uma órbita inicial e P2 que pertence a uma órbita final), de tal forma que o ~V 
(variação de velocidade obtida através do uso de um propulsor) para essa transferência seja 
mínimo" (Prado, 1993 e Broucke & Prado, 1993 ). 

Para resolver este problema são obtidas as expressões analíticas para o incremento total 
de velocidade requerido!:. V (como uma função de apenas uma variável independente) e para 
sua primeira derivada com respeito a esta variável. Então, é usado um esquema numérico para 
obter a raiz da primeira derivada e o valor numérico do ~V neste ponto. A partir desta 
informação é possível obter todos os outros parâmetros envolvidos, como os componentes dos 
impulsos, suas localizações, etc. Esta pesquisa está fortemente relacionada com a procura de 
uma transferência bi-impulsiva mínima entre duas órbitas coplanares dadas com a 
aproximação usada por Prado ( 1993) e Boucke & Prado ( 1993 ). 

Suponha que exista uma nave espacial em uma órbita Kepleriana (que tem a forma 
geométrica de uma elipse com semi-eixo maior ai e ei) que é chamada 0 0 (a órbita inicial). 
Deseja-se transferir essa nave espacial para a órbita Kepleriana final (que tem a forma 
geométrica de uma elipse com semi-eixo maior ar e er) 0 2, que é coplanar com a órbita 0 0. 

Para efetuar essa transferência nós iniciamos no ponto P1 (r1 ,8 1 ), onde é aplicado um impulso 
com magnitude ~V 1 que tem um ângulo <j> 1 com a direção transversa local. A órbita de 
transferência cruza a órbita final no ponto P2 (r2,82), onde é aplicado um impulso com 
magnitude~ V2 que faz um ângulo <j>2 com a direção local transversa. Para definir o problema 
básico (o mínimo Delta-V do problema de Lambert) é necessário especificar a anomalia 
verdadeira (8 1) do ponto de partida na órbita Oo (P 1) e a anomalia verdadeira (82) do ponto de 
chegada na órbita 0 0 (P2). Com esses dois valores dados e todos os elementos Keplerianos 
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(valores que definem completamente uma órbita no espaço) das duas órbitas conhecidas é 
possível determinar os raio-vetares f 1 e i'2 no começo e no fim da transferência. Então o 
problema é encontrar qual órbita de transferência conectando esses dois vetares e usando 
somente dois impulsos é a que requer o mínimo ~V para a manobra. Este problema é o 
definido aqui como "Problema de Lambert com mínimo Delta-V". O esquema da 
transferência e as variáveis utilizadas são mostradas na figura 1. 

FIG. 1 -Geometria do "Problema de Lambert com Mínimo Delta-V". 

Usando equações básicas da mecânica celeste de dois corpos é possível escrever uma 
expressão analítica para o ~V total (=~V 1 + ~V 2) requerido para esta manobra. A partir daí 
basta variar os valores das anomalias verdadeiras (variável que mostra o ângulo entre a 
posição instantânea do veículo espacial e o perigeu da órbita) nas órbitas inicial e final no 
intervalo de Oº a 360º para obter a transferencia mínima entre as duas órbitas dadas. Essa 
tarefa foi executada em detalhes em Prado, 1993. 

3. MANOBRA TRI-IMPULSIVA 

FIG. 2 - Transfêrencia entre órbitas elípticas, coplanares e coaxias com dimensões diferentes. 

A Fig. 2 ilustra uma transferência orbital entre duas órbitas elípticas, coplanares, não 
coaxiais e de dimensões diferentes. A órbita inicial é uma elipse com perigeu Rp 1 e apogeu 
Ra 1. A órbita final é uma elipse de com perigeu Rp2 e apogeu Ra2. 

3 
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Existem vários modos de efetuar uma transferência dess-e tipo. Seguindo a abordagem 
mostrada em Zanardi ( 1988), vamos executar as seguintes etapas: 

1 º) Colocamos o satélite numa órbita coaxial (semi-eixos maiores coincidentes) com a 
órbita final desejada, através de uma órbita circular de raio Ra 1; 

2º) Usamos uma elípse de transferência para alcançar a elipse desejada (2). Isto pode ser 
feito isto de várias maneiras, dependendo dos parâmetros nominais de cada órbita. No 
exemplo mostrado na figura aplica-se um impulso ~V P para atingir esse objetivo; 

3°) Quando a órbita final é atingida aplica-se um impulso ~V a para completar a 
transferência. 

Os incrementos de velocidade em cada etapa são dados por: 

~V c = .I: { 1 - ( 1 - e) 112
} ; ( 1) ; ~vp = ~{(1 + eS12 -1}, (2) v FC . a, 

t.V, ~ ~~, \(1-e,)~' -(1-e,)"') (3) 

O incremento total é dado por: ~V=~~ Vcl + ~~ VPj +~~Vai (4) 

O tempo total gasto é dado por: t = - 1- {A R3/2 1t( Ra, + RP )
312 

} 

( )
1/2 1-' a + 2 

J.l 1 2/2 
(5) 

4. RESULTADOS 

Foram testados os métodos que fornecem a solução para a transferência entre duas órbitas 
coplanares elípticas com dois ou três impulsos mostrados acima. 

Para uma melhor análise dos resultados foi feita uma tabela, variando separadamente os 
parâmetros de entrada dos programas, permitindo assim a comparação dos mesmos. 

Os parâmetros de entrada são os seguintes 
a = semi-eixo maior (para órbita inicial e final) 
e = excentricidade (para órbita inicial e final) 
ro = argumento do perigeu (para órbita inicial e final), que é o ângulo entre o perigeu da 

órbita e uma linha de referência. 
Os parâmetros de saída são os seguintes: 
~Vbi =Variação da velocidade na transferência bi-impulsiva 
~ Vtri =Variação da velocidade na transferência tri-impulsiva 
cr = ângulo de transferência bi-impulsivo que o veículo deve viajar para completar a 

manobra. 
~VD =I ~Vbi- ~Vtril 

4.1. Estudo de manobras em ror 

Para estudar este caso, serão utilizados os seguintes valores: ai = ar = 1.0, roi = O, 
ei=er=0.2. Para ror serão utilizados os valores: 60º, 120º, 180º, 240º e 300º. Também serão 
utilizados os valores ei = er = 0.4, 0.6, para a mesma situação. 

4 
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Nos resultados observamos que para todas as situações testadas a transferência bi­

impulsiva mostrou-se mais econômica e o ângulo a ficou igual a 180º somente quando 
w1: 180º (ver Tabela 1 ). 

4.2. Estudo de manobras em er 

Para estudar este caso, serão utilizados os seguintes valores: ai =ar= 1.0, Wi = w1 = O, ei= 
O e 0.2. Para er serão utilizados valores no intervalo 0.02 até 0.8. 

Nos resultados observamos que para todas as variações a transferência bi-impulsiva 
mostrou-se mais econômica e o ângulo a ficou igual a 180º sempre (ver Tabela 2). 

4.3. Estudo de manobras em ror, er 

Para estudar este caso, vamos utilizar os seguintes valores: ai = ar= 1.0, Wi = O, ei = O. 

Para er utulizamos os valores: er = 0.3, 0.5 . Para wr utilizamos os seguintes valores: 60º, 120º, 
180º, 240º e 300º. Recalculamos as mesmas situações para ei = 0.2. 

Nos resultados observamos que para todas as situações testadas a transferência bi­
impulsiva mostrou-se mais econômica e o ângulo a ficou igual a 180º sempre (ver Tabela 3). 

4.4. Estudo de manobras em ar 

Para estudar este caso, vamos utilizar os seguintes valores: ai = 1.0, Wi = wr = O. Para ei e 
er, utilizamos os seguintes valores: ei = er = 0.1, ei = er = 0.05, ei = er = 0.2, ei= er = 0.0. Para 
ar, utilizamos valores no intervalo l.l até 20.0. Os sombreados nos mostram a transferência 
mais econômica. O ângulo a ficou igual a 180º sempre (Tabela 4). A análise sobre qual tipo 
de transferência consome menos energia mostra resultados mais complexos. Para ei=e1:0.0, a 
manobra mais econômica foi sempre a bi-impulsiva. Para ei = er = 0.05, existe uma região de 
valores de ar (1.2 < ar< 3.3) na qual a manobra tri-impulsiva é mais econômica. Fora dessa 
região é mantida a tendência de obter maiores economias com a manobra bi-impulsiva. Essa 
situação se repete para os casos ei = e,.= 0.1 e ei = e,.= 0.2. A diferença é que quanto menor a 
excentricidade mais rápida é a transição entre os tipos de manobras ótimas (bi ou tri-impulso) 

Devido à essas mudanças de resultados, novos testes foram feitos com um espaçamento 
menor entre as anomalias, reduzindo-as de 5º para 0,5º e para 0 ,05º. Ainda assim os resultados 
ficaram iguais aos anteriores. 

A seguir, foram verificados esses resultados analiticamente, já que estas transferências 
são do tipo Hohmann. Os resultados mostraram-se iguais aos já encontrados. 

4.5. Estudo de manobras em wr, ar 

Para estudar este caso, vamos utilizar os seguintes valores: ai = 1.0, Wi = O, ei = er =0.2. 
Para ar utilizamos valores no intervalo 2.0 até 30.0. Para wr utilizamos os seguintes valores: 
60º, 120º , 180'\240ºe300º. 

Os resultados são mostrados na Tabela 5. Pode-se concluir que para valores de ar menores 
do que 5.0 a manobra tri-impulsiva é sempre mais econômica e para valores de ar a escolha da 
melhor manobra depende do valor de wr. Na região em tomo de w,-=180º a manobra tri­

impulsiva é mais econômica e na região em tomo de wr = Oº a manobra bi-impulsiva é mais 
econômica. O ângulo a ficou igual a 180º quando Wr = 180º. 

5 
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4.6. Estudo de manobras em er, ar 

Para estudar este caso, vamos utilizar os seguintes valores: a; = 1.0, w; = wr = O. Para ar 
utilizamos valores na faixa que vai de 2.0 até 50.0. Para e; utilizamos valores na faixa que vai 
de 0.0 até 0.2 e para er de 0.2 até 0.8. 

O ângulo a ficou igual a 180º sempre. A manobra tri-impulsiva é mais econômica na 
maioria das situações com excessào de algumas poucas partes mostradas na Tabela 6. 

TABELAS 

Tabela 1. Manobras que alteram somente Wt 
cre;.: r·::, .. a;:: I'··~~~ 1···~~ !4Ydil ·· .. •l1.Vlti · " fAVO I 

I~S" •'et· ~t( ror. l': â'Mbl I'•~": .<iY'tiJ l :iífiAND F•,;<f •.l~~ 0.00 1.2 0.00 '" 0.0869 0.0871 0.0002 
0.2 0.2 60° 0.0987 0.4082 0.3094 168 0.00 1.5 0.00 0.1816 0.1835 0.0019 
0.2 0.2 120° 0.1679 0.4082 0.2403 172 0.00 3.1 0.00 0.4009 0.4320 0.0311 
0.2 0.2 180° 0.1927 0.4082 0.2155 180 0.00 3 .3 0.00 0.4139 0.4495 0.0356 
0.2 0.2 240° 0.1681 0.4082 0.2401 172 0.00 5.0 0.00 0.4800 0.5527 0.0727 
0.2 0.2 300° 0.0990 0.4082 0.3092 168 0.05 1.1 0.05 0.0463 0.0511 0.0048 
0.4 0.4 60° 0.2004 0.8728 0.6724 152 0.05 1.2 0.05 0.0865 0.0490 0.0374 
0.4 0.4 120° 0.3257 0.8728 0.5471 162 0.05 1.3 0.05 0.1216 0.0785 0.0430 
0.4 0.4 180° 0.3810 0.8728 0.4918 180 0.05 2.7 0.05 0.3625 0.3608 0.0017 
0.4 0.4 240° 0.3345 0.8728 0.5383 164 0.05 2.8 0.05 0.3709 0.3723 0.0014 
0.4 0.4 300° 0.2009 0.8728 0.6719 152 0.05 3.3 0.05 . 0.4052 0.4218 0.0166 
0.6 0.6 60° 0.3149 1.500 1.1851 134 0.05 3.4 0.05 . 0.4108 0.4304 0.0196 
0.6 0.6 120° 0.5133 1.500 0.9867 156 0.05 3.5 0.05 0.4161 0.4386 0.0225 
0.6 0.6 180° 0.5811 1.500 0.9189 180 0.10 1.1 0.10 0.4611 0.1495 0.3116 
0.6 0.6 240° 0.5 137 1.500 0.9863 156 0.10 1.2 0.10 0.0859 0.1046 0.0187 
0.6 0.6 300° 0.3157 1.500 1.1 843 134 0.10 1.3 0.10 0.1206 0.0947 0.0259, 

0.10 1.4 0.10 0.1511 0.0955 0.0556 
Tabela 2. Manobras que alteram somente e1 0.10 1.5 0.10 0.1780 0.0997 0.0783 

e, < er ... L\Vbi.,. r:.,z: tJ.vtf. .. ·- .L\VD :.,· 
0.0 0.020 0.0099 0.0202 0.0103 
0.0 0.040 0.0199 0.0408 0.0209 
0.0 0.060 0.0297 0.0619 0.0321 
0.0 0.080 0.0396 0.0834 0.0438 
0.0 0.100 0.0494 0.1055 0.0561 
0.0 0.110 0.0543 0.1167 0.0624 
0.0 0.130 0.0641 0.1396 0.0755 
0.0 0.140 0.0690 0.1513 0.0823 
0.0 0.150 0.0739 0.1631 0.0892 
0.0 0.200 0.0983 0.2247 0.1264 
0.0 0.250 0.1227 0.2909 0.1682 
0.0 0.275 >0.1350 0.3261 0.1914 
0.0 0.300 0.1472 0.3627 0.2155 
0.0 0.400 0.1969 0.5275 0.3306 
0.0 0.500 0;2483 0.7320 0.4837 
0.0 0.600 0.3271 1.0000 0.6723 

0.10 3.0 0.10 0.3776 0.3641 0.0135 
0.10 3.1 0.10 0.3842 0.3744 0.0098 
0.10 3.2 0.10 0.3902 0.3843 0.0059 
0.10 3.3 0.10 0.3959. 0.3938 0.0021 
0.10 3.4 0.10 0.4013 0.4028 0.0015 
0.10 3.5 0.10 0.4062 0.4114 0.0052 
0.10 4.0 0.10 0.4271 0.4496 0.0225 
0.10 4.5 0.10 . 0.4427 0.4812 0.0384 
0.10 5.0 0.10 0.45477 0.5079 0.0532 
0.10 10.0 0.10 0.49646 0.6527 0.1563 
0.10 20.0 0.10 0.4980 0.7551 0.2571 
0.20 1.! 0.20 0.0452 0.3512 0.3060 
0.20 1.2 0.20 0.0840 0.3015 0.2175 
0.20 1.3 0.20 . 0.1176 0.2576 0.1400 
0.20 3.3 0.20 0.3755 0.3350 0.0405 
0.20 3.4 0.20 0.3803 0.3450 0.0353 
0.20 3.2..._ L .... 0.20 0.3848 0.3545 

-
0.0302 

- --

0.0 0.800 0.4305 2.0000 1.5695 
0.2 0.300 0.0510 0.5462 0.4952 
0.2 0.400 0.1026 0.7110 0.6084 
0.2 0.5 00 0.1557 0.9155 0.7598 
0.2 0.600 0.2117 1.1835 0.9718 
0.2 0.700 I 0.2725 1.5639 1.2914 
0.2 0.800 0.3422 2. 1835 1.8413 

Tabela 4. Manobras que alteram somente a1 
Tabela 3. Manobras que alteram o)f, e1 
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· · er~ 1/> et '· <ilr '• .. , ,.AVbi ... ·.·:;i tt.V;, >· 10·.'J .• ~vo;-; 2.0 60° 0.2719 0.1849 0.0870 144 
0.0 0.3 60° 0.1473 0.3628 0.2155 2.0 120° 0.2830 0.1849 0.0981 130 
0.0 0.3 120° 0.1473 0.3628 0.2155 2.0 180° 0.2867 0.1849 0.1018 180 
0.0 0.3 180° 0.1473 0.3628 0.2155 2.0 240° 0.2830 .. 0;1849 0.0981 130 
0.0 0.3 240° 0.1473 0.3628 0.2155 2.0 300° 0.2719 0.1849 0.0558 156 
0.0 0.3 300° 0.3147 · 0.3628 0.0480 3.0 60° 0.3679 .0.3021 0.0658 158 

0.0 0.5 60° 0.2484 0.7321 0.4837 3.0 120° 0.3860 0.3021 0.0658 146 

0.0 0.5 120° 0.2484 0.7321 0.4837 3.0 180° 0.3952 . 0.3021 0.0931 180 
0.0 0.5 180° ' 0.2484 0.7321 0.4837 3.0 240° 0.3861 0.3021 0.0840 146 
0.0 0.5 240° 0.2484 0.7321 0.4837 3.0 300° 0.6794 0~3021 0.3773 156 
0.0 0.5 300° 0.2484 0.7321 0.4837 4.0 60° 0.4135 0.3968 0.0167 162 
0.2 0.3 60° 0.1309 0.5463 0.4153 4.0 120° 0.4356 0.3968 0.0388 152 

0.2 0.3 120° 0.2108 0.5463 0.3354 4.0 180° 0.4482 0.3968 0.0514 180 
0.2 0.3 180° 0.2399 0.5463 0.3063 4.0 240° 0.4357 < 0~3968 0.0389 152 

0.2 0.3 240° •. 0.2110 0.5463 0.3352 4.0 300° 0.4136 0.3968 0.0158 162 
0.2 0.3 300° 0.1312 0.5463 0.4150 5.0 602 0.4385 0.4615 0.0230 146 
0.2 0.5 60° 0.2194 0.9155 0.6961 5.0 902 0.4502 0.4615 0.0113 158 
0.2 0.5 120° 03049 0.9155 0.6106 5.0 120º 0.463 • 0.4615 0.0014 156 
0.2 0.5 180° 0.3338 0.9155 0.5817 5.0 150º 0.4736 •. 0.4615 0.0121 164 

0.2 0.5 240° 0.3051 0.9155 0.6104 5.0 180º 0.4777 ' 0.4615 0.0161 180 

0.2 0.5 300° 0.2196 0.9155 0.6959 5.0 210º 0.4737 . 0.4615 0.1220 164 
5.0 240º 0.4631 0.4615 0.0015 156 

Tabela 6. Manobras que alteram e1 e a1 5.0 270º ... ·· 0.4503 0.4615 0.1120 158 
5.0 300º 0.4386 0.4615 0.0230 164 

e; ' a, . er•· AV Di · ······ "·l'l\f ':; . .. . trl . . i>Y.1, VD.i<i .. 5.0 360º . 0:4601 0.4615 0.0014 180 
0.2 2.0 0.3 0.25136 0.21875 0.0326 6.0 60° 0.4534 0.5092 0.0556 166 
0.2 2.0 0.5 0.21375 0.40825 0.1945 6.0 90° 0.4656 0.5092 0.0437 160 
0.1 2.0 0.2 0.26636 0.14709 0.1193 6.0 120° 0.4792 0.5092 0.0300 158 
0.1 2.0 0.3 0.25342 0.17716 0.0763 6.0 150° 0.4907 0.5092 0.1857 166 
0.1 2.0 0.5 0.21792 0.32021 0.1023 6.0 180° 0.4951 0.5092 0.0141 180 
0.0 2.0 0.2 0.27045 0.13397 0.1365 6.0 210° 0.4907 0.5092 0.0186 166 
0.0 2.0 0.3 0.25848 0.13788 0.1230 6.0 240° 0.4793 0.5092 0.0299 158 
0.0 2.0 0.5 0.22475 0.22475 0.0000 6.0 270° 0.4656 0.5092 0.0436 160 
0.0 2.0 0.6 0.26663 0.41421 0.1476 6.0 300° 0.4534 0.5092 0.0558 166 
0.2 5.0 0.3 0.41178 0.39979 0.0120 10.0 60° 0.4742 0.6219 0.1477 168 
0.2 5.0 0.5 0.37614 0.31341 0.0627 10.0 120° 0.5019 0.6219 0.1200 164 
0. 1 5.0 0.2 0.44119 0.45467 0.0135 10.0 180° 0.5193 0.6219 0.1026 180 
0.1 5.0 0.3 0.42629 0.39294 0.0333 10.0 240° 0~5020 0.6219 0.1199 164 
0.1 5.0 0.5 0.39222 0.28627 0.1060 10.0 300° 0.4743 0.6219 0.1476 168 
0.0 5.0 0.2 0.45624 0.45228 0.0040 
0.0 5.0 0.3 0.44218 0.39056 0.0516 
0.0 5.0 0.5 0.40950 0.26274 0.1467 . 
0.1 10.0 0.3 0.46834 0.57145 0. 1031 
0.1 20.0 0.6 0.43509 0.55518 0.1201 
0.1 30.0 0.7 0.42281 0.56778 0.1449 

30.0 60° 0.4639 0.7856 0.3217 172 
30.0 120° 0.4879 0.7856 0.2977 170 
30.0 180° 0.5024 0.7856 0.2832 180 
30.0 240° 0.4879 0.7856 0.2977 170 
30.0 300° 0.4639 0.7856 0.3217 172 

0.1 40.0 0.8 0.41013 0.53912 0.1290 
0.1 50.0 0.8 0.41008 0.57813 0.1681 

Tabela 5. Manobras que alteram wt, a1 
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5. CONCLUSÕES 

Foram testados dois métodos para o cálculo de manobras orbitais coplanares e 
impulsivas. Um método é baseado no "Problema de Lambert com um mínimo ~V" e 
soluciona o problema para a manobra com dois impulsos. O segundo método adiciona a 
possibilidade de um terceiro impulso na manobra. Outra questão analisada é o ângulo de 
transferência para a manobra bi-impulsiva. 

Os resutados mostram que a transferência bi-impulsiva é vantajosa para transferências 
envolvendo mudanças apenas no argumento do perigeu e/ou na excentricidade. Já a manobra 
tri-impulsiva é sempre vantajosa quando a manobra altera apenas o semi-eixo maior da órbita. 
Nos casos onde o semi-eixo maior é alterado juntamente com o argumento do perigeu ou com 
a excentricidade, a decisão sobre qual a melhor manobra tem que ser feita, caso a caso, 
conforme mostrado na seção de resultados. 

Do ponto de vista de ângulo de transferência da manobra bi-impulsiva, os resultados 
mostram que todas as manobras que envolvem excentricidade possuem como solução cr igual 
a 180º, bem como manobras que alteram somente o semi-eixo maior. Manobras que alteram 
somente o argumento do perigeu ou o argumento do perigeu e o semi-eixo maior possuem 
soluções com cr diferente de 180º a menos que Wi = Oº e wr = 180º. 
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Abstract 
ln this work. the effect of visibility constraints due to the use of only one ground station control of a spacecraft 
during a bi-impulsive transfer between two given non coplanar elliptical orbits is analyzed from the point of view 
of fuel consumption. This kind of constraint requires special orbital places to apply impulsive maneuvers, where 
the ground station is able to track the satellite. The increment of the fuel consumption imposed by this kind of 
constraint is evaluated by subdividing of the true anomalies' intervals at the initial and final orbits. This research 
takes part on thc orbital maneuvcrs program for the China-Brazil Earth Resources Satellite (CBERS) and should 
be extcnded for any kind ofbi-impulsive orbital transfer. 

Keywords 
Astrodynamics. artificial satellites, numerical method, orbital maneuver I Astrodinâmica, satélites artificiais, 
método numcrico, manobra orbital. 

1. INTRODUCTION 

The China-Brazil Earth Resources Satellite (CBERS) is a remate sensing satellite under 
development by China and Brazil planned to stay in a polar frozen orbit (approximate 98° of 
inclination). According to the mission objectives of CBERS, the satellite orbit to be selected 
should meet global coverage, similar conditions ofviewing and illumination when the satellite 
passes through the sarne latitude to take pictures and periodic observations of the sarne 
sampled areas to guarantee the mission success. ln order to meet and maintain these 
requirements severa) orbital maneuvers has to be planned. 

To do so, it was developed a new algorithm and a software that obtain the optimum fuel 
orbital transfer taking into account the visibility constraint of the ground station. As the 
propulsion model, it was adopted the bi-impulsive transfer (instantaneous velocity variation 
on the initial and final points of the transfer). It was assumed a dynamics that contains the 
keplerian term and the usual perturbations: atmospheric drag and non punctual gravity for the 
Earth. This problem was transformed in the well-known Two Point Boundary Value Problem. 

This research is an extension to the study of bi-impulsive transfers between two given 
coplanar orbits with minimum expenditure offuel that was developed in Prado (1993). 
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2. THE TWO POINT BOUNDARY V ALUE PROBLEM 

When ordinary differential equations are required to satisfy boundary conditions at more 
than one value of the independent variable, the resulting problem is called a two point 
boundary value problem. It was implemented the most common case of two point boundary 
value problem, where boundary conditions are supposed to be satisfied at two points - the 
starting and ending values of the integration - to solve the problem of bi-impulsive non 
coplanar orbital maneuvers with fuel optimization. 

Given an initial guess, that was found by a method that used the keplerian dynamics (the 
uni que forces involved on the system are the propulsion and the Earth' s gravi tational 
attraction, considered a point of mass) it was used the two point boundary value problem to 
solve the problem assuming that the system dynamics include perturbations, as atmospheric 
drag and oblateness ofthe Earth's gravitational field. 

The two point boundary value problem has the following form: it's desired to find the 
solution of a set of N coupled first-order ordinary differential equations (the 6 equations that 
govems the spacecraft motion), satisfying n1 boundary conditions (the 3 components of the 
first impulse position) at the starting point t 1 (the first impulse date), anda remaining set of n2 

= N- n 1 boundary conditions (the 3 components of the second impulse position) at the final 
point t2 (the last impulse date). 

2.1 The Shooting Method 

There are distinct classes of numerical methods for solving two point boundary value 
problems. For this kind ofproblem the shooting method works very well. 

ln the shooting method values for ali of the dependem variables at one boundary are 
chose. These values must be consistent with any boundary conditions for that boundary, but 
otherwise are arranged to depend on arbitrary free parameters whose values are initially 
guessed. Then the ordinary differential equations are integrated to the final time using the 
fifth-order Cash-Karp Runge-Kutta method with adaptive stepsize control. Then the 
discrepancies from the desired boundary values are found there. Now it is a multidimensional 
root-finding problem: Find the adjustment of the free parameters at the starting point that 
vanishes the discrepancies at the other boundary point. The shooting method provides a 
systematic approach to taking a set of ranging shots that allow the user to improve his aim 
systematically. 

3. VISIBILITY TESTS 

Severa! simulations were performed to observe the variations on the fuel consumption 
dueto constraints imposed by possible visibility problems on a specific ground station. 

Two of these simulations are showed here. The first one is a transfer between a low 
inclined and eccentric orbit and a geostationary one. The second is an orbital correction where 
the final orbital is nominal CBERS orbit. 

The visibility problems require special orbital places to perform the maneuvers, and the 
variation ofthe fuel consumption imposed by this requirement is studied by the subdivision of 
the true anomalies' intervals of the initial and/or final orbits. The reason why it is better to 
perform the maneuvers under visibility is to assure more security on the determination of the 
orbit after the impulse. 

3.1 First Simulation 

2 
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This is an example of transfer between a low orbit and a geostationary one. The orbital 
elements of the initial orbit are: semi-major axis 7500,0 km; eccentricity 0,02000; inclination 
0,03491 rad (2°); perigee argument 0,87266 rad (50°); right ascension of the ascending node 
0,52359 rad (30°). The orbital elements of the final orbit are: semi-major axis 42164,2 km; 
eccentricity 0,0; inclination 0,0 rad (0°); perigee argument 0,87266 rad (50°); right ascension 
ofthe ascending node 0,52359 rad (30°). 

As a first step, the true anomalies were varied from 0° to 360° on both orbits. The result 
for the minimum velocity variation was: 

LJ.V= 3,649 km/s 

As a second step, the true anomalies' intervals were subdivided, on such a way that was 
possible compare the fuel consumption variations by the velocity variations for different cases 
of ground station visibility. First, it was maintained the variation interval of 0° to 360° for the 
true anomaly ofthe initial orbit (<j> 1) and subdivided the variation interval for the true anomaly 
of the final orbit (<j>2) in subintervals of 30°. Then, it was time of maintain the variation 
interval of 0° to 360° for the true anomaly of the final orbit and subdivide the variation 
interval for the true anomaly of the initial orbit in the sarne way. ln the last part, the variations 
intervals for the true anomalies of the both orbits were subdivided in equals intervals of 30°. 

The results could be seen on tables 1, 2 and 3. 

Table 1: Visibility Test 1 

<j>, <!>2 6 V (km/sec) 

0°- 30° 3,963 

30°- 60° 4,035 

60°- 90° 3,964 

90°- 120° 3,882 

120°-150° 3,708 

Ü0
- 360° 150°- 180° 3,759 

. 180°- 210° 3,891 

21 0\l- 240° 4,290 

240°- 270° 3,965 

270°- 300° 3,910 

300°- 330° 3,649 

330°- 360° 3,675 

Table 2: Visibility Test 2 

3 
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cj>l 4>2 Ll V (km/sec) 

0° - 30° 4,072 

30°- 60° 4,307 

60°- 90° 4,185 

90°- 120° 3,773 

120°- 150° 3,649 

150°- 180° 0°- 360° 3,714 

180°- 210° 3,846 

210°- 240° 4,103 

240°- 270° 4,035 

270°- 300° 3,915 

300°- 330° 3,921 

330°- 360° 3,716 
- --·· -- - ---- - L_ - - ----- - ----

Table 3: Visibility Test 3 

c!> I 4>2 Ll V (km/sec) 

0° - 30° 0°- 30° 12,689 

30°- 60° 30°- 60° 12,606 

60° - 90° 60°- 90° 12,504 

90°- 120° 90°- 120° 12,408 

120° - 150° 120°- 150° 12,341 

150°- 180° 150°- 180° 12,320 

180°- 210° 180°- 210° 12,329 

210°- 240° 210°- 240° 12,333 

240°- 270° 240°- 270° 12,390 

270° - 300° 270°- 300° 12,489 

300°- 330° 300°- 330° 12,599 

330° - 360° 330° - 360° 12,691 I 

These results show that the effects of a !,TTOund station visibility exist and can be very 
strong. The results on table 3 clearly demonstrate that this kind of constraint can improve the 
fuel expenditure up to 4 times. Moreover, the results on the restrictions on only one true 
anomaly show that this expenditure can get I 0% over the cost of a maneuver without visibility 
restriction. 

The reason for the table 3 construction is explained now. Suppose that a mission is 
groundtracked by only one ground station, and that the impulsive maneuvers could be applied 
only when the satellite is visible by this station. This means that the orbital region where the 
impulse can be applied is really strict. The exact size depends on certain parameters, such as, 
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orbital altitude and antenna parameters. Only as an example, the orbits were divided in 30° 
intervals. To the maneuvers simulated on this example the perigee argument is not changed, 
so the sarne region that is allowed to impulse application on initial orbital is valid to the final 
orbit. For this reason the combinations on table 3 use the sarne intervals to the true anomalies 
<f> 1 and <f>2 • 

3.2 Second Simulation 

This is an example of orbital correction where the final orbit is the CBERS nominal orbit. 
The orbital elements of the initial orbit are: semi-major axis 7000,0 km; eccentricity 0,02000; 
inclination 1,57080 rad (90°); perigee argument 1,72253 rad (98,7°); right ascension of the 
ascending node 4,93805 rad ( -77,1 °). The orbital elements of the final orbit are: semi-major 
axis 7148,9 km; eccentricity 0,00206; inclination 1, 71969 rad (98,5°); perigee argument 
I, 72253 rad (98,7°); right ascension of the ascending node 4,93805 rad ( -77Y'). 

As a first step, the true anomalies were varied from 0° to 360° on both orbits. The result 
for the minimum velocity variation was: 

ll V= 1, 123 km/s 

The following step was subdivide the true anomalies' intervals in the sarne formas on the 
previous example to compare the fuel consumption variation by the ve1ocity variation, for 
different cases of ground station visibi1ity. On the 1ast case the final orbit true anoma1y 
interva1s were subdivided not on1y as the initial orbit ones, but also one subinterval before and 
one after. The reason to do that is to ana1yze the cost of a small perigee argument variation on 
the fue1 consumption. The resu1ts should be seen on tab1es 4, 5 and 6. 

Table 4: Visibility Test 4 

<j>l <!>2 llV (km/sec) 

0°- 30" 1,227 

30°- 60° 1,241 

60°- 90° 1,123 

90°-I20° I, 188 

120° - I50° I ,418 

O"- 360° 150°- I80° 1,278 

180°- 210° 1,215 

210°- 240° I, I72 

240°- 270° I, 131 

270°- 300° 1,161 

300°- 330° I ,199 

330°- 360° I,200 

Table 5: Visibility Test 5 
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<!>J <1>2 
-
~V(km/s) 

0°- 30° 1,269 

30° - 60° 1,410 

60°- 90° I, 138 

90°- 120° 1,140 

120° - 150° 1,172 

150° -180° 0° - 360° 1,195 

180° - 210° 1,195 

210° - 240° I ,216 

240°- 270° 1,168 

'~ I 270°- 300° 1,123 

300°- 330° 1,203 

330°- 360° 1,219 

1!1 1 

1'1' ' ;; 

;·: I 

•;,, 

Table 6: Visibility Test 6 

r <!>J <1>2 ~V (km/sec) I 

330°- 360° 23,135 

0° - 30° 0° - 30° 4,958 I 
' ~ 30°- 60° 2,036 

0° - 30° 23,128 

i' 30°- 60° 30°- 60° 2,853 

60°- 90" I ,329 

30° - 60° 21,483 

I 60°- 90° 60° - 90° 1,669 

. 90° - 120" I ,413 
I 

60°- 90° 23,025 

90° -120° 90° - 120° 1,783 

120° -150° 
I 

1,391 I 
I 

~ : 

90° -120° 28,411 
I 

I 

120°- 150° 120°- 150° 2,922 I 

: I 150°- 180° 2,081 

120°- 150° 15,831 

150°- 180° 150°- 180° 4,300 

180° - 210° 2,543 

6 
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150°-180° 20,400 

180°- 210° 180°- 210° 3,857 

210°- 240° 1,569 

I 80° - 210° 20,356 

210°- 240° 210°-240° 2,012 

240°-270° 1 '131 

210°-240° 14,978 

240°- 270° 240°- 270° 1 '161 

270°- 300° l '161 

240°- 270° 21,444 

270°- 300° 270°- 300° 1,826 

300°- 330° -

270°- 300° 27,654 

300°- 330° 300°- 330° 3,536 

330°- 360° 2,648 

300°- 330° 27,975 

330°- 360° 330°- 360° 4,464 

0°- 30° 2,410 

This results show the sarne behavior of the first example for the cases where the sarne 
subintervals for the true anomalies of both orbits are chosen: a restriction due to visibility 
problem of a ground station should cause an improvement up to 4 times the fue1 consumption 
of a maneuver without this kind of restriction. This result shou1d be observed by comparing 
the best result for the total velocity variation ( 1,123 km/sec) with the worst result of table 6 
(4,958 km/sec). The simulations also demonstrated that , depending on the true anomalies 
variation intervals the fuel consumptio11 improveme11t should be more than 20 times the 
consumption of a maneuver without visibility restriction, or, 011 the other hand, don't show 
significative difference 011 velocity variatio11. 

4. CONCLUSION 

Severa! simulatio11s were performed to explore the problem of the fuel consumptio11 
improvement due to grou11d station visibility constraints on bi-impulsive transfers betwee11 
non coplanar elliptical orbits 011 a no11 keplerian force field. The results showed that the 
effects of this restrictio11 could improve the fuel consumption up to 20 times the expenditure 
of a transfer without this constraint. This tests were performed, due to the CBERS mission 
requireme11ts. 
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Abstract 
ln this paper, we discuss a method of preliminary orbit determination in real time for an artificial satellite with a 
GPS receiver on board. Classical elements are considered as state variables anda simple dynamic model, based 
in the classic two-body problem, is used. The observations are formed by range and range-rate measurements 
with respect to four visible GPS satellites. An extended Kalman filter is used as the estimation technique. The 
data are simulated through numerical propagation (Cowell's method), which consíders special perturbations for 
the GPS satellite constellation and an user satellite. 

Keywords 
GPS system, Kalman filter, orbit determination. 

Sistema GPS, filtro de Kalman, determinação de órbita. 

L INTRODUÇÃO 

Este trabalho está relacionado com dois projetas para determinação de órbita e atitude 
usando GPS: "Navegação experimental de satélite e determinação de atitude usando o GPS" e 
"Navegação experimental de satélite e determinação de atitude usando o GPS/GLONASS". O 
objetivo da primeira proposta é desenvolver um experimento para determinação de órbita e 
atitude usando um receptor GPS que será embarcado nos satélites futuros do INPE. Este tipo 
de experiência foi desenvolvida pouco tempo atrás e é uma nova tendência no campo para os 
próximos anos. A melhor experiência até o momento foi desenvolvida no satélite 
Topex/Poseidon. O JPL (Jet Propulsion Laboratory) da NASA organizou uma equipe 
internacional para operar esta parte da missão, onde se obteve uma precisão de 2.5cm na 
determinação da componente radial da órbita (Schutz et ai., 1994; Yunck et ai., 1994; Bertiger 
et ai., 1994 ). Com este nível de exatidão, é também possível conduzir pesquisas em atividades 
científicas, como o estudo do campo gravitacional e da ionosfera terrestre. 

Na segunda proposta, as instituições ICAS "COSMOS", MAl da Rússia e o INPE 
ofereceram sua mão-de-obra, laboratórios, e experiências de campo, sem nenhum custo, para 
desenvolver um experimento de determinação de órbita e atitude usando um receptor 
GPS/GLONASS que será utilizado em um micro-satélite brasileiro. Como um primeiro 
estágio, é esperado que os resultados sejam melhores que 50 metros na determinação de 
órbita. Esta precisão é suficiente para as aplicações pretendidas e, se o experimento for um 
sucesso, terá muitas aplicações para os futuros satélites. O próximo estágio é tentar uma 
precisão de cinco metros. É uma tarefa mais complexa, mas com este nível de precisão, 
possivelmente será necessano desenvolver importantes estudos em geodinâmica 
(determinação do campo gravitacional, movimento da Terra, etc.). No atual nível de 
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conhecimento, não é possível assegurar que este nível de precisão seja atingido numa 
primeira fase, porque depende de muitos parâmetros: a quantidade de tempo que pode ser 
dedicada para obter dados, a capacidade de memória do satélite, a quantidade de dados que 
podem ser transmitidos para uma estação terrestre, o número de antenas, etc. Devido a estes 
desafios, esta parte do experimento é mantida como um possível beneficio extra. 

O primeiro estágio de ambos os projetas é a simulacão de um experimento em solo, 
basicamente uma prova de conceitos e, consequentemente, os resultados aqui mostrados são 
preliminares. 

2. SISTEMAS DE NAVEGAÇÃO 

Os dois sistemas de navegação mais populares que utilizam satélites artificiais são o GPS 
(Global Positioning System) e o Glonass (Global Orbiting Navigation Satellite System ). O 
primeiro desenvolvido pelos Estados Unidos e o segundo pela Rússia. Estes sistemas têm 
várias aplicações civis, entre elas: navegação por terra, mar e espaço; navegação de porto; 
navegação em rios; navegação de veículos recreativos; levantamento cinemático de alta 
precisão na terra; orientação de rôbos e outras máquinas; levantamento cadastral; 
fotogrametria sem controle terrestre; e levantamento hidrográfico (Leick, 1995); (Seeber, 
1993 ); (Parkinson et a!, 1996). 

Ambos os sistemas foram baseados na mesma idéia fundamental. Eles permitem ao 
usuário com equipamento apropriado, obter a sua posição e velocidade tridimensionais e o 
tempo com alta precisão podendo ter um número ilimitado de usuários simultaneamente, em 
qualquer parte do mundo, na superfície ou próximo da Terra. 

A maior diferença com respeito ao GPS é que o GLONASS usa tecnologia de acesso 
múltiplo de divisão de freqüência (FDMA) para discriminar sinais recebidos na antena. Com 
isso, todos os satélites transmitem o mesmo código P (preciso). 

2.1 Sistema GLONASS 

O sistema GLONASS possui 24 satélites com órbitas quasi-circulares, raio da órbita de 
25100krn com período de 11h e 16min, inclinação do plano da órbita de 64.8°, distribuídos 
em 3 planos orbitais com 8 satélites em cada um (Leick, 1995). Os sinais são transmitidos em 
duas bandas L, nas freqüências LI (1602.5625-1615.5 MHz) e L2 (1246.4375- 1256.5 Mhz). 

2.2 Sistema GPS 

Os principais objetivos do sistema GPS são: auxílio à radionavegação em três dimensões 
com elevada precisão nos cálculos de posição; navegação em tempo real; alta imunidade a 
interferência; cobertura global; e rápida obtenção da informações transmitidas pelos satélites. 

O princípio de navegação por satélites consiste na transmissão de sinais e dados das 
posições dos satélites GPS em relação a um sistema de coordenadas. O receptor mede o tempo 
de transmissão do sinal, que permite calcular a distância entre o usuário e os satélites GPS, e 
decifra os dados. Se o relógio do receptor estiver sincronizado com os relógios dos satélites 
GPS, a medida das distâncias de três diferentes satélites GPS, em posição conhecida, 
permitirão ao usuário calcular a sua posição. Se o relógio do receptor não estiver sincronizado 
com os relógios dos satélites, serão necessários quatro satélites GPS, sendo o quarto para 
determinar o desvio do relógio, uma quantidade desconhecida. As medidas da distância com 
relógio impreciso são chamadas de pseudo-distância. São necessárias quatro medidas da 
distância chamada de pseudo-distância (Leick, 1995), (Parkinson et a!, 1996). 

2 
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O sistema consiste em uma constelação de 24 satélites em 6 planos orbitais com período 
de II h e 58min. O raio da órbita é 26560km com excentricidade de 0.0131. Cada plano da 
órbita contém 24 satélites, como mostra a Figura I, distribuídos de tal forma que forneça uma 
visibilidade simultânea de pelo menos quatro satélites para um usuário localizado em qualquer 
parte do mundo e em qualquer instante. Entretanto, o mesmo satélite se toma visível quatro 
minutos mais cedo a cada dia devido a diferença de quatro minutos por dia, entre a órbita do 
satélite e a rotação da Terra (Leick, 1995). 

Figura 1: Constelação do sistema GPS 

Cada satélite transmite uma série de dados chamados de Mensagem de Navegação. Estes 
dados são recebidos pelo receptor do usuário em forma de bits modulados em sinais. Os dados 
dos sinais permitem ao usuário navegar com sucesso. 

As informações enviadas pela mensagem de navegação são as seguintes: as correções do 
relógio do satélite; as correções para os desvios na propagação do sinal através da ionosfera; 
informação de sincronização dos tempos para transferência do código C/ A para o código P; as 
efemérides do satélite transmissor; parâmetros orbitais de todos os satélites (Almanaque) e 
status dos satélites componentes do sistema GPS. 

3. TÉCNICA DE FILTRAGEM 

Como as medidas da pseudo-distância possuem ruídos tomando o valor exato 
desconhecido e também existe imprecisão no modelo da dinâmica, o filtro de Kalman foi 
utilizado para estimar o vetor de estado no instante atual, baseado em todos os dados de 
medidas anteriores até o presente. Em outras palavras, separa-se as variáveis de estado de 
outras que são consideradas ruídos, minimizando os efeitos destes erros e permitindo calcular 
uma solução ótima para o vetor de estado do sistema. O filtro de Kalman foi escolhido por ser 
o mais indicado para a determinação de órbita a bordo de um veículo espacial já que não 
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precisa iterar sobre dados previamente observados e é capaz de estimar o estado atual em 
tempo real. 

As equações de estado, para o filtro, foram consideradas para uma órbita puramente 
kepleriana. O vetor de estado está em função dos elementos orbitais do satélite usuário. As 
equações de medidas consideraram a pseudo-distância e sua variação temporal no modelo. 

As equações da pseudo-distância para o satélite usuário com respeito ao i-ésimo satélite 
GPS são dadas por (Zhang et al, 1993): 

I 

P; = (rs, 2 + ru 
2 

- 2rs,ru cos( <l>u - <l> s) + 4T); 
2 

sin <l> s, sin <l> u F -c dt (1) 

onde c é velocidade da luz, dt é diferença entre os relógios dos satélites GPS e usuário, 

lli = sen( ~i ) , e as outras variáveis são definidas na Figura 2. 

Considerando quatro satélites GPS (i = 1,2,3,4), a equação (1) pode ser linearizada na 
vizinhança de uma posição nominal (ru, <l>ui, <l>si, TJi)o, então: 

o aP aP aP aP aP. ( ) 
pi ~pi + ~Mu + --~-~<l>u , + --~ ~<l> s, + --~ ~TJi + I O~ Õtu . 

oru o<l>u, él<l>s, oTJi a(otu) 
(2) 

Escrevendo a Eq. (2) linearizada para os quatro satélites GPS, temos: 

oP, cPr cP, cPr c o r c<l> uI ô<l> Ôlll 
" 'I /:o, r 

r~1= 
aP, àP, àP, cP, " p O 
- -- -- -- c MD I (3) à r,

1 C<l> u;! a<t> a ll " " P,o I' 
' 2 /:o,<l> + -

cP, aP, aP, cP1 ·' ' pO 
- -- -- -- c 

/j, l1 i 
1 

ê r
11 c<t> " 1 o<t> Oll J pO 

11 

/:o, o r" 4 

cP4 cP4 cP4 êP4 c 
à r" 8<1> U4 2<1> 

' 4 cll4 

onde Õtu é o erro do relógio do usuário. 
Expressando as variações de ru, <Dui, <l>si, T)i em função dos elementos orbitais do satélite 

usuário, obtemos: 

oru oru élru oru ~ oru oru .6.au I 

.6.ru oau o eu olu aw u anau élvu o8tu .6.eu 

.6.<l>u 
o<l>u o<l>u o<l>u él<t\ o<l>u o<l>u o<l>u 

.6.1 u 

.6. <l> s 
oau o eu olu awu anu élvu o8tu .6.w I , (4) = o<l>s o<l>s o<l>s o<l>s o<f>s o<f>s o<l> s. u 

I 

.6. T) i 
I __ I __ I __ I __ I __ I __ I 

_6.Qu 
oa u oeu o lu Oú)u anu ovu o8tu 

.6.8tu OTJ; OTJ; OTJ; OTJ; OTJ; OTJi OTJ; .6. v u 

oau éleu olu awu anu ovu o8tu .6.8tu 

onde Yu é a anomalia verdadeira do satélite usuário. 
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As equações da variação temporal da psudodistância (i = I ,2,3,4) para o satélite usuário 
com respeito ao i-ésimo satélite GPS são dadas por: 

dp "P àr . dv . "P à d "P 0<1> dv "'P "',.... d · 0 · .I · .I· 0 · ·r V 0 · S · S · !./ · U'-V V 
V = -' = -' --' --' + -' _u _u_ + -'---' --' + _ , ___ u _l_l 

J dt ar,. àv .\'. dt àru àv u dt à<l> s àv s. dt 0<1> u àv u dt 
(5) 

J I I I 

A linearização da Eq. (5) é feita de modo análogo à Eq. (1) e também foi esxpressa em 
função da anomalia verdadeira. 

Portanto as equações de medida podem ser escritas como: 

(6) 

onde Zp e zv são a pseudodistância e a variação temporal da pseudodistância, respectivamente; 
x é o vetor de estado cujos componentes são os elementos orbitais do satélite usuário; e Hp e 
Hv são as matrizes obtidas pelas equações (3), (4) e (5). 

Usando o software Mathematica, as equações foram calculadas na forma analítica 
conforme (Chiaradia, 1996). 

z 

GPSi 

y 

X 

Figura 2: Configuração das órbitas dos satélites GPS e usuário 

5 

I 

l 

I 

, I 
I 
·I 

I 
I ,, 

~ 



DETERMINAÇÃO DE ÓRBITA EM TEMPO REAL... 

4. SIMULAÇÃO E TESTES 

Para verificar o método proposto foram necessárias simulações da órbita de referência do 
satélite usuário e das órbitas dos 24 satélites da constelação GPS. O simulador foi baseado no 

método de Cowell (Kwok, 1987) e as medidas de observação [ Zp Zv r foram também 

simuladas conforme o equacionamento descrito anteriormente, já que não foi possível obter 
dados reais de navegação recebida por um receptor a bordo de um satélite usuário real. As 
órbitas dos satélites GPS foram simuladas incluindo-se as perturbações devido ao 
geopotencial até a ordem oito, atração !uni-solar, pressão de radiação solar e arrasto. As 
órbitas do satélite usuário foram simuladas: 1) para um caso ideal, onde foi considerado o 
movimento kepleriano, e 2) um caso crítico, onde foi considerada a perturbação devido ao 
fator de achatamento temestre h Um teste de visibilidade foi também aplicado indicando 
quais os satélites GPS visíveis durante o intervalo de tempo considerado. A dinâmica da 
atitude para a visibilidade de antenas e testes de DO~ (Dilution Of Precision) não foram 
incluídos no programa, por serem desnecessários nessa fase da pesquisa. 

Para estimar a órbita do satélite usuário foi usada a forma seqüêncial do fitro estendido de 
Kalman. O modelo da dinâmica de órbita do filtro de Kalman incorporou, em todos os casos, 
somente o movimento kepleriano puro. 

Para analisar os resultados, a órbita do satélite usuário estimada pelo filtro foi comparada 
com a órbita de referência simulada. 

Para o satélite usuário, foi adotada uma órbita de referência circular, com altitude de 
1000km, inclinação de 15°, longitude do nodo ascendente de 45°, argumento do perigeu de 
30° e anomalia média de 0°. O filtro de Kalman adotou como estatísticas um desvio-padrão 
inicial ( covariância) de 1 O km no semi-eixo maior, 0.1 na excentricidade, e I o nos demais 
elementos angulares; um ruído dinâmico constante correspondente a um milésimo da 
covariância inicial, e erros observacionais de 1OOm e 1 m/s no pseudo-range e range-rate. 

No caso ideal onde tanto a órbita de referência quanto o estimador usaram o modelo 
kepleriano puro, foram obtidos os seguintes resultados estatísticos: erro no semi-eixo maior de 
7.3x10-9±1.4xl0-8 km, erro em arco (w + M) de 3.9xl0--{, ±1.5xl0-5 graus, e resíduos da 
pseudo-distância de -4.2x I o-7 ±9.1 X 10-4 km. Este teste validou o funcionamento do estimador 
baseado no filtro estendido de Kalman. 

Em seguida, o filtro foi submetido a um caso crítico, onde a órbita de referência 
considerou o efeito de perturbação do fator h , e o modelo dinâmico do filtro continuou com o 
modelo impreciso correspondente ao movimento kepleriano puro. Foram obtidos os seguintes 
resultados estatísticos: erro no semi-eixo maior de 0.01±0.42 km, erro em arco (w + M) de 
0.24±0.16 graus, e resíduo da pseudo-distância de 4.89± 11.82 km. As figuras 3 e 4 ilustram os 
erros no semi-eixo maior e os erros em arco, respectivamente, durante dois períodos orbitais 
do satélite usuário. 
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5. CONCLUSÃO 

Neste trabalho foi proposto um método de determinação preliminar de órbita de um 
satélite artificial usando o sistema GPS. Este método é baseado no filtro estendido de Kalman 
na forma seqüencial, e na dinâmica do problema dos dois corpos, ou seja, o movimento 
kepleriano puro. A dinâmica utilizada no filtro corresponde a um modelo simplificado e as 
medidas simuladas correspodem ao problema principal da teoria de satélites artificiais 
envolvendo o segundo harmónico zonal, h No caso crítico apresentado, os resultados obtidos 
pelo estimador apresentaram uma tendência cíclica no erro do semi-eixo maior e bias no erro 
em arco devido ao J2, o que eram esperados para um satélite de baixa altitude. Para 
estimadores de órbita preliminar em tempo real, o nível de precisão alcançado pode ser 
considerado satisfatório, para rotinas de operação de centro de controles e rastreamento. 

Para trabalhos futuros, serão consideradas a perturbação devido ao h no modelo de 
dinâmica do estimador de tempo real, que pode ser perferitamente possível devido ao 
crescente avanço na velocidade das CPUs embarcadas. Para tornar as simulações mais 
realísticas, perturbações devidas ao geopotencial até alta ordem dos harmónicos esféricos, 
arrasto atmosférico, atração luni-solar, e pressão de radiação solar serão incluídas na 
simulação da órbita do usuário. 
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Abstract 
ln this work the orbit determination problem of an Earth artificial satellite is analyzed. This problem is 
solved using the GPS (Global Positioning System). It's assumed that the target satellite will carry a GPS 
receiver. To perform this mission, onc needs to perform the following steps: i) To simulare the motion of 
the GPS and the target satellites; ii) To calculare ali the distances bcrween thc GPS satellites and the target 
satellite; iii) To determine which GPS satellites are visible; iv) To corrupt those data by adding a random 
error; v) To devclop a software that is able to get a navigation solution on each point of the orbit. vi) To 
develop a ncw software to get the target satellite state vector (position and velocity) from the navigation 
solution. This work was motivated by INPE ·s plans of performing this kind of mission in a near future. It 
must be cmphasized that thc goal of this work is not to provide the system maximum accuracy. but a 
sufficient accuracy to track and control the satellite at a low cost. 

Keywords 
GPS, Astrodynamics, Orbit Determination 
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GPS, Astrodinâmica, Determinação de Órbita 

L INTRODUÇÃO 

O objetivo principal deste trabalho é apresentar e propor uma solução para o problema 
da determinação de órbita de um satélite artificial, situado a uma altitude de 
aproximadamente I 000 km, que possui a bordo um receptor capaz de receber sinais 
transmitidos por uma constelação de satélites posicionados a uma altitude de 
aproximadamente 20000 km. Essa constelação é constituída pelos satélites que compõem 
o Sistema de Posicionamento Global (GPS). Diversos trabalhos foram encontrados na 
literatura tratando desse assunto, tais como: Wu et alli (1991), Yunck et alli (1994), 
Zhang et alli ( 1993 ). 
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1.1 SISTEMA GPS 

O sistema GPS foi idealizado pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos da 
América na década de 60, inicialmente com o objetivo de aplicações militares, para 
disseminação do tempo, determinação de posição, e navegação. Posteriormente foi 
colocado à disposição para atividades com propósitos civis (Leick, 1994). 

O GPS tem como objetivo o auxílio à navegação em três dimensões com elevada 
precisão nos cálculos de posição, mesmo que o usuário esteja sujeito às mais variadas 
intensidades de dinâmica, permitindo inclusive informações em tempo real. Apresenta 
ainda alta imunidade às interferências eletromagnéticas, uma vez que as variações de 
relêvo não tem influência sobre suas transmissões e por operar em altas freqüências, 
estas são mais precisas se comparadas com as transmissões de rádio em baixas 
freqüências . O GPS permite ainda uma cobertura global 24 horas por dia, além de 
permitir uma rápida obtenção das informações transmitidas por sua constelação. 

2. MÉTODO UTILIZADO 

Dentre os vários métodos existentes para a determinaçao de órbita, escolheu-se o 
mais simples, ou seja, utilizar o método geométrico ou cinemático (Martins do 
Nascimento, 1997) para gerar uma seqüência de soluções de navegação, e então usar 
estas soluções para determinar completamente a órbita. 

Para o desenvolvimento deste método, utiliza-se como base a teoria dos mínimos 
quadrados (Kondapalli e Kuga, 1987). 

2.1 DESENVOLVIMENTO DO PROBLEMA 

A primeira parte deste problema consiste na propagação das órbitas dos satélites GPS 
e do satélite denominado "usuário". Os dados de entrada do propagador são os elementos 
keplerianos conhecidos dos 24 satélites que compõem a constelação do GPS e do satélite 
usuário . 

Este método é baseado na obtenção da distância ("pseudo-range") entre o satélite 
usuário e os satélites GPS, através de um algoritmo computacional. Esses dados são 
"corrompidos" por uma seqüência numérica aleatória, criando uma medida de distância 
com um erro aleatório de distribuição gaussiana com desvio-padrão I 00 m e média nula. 
A partir de então elabora-se um àlgoritmo baseado na teoria de estimação, que dará os 
parâmetros que definem o modelo da órbita do satélite, dando origem a um "software" 
capaz de permitir uma série de simulações, provendo resultados numéricos que, 
comparados com os dados iniciais de órbita, possam validar o método e determinar a 
precisão da solução do problema. 

A partir dos dados fornecidos pelo "software" propagador, foi criada uma rotina em 
linguagem "FORTRAN", denominada "PROGRAMA SIMULA" que, com a introdução 
de um erro aleatório com distribuição gaussiana, toma possível conhecer a distância entre 
o satélite usuário e cada satélite GPS em cada instante de tempo fornecido pelo 
propagador, em relação ao sistema inerciai. Essas distâncias são dadas na forma vetorial 
pela equação: 

y =h+ v (2.1) 
onde: 

y = [PJ , P2, p3, ... , Pn] é o vetor de observação, h é o vetor relativo às observações da 
solução de navegação e v é o vetor das medidas dos erros gaussianos. 
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De posse desses dados, elabora-se outra rotina em linguagem "FORTRAN", 
denominada "PROGRAMA ESTIMA", onde a ferramenta matemática utilizada foi a 
teoria dos mínimos quadrados, cujo objetivo é encontrar a solução de navegação (x,y,z) 
do satélite usuário para cada instante de tempo "t" da propagação, também referenciado 
ao sistema inerciai. Este passo simula a obtenção da solução de navegação do receptor 
GPS. A solução computacional matemática é encontrada através da expansão da série de 
Taylor de primeira ordem, ou seja: 

y= h0 +[ a ~] ~x + u (2 .2) 
a X X=X o 

cuja solução é dada por: 

~X =(HT w HriHT w ~y (2.3) 

onde "W" é o inverso da matriz de covariância das medidas dos erros, CUJa diagonal é 

t/ a 2
, H= ahj8X, ~ Y = y- h0 

Uma vez obtida a solução de navegação, dada pelo programa ESTIMA, esta é 
comparada com a solução dada pelo programa SIMULA, ou seja, compara-se a solução 
estimada com a solução simulada (que é assumida como sendo a solução verdadeira). 
Essa comparação é feita através do erro de posição, a saber: 

I 

~r=[(x-x) 2 +(y-y) 2 +(z-z) 2 )2 (2.4) 

onde: (x ,y,z) são as componentes da posição atual ou posição simulada e ( x,y,z) são as 

componentes da solução de navegação. 
Procede-se ainda a uma análise estatística da raiz média quadrática, ou seja, "Root 

Mean Square" (RMS), do tipo: 
I k 

média =- L ~ r , 
k i= l 

(2.5) 

onde: "k" é o número de instantes amostrados na propagação e "cr" é o desvio padrão em 
função da média das medidas. 

Em função da análise estatística acima, pode-se verificar que, para o caso do método 
adotado para o problema, o erro médio está em tomo de 89 m, para uma distribuição 
gaussiana com desvio-padrão de I 00 m para as medidas de "pseudo-range". Portanto a 
solução de navegação apresenta erros compatíveis com os do receptor GPS . Porém, nota­
se ser a média um valor um tanto alto, caracterizando uma certa tendência (média não 
nula). Esta tendência deverá ser retirada com a introdução de um modelo dinâmico que 
possibilitará melhorar a estatística da solução de navegação. 

A partir do vetor posição (r) fornecido pelo estimador e usando a matriz de 

covariância dada por (H T W H) -I. estabelece-se a "cov (r)", ou seja: 

cr , J y· 

(J , 
z-

[

cr , 
cov (r)= ,- (2.6) 

que será da maior importância para o próximo passo do problema. 
A parte final desse problema é a determinação de órbita do satélite usuário, a partir da 

solução de navegação. Esta fase é implementada primeiramente modelando-se o 
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movimento orbital através das equações diferenciais (Golctstein, 1980) para posição e 
velocidade, conforme mostrado a seguir: 

f = v (2.7) 

. f -
v=- 11 3 + p ' (2 .8) 

r 
onde" P" é a perturbação dinâmica a ser introduzida. Essa perturbação inclui o termo de 
achatamento terrestre referente a " ]z" (Bate, 1971 ): 

Usando agora uma matriz de transição do tipo: 

~=F<)> (2 .9) 

onde: 

F=~ 
ax (2 .1 O) 

e, "f' sendo o segundo membro das equações· diferenciais de movimento, pode-se 
computar "4>" através de rotina "FORTRAN" existente no INPE (Kuga, 1986). 

Finalmente, como a ferramenta matemática usada na estimação foi a teoria dos 
mínimos quadrados, esta é novamente utilizada, no sentido de completar a determinação 
da órbita. 

No passo anterior, usou-se os "pseudo-ranges" como dado de entrada para o 

estimador, para encontrar a solução de navegação ( x,Y, z). Agora, a partir de uma nova 

rotina em linguagem "FORTRAN" denominada "PROGRAMA GPSORDET" e, 
utilizando a solução de navegação, alimenta-se o estimador, conforme o algoritmo 
matemático abaixo: 

y =H X+ l) (2 .11) 

y~m, e 

X=[~] 
então : 

y~[' ''' O,,; J[~] + u 

(2 .12) 

(2.13) 

(2.14) 

A solução matemática computacional do "GPSORDET" é similar à forma : 

L\x=(HTW Hr
1
HTW L\y , (2 . 15) 

onde "W" é o inverso da covariância da solução de navegação, ou cov(r) e "H" é 

computado por: 

H = H ( t) <)>( t, t 0 ) (2.16) 

Como se trata de um filtro que utiliza a teoria dos mínimos quadrados e, no nosso 
problema, partiu-se de um informação inicial para verificar a convergência do mesmo e 
validar o método como aplicativo para determinação de órbita, utiliza-se a solução com 
informação a priori conforme mostrado a seguir: 

L\x = P (Po -I L\x
0 

+ HT L\y) (2 .17) 
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por: 

sendo "P" dado pela covariância, ou seja: 

P=(Po-I +HT WHrl (2.18) 

3. TESTES E RESULTADOS 

Procede-se inicialmente a um teste de visibilidade. Este teste é feito da seguinte 
maneira: considera-se o raio da Terra (6378 km), mais 1000 km altitude, ou seja, como o 
satélite usuário (USU) está a aproximadamente 1000 km de altitude, ele orbita em uma 
circunferência de raio igual a 73 78 km. Utilizando-se a lei dos cossenos: 

') ') 2 c= a-+ b - 2abcosc, (3.1) 
esta implica em: 

? J 2 
r-usu =r-GPS +r GPS- usu- 2rGPsrusucosa (3.2) 
Portanto se "cos a" for maior ou igual a O, o satélite é visível. Este critério de 

visibilidade adotado, não é um caso genérico, sendo válido apenas para o objeto deste 
trabalho. 

Para verificar a validade do método adotado, considera-se três diferentes casos como 
situações de teste. Os critérios de avaliação, ou seja, magnitude de convergência menor 
ou igual a l o-03 e comparação estatística entre a órbita determinada e a órbita real em 
posição e velocidade são os mesmos para todos os casos, e são dados pelas expressões: 

L1 r = 1 -r - r 1 (3.3) 

L1 v = 1 v - v 1 (3.4) 

A órbita nominal para fins de comparação e válida para os testes realizados é dada 

x = 8380909.596 m, y =O m, z =O m, x =O m/s, y = 2914.044 m/s, z = 2914.044 m/s 

Para todos os testes realizados, foi considerado a seguinte estimativa inicial ("initial 
guess") para o estimador de época: 
x = 8380996.232 m, y = -19.862 m, z = 42.541 m 
x = -170.904 m/s, y = 2913.276 m/s, z= 6250.112 m/s. 

Faz-se também uma avaliação dos resíduos entre a órbita determinada e a órbita 

estimada. 
CASO 1: 
Considera-se o modelo completo que abrange a dinâmica kepleriana e a influência da 

perturbação dada pelo acréscimo do coeficiente h 
Os valores para os quais o estimador converge são (posições em m e velocidades em 

m/s): 
X = 8380917.310 +/- 3.086, y = -2.580 +/- 5.167, Z = 25.560 +/- 6.804 

x = -0.015 ± 5.2x10-ü3, y= 2914.040 ± 4.4x1o-o3 z= 6252.124 ± 2.8xlo-o3. 

As figuras 3.1, 3.2 e 3.3, mostram graficamente uma estatística comparativa entre a órbita 
determinada e a órbita real, em posição e velocidade e os resíduos nas três componentes, 
respectivamente. 

CASO 2: 
Para a verificação deste caso, considera-se apenas o modelo com dinâmica 

kepleriana, sem a influência da perturbação dada pelo acréscimo do coeficiente h 
Os valores para os quais o estimador converge são (posições em m e velocidades em 

m/s): 
X= 8380449.730 ± 3.084, y = -8117.621 ± 5.168, Z = 3927.779 ± 6.803 
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x = -0.104 ±5.2x J0-03, y = 2915.576 ± 4.4x 1 o-03, z = 6250.001 ±2.9x 1 o-o3 . 

As figuras 3.4, 3.5 e 3.6, mostram graficamente uma estatística comparativa entre a 
órbita determinada e a órbita real e os resíduos nas três componentes, respectivamente. 

CASO 3: 
Para a verificação deste caso, considera-se o modelo completo que abrange a 

dinâmica kepleriana e a influência da perturbação dada pelo coeficiente h Porém, como 
este caso tem uma aplicação prática e, considerando que o satélite USU está em órbita da 
Terra a uma altitude de aproximadamente 1000 km, tem-se então um período orbital de 
aproximadamente 90 minutos . Para esta condição, ele é observável por uma estação 
durante aproximadamente 15 minutos em cada órbita. Como propaga-se as órbitas por 
duas horas e meia, tem-se ai compreendido dois períodos de observação ou, pequenos 
arcos de observação ou arcos truncados. No problema, considera-se como período de 
observação o instante inicial mais 15 minutos e o instante 90 minutos mais 15 minutos. 

Os valores para os quais o filtro converge são (posições em me velocidades em m/s): 
X= 8380952.617 ± 8.093, y= -JJ.JJ6 ± 7.918, Z = 35.582 ± 8.044 

x = -0.029 ± 1.29x 1 o-o2 , y = 2914.034 ± l.OOx 1 o-02, z = 6252.099 ± 7.02x I o-o3 . 

As figuras 3.7, 3.8 e 3.9, mostram graficamente uma estatística comparativa entre a 
órbita determinada e a órbita real , em posição e velocidade e os resíduos nas três 
componentes, respectivamente 
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Fig . 3.1 - Diferença em posição entre 
a órbita determinada e a órbita real. 
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4.1 CONCLUSÕES 

200 I I 

Conforme o critério de convergência 
adotado, os três tipos de testes realizados 
convergem no terceiro passo de iteração 
do integrador. Isso demonstra a robustez 
do filtro utilizado, ou seja, a teoria de 
mínimos quadrados aplicada à solução 
de um problema não linear, como é o 
caso da determinação de órbita, se 
mostra altamente eficiente e estável se 
comparado, por exemplo, ao filtro de 
Kalman que, embora também eficiente, é 
bastante sensível em estabilidade. 

o 1 000 2000 3000 4(XX) 5())0 6llOO 7000 
tem po (s i 

Fig. 3.9- Resíduos entre a órbita determinada 
e a solução de navegação. 

Pode-se concluir que os testes realizados são suficientes para verificar a funcionalidade 
do método, não obstante outras situações possam ser verificadas, uma vez que seu 
comportamento supera as expectativas quanto à minimização dos erros entre a órbita 
determinada e a órbita real. 
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Abstract 

The paper cl ea ls wi t. h spacecraft attitude motion on pol ar , circul ar , 1\: eplerian orbit. It is supposed th at the 
spacecra ft is equipjwd by permanPnt. mag net. . The model of Ea rth m ag net.ic fi e ld is the dipole a ligned wit.h 
t h e Earth rol a t ion a.xi s . The spacecraft rot. a tion is considered under the action of the magnetic torque only. 
The model is na ive , but it. includes t.he m ain effect which is importa nt. for magnet.icall y stabilized spacec raft 
design and a tti t ude dynamics an a lysis. The motion obeys asecond-order , nonlinear, nona utono umus 
equation which depeneis on one parameter only , namely the magneti c moment of the spacecraft . The 
goal of tlw pa per is t.h e invPstigat.ion of globa l ph ase picture of the problem for a wide interval of magnet.ic 
pa.rameter using the numerical implementation of Poincare point map method. ln course of the an alysis, 
new periodic solut.ions a re found , the evolution of the phase picture a nel bifurcations of periodic solutions 
dependent on the magnet.ic parameter a re studied, thP values of the magnetic paramet.er which are 
··dange rous" frorn standpoint of spacecraft stabilization are di scussed. 

K e ywords 

Attitucle motion , perioclic so lutions, chaos . 

1. Introduction 

Periodic and conditionally periodic motions of mechanical systems are of great im­
portance from standpoint of applications . Nevertheless, starting with classical Poin care's 
works and tha.nks to achievements of modem rnathernati cs and nonlinear rnechanics it 
has been establi shed that, generally speaking, regular motions occupy a restri cted part of 
phase spa.ce and are local arnong essentially unpredictable ( chaotic) trajectories. 

That is why the efforts of rnany modem investigations are directed to analysis of global 
structure of the phase space instead of investigation of the existence or the stability of 
some isolated solutions only. The development of computer technique gives powerful tool 
for such analysis . 
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The paper deals with spacerraft motion around it s center of mass on polar, circular. 
I\:eplerian orbit. The spacecraft is equipped with permanent magnet in order to provi de 
spacecraft stabilization along the Earth magnetic field line . Thc magnet axis co incides 
with a main spacec raft inertia ax is and is sit uated on the orbital plane. The m odel of 
Earth magnetic fi eld is right dipole , in other \Yords , the ax is of dipole co incides \\'ii h Earth 
rotation ax is. 

\\'e will study the spacecraft attitude rnotion on orbital plane taking int o account 
the magnetic torque only. The equation of motion in this problem has hcen obtained 
independently by Fishell ( 1961 ) anel Beletsky (1965) anel remains t he object. of a nundwr 
of invest igat ions. The reason is that , in sp it.e of the assumed simplifications. t.lw probiPm 
includes the main effect which is of great importance from the standpoint of applications 
to m agnetically stabilized spacecraft attitude motion. 

The paper deals with the invest igat ion of global phase picture of t be proble111 us1ng 
numerical implementation of the Poincare point m ·ap method. 

2. Periodic oscillations 

The equation of t he problem has the following form , Beletsky ( 1965 ), 

6 sin 2u 
rf2;; +o VI+ :3 sin2 u sin;; = (1 + 3 sin2 u)2' 
du 2 

( 1 ) 

where -y is the angle between the sat ellite magnetic m oment vector 1'1 anel geomagnetic 
field vector B; u is the angle bet ween Earth equator plane a nel radiu s-vector of spacecraft; 
the dimens ionless constant o depends on the magnitude of magnet anel spacecra ft inert ia 
mome1lt corresponding to the main axis vv hi ch is orthogona.l to t he orbital pl a ne. (See 
Figure 1 ). 

Starting with the first resul ts obtained by Fishell (1961) and Beletsky (19G.)) this 
equation has been investigatecl in a number of papers. T he main res ults rega rding 7r­
perioclical osc illations are presenteei by Be letsky et ai. ( 1965, 1911, 1980, 198:)), Ilentov 
(19GI) , Sarychev l\:, Ovchinnikov (1980. 1980). Some solutions are a ualyt.icall y found by 
Hentov . but global analysis of existence and st.ability of periodic solutions can lw carried 
out numerically onl y. The asyrnptotic analysis of the problem for large o is presented by 
Pi vovarov ( 1986, Hl91 ) . 

Our goal was to extend the result.s obtained in the ment ioned pa.pers to the values of o 

pa.rametf'r up to 100, (because t he ma.gnPti c pa.rameter of ac tual magnet.ically st.a bi]i:;,ed 
spa.cecraft is ahout íO - 100), anel to a.nalyse the stability of ali soluticms (sincP this 
problem has been solvecl for a few solutions only ). 

The numerical approa.ch is used. Ali calcula.tions a re carried out. usi ng 1\li\TLA B pack­
age. For ea.ch va.lue of o parameter on the in terval (0 ,100) with the step 0.05 ini t ial vclocity 
f''(O) is found which is zero of the following function: .f = (f'(7r)) 2 + (f'1(7r)- ;;'(0)) 2

. At 
the initia l moment ;;(O) = O. For ea.ch perioclic solution obtained the amplitudes of os­
cillations are calcula.ted. Fig. 2, 3 show the amplitudes of all 7r-perioclical oscilla.tions 
(in radians) depending on dimensionless magnet ic parameter a. The bolei par ts of curves 
correspond to stable solutions. For example, for a = 80 there ex ist nine 1r-periodical 
spa.cecraft oscillation with respect to the m agnetic fielcl líne. Three of thcm are stable. 
All branches of the amplitude curves tend to 1r when a -t oo . Sorne pa.rts of the curves 
which are dose to 7í a re not shown. 

The stabilit.Y of ali solutions is invest igated using Poincare point map met hod anel 
will be discussed in Item 3. 
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It can he seen from Fig. :3, that amplitude curves have small gaps in the vicinity of the 
values of o 0.6 and 6. These points correspond to period-douhling bifurcation: rr-periodic 
oscillations vanish and 2rr-periodic solutions arise. These bifurcations are discussed belO\\' . 

3. The analysis of global phase space and periodic solutions stability. 

This analysis continues the study of regular and chaotic motions in the problem 
(1) which ha s ~wen started by Batalova & :\lel'nichenko (198:3). Beletsky, Pivovarov lí..__: 

Starostin (199.5,1996). 
The numerica l irnplementation of Poincare point map method is used , Thompson & 

Stewart (1991). in other words the eq. (1) is integrated numerically using different ínitial 
conditions (y:(O),y'(O)) anel the ph ase points (y:(nrr).cp'(nrr)), n = 1,2 ... are plotted. Fig. 
-t-2.) show the phase portraits of the system (1) for different values of o parameter. Each 
picture shows cp' in rad/s against r.p in rad. 

According to Poincare m ap met hod fixed points correspond to periodic solutions. 
regular curves correspond to conditionally periodic solutions and irregular situated points 
correspond to chaos. or unpredictable motion . Area of chaos for each figure is the result 
of .5000 ""' 10000 m aps. 

Ali t.he phase port ra its. like a phase portrait of a pendulum. are bounded by regular 
curves. which correspond to spacecraft rotations with respect to the magnetic field line . 
The angula r velocity of these regular rotations changes from 0.2 rad/s for o::::::: 0.1 (Fig. 
4) to 2P) rad /s for o::::::: 100 (Fig. 24). Periodic osci lla tions are situated inside thi s region . 
It means that Poincare mapping gives the bounds of the initial angular velocity range 
where periodic oscillations can be found. 

The relati ve size of chaot ic region is minimal for very small o va.lues (Fig. 4) and for 
very high ones (Fig. 24). The chaotic motions dominate for o::::::: 0. 8. On the other hand , 
vcry sma.ll anel m ax imal values of o correspond to maximum relative size of area of stable 
;;-- perodic osci llations. The center of this region ha.s zero x-coorclinate. Centers of regions 
of regular motion with x-coordinate equa.l iT correspond to stable rr-periodic rota.tions with 
respect to magnetic field line. Taking into account the application to a spacec raft with 
magrwti c stabilization we are interestecl in rr-periodic oscilla.tion, first of ali. The islands 
in chaotic sea correspond to long-periodic solutions. So. for exa.mple. Fig. 5 shows :3rr­
periodic solution around the rr-perioclic solution. a.nd Fig. 7 shows 11 rr-periodic solution 
around 2rr-periodic one. 

Fig. 6-8 show period-cloubling bifurc;ation , Arnold (1994), in the vicinity of o-= 0.6. 
According to scena.rio of doubling in Hamiltoni a.n systems (the problem ( 1) is Hamiltionian 
in some variables) an ellipt.ic periodic trajectory becomes hyperboli c, anel alongsicle it 
appears a period-doubled, elliptic. perioclic trajectory. The sarne kind of bifurcation in 
t he vicinit.y of o = 6 is shown on Fig. 12,1:3. The stable rr-periodic oscillation vanishes 
anel t he stable 2rr-periodic solution a.rises. It is known , Thompson ( 1991 ), that such kind 
of bifurcation leads to growth of chaos. 

The intnitive imagination tha.t the increase of o pa.rameter leads to better spacecraft 
stabili zation is true apart. only. lndeed , as one can see from Fig. 2 a.nd Fig. 3, there 
ex ist the values of o- parameter which are the points of birt h of new couple of rr-periodic 
solutions: sta.ble anel unstable. Safe values of o parameter can be found on t heir right. 
sicle . By the ot. her hand, in their left neighborhood, one can easily see that amplitude 
of rr -periodic solutions in crease dangerously. That is vvhy these values of the magnetic 
parameter must be avoided in course of spacecraft stabilization system design. This 
phenomenon is due to the resonant points approxima.tely a.nalytically found by Beletsky 
( 1 9 ~~) •) ~ 10 •)·) ~ 40 6'> ~ g· o d 1 1 : __ :J; ; ___ :J; ; _ .. ); • . .. an so on. 
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The birth of new couple of ii-periodic oscillations in the vicinity of o = 95 is shown 
on Fig. 2:3,24.2.5. The center of the smallest closed curve on Fig. 25 ( it has y-coordinate 
1.41...) corresponels to the new stable 7i-periodic solution. This curve is enveloped by the 
big one with the "center .. in the point wit.h y-coordinate -:3.20 .... which corresponds to 

another sta ble iT-perioelic oscillations. The point wi th y-coordinate 2.19 ... ("ex i t from t lw 
bay .. ) corresponds to the new unstable ii-periodic solution. 

Poincare point map method can serve as a simple but. reliable too! for analysis of 
the stability of perioelic solutions. Really. stable solution correspond to fixed points of 
mapping. The error of initial conditions of the stable solution leaels to small closecl 
curve which envelopes the fixed point. On the contrary, the error in determining initial 
conelitions for unstable perioclic solution leads to regular curve which envelopes another 
( stable) fixed point or leacls to chaotic motion. 

ln other vvords. if in course of a number of mapping the phase points remain in "smalr 
vicinity of the initial point, the initial point corresponels to stable perioelic solut.ion. ln 
opposite case the solution is unstable. 

This nonstrict a.pproach was successfully useel for the analysis of stability of ali ii­

perioelic oscillations for o E (0. 100). The bolel parts of curves on Fig. 2.:3 correspond to 
stable oscillations. 
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Abstract 

The need for fast and precise robots in the industrial environment, capable of attending the productivity and 
quality demands and that allow a high volume of work. needs the usage of manipulators with tlexible links. 
Besides this, aeronautic applications demand the usage of long and thin arms, which leads to remarkablc 
structural changes. Therefore. the developmcnt of manipulators with structural tlexibility and its automatic 
control has become an important research area. The main goal of this work is to model the dynamic bchavior of 
tlexible manipulators. It is also presentcd a compara tive study with rigid robots. It is possible to use the model for 
compu ter simulations to aid the development of efficient control. 

Keywords 
Robotics, Simulation, Industrial Robot. Flcxiblc Robot 
Robótica, Simulação. Robôs Industriais. Robôs Flexíveis 

1 - INTRODUCTION 

Most of the industrial applications that involve a manipulator robot use rigid links. The 
increase in the rigidity of the links has the main objective of avoiding structural vibration. For 
this reason the manipulators are designed with over-dimensioned cross-sections in order not to 
degrade the control accuracy. 

The practice of increasing the rigidíty of the robot manipulators has the drawback of 
increasing their weight, which consequently requires drivers capable of delivering higher 
powers. 
When flexible link manipulators are compared to rigid link ones, they need less material for 
their fabrication, are lighter, faster, can handle larger loads, show less power consumption, 
need smaller drivers and usually are easier to be transported. 

Because of those reasons, the usage of manipulators with flexible links is directly related 
to the optimization ofthe elements that comprise a robotics system. 

2 - PROBLEM DESCRIPTION 

, 
' 



A robotics manipulator is a mechanical device that has the function of positioning and 
orienting its terminal element. This terminal element has the function of handling tools 
suitable to the work to be performed. Two main parts are to be considered in the design of a 
manipulator structure. The first part is the arm that comprises at least three degrees of freedom 
and is used for the positioning of the concentration point and also for the orientation of the 
referential. The second part is the wrist. lt is normally constituted of three rotational degrees 
of freedom and has the function of orienting the terminal referential. 

Not considering the deformation of the joints, the degree of freedom related to the 
movement of the base of the robot can be treated as rigid, as well as the three degrees of 
freedom related to the orientation. By this way, one note that the flexibility of the system is 
related to the two degrees of freedom related to the movement of the two links of the 
manipulator. 

For a flexible manipulator the structure presents a considerable flexibility and therefore 
an efficient control system must be developed. lt is well known that in general a control 
problem consists ofthe manipulator dynamic model forinulation. This model is further used to 
establish the controllaws that provide the desired performance. 

The dynamic behavior can be described by a set of differential equations, the motion 
equations. The control system is designed according to this set of equations. 

ln this work the dynamic modeling is performed for a system that contains two flexible 
links and two rotational joints. For the sake of comparison a rigid structure with two links and 
two rotational joints is also analyzed. ln this case two degrees of freedom are defined. 

A convenient parametrization of the terms of the motion equations, which makes it easier 
to compare the simulation results for the rigid and for the flexible system is also developed. It 
is shown the possibility of compensating physical effects present in the robot control system. 
Further details may be found in (David, 1996). 

The studied flexible system is assumed to have a planar movement. Even with this 
assumption, the complexity of the resulting dynamic equations for this system is large when 
compared to the equations for rigid manipulators. 

The Lagrange equations and the assumed modes method (Book, 1984) are applicable in 
this model. The model is established basically by the superposition of the flexible movement 
with the movement of an hypothetical rigid body. A convenient mathematical set of equations 
is developed for this purpose (David, 1996). 

The elas ti c movement of the links is truncated in the second mode, that is, it is considered 
that the amplitudes of all higher order vibration modes are much smaller than the amplitude of 
vibration of the first mode. ln such a case, a non-linear model with six degrees of freedom is 
obtained (David, 1996). 

We outline the fact that the motion equations are treated with ali non-linearities taken 
into account, without the usage of any simpli fying linearization procedure, as found in most of 
the works present in the literature. This linearization procedure may not to consider small 
contributions of physical effects that are summed or superimposed and that may significantly 
influence the system behavior. 

For this reason, one of the tasks of this work is to treat the motion equations according to 
a general approach, without simplifying linearizations, and to assess the system behavior 
through controlled simulations. 

3 - FLEXIBLE SYSTEM: PHYSICAL MODEL 

2 



The physical model for the flexible system is established in accordance to the schematic 
drawing shown in figure I. 

y 

junta 1 

o X 

Figure 1: Physical Model 

The following assumptions are made: the system has planar movement and the relative 
movement between the two links is resulting from the torques applied in each joint of the 
system. 

At the terminal of the link 1, a concentrated mass represents both the servo-motor and the 
joint masses. At the terminal of the link 2, a discrete mass is used to represent the load to be 
handled between two points of the plane. 

ln order to describe the movement, three reference systems are defined: 
[O,X,Y]- inertial referential system withorigin injoint !; 
[O,x 1,yl]- referential system with origin in O and the x1 axis tangent to Iink 1 at point O; 
[02,x2,y2] - referential system with origin in joint 2 and with the x2 axis tangent to link 2 at 
point 0 2. 

Two angles are defined: 
81 (t) is the angle between the X1 and X axis; 

82 (t) is the angle between the X1 and Xz axis. 

It is also defined a new system that is formed by the two segments 001 and 0 10 3, with 
angle82 in 0 1• The global (total) movement may be understood as being the movement of an 

hypothetical rigid system 0010 3 and a flexible movement of the links 1 and 2 with respect to 
this mobile system. · 

4- KINEMA TIC DESCRIPTION 

The position of any point in the system may be described by a convenient description of a 
set of coordinates. As shown in figure 2, any point Pi may be specified if a new variable ui ( Xi 
, t ) is defined as being the coordinate of the flexible movement with respect to the reference 
system [ O Xi Yi ]. 
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Figure 2: Definition of a coordinates system 

The position vector for point Pi will be (David, · 1996): 

_ - } T {xi} _ -
R di= {U; Yi = xi ux i + Yi uy i 

(I) 

With the aid of this definition, it is possible to express the position vectors - and 
consequently the velocity vectors - for the links 1 and 2, both for the mass concentrated in 
joint 2 as well as for the load at the terminal of link 2 (David, 1996). 

5- KINETIC ENERGY 

By mean of the velocity vectors previously mentioned, the total kinetic energy of the 
system may be expressed by the following equation: 

l J . . 1 J . . 
T = 2 R di · Rd 1 dm + 2 Rd 2 · Rd 2 dm 

m, m, (2) 

l -'- -'- 1 -'- -'- 1 . 1 2 
+2mJRj"Rj +2mPRP-RP +2Jpu2E 

where: 

2 
J Rd 1 · Rd 1 dm is the kinetic energy of link 1; 
m, 

1 J . . 2 Rd2 ·Rd2 dm is the kinetic energy of link 2; 
m, 

2mJ RJ·R; is the kinetic energy related to the concentrated mass that represents the 

servo-motor and the joint. The mass is located at point 0 2, in joint 2; 

4 
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2 m P R P · R P is the kinetic energy related to the mass of the load. This mass is 

located at the terminal of link 2; 
1 . 12 2 J P u2 E is the rotational kinetic energy of the load due to its movement around 

the axis that passes through point 0 2 and that is perpendicular to the plane shown in figure 1. 

6 - POTENTIAL ENERGY 

ln the calculation of the total potential energy of the system it is assumed an energy 
associated to the rigid movement (gravitational potential energy), plus the elastic potential 
energy of the links. 

Ox is taken as reference and the potential energy of the system (assuming u 1 and u2 

sufficiently small) is given by: 

L r 
V=m1g2s8 1 + m1 gL1s8 1 + 

r L2 1 
+ m2 gl Lr s8 1 + 2 s ( 8 1 + 8 2 ) J + 

+ m P g [ L1 s 8 1 + L2 s ( 8 1 + 8 2 ) ] 
(3) 

_ _!_ fE/1[02~1 ~ dx1 _ _!_ f E/2[ 0., 2~2 ~ dx2 
2 0 à x1 ) 2 0 o x2 ) 

where: 

g is the gravitational acceleration constant; 
L1 and L2 are the lengths ofthe links 1 and 2, respectively; 
EI 1 and Eh are the rigidity of the links I and 2, respectively, which in this model are assumed 
to be constants, and 
s 81 = sin 81 ; s (81 + 82) = sin (81 + 82 ). 

7- EQUATIONS OF MOTION 

ln order to write down the motion equations of the system it will be used the assumed 
modes method. This method consists in considering a solution for the flexible movements in 
the form of a series composed by a linear combination of admissible functions in the spatial 
coordinates, multiplied by the time dependent function qi(t). 

and 

ln the case ofthe flexible displacements ofthe links 1 and 2, it is possible to assume 

n 

UJ = Lif> li (xl) qli (t) 
i= 1 
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n 

u2 = Lt/l 2i (x2) q2i (t) 
i= 1 

(5) 

where the admissible functions4J ;1 (x) must satisfy the geometrical boundary conditions with 

respect to the representation ofthe links in the reference systems (Ox 1y1] and [02x2y:!] . 
Hence the system becomes represented by (2n + 2) degrees offreedom (David, 1996). 
If it is assumed that the amplitudes of the higher order vibration modes are very small 

when compared to the first vibration mode, the system may be truncated with n equal to 2, 
resulting in a problem involving six degrees of freedom. 

Besides this, if it is assumed that4J 1, (x) are eigenfunctions of the problem of a clamped 

free beam, that is, clamped in one end and free at the other end, the geometrical boundary 
conditions will be fulfiiled and due to the ortogonality of this functions we will have (Book 
1984): . 

~ {O se r*- s 
J 1/l,. (x) tPs (x) dx = 1 se r= s 
o 

(6) 

With this equation, one can assess each one of the integrais in the equations for both the 
kinetic and the potential energy considering 81 ,82 ,q 11 ,q 12 ,q21 ,q22 the generalized 

coordinates and r 1 , r2 the non-conservative torques acting at the joint of the system, it is 
possible to write down the equations of the movement - with convenient parametrization of 
the terms - using the Lagrange equations for non-conservative systems, 

dÍ 3 rl 3 T 3 v -l-J--+-=Q dt 3 q r 3 q r 3 q r r 
r= l (I )6 (7) 

where: 

Or are the time dependent generalized non-conservative forces (or torques). 

The equations assume the final form, 

J1 li1 + FI e 1 + rperturb. l = r I (8) 

J 2 fi2 + F2 e 2 + rperturb.2 =r2 (9) 

J3ii11 + F3if11 + rperturb.3= O (lO) 

J4 ii12 + F4 if12 +r perturbA =O (11) 

J5 ii21 + Fs if21 + r perturb. 5 = O (12) 

J6ii22 + F6 if22 + rperturb.6 =0 (13) 

where the coefficients are complex and may be found in (David, 1996). 

6 

.. ,, 
i 

' 'Í 



8- SIMULA TION AND RESUL TS 

This flexible system may be mathematically reduced to the rigid one by vanishing the 
terms related to system flexibility, which characterizes the possibility of finding a frontier 
between both systems. 

With this fact in mind, mathematical simulations are performed according to the 
following methodology: 

* initially the rigid system is simulated in a separate manner; 
* following, the flexible system is simulated with all its contributions taken into account; 
* after that, the effects are individually and cumulatively subtracted and the system 

behavior is analyzed; 
* the effects are subtracted until the limit condition in which the flexible system is 

reduced to a rigid one and the system response converges - as expected - for the case of the 
rigid system modeled separately. 

The results presented in this article correspond to simulations realized for the angular 
position el in the following cases: 

i-) flexible system, subtracted flexibility in the term Tpenurb. ; 
ii-) flexible system, subtracted flexibility in the term J; 
iii-) flexible system reduced to a rigid one. 
Some situations are presented: 
Graphic 1- FI exibi e system subtracted flexibility in the term r penurb. 
Graphic 2- Flexible system subtracted flexibility in the term J 
Graphic 3- System reduced to a rigid one from a flexible. 
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The other simulations may be found in (David, 1996). 

9- CONCLUSIONS 

The way in which the motion equations are treated in this paper may allow the 
monitoring of each contributing factor for the system flexibility. The flexible manipulator may 
be mathematically reduced to a rigid one by means of vanishing the flexibility related terms. 
The sarne procedure may be extended to the simulations, which makes it possible to find a 
frontier between both systems. lt is also possible to consider the development of controllers 
that compensate the physical effects - which in accordance to dynamic simulations results is 
relevant for the system flexibility- in arder to correct the response of the terminal element of 
the manipulator with respect to the signals from the contrai system. 
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Abstract 
A survey of the most updated techniques for modelling rotor systems composed by rotors, bearings and sup­
porting structures, is presented. Some benchmarking test results of severa! different codes for rotordynamics 
calculations and oil film bearing coefficients evaluation are shown. Methods for increasing reliability and accu­
racy in rotordynamic calculations are proposed, because a higher accuracy is needed for model based diagnostic 
procedures. Finally also a unified approach for fault modelling is presented, which is particularly suitable for 
fault identification procedures used in model based diagnostics ofrotor systems. 

Keywords 
Rotordynamics, Model Based Diagnostics, Rotor, Bearing, Foundation. 

1. INTRODUCTION 

ln the field of rotordynamics the computation of the dynamical behaviour of rotors with 
the aid of a mathematical model of the shaft and of the bearings in industrial environments 
was confined generally to the evaluation of the criticai speeds. Only more recently the 
evaluation of the dynamical behaviour of the complete train of rotors, coupled by rigid or 
flexible couplings, may be required : in these cases the frequency response curve due to 
maximum allowable unbalance has also to be calculated. 

The supporting structure, which also may have a great influence on the behaviour of the 
shaft, is represented simply by springs or at least by simple 'equivalent' mass + spring + 
damper systems. 

An experimental field evaluation of the results computed with the model is impossible to 
obtain, because the residual (after the balancing procedure) unbalance distribution along the 
rotor is unknown; further rotors generally experience some thermal distortion, due to the 
heating by operating fluid (steam or gas) or by the electric current (in case of electrical ma­
chines) or just by the friction in air, which sums up to the original unbalance. Finally the ex­
act alignment conditions of bearings and couplings, which also influence the behaviour, are 
also unknown. 
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Due to ali these facts the real behaviour is hardly simulated by a simple unbalance fre­
quency response; on the other side, a precise correspondence of the in field measured data 
with the simulated ones is not required nor by the user neither by the manufacturer. The ma­
chines are accepted if the overall vibration leveis are 'acceptable'. 

Only when, during the operation of the machine, its vibrational behaviour changes, a vi­
bration - specialist may be asked to investigate about the reason or cause of the observed be­
haviour. This can be done with the aid of a model of the system, with which different mal­
functions can be simulated. ln this case a good agreement between calculated results and ex­
perimental results is strongly desired. This can be achieved only if the vibration specialist is 
able to produce a reliable model of the system and of the malfunctions. The model of the 
system has to be tuned with experimental results, because the model 'as designed' is rather 
inaccurate and hardly takes into account the different previously described effects. 

It is obvious then that if we want to use the model of the system in an automatic diag­
nostic procedure, the model has to be as accurate as possible. 

ln Europe a project, named MODIAROT, which involves researchers from different 
countries, is running on model based diagnostics of rotor systems, in which roughly two 
thirds of time and efforts are dedicated to refine the models of the three componems of a rotor 
system - the rotor, the bearings and the supporting structure - and of the most common 
malfunctions, whilst one third is dedicated to develop the diagnostic procedure. 

ln this paper we present the state of the art of the different models of the three compo­
nents of a rotor system. The degree of reliability is also estimated by comparing calculated re­
sults obtained with different models and methods. 

2. THE MODEL OF THE SHAFT 

The model of the shaft is most suitably represented by finite beam elements with 4 d. o. 
f. 's per node. But in some situations an 'equivalem' beam element has to be defined: in case 
of an abrupt change of diameter an equivalem stiffness diameter has to be defined. ln case of 
shrink fitted parts stiffness and mass diameters have to be defined. The sarne happens for 
bladed disks in turbines or for sections with windings of generators. Different manufacturers 
have different rules for the definition of equivalem mass and stiffness diameters. E. g. in case 
of abrupt change in diameter a smooth linear increase in diameter according to different an­
gles, which range from 17° to 60° is proposed for the stiffness diameter by different manu­
facturers! An investigation made with isoparametric finite 'brick' elements (20 nodes per 
element) and some experimental tests will show which is the best rule. A similar approach 
will be used for the case of shrink-fitted ·annular parts, for which, moreover, the non-linearity 
in the contact area complicates the corriputation. 

Once equivalem stiffness and mass diameters are defined, the mass and stiffness matri­
ces are build up. Here different methods can be used and different effects can be taken into 
account. Commercial (available) computer codes can use different approaches. Also the ei­
genfrequency calculations are made with different routines, so that the results calculated with 
the same beam element model can be widely spread. 

3. EIGENV ALUE ANO FREQUENCY RESPONSE CALCULA TIONS 

While the first rotordynamics finite element codes used simply Euler beam elements for 
modelling the shaft, more recently developed codes take into account also the secondary ef­
fect of rotatory inertia of the sections and the deformation of the shaft due to shear for the 
calculation ofthe beam stiffness matrix (see Lalanne (1990)), according to Timoshenko beam 
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theory. The most modem codes take into account also the effects-of shear on the mass matrix 
(see Przemieniecki (1968)). Some codes, moreover, take into account only the gyroscopic ef­
fects of lumped disks shrunk on the shaft, while other can take into account also the distrib­
uted gyroscopic effects of the beam. 

The application of these different beam elements fonnulations was experimented, by 
using a simple Matlab code developed for this purpose, on the rotor shown in Figure 1 

(which was studied also by Nelson and 
Iumped disk McVaugh (1976) and Kim Y. D. and Lee C. 

W. ( 1986)). As can be seen in Table 1 and 2, 
the two Timoshenko shear fonnulations give 
very similar results, while they present not 

bear. 1 bear. 2 u negligible differences with respect to the 
Euler fonnulation. The addition of the dis-

Figure 1- Nelson-Me Vaugh rotor tributed ·gyroscopic effects also leads, due to 
the high rotation speed (40000 rpm) to con­

siderable differences. While the differences between Euler and the Timoshenko theories are 
bound approximately from 0.1 to 5 % for the eigenfrequencies, they become more important 
for the damping ratios, where they range from 0.1 to 23 %. The above considerations let con­
clude that the Timoshenko theory (with distributed gyroscopic effects) should be preferred, 
because more accurate than the much simpler Euler theory. 

Table 1: 

mo de 
n. 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 

First 8 eigenfrequences at 40000 rpm of the rotor of Figure 1 , with different beam finite 
element formulations 

Euler Timoshenko Timoshenko Timoshenko 
(Lalanne) (Przmienieki) + distr. gyr.effect 

[Hz] damp. [Hz] damp. [Hz] damp. [Hz] damp. 
ratio ratio ratio ratio 

224.1 2.5 222.1 2.4 222.1 2.5 219.0 2.4 
287.6 2.3 284.6 2.3 284.6 2.3 288 .0 2.4 
675.4 11.5 667.3 II. O 667.3 li. O 665 .6 10.8 
823 .3 7.5 805.5 6.9 805.6 6.9 803 .5 7.1 

1086.8 10.8 1052.7 I 0.4 1053.3 10.5 1033 .1 10.8 
1364.4 9.0 1320.5 9.0 1320.0 9.0 1353.6 8.6 
2052.4 0.7 1969.9 0.9 1972.0 0.9 1947.1 1.0 

2089.2 1.5 1993.9 u L___ ______ 
1995 .2 1.5 2028.8 L___1.5 

----

Table 2: max., min. , mean value of the eigenfrequencies [Hz] 
and of the damping ratios of the rotor of Figure 1 at 
40000 rpm , obtained with different codes 

The comparison of the 
results obtained with 5 dif­
ferent codes, though based 
on one of the above Ti­
moshenko beam theories, 
leads to differences, as can 
be seen in Table 2, de­
pending also on different 
shear area reduction coef­
ficients and different beam 
shape functions used in 
some of the codes, and 
possibly on the different 

eig enfrequencies damping ratios 

mo de max. mm. % max. mm. % 
n. va1ue v alue max-mm v alue v alue max-min 

shift shift 
I 224.1 211 .2 5.9 2.5 2.2 14.0 
2 296.1 285.7 3.6 2.6 2.3 I 1.5 
3 675.5 660.6 2.2 11.6 10.5 10.2 
4 823.2 795.0 3.5 7.5 6.8 9.4 
5 I 085.4 1005.8 7.7 11.2 10.4 7.1 
6 1390.4 1345.9 3.2 9.0 8.1 10.41 
7 2051.7 1945.2 5.4 0.9 0.8 18.9j 
8 2090.3 2028.1 3.0 1.7 1.4 15.8] 
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mathematical routines used for the eigenvalue calculation. Here again the discrepancies in ei­
genfrequency seem to be acceptable, but those in damping ratios are more criticai. 

ln Figure 2 (a) the results of the frequency response in vertical direction at disk position, 
due to an unbalance placed on the disk itself, are summarised by showing the upper and the 
lower bound of the curves obtained with the different beam formulations ( solid line) and, for 
some speeds, with different codes ('x' marks). 

:r·~ 
% 

25 

[m[ quadral ic 
X s hift 

20 

~ 15 
O 

1 1 .5 2 2 .5 
[> pm [ x 1 o• 

"'i ~I 
... 1 o 

X "'"' ' ·: 
X X 
X X X ·90 

·18 0 . 
1 1 .5 2.5 1 .5 2.5 

[>pm [ x. 1 o• [rpm] x 1 o• 

(a) (b) 

Figure 2: frequency response 10000 - 25000 rpm in vertical direction at the disk of the rotor of Figure 
1, due to an unbalance of the disk: (a) upper bound and lower bound of the results obtained with the 
Matlab code by using different beam formulations (solid line) and with different codes ('x' marks) and 

(b) related % quadratic shift 

The differences between these results can be emphasized calculating the % quadratic shift 
( calculated as the per cent ratio of standard deviation to mean value) of the vibration vectors, 
reported in Figure 2 (b ). With different beam formulations in the sarne Matlab code (solid 
line) the maximum value of the shift is reached at the resonance speeds: this is probably due 
to the different values of damping already shown, at 40000 rpm, in Table 1. Comparing the 
results of the different codes, the % shift is generally smaller except some cases, where it 

reaches even a maximum 
value of approximately 22 

high p. interm. p. low p. low p. generator % in vertical direction and 

bear. n. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Figure 3: 11-bearings and shaft of a turbogenerator 

10 11 

45 % in horizontal direc­
tion. 
The discrepancies in the 
results can increase if a 
shaft model of larger size, 

as shown in Figure 4, is considered. Figures 5 (a) and (b) show the frequency response (in 
vertical direction) in correspondence of bearing n. 4 dueto an unbalance placed near the joint 
between high pressure and intermediate pressure turbines obtained with different codes. It 
can be observed that while at low frequency (as can be more easily seen in the semi­
logaritmic diagram of Figure 5 (a)) the differences between the codes are fairly small, they 
become rather large when the speed of 3000 rpm is approached (as can be more clearly seen 
in the linear diagram of Figure 5 (b )). This behaviour could be also explained in terms of dif­
ferent sensibilities of the mathematical routines used by the codes to a rather ill-conditioned 
model of the shaft. 
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(a) (b) 
Figure 5: semi-logaritmic (a) and linear (b) modulus diagrams of the frequency response 500- 3000 
rpm in vertical direction in correspondence of bearing n. 4 c;>f the rotor of Figure 4, due to an unbal­

ance placed near the joint between high pressure and intermediate pressure turbines 

4. THE MODEL OF THE BEARING 

Rotler bearings are represented by an equivalent linear stiffness. 
Oil-film bearings are represented by 4 stiffness and 4 damping coefficients, which are 

generatly computed by expanding the oil film forces, obtained integrating the Reynolds 
equation, in a Taylor series, and evaluating numerically the force derivatives. Different meth­
ods can be used for solving the Reynolds equation (approximated energy methods, unidimen­
sional finite difference methods, bidimensional finite difference methods), and for the 
evaluation of the force derivatives. A benchmark of 5 computer codes on a 5 pad joumal 
bearing, and of 3 of them on three other bearings (partia! are, two-lobe and 6 pad) in different 
operating conditions is being evaluated within the MODIAROT project. As a first draft result 
it is possible to state that, in normal operating conditions, the results are spread within a 
standard deviation of a maximum of ± 5 % (but higher deviations may be found for the 
damping values). ln operating conditions which can be considered extreme (very low statical 
load, or very high speed) it is possible to find deviations of 50 % and more. It is obviously 
left open how far are the different results from the real behaviour and which codes fumish the 
best results. 

Non linear models for the oil-film force are used only in some research centres. But non 
linear behaviour of oil-film bearings is commonly observed, both in steady-state running 
conditions, when the staticalload is either very low or very high, and in unstable conditions, 
in which generatly limit cycles are drawn by the shaft inside the bearing. The dynamical load 

Figure 7: orbits of a shaft journal simulated with the 
non linear model of a partial are circular bearing 

(radius 127 mm, length 127 mm, radial clearance 
170 11m, speed 3000 rpm in anti-clockwise direction, 
static vertical load 1 05 N) at increasing values of the 
dynamicalload (ratio dynamical to staticalload = 0.1 

(a), 0.2 (b), 0.3 (c), 0.4 (d), 0.5 (e)) 

5 

( due to the rotating unbalance ), or the in­
stability excitation, force the shaft joumal 
into an orbit, whose centre (or mean posi­
tion of shaft joumal) may be in a different 
position with respect to the statical position, 
and whose 1 x revolution component may 
be different from that one calculated with 
the linear model, and whose 2 x revolution 
component may be not negligible. Figure 7, 
e. g., shows the orbits of the shaft joumal in 
case of high statical load and constant 
speed, at the increase of the dynamical load, 
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calculated with the non linear model of a partial-arc circular bearing. At the increase of the 
dynamicalload, the non linear effects become more evident. 

The orbit may be stable also when the statical position seems to be unstable, and vice 
versa. 

Therefore the non-linearity should be taken into account if accurate simulation is re­
quired, and even more when the model is used for model based diagnostic procedures: this is 
shown in Bachschmid (1997a) and Bachschmid (1997b), where the non linear forces are used 
for identification procedures. But for avoiding the need of time-domain integration, which 
would be necessary with non linear models, for simulating the dynamical behaviour also a 
simple, approximated method is being developed, which allows to simulate, with a few itera-

t tions, the real behaviour of an oil-film bearing. 

' 
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5. THE SUPPORTING STRUCTURE 

As it is well known, the supporting structure dynamical behaviour can strongly influence 
the behaviour of the rotor: therefore sometimes the behaviour of the rotor can be suitably 
simulated only if the supporting structure is adequately represented. Commercial rotordy­
namics codes allow either a mass + spring + damper representation for each support, or a 
complete finite element representation of the complete supporting structure. Since the ge­
ometry of the supporting structure, which includes the foundation (generally of reinforced 
concrete) and the pedestais (of steel or iron), may be rather complicated, the model will have 
an extremely large number of d. o. f. 's, which is unsuitable if we consider that the scope is 
only the simulation of the dynamical behaviour of the rotor. The rotor is connected to the 
supporting structure only in correspondence of the bearings: therefore the only d. o. f.'s 
which are of interest in this analysis are two times the number of bearings (horizontal and 
vertical displacements of each bearing housing). 

A modal reduction seem to be the only reasonable way to represent the supporting 
structure. 

A simpler beam element model may be used to generate the modal model: only the 
modes corresponding to natural frequencies below the I x revolution (or 2 x revolution) fre­
quencies of the rotor should be considered, and among these only those modes in which the 
connecting nodes exhibit larger displacements in horizontal and/or vertical direction. Axial 
modes can be neglected. Each mode corresponds to one d. o. f., and often only few modes 
(less than 1 O) have to be considered. 

ln Figure 8 (a) a 4-bearing test rig is represented. The supporting structure was modelled 
with beam elements (with roughly 50 nodes) as shown in Figure 8 (b). 

(a) (b) 

Figure 8: 4-test rig (a) and foundation beam elements model (b) 
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ROTORDYNAMICS ANO DIAGNOSTICS OF ROTORS 

With this fairly simple model a good agreement was found in the first 6-;- 8 natural frequen­
cies with a much more refined brick-element model (severa! thousand d. o. f. 's), which was 
created with Pro-Engineer and analysed with ABAQUS. According to the above criteria only 
4 modes are retained, and so in practise only 4 d. o. f. 'sare left. But they are enough to give a 
reliable representation of the dynamical behaviour of this structure in the frequency range 
O-;- 1 00 Hz. ln Figure 9 the frequency response curves in correspondence of bearing 1, due to 
a 
vertical harmonic force acting on the bearing itself, are represented in amplitude and phase. 

X 10·6 

8 
[m] 

6 --- bcam model 

• • • modal model 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 

'''~f:l JK : : ' : 
1000 2000 3000 

[rpm] 
4000 5000 6000 

Figure 9: frequency response of the foundation at 
bearing one in vertical direction due to excitation 
in the sarne bearing and sarne direction obtained 

with beam model and modal model 

One is calculated with the 50 x 6 = 300 d. o. 
f. 's beam element model, assuming damping 
proportional to the stiffness and mass matrices 
roughly equal to 3 % of the criticai damping 
the frequency range of interest. The other with 
the 4 d: o. f. 's modal reduction model, assum­
ing in each mode a damping coefficient equal 
to 3 % of the criticai damping. The curve are so 
close that, in this scale, no difference can be 
noticed, showing how well the modal model 
represents the system. 

But we do not know how reliable the mo­
dal model is, with respect to the experimental 
behaviour. The accuracy may be increased if 
the modal model is identified ( or simply up­
dated) by means of a supporting structure 
identification procedure. For this purpose the 

bearing forces can be calculated from known geometry of the bearings and from measured 
relative shaft vibrations. lf also the bearing housing vibrations are measured (by means of ac­
celerometers), the forces can be considered as exciting forces applied to the supporting 
structure, which cause the measured vibrations. This way an identification procedure can be 
activated (Vania (1996)) which uses the Extended Kalman Filter in the frequency domain; 
the classical modal analysis cannot be applied due to the multiple non uncorrelated excitation 
through all the bearings. 

6. THE FAULT MODELS AND THE COMPUTATION PROCEDURE 

Most fault models can be represented by a system of equivalent forces acting on the ro-
to r. 

Let M and K be the mass and stiffness matrices of the (linear) rotor alone, R1 the 

vector of the oil film forces in the bearings, W the external constant forces (weight) vector, 

UeiD.I the rotating unbalance ( n the rotation speed), x 1 the total ( absolute) displacement 

vector ofthe rotor nodes. Following equation holds: 

M .. K R W V. iD.t x1 + x1 = t + + e (l) 

The internal damping of the rotor can be neglected with respect to the externa! damping in­
troduced by the oil-film forces. 

7 
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xt can be split in a statical component x0 and in a dynamical component x, and also 

R1 has a constant statical component Ro anda dynamical component R: 

Xt = XQ +X, Rr = R0 +R (2) 

Let's consider different faults: 
- a blade loss is represented by a change !:J.U 
- a bearing misalignment is represented by a change Mo and an oil-film instability by M(t) 
-a structural defect (an axial asymmetry or a transversal crack) is represented by a change 

M in the stiffness matrix of the rotor. M depends on the angle of rotation nt and may 
depend also on the displacement x in the case of a deep crack: but this effect can generally 
be neglected, therefore M = M(nt) for horizontal rotors 

- a rigid coupling misalignment or a bow are defined by the rotating permanent statical de-

fi . f h X int ormatiOn o t e rotor Pe 

Both last cases can be transformed in equivalent excitation forces systems. For the structural 
defect M we get: 

M ir+ [K + M(nt)]xr = Rr + W + UeiQc 

Kx0 = Ro + W 

Mx+Kx=R+Ueint -M(nt)(x0 +x) 

(3) 

(4) 

(5) 

The right hand side last term of Eq. (5) represents the equivalent force vector; when x is 
small with respect to x0 , the force vector can be calculated as M(nt )xo, otherwise an it­

erative procedure has to be used, being x the unknown vibrational displacement. 
For the deformed rotor the dynamical displacement vector x can be split in the rotating 

statical component X PeiQt and in the relative vibrational component xr 

x = XpeiQt +xr (6) 

Reminding that the elastic forces are proportional to xr and the inertia forces to x, Eq. (5) 

yields: 

M x + K x =R+ UeiQr- M(f2t)(x0 +x)+ K X PeiQt (7) 

The right hand side last term now represents the exciting force vector due to a bowed rotor 
(thermal bow or coupling misalignment). 

It has been shown that the most common faults can be represented by equivalent systems 
of forces . ln case of simulation of the dynamical behaviour Eq. (7) can be used for calculat­
ing x in the frequency domain, if we use, as usual, the linearized oil-film forces 

R = -[ k f ]( x- x s)- [r f ]( x- x s), where x s and x s are the displacement and velocity of vi-

bration ofthe supporting structure modal model, and [k f] and [r1 ] respectively the stiffness 

and damping matrices of the oil-film bearings. 
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ROTORDYNAMICS ANO DIAGNOSTICS OF ROTORS 

For diagnostic purposes, x is measured at the bearings, -R0 and R can be calculated 

without the need of linearization, and the different exciting forces can be identified with a 

least square fitting procedure from Eq. (7). Generally only relative displacements ( xt - xt s) 

in the bearings are measured (where Xr is the statical + dynamical foundation displace-s 

ment), which are used for computing Rr; in this case in order to reconstruct the absolute dis-

placements x to be used in Eq. (7), xts has to be computed by means of the model of the 

supporting structure, which is excited by the bearing force vector Rr . 

7. CONCLUSIONS 

A survey of the state of the art in modelling the different parts (rotor, bearings, founda­
tion) which form a rotor system has been presented: For some aspects in commonly used 
models a satisfactory reliability has not been reached yet, in order to allow an effective model 
based diagnosis of faults. ln the European project MODIAROT severa! researches are been 
carrying out, which aim to improve the reliability of these models. Models of the most com­
mon faults, expressed in terms of equivalent forces acting on the rotors has been also pre­
sented. With a model of the rotor system and of commonly arising faults it is possible to carry 
out model based diagnostic procedures for identifying the faults of the machine. Experimen­
tal checks are in schedule, in order to test the effectiveness of the proposed procedures. 
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Abstract 
ln a cam-follower system the dynamics of the follower-train mechanism cause an actual motion which deviates 
from the desired one. This effect can be compensated by taking into account the inverse dynamic model of the 
follower-train in the design of the cam motion law. By considering a constant cam velocity, the follower-train 
has linear dynamics. However, due to the varying transmission ratio, and due to other nonlinear effects, the 
whole drive train is a nonlinear system, and nonlinear procedures should be used to fit a motion law. A 
theoretical analysis with only the linear feedforward compensation, supported by simulation results, has shown 
the potential of this approach, at least in the case of simple follower-train dynamics: a considerable rcduction of 
the motion error, and a good robustness with respect to errors in the estimated resonance frequency and damping 
ratio of the follower-train. Experiments with a small driving servomotor, as expected, show different results, due 
to the non-constant angular velocity. The observed cam angular velocity ripple can be taken into account, in 
future experiments, to designa complete nonlinear feedforward motion law. 

Keywords 
Cams, cam vibration, tuned cams, dynamically compensated cams, feedforward compensation. 

1. ]NTRODUCTION 

ln a cam-and-follower system the dynamics of the follower-train mechanism cause to the 
load an actual motion which devi ates from the desired one (Figure 1 a and b ). Severa! different 
approaches to deal with this problem with distinctive degrees of accomplishment have been 

• pointed out since the requirements of increasing production started to impose higher 
velocity's machines (Chen, 1982). 

This paper proposes a new approach to handle with this problem based on the idea (usually 
applied on system's control) that such an effect can be compensated by taking into account the 
inverse dynamic model ofthe follower-train in the design ofthe cam motion law. 

To better explain the adopted procedure it can be seen that the desired motion, which the 
cam could be machined with if there were no dynamic effects, should rather be applied to the 
inverse transfer-function of the follower-train to generate the compensated cam motion law 
(Figure 2a). The compensated cam can then drive the follower-train to achieve the original 
designed and desired load motion (Figure 2b), assumed a constant cam angular velocity. 

By considering a constant cam velocity, the follower-train has linear dynamics. However, 
due to the varying transmission ratio, and due to other nonlinear effects, the whole drive train 
is a nonlinear system, and nonlinear procedures should be used to fit an ideal motion law. 

*LUIZ AUGUSTO MARTIN GONÇALVES is a lecturer at the "Escola de Engenharia de São Carlos- USP", and has 
t his Ph.D. research at the Katholieke Universiteit Leuven (K.U.Leuven) supported by a scholarship from CNPq. 
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Figure 1 - Follower-train response without 

dynamic effects (a), and with dynamic 
effects (b ). 
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(a) (b) 
Figure 2: Basic idea ofthe proposed 

method (a), and resultant follower-train 
response (b ). 

ln the present work, to simplify the explanation of the method and to show some 
robustness aspects of the procedure, the theoretical analysis that follows uses a reduced 
model, obtained from the systems' nonlinear model by considering the main dynamic effects 
to be in the follower-train, as ifit was in fact a linear one. 

The theoretical analysis, supported by simulation results, shows the potential of this new 
approach, at least in the case of simple follower-train dynamics: a considerable reduction of 
the motion error, and a good robustness with respect to errors in the estimated resonance 
frequency and damping ratio of the follower-train mechanism. An initial set of experiments 
with a small driving servomotor show different results, as expected, mainly due to the Jack of 
power to deliver a constant cam angular velocity. The observed angular velocity ripple can be 
taken into account, in future experiments, in the design of a complete nonlinear motion law. 

2. THEORETICAL ANAL YSIS 

2.1 Introduction 

The sketch at the figure (3) shows an overview of the test set-up where can be seen the 
driving motor, the cam-and-oscillating-follower system, as well as a flywheel used to backing 

oscillating follower 

~?~ 
I o\ cam \J 

Figure 3: Overview ofthe test set-up. 

the motor to hold established the angular 
velocity of the system. The figures ( 4 a) and 
( 4 b) show two different models for the 
cam-and-follower system. There the 
parameters related to the rotor of the driving 
motor get lower index O, those related to the 
cam itself get 1, those at the first element of 
the follower-train (follower) get 2, while 
that the parameters at the last element of the 
follower-train (load) get index 3. The only 
difference is that at the first model, figure 
(4.a), the input to the system is considered 
to be a constant torque To delivered by the 
driving motor to the system, while that at 
the second model , figure (4.b), the system is 

assumed to be driven by a constant angular velocity éo. 
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T,,9, 91 

9, 9, 9, 9, 

(a) (b) 

Figure 4: Constant torque input To (a), and constant angular velocity input éo (b). 

The equations ( 1) and (2), show the state-space representation for both different models of 
the system, where the following relations hold: 

82 =f(8,) 

é2 = f'(8, )é, 
82 = f'(e, )e, + f"(e, )é; 

ô82 = f'(8, )ô8, 

d(ô8 2 )/dt = f'(e, )d(õe, )/dt 

d 2 (ô8 2 )/dt 2 = f'(e, )d 2(õe, )/dt 2 

ln these relations f represents the kinematic function that relates the follower ( element 2) to 
; t the cam profile ( element 1 ), or the cam motion law itself. Also at the equations (1) and (2) 

holds the relations { I I e = I 1 +I 2 [ f'(8 1 ) f } , the equivalent inertia for the elements 1 and 2, and 

{ W = ( m 1 e 1 sine 1 + m 2 e 2 f' sin f)g } , the gravitational effects on the sarne elements 1 and 2. 

• Constant Torque Input (figure 4.a): 

o o o o o o (1) 

é, -~ -~ ~ ~ o T, 
1, 1, 1, 1, 011 1, 

ê , o o o o 
é l) o o e. 01 + <+ ê, ~ ~ -~ c111 +c. + c!, r ! k ,,f' c,, r e. L r r· k ,, tr+W 

é, I " 11. 11. 11, 11, 1 .. 0 , 1,, 11, 

é, o o o o é, o o 

c,,f - k~, _C :, + C1 o k,,f 
o o o I , I , I, I, 

t • Constant Angular Velocity Input (figure 4.b ): 

o o o o o o o (2) 
é() o o o o 0 n o o o 
é, 

C11 1 +c 1 +c 1/ : 
e 

~ -~ k, r c,r I 
Cnl l . l' f' k,_, fl' +W 

é, = - É> + - - I)+ -- : ~ + ---
I ,, I,, I ,, 1,, 1,, I I, I ,, I, , 

é, e ) o o o ê, o o o o É>, 

o o c,/ _k, _c~1 + c 3 o o k,,f 

I , I , I, I _, 

2.2 Reduced model 

As the main dynamic effects to the system are at the follower-train, due to its relatively 

• 3 
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greater flexibility, and to easily explain the proposed procedure to generate the dinarnically 

k23 m 
• ~" \~ c, 

82 83 

Figure 5: Reduced rnodel with only 
follower-train dynarnics. 

cornpensated carn rnotion law, it will be 
used here a reduced rnodel for the carn­
and-follower systern. This reduced rnodel, 
where it will be considered only the rnain 
dynarnic effects related to the follower­
train, is then depicted at the figure (5), with 
the relation between output and input given 
into the equation (3). This relation 
(equation (3)) can still be reduced to that 
one in the equation ( 4) by considering that 
the darnping effect frorn the bar linking the 
two inertias is very srnall (value expected 

to be about 0.01 %) in cornparison with that one to the bearings at inertia 3 (load). 

c?J ---s + 1 
k e 3 ( s) = I 23 . e 2 ( s) 

- 3 s2 +_s_s+l 
k23 k23 

(3) => 
1 

83(s) = I c .e2(s) 
_3 s2 +-3 s+l 

(4) 

k23 k23 

As 82 represents the rnotion irnparted by the carn to the follower, it can be considered in 
this reduced rnodel to represent the original carn rnotion law, that will produce a rnotion 8 3 to 
the load affected by the follower-train dynarnics, as shown by the equation (4). If it is now 

considered a new Eh that results frorn the application of the inverse transfer-function G- 1 of 
the follower-train to the original 82, as presented in the equation (5), it will produce a new 

Eh that is exactly the sarne as the original 82 . The equation (6) presents this last relation. 

E>z = o-1.e2 (5) => ê 3 =o.( ê 2) = o.(G-1.e2) = e2 (6) 

2.3 Robustness verification 

To verify the robustness issues of this approach with respect to errors in the estimated 
damping ratio and natural frequency, as well as to running the system at velocities other then 

the nominal, let the parameters ~, w, and wn represent the real values for the damping ratio, 

the angular velocity, and the natural frequency. ln practice, they can differ from the estimated 
ones <;, w, and wn, which were applied to adjust the new motion law, and can be related by 

the following set of conditions: { Ç = a.<; , w = (1/f3). w, w n = X· w n } • It can be seen that if 

there are no differences between the real and the estimated parameters, what is equivalent to 

set a = f3 = x = I into the above relations, the resulting motion ê 3 in the equation (7) is 

exactly the sarne as Eh. 

ê3 =ú.(a-l e)- (w~ -w
2
)+2sww i 

• 2 -(? ? n e 
w~-w-)+2Çwcúni. 

2 (7) 

4 
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Now, by using the mathematical relation from the equation (8) into the equation (7), it can 
be easily deduced the equations (9), ( 1 0), ( 11 ), and ( 12), that allow to verify the features about 
the mentioned robustnesses. 

a + bi = (A a + Bb) ( Ab - Ba) . 
) 2 + ? 2 • 1 

A + Bi A- + B A - + B 
(8) 

ln arder to deduce the equations (l 0), (11 ), and (12), it can be used the general equation 
(9), but now with only one parameter varying at once, that results in the equations ( 1 0), ( 11 ), 
and ( 12), each for each one of the parameters. After doing that, the attribution of numerical 
values to both the estimated and the real parameters make it easy to see the influence of the 
misestimation of the parameters values in the behavior of the system. 

• Robustness with respect to the damping ratio 

r • By applying the relation of the equation (8) it results : 

(1 O) 

• Robustness with respect to the angular velocity 

By applying the relation ofthe equation (8) it results: 

(li) 

I ' 

• Robustness with respect to the natural frequency 

(ê, ) •. = G ... . ( G _,.e,)= ( -{ w; - w') +2çww • . ij((ro,. :\:)' - w'} + 2çww,x. i ).e, 

By applying the relation ofthe equation (8) it results: 

(12) 

' . 5 
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The figures ( 6) and (7), magnitude and phase of the transfer-functions in the equations (I 0), 
(11) and (12), show the effects caused by errors in (a) the damping ratio, (b) the angular 
velocity, and (c) the natural frequency, based on the estimated values w =3Hz and w" = 15Hz. 
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1.15,---------------, 
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Figure 6: Magnitude ofthe transfer-function to verify the robustness issues 
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Figure 7: Phase ofthe transfer-function to verify the robustness issues 

Figures (6) and (7), with deviations from -50% to +100% in the Dzeta value and of±20% 
in both angular velocity and natural frequency, show the robustness of the present approach. 
Results are even better for the smaller values ofDzeta. In addition, the equations (11) and (12) 

present the sarne relation between ê 3 and 82 and, as w = (1/P).w and Wn = x_ .w", it tums 

out that the robustness issues conceming the angular velocity or the natural frequency are 
exactly the sarne. Equal conclusion comes out from the equation ( 13), that shows the 
influence of simultaneous changes in the angular velocity and natural frequency. 

( ê,) =[[(w ~ -w ~, )(w ! ,-~ ~::x 2 )+(2c;w~n)
2

,.13,x]13!X 2 
+ [2:wwn~w'2 :~ ~ 13x)(13x -1~)13 2,X 2

2 .i].e ~ (13) 
"' ·"· (w· -w ~ p-x·) +(2c;wwn) .p-x· (w- -w~p-x · ) +(2c;wwn) .(3"x 

The equation (13) also shows that a change in the natural frequency can compensa te the 
sarne variation in the angular velocity, as the product (p. x.) = 1 makes the amplitude of the 

response equal to 1, and the phase equal to zero. Conversely, equal result hold to a change in 
the angular velocity, that exactly compensates a similar change in the natural frequency. 

3. SIMULA TION RESUL TS 

3.1 Introduction 

The simulations were performed by using the SIMULINK model analysis and construction 
functions (SIMULINK, 1994), that works under the MATLAB package (MA TLAB, 1994 ). 
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To complete the model (section 2.1) to perform the simulations and the experimentation it 
was designed a cam based on the limited harmonic motion law. The reason for that and some 
results and discussions derived from simulations with the reduced (linear) and the nonlinear 
models with linear feedforward compensation are presented in the next sections. 

3.2 Limited harmonic motion law 

As any motion law of a cam can be represented by an infinite Fourier series, a truncated or 
limited harmonic motion law (DE FRAINE, 1995) has been chosen to the cam profile under 
study. The main aim of the limited harmonic motion law is to avoid exciting the natural 
frequency of the driven machine or component, by skipping those harmonics which could 
coincide with the resonance frequency, but it also allows, rather than the usual conjugated 
partia! trajectories motion laws, a global rigid body optimisation. 

ln this case, however, this choice was otherwise to have one of the harmonics just striking 
the natural frequency of the follower train, in order to stress the problem to be solved. Hence, 
for a 3 Hz steady-state angular velocity to the cam mechanism, the limited harmonic motion 
law has the 5'h harmonic just equal to the 15 Hz natural frequency of the follower-train. 

3.3 Linear and nonlinear model simulation with linear feedforward compensation 

A linear model makes it possible to obtain an exact inverse transfer-function for the system 
dynamics and then a simulation with the reduced model, with a good parameter estimation, 
has to produce good results. Figures (6) and (7) also illustrate this, with the magnitudes and 
phases close to one and zero for small errors. As with a nonlinear model there does not exist 
an inverse dynamic model, in this step the simulations are performed by "feedforwarding" 
into the original cam motion law the inverse dynamic model only from the (linear) follower 
train dynamics, and not that one from the whole system. To compensate the entire system 
dynamics nonlinear procedures have to be used, but this is beyond the scope of the present 
article, in which to keep the simplicity is important to better illustrate the proposed approach. 

The results of the simulation of the whole system with only the follower dynamics 
compensation, presented at the figure (9 a), show a great improvement for the load motion in 
relation to the nominal (without compensation) one (figure (8 b)), when imposed a constant 
cam angular velocity. By simulating a small servomotor with not enough power to keep 
constant the cam angular velocity, it gives rise to a velocity ripple (figure (9 b)) that prevents 
the system to properly perform the compensation. 

4. EXPERIMENTAL VERIFICA TION 

Earlier experiments with a small driving servomotor show results that resemble those from 
the simulation with a small motor, as expected, mainly due to the lack of power to deli ver a 
constant cam angular velocity. The observed angular velocity ripple (figure (9 c)) resembles 
that one resulting from the simulation in similar conditions (figure (9 b) ). It means that the 
linear feedforward motion law can only produce good results when the cam angular velocity 
has not much ripple. This can be seen by comparing the simulated load angular position 
obtained with a more stable cam angular velocity (figure (9 a)) with the desired load angular 
position (figure (8 a)). 

For the next set of experiments it will be evaluated the possibilities for stabilizing the cam 
angular velocity. It will also be compared with the results that can be obtained by applying a 
complete nonlinear compensation, that leads to the nonlinear feedforward cam motion law. 
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To have good results with the linear feedforward cam the angular velocity ripple has to be 
decreased somehow. To achieve this either a bigger servomotor, ora bigger flywheel, or even 
other tecniques like torque compensation (Nishioka, 1995) have to be used. The observed 
angular velocity ripple might also be taken into account, in future experiments, in the design 
of a complete nonlinear motion law. As stated before, nonlinear procedures have then to be 
applied, once that taking into account the dynamics of the driving system plus the follower­
train dynamics makes the whole system nonlinear, and then does not exist anymore an inverse 
transfer-function. 
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Abstract 
This paper discusses an approach to automating mathematical modelling of lumped parameters dynamic 
systems, utilizing linear graphs as system representation, and a systematic procedure for obtaining the 
equations. lt is presented the main characteristics of the associated developed software (acronym MASD) for 
automatic state space modelling in symbolic form. An application example, an hydraulic system, is presented in 
order to clarify, more specifically, some characteristics of MASD. A special motivation for this development is 
its application as an aid for teaching in the dynamic systems area. 

Keywords 
modelagem de sistemas!system modelling, grafos de sistemas/linear graphs, manipulação simbólica/symbolic 
manipulation, procedimento sistemático/systematic procedure 

L INTRODUÇÃO 

A modelagem matemática de um sistema dinâmico é parte essencial do processo de 
análise uma vez que permite ao engenheiro efetuar estudos preditivos, otimizações e análises 
qualitativas em geral. A automatização desse processo possibilita maior confiabilidade nos 
modelos, diminuição do tempo na sua obtenção e maior eficiência no processo de análise 
como um todo. 

A representação por Grafos de Sistemas (Shearer et al., 1969) associada a um 
procedimento sistemático para obtenção de modelo matemático no espaço de estados é uma 
alternativa interessante para uma automatização do processo de modelagem matemática, pois 
permite que sistemas dinâmicos a parâmetros concentrados sejam representados em uma 
forma compacta e generalizada, que o processo de modelagem matemática seja abordado 
aplicando-se relações matriciais, além de possibilitar a definição de um vetor de estados 
mínimo, ou seja, não redundante. 

Nessa abordagem um conjunto de ramos conectados, representando os elementos do 
sistema (ou seu modelo tisico), são interligados na forma de grafo. A generalização das 
chamadas leis de Kirchhoff, aplicadas a circuitos elétricos, é utilizada para impor ao grafo do 
sistema as restrições de fluxo (Leis dos Nós) e de potencial (Leis das Malhas). 
Acrescentando-se as relações constitutivas ou equações dos elementos pode-se, então, 
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escrever as equações dinâmicas (modelagem matemática) associadas a um determinado 
sistema. 

Esta forma de representação (grafo de sistema) associada a um procedimento 
sistemático para definir variáveis de estado e extrair do grafo relações de restrição, permitem 
a dedução de uma formulação matricial geral para obtenção do modelo matemático do 
sistema no espaço de estados; o processo se apresenta propício para automatização 
explorando-se os modernos recursos computacionais especialmente no que concerne a 
processamento simbólico. Esses elementos estabelecem a base para o desenvolvimento do 
logicial descrito neste trabalho. 

MASD (Modelagem Automática de ~istemas Dinâmicos), o programa computacional 
desenvolvido para a modelagem automática de sistemas dinâmicos, utiliza a abordagem 
descrita acima, impondo-se o seguinte escopo: 
(I) sistemas não lineares, invariantes no tempo, contendo elementos a dois terminais, do tipo 

RLC (Resistência-Indutância-Capacitância) generalizados; 
(2) sistemas lineares, contendo elementos a dois terminais, do tipo RLC generalizados, 

indutâncias mútuas e a quatro terminais, do tipo transformador generalizado, admitindo­
se ainda que o sistema possa ser variante no tempo. 

Em ambos os casos admite-se a presença de fontes independentes. 
As equações dinâmicas obtidas para um determinado sistema são explicitadas na 

forma simbólica e no espaço de estados. Utiliza-se a Analogia de Mobilidade (Firestone, 
1933) entre os circuitos elétricos e as demais classes de sistemas fisicos, sejam mecânicos, 
térmicos e/ou fluidos, para tratar-se elementos generalizados. 

MASD destaca-se de congêneres ao utilizar ferramentas computacionais modernas, 
especialmente software de manipulação simbólica para a automatização do processo de 
modelagem e explicitação de modelos analíticos. A base teórica inserida no programa inclui a 
obtenção de modelos de sistemas dinâmicos contendo elementos generalizados a quatro 
terminais, do tipo transformador, estendendo os resultados deduzidos em (Kuh e Roher, 
1965) e em (Adade Fº, 1992). Desenvolveu-se, também, algoritmos computacionais 
específicos para resolver as questões relativas à obtenção da árvore normal e da matriz de 
malhas fundamentais, entre outros, pertinentes à automatização do processo de modelagem. 

Neste trabalho descreve-se sucintamente as principais características do processo de 
modelagem simbólica, implementado pelo programa MASD; apresenta-se, também, um 
exemplo de aplicação. 

2. AUTOMATIZAÇÃO DO PROCESSO DE MODELAGEM MATEMÁTICA 

2.1 Aspectos gerais do processo de modelagem 

A representação de sistemas dinâmicos por meio de grafos de sistemas associado a um 
especial procedimento sistemático permitem obter modelos simbólicos no espaço de estados 
na forma padrão: 

dx(t) = f(x(t),u(t)) 
dt 

dx(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 
dt 

? 

(1) 

(2) 
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As equações (1) e (2) referem-se a sistemas não-lineares e lineares, respectivamente. 
As informações necessárias para a formulação das equações dinâmicas são provenientes das 
restrições topológicas contidas no grafo orientado do sistema, expressas em termos das 
matrizes de malhas fundamentais e de conjuntos de cortes fundamentais que encerram em si 
as leis de K.irchhoff aplicadas generalizadamente, e das características físicas dos elementos 
idealizados. 

Tendo-se o grafo orientado do sistema, o procedimento sistemático utilizado consiste 
na realização dos seguintes passos: 

( l) definir uma árvore normal; 
(2) designar como variáveis de estados as variáveis: "entre" ou "através" integradas dos 

elementos tipo-E (capacitâncias generalizadas) inseridos na árvore normal; "através" ou 
"entre" integradas dos elementos tipo-A (indutâncias generalizadas) inseridos na co­
árvore; 

(3) expressar as variáveis dos ramos que representam os elementos tipo-D (resistências 
generalizadas), os elementos tipo-E e tipo-A que não contribuem com uma variável de 
estado, bem como os pórticos de energia do transformador generalizado, em termos das 
variáveis de estado, aplicando-se a lei das malhas às malhas fundamentais e a lei dos nós 
aos conjuntos de cortes fundamentais, constituídos por esses ramos; 

( 4) aplicar a lei das malhas às malhas fundamentais e a lei dos nós aos conjuntos de cortes 
fundamentais para os ramos que representam os elementos tipo-E e tipo-A, que 
contribuem com uma variável de estado. 

A árvore normal contém todos os nós conectados, porém nenhuma malha, sendo 
escolhida obedecendo-se a seguinte ordem: 

( l) todas as fontes de variáveis "entre"; 
(2) tantos ramos, representando os elementos tipo-E, quanto possível; 
(3) tantos ramos, representando os elementos tipo-D, quanto possível; 
( 4) tantos ramos, representando os elementos tipo-A, quanto possível. Os ramos restantes 

serão incluídos em um grafo complementar, denominado co-árvore. 

Este procedimento garante uma escolha não redundante de variáveis de estado para o sistema 
bem como a manipulação eficiente das equações de restrições nas variáveis "entre" e 
"através" dos elementos do grafo . 

Analisando-se o processo de modelagem matemática em questão, conclui-se que a sua 
automatização requer: a dedução de um modelo dinâmico generalizado no espaço de estados 
a partir da aplicação do procedimento sistemático ao grafo do sistema; o desenvolvimento de 
uma interface com o usuário para definição do sistema; o desenvolvimento de algoritmos 
computacionais para a seleção da árvore normal, para obtenção da matriz de malhas 
fundamentais, entre outros de menor monta. Face a extensão necessária para deduzir e 
apresentar todo o aspecto formal relativo à automatização do processo, dar-se-á ênfase apenas 
à discussão do algoritmo desenvolvido para obtenção da árvore normal. Na seção 3 é 
apresentado um exemplo de aplicação utilizando-se o programa MASD, que deve propiciar 
uma melhor avaliação do processo e dos recursos que o programa disponibiliza. Maiores 
detalhes de cunho teórico-computacional podem ser encontrados em (Gonçalves, 1995). 
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2.2 Sobre a obtenção da árvore normal 

O estabelecimento e programação de um algoritmo para a definição da árvore normal 
é etapa fundamental na automatização do processo de modelagem. A determinação 
sistemática da árvore normal e de sua respectiva co-árvore tem como base de informação a 
matriz de incidência, cujas linhas representam os nós do grafo, as colunas os ramos e, como 
elementos, 1, -1 ou O definindo, assim, quando um referido ramo está conectado ou não a um 
determinado nó, bem como o sentido da variável "através" atribuída para o ramo em questão. 
O algoritmo implementado baseia-se em algoritmo apresentado em (Rich, 1983) e consiste 
dos seguintes passos: 

(I) começar a busca pelo nó inicial do ramo correspondente à primeira coluna da matriz de 
incidência, denominá-lo de "bestnod", atribuindo-lhe peso r =O; 

(2) gerar todos os nós sucessores de "bestnod", atribu"indo a cada sucessor gerado um valor 
adequado de r cr varia de o a 6, identificando o "bestnod" e os diferentes tipos de 
elementos concentrados); inserir o "bestnod" na lista fechada (lista que conterá todos os 
nós cujos sucessores já foram gerados) e seus respectivos sucessores na lista aberta (que 
conterá todos os nós cujos sucessores ainda não foram gerados); 

(3) verificar se houve repetição entre os nós inseridos na lista aberta; se positivo, comparar os 
valores de r entre os nós repetidos, chamar o ramo que possuir o nó com maior valor de 
r de elo e inserir o respectivo nó na lista fechada; caso os ramos sejam do mesmo tipo 
(quer dizer, os nós possuírem o mesmo valor de r) chamar de elo o ramo que pertencer ao 
nó corrente; prosseguir selecionando na lista aberta o nó que possuir o menor valor de r, 
que passa a ser "bestnod"; se mais de um nó, da lista aberta, possuir o mesmo valor de r, 
designar como "bestnod" o nó de nível mais alto; 

( 4) retomar ao passo (2) até que todos os ramos do grafo tenham sido pesquisados. 

Vários outros algoritmos foram desenvolvidos e implementados com o intuito de 
resolver toda a problemática de modelagem automática via grafo de sistemas. Uma discussão 
mais detalhada desses algoritmos pode ser encontrada em (Gonçalves, 1995) assim como um 
capítulo especialmente dedicado à validação e avaliação da eficiência do programa MASD e, 
por conseqüência, dos algoritmos desenvolvidos. Na seqüência vai-se apresentar os 
resultados obtidos para um exemplo de aplicação. 

3. MODELAGEM MATEMÁTICA UTILIZANDO-SE O PROGRAMA MASD 

Considere-se o sistema hidráulico (Wellstead, 1979), figura 1, e seu respectivo grafo 
orientado, mostrado na figura 2. 
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2 3 

P[t] n:l 

Figura 1 : Sistema Hidráulico 

Para os elementos concentrados deste sistema, considere-se: 

P(t) = 1.0 [N/m2
]; 

Lr4 = 1.2 [Ns2/m5
]; 

n = 2. 

Co = 4.0 [m5
/ Ns] ; 

Rn = 0.6 [Ns/m5
]; 

Figura 2: Grafo Orientado 

L12 = 0.8 [Ns2/m5
] ; 

R5 = 0.8 [Ns/m5
]; 

O programa MASD, após a entrada requisitada dos dados definindo o sistema, atribui 
uma nomenclatura específica de acordo com cada tipo de elemento (Cg, Bg, kg para 
capacitância, resistência e indutância generalizadas; Fe e Fa para as fontes de variáveis 
"entre" e "através", Te e Ta para os pórticos de energia do transformador inseridos na árvore 
normal e naco-árvore, respectivamente), assim como um índice numérico identificando cada 
elemento. As informações apresentadas a seguir, geradas pelo programa MASD, mostram os 
elementos indexados e distribuídos em termos da árvore normal e de sua respectiva co-árvore, 

Ramos de Arvore 
elemento nó inicial nó final magnitude Elos (Ramos da co-árvore) 

Te 1 1 5 2 elemento nó inicial nó final magnitude 
Fel 2 1 Kgl 3 4 0.8 
Cgl 4 1 4 Kg2 5 6 1.2 

Bgl 2 3 0.6 Tal 4 1 2 
Bg2 6 1 0.8 

Escolhendo-se como o conjunto de· variáveis de estados a variável "através" integrada (no 
caso, volume no reservatório) associado a capacitância fluida Cg1 e as variáveis "entre" integradas 
(no caso, momento de pressão) nas inertâncias fluidas kg1 e kg2, respectivamente, o vetor de 
estados conforme representado, correspondentemente, pelo programa MASD é: 

x(t) = { {qc[l][t]}, {fi[l][t]}, {fi[2][t]}} (3) 

O vetor de excitação assumido pelo programa, a partir das fontes externas para o sistema e perante 
o fonnalismo matricial adotado, é dado por: 

u(t)= {{Fel} , {O}} (4) 

Os elementos (i ,j) da matriz A(t) do sistema, conforme determinados pelo programa MASD são: 

a[ 1,1] = O; 
a[2 ,1] = - Cgl"(-1); 

a[1,2] = Kgl"(-1); 
a[2,2] = - (Bgl!Kgl ); 

a[l,3]= -(l /(Kg2*nl)); 
a[2,3] = O; 

'1 
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a[3 ,1] = 1/(Cgl *nl); a[3 ,2] = O; a[3,3] = - (Bg2/Kg2). 

Os elementos (i,j) da matriz B(t), conforme obtidos pelo programa MASD são: 

b[l , l] = O, b[l ,2]= O, 

Portanto, o modelo obtido fica, 

x = [-l~C3 
II n·C3 

II Lz 

- R11 Lz 

o 

b[2,1] = 1' b[2,2] = O, b[3,1]= O, b[3,2] = I. 

-II n · L] [o] o 
4 

X + I [P(t)] 

- Rsl L4 O 

(5) 

onde o vetor de variáveis de estado é x(t) = [ qC3 <j>L2 <!>L4 )' , no qual q denota volume e<!> 
denota integral da pressão. 

A simulação do sistema (no caso, considerando-se condições iniciais nulas) completa as 
informações geradas pelo programa, como mostra a figura 3. 

4.oo j a : I r I 
1 I )I( 

+~ _ I ~ 1j_ - - r 
3 .00 . . 1---*- «11 1 , i 

'i -+- 11111 1 .g l . --8---- 11[11 ) I _ _ ~ I il - - I 
.;:] • - • - · I ~ 1 00 I 
,; _L 
;! j_J' I_-

I -. -1 00 . 

o.oo •, 1 

0 .00 10 .00 20 .00 30 .00 
Tempo (s) 

Figura 3 Simulação do Sistema Hidráulico 

4. CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS FINAIS 

No desenvolvimento do programa MASD procurou-se assumir hipóteses que impusessem a 
menor restrição possível ao sistema dinâmico, de modo a generalizar a sua utilização e assim 
capacitá-lo a tratar casos práticos de engenharia. A entrada de dados é relativa ao grafo orientado 
do sistema e às características dos elementos concentrados, sendo feita através de interface 
específica, basicamente através de perguntas e respostas. Os algoritmos referentes à entrada de 
dados, escolha da árvore normal, determinação da matriz de malhas fundamentais e todos os 
outros, ditos intermediários, estão escritos em comandos da linguagem Turbo Pascal V.5.5, e o 
programa para a modelagem simbólica está escrito em comandos do software "Mathematica for 
Windows®" V.2.1. 

A problemática em definir, computacionalmente, a árvore normal e a matriz de malhas 
fundamentais foi resolvida utilizando-se uma técnica de pesquisa em árvore, fornecendo suporte ao 
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desenvolvimento de algoritmos cujas finalidades específicas estão baseadas no procedimento 
sistemático e na definição de malhas fundamentais, respectivamente. 

Em (Gonçalves, 1995) evidencia-se que um modelo dinâmico generalizado literal pode ser 
diretamente deduzido quando apenas elementos a dois terminais são considerados. A inclusão de 
elementos a quatro terminais dificulta esta dedução. Tal restrição é de natureza topológica, imposta 
pelas características desses elementos bem como pelo procedimento sistemático para a escolha da 
árvore normal. 

Modelos dinâmicos em forma simbólica e no espaço de estados constituem um importante 
resultado, permitindo ao analista ter uma visão qualitativa do sistema, assim como propiciam que 
modelos alternativos sejam derivados para múltiplas finalidades. Assim, recursos que facilitem a 
obtenção de modelos confiáveis tomam-se de grande valia à engenharia. Pelas suas características, 
programas como MASD também podem ser utilizados como suporte ao ensino na área de sistemas 
dinâmicos. 
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Abstract 
ln this work we show that using the physical models with lumped parameters representing the basic structural 
elements, we can obtain the mathematical models of the system where the effects of storage and dissipation of 
energy must be considered. We consider for the model the effects of the dynamic plasticity for which the 
modeling process depends on the plasticity mechanisms. To valida te the results we show the behavior of an Euler 
bcam. 
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L INTRODUÇÃO 

A análise de sistemas estruturais incluindo não linearidades físicas tem despertado o 
interesse de vários pesquisadores no sentido da investigação do comportamento de estruturas 
submetidas a cargas superiores àquelas que limitam o comportamento do material ao regime 
elástico. 

Vários autores têm apresentado formulações onde o problema é tratado sob a ótica da 
Teoria da Plasticidade com as curvas representativas das relações constitutivas dos materiais 
aproximadas por modelos matemáticos simples. Neste caso destacam-se os clássicos 
comportamentos elasto-plástico ideal e bi-linear com endurecimento cinemático e isotrópico . 
(Shames e Cozzarelli, 1992). 

Modelos mais sofisticados são apresentados por outros pesquisadores onde são 
mostrados resultados estruturais macroscopicamente comprováveis com experimentos. Do 
ponto de vista de uma análise tipicamente estrutural os resultados melhoram na mesma 
proporção do conhecimento das relações constitutivas, isto é, quanto mais representativa a 
curva do comportamento do material, melhores serão os resultados da análise. 
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Alguns procedimentos computacionais existentes permitem que a análise seja 
desenvolvida com o grau de refinamento que se deseje. Particularmente alguns programas que 
utilizam o método dos elementos finitos admitem a especificação de relações constitutivas que 
podem chegar ao refinamento da curva de comportamento do material conforme obtida em 
ensaios experimentais. Estes programas admitem, portanto, o uso de materiais com não­
linearidades fisicas, o que o exige um processo de solução mais elaborado do ponto de vista 
numérico. 

O problema acima mencionado é agravado na medida em que se deseja analisar o 
comportamento dinâmico de estruturas, onde suas equações de movimento devem ser 

t integradas, o que para um sistema não linear é bastante oneroso, do ponto de vista 
computacional. Trata-se de um problema da Elasto-Plasticidade Dinâmica (Speranza Neto e 
Da Silva, 1997). 

• 

• 

Neste sentido, este trabalho apresenta uma alternativa na solução de problemas onde a 
plastificação do material deve ser considerada e o sistema estrutural possa ser representado 
por elementos discretos, não exigindo o formalismo de uma discretização por elementos 
finitos. 

Com o objetivo de facilitar a modelagem de sistemas maiores onde a estrutura seja um 
subsistema flexível, utilizou-se a técnica dos Grafos de Ligação, que pelo seu procedimento 
operacional permite obter-se as equações de estado em função das variáveis de energia do 
sistema. 

Apresenta-se neste trabalho o grafo representativo dos elementos discretos da 
estrutura, seu correspondente equacionamento e os resultados de simulação para um sistema 
fisico típico. Discute-se também a coerência dos resultados de simulação em relação ao 
comportamento de uma viga constituída de um material elasto-plastico bilinear com 
endurecimento cinemático. 

2. MODELO FÍSICO E MATEMÁTICO DO SISTEMA 

A Figura 1 mostra o modelo fisico uma viga de Euler engastada representado por um 
sistema discreto de massas e molas. 

F 

Figura 1 - Modelo Físico de uma Viga de Euler.. 

Neste modelo considera-se que o contínuo seja representado por seus efeitos de massa, 
dissipação (não representado) e rigidez discretizados por elementos cujos valores serão 
determinados a partir das relações de continuidade e equilíbrio, inerentes ao próprio sistema. 
O modelo considera apenas os efeitos inerciais devido à translação, isto é, despreza-se os 
efeitos de inércias rotatórias. Observa-se que o efeito da plastificação será detectado pelo 
modelo, na medida em que várias molas sejam posicionadas no sentido da linha neutra da viga 

2 
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para as superfícies livres, assim, a caracterização do núcleo- elástico da viga será melhor 
determinado quanto maior o número de molas para cada seção reta. 

A Figura 2 mostra a relação geométrica existente entre as rotações de cada seção e os 
deslocamentos associados à linha neutra, de onde pode-se escrever: 

if{ 
ú). - ú) 

- 1+1 . 
l + l- l 

d 
(I) 

onde d refere-se à discretização da viga. 

-------,----~- Referência 

wi+1 

Figura 2 - Compatibilidade de movimentos lineares e angulares. 

O Grafo de Ligação considerando-se uma viga engastada com carga aplicada na 
extremidade livre e discretizada com cinco inércias (vide Figura I) é representado na Figura 3. 

I I I I I 
1T J 3T 4T sT 
1 o ""----1 1 rc-- o ~ 1 rc-- o ---i 1 f-- o ---i 1 
1 1 1 1 1 37T 

TF TF TF TF TF Se 

1 1 1 1 1 
1rc--0"'""--11f"'-O--t1~0"'-~1~--'-- o~1 

61 71 s1 91 101 
R""-~1 R~ R""-~1 R""-~1 R""-~1 

T T T T T 
c c c c c 

Figura 3- Grafo de Ligação para viga de Euler (Discretização com cinco massas) . 

Neste grafo os capacitares C representam o efeito de flexibilidade estrutural para 
momentos fletores, isto é, são representativos de uma rigidez de flexão. Como a rigidez da 
viga foi representada por molas lineares, estes capacitares são o equivalente angular do efeito 
capacitivo das molas colocadas ao longo da altura da viga. Assim, cada um destes capacitares 
será desmembrado em outros tantos quantas sejam as molas colocadas em cada seção. 

A determinação da constante elástica das molas lineares é obtida considerando-se que 
a plastificação inicia-se na fibra externa da viga (a mais afastada da linha neutra). Neste 
instante, a força da mola linear é relacionada ao deslocamento na posição em que foi 
colocada. A relação força deslocamento nesta situação define a constante elástica. 

3 
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onde E é o módulo de elasticidade da viga, I o momento de inércia de sua seção reta, d é um 
parâmetro definido em função da discretização, aa=ai 2+a2

2 sendo ai e ai as posições das 
molas em relação à linha neutra. 

O valor das inércias é equivalente à massa de um elemento de comprimento d, isto é, 

I=pAd 

onde p é a massa específica do material e A é a área de seção reta da viga. 
Os elementos transformadores (TF) na Figura 3, representam as relações existentes 

entre os deslocamentos lineares e angulares dos elementos de comprimento d, isto é, refletem 
a Equação 1. 

O modelo matemático gerado pelo grafo da Figura 3 conduz a um sistema de equações 
de estado não linear que pode ser representado por: 

X= f(X,U) (2) 

onde X=[p1 P2 PJ P4 ps q6 q7 qs q9 qJo}r é o vetor de estado com as variáveis de energia 
do sistema e U é o vetor com os forçamentos sobre o sistema. Desenvolvendo-se as equações 
referidas ao grafo da Figura 3 tem-se 

1 
p, = d(2e7 - e8 - e6 ) 

1 
P2 = d (2e8 - e9 - e7 ) 

I 
p 3 = d (2e9 - e10 - e8 ) 

I 
P4 = d (2e, 0 - e9 ) 

(3) 
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• 1(1 2 I J q1o = d -:- Ps --:-- P4 +-:-- P3 
ls 14 13 

onde Pi e qi são as variáveis de estado do modelo em termos das quantidades de movimento 
referidas a cada inércia em translação e das deformações associadas às molas angulares, 
respectivamente, d é a distância entre cada seção reta no processo de discretização e ii são as 
inércias de translação consideradas. Observe que neste modelo não estão consideradas as 
inércias rotatórias, o que seria bastante simples do ponto de vista do Grafo de Ligação, 
bastando introduzir-se mais cinco elementos de inércia nas junções referidas às velocidades 
angulares absolutas de cada seção reta. 

O modelo para uma viga Timoshenko também seria relativamente simples bastando 
considerar-se outros capacitares angulares relacionados ao deslocamento angular das seções 
retas em relação à linha neutra, conforme sugerido por Kamopp et al. ( 1990). 

As forças e6, e7, es, e9 e e 10, são referidas aos efeitos de flexibilidade e dissipação entre 
seções retas, isto é, representam a soma dos momentos das forças das molas bilineares, 
(avaliadas a cada instante em função da relação constitutiva e de seu histórico individual de 
deformação) e dos momentos dissipativos. O esforço e37 representa a força aplicada à 
extremidade da viga. Os índices adotados nas variáveis e parâmetros do sistema de equações 
(3) estão associados à numeração das ligações do grafo da Figura 3 (não representada 
integralmente). 

3. RESULTADOS DO MODELO 

O modelo matemático na forma de estado das Equações (3) permite determinar-se o 
comportamento estrutural do sistema. A integração destas equações foi realizada pelo 
programa MA TLAB (1994) utilizando-se uma rotina de integração baseada no algoritmo de 
Runge-Kutta de 4ª e 5ª ordem, Assim, procurou-se apresentar alguns resultados de relevância 
como deslocamentos lineares, esforços nas molas lineares e a relação força deformação para 
algumas molas do sistema. Com estes resultados pode-se avaliar em cada seção reta que 
plastifica a dimensão no núcleo elástico. 

Foi considerada uma viga de aço com as seguintes características: 

Comprimento: 
Seção reta quadrada : 
Tensão de Escoamento do Material: 
Discretização (d): 

0,40m 
1,00 cm2 

300 MPa 
0,08 m 

A título de exemplo, a rigidez angular da viga foi representada por duas molas 
bilineares, conforme indicado na Figura 4. 

k 
k 

5 

a1 
a2 

T T LN. 

( 

_..... 
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Figura 4- Molas bilineares posicionadas em relação à Linha Neutra. 

A força F na extremidade livre da viga tem a forma de um carregamento em degrau no 
valor de 300N. A Figura 5 mostra os deslocamentos referentes às cinco inércias consideradas 
onde pode-se perceber a plastificação ocorrida após a retirada da carga, gerando um 
deslocamento residual na viga. 

0.04..----------.,-----------, 
(\ (5) 

0 .0351~\ 
om 1 (4) ! 

Ê 0.025 ' 
(J) 
o 

1 0:0: r:-~:: ----~ 
0.005 1/ 1 

o 
-0.005 ,__ ________ .....__ ________ _. 

o 0.1 
Tempo (s) 

0.2 

Figura 5 - Deslocamentos das Inércias de Translação. 

Na Figura 6 são mostradas as forças nas molas colocadas na seção de engaste, onde 
pode-se perceber que após a retirada da carga as forças não são nulas, pois para manter-se o 
equilíbrio de momentos em cada seção é necessário que o momento resultante seja nulo. 
Assim, as deformações permanentes nas molas geram forças cujos momentos se anulem, 
caracterizando assim, o clássico diagrama de tensões residuais na seção onde ocorre 
plastificação (Figura 8). 

X 10" 
2.---------~---------~ 

1.5 

~ 0.5 
(f) 
rn 
~ 
o o 

LL.. 

-0.5 

-1 

._.f4.5. _ __ ______ .. ,, 

e39 · 

-1.5 :----------'---------_J o 0.1 0.2 
Tempo (s) 
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Figura 6- Forças nas Molas bilineares em uma seção reta. 

Na Figura 7 ilustra-se o comportamento do momento resultante na seção de 
engastamento da viga, calculado pela soma dos momentos gerados pelas forças e39 e e45 do 
gráfico da Figura 6. A Figura 8 mostra, esquematicamente o diagrama das tensões normais na 
seção do engaste após o carregamento e após o descarregamento, de acordo com os resultados 
para as forças e39 e e45 apresentados na Figura 6. 

150, 
I 

1 oo r r l ~ 

j ....-... 
E 50 z .._., 

~ 
o 
c 
(I) 

E o o 
~ 

-50 
IJ 

-1001 ' 
o 0.1 0 .2 

Tempo (s) 

Figura 7 - Momento resultante na seção reta de engaste. 

=rDúcleo Elástico Linha Neutra ----

~
e39 

e45 

- -

1 =- e39 
e45 

Linha Neutra 
-~--

Viga Carregada Viga Descarregada 
(Diagrama de Tensões Residuais) 

Figura 8 - Diagrama de tensões normais pela teoria clássica e resultados obtidos do modelo. 

Finalmente, a Figura 9 apresenta as relações constitutivas das molas bilineares sendo 
atendidas até a faixa de deslocamentos que sofreram. 
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~ 0 . 5 

o 

-0 5 

-1 

-1 .5 '--------=-o----~1c------=-2-----' 
Defor-mações (m) 

Figura 9 - Relações constitutivas atendidas pelas molas bilineares. 

4 COMENTÁRIOS FINAIS 

O procedimento apresentado neste trabalho permite concluir que em sistemas onde a 
flexibilidade de elementos estruturais deva ser considerada, a técnica dos Grafos de Ligação é 
bastante atrativa, tendo em vista a facilidade de implementação no modelo de efeitos que 
permitam uma melhor caracterização do sistema. Os efeitos de plastificação podem ser 
introduzidos na relação constitutiva dos elementos capacitores, não descaracterizando o grafo, 
isto é, independentemente da relação constitutiva utilizada, o grafo da Figura 3 não se altera. 

A representação do modelo da estrutura por elementos discretos pode ser interessante 
do ponto de vista computacional, tendo em vista a não necessidade da utilização de 
procedimentos mais sofisticados como por exemplo os preconizados pelo método dos 
elementos finitos. Evidentemente, na medida da sofisticação da estrutura, outros modelos 
simplificados de parâmetros concentrados poderão ser utilizados. 

Procurou-se com este trabalho mostrar que problemas com relativo grau de 
complexidade podem ser modelados com ferramentas de análise gerais e operacionais, como o 
programa MA TLAB, conduzindo, a resultados que, dentro de certas aproximações são de 
grande valor para o engenheiro. Evidentemente, a sofisticação do sistema fisico pode exigir 
uma melhor definição dos elementos representativos da estrutura e, consequentemente novos 
modelos com parâmetros concentrados devem ser desenvolvidos. 
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Abstract 
ln this paper is presented a procedure for modeling the kinematic of closed-loop mechanisms, known as 

Kinematic Trans.former, by Bond Graph techniques. The main advantage of Kinematic Transformer approach is 

the assembling of kinematical multi-loop system by means of mathematical conection of Kinematics 

Transformers obtained to each kinematical single-loop. Bond Graph is a recent technique that permits the 

modeling of severa! physical systems through power flow considerations and, to mechanical systems, the 

dynamic model can be obtained by kinematic model. 

Keywords 
Kinematic; Bond Graph; Kinematic Transformer. 
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Cinemática; Grafos de Ligação; Transformador Cinemático. 

L INTRODUÇÃO 

Este trabalho está basicamente relacionado com a modelagem de sistemas mecânicos de 
corpos rígidos, mais especificamente os de cadeia cinemática fechada, através da técnica dos 
Grafos de Ligação. O procedimento que aqui se apresenta, desenvolvido com maiores 
detalhes em Melo ( 1996), está baseado em duas abordagens: abordagem para modelagem de 
sistemas de corpos rígidos de cadeia cinemática aberta, aplicada vantajosamente para 
manipuladores robóticos, através dos Grafos de Ligação (A vena, 1992 ; Bos et a!., 1985) e a 
abordagem recentemente desenvolvida (Hiller, 1994) para sistemas de cadeia cinemática 
fechada simples, ou laços cinemáticos, a partir do tratamento do modelo matemático da 
transmissão de movimento destes laços como sistemas tipo caixa preta, denominados 
Transformadores Cinemáticos. 

• 
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2. TRANSFORMADOR CINEMÁTICO 

Como já mencionado, Transformador Cinemático é uma denominação para o modelo 
matemático da cinemática de um sistema mecânico de corpos rígidos de cadeia cinemática 
fechada simples, ou laço cinemático, que, após sua obtenção, passará a ser tratado como um 
sistema tipo caixa-preta. Seu modelo matemático é constituído de equações de restrições 
cinemáticas. A partir dos Transformadores dos diversos laços cinemáticos que formam um 
sistema multilaço, conexões podem ser realizadas de forma a compor o sistema completo. 

Segundo Hiller ( 1994) o Transformador Cinemático poderá ser obtido utilizando-se 
coordenadas de junta, cuja solução do equacionamento denomina-se cinemática relativa e 
representa o relacionamento das coordenadas de junta dependentes com as independentes, ou 
seja, o relacionamento entre variáveis de saída e de entrada. 

mecanismo A 

mecanismo B 

Figura 1 : Acoplamento de mecanismos. 

Para exemplificar, na Figura 
1 apresenta-se um mecanismo de 
retorno rápido, formado pelo 
acoplamento de dois mecanismos 
planos: A, quatro-barras, e B, 
cursor-manivela, cada um com um 
grau de liberdade. 

O diagrama de blocos da 
Figura 2 representa os 
Transformadores Cinemáticos dos 
mecanismos apresentados na 
Figura l e, a partir de uma entrada 
no Transformador A através da 
coordenada de junta f3 1 

coordenada escolhida como 
independente, obtém-se as demais 
coordenadas dependentes. Destas 
coordenadas, f3 2 será utilizada 

como entrada para o Transformador B, defasada de um ângulo genérico y, como pode se 
observar através da relação: f3 5 = f3 2 - y, sendo a e y, neste exemplo, ângulos constantes. 

Transformador 
Cinemático A 

Lf_J ~2 + + ~5 

(y) 

Transformador 
Cinemático B 

Figura 2 : Acoplamento de Transformadores Cinemáticos. 
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3. REPRESENTAÇÃO ATRAVÉS DOS GRAFOS DE LIGAÇÃO 

A técnica dos Grafos de Ligação (Kamopp et al., 1990) utiliza-se do fluxo de potência 
que ocorre entre os diversos elementos para a modelagem dos sistemas dinâmicos. Para tal, 
emprega-se as variáveis generalizadas esforço e fluxo que em sistemas mecânicos estão 
relacionadas à força e velocidade, respectivamente, cujo produto a cada instante de tempo 
resulta em potência. 

Ao longo deste trabalho adotou-se a seguinte representação para vetares e matrizes: r\ 
é a representação do vetor que posiciona o sistema cartesiano {i} em relação ao sistema {j} 
representado no sistema cartesiano {k}; A m n é a matriz de transformação do sistema 
cartesiano { n} para o sistema { m}. 

p 
• 

o 
r P.O 

Fiqura 3 : Sistemas cartesianos. 

Para se representar um modelo 
'mecânico através dos Grafos de Ligação 
necessita-se relacionar as velocidades 
dos diversos corpos que o constituem. 
Na Figura 3 são apresentados dois 
sistemas cartesianos {O}, inerciai, e {i}, 
local, que está fixado a um corpo rígido, 
representando sua configuração no 
espaço. O vetor que posiciona o ponto 
genérico P em relação a origem do 
sistema {O} representado no sistema {O} 
é calculado pela Equação I : 

o - o o i r P.o- r i,o + A i r p,; (I) 

Derivando-se a Equação 1 em 
relação ao tempo tem-se a conhecida equação de velocidade: 

. o . o Ao - i i . o r P.O = r i,O + i (J) i,O r P,i + r P.i (2) 

onde ro \_o , é a matriz anti-simétrica formada pelo vetor velocidade angular (J)ii,O do sistema 
{i} em relação ao sistema {O} representado no sistema {i}. A Equação 2, após algumas 
manipulações, apresenta-se como: 

. i . i X( i ) i . i r P,O = r i,O + r P,i (J) i.O + r P.i 

{o } { i- 1 } 

J3 í • I 
- - ---: 

I 
I 

{ i } 

I'- - J3 í " ~ ' 

Figura 4 : Relacionamento entre sistemas c~esianos. 

(3) 

d X I -1 
on e (r P.i ) = -r P.1 A 
Equação 3 é um somatório 
de velocidades, o que é 
conveniente à representação 
pelo Grafo de Ligação. 
Considera-se agora três 
sistemas cartesianos: {O} 
inerciai , { i-1} e {i} locais 
entendidos como fixos em 
corpos rígidos, representados 

J 
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na Figura 4. A configuração de um sistema em relação ao anterior, conforme a Figura 4, se 
fará através de uma coordenada de junta genérica ~j . 

Na Figura 5 encontra-se o Grafo Multiligação, associado à relação entre os sistemas 
cartesianos, que representa, em seus blocos tracejados, a Equação 3. Devido às limitações 

deste texto são omitidos 
detalhes referentes aos 

~;tt 1 
i-l.o A; i-I 

i 
(l) i O 

Sf:O 1=1 =====;_1 ==="~,-rr ~ MTF ~~~ ~-rr ~ 
(J) 0.0 ~ (l) i-1.0 ~\-I .J ~ 

X(r',.,,) T 
Sf:O ~~I~º- ~ MTFII= :::::;:::=::~\ º- ~ 

j.i·lo.o 

1
0 r i-1.o r i.o · r';.o r i+I.O 

sistem~ sistema {i-I} sistema {i} 

inerciai {O} ~i-I 

Figura 5 : Grafo Multiligação cinemático. 

Grafos de Ligação, que 
podem ser encontrados-se 
em Kamopp et ai. ( 1990), 
Os elementos utilizados no 
referido Grafo são: fonte de 
fluxo Sf, representando os 
vetores velocidades da base 
ou sistema inerciai; 
multijunção l, junção cujos 
elementos a ela conectados 
possuem fluxos iguais e 
através da qual, respeitando­
se as causalidades 
atribuídas, representa-se um 
somatório de esforços; 
multijunção Q e junção O 
onde, respeitando-se as 
causalidades, representa-se 
um somatório de fluxos, 
bem como representa-se, 
através desta junção, que os 
esforços relacionados aos 
elementos a ela conectados, 

são iguais; transformadores modulados MTF, cujos modulos são matrizes de transformação. 
Referindo-se ao Grafo da Figura 5, o sistema inerciai apresenta vetores nulos para suas 

velocidades. O vetor velocidade r i·'o.o , sendo saída do bloco que representa o sistema 
inerciai, tem entrada no bloco tracejado do sistema { i-1}, onde, através de um processo de 

soma direta (A vena, 1992; Bos et ai., 1985), sofre acréscimo da velocidade ~i-I resultando 

em r i-I i-I .o , ou seja , resultando no vetor velocidade do sistema { i-1} em relação ao sistema 
inerciai {O} representado no sistema {i-1 }. A multijunção l , que se encontra na parte 
superior do bloco do sistema { i-1 } , representa a igualdade das velocidades angulares nos 
elementos a ela conectados, logo: 

i-1 i-1 
(1) i-1,0 = (1) 0,0 (4) 

A velocidade angular o{' i-I.o sofre, posteriormente, duas transformações: através do 
transformador modulado MTF: A\. 1 , que faz a representação do referido vetor no sistema {i}, 
tomando-o adequado para ser entrada do bloco referente ao sistema {i}; e através de um 
segundo transformador modulado MTF: X(ri-li.i-I ). Esta última transformação permite a 
obtenção da Equação 5 a partir do somatório de velocidades na multijunção Q situada na parte 
inferior do bloco do sistema { i-1}. 
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. i-I . i-I + X( i-I ) i-I r i.o = r i-1 .0 r i,i-1 ro i-I,O (5) 

A Equação 5 não apresenta o termo r i-li,i-1 por ser um vetar nulo. Observa-se, assim, 
que a Equação 5 é similar à Equação 3 confirmando que o Grafo Multiligação apresentado é 
adequado à representação das equações de velocidades relacionando sistemas cartesianos 
fixados a corpos rígidos ligados através de juntas com um grau de liberdadade. 

Obteve-se uma representação generalizada do modelo cinemático de um sistema de 
corpos rígidos de cadeia cinemática aberta, cujas entradas, representadas pelas velocidades das 
coordenadas de junta, são todas independentes. 

Entretanto, para um sistema de cadeia cinemática fechada, as velocidades das 
coordenadas de junta que se apresentam na Figura 5 não são todas independentes. Desta 
forma, necessita-se de uma equação que forneça as velocidades de coordenadas de junta em 
função de um vetar de entrada. Dentre as abordagens para a modelagem de laços cinemáticos, 
o método do par característico de juntas (Hiller, 1994 ), que, em linhas gerais, está baseado 
na divisão de um laço cinemático em duas juntas · convenientemente escolhidas, tem como 
resultado a seguinte equação de restrição completa em função das coordenadas de junta: 

[ 

gd(~.q) l 
g (~ ' q) = gchar (~ char 'q) = O 

gcomp (~ comp • ~ char 'q) 

(6) 

onde: ~ = w~. ... ' ~n]T é o vetar de n coordenadas de junta; q = wkl ' ... ' ~kr]T é o vetar de 
entrada; f é o número de graus de liberdade do laço; ~char o vetar contendo coordenadas de 
junta que não pertençam ao par de juntas escolhido e ~comp , o vetar contendo as demais 
coordenadas relativas; gd é o vetar de restrições diretoras; gchar e gcomp são equações de 
restrições cinemáticas. 

Derivando-se a Equação 6 em relação ao tempo, tem-se a Equação 7: 

J~~ =Wq 

onde as matrizes jacobianas são dadas por: 

J~ = ag 1 a~ 
w =-8g/8q 

(7) 

(8) 

(9) 

Manipula-se a Equação 7 de forma a explicitar as velocidades, obtendo-se a Equação 1 O 
seguinte: 

~ = J~-1 Wq (10) 

Observa-se que na Equação 1 O o vetor de velocidades entrada, q, sofre uma 

transformação através do coeficiente matricial J~-l W . Isto será representado pelo Grafo 
Multiligação na Figura 6, onde os blocos em linha tracejada estão relacionados com o grafo 
da Figura 5. 
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: W 
Sf: q ~ TF ~ MTF: J ~- 1 

.--- ------- --- --· ----------- ---- ---- -·-r-· ----- --- -- ----- -- ------·--. 

: ~~~;· 
I • • • • • • • • • • • • • - • • I . . 

. . . . 
Sf: O ~ 

' i-1 
. (l) 0,0. 

: :sistema : 
: ·inerciai · 
. . {O} 

Sf: O ~ 
' • i-1 ' 

- - r o.o -

sistema 
{ i-1} 

' i-1 _ro i-I.O 
i . 

(l) i-1.0 . 

sistema 
{i} 

TRANSFORMADOR 
CINEMÁTICO 

i 
(l) i,O 

Figura 6 : Grafo Multiligação do Transformador Cinemático. 

A conexão de Transformadores Cinemáticos através do Grafo Multiligação se fará pela 
extração de coordenadas de junta, pelo processo de soma direta de um dos Transformadores 
para que estas sejam entradas para um segundo Transformador. A Figura 7 apresenta o Grafo 
Multiligação esquemático do que foi explicado. 

: Ws J -1 

TF~: ~ 8 ----------~ 
MTF ------------~ 

TRANSFORMADOR 
CINEMÁTICO 

A 

TRANSFORMADOR 
CINEMÁTICO 

B 

Figura 7 : Grafo Multiligação da conexão de Transformadores Cinemáticos. 

O acoplamento de elementos dinâmicos ao sistema, uma vez obtido o Grafo de Ligação 
cinemático, pode ser realizado com facilidade. As equações de movimento para um corpo 
rígido, equações de Newton-Euler, são: 

F= p =Mr ( 11) 

n'=h' + ro' h'= J' ro' +ro' J' ro' (12) 

onde a notação linha, h', por exemplo, refere-se a representação do mencionado veto r no 
sistema local genérico. 

6 
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A representação das Equações 11 e 12 através do grafo encontra-se na Figura 8. Para tal, 
elementos de inércia, fonte de esforço, e elemento de estrutura de junção euleriana ou Giristor, 

. _ ... J ~ ; ________ ~ is_te~~ (_i} _ _ 

' I: J ; EJS : GR, : 

: ~7 : 
~~lm' , , ' 

., ,_, _, ~~ ' 

. X ( r ',, _, ) : MTF MTF : X ( r ' ,., _;) , 

~''/~~~~~ 
A 0

0 : MTF 

ll-
1: ML::::::::.l~ Se : Mg 

Figura 8 : Grafo Multiligação da dinâmica 
de corpo rígido. 

4.EXEMPLO 

GR: éõ' J' ro' (Bos et al., 1985), são 
fixados a multijunções 1 de velocidade 
comum. 
Após a obtenção dos Grafos de Ligação 
dos Transformadores Cinemáticos, 
incluindo o acoplamento da dinâmica, 
e a atribuição das barras causais que 
representam o sentido em que o esforço 
é variável independente, obtém-se as 
diversas velocidades dos corpos do 
sistema através das equações restritivas 
relativas às junções O e 1. Derivando­
se. estas equações em relação ao tempo, 
obtém-se as acelerações que, em 
conjunto com as relações constitutivas 
dos elementos de inércia e fonte de 
esforço, formam as equações de 
movimento do sistema estudado. 

A título de exemplificação, será apresentada a simulação do mecanismo de retorno­
rápido da Figura 1, realizada através do programa SIMNON (Elmquist, 1975) após a obtenção 
das equações da cinemática pelo procedimento desenvolvido neste trabalho. 

Na Figura 9 tem-se a velocidade do cursor em função do ângulo de manivela. 
Adotou-se para o mecanismo exemplo referente à Figura 1 as dimensões: AB = 0.2 u.c.; 

BC = 0.4 u.c.; CD = 0.4 u.c.; DA = 0.3 u.c.; BE = 0.4 u.c.; EF = 0.6 u.c. , onde u.c. é a 

veloc . do cursor (u .c ./s) 

1,5 

1 ,O 

0,5 

0,0 v--
-0,5 

4 6 8 10 12 14 

âng . de manivela (rad) 

Figura 9 : Ângulo de manivela x velocidade do 
cursor 

7 

abreviatura de unidade de comprimento. 
Para a solução das equações 

diferenciais ordinárias obtidas a partir da 
elaboração de g(~,q) e posteriores 
manipulações matemáticas, as seguintes 
condições iniciais foram adotadas: 
~ 1 = 2.44346 rad; ~2 = 0.09300 rad; 
~3 = 2.64880 rad; ~4 = 1.09792 rad; 
~5 = 0.26180 rad; ~6 = -0.43521 rad; 
~7 = 0.17341 rad; ~s = 0.97737 u.c. 

A manivela atuadora foi 
considerada como a barra DA, Figura 1, 
e a entrada adotada foi a velocidade de 
rotação de -1 radls aplicada a esta barra, 
considerando-se a regra da mão direita. 
Os resultados são os mesmos obtidos por 
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Sarzeto (1995), cujas equações foram elaboradas pelo procedimento clássico. 

5. CONCLUSÕES 

O procedimento apresentado neste trabalho fornece uma metodologia para a modelagem 
de sistemas de corpos rígidos de cadeia cinemática fechada através dos Grafos de Ligação. 
Uma das grandes vantagens da utilização desta metodologia é a facilidade do acoplamento dos 
elementos dinâmicos às junções de velocidade absoluta, uma vez modelada a cinemática do 
sistema em estudo, permitindo a obtenção das equações da dinâmica em função das 
coordenadas de junta e suas velocidades e acelerações. O modelo obtido apresenta-se na 
forma fechada, possibilitando sua implementação e solução através de programas comerciais 
solucionadores de equações diferenciais tal como o SIMNON, utilizado neste trabalho. 
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Abstract 

After a helicopter accident with typical tail rotor loss characteristics, an altemate possibility was suggested in 
that the accident occurred due to pilot's loss of pedal control after he suddenly increased the collective pite h near 
the ground and delayed applying pedais as needed. ln order to investigate this hypothesis, numerical flight 
dynamics simulations were performed. Simple models of the aircraft yaw dynamics and tail rotor aerodynamics 
were used. For tail rotor aerodynamics, momentum and blade element theories, supplemented by empirical 
formulae for vortex ring and turbulent wake states, were used. For tail rotor loss simulations, the blade rotational 
equation of motion was also established. Ali equations of motion were time-integrated using a fourth-order 
Runge-Kutta scheme. Simulation results indicated that pedal control would still be available even with a three 
second pilot delay in applying the pedais, therefore the hypothesis of loss of pedal control was discarded and the 
hypothesis of loss of ta ii rotor was maintained. 

Keywords 

Helicopter, Simulation, Accident, Tail Rotor. 

1. INTRODUCTION 

After a helicopter accidentt with typical tail rotor loss characteristics, the helicopter 
manufacturer maintained that the accident occurred due to pilot's loss of pedal control after he 
suddenly increased the collective pitch near the ground and delayed applying pedais as needed. 
This possibility was apparently supported by marks left on the ground indicating that the tail 
rotor was still spinning when it hit the ground. The investigation board requested CTA's 
assistance in establishing the plausibility of both hypotheses, namely loss of pedal control due C 
to excessive pilot delay and loss of tail rotor due to shaft failure. 

ln order to investigate the first hypothesis, a numerical simulation of aircraft yaw dynamics 
without loss oftail rotor rotational speed was performed. For this simulation, the helicopter was 
assumed trimmed in hover with main rotor torque at 45%. The sudden increase in collective 
pitch was modeled by a corresponding sudden increase in main rotor torque from 45% to 95%, 
applied during a one second ramp, after which the torque remained constant at 95%. 

ln order to investigate the second hypothesis, a numerical simulation of aircraft yaw 
dynamics coupled with tail rotor blade rotation dynamics was performed. For this simulation, 
the helicopter was assumed trimmed in hover with main rotor torque at 45%. The sudden 
increase in collective pitch was modeled by a corresponding sudden increase in main rotor 

t Specific accident details, such as date and aircraft, are not given in order to preserve investigation 
confidentiality. 
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torque from 45% to 95%, applied during a one second ramp, after which the torque remained 
constant at 95%. It was assumed that shaft failure occurred at the sarne time the increase in 
collective pitch started. 

For these simulations, simple models of the aircraft yaw dynamics and tail rotor 
aerodynamics were used. ln the tail rotor loss case, a model for blade rotation dynamics was 
also used. These models will be discussed next. 

2. MODELS USED lN THE SIMULA TION 

2.1 Yaw Dynamics 

The yaw equation of motion was obtained by considering main rotor torque, aircraft yaw 
inertia, tail rotor thrust and vertical empennage drag. Fig. 1 illustrates the conventions used in 
this work. 

Ttr 
De v 

ftr 

fev 
Figure 1 - Contributing Forces and Moments for Yaw Dynamics 

The governing equation for yaw dynamics used here is: 

(1) 

where Q = Q( t) is the main rotor torque, 1z is the helicopter yaw moment of inertia with 

respect to the main rotor axis, \jl is the yaw angle, T tr = T tr (o/) is the tail rotor thrust, e tr is the 

distance between the main and tail rotor axes, Dev = Dev( o/) is the vertical empennage drag and 
R ev is the distance between the vertical empennage center of pressure and the main rotor axis. 
Note that, in the above equation, fuselage drag has 
been neglected, as the main contribution· in terms of Q(t) 
yaw moment is dueto the vertical empennage drag. 

2.2 Main Rotor Torque 

The helicopter was assumed initially trimmed in 
hover with main rotor torque at 45%. The sudden 
increase in collective pitch was modeled by a Q

45
% 

corresponding sudden increase in main rotor torque 
from 45% to 95%, applied during a one second 
ramp, after which the torque remained constant at 
95%, as illustrated in Figure 2. 1.0 t (sec) 

Figure 2- Main Rotor Torque 
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2.3 Tail Rotor Thrust 

lfthe pilot increases collective pitch without adjusting the pedais accordingly, the helicopter 
enters yaw motion due to low tail rotor thrust. ln this condition, the tail rotor operates in a way 
similar to a main rotor in descent. The treatment presented here uses this analogy. An equivalent 
"vertical" rotor velocity (positive when rotor is climbing) dueto the yaw movement is: 

V=-Rtr\!1 (2) 

The tail rotor operating regime in this equivalent descent depends on this equivalent 
"vertical" velocity. lt may be normal operating state, vortex ring/turbulent wake state or 
windmill brake state (Gessow & Myers, 1952). The state in which the tail rotor operates may be 
established from the ratio Vlvh, where Vh is the induced velocity in "hover", which 
corresponds here to the induced velocity for zero yaw speed, given by: 

Vh=OR~~T (3) 

where n is the tail rotor angular velocity, R is the tail rotor radius and CT is the tail rotor 
thrust coefficient. The tail rotor operating state is established as follows: 

(a) if V I V h 2 -1 , normal operating state; 
(b) if -2 < V I V h < -1 , vortex ring/turbulent wake state; 
(c) if Vl vh::; -2, windmill brake state. 

For ali tail rotor operating states, a blade element approach is used. The blade is divided 
into sections ( elements ), for which aerodynamic forces are calculated and sumrned up to yield 
tail rotor thrust and thrust coefficient. ln order to compute lift and drag coefficients, the induced 
velocity Vi at a given section is needed. The computation of this velocity has to be performed in 
a specific manner for each operating state. For normal operating state, combined momentum 
and blade element theories give: 

' 2 
À = (À c _ cra) + .)(À c_ cra) + cra8r 

2 16 v 2 16 8 
(4) 

where À= (V+ Vi)/OR is the total inflow ratio, Àc = VIOR is the climb inflow ratio, 

cr = Nbcl nR is the solidity ratio, a is the mean blade section lift curve slope, Nb is the number 
of blades, c is the chord, 8 is the tail rotor pitch angle and r is the section radial location. From 
Eq. ( 4) and the definition of À, Vi can obtained: 

Vi= "AiOR =("A- "Ac)nR (5) 

where Ài is the induced inflow ratio. 
For vortex ring/turbulent wake state, no theory yields a simple expression for the mean 

induced velocity. Therefore, the following empirical formula (Johnson, 1980) is used: 

Vi= v.( :1 0.373( :r-1991] (6) 

For windmill break state, momentum theory gives the mean induced velocity as: 

3 
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(7) 

Once the induced velocity is computed using either Eq. (5), (6) or (7), depending on the 
tail rotor operating state, the induced angle <j> at a given element may be found from: 

(8) 

where Up =V+ Vi is the velocity normal to the blade and UT = nr is the velocity 
tangential to the blade. The blade effective angle of attack is then given by: 

a =e-<j> (9) 

Section lift (C!) and drag ( Cd) coefficients are obtained from experimental data (Sadler, 
1972). From these coefficients, blade element lift, drag and the resulting contribution to normal 
force may be computed: 

dFz = dLcos<j>- dDsin<j> =(c] cos<j>- CctSin<j>) p U
2

c dr 
2 

(lO) 

where U = ~UT2 + Up2 is the total blade section velocity and p is the air density. 
lntegration of these contributions along the blade gives the total blade normal force and 

consequently tail rotor thrust and thrust coefficient: 

R 

Ttr = NbFz = Nb f dFz (II) 
r i 

C 
_ Ttr 

r- 2 
pnR2 (nR) 

( 12) 

where fi is the blade root cut-out. 

2.4 Tail Rotor Pitch 

ln the computation of tail rotor thrust, the blade pite h is required in Eqs. ( 4) and (9). The 
pitch is set by the pilot pedal control. Here, it is assumed that the helicopter is initially at trim in 
hover, with the pedal adjusted to compensate for main rotor torque at 45%, as described in 

Section 2.2. ln this investigation, the pilot is 
e (t) assumed to have delayed applying the pedais 

for a time te. After this delay, the pitch would 

e be increased from the initial value e 0 to the 
max 

maximum pite h emax, during a one second 
ramp, after which the pitch remained constant, 
as illustrated in Figure 3. 

8 The initial eo and maximum emax pitch 
0 are determined from the tail rotor thrust which 

is needed to compensate the initial torque 
Q0 = Q45% and the maximum torque Omax, 

te te+l.O t (sec) respectively. The thrust needed to compensate 
a given torque Q is T tr = Q/ f tr and the thrust 

Figure 3 _ Tail Rotor Pitch coefficient corresponding to this thrust is 
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computed from the definition of CT, Eq. (12). The tail rotor pitch is found from the following 
expression, derived from combined blade element and momentum theories (Johnson, 1980): 

S = 6CT +~ /CT 
cra 2 Y 2 

(13) 

2.5 Vertical Empennage Drag 

For the purposes ofthis investigation, the vertical empennage is represented by a plate in 
stagnation flow. The vertical drag is therefore given by: 

I 2 
Dev = -pVevAevCDev 

2 
( 14) 

where V ev = f. ev o/ is the velocity normal to the empennage, Aev is the vertical empennage 
area and CDev is the plate drag coefficient, estimated tó be 1.2 (ESDU, 1978). 

2.6 Tail Rotor Rotational Speed 

For tail rotor loss simulations, the blade rotational equation of motion is also needed. 
Neglecting transmission and shaft friction, the contributing moments are blade inertia and tail 
rotor torque due to aerodynamic forces. Thus the equation for tail rotor angular velocity n is: 

lbf2+Qtr=0 (15) 

where lb is the blade moment ofinertia with respect to the tail rotor axis and Q1r is the tail 
rotor torque, obtained from integration ofblade element tangential forces dF x: 

R 

Otr = Nb f rdFx 
o 

where 

dF X= dDcos<P + dLsin <P = ( Cd cos<P +C! sin <P) p u
2 

c dr 
2 

2. 7 Time Integration 

(16) 

(17) 

For simulations without loss of tail rotor rotational speed, Eq. (1) is integrated intime 
using a standard fourth-order Runge-Kutta scheme (Beyer, 1987). For simulations with loss of 
rotational speed, both Eqs. ( 1) and ( 15) are integrated simultaneously using the sarne scheme. 

3. RESUL TS 

The simulated yaw motion for the hypothesis of constant tail rotor rotational speed, i.e., no 
shaft failure, is presented in Figure 4. ln this figure, three simulations are shown. The first two 
correspond to pilot delays of 2 and 3 seconds, respectively, in applying the pedais after 
collective pitch increase. ln these simulations, pedais were applied in a one-second ramp. The 
third simulation corresponds to no pilot pedal adjustment after collective pitch increase. 

lt is clear from these simulations that even after a three-second delay the pilot is able to 
adjust the aircraft heading before making a complete tum. Actual pilot delays depend on the 
disturbance (Kuehnel, 1960) and typically do not exceed 0.25 sec. (Ashkenas & McRuer, 
1962; Pedreiro, 1989). Actual time required to apply full controls would take wellless than one 
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Figure 4- Yaw Motion without Loss of 
Tail Rotor 

Figure 6. 
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second (Pedreiro, 1989; Etkin, 1982). The pilot 
delays assumed here are much higher than what 
might be expected and therefore the hypothesis of 
loss of directional control due to pilot delay is 
discarded. 

The simulated yaw motion for the hypothesis 
of loss of tail rotor rotational speed due to shaft 
failure is presented in Figure 5. ln this figure, 
three simulations are shown. The first 
corresponds to a pilot delay of 2 seconds in 
applying the pedais after collective pitch increase. 
The second simulation corresponds to no pilot 
pedal adjustment after collective pitch increase. 
The third simulation corresponds to no collective 
pitch increase or pedal change. Tail rotor rotational 
speeds for these simulations are presented in 

200 

150 

i 
~ 100 

c:: 
50 

time (scc) 

Figure 5- Yaw Motion after Tail Rotor Shaft 
Failure 

Figure 6 - Tail Rotor Rotational Speed after 
Tail Rotor Shaft Failure 

From these simulations, it is seen that shaft failure quickly causes loss of directional 
control, as expected. However, if the pedais are not applied the rotational speed eventually 
reaches a constant value, as the tail rotor enters an autorotative regime in vortex ring/turbulent 
wake state. If pedais are fully applied, the tail rotor enters windmill brake state and the rotational 
speed decreases. This implies that the rotational speed on impact depends on when and to what 
extent the pedais are applied. Therefore, even with loss of tail rotor shaft, it would be possible 
for the tail rotor to hit the ground ata range of rotational speeds which could account for the 
marks left on the ground. This result provided the investigators with evidence to support the 
hypothesis of ta ii rotor shaft failure . · 

4. CONCLUSION 

Simulations of yaw dynamics with and without tail rotor loss were carried out to support 
an investigation into a helicopter accident. Simulation results indicated that pedal control would 
still be available even with a three second pilot delay in applying the pedais, therefore the 
hypothesis of loss of pedal control was discarded. The simulation also indicated that the rotor 
blade could have hit the ground within a range of rotational speeds after tail rotor shaft failure, 
which could account for the marks on the ground, therefore maintaining the hypothesis of tail 
rotor loss . 
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Abstract 
l. This paper presents the development of a lumped parameter dynamic model of a chemical vapor deposition 

(CVD) reactor for deposition of CdTe film on a GaAs substrate. The model contains the basic elements of the 
dynamics ofthe CVD processes, viz ., transport delay, diffusion resistance and reaction kinetics. open-loop behav­
ior of the reactor is investigated and simulation results are compared to experimental data to vali date the model. 

Keywords 
chemical vapor deposition, CdTe, control, dynamic, model 

1.0 INTRODUCTION 

Microelectronic devices are cost-intensive industrial products, some devices being more 
valuable per weight than precious metais. A great deal of the cost of the devices comes from 
processing. ln order to reduce costs, factories should be equipped with smart and flexible pro­
cessing systems that can perform their functions with high accuracy and throughput. One way 
of achieving this goal is the application · of closed-loop control on the processes. Chemical 

f vapor deposition (CVD) is a widely used process in the fabrication ofmicroelectronic devices. 

. f 

Presently most CVD processes are operated in an open-loop mode. Many trial runs are needed 
to arrive at the desired process results and perturbations during the process or introduced by 
upstream and downstream variations in the production chain cannot be easily corrected. This 
paper addresses these problems by developing a dynamic model with an ultimate objective of 
model-based control of a CVD reactor. 

CVD can be described as a process in which a mixture of gases reacts at the surface of a 
substrate, depositing a solid coating and generating gaseous by-products. During the process 
homogeneous and heterogeneous reactions can occur. CVD is used to deposit a variety of thin 
films on a varied range of substrates. lt is used in the microelectronic industry, production of 
optical devices, deposition of protective coatings on tools and heat engine components. 

ln this paper we develop a dynamic lumped parameter model of a reactor for the deposi­
tion ofa Cadmium Telluride (CdTe) film on a Gallium Arsenide (GaAs) substrate. CdTe films 
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MODEL FOR CVD PROCESS CONTROL... 

are deposited on GaAs substrates during the fabrication of infra1=ed sensors. The model is vali­
dated via comparison of transient simulation results and experimental results. Finally we dis­
cuss the simulation results, analyzing the dynamic behavior of the process. 

2.0 PROCESS DESCRIPTION 

The chemical vapor deposition (CVD) reactor modeled (Murthy, 1994) consists of a 
0.34m long, 0.074m diameter tube (figure 1 ). The substrate, made of GaAs, is held in place by 
a heated susceptor inclined 45° in relation to the reactor axis and located 0.1 Om downstream 
from the inlet. The susceptor is heated by a resistive heater. The length of the substrate is 
0.02m along the flow direction. Its deposition area is 2x 1o-4m2. The reactants, the organome­
tallics (OM's) dimethylcadmium (DMCd) and diisopropyltelluride (DIPTe), are carried from 
two bubblers into the reactor through two 114 in. separate !ines. The carrier gas, and also reac­
tant, used in the bubbling is H2. The flow ofDMCd is controlled through a mass flow control­
ler actuating on the H2 flow of the DMCd bubbler. The steady state total flow in the reactor is 
2.97xl0-6 kMol s- 1. The total pressure inside the reactor is kept constant at 1.01xl05Pa. The 
partia! pressures of DIPTe and DMCd are 47.5Pa and approximately 5Pa at steady state, 
respectively (Murthy, 1994; Bhat et a!., 1994; Bequette et a!., 1994). DIPTe, DMCd and H2 
react over the substrate of GaAs, forming a CdTe film. The growth of the CdTe film is moni­
tored by a multiwavelength spectroscopic ellipsometer. This instrument senses the polarization 
of the a light beam reflected by the surface being coated from a linearly polarized beam. This 
polarization is a function of the thickness of the film being deposited. The ellipsometer used 
during the experiments permits on-line measurements ofthe film growth rate. It has a sampling 
frequency of 25Hz and data are averaged over 80 samples to filter noise (Murthy, 1994). The 
measurement is used by the controller to manipulate the flow of DMCd, regulating the film 
growth rate. 

3.0 MODEL 

The gas mixture entering the reactor is mainly H2. At the reactor temperatures and pres­
sure, 298 to 650K and l.Olxl05Pa (Murthy, 1994), we can assume an ideal gas. Based on the 
mixture composition we also assume an ideal mixture and that ali transport properties of the 
mixture are the properties ofthe pure H2. 

We assume that the bulk of the gas flows in the reactor as a plug flow. Diffusion in the 
flow direction is negligible. Heat transfer from the substrate to the gas before it reaches the 
substrate is assumed to be negligible. At the preceding conditions flow rate is 0.0 17m s- 1. The 
resulting transport lag from the reactor inlet to the substrate is 6s. 

The gas flows past the substrate generating a boundary layer. The OM's must diffuse 
through this boundary layer to reach the surface and react forming the CdTe film. Considering 
the different phenomena, plug flow and diffusion, we divide the model in two lumps: one lump 
is the bulk gas flow, which takes place as a plug flow in most of the reactor, called bulk gas 
flow (BGF); another is the boundary layer dominated by the diffusion of OM's, called bound­
ary layer (BL). Many ofthe major assumptions in our modelare based on the approach ofGev­
elber et a!. ( 1994 ). 

The substrate is maintained at a pre-set temperature, 623K, by the electric heater. Heat 
loss from the substrate is considered negligible. The BL is considered to be at the sarne temper­
ature of the substrate due to its proximity. Heat of reaction is also considered negligible in 
changing substrate and BL temperatures. The transport properties of the H2 are calculated at 
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the substrate temperature. The film~forming reaction by-products diffuse easily through the 
boundary layer. They are considered as passing directly to the BGF. 

Ellipsometer 

DIPTe bubbler o 

H2 

z 0.34 

Figure 1: CVD reactor model diagram: BL=boundary layer; d=reactor diameter; w=distance of 
substrate from inlet; z=reactor length (ali dimensions in m). 

We start the development of the model with the consideration of the reaction taking place 
on the surface of the substrate (McDaniel et a!., 1995): 

OO(CH3) 2Cd(g) + 100(CH3CHCH3)
2

Te(g) +69H2 (gl ~ 100CdTe(s) (l) 

+ 113CH4 + 21 C2H6 + 33C3H6 + 54C3H 8 + 51iC4H 10 + 30~C6H14 . 

Ali components in this reaction are present in the gaseous state with the exception of 
CdTe. The mass balance of each component in the BGF is 

(2) 

where Ni is the rate of change ofthe molar amount of component i inside the BGF; nini is 
the flow of component i into the reactor; nreaci is the rate of creation of component i due to 
reaction on the substrate or to diffusion to the BL; nouti is the tlow of the component i out of 
the reactor. 

The concentrations ofthe OM's are the only ones in the BL that differ from the concentra­
tions in BGL, thus we need to consider only the mass balance of them in the BL. These are 
given by: 

(3) 
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where for the OM's Nau is the variation of the number of moles of the OM i inside the BL 
with time; izreaci is the flow caused by diffusion ofthe OM i from BGL into the BL; izs; is the 
flow caused by diffusion ofthe OM i from the BL to the surface ofthe substrate. The coupling 
between the lumps is given by the diffusion equation valid for the OM's, DMCd and DIPTe, 

nreaci -
2 CYau-YacF) 

PD; 8 A' (4) 

where p is the gas molecular density in the BL; D; is the diffusivity of the OM i in H2 inside 
the BL; Yau is the molar fraction ofthe OM i inside the BL; YacFi is the molar fraction ofthe 
OM i inside the BGF; A is the deposition area ofthe substrate; 8 is the average thickness ofthe 
boundary layer.D. 'sare given by Fuller's formula (HEDH, 1983): D. = d. ( TL 75 I P) , where 
d. is 1.34xl0-

41
for DIPTe and 1.85x10-4m2s- 1K-1.75Pa for DMCd (both dalculated admitting 

I 

the diffusion volumes of Cd and Te are 40); T is the absolute temperature of the substrate and 
p is the reactor pressure. The boundary layer thickriess. is given by 5 = (2 / 3) 5LI (pv), 
where L is the substrate length in the flow direction; 11 is the viscosity of H2; v is the bulk 
gas flow velocity. The viscosity is given by Jl = 1.64 X I0-7 rü·7 in Pas. 

An expression similar to (4) gives the diffusion flow from the BL to the substrate surface: 

. 2 (Ys;-Yau) 
ns; = -PD; 8 A (5) 

where Ys; is the molar fraction ofthe OM i near the substrate surface. 
The rate of consumption for any component participating in the reaction (I) is 

[ 

( (E + E ) )l-t W/~'i n Ed nAsAdexp sRT d 
nci = (w-]( 4NA )[ Adexp( -RT)] l + N C , (6) 

~~ v~ ~ 

where co. is the stoichiometric coefficient of component i in ( 1 ), positive for the products and 
I 

negative for the reactants; co CdTe is the stoichiometric coefficient of CdTe in (I); Çi is the gas-
bom factor of component i, zero for CdTe and I for ali other components; n is number of 
adsorption sites on the substrate per unit area, 4.8x10 18m·2 (McDaniel et ai., 1995); A is the 
deposition area of the substrate; N is the Avogadro's number; Ad is the frequency factor for 
desorption ofsite blocking organic radicais, 0.8x109s· 1 (Irvine et ai., 1994); Ef' is the activa­
tion energy for desorption of si te blocking organic radicais, 85. 7x 106 JkMor (lrvine et ai., 
1994); R is the universal gas constant; A is the frequency factor for adsorption of the OM's, 
8.3x10 13 (lrvine et ai., 1994); E

5 
is the activation energy for adsorption of the OM's, 

108 JkMor 1 (Irvine et ai., 1994 ); v OM is the average velocity of the OM molecules, 
8RT I ( 1t W0 M) ; W OM is the molecular weight of the OM; C0 M is the molecular concen­

tration of the OM near the substrate surface. lt is given by 

CoM= Ys;PI (RT) (7) 

where Ys; is the molar fraction of the OM's near the substrate surface.The diffusion rate of 
each OM from the BL to the substrate surface must be equal to the rate of consumption of each 
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OM by the film forming reaction. ln order to conform this requirement we must solve (5), (6) 
and (7) simultaneously for the OM that results in the slowest consumption rate. 

We take into account the transport lag by introducing a first order system dynamic in the 
reactants (Gevelber et ai., 1994), Hb DMCd and DIPTe, inlet flow: 

(8) 

where t is time; "C is the time constant, one third ofthe 6s obtained in section 3.0, or 2s; nhi is 
the flow of the reactant i coming from the bubbler. nbi is the manipulated variable of the sys­
tem. 

The exhaust flows are obtained from the hypothesis that: the pressure inside the reactor is 
constant and that the composition ofthe exhaust gases is the sarne ofthe gas mixture inside the 
reactor. Exhaust flows are given by: 

(9) 

where nouri is the exhaust flow of component i and v BGFi = l J Nidt )1l Lf Nidt). 
Equations (2) through (9) constitute the mathematical model of the CVD process. 

4.0 SIMULATIONS AND MODEL VALIDATION 

Using the model developed above, we adjusted the reaction kinetic parameters in (6) to 
best match the experimental data (Murthy, 1994; Bequette et ai., 1994 )). We simulated the 
steady state response of the process to changes in the substrate temperature (figure 2 a). By 
minimizing the mean square errar between the data points and the model results at the data 
temperatures, we obtained the following parameters: Ad = 2.2 x lQ6 s-1, As = 2.3 x 101 4 , 

Ed = 7.2 x 107 J k.Mol- 1, Es = 1.4 x 108 J kMoi-1. The simulation results with the adjusted 
parameters are presented in figure 2. It should be noticed that the growth rate presents a maxi­
mum around 350°C. This occurs because the deposition process is a competition between two 
processes: the desorption of si te blocking alkyl radicais and the adsorption of the OM's (lrvine 
et ai., 1994 ). The existence of the maximum indicates that the temperature should be a con­
trolled process variable in order to obtain the fastest growth rate. 

The steady state response of the model to changes in the DMCd inlet flow diverges from 
the experimental results at high inlet flows (figure 2 b). A close analysis of(6) shows that, with 
the adjusted parameters, the last term of the equation saturates at higher values of COM. The 
last term in (6) is known as the surface site coverage fraction. When CoM increases the frac­
tion of sites blocked by sticking OM's approaches the total number of sites existing on the sub­
strate surface, limiting the rate of growth. This model deviation problem could be solved by a 
parameter adjusting strategy that takes into account inlet flow variations. 

The dynarnic response of the model to DMCd inlet flow pulses is shown in figure 3. The 
model response is far slower than the experiments with the original model parameters as 
shown in figure 3 a. Through simulations with smaller transport lags we verified that the trans­
port lag has small influence on the system response time. Halving the boundary layer thickness 
makes the response to incre ases in DMCd flow faster (figure 3 b ). Halving the reactor chamber 
volume speeds up the response to a decrease in DMCd flow (figure 3 b). This indicates that the 
boundary layer slows down any increase in reaction rate due to the increase of reactants flow, 
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by difficulting their arrival to the substrate surface. A sligh! increase in the steady state deposi­
tion rate also occurs due to the increase in concentration near the substrate surface. The fall of 
reaction rate caused by a cut in the reactants inlet flow is govemed by the depletion of reactants 
in the reactor chamber due to the exhaust of gases. Reducing the time constant for this process, 
speeds up the response. The experimental data do not show differences at all between the 
responses to increase and decrease of DMCd inlet flow. 

a b 
170 250r 

/ ; \ 
160f I l \ 

, // \\ I 200 ·ê 1501 I \ 'ê I 
I 

·< . I \ \ ·< I 

~ '~I 11 ~ ~ '~i 
'~[/ ~ 
1 ~o 340 350 36o 370 

1 0~
1

0 30 40 50 60 
T (OC) valve opening 1%) 

Figure 2: Plot "a" presents the steady state response of the CVD reactor to change in the sub­
strate temperature. Conditions for these results are: P=1 .01 x1 05Pa, DMCd inlet flow=1.23x1 o-
10kMol s-1, DIPTe inlet flow=1.39x10-9kMol s-1, H2 inlet flow=2.97x10'6kMol s·1. Plot "b" pre­
sents the steady state response of the CVD reactor to the opening of the valve that controls the 
inlet flow of DMCd. Conditions for these results are: P=1.01x105Pa, T=350°C, DIPTe inlet 
flow=1.39x1 o-9kMol s-1, H2 inlet flow=2.97x1 o-6kMol s-1, DMCd inlet flow = 1.48x1 o·10kMol s-1 

at 30% valve opening. ln both plots the non-smooth lines are the experimental curves, the black 
dots are the experimental data and the smooth lines the model simulation results. 

5.0 CONCLUSION 

A dynamic lumped parameter model of the CVD process for CdTe deposition on GaAs 
has been developed based on reaction kinetics and conservation principies. The model, after 
parameter adjustment based on experimental results, shows reasonable agreement with the 
experimental data. Next research steps involve further refining of the model, the design and 
closed-loop simulation of a model-based control strategy, and experimental closed-loop con­
trol. 
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Figure 3: Response of the CVD system to pulses applied on the inlet flow of DMCd. ln plot "a": 
the first pulse is the response to a pulse from O to 30% (1.48x1 o-1 0kMol s· 1) and back to 0% of 
opening of the flow control valve; the second pulse is from O to 45% (2.22x10-10kMol s· 1) and 
back to 0%. This simulation is carried with original model parameters. ln plot "b" the response to 
the sarne transients is presented but with the reactor volume and boundary layer thickness 
halved. ln ali plots P=1.01 x1 05Pa, T=350°C, DI PT e inlet flow=1.39x10-9kMol s·1, H2 inlet 
flow=2.97x1 o·6kMol s·1. The smooth curves are the model simulation results and the jagged 
curves the experimental results. 
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Abstract 
This paper examines a criterion for simulation ofthe mechanical systems making use ofthe Nyquist Theorem for 
the efficient sample of the displacements signals in the frequency domain. The erros and/or desviation of thc 
displacements signals, utilizing a excitation signal (force), is obtained to part a S)'nthesis of low - peak factor 
periodic signals are investigated. An exact solution - steady state utilizing this excitation signal. is then 
simulatcd. A conjunction of the search criterion using the Nyquist Theorem for making use of efficient samples 
of the displacements signals in the frequency domain that measurements is exarninated. The efficicnt solution 
obtained to part of the exact solution utilizing this criterion is then compared with one obtained of thc numcrical 
solution considering a generalized aceleration of the Newmark method. Shows that utilizing this search of 
critcrion. the Newmark methods is very efficient if compared with another ones from thc litcraturc . 

Keywords 
Simulation. Dynamic. Criterion. Nyquist Theorem. Conjunction 
Simulação. Dinâmica. Critério. Teorema de Nyquist. Conjunção 

1. INTRODUÇÃO. 

A análise e simulação previa do comportamento dinâmico de sistemas mecamcos e 
estruturas em geral na engenharia, se constitui num processo e/ou procedimento inevitável , 
como meio de monitorar a performance antecipada de aproximação do comportamento global 
de sistemas mecânicos e/ou estruturas reais . A utilização de sistemas computacionais 
altamente potentes nas última década é a possibilidade mais realística deste fato. A exemplo, 
podemos citar estudos científicos no trato de pesquisas na área espacial, onde a análise prévia 
do comportamento de naves espaciais, lançamento de mísseis terra-ar, lançamento de 
satélites para observação da terra, visando o seu controle e monitoramento, são 
insistentemente estudadas e simuladas pela comunidade científica da área. Mais 
especificamente na engenharia mecânica, principalmente em simulação de sistema 
mecânicos, onde procura-se abordar o monitoramento, análise, processamento de sinais e 
controle de vibrações, controle de trajetórias de robôs manipuladores, identificação de 
parâmetros, modelamento de rotores de usinas hidroelétricas e dinâmica de rotores e 
estruturas em geral, para não citar outros tipos de sistemas. Embora alguns sinais sejam 
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inerentemente digitais, como é o caso de dados de teletipo, satda de computadores, sinais de 
radar de pulso e sonar, muitos sinais são analógicos. Para que estes sinais possam ser 
transmitidos digitalmente, inicialmente devem ser amostrados e convertidos a níveis discretos 
de amplitudes através de um processo de quantização. Como exemplo de sinais analógicos 
que freqüentemente são transmitidos digitalmente , poderemos citar a voz, TV, faxmile e 
sinais de telemetria entre outros (Schwartz, 1970). Daí, a ampla utilização de sinais e/ou 
sistemas digitais se deve a vários fatores: a relativa simplicidade de projetas de circuitos 
digitais e a facilidade de realizar projetas através de circuitos integrados: o crescente uso e 
disponibilidade de técnicas de análise e processamento digital de sinais: a ampla utilização de 
computadores no processamento de todos os tipos de análise de dados; a possibilidade de 
codificação de sinais digitais, de modo a minimizar os efeitos de interferência e ruído. Dada a 
complexidade e importância na obtenção de sinais de deslocamento de sistemas em geral, 
procura-se neste trabalho, abordar um critério de busca para escolha adequada do intervalo de 
tempo de discretização para simulação dinâmica de sistema mecânicos, utilizando-se o 
teorema de Nyquist (Lathi, 1968). Intuitivamente, pode-se imaginar que a utilização do 
teorema de Nyquist, por si só, dependendo do sistema a ser considerado, possa não ser 
suficiente para a amostragem de sinais que se deseja medir de forma adequada. Daí, propõe-se 
neste trabalho, um crirério que, em conjunção com o teorema de Nyquist, permita a 
simulação mais eficiente do vetor de estado de sistemas mecânicos em geral. 

2. TEORIA BÁSICA DE NYQUIST. 

Nesta seção, apresentaremos a teoria básica para estabelecer a essência do teorema de 
amostragem de Nyquist. Consideremos um sinal fs (t), variando continuamente no tempo, 

que desejamos converter à forma digital. Inicialmente, amostremos fs (t) periodicamente 

com freqüência de corte f c amostras por segundo. Admitamos que, por um processo de 

chaveamento, a função contínua f (t) seja amostrada numa freqüência de corte dada por 

( f c= 1/T) amostras por segundo, tal que a periocidade de f (t), contínua no tempo 1, seja 

amostrada em (1 << T). Assim, podemos dizer que a saída do sinal f 5 (t) será uma versão 

amostrada de f (t). Se expandirmos a função de saída, j~ (t) periódica, em série de Fourier, 

temos; 

[ 
~ sennnd J 

.f.<~( t) = df<~(t) l + 2 ~ cos 2m?f'ct 
n=l nnd 

(I) 

onde d=1 /T é o ciclo de trabalho. O espectro de frequência de /, (t) pode ser obtido, devido a 

sua linearidade, através de sua transformada de Fourier F(w) calculando-se a transformada de 

cada um dos termos da série da equação (I) e superpondo os resultados. Considerando o 
termo geral de f( t) c os nwct, então a transformada de F ourier de F, ( w), pode ser obtida de; 

+c(; 

f; . ( (J)) = f j(t) COS11(J)J. e -jox dt (2) 
-X 

Colocando-se o termo em co-seno sob a forma de duas integrais exponenciais na forma 
simplificada, temos; 

l l F, ( (J)) = 2 F( (J) - n (J), ) + 2 F( (J) + n (J), ) (3) 
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Notemos que cada uma das integrais na equação (3) é idêntica à transfonnada de Fourier 
def(t), embora monitorada ou deslocada para uma freqüência diferente. O processo de 

multiplicação de f(t) porcos ncoct, resulta em um deslocamento positivo e negativo do 

espectro do sinal de uma ncoc. Superpondo todas as transfonnadas de Fourier da equação 
(I), obtém-se para a transfonnada de f s(t) 

~ senn1rd 
F,(w)=dF(w)+d ~ .F(w-nw,) 

n=-oc n 7rd 
(4) 

n~o 

,· f A expressão na equação (4), representa o somatório de transfonnadas de Fourier de cada 
componente em freqüência, onde cada uma delas é centrada em um múltiplo da frequência de 
amostragem. Da equação (4) podemos observar que a amplitude de cada componente 
sucessiva decai com o tenno (sen (nrrd)/nrrd). Daí, o efeito de amostrar f(t) foi o de deslocar 

seu espectro em tomo de cada hannônica da frequência de amostragem. A expressão da 
equação ( 4 ), indica a possibilidade de reconstituir o sinal contínuo f( t), sem distorções, a 

partir de sua versão amostrada de f 5(t). Sistemas que transmitem sinais amostrados são, 

geralmente, denominados de dados amostrados ou de modulação por pulsos. Na análise e 
processamento de sinais experimentais, para controle e monitoramento de sinais de 
deslocamentos, velocidades e aceleração em vibrações de sistemas mecânicos, dinâmica de 
sistemas mecânicos, controle de trajetória de misséis e satélites, etc, este conceito é muito 
utilizado. Da equação (4), se a frequência de chaveamento co diminui progressivamente, então 
a freqüência de corte / , e todos os seus hannônicos, tornam-se cada vez mais próximos um 

dos outros. C orno conseqüência, as componentes espectrais na equação ( 4) se superporão e se 
fundirão. Por exemplo, a componente F(w-w, ), centrada em (mais ou menos f , ), se fundirá 

com o tenno não deslocado F(w), centrado na origem. No limite, será então impossível isolar 

F(w) e, em conseqüência, reconstituir f(t) a partir de f s(t). A freqüência a partir da qual 

F((JJ) e F(w- w, ) começam a se superpor, é dada por ( f , - B = B ), isto é, .fc = 2B, que é tida 

como a freqüência de Nyquist. Isto implica que para freqüências de amostragem inferior a f , , 
não se consegue reconstituir o sinal f 5(t), como conseqüência, não se conset,TtJe amostrar o 

sinal de fonna adequada. 

3. DISCRETIZAÇÃO E TEOREMA DA AMOSTRAGEM. 

Para utilizar o teorema de amostragem·, ou de Nyquist, na simulação de sistemas mecânicos 
em geral, precisamos dos sinais resultantes da simulação na sua versão discretizada. Para 
sinais contínuos, podemos, assumindo valores do intervalo de tempo de discretização 
constante 6t, obter um sinal discreto f (n) na forma, f(t) = F (t=nót), onde, n=O, N-1. A 

transfonnada de Fourier contínua do sinal discreto f(n), pode ser dado por, 

CC. 

X(j) = L j(n)e-i2rrtnru (5) 
n =-:r:: 

podendo-se mostrar que a transfonnada de Fourier do sinal discreto f(n) na equação (5) é 
- -

períodica e dado por X (f + Kj" ) = X (f), (Papoulis, 1977). Sendo f a= I I ót, a freqüência de 

amostragem e K um número inteiro. A transfonnada inversa da equação (5), é dada por; 

3 
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(6) 

A equação (6) podendo ser interpretada como sendo os coeficientes de Euler-Fourier da 
expansão em série da equação (5). Para estabelecer o teorema da amostragem, podemos 
considerar que j(n) é a transformada inversa de X(t), na forma; 

1 +J'i:;, '1...1' 

F(n)=- X(f) .e'""'n6'dt 
fa - oc 

(7) 

Algumas transformações e substituições de variáveis, obtém-se; 

f(n) ~ J,[,!;. X(f +rf, )]e;'""~ dt (8) 

onde r e n inteiros. 
00 

Comparando as equações (6) e (8), obtemos X (f) = fa L X (f + rfa ) , que representa o 
r=-oo 

teorema de discretização ou amostragem. Para que não haja distorção do sinal na 
discretização, é necessário que a freqüência de amostragem seja no mínimo igual ou maior do 
que duas vezes a maior freqüência contida no sinal. No caso em que o sinal contiver 
componentes de freqüência maior do que a metade da freqüência da amostragem, ocorrerá 
uma distorção do sinal. Esta distorção pode ser interpretada como sendo um rebatimento do 
espectro devido à discretização, "aliasing" ou uma réplica do sinal original. Nestes casos, é 
necessário utilizar um filtro passa-baixa ou filtro anti-aliasing, para que este efeito seja 
contornado. No caso em que a freqüência a máxima for menor ou igual à metade da 
freqüência de amostragem temos; 

1 1,; :__ 

F(t)=-. Jx(f).ei 1m"dt 
fu -ia 2 

(9) 

Substituindo a equação (5) na equação (8), podemos chegar a expansão em série discreta 
conhecida por interpolação de Shanon por; 

F(t) = I F(k) senlifJt- k!::.t) 
k =- 'YC 11fa(t- k!::.t) 

(I 0) 

A equação (I 0), permite reconstituir um sinal contínuo ou analógico a partir do mesmo sinal 
discretizado, desde que a freqüência de amostragem seja no mínimo, maior ou igual ao dobro 
da maior freqüência contida no sinal -Teorema de Nyquist. 

4. CRITÉRIO PROPOSTO PARA SIMULAÇÃO DE SISTEMAS MECÂNICOS EM 
CONJUNÇÃO COM O TEOREMA DE NYQUIST 

Seja o sinal no tempo f(n) na sua forma discreta. Admitamos que o sinal f(n) possua um 

número limitado de componentes harmônicas. Denominemos romax, como sendo a maior 
freqüência contida no sinal. Quando Cúny for igual a no mínimo duas vezes a maior freqüência 
contida no sinal, temos o que chamamos freqüência mínima de Nyquist. Seja Tny o período 

4 
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mínimo de Nyquist para a amostragem f(n) do sinal discreto no domínio do tempo, dado por 

Tny=2rr1Wny· Definamos fh, como sendo um fator de busca para se obter a melhor de 

freqüência de amostragem. A partir do fator de busca, que poderá ser ou não um número 
inteiro, podemos admitir, sem perda de generalidade, que a freqüência de amostragem de 

Nyquist assumirá um novo valor dado por w'ny = CDmáx/h Logo, a partir desta relação um novo 

período será dado por T' ny= 2rr1CDmáx fh, onde fh, maior ou igual a 2. Utilizando-se de um 

critério inicialmente proposto por (Oliveira, I988), define-se um novo período dado por T 1 = 

T'ny Np;, com Np; >O, e portanto, T1= [2rr1CDmáx fh ].Npi· Definindo T1 por NDt1 . onde Dt1 é um 

novo intervalo de tempo de discretização a depender dos valores assumidos por Np;. então 

Dt 1= [2rr I NCDmáx fh] Npi· Para que haja uma sincronização adequada do sinal no domínio do 

tempo e no domínio da freqüência, é necessário que a freqüência fundamental do sinal assuma 

o valor (wa= 2rr/NDtl ). Substituindo o valor de Dt1 em CD0 , temos, CDa= CDmàx fh /Npi· Definindo 

a faixa de freqüência por Nw0 , onde N é o número de amostras, finalmente temos; 

wk =wmux[fh I Np;].k,k=I(I),N 
(II) 

De fato, se CDmáx na equação (II), representar a maior freqüência natural de um sistema 
mecânico, e desejarmos amostrar os sinais de respostas em deslocamentos, a escolha do passo 
de integração e das freqüências de excitação, passam a depender das vibrações livres do 
sistema. Assim, para um número fixo de amostras do sinal no domínio da freqüência, 
podemos observar pela a equação (II), que uma variação em Np; conduzirá a um 
deslocamento relativo no pico de amplitude máximo do espectro. Deste modo, a escolha 
adequada do intervalo de tempo de discretização para amostragem eficiente de sinais, não é 
uma tarefa fácil, e toma-se tediosa na prática, quando não se tem um critério bem definido de 
busca. A seguir, apresentamos a seqüência que poderá ser utilizada para simulaçãoem geral. 

5. MÉTODO PARA SIMULAÇÃO 

1. Calcula-se os autovalores do sistema. 2. Identifica-se a maior frequência, se natural ou 
amortecida, e a faz igual a W

111
'" ' 3 . Define-se um número fixo para fh ;::: 2 .4. Define-se o 

número de amostras N , que se deseja representar o sinal, e em seguida, define-se 

inicialmente (N Pi = N I 2). 5. Determina-se o intervalo de tempo de discretização a partir da 

relação dada por ( Dt 1 == [2n I (Nw .. f~ )]N PI) . 6. Determina-se a freqüência fundamental a 
10! U I" 

partir da relação dada por ( w, = 2;rr I NDt
1 
). 7. Gera-se o sinal de excitação, utilizando-se a 

f freqüência fundamental calculada no it~m 6. É importante observar que, N ,1 , fixo, tem o 

papel de monitorar o deslocamento relativo do pico ou picos máximos de amplitude do sinal 
no domínio da freqüência. Assim, para N PI, fixo, o refinamento, isto é, a melhor resolução 

em freqüência, estará condicionada a uma variação e/ou mapeamento no valor atribuído ao 
fator de busca fh . 

6. MODELO MATEMÁTICO 

Consideremos inicialmente como referência, para testar o critério proposto neste trabalho, 
o modelo matemático de um sistema simples de um grau de liberdade, massa, mola, 
amortecedor viscoso (Meirovitch, 1975), e consideremos como fonte de excitação um sinal 
obtido a partir de síntese de sinais periódicos (Schroeder, 1979). Para efeito de simulação, a 
solução exata para um sistema de um grau de liberdade, utilizando-se um sinal de excitação 

5 
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do tipo cossenoidal, é clássica e conhecida. A solução para o mesmo sistema, utilizando-se o 
sinal obtido a partir de síntese de sinais periódicos, que veremos a seguir, aparentemente, só 
será possível, utilizando-se métodos numéricos de resolução. Seja o modelo matemático 
representado pela equação diferencial; 

Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = F(t) (12) 

onde M, K e C são respectivamente, os coeficientes de massa, rigidez e amortecimento. O 
sinal a ser utilizado é, originalmente apresentado na forma, (Schroeder, 1979); 

oc 

F(t) =L f3n cos(wt) (13) 
n=J 

onde, {3" é uma série temporal ajustada de acordo com os ângulos de fase que compõe o 

sinal entre O e rr. Como a forma original de (13) é um sinal real, a solução da equação 
diferencial em ( 12) será consideravelmente simplificada. Considerando o sinal na forma; 

F(t) = R{t.Jl" cm(wt}.e'w ] (14) 

A resposta no tempo, regime permanente, é da forma; 

x(t) = R{t. X,e'w] ( 15) 

onde Xn é amplitude complexa. Das derivadas sucessivas de x(t), substituídas conveniente em 
( 12), temos a solução exata dada por; 

x(t) = Re[~jH(w >I ( ~) l e'i@ •· I; ( 16) 

com jH(w )j dado por (Meirovitch, 1975), onde <!>n é o ângulo de fase entre o sinal de excitação 

e a resposta, w é a freqüência de excitação dado por w= nco0 , n= I, 2, ... N; Cü0 é a freqüência 
fundamental, que deverá ser determinada e utilizada na geração do sinal de excitação, e K é o 
coeficiente de rigidez. Gerar o sinal de excitação e, em conseqüência, determinar a resposta 
exata (sintetizada) a partir da equação( 16), significa buscar séries temporais de comprimento 

finito, {3 1 , {3~, ... , {3
11

_., , dado por f3n = [ 1- 2( 8" I rr)]. F0 , onde F, é a amplitude do vetar força 

de excitação, cujos coeficientes de auto-correlação definidos por ( 17) assumem valores 
pequenos para k> I. 

( 
I )·"·-K 

ak = N -I ~{3" .{3" .. ' (17) 

A configuração do sinal gerado no domínio do tempo e o seu respectivo espectro podem ser 
encontrados em (Oliveira, 1991) e (Silva & Oliveira, 1993). 

7. RESULTADOS TEÓRICOS DE SIMULAÇÃO 

Para testar o critério aqui proposto e, em conseqüência, a solução exata dada pela equação 
( 16), apresentamos nas figuras 1 e 2, os resultados de simulação dos sinais de deslocamento 
no domínio do tempo e o seu respectivo espectro no domínio da freqüência. 
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Como podemos observar e comparar as figuras 1 e 2, a resposta exata utilizando-se o sinal 
cossenoidal (Meirovitch, 1975), apresenta-se comprimida no tempo. Para testar se a solução 
ex ata, utilizando-se o sinal sintetizado apresentado na equação ( 16), está correta e comparar 
com a solução clássica, um caminho conveniente de teste seria calcular a transformada de 
Fourier do sinal de deslocamento- resposta sintetizada. Apresentamos nas figuras 3 e 4, o 
sinal de deslocamento no domínio do tempo e o seu respectivo espectro. 
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Figura.3- Resposta Sintetizada Figura.4-Espectro da Resposta 

De fato, podemos observar que os picos de amplitudes máximas de ambos os sinais para a 
faixa de freqüência considerada são exatamente iguais. Isto nos leva a acreditar que a solução 
exata proposta pela a equação ( 16) é adequada. Passemos, então, utilizando o método de 
simulação proposto em conjunção com o teorema de Nyquist, a monitorar a resposta 
numérica utilizando o método de aceleração generalizada de Newmark, (Bathe, 1982), e 
compará-la com a solução exata sintetizada, para o mesmo sistema em consideração. Nas 
figuras 5 e 6, apresentamos os resultados de simulação dos sinais de deslocamento no 
domínio do tempo e o seu respectivo espectro no domínio da freqüência, utilizando o método 
de resolução de Newmak. 
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8. DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 

Considerou-se como parâmetros de testes de referência para a massa, rigidez e 
amortecimento respectivamente os valores; M = 1 Okg, K = 5000N I m, C= 20Ns I m e 

F
0 

= lN , N = 128 pontos de amostragem, N PI = N 12. A freqüência natural está em torno de 

22.36 rad I s. Utilizou-se como valor, para o parâmetro de fator de busca f h, o valor de 

2.125. Observa-se que, nas figuras 2 e 4, os picos máximos de amplitudes dos espectros 
encontram-se centrados em tomo desta freqüência. Pelo método de Newmark, o mapeamento 
do fator de busca fh para se obter o pico máximo centrado em tomo desta mesma freqüência 

assumiu o valor de 3.0, indicando que de fato, dependendo do valor assumido por fh e, em 

conseqüência, do valor para o intervalo de tempo de discretização, há um deslocamento 
relativo do sinal de deslocamento no tempo e em freqüência. Daí, a importância de se utilizar 
um critério de busca bem definido. 
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CONJUNÇÃO DE UM CRITÉRIO UTILIZANDO O ... 

8. DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 

Considerou-se como parâmetros de testes de referência para a massa, rigidez e 
amortecimento respectivamente os valores; M = l Okg, K = 5000N I m, C= 20Ns I m e 

F0 =lN, N = 128 pontos de amostragem, N PJ = N 12. A freqüência natural está em tomo de 

22.36 rad I s . Utilizou-se como valor, para o parâmetro de fator de busca f h, o valor de 

2.125 . Observa-se que, nas figuras 2 e 4, os picos máximos de amplitudes dos espectros 
encontram-se centrados em tomo desta freqüência. Pelo método de Newmark, o mapeamento 
do fator de busca fh para se obter o pico máximo centrado em tomo desta mesma freqüência 

assumiu o valor de 3.0, indicando que de fato, dependendo do valor assumido por fh e, em 

conseqüência, do valor para o intervalo de tempo de discretização, há um deslocamento 
relativo do sinal de deslocamento no tempo e em freqüência. Daí, a importância de se utilizar 
um critério de busca bem definido. 
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Abstract 
ln this work the accuracy of numerical integration methods such as: Central Difference method. Houbolt method, 
Wilson 8 and Newmark methods have been investigated. These methods were applied on a process of externa! 
perturbations (force) identification in dynamic systems using least square estimation method. The results obtained 
from the application of each method were compared with lhe results obtained by using the numerical integration 
Runge-Kuna method of 4th order. ln this study. a MDOF system of two degree-of- freedom. which consists of an 
axis-plain cylindrical joumal bearing system, was applied. From the results it can be conclued that thc Ncwmark 
method has an accuracy closer to the Runge-Kuna method than the other methods investigated. 
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1. INTRODUÇÃO 

Um dos problemas básicos da ciência é a tarefa de se explanar observações físicas a partir de 
equações matemáticas. A área relacionada à identificação de sistemas está sendo largamente utilizada 
e existe uma preocupação evidente em escolher equações matemáticas que descrevam adequadamente 
relações entre os dados de entradas e saídas para sistemas reais (Oliveira, 1991 ). Em muitas situações, 
nem todos os parâmetros do sistema são conhecidos e em alguns sistemas mecânicos, mesmo com o 
conhecimento prévio de um modelo matemático que retrate aproximadamente o seu comportamento 
dinâmico, em dadas situações, é praticamente impossível obter-se parâmetros destes modelos de forma 
direta (rigidez e amortecimento de um filme de óleo, por exemplo) (Lacerda et ai., 1996). Nestes casos 
recorre-se a técnicas de identificação ou estimação de parâmetros que objetivam a determinação dos 
valores desconhecidos a partir dos sinais de entrada (excitação) e de saída (resposta) do sistema (Rade 
et ai., 1989). As diversas técnicas de estimação existentes na literatura - mínimos quadrados, variáveis 
instrumentais, estimação seqüencial, filtro de Kalman estendido, entre outras - apresentam "restrições" 
que dependendo da natureza e da dinâmica do sistema podem redundar em resultados bastante 
diferentes daqueles do sistema real. Estes métodos podem, sem perda de generalidade, serem 
adaptados e adequadamente utilizados para identificação de perturbações (forças) de sistemas 
mecânicos. As vibrações provocadas por estas perturbações são das mais diversas e variadas natureza, 
como exemplo tem-se as vibrações síncronas, assíncronas, supersíncronas, aleatórias, para não citar 
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outras. Em geral são fontes de excitação que podem causar e/ou originar ruídos e tensões dinâmicas. 
que resultam em fadiga, e em conseqüência, falha de estruturas. Em geral, a eficiência do estimador 
depende do método de integração numérica a ser utilizado. Neste trabalho investiga-se os métodos de 
integração numérica: Diferença Central, Houbolt, Wilson e e Newmark (Bathe, 1982). Em seguida, 
compara-se com o método de Runge-Kutta de 4ª ordem. Os resultados da simulação em termos do 
vetor de estado é então utilizado para identificar forças no domínio do tempo . O sinal de excitação 
simulado é do tipo periódico com as mesmas propriedades estatísticas de um ruído branco. 
(Schroeder, 1970). 

2. APRESENTAÇÃO DOS MÉTODOS DE INTEGRAÇÃO DIRET A 

As equações do movimento de sistemas mecânicos com n graus de liberdade podem ser 
resolvidas no domínio do tempo por métodos de integração numérica tais como: Diferença Central, 
Houbolt, Wilson e, Newmark e Runge-Kutta de 4ª ordem, entre outros, pela transformação do sistema 
de equações diferenciais na forma de estado. A escolha do método que melhor se adapta ao processo 
de simulação, para testar os métodos de identificação de parâmetros, depende essencialmente de 
fatores como por exemplo: escolha do passo de integração, problemas de instabilidade numérica 
inerentes ao método a ser escolhido, introdução de amortecimento fictício no sistema. etc .. Estes 
fatores apresentam efeitos cruciais na simulação do sistema e em particular no processo de 
identificação de parâmetros (Oliveira, 1991 ). A equação diferencial genérica representativa da 
resposta dinâmica de um sistema mecânico pode ser dada por, 

[M]{ü} + [c]{v} + [ K]{V} ={R} (I) 

onde [ M] , [c] e [ K] representam as matrizes de massa, amortecimento e rigidez respectivamente ; 

{R} é o vetor força de excitação; {v} , {li} e {ü} são os vetores deslocamento, velocidade e 

aceleração do sistema, respectivamente . Se a relação de equilíbrio (I) é estimada como um sistema de 
equações diferenciais com coeficientes constantes, implica que algumas convenientes expressões de 
diferenças finitas para aproximar as acelerações e velocidades em termos de deslocamentos podem 
ser usadas. Um procedimento que pode ser muito eficaz na solução de alguns problemas é o Método 
da Diferença Central, no qual é assumido que, 

{ü '}= ~: 2 {v r-.1r - 2V' +V H '} 

{v'}= 2 ~r {- v ' -L\1 +v' -.1'} 

(2) 

(3) 

A solução para o deslocamento no tempo r + !J.t é obtida considerando (I) no tempo t , ou seja, 

[MJ{ü'}+[C]{V'}+[KJ{V'}= {R'} (4} 

Substituindo as relações para {ü 1
} e {v 1

} em (2) e (3), respectivamente, na equação (4), obtemos, 

(_I , ( M ) + _I (C J) {v '. M } = {R ' } - ( ( K ) - _2, ( M J) {v ' } - (_I ( M ] - _I (C 1) {v ' - M } 

ór 2M ~r M 2 2M 

(5) 
a qual pode ser solucionada para {v r·!lr} . O esquema do Método de Integração de Houbo/t é algo 

parecido com o método da diferença central apresentado anteriormente, no qual as expressões padrões 
de diferenças finitas são usadas para aproximar as componentes da aceleração e da velocidade em 
termos das componentes do deslocamento. As seguintes expressões de diferenças finita s são 
empregadas no método de integração de Houbolt: 
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{ü rdr} = 6~1 {2V h :lr- 5V, + 4V ,_.:;,-V r - 1.lr} 

{li r - .11} = 
6

:
1 

{I IV r-.lr - 18V' + 9V r-.lr - 2V r- 1 .1'} 

(6) 

(7) 

Para a obtenção da solução no tempo t + ó.t , será considerada ( 1) no tempo t + ó.t (e não no tempo t 
conforme o método da diferença central), a qual toma-se, 

[ M J{ Ü 1 
• t. r } + [C J{ li I · M } + [ K J{ V 1 

+ M } = {R I • tH } (8) 

Substituindo (6) e (7) em (8) e arranjando todos os membros conhecidos no lado direito da equação, 
obtém-se para a solução de {vI-M}, 

( ~ [ M) + -
3 [C J) {v I- M } + (_I , [ M) + _I [C J) {v 1

-
1

M } 
M- 2M M. 3M 

(9) 

O Método Wilson (} é essencialmente uma extensão do método da aceleração linear no qual é 
assumido uma variação linear da aceleração desde o tempo t até o tempo t + !Y.t . Para o método 
tomar-se incondicionalmente estável é necessário adotar o parâmetro e 2: 1.3 7, e usualmente toma-se 
e = 1.40 (Bathe, 1982). Denotando T o incremento no tempo, onde os T s eM ' tem-se que para o 
intervalo de tempo t a t + e!Y.t , 

Integrando (I O) em relação a T , obtém-se 

' 
{ú I· !} = {ú I}+ {ü I}"(+ 2 ~~( {ü l · 6.ll - Ü 1} 

e {v 1- T } = {v I } + {Li I } 1 + T { ü I } 1' + 681M 1) { ü (. 9.11 - ü I } 

Tomando (II) e ( 12) no tempo r + e!Y.t, 

{lit-8~ 1 }= {li'}+ 8~ 1 {ü' ' 8
J ' +ü'} 

{v'·6.1'}= {v'}+8M{ú}+ e'~r ' {ü'· 6
M +2ü'} 

as quais podem ser solucionadas para {ü '" 861 } e {V r- ec"} em termos de {v ''0CH}: 

e 

{ü'-6111 }= 8,:1
, {v'· 6

.1l -v~}- e!r {V 1 }-2{ü 1
} 

{ui·SM}= 8~ 1 {vi·St>l -v~}- 2 {v~}- e~r {ül} 

(I O) 

( 11) 

(12) 

(13) 

( 14) 

(15) 

(16) 

Para obter a solução para os deslocamentos, velocidades e acelerações no tempo t + ó.t , considera-se 
a equação ( 1) no tempo t + e!Y.r . 

3 
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[ M J{ü r-e~,}+ [C ]{v r-eM}+ [ K ]{v r-e_\r} = {R r-e_\r} onde {if'·e~r } = {R r } + 8 {R,._\, _ R r } 

( 17) 

Substituindo ( 15) e (16) em (17), uma equação é obtida na qual {v •· 6-''} pode ser resolvido. A 

substituição de {u r-etlr} em ( 15) permite a determinação de {ü r-e~,} que é usado em (I 0), (II) e 

(12), todos avaliados em T=ôt para calcular {ü'._\'}, {v'd'} e {v•·->'}· O 1Uétodo de 

Integração de Newmark também pode ser compreendido como uma extensão do método da 
aceleração linear (Bathe, 1982). As seguintes equações são usadas, 

{V '· tlr } = {V ' } + [ (I - õ ) { Ü ' } + õ { Ü ..t>r } ]M (18) 

{v'·_\'}= {v'}+ {v'}M+[(1--a){ü'}+a{ürd'}]M" (19) 

onde a e 8 são parâmetros que podem determinar a prec.isào e a estabilidade no processo de 
integração numenca. O método de Newmark originalmente proposto é um algoritmo 
incondicionalmente estável para o caso em que a = 1/4 e 8 = 112. 

3. MODELO MATEMÁTICO 

O modelo adotado foi um sistema MDOF constituído por um 
mancai hidrodinâmico aplicado em sistemas mecânicos 
rotativas (Oliveira, 1991 ), conforme figura (1 ), regido pelo 
sistema de equações diferenciais, 

Aii(t) + C.rxX(I)+ CxyY{t)+ KxxX(I)+ KxyY(I) = Fx(l) 

(20) 

,'vf ~: ( 1 ) + CLr,\' ( 1 ) + C _1 T Y ( 1 ) + K y x X ( 1 ) + K y y Y ( 1 ) = F r ( 1 ) 

(21) 

onde Ksx e K.\y são os coeficientes de rigidez do suporte do 
sistema eixo-mancai hidrodinâmico segundo as direções x e y. 

4. IDESTIFICAÇÃO DE PARÂMETROS E FORÇAS 

[
Cxx 

C:r.r 

[ 
Kxx K.r_l_'] 
Kyx Kyy 

Figura (1 ): Modelo físico do sistema eixo­
mancai hidrodinâmico 

Para um sistema SDOF a equação de estado na forma >:· = A X + 8 F é de conhecimento 

convencional. no caso do sistema MDOF pode ser representada na seguinte forma: 

~~~l=r-K~/M lx 4 K~/M 
- Cxx/ M 

o 
- Cyxj M 

o 
- Kxyj M 

o 
- Kyyj M 

-Cx;/MJ · l~:)+ ~ ~~) 
-CyyjM X 4 Fy 

(22) 

Esta equação representada na forma discreta compacta por, X ( k + 1) = ( 1 + AD r) X ( k) + D t 8 F ( k) , 

onde Dt é o intervalo de tempo de discretização e X ( k) , o vetor de estado no instante 

t = k,k = 1,2, ... ,N, pode ser dada por, 
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XI (2) x 2 (2) X 3(2) X 4 (2) 

= 

XI (k + 1) X 2 (k+l) X 3(k+l) X 4 (k+l) 

XI (I) X: (I) X 3(1) x4 (I) Fx(l) fv(l) Dt 

o 

o 
X 1(k) X 2 (k) X 3 (k) X 4 (k) Fx(k) fv(k) 

o 
o 

Kx.x 
--Dt 

M 
Cxx 

(1--Dt) 
M 

Kxv 
--· Dt 

M 
Crx 

----Dt 
M 
Dt 

o 

Kvx 
O - ·-Dr 

M 
CX1' 

O --· Dt 
M 

Kn• 
--· ·-Dr 

M 
Cn· 

Dt (1--·-· Dt) 
M 

o o 
O Dt 

(23) 

Na forma matricial compacta, tem-se [x ' (k+1)]=[X'(k)J4>]• ou ainda [b]=[A][<fl], onde, (b): 
matriz retangular de ordem Nx4, contendo os vetares de deslocamento e velocidade no instante 

t = k +I; (A]: matriz retangular de ordem Nx6, contendo os vetares de entrada (força de excitação); 

e saída (resposta em termos de deslocamento e velocidade) no instante t = k ; [ 4>]: matriz retangular 

de ordem 6x4, contendo os parâmetros a serem estimados. O estimador por mínimos quadrados dos 

parâmetros desconhecidos de <I> fornece, ~ MQ = [A TA r A T b ' ficando assim estabelecida a equação 

para o processo de identificação dos parâmetros de rigidez e amortecimento para o caso em estudo no 
domínio do tempo. Segue-se ao processo de identificação dos parâmetros do sistema a identificação 
das perturbações/forças atuantes dada pela seguinte equação: 

{i c r>} = [ .w J{ x c r>} + [ ê J{ x c r>} + [i]{ x c r>} (24) 

onde, [ .~). [ ê). [i) representam as matrizes contendo os valores de massa, amortecimento e rigidez 

estimados e { x (r)}· { x (r)}· { x (r)} os vetares de resposta do sistema em termos de aceleração, 

velocidade e deslocamento. Uma alternativa utilizada, ainda em estudo, para a identificação de 
perturbações/forças do sistema MDOF, oriunda da solução da equação (20) na forma discreta 
compacta, em termos de F(k), pode ser dada por, 

O( I) O(klj llXI(2) Xl(k+l)j 
Fx(l) Fx(k) = [~] X2(2) X 2( k +I) 

0( I) O(k) Dt X3(2) XJ(k+l) 

Fr( I) Fy(k) X 4(2) X 4(k +I) (25) 

ôr o o 
Kxx D (I- ê.:x DI) K:n· • êxv • l Xl(l) 

Xl(k)j 
--.- I - - . -· Dr --.·-Dr X 2(1) X 2(k) M M M M 

o o I Dr X 3(1) X 3(k) 
Kvx • - ê_~x DI Kvv • (1- c.~Y Dr) X 4( I) X 4(k) -·.-DI --·. ·-Dr 
M M M M 

A figura (2) apresenta o diagrama de blocos para o processo de identificação de perturbações/forças 
no domínio do tempo usando o estimador por mínimos quadrados. 

5 
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Sinal de Excitação 
Sintetizado 

F(t) 
_l_ 

Modelo Matemático 

MJ{X<t)} + [cJ{X(tl} + [ K]{XUl} = {F(tl} 

Integrador: 

.~. Diferença Central 
Houbolt 

j 
.\' ( /) .. \' (/) •. \ (I) l ., 

Wilson 8 
Newmark 
Rum:te - Kutta 

1 irdentificação de Forças 
Método Din:!to: 

Estimação de Parâmetros {r\1)} = [üJ{-hl)} + [c]p(ll} + [k]{.\'(ll} I -\ {, 

através da equação Método Discretizado: 

~=[A 1 ArA 1b {Ftkl} J~l[ X(k + ll-(1 + ÂDtlX(kl] 

Figura (2): Diagrama de blocos para o processo de identificação de forças 

5. RESULTADOS DO PROCESSO DE SIMULAÇÃO E DISCUSSÕES 

Para o sistema MDOF em estudo foram adotados os seguintes valores de massa em [Kg], 
amortecimento em [Ns/m] , rigidez em (N/m] e amplitude de força de excitação em [N], 

Tabela 1: Parâmetros adotados para verificação do processo de identificação de forças 

DIREÇ..\0- X DIRE_çÃO- Y AMPLITUDE 

'1 Kxx I Cxx I Kn I Cn Kn I Cn l Kn l Cn X I y 

14.X 40 I 20 I 50 I lO 20 I lO I 60 I 30 1oo I 100 

O vetar força de excitação utilizado como entrada no sistema dinâmico em consideração 
corresponde ao sinal obtido a partir de síntese de sinais periódicos. A ilustração seguinte permite 
visualizar este vetor gerado no tempo e seu espectro pela soma de 256 funções cossenoidais de iguais 
amplitudes: isto eqüivale a excitar o sistema injetando simultaneamente 256 sinais cossenoidais . A 
justificativa de utilização deste sinal como fonte de excitação deve-se, entre outras vantagens, a sua 
característica de manutenção das condições de excitação persistente (Eykhoff, 1974 ). 

SINAL SINTETIZADO NO TEMPO ES PECTRO DO SINAL 
1500 15000r---~----~----~--~-----r----~----~---, 

1000 

soo 10000 

~ 
~ 
" rn 

u " ·ª o 
"-

õ. 
E .. 

·500 5000 

·1000 

·1500 
o 10 15 

00~--~--~--~--~--~~--~--~--~ 
20 25 1 O 15 20 25 JO 35 40 

Tempo (s] W (radl s] 

Figura (3): Sinal de excitação sintetizado, no tempo (a) em freqüência (b) 
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Para 256 pontos de observação no tempo e a relação entre a freqüência natural e a freqüência 
fundamental denominada por NPI, como sendo igual a 6 e 2 respectivamente, e, ainda, aplicando a 
equação (24) referente ao primeiro método proposto, tem-se os seguintes resultados de identificação 
de forças para os métodos de integração numérica em estudo: 

ESPECTRO DA FORÇA IDENTIFICADA 
15000,..-------~---~---~-----., 

z '"'" i'(....... 
- I "' ' 

~ I 
E 

<( 

5000 

o 5 

-teórica 
· runge-kutta 

newmarl< 
- dit.central 

oolbon 
o wilson-teta 

10 15 
Frequércia [radis] 

20 

Figura (4): Resultados de identificação de forças pelo 
método da equação (24) e NPI = 6 

ESPECTRO DA FORÇA IDENTIFICADA 
15000,..-----~--~--~-~--~-~ 

o 10 

-teórica 
· · runge -kutta 
' newmark 

dit.central 
oolbon 

o wilson-teta 

20 30 40 50 
Frequércia [radts] 

60 

Figura (5): Resultados de identificação de forças pelo 
método da equação (24) e NPI = 2 

Da figura (4) acima exposta, vê-se que os métodos de Newmark e Diferença Central 
apresentaram uma boa performance no processo de identificação de forças. a ponto do método de 

f Newmark superar o método de Runge-Kutta de 4ª ordem. Por outro lado, observa-se uma determinada 
inconsistência dos valores de identificação de forças apresentados pelos métodos de Houbolt e Wilson 
8 em função da dispersão dos valores das forças identificadas em torno do espectro da força exata. 

Para uma nova situação de intervalo de tempo de discretização, controlado por NPL neste caso 
igual a 2, com Dt tendo sido reduzido para 0,02728 diferentemente do valor anterior 0,08184, 
observa-se ainda, uma boa consistência dos valores de identificação de forças apresentados pelos 
métodos de Newmark e Diferença Central, com os seus resultados bastante próximos, o que pode ser 
constatado na figura (5) . Com relação aos métodos de Houbolt e Wilson 8, houve uma rápida melhora 
na consistência dos seus valores de identificação de forças apresentados. o que pode ser visualizado 
comparando-se as figuras (4) e (5). Todos estes resultados foram obtidos via aplicação da equação 
continua no domínio do tempo (24 ). 

Para o mesmo número de pontos de observação no tempo e tomando NPl como sendo igual a 6 e 
2 respectivamente, entretanto, aplicando a equação (25) referente ao segundo método proposto, o da 
equação discretizada, tem-se os seguintes resultados de identificação de forças para os métodos de 
integração numérica em estudo: 
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Figura (6) - Resultados de identificação de forças pelo 
método da equação (25) e NPI = 6 
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Figura (7) - Resultados de identificação de forças pelo 
método da equação (25) e NPI = 2 
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Dos resultados de identificação de forças apresentados pelo s~gundo método em análise 
proposto, o da equação discretizada (25), figuras (6) e (7) , observa-se uma alta inconsistência para os 
valores obtidos por todos os métodos de integração numérica, inclusive o integrador de Runge-Kutta, 
mesmo apresentando menor dispersão em relação aos outros métodos. Para este método, a variação de 
NPI e concomitantemente de Dt, não surtiu qualquer efeito. 

6. CONCLUSÕES 

A escolha ótima do passo de integração numérica é fator primordial para uma boa performance 
dos resultados obtidos pelos métodos analisados e conseqüente consistência dos valores de 
identificação de parâmetros e de forças em sistemas dinâmicos; deixando bastante evidente que este 
passo está intrinsecamente relacionado com a dinâmica do sistema e não pode ser tomado como um 
valor aleatório qualquer. O método da equação dinâmica proposto, apresentou resultados bastante 
consistentes para o processo de identificação de forças, superando em muito, o segundo método 
proposto, o da equação discretizada, o que consolida o primeiro, porém, ainda, não invalida o segundo 
por se encontrar em fase de análise. Fica bastante evide~ciada a possibilidade de aplicação dos 
métodos de Newmark - com destaque pelos seus resultados apresentados -, Diferença Central, 
Houbolt e Wilson 8 no processo de obtenção numérica dos vetares de estado para aplicação na 
identificação de parâmetros e de forças em sistemas dinâmicos, considerando que para uma bom 
desempenho destes métodos fatores como: o melhor critério para escolha ótima do intervalo de tempo 
de discretização, número de pontos adotados, seleção do sinal de excitação e condição de estabilidade 
numérica do método, não podem ser desprezados. 
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Abstract 
Yalues for inlet air temperature and truck speed in a concurrent tunnel dryer are obtained in order to minimize 
fuel consumption per weight of dehydrated fruit. The mathematical model is composed by non-linear ordinary 
differential equations numerically integrated by an adaptive method. The quality of dehydrated fruit is 
guaranteed by an equality constraint in the final moisture content and by an inequality constraint in the 
maximum temperature ofthe product throughout the process. 

Palavras chaves 
Dryers. fuel consumption minimization. process optimization 
Secadores. minimização do consumo de combustível. otimização de processos 

I. INTRODUÇÃO 

A otimização do projeto e da operação de unidades de secagem é um dos objetivos da 
engenharia de processamento de alimentos. Recentemente grandes esforços têm sido feitos no 
sentido de diminuir o consumo de energia e aperfeiçoar as condições de operação dos 
equipamentos (Bertin e Blazquez, 1986; Radajewski et ai., 1987; Zang e Litchfield, 1991; 
Soponronnarit e Prachayawarakorn, 1994; Kiranoudis et al., 1996 e Boxtel e Knol, 1996) 

Bertin e Blazquez (1986) apresentaram·um modelo unidimensional de desidratação para 
simular um secador do tipo túnel concorrente, cujos resultados são satisfatórios quando 
comparados a resultados experimentais. · 

Neste trabalho apresenta-se um procedimento para minimizar o consumo de combustível 
por quilo de frutas desidratadas em secadores do tipo túnel com fluxo concorrente (vide 
Figura 1) baseado no modelo desenvolvido por Bertin e Blazquez ( 1986), utilizando-se para a 
integração das equações diferenciais ordinárias um método de integração adaptativo (Bixler, 
1989). 

A qualidade da fruta é assegurada na otimização impondo-se um valor para o teor final 
de umidade, e um limite máximo para a temperatura da fruta durante todo o processo (Bertin e 
Blazquez, 1986). 

Resultados para a desidratação de ameixas são obtidos variando-se o comprimento do 
secador e a razão de recirculação do ar de exaustão. 

1 
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ar fresco 

avanço dos vagonetes 

Figura 1 - Esquema de um secador do tipo túnel concorrente. 
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Figura 2 - Volume de controle no aquecedor 

CC = E aquecedor 

pcc 

onde pcc representa o poder calorífico do combustível. 

2. O CONSUMO DE 
COMBUSTÍVEL 

A Figura 2 mostra o 
volume de controle para o 
aquecedor indicando a entrada 
do ar ambiente e de uma 
parcela do ar de exaustão (ar 
recirculado ). 

A energia das correntes de 
ar estão representadas por E. 

O consumo de 
combustível é obtido através 
do balanço de energia e de 
massa no aquecedor, sendo 
expressado por: 

(I) 

Pela aplicação do Princípio de Conservação de Energia e do Princípio de Conservação da 
Massa obtém-se, respectivamente: 

E aquecedor = E entrada - E ambiente: - E recirculado (2) 

G ent rada = G ambien(e + G recirculado (3) 

Considerando-se que o fluxo de ar seco recirculado é uma porcentagem do fluxo de ar de 
exaustão do secador tem-se que: 

G amb iente = (I - r) G entrada e G recirculado = r G entrada (4) 

onde r denota a razão de recirculação. 
Para a energia do ar na entrada do secador, a energia do ar ambiente e a energia do ar 

recirculado, é possível encontrar: 
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E entrada = (C as - C v W entrada )Tentrada G entrada (5) 

E ambiente = (C as - C v W ambiente )Tambiente G ambiente (6) 

E recirculado = (C as - C v W recirculado )T recirculado G recirculado (7) 

Igualando-se as condições do ar recirculado (presentes na equação (7)) às condições do ar 
de exaustão e igualando-se as condições do ar de entrada (presentes na equação (5)) às 
condições iniciais, tem-se: 

w recirculado = w r ' T,ecirculado = Ta r ' w entrada = w i e Tenrrada = Ta; (8) 

3. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

Baseando-se no modelo de Bertin e Blazquez ( 1986), pode-se formular a minimização do 
consumo de combustível por quilo de fruta desidratada em um secador do tipo túnel 
concorrente através do seguinte problema de otimização: 

Minimizar CPQ =CC/CP (9) 

sujeito às restrições diferenciais (no domínio O~ x ~O: 

x = - Õ" r( w superf - w) (I 0) 

( 11) 

(12) 

w = )l ,X ( 13) 

às restrições de desigualdade (no domínio O ~ x ~ f. ): 

( 14) 

T superf (X) ~ T máxima ( 15) 

onde Tsuperf = Tp + (Bi / 5ã)Tp 

e às restrições de contorno: 

(16) 

(17) 
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0,622[Psat (T. )UR;] 
w(O) = ' 

[P- Psat (T.; )UR;] 
(18) 

x(€) = xf ( 19) 

A Tabela 1 mostra as expressões para as variáveis auxiliares e valores dos parãmetros 
utilizados nas equações. 

Tabela 1: Expressões para as variáveis auxiliares e valores dos parâmetros 

- 3f3wP MP u {1 +k 1Xr
1'x f3w = 

1-ls = (1 +X;) eG f= PpsRu (0.622 + w) X; 

W sup erf = [P superf (0.662 + w)] I P - 3a dw = 0.4X + 0.48 X :S 1.3 a= 
i 

PpsRCP u dw = l.O X > 1.3 

P sup erf = P sat ( Tsuperf )d w ~hv = Iili v /CP 
-
~h= ~hjCP 

I 

~h= ~hvo +C v Ta - C1 Tp ~ = cp;c.u ~h v = ~hvo + C,T3 
I 
i 

Cau = Cas + wC v CP= cps +XCI ~hvo = 2,5xl0 6 J I kg 
I 

Bi =aR/A A= 0,546 W l m°C CP, = 1,34xl0 3 J I kgoc 

f3 w = 4,78xl0-8 kg l N seg Pps = 1,4xl 03 kg I m3 C1 = 4,18xl0 3 J I kg°C 

C.s = l,Oxl0 3 J I kg°C p1 =l,Oxl0 3 kg l m 3 P = l,013xl0 5 N I m~ 

C, = 1,84x1 0 3 J I kg° C 

{'80,3 x < lm W l m='oc k _ Pps a - ~--

-14,3x + 194,6 x > 1m P1 

p,, (T) ~ exp[ ( t, a, T ,_,)+a, ln(T)] 
[M,(l+X,)n]-ao = -7,51152xl03

, a1 = 9,65389644x I 01 
CP= u 

a2 = 2,3998970x10.2
, a3 = -1,1654551x10.5

, (I+X;) e 
a4=- I, 2810336xlo·8 a5 = 2,0998405x I o· 11 , 
af> = -1,2150799xl01 Pakowski et ai. ( 1991) J 
Para a obtenção dos resultados, os valores de R, G, M r, I e UR são fixados. Os 

parãmetros T •. e u são as grandezas a serem otimizadas. 

4. PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

Para a solução numérica, o problema de otimização é reescrito na seguinte forma: 

Minimizar a função 
cc(T •. ) 

f0 (T, ) ~ CPQ ~ CP( u(T,,)) 

4 

(20) 

( 
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sujeito às restrições de desigualdade (14)-(15), onde u(Ta, )é obtido como solução do 

seguinte problema: 

Problema Acessório: Integrar as equações diferenciais ( 1 0)-( 13 ), com as condições 
de contorno (16)-(19). 

5. ALGORITMO DE DETERMINAÇÃO DE Ta, E ii ÓTIMOS 

O O valor ótimo de Ta, é obtido como o menor entre dois valores, 

Ta, ót imo = Menor (A , B) 

onde: 

A é o máximo valor de Ta , que permite a satisfação das restrições de 

desigualdade (14 )-(15); 

B é o valor de Ta, que minimiza a função objetivo independente da 

satisfação ou não das restrições (14 )-(15). 

O Para a solução do Problema Acessório, necessana a cada valor 
arbitrado de T , realiza-se uma busca direta para a determinação 

a' 

de ii(T ) baseada no Método da Bissecção, até que o vínculo em a, 

X( fi) seja obedecido dentro de uma precisão desejada. 

O Neste processo, para cada ii arbitrado, as equações 
diferenciais são integradas pelo método proposto por 
Bixler ( 1989). 

O valor de A é obtido por um procedimento de busca direta que, após o rompimento de 
alguma das restrições (14)-(15), utiliza o Método da Bissecção. 

O valor de B é obtido por um procedimento de busca direta baseado no Método da Seção 
Áurea (Luenberger, 1984 ). 

6. RESULTADOS DA OTIMIZAÇÃO DO PROCESSO DE DESIDRATAÇÃO 

Resultados para o consumo ótimo de combustível por quilo de ameixas desidratadas 

foram obtidos considerando-se : R = 0,0 1560m, X i = 2, 7 b. s. , X r = 0,3 b. s., 

G = 6,3 kg I s, UR i = 0,15 , T máxima = 74 o C, variando-se t de lO a 20 m (com r = 0,85) e 

variando-se r de 0,70 a 1 ,O (com f. = 12 m ), para três valores de Mp ( 600, 800 e l 000 kg), 
conforme mostrado nas Figuras 3 a 8. Considerou-se o querosene como sendo o combustível 
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responsável pelo fornecimento de energia ao aquecedor (Bertin, 1_984), cujo poder calorífico é 

pcc = 104 kcal I kg de combustível. 
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i) A temperatura do produto (ou na superfície ou no interior) para as soluções de consumo 
mínimo atingem o valor máximo permitido (no caso 74°C) em algum ponto durante o 
processo de desidratação, ou seja, uma das restrições de desigualdade é ativa. 

ii) O fato da temperatura da superfície do produto (ou do seu interior) atingir o valor máximo 
permitido durante o processo ótimo de desidratação, faz com que as soluções de consumo 
mínimo para a ameixa coincidam com as soluções de máxima produção (vide Santos 
( 1997)). Esta particularidade dos resultados obtidos é uma peculiaridade do produto 
estudado (ameixas) e, mais especificamente, do limite permitido para Tmáxima (74°C). Por 
exemplo, é possível verificar que, no caso de T maxima igual a 86°C, as soluções de máxima 
produção e de mínimo consumo de combustível por quilo de ameixa desidratada não mais 
coincidem. 

8. CONCLUSÃO 

Neste trabalho desenvolveu-se um procedimento numenco para a minimização do 
consumo de combustível gasto na produção de frutas desidratadas em um secador do tipo 
túnel concorrente. 

Utilizou-se um modelo matemático que descreve o processo de desidratação através de 
um sistema composto por quatro equações diferenciais ordinárias não lineares acopladas, 
integradas por um método adaptativo. 

Valores ótimos para a velocidade de avanço dos vagonetes, para a temperatura do ar de 
entrada e para o consumo de combustível por quilo de fruta desidratada foram determinados 
para três carregamentos do vagonete variando-se, separadamente, o comprimento do secador e 
a recirculação do ar de exaustão. 

Para o caso de desidratação de ameixas com temperatura máxima permitida de 74°C, as 
soluções de mínimo consumo de combustível por quilo de produto coincidem com as 
soluções de máxima produção. 
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SIMBOLOGIA 

Bi número de Biot 
C calor específico [ J kg·' °C1 

] 

CC consumo de combustível (kg h- 1 
] 

CP capacidade de produção [kg h- 1 
] 

CPQ consumo de combustível por 
quilo de fruta desidratada [kg kg- 1 

] 

E energia das correntes de ar [kJ seg- 1
] 

d w coeficiente de desorção 

f fator de contração volumétrica 
f0 função objetivo 
G fluxo de massa de ar seco [kg seg- 1 

] 

k 1 razão de densidade 
f comprimento do secador [ m ] 
MP massa de produto por vagonete [ kg ] 

n número de vagonetes 
p pressão parcial [ Pa ] 

P pressão total [ Pa ] 
r razão de recirculação 
T temperatura [ °C ] 
u velocidade do vagonete [ m seg-1 

] 

UR umidade relativa do ar 
letras gregas 

w umidàde absoluta do ar [kg ki 1 
] 

x coordenada espacial [ m] 
X teor de umidade do produto [b.s.) 
sub-escrito 
a ar 
f final 

inicial 
água líquida 

p produto 
s seco 
sat saturado 
superf superfície 
v vapor 
entrada ar de entrada no secador 
recirculado ar recirculado 
ambiente ar ambiente 
superescrito 

valor médio 
valor agrupado 
derivada primeira 

a coeficiente de transferência de calor [ W m-2 °C1 

p densidade [ kg m-3 
] 

À condutividade térmica [ w m" 1 °C 1 
] 

Pw coeficiente de transferência de massa [kg N-1 seg- 1 
) 

~h, calor latente de vaporização [ J kg-1 J 
~h vo calor latente de vaporização à zero grau Celsius [ J kg- 1 

] 

~h diferença de entalpia [ J kg- 1 
) 

<p razão entre os calores específicos do produto e do ar 
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Abstract 
The pumping of a playground swing from the seated position is modeled as a system of panicles. The modcl consists 
of four masses attached to each others in a panicular fashion. One of these masses represents the legs of the swingcr; 
the others, their body. The methods of Maggi-Kane and Lagrange are employed to get the equations of motion. Based 
on analysis of the Maggi-Kane's equations it is concluded that the mt!chanism is driven by two terms: gyroscopic 
coupling and generalized externa! torques. Numerical results are presented to simulate the movement when the motion 
is staned up hy the oscillation ofthe legs. 
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Maggi-Kane 's equations, Lagrange 's equations. oscillation, gyroscopic coupling, operator split. 
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t 1. INTRODUÇÃO 

i 
l 

A dinâmica de uma pessoa brincando num balanço pode ser modelada, como em Ca-;e & 
Swanson (1990), considerando-se três massas distintas para representar o corpo da pessoa, ligada-; 
convenientemente por barras sem massa e inextensíveis. A formulação lagrangeana pode ser 
empregada para se obter as equações do movimento, como por exemplo, foi estabelecida no 
referido artigo. 

A experiência mostra que há basicamente dois modos de por o mecanismo em movimento. No 
primeiro deles, o movimento pode ser conseguido com ajuda do contato da pessoa com o exterior, 
por exemplo, impulsionando suas pernas contra o chão. No segundo, o movimento é obtido através 
da oscilação do corpo da pessoa, ora abaixando, ora elevando. Uma variante desse segundo modo, 
é empregar as pernas para executar o movimento oscilatório ao invés de usar o corpo. Por ser este 
movimento imposto ao sistema, o grau de liberdade do sistema é reduzido de uma unidade. 

Embora muito bem explorado, o movimento das pernas da pessoa não é considerado no 
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referido artigo, nem, tão pouco, um tratamento não-linear das equações do movimento. 

Neste trabalho propõe-se simular numericamente a dinâmica-de uma pessoa no balanço, 
considerando-se um modelo um pouco mais realista do que o de Case & Swanson ( 1990). com 
quatro massas, sendo que uma delas representará o movimento das pernas da pessoa, as demais 
representarão o corpo da pessoa. O movimento do sistema, desta vez, será inicializado pela 
oscilação das pernas da pessoa. Neste caso, o sistema poderá ter dois de graus de liberdade. se o 
corpo da pessoa estiver livre para se inclinar, ou um grau de liberdade, caso contrário. Além disso. 
emprega-se a formulação de Maggi-Kane (Tavares Jr. & Sampaio 1993) para se obter as equações 
não-lineares do movimento do sistema e esquemas numéricos baseados na decomposição de 
operadores ( operator split). 

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 
Um modelo para uma pessoa brincando num balanço está representado na figura ( 1 ). As 

massas concentradas representam uma possível distribuição da massa do corpo e das pernas da 
pessoa. As massas m 1, m 2 e m 3 estão rigidamente conectadas por uma barra rígida e sem massa. 
A massa m4 representa as pernas da pessoa. As distâncias entre as massas descritas por /2 , 1~ e /4 

encontram-se representadas na figura. O balanço é modelado por uma barra rígida, de 
comprimento / 1, sem massa e, rotulada no ponto O e no ponto de sustentação da pessoa, localizado 
na posição da massa m 1 (assento do balanço). 

4 

, 
~ 

t~ 
<I 

,<-\ 
·.' .. _., 

"" f!' .. ,. a 
(, ..... •• 

\j 

(a) (b) 

Figura 1: (a) Modelo para uma Pessoa num Balanço. (b) Descrição do Modelo. 

2.1 Equacionamento via Método de Maggi-Kane 

Sejam as coordenadas generalizadas: q = [ a p y J T, constante na figura I (b) e a5 

velocidades generalizadas: w = [ w1 w2 w3 r de modo que w = I 1 O q. 
[ 

I O O ] 

1 I 1 

Empregando o roteiro dado em Tavares Jr. & Sampaio (1993), devidamente adaptado para um 
sistema de partículas, obtém-se as seguintes equações do movimento de Maggi-Kane: 

2 
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[M(q)]w = G 1(q, w) + G~(q) (l) 

com 

[ I, 
-NI1cosp J/1 cos(P + y) ] [M(q)] = -N/1cosp /2 J/3 cosy 

J/1 cos(p + y) J!, cosy J/4 

(2) 

G 1(q,w) ~ [ 

o -N/ 1 senp J/1 sen(p + y) 

N/1 senp o J/3 seny 

-J/1 sen(p + y) -J/3 seny o ][ ~] 
w~ 

(3) 

e 

G,(q) ~ [ 

-Mg/1 sena ] Ngsen(a + p) 

-Jg sen(a + p + y) 

(4) 

onde M = m 1 + m ~ + m 3 + m4, /1 = Mlf, h = m~l~ +(me;+ m4 )1~ . J = m4/4, 
N = m 212 - (m, + m4 )/y e g representa a aceleração da gravidade. 

E o problema consiste em determinar q, w : [0, 1]---+ JR 3 tal que satisfaça o sistema de 
equações diferenciais ordinárias não-lineares: 

(5) 

com condições iniciais q(O) = [ a o P o y o . r e w(O) = [ w lo w 2o w Jo r. Além disso, 

como o movimento das pernas é imposto, adinite-se que y = y(l) é uma função periódica no tempo. 

2.2 Comparação com o Método de Lagrange 
As equações de Lagrange para este problema formam o seguinte sistema: 

[S]q = F (6) 

A matriz [S] é dada por 

[S] = [SJ] + [S:d + [S3] (7) 

3 



SIMULAÇÃO DA DINÀMICA DE UMA PESSOA NUM BALANÇO 

sendo 

e 

e 

[ 

I 1 + I 2 - 2Nll c os P h - N/1 c os P Jl 1 cos(P + y) ] 

[S1J = h -N/1 cosp h J/3cosy 

[S, ] = [ 

J/1 cos(p + y) J/3 cosy J/4 

2J/ 1 cos(p + y) J/ 1 cos(p + y) 

J/ 1 cos(p + y) 

J/3 cosy 

2J/3 cosy 

J/4 

J/ 3 cosy ] 
J/4 

o . 

[ 

2J/3cosy+J/4 2J/3cosy+JI4 J/4] 

[S:d = 2J/3cosy+JI4 J/4 O 

fi4 o o 

E o vetor Fé o somatório de F 1 e F 2• com 

F, = [ 

-Nlt(2à + P)Psenp + J/1 (2à + P + y)(p + ~)sen(p + y) l 
[N/1 senp -J/1 sen(p + y)]à 2 + J/3(2à + 2P + y)Yseny 

-J/ 1à 2 sen(p + y) -J/3(à + P) 2 seny 

F, = [ 

J!.,(2à + 2p + y)Y~eny- Mg/ 1 sena+ Ngsen(a + p) -Jgsen(a + p + y) l 
+J/3(2à + 2P + y)Yseny + Ngsen(a + p)- Jgsen(a + P + y) 

-J/3(à + P) 2 seny- Jgsen(a + P + y) 

(8) 

(9) 

(I 0) 

(II) 

(12) 

Qual das equações (5) ou (6) é a mais adequada para prosseguir no caminho da obtenção de 
uma solução, provalmente numérica? A resposta definitiva está longe de ser alcançada. Mas, 
pode-se fazer as seguintes considerações: o sistema (5) é mais adequado para a utilização de 
métodos numéricos para equações de I~ ordem, enquanto que o sistema ( 6) é mais apropriado para 
os métodos da família de Newmark. É verdade que o sistema ( 6) pode ser transformado num 
sistema de 1 ~ ordem, entretanto, (5) tem a vantagem de ser expresso em variáveis tisicas, que 
nesse caso representam as velocidades angulares das partículas do sistema. Além dessas razões, 
acrescente-se a seguinte: 

Como relatado em Case & Swanson (1990), após razoáveis aproximações (linearização e 
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técnica de perturbação) nas equações de Lagrange ( 6 ), obtém-se um novo sistema de equações 
cuja principal característica é a presença de termos correspondentes a um oscilador harmônico 
forçado e a um oscilador paramétrico. Comparando-se as equações resultantes desse procedimento 
com as equações não-lineares de Maggi-Kane, observa-se que o movimento do sistema é 
governado por dois termos G 1, acoplamento giroscópico, e G2, conjugado generalizado das forças 
externas, não apresentando as características acima mencionadas 

3. SIMULAÇÃO 
Há bastante parâmetros que podem ser variados para fins de simulação. Entretanto. para se 

manter próximo à realidade física consideram-se os seguintes dados: m 1 = 30 kg, m 2 = 1 O kg. 
m 3 = 20 kg, 1114 = 10 kg, 11 =2m, 12 = /3 = 0,5 me /4 = 0,7 m. No modelo. a posição 
correspondente a situação da pessoa sentada no balanço é a posição de equilíbrio no instante de 
tempo t = o : a o = -3,9936203 X w-2 rd, Po = ~ rd, Yo = - ~ rd. Considera-se o sistema 

partindo do repouso: w Io = w 20 = w 3o = O rd.s- 1. O movimento das pernas da pessoa é descrito 
pela seguinte função periódica: 

y = { YoCOS(Wt+8)se0 ~ t ~ 1 

-y o c os( wt + 8) se 1 ~ t ~ 2 
(13) 

com w = ~ rd.s-1 e 8 = O. Pode-se descrever este movimento, dizendo que posição das pernas 

varia desde a posição y o até a posição de alinhamento com o corpo y = O em l segundo. 
retornando em seguida à posição original também em l segundo e repentindo-se ciclicamente este 
movimento. 

Para resolver numericamente o sistema (5) implementaram-se duas rotinas: uma empregando 
Runge-Kutta de 4~ ordem e. a outra, um esquema numérico baseado na decomposição de 
operadores (Marchuck 1975). Ambas forneceram boas concordâncias quando comparadas entre si. 
apresentando um erro global de l. 5%, nas simulações particulares empregadas para testar o 
funcionamento dos programa". 

4. ANÁLISE DO MOVIMENTO 
A seguir. retrata-se a situação em que p = Po. durante todo o movimento (sistema com l grau 

de liberdade). 

5 
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ongulos (rd) bdo 
0.55 

0 .45 

0 .35 

0 .25 

0 .15 

0 .05 

- 0 .05 

-0 .15 

-o 25 

-o 35 

-0.45 

o mo 

-055~------------------------~------~------_. 

0.0 2.0 4.0 6 .0 · B.O 10.0 

1empo (s) 

Figura 2: Gráfico do ângulos a, f) e y versus tempo 

A figura (2) mostra o comportamento dos ângulos a, ~ e y com o tempo no intervalo [0, I 0]. 
Como se pode observar da figura (2) ~ é constante, y é a função periódica definida pela expressão 
( 13) e a representa o movimento oscilatório do balanço. 

angulo alfa ( rd) 

0.25 

0. 20 

0 .15 

0 10 

0 .05 

0 .00 

-0 .05 

- 0. 10 

-015 

- 0 20 

- 0 25~------~--------------~----------------
o.o 20.0 40.0 60.0 80.0 100 .0 

tempo ( s) 

Figura 3: Gráfico do ângulo a versus tempo 

A figura (3) mostra o comportamento do ângulo a no intervalo de tempo [0, I 00]. Observa-se 
do gráfico constante da figura (3) que a é limitada. Atribui-se a limitação de a a não presença de 
termos que representem um oscilador harmônico forçado na equação do movimento. 
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5. CONCLUSÃO 
Neste trabalho apresentou-se a simulação da dinâmica de um pessoa num balanço. 

Mostrou-se. usando as equações de Maggi-Kane. que tal problema. reconhecido ser de 
instabilidade paramétrica (Arnold 1978), é. na realidade. governado por dois termos: um de 
acoplamento giroscópico e. outro, de conjugado generalizado das forças externas. 

Uma das constatações que se poderia fazer na análise do problema é o do Principio da 
Conservação da Quantidade de Movimento Angular, em que o subsistema consistindo de 
I ' = {m 1.m 2 .m 3 } poderia ser posto em movimento de rotação devido à rotação do subsistema 
I " = {m4 }. sem a introdução de qualquer agente externo ao sistema (no caso. oscilação das pemas 
da pessoa). Entretanto. não há conservação de quantidade de movimento angular. como se poderia 
prever a priori. As equações de Maggi-Kane deixam claro isto e. novamente. atribui-se o 
movimento do subsistema I' = { m 1• m 2• m 3 } à presença dos termos acima descritos. 
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Abstract 
Numerical techniques are a powerful too! for predicting the behavior of structures that can't be modeled in a 
closed analytical form. However, if the computational model is to be used with confidence, it must be validated 
by comparison, for example, with experimental measurements. This paper presents the modeling of the 
vibrational behavior of a loudspeaker cone with modal analysis by the finite element method (FEM) and the 
comparison with results of experimental modal analysis. The experimental results show the e:X:istence of non­
axisymmetric modes that can't be calculated by the ideal axissymmetric Ioudspeaker model and that are well 
predicted by the tridimensional FEM model. The existence of complex mode shapes in the experimental tests, 
that implies in non-proportional damping, suggests the limitation of the proportional damping model used by the 
FEM. 

Keywords 
Alto-falantes, Método de Elementos Finitos, Análise Modal Experimental 

Loudspeakers, Finite Element Method, Experimental Modal Analysis 

L INTRODUÇÃO 

A utilização efetiva de técnicas numéricas para análise de problemas físicos sem solução 
analítica conhecida, implica na validação dos resultados computacionais através, por exemplo, 
da comparação com resultados de medições experimentais. Além disso, esta comparação 
permite obter informações de modo a melhorar o modelo teórico, como por exemplo, obter 
valores de amortecimento estrutural, que podem ser utilizadas posteriormente no modelo de 
elementos finitos para a realização de análise da resposta harmônica da estrutura. 

Neste trabalho são discutidos procedimentos teóricos e experimentais utilizados na 
determinação do modelo modal da vibração de cones de alto-falantes. A análise modal 
experimental das vibrações de cones de alto-falantes já foi apresentada por Struck (1990), 
enquanto que a análise modal teórica por elementos finitos de um modelo tridimensional foi 
apresentada por Kim et al. (1996). Neste artigo são apresentados comparações entre resultados 
da análise modal teórica e experimental de um cone de alto-falante de 12". A análise modal 
teórica é feita pelo método de elementos finitos (FEM), utilizando o software ANSYS, para 

1 
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um modelo tridimensional, de modo a possibilitar a predição de modos de vibração não 
axissimétricos do cone. A análise modal experimental é realizada a partir da medição de 
funções de resposta em freqüência empregando um transdutor de velocidade sem contato 
(LASER) nas medições de vibração do cone. A extração dos parâmetros modais do modelo 
experimental é feita utilizando o software CADA-PC, 

2. ANÁLISE MODAL TEÓRICA 

Do ponto de vista teórico, o modelo modal é obtido pela solução da equação de 
movimento do sistema para vibração livre. Esta é considerada como sendo uma equação 
diferencial de segunda ordem, que para um sistema com múltiplos graus de liberdade 
(MDOF) não amortecido, é do tipo 

[MJ. {x} +[C]. {x} + [K]. {x} = {f} 

onde, 

[M] é a matriz de massa 
[C] é a matriz de amortecimento 
[K] é a matriz de rigidez 
{ x} é o veto r de deslocamentos 
{ f} é o vetor de forças 

O modelo modal é obtido pela solução de um problema de autovalores, resultante de se 
buscar uma solução harmônica para a equação acima, sendo dado pelas matrizes de 
autovalores e autovetores que fornecem as freqüências naturais, amortecimentos e 
configurações deformadas (modos de vibração). 

Corno o principal interesse desta análise foi o de visualizar as configurações deformadas 
do cone, foi construído um modelo da estrutura inteira sem a utilização de planos de simetria, 
empregando elementos tipo casca com 8 nós com funções de interpolação quadráticas e 
propriedades de materiais isotrópicos apresentadas na Tabela 1 abaixo. 

TA BELA 1 : Parâmetros dos Materiais Utilizados no Modelo do Alto-falante 
Componente Material Densidade p Módulo de Y oung Espessura Coeficiente 

(Kg/m3
) (N/m2) (mm) de Poisson 

Bobina Cobre 6100,0 li0xi011 , I,300 0,30 
Cilindro Kapton 1392,0 2,50 X lO'J 0,125 0,34 

Cone Papel 550,00 2,0 X 109 0,700 0,30 
Borda Espuma 690,00 3,I5x I06 I ,IOO 0,30 

-

A análise modal realizada revelou um grande número de freqüências naturais para a cone 
e suspensão externa do alto-falante, que aparecem mesmo em baixas freqüências. Estes 
modos de vibração, na maioria envolvendo ondas se propagando circularmente no cone e 
muitos envolvendo somente vibrações na suspensão externa, chegaram ao redor de I 00 na 
faixa de freqüências de 20 a 1000 Hz, considerando as freqüências repetidas correspondentes 
a modos simétricos. Alguns dos modos obtidos estão apresentados na Figura l (a-d). 
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a) 168Hz b) f= 202Hz 

c) f= 208Hz d) f= 595Hz 

Figura 1 : Modos de Vibração Obtidos por FEM 

3. ANÁLISE MODAL EXPERIMENTAL 

Resolvendo-se a equação de movimento do sistema para uma resposta forçada, pode-se 
obter um conjunto de funções de resposta em freqüência (FRF), que descrevem o movimento 
do sistema para uma dada excitação. A FRF do tipo mobilidade (força/velocidade), Y(w) tem 
a seguinte forma : 

[Y ( ú))] = i. ú) {X} I { f} 

onde cada elemento da matriz de mobilidade [Y(w)] é dado por (Ewins, 1986) 

N . Ar 
. -"' lú). j k 

YJ k- L... 2 2 · 2 
r=lwr-W +I.llrúlr 

onde, 

j ,k são as coordenadas do ponto 
A é a constante modal 
N é o número de graus de liberdade do sistema 
11 é o fator de perda do modo r 

Do ponto de vista experimental, o teste modal consiste na obtenção de um conjunto de 
FRF em pontos determinados na estrutura, pela medição simultânea da excitação e da 
resposta do sistema. A partir deste conjunto de FRF, medidos em diversos pontos da 
estrutura, pode-se obter os parâmetros modais. A extração destes parâmetros envolve um 
ajuste dos coeficientes de uma expressão teórica (como a expressão acima) da função resposta 
em freqüência, de modo a conseguir uma aproximação da curva experimental. 

A análise das FRFs experimentais e obtenção do modelo modal do alto-falante foi feita 
com o auxílio do software CADA-PC (Computer Aided Dynamic Analysis on Personal 
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Computer), específico para a realização de ajuste de curvas e extração de parâmetros modais. 
Foi utilizado um método de extração de múltiplos graus de liberdade (MDOF), devido ao 
grande número de modos com influência mútua, especificamente o Método das Exponenciais 
Complexas por Mínimos Quadrados para cálculos dos parâmetros modais e do Método dos 
Mínimos Quadrados no domínio da freqüência para cálculo dos resíduos. O método das 
exponenciais complexas é um método de ajuste no domínio do tempo, que realiza a 
transformada de Fourier inversa de um conjunto de dados espaçados em intervalos iguais de 
freqüência, baseando-se num modelo de amortecimento viscoso e tendo como vantagem não 
necessitar de uma estimativa inicial dos parâmetros modais. 

A excitação do cone do alto-falante foi realizada aplicando um sinal de ruído branco na 
bobina do mesmo, sendo que para a obtenção da força aplicada na estrutura, foram medidos 
valores de tensão em um pequeno resistor na saída do amplificador de potência, em série com 
o alto-falante. A tensão no resistor é proporcional à corrente passando na bobina do alto­
falante, que é por sua vez, é proporcional à força. As medições de resposta utilizaram de um 
transdutor de velocidade a LASER, já que a utilização de transdutores de contato 
(acelerômetros), não é possível no caso da medição da vibração no cone do alto-falante, por 
este ser uma estrutura muito leve e flexível, sujeita portanto, a efeitos de carregamento de 
massa. 

A montagem experimental utilizada para a realização do ensaio de análise modal é 
apresentada na Figura 2, tendo sido medidas 84 funções de resposta em freqüência em 
diferentes pontos do cone conforme esquematizado na Figura 3. 

analisador FFT de 2 canais 

1mplificador ·o§ le potência 

• b o 

•• I 
resistor transdutor 

DOO a laser 

DDDDDDD 
gerador de sinal 

Figura 2 : Esquema da Montagem do Experimental do Ensaio de Análise Modal 

Figura 3: Geometria da Estrutura Mostrando Pontos de Medição 

Após medidas todas as curvas de FRF, estas são transferidas para um computador PC e 
associadas aos nós da geometria da estrutura ensaiada (Figura 3). A validade do modelo 
extraído a partir dos dados experimentais é verificada pela síntese das funções de resposta e 
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freqüência e observando a qualidade dos ajustes de curvas obtidos, podendo-se então adquirir 
· informações importantes à respeito da vibração do cone do alto-falante. 
I, 
1 Através da animação dos modos obtidos, foi possível notar a existência de vibrações não 
f axissimétricas ao contrário do que acontece no modelo axissimétrico idealizado, como é 
~ observado nos desenhos da Figura 4. A excitação de modos de vibração não axissimétricos t ! pode ser atribuída a assimetria na estrutura, causada por exemplo, por diferenças de espessura 

e densidade na suspensão de espuma prensada, não uniformidade do material no cone e 
também à não axissimetria perfeita da força excitadora. Além disso, foi observado no modelo 
modal experimental a existência de modos de vibração complexos, devido a características de 
amortecimento viscoso não proporcional. 

a) 149Hz b) 243Hz 

c) 292Hz d) 516Hz 
Figura 4. Modos de Vibração Obtidos Experimentalmente 

4. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Neste trabalho, as características vibratórias do cone de um alto-falante de 12 polegadas, 
foram investigadas através de simulações utilizando o método de elementos finitos e ensaios 
experimentais de análise modal, buscando assim obter indicações sobre a validade e 
limitações do modelo teórico utilizado, além de possivelmente obter informações para 
melhorar a qualidade do modelo. Pode-se dizer que estes objetivos foram parcialmente 
alcançados, devido principalmente, às seguintes questões: 

1. Possível existência de comportamento não-linear da estrutura e não uniformidade dos 
materiais do cone, que não são considerados pelo modelo teórico de elementos finitos e ou 
pelo modelo modal. 

2. O amortecimento estrutural muito grande, dificultando a identificação clara dos modos de 
vibração. 

3. Incerteza nos valores das propriedades dos materiais do cone e suspensão utilizados nas 
simulações, além de possível variação destes parâmetros com a freqüência. 
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No entanto, a realização das medições foi importante no sentido de verificar a limitação 
do modelo teórico, sendo que uma análise dos resultados, revela a- simplicidade do modelo de 
elementos finitos evidenciada por: 

1. Existência de modos de vibração não axissimétricos no cone do alto-falante real 
demonstrado pelas medições, evidenciando não uniformidade dos materiais, assimetrias na 
construção ou força aplicada. As simulações consideraram um modelo axissimétrico e 
uniforme (materiais isotrópicos) 

2. Presença de amortecimento estrutural não proporcional, evidenciado pela determinação de 
modos complexos. O método de análise modal por elementos finitos utilizado calcula as 
freqüências naturais para um modelo sem amortecimento, enquanto que a resposta forçada 
é calculada considerando amortecimento do tipo proporcional. 

Além de evidenciar limitações do modelo teórico pode-se fazer uma comparação 
qualitativa dos resultados, podendo-se observar modos de vibração experimentais similares a 
modos calculados no modelo tridimensional de elementos finitos. A similaridade entre os 
modos de vibração teóricos e experimentais pode ser observado nas Figuras 1 e 5 apresentadas 
ac1ma. 

5. CONCLUSÕES 

A análise das vibrações do cone de alto-falantes utilizando o método de elementos finitos 
para um modelo em três dimensões, permite a obtenção de informações sobre os modos de 
vibração não axissimétricos que podem ser excitados no alto-falante real, mesmo em baixas 
freqüências. No entanto, a validação do modelo teórico é limitada por incertezas nas 
propriedades dos materiais, na modelagem das características de amortecimento estrutural, 
além de não uniformidades e assimetria da estrutura real. 

A análise modal experimental possibilitou obter informações importantes sobre as 
vibrações da estrutura real, podendo-se verificar a validade dos modelos teóricos e avaliar a 
qualidade de um produto final. Devem no entanto, ser tomados cuidados com relação à 
precisão dos dados experimentais, que dependem de cuidados na fixação da estrutura, 
transdução e análise. Além disso, consiste de um ensaio trabalhoso, devendo-se medir um 
grande número de pontos, de modo a representar razoavelmente a estrutura ensaiada. 
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f Abstract 
i 
f This work is centered on the experimental problems related to modal testing of composite material plates. The results i presented show the effects ofnon uniformity ofproperties ofthe plate along its surface. A carbon fiber sandwich 
l plate with aluminium honeycomb core was used in the tests. 
I 
J· 
t • 
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1. INTRODUÇÃO 

Neste trabalho são tratados aspectos referêntes a realização de teste modais, com placas 
construídas com material composto em uma condição de contorno livre. 

Os testes modais foram realizados com a utilização de um martelo excitador e resposta 
a excitação medida com acelerômetro mantido em uma posição fixa. Em virtude de estar se 
trabalhando com uma painel construído em material composto, a interação entre a ponta do 
martelo excitador e a superfície mostrou-se bastante relevante nos resultados experimentais , e 
desta forma serão abordados aspectos do efeito da não uniformidade das propriedades ao longo 
da superfície, e a influência das características da placa no ensaio modal. 

Os parâmetros modais experimentais foram determinados através da utilização de um 
"software" comercial de análise modal, STAR, produzido pela "Structural Measurement Systems 
Inc." 

1 
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2. CARACTERÍSTICAS DA ESTRUTURA TESTADA 

A estrutura testada, cujos resultados são mostrados neste trabalho, é uma placa tipo 
Sandwich de material composto com três camadas. A placa tem uma camada de fibra de 
carbono/epóxi com orientação de 45 o em relação a borda da placa , a segunda camada formada 
por colmeia de alumínio e a terceira camada de fibra de carbono/epóxi, também disposta a 45 o. 

Na figura l tem-se uma representação esquemática da placa testada. 
As dimensões da placa são de 32.0 x 32.0 cm sendo sua massa de 122.5 g 

~!BRA DE CA~~OND/EPOXI 

DRIENTACAC DA 'IBRA 45 GRAUS 

'IBRA DE CARBCNC/EPCXI 

.~fi!;;~ . . / CI<I<:NTACAC DA 'IIli<A "'" GRAUS 

Ailgfj~~ ~. _,.-__ ._.,.._.-,--.-.-·-. .;_ -. ~ fl/ 
~7~::=.? ~::§~ / 
l_ ~~:::-.-..,.-.,:- . -...c--~· 

"-:~~~y· 32 C:M 

--......~-v '-....., _ _,_ . . ' HDNE Y-CCMB DE ALUMINIC 
'h.. .... . 

e~ 

/~ ~ '<::<=j~~/· .. // 
~ ,~~ 

32.0 c~ / 

Figura 1 -Representação Esquemática da Placa de Fibra de Carbono. 

3. EFEITO DA NÃO UNIFORMIDADE DAS PROPRIEDADES AO LONGO DA SUPERFÍCIE NO 

ENSAIO MODAL 

Estruturas de materiais compostos apresentam um elevado índice de resistência e rigidez 
por unidade de peso. Em termos gerais, os materiais compostos consistem de uma matriz 
polimérica, reforçada com fibras de elevada rigidez. No caso da placa construída, tem-se duas 
camadas de Epóxi reforçadas com fibra de carbono, formando um sanduíche com Honey-comb 
de alumínio. O processo de fabricação da placa por mais elaborado que seja, resulta em uma 
pequenas variações de comportamento mecânico ao longo da superflcie o que se deve a 
basicamente dois fatores: 
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- A forma de alvéolos da colméia resulta em descontinuidade na interface entre a 
camada de fibra de Carbono/Epóxi. 

- Falta de uniformidade na distribuição da resina na camada de fibra Carbono/Epóxi, 
e também na camada de interface entre a camada de Carbono/Epóxi e a da colméia de alumínio. 

4. I NTERAÇÃO DO MARTELO COM A ESTRUTURA. 

Os testes de análise modal realizados com martelo excitador apresentam, para o caso 
presente, peculiaridades em relação aos ensaios realizados em estruturas convencionais. Os 
ensaios mostraram variações, ao longo da superficie, tanto do sinal de excitação, quanto dos 
níveis de coerência apresentados. 

Os resultados apresentados fazem parte de um teste, em que a placa foi ensaiada com 
malha de 25 pontos eqüidistantes, como pode ser visto no modelo geométrico mostrado na figura 
2. Quanto maior o número de pontos a serem ensaiados, menor será o risco de não identificar 
certos modos devido a medições em linhas nodais ( linhas de deslocamento nulo) e também maior 
será a precisão das formas modais determinadas ( Patrick, 1985 ) . 

z 

)-_y 

Figura 2- Modelo geométrico da placa. 

Os ensaios de impacto do martel<:> nas bordas da placa são mais difíceis de se realizar 
em virtude do movimento de corpo rígido . 

A fim de compreender melhor o problema apresentado, de maneira resumida serão 
apresentados três combinações entre a qualidade do sinal de impacto do martelo e a coerência 
apresentada para o ensaio. Os pontos 13 , 19 e 21 foram escolhidos de forma a contemplar as 
combinações de qualidade de medições citadas. Aqui estabeleceu-se como sendo um sinal de 
entrada qualitativamente bom, aquele que se aproxima de um pulso na forma de metade de uma 
função Seno. Quanto a coerência, esta é qualitativamente melhor quando apresenta valores 
próximos da unidade ao longo do espectro de freqüência. 

Conforme mostrado na tabela 1 tem-se a qualificação do sinal de excitação e de 
coerência para os três pontos mostrados. 
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Tabela 1- Qualificação dos Sinais de Excitação e Coerência. 

Ponto Testado Sinal do Martelo Excitador Coerência 
19 Bom Ruim 
21 Ruim Boa 
13 Bom Boa 

------

Na figura 3 apresentam-se os sinais de força do martelo excitador, para três repetições do 
ensaio de impacto, utilizado para obter-se a função de resposta em freqüência entre o ponto 19 
e o ponto 5. Na seqüência a figura 4 mostra o espectro de potência do sinal do martelo para as 
respectivas três repetições realizadas. 

A 

· ffi I ... T I I I I :·1 I I I ~-

~·· o 0.1 • 

·j\ 1'1' I I I I ~ I I I I 

8 

~-

~· · o 0.1 • 

·Ji I .. ~T I I I I ~ I I I I 

c 
3 

~-

~ · 0.1 

Figura 3 - Sinal de excitação do martelo no ponto 19 no domínio do tempo. 

Analisando os gráficos da figura 4 tem-se que existe uma significativa diferença entre 
cada um dos sinais de excitação . Para cada um dos sinais a atenuação de 20 dB ocorre 
em uma freqüência significativamente diferente. Esta observação pode ser explicada pela variação 
da rigidez superficial local da placa em tomo do ponto 19. Para este ponto tem-se uma faixa de 
espectro de freqüência mais estreito devido à menor rigidez local da placa 
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~· r·HIWII 111 11 1111 i IBfi~J 
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Figura 4- Espectro de Potência do Sinal do Martelo excitador no ponto 19. 

A variação de rigidez local da placa, pode ser explicada pelo tipo de construção da 
mesma. A placa tem somente uma camada de fibra de carbono sobre a colméia e o impacto 
realizado na região dos alvéolos do Honey-Comb, estão mais sujeitas a deflexão do que aquelas 
que o impacto do martelo é realizada na região da parede do alvéolo de chapa de alumínio. 

Nas figuras 5 e 6 tem-se os mesmos gráficos mostrados para o ponto 21 que se encontra 
junto a borda da placa. 

A 

1 .• 

~-

.0.1 

I 
1.6 

~-

.0.1 

c 
1.5 

~-

.0.1 
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o 0.1 • 

·u~ r·l-1 1 1 1 ~ ~ 1 1 ~ 
o 0.1 • 
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0.1 

Figura 5 - Sinal de Excitação do Martelo no Ponto 21 no domínio do tempo. 

Observando o comportamento do sinal de excitação do martelo no domínio do tempo, 
tem-se a presença repetitiva do perfil de força imposto a estrutura. Deve-se notar que os vários 
picos apresentados não representam um duplo impacto causado pelo operador do martelo. 
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Figura 6 - Espectro de potência do sinal do martelo excitador para o ponto 21 .. 

Os gráficos de espectro de potência do sinal do martelo excitador mostram-se repetitivos, 
assim como a aparência global do sinal de excitação na base de tempo. Deste modo justifica-se 
a boa coerência que pode ser observada na figura 9. 

Tem-se nas figuras 7 e 8 respectivamente os sinais de excitação e espectro de potência 
obtidos no ponto 13. 

:~ · 1 .. 1_1 I I I ~I i I ! 

• 0.1 • 

l·~r I I I I :·1 I I l 
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, .. 
.0.1 

• 0.1 • 
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, .. 
.0.1 

o 0.1 

Figura 7 --Sinal de Excitação do Martelo no Ponto 13. 
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Figura 8 -Espectro de Potência do Sinal do Martelo excitador para o ponto 13 . 

No caso do ponto 13 os sinais de excitação e as respectivas curvas de espectro de potência 
apresentaram um comportamento similar ao encontrado quando se realizam testes modais em 
estruturas convencionais simples com materiais isotrópicos, ou seja , comportamento do sinal de 
excitação repetitivo e altos níveis de coerência. 

Na figura 9 tem-se os gráficos de coerência para os três pontos tomados para o estudo do 
comportamento da interação entre o martelo excitador e a superficie da placa. 

Ponto 19 ~ .. 
0.1 

B 

Ponto 21 ~-

0.1 

c 

~-
Ponto 13 

0.1 

Figura 9 -Gráficos de Coerência das funções de resposta em freqüência dos pontos abordados em 
relação ao ponto 5. 

Analisando os resultados do ponto 19 tem-se, que apesar da aparente uniformidade do 
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sinal de excitação, ou seja, o sinal de excitação se aproxima do que pode ser considerado 
subjetivamente de boa qualidade, existe uma falta de repetitividade da condição de entrada para 
se obter a resposta em freqüência deste ponto. A variação da máxima freqüência alcançada, para 
uma atenuação de 20 dB, indica que existe em torno do ponto 19 significantes mudanças de 
rigidez superficial. Esta mudança provavelmente deve ser devido a pequenos desvios do ponto 
de impacto, sendo este realizado algumas vezes sobre a parede do alvéolo do Honey-Comb e em 
outras no vazio próximo a parede do Honey-Comb. 

O ponto 21 apresenta resultados interessantes, visto que o sinal de excitação apresenta um 
sinal repetitivamente deformado. Em função do sinal de excitação ser repetitivo, o que pode ser 
comprovado pela semelhança no espectro de potência das varias excitações realizadas, tem-se 
uma ótima coerência da função de resposta em freqüência. Conforme observado por Clark & 
Thwaites (1995), a deformação permanente na célulade Honey-Comb sob uma delaminação 
resulta em freqüências mais elevadas, em uma vibração repetitiva da camada delaminada. Desta 
forma pode-se supor que a deformação apresentada no sinal de excitação seja resultado do 
movimento vibratório da camada de fibra de Carbono/Epóxi , contudo isto deve ser melhor 
investigado. 
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Abstract 
ln the last decade severa! methods in time domain have been developed to identify modal parameters of a 
mechanical structure. Usually these methods require data from the impulse response function or free decay 
responses. ln this paper the Ibrahim Time Domain Method- ITD was used to obtain a unique set of modal 
parameter of natural frequencies, damping factors and mode shapes from a set of free vibration measurements in 
a single analysis. The applicability of this method was verified by one experiment using a cantilever beam. A 
technique for acquisition of the responses at measurement points was used for rninimization of the amount of 
instrumentation required. 

Palavras chaves 
Identificação, parâmetros modais, domínio do tempo, método ITD, viga engastada I identification, modal 
parameters, time domain, ITD method. 

I. INTRODUÇÃO 

A identificação de parâmetros modais é um estágio posterior à aquisição dos dados 
experimentais. Este estágio pode ser realizado com dados obtidos a partir de medidas de 
respostas no domínio do tempo ou no domínio da frequência. 

, J Os métodos de identificação e as técnicas experimentais correspondentes, tanto do 

• 

domínio do tempo como no da frequência, têm se desenvolvido rapidamente nestes últimos 
anos. Tem sido utilizados com sucesso para a validação de modelos teóricos assim como para 
avaliação de alguns parâmetros característicos de fenômenos de modelagem complexa, como 
por exemplo, os relativos ao amortecimento de estruturas. Esta explosão de trabalhos na área 
se deve ao desenvolvimento de equipamentos para a análise rápida de sinais (Ewins, 1984). 

Os métodos de identificação de parâmetros modais no domínio do tempo tem se tomado 
muito populares recentemente. Alguns destes métodos são baseados no método das 
aproximações exponenciais de Prony (Frõberg, 1965) e no método da exponencial complexa 
(Brown et a!., 1979). Ambos são baseados em funções da resposta ao impulso, que podem ser 
obtidas diretamente a partir dos dados das respostas no domínio do tempo ou indiretamente 
através da transformada inversa de Fourier das respostas em frequência. O método utilizado 
neste trabalho, denominado método de Ibrahim no domínio do tempo - ITD, pode ser 
considerado um dos métodos clássicos na teoria da análise modal no domínio do tempo. Ele 
se baseia na resposta livre do sistema e não requer nenhuma transformada desta resposta para 
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a identificação dos parâmetros modais do sistema (Ibrahim & Mikulcik, 1977), (Pappa & 
Ibrahim, 1981 ). 

Este trabalho realiza a identificação dos parâmetros modais utilizando-se de dados 
experimentais realizados em uma viga engastada. Foram realizados ensaios experimentais 
para a obtenção de respostas livres, com a técnica do martelo de impacto. Na técnica proposta 
são necessários equipamentos simples, considerando que o método ITD requer medidas 
simultâneas em múltiplos sensores. Devido ao custo dos equipamentos multicanais 
necessários para se medir dados simultaneamente, foi utilizada uma técnica de aquisição 
acessível aos equipamentos existentes, com dois pontos de medida, utilizando apenas dois 
acelerômetros. Um deles foi mantido numa posição fixa, como referência, enquanto que o 
outro foi colocado sucessivamente nas várias posições de medida selecionadas. 

2. ASPECTOS GERAIS- MÉTODO ITD 

A identificação de parâmetros modais através do método de Ibrahim no domínio do 
tempo (ITD) é baseada na solução de um sistema de equações diferenciais ordinárias 
acopladas. Algumas considerações teóricas essenciais para o entendimento do método ITD 
serão realizadas (Pappa & Ibrahim, 1981). Um sistema com n graus de liberdade é descrito 
pela seguinte equação 

Mü+Cú+Ku=O (1) 

onde M, C e K são matrizes n x n de massa, amortecimento e rigidez, ü, ú e u são vetores n 

dimensionais de aceleração, velocidade e deslocamento, respectivamente. A solução geral é 
composta por todas as soluções linearmente independentes do tipo u(t) = cp eÀI , onde cp são 

autovetores do sistema e À os correspondentes autovalores. Esta solução é a resposta do 
sistema e consiste da soma de contribuições feitas por todos os modos. Para uma coordenada 
u i (ponto de medida, no caso experimental) e para um instante de tempo tj: 

2n 

( t )- -"\'A. J., t , 
u i i - uii - k..,.'f'ike 

k=l 

(2) 

onde cpik e Àk são números complexos. Os vetores da resposta livre representados para s 

instantes de tempo e por 2n pontos de medida, na forma matricial podem ser escritos como: 

eÀ,t, eÀ'/1 Àt . . . e ', 

[ ] [ 
e Àzl l À,h À t 

ui u2 . . . u, = cpl cp2 . . . ,~,. ]I e -. . . . e 1 .• 
'1' 2n (3) 

I 
eÀzn11 e Àzn11 L t . • • • e "'2n .• 

ou 

U = <l>A (4) 

onde U é uma matriz 2n xs de dados da resposta medida, <I> é a matriz modal 2nx2n e A é a 
matriz 2nxs cujos elementos são funções exponenciais dos autovalores do sistema. 

Para a coordenada ui e para o instante de tempo t1 + .1t a resposta é dada por : 

.., 
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(5) 

ou na forma matricial, 

l.f = <VA (6) 

onde l.f, A são matrizes 2n x se <l>t> é uma matriz 2n x 2n. 

As matrizes <I> e <l>t> estão relacionadas através das equações ( 4) e (6). Eliminando-se 
A a partir destas equações, obtém-se : 

(7) 

onde as matrizes A, <I> e <l> t> são quadradas de ordem 2n e 

onde as matrizes ur e Ut> T são de dimensões s x 2n. 

A partir da equação (5), o sistema completo pode ser representado pelo auto-problema : 

(9) 

A matriz A é caracterizada como matriz do sistema e contém informações sobre os 
parâmetros modais do sistema. As frequências naturais (amortecidas) e os fatores de 

amortecimento são determinados a partir dos autovalores de A, dados por ak + ibk = e'-1 l>r 

através das relações 

3. APLICAÇÃO PRÁTICA- TÉCNICAS DE AQUISIÇÃO 

O método ITD possui algumas catacteristicas significativas quando trata-se da aplicação 
prática. Algumas técnicas foram desenvolvidas para melhorar a qualidade das medidas com 
uma minimização dos efeitos dos ruídos na 
identificação dos parâmetros. Uma técnica para 
solucionar o problema da aquisição simultânea, 
devido à eventual indisponibilidade de 
analisadores de sinais com múltiplos canais, foi 
proposta em Ibrahim ( 1977) e utilizada neste 
trabalho. Minimizou-se a quantidade de 
sensores de aquisição, utilizando-se apenas dois 
acelerômetros, mantendo um deles imóvel 
(como referência) e o outro móvel nos outros 
pontos de aquisição. Doze pontos de medida 
(estações) e dois pontos de referência foram utili- Figura 1 -viga ensaiada 
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zados. Ensaiou-se uma viga fina engastada, 
como mostra a Figura 1, com as seguintes 
dimensões fisicas: 470 mm de comprimento, 
44.4 mm de largura e 6.3 mm de espessura. Foi 
aplicada uma excitação impulsiva, com um 
martelo de impacto em três pontos, sem 
medida da excitação, segundo a Figura 2. Um 
cuidado tomado foi a aplicação da força de 
impacto do martelo diretamente em esferas de 
rolamentos de cerca de 3 mm, coladas à viga, 
para facilitar a excitação e evitar ruído ou 
impactos múltiplos. Tanto os impactos quanto Figura 2- Excitação 
as medidas foram efetuadas no eixo longitudi-
nal e sobre a parte superior da viga. Na faixa de frequência utilizada, de O a 800 Hz, diversos 
ensaios foram realizados para a obtenção da resposta livre. Muitos ensaios foram realizados 
combinando pontos de medida com pontos de 
excitação e de referência. 

Diversas combinações destes ensaios foram 
agrupadas para formar conjuntos de respostas 
para serem inseridas diretamente no 
procedimento computacional. O número de 
pontos de medidas variou de seis a doze para 
cada conjunto. Foram realizadas dezoito 
combinações e consequentemente foram 
processadas dezoito identificações. Um esquema 
geral dos equipamentos utilizados é mostrado na 
Figura 3. Figura 3- Esquema geral 

4. RESULTADOS 

A realização de ensaios com dois acelerômetros possibilitou a economia de 
equipamentos e a obtenção indireta de medidas simultâneas, como o método exige. 

Os resultados experimentais foram obtidos a partir da identificação dos parâmetros 
modais no domínio do tempo, como as frequências naturais, fatores de amortecimento e 
modos de vibrar da viga a partir de dados de resposta livre, conseguidas a partir de ensaios 
experimentais. Esses ensaios experimentais foram realizados numa faixa de frequência, que 
contém várias frequências naturais da viga. 

A Tabela 1 ilustra os conjuntos de ensaios e os resultados das frequências naturais 
obtidas na identificação realizadas na faixa de frequência de O a 800 Hz. A localização dos 
pontos na viga é mostrada na Figura 4. Deve-se notar que os pontos PS e P 12 são tanto pontos 
de medida de resposta como pontos de referência . 

A Tabela 2 mostra uma comparação entre os valores teóricos e médios identificados das 
frequências naturais e a Figura 5 mostra a comparação entre os modos do modelo teórico e os 
modos identificados, na faixa de frequência ensaiada. A representação dos modos foi 
realizada através de uma rotina baseada na transformação dos modos complexos em modos 
normais (Ibrahim, 1983), utilizando-se do ensaio E800.15. 

Uma comparação com os resultados da identificação dos fatores de amortecimento não é 
possível uma vez que não há valores teóricos para estes parâmetros modais da viga. 

<1 
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Tabela 1 Descrição dos ensaios e frequências naturais identificadas na faixa de O-800Hz 

Ensaio Excitação Referência Pontos de Captações m1 (Hz) ~(Hi) W:J(Hi) w4 (Hi) 

E800.1 P2 P8 Pl , P4, P6,P8, Pll , P13 21.90 132.57 379.08 756.23 
E800.2 P2 P8 P3,P5,P7,P9, P12, Pl5 21.89 131.31 377.94 759.0I 
E800.3 PIO P8 Pl , P4,P6, P8, Pll , P13 22.87 138.79 382.09 760.44 
E800.4 PIO P8 P3, P5, P7, P9,P12,P15 20.34 136.00 380.02 757.05 
E800.5 PI4 P8 Pl,P4,P6,P8,Pll,Pl3 20.32 I36.0I 380.00 758.22 
E800.6 PI4 P8 P3,P5, P7, P9, P12, P15 20.06 I34.95 377.34 758.22 
E800.7 P2 P12 Pl,P4,P6, P8, Pll,Pl3 20.30 I34.00 377.88 757.16 
E800.8 P2 P12 P3, P5, P7,P9, Pl2, Pl5 21.93 135.29 379.0I 756.04 
E800.9 PIO Pl2 Pl , P4,P6, P8, Pll,Pl3 21.54 135.00 379.20 754.90 

E800.IO PIO Pl2 P3,P5,P7,P9, P12, Pl5 20.00 I36.20 378.29 755.33 
E800.1I PI4 Pl2 Pl , P4,P6, P8, Pll,Pl3 20.35 I36.2I 378.47 755 .I4 
E800.12 Pl4 P12 P3,P5,P7,P9, P12,Pl5 21.65 135.55 377.14 755.85 
E800.13 P2 P8 PI , P3, ... , Pl3, P15* 2I.43 I33 .99 377.1I 755.77 
E800.I4 P2 P12 Pl , P3, .. . , Pl3, Pl5* 20.33 136.93 380.58 757.82 
E800.I5 PIO P8 PI , P3, ... , Pl3, P15* 21.09 I38.82 384.14 761.73 
E800.I6 PIO Pl2 Pl , P3, ... , Pl3, Pl5* 20.98 137.79 381.0I 759.29 
E800.2I PI4 P8 Pl, P3, ... , Pl3, Pl5* 22.0I I37.8I 380.03 759.96 
E800.20 PI4 Pl2 Pl , P3, .. . , Pl3, Pl5* 20.39 137.00 379.46 754.39 

* Todos os doze pontos 

Tabela 2 Comparação entre as frequências naturais teóricas e identificadas 

Teórico 
Identificado* 

Fre_guência Naturais 
1 2 

23.6I I47.60 
21.29 139.89 

* Valores médios da Tabela 1. 

3 4 
4I3.41 810.10 
384.11 761.77 

e Pontos de Captação 
e Pontos de Excitação 

Figura 4- Disposição dos pontos na barra 
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De flexão da viga Primeiro modo (0-800 Hz, Exc P10 e Ref P8) 

-- Teórico Â ITD 

100 200 300 400 500 
Comprimento da viga (mm) 

Deflexão da viga Segundo modo (0-800 Hz, Exc P10 e Ref P8) 
Teórico Ã IT D 

• • • 

100 200 300 400 500 
Comprimento da viga (mm) 

Deflexão da viga 
Terceiro modo (0-800 Hz, Exc P1 O e Ref P8) 

- Teórico Ã ITD 

• • 

• • 

100 200 300 400 500 
Comprimento da viga (mm) 

De flexão da viga Quarto modo (0-800 Hz , Exc P10 e Ref P8) 

- Teórico Ã ITD 

100 200 300 400 500 
Comprimento da viga (mm) 

Figura 5- Modos de vibrar Teórico e identificado para o intervalo O-800Hz 
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~ 
~ 5.CONCLUSÕES 
~ 

Foram apresentados neste trabalho os aspectos experimentais de uma técnica de 
identificação no domínio do tempo, em particular, quanto ao requisito de obtenção de 
respostas simultâneas. 

A aquisição indireta de respostas simultâneas, com a utilização de uma posição como 
referência, apresentou-se como uma boa solução para contornar as limitações de 
equipamentos não disponíveis, como analisadores de múltiplos canais e inúmeros sensores de 
sinais. Esta técnica pode ser também aplicada sem o uso de analisadores de sinais, através da 
aquisição direta de dados em PC, bastando para isso que esse equipamento possua placa de 
aquisição de dados do domínio do tempo. Estes dados não necessitam de qualquer 
transformação para o domínio da frequência, nem para o próprio domínio do tempo, exceto 
uma normalização através de fatores de escala, obtidos através do acelerômetro de referência. 
Pode-se concluir portanto, que esta técnica proporciona economia e simplicidade na aquisição 
e na montagem dos equipamentos. 

O método ITD aplicado neste trabalho a dados obtidos com equipamentos simples 
proporcionou bons resultados, como mostrado nas Tabelas I e 2, e nas curvas da Figura 5. O 
sucesso na identificação se deve também ao algoritmo de identificação utilizado, 
desenvolvido pelos autores, assim como a alguns cuidados tomados durante a realização dos 
ensmos. 

O resultado da identificação de frequências naturais e de modos de vibrar na faixa de 
frequência O a 800 Hz, aqui relatado, é uma amostra parcial da eficiência do método ITD. 
Outras identificações foram realizadas em outros intervalos de frequência com resultados de 
mesma qualidade que os aqui relatados. 
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Abstract 

Existing model updating techniques, based on modal data or frequency responses use data experimentally 
obtained to update the model of the structure with the implicit assumption that the experimental data is 
correct. However, no i se present in the experimental data is known to effect the computation of the updated 
parameters. ln particular, the Fourier transform used to compute the frequency response functions averages 
the no i se over the duration of the signal, smearing its effect over the frequency axis. An alterna tive to the 
Fourier transform is the wavelet transform, which has been successfully used in the electrical engineering 
and computer science fields to filter noise and compress data. This paper investigates the use ofthe wavelet 
transform in the solution of the model updating problem, and presents a formulation analogous to the 
Fourier-based formulation. Numerical results show the feasibility of this approach in updating models 
based on noisy measurements. 
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1. Introduction 

Model updating of mechanical systems has been an active field of research during the last 
two decades. The increasing design competitiveness and the development of faster computers 
has allowed engineers to develop larger and more complex models in an attempt to better model 
a structure and reduce time spent in the design stage of the production cycle. The mathematical 
model of a structure is verified by building a prototype of the structure, testing it, and comparing 
experimental and analytical responses. Since these responses often do not agree, the mathematical 
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model must be modified until a good agreement is achieved. Having a reliable mathematical 
model allows the engineer to investigate variations of the original design and choose the best 
option. It also allows the design of high performance control laws based on an accurate model 
of the structure. The process of modifying a mathematical model in order to achieve a good 
agreement with measured data is called model updating. Model updating differs from system 
identification in the sense that updating requires a good initial model of the structure and can 
yield mathematical models that are physically realizable. System identification techniques do 
not require, nor do they yield a physically plausible model of the structure. This fact can be 
well observed in the identification of reduced models. For the engineer investigating variations 
of the initial design it is very important that the structure represented by the model is physically 
realizable. 

The model updating problem is usually solved using frequency responses of the system or 
modal data extracted from these frequency responses. The system's behavior in the frequency 
domain is usually obtained by using the Fourier transform, defined by 

1 100 F(w) = - f(t)e- iwtdt, 
211" -00 (1) 

where f ( t) is the time domain signal being analyzed, w is the natural frequency, and F ( w) is 
the Fourier transform of f(t). The signal f(t) can be recovered from :F(w) by using the inverse 
Fourier transform, described by the expression 

f(t) = /_: :F(w)eiwtdw. (2) 

This conventional spectral analysis results in averaged values that are time-independent. This 
representation is valid and sufficient if the signal f ( t) is stationary so that its frequency content 
remains constant over time. However, many signals are not stationary. For example, experimen­
tal data becomes non-stationary when noise is present, and the response of mechanical systems 
subjected to variations of structural parameters is also non-stationary. Model updating techniques 
that use frequency domain data rely on low-noise measurements and implicitly assume the sta­
tionarity of the signal, since the Fourier transform decomposes the signal f(t) into a sum of 
functions (e -iwt = cos(wt)- i* sin(wt)) with global support [-oo, oo]. This characteristic of 
the Fourier transform makes it impossible to detect local phenomena present in the signal. 

The wavelet transform uses a different approach decomposing the signal in a series of func­
tions with local support. These functions ate called wavelets, each being described by its position 
in the time axis and its duration, allowing .the resolution of different frequency components. The 
saw-tooth function is used to illustrate the difference between the Fourier and wavelet transforms 
(figs.l (a), I (b )). The levei of a wavelet is related to its frequency content, similar to frequencies 
of different Fourier harmonics. The wavelet used in this figure belongs to the Daubechies famiiy 
ofwavelets [I] with N=3, being this one among many existing families ofwavelets. The families 
of orthogonal wavelets functions are of special interest since they form orthogonal basis and are 
suitable for implementation in the form of fast and efficient computer algorithms. 

2. Wavelets 

This section covers only the fundamentais of wavelet analysis necessary for the understand­
ing of the proposed technique. Readers interested in a more comprehensive text are referred to 
[1, 3, 4, 5]. This introduction tÕ wavelet analysis is somewhat based on the works of Newland 
[3, 4]. 

2 
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(a) Fourier transformo (b) Daubechies wavelet transfonn (N=3)0 

Figure 1: Comparison between Fourier and wavelet transforms of a saw-tooth wave. 

An introduction to wavelet analysis often starts with the most simple wavelet function, the 
Haar wavelet, defined by 

{ 
-1 ifÜ <X< l 

w(x) = +1 if l <: x < l 
2-

(3) 

The wavelet defined above and shown in figure (2(a)) is part of a family of similar wavelet func­
tions obtained through the dilation and translation of (eq.3). Other wavelet functions belonging 
to the Haar family are w(2x), w(2x -1), w(4x), w(4x -1), w(4x- 2), and w(4x- 3), ali shown 
in figure (2( a)). The levei of a Haar wavelet is determined by the number of wavelets contained 
in the interval [0, 1]. At the oth levei there are only 2° = 1 wavelets, while at the 2nd levei there 
are 22 = 4 wavelets, and so on. 

lt is possible to decompose an arbitrary function f ( x) into its wavelets components. The 
procedure is similar to the decomposition of a function into its harmonic components. Instead 
of using harmonic functions of different frequencies wavelets of different leveis and positions 
along the x-axis are used to decompose the function (figo2(a)). An arbitrary signal is described as 
function of its wavelet components by 

f(x) = ao+ a1w(x) + a2w(2x) + a3w(2x- 1) + a4w(4x) + asw(4x- 1) +o o o 

oo zi -1 

ao+ L L a2i- 1w(21x- k) for O~ x < 1. 
j=O k=O 

lt can be shown that the series above converges under the sarne convergence conditions imposed 
on a Fourier series [1]. 

Despite the fact that the Haar wavelet has been know for a long time, only during the past ten 
years have other wavelets been developed. Among the existing wavelets there are the orthogonal 
and non-orthogonal type. The former are most often used since they provide orthogonal basis 
of transformationo The orthogonal wavelets are further divide into dilation [ 1] and harmonic 
wavelets [3, 4, 5]. This work considers the harmonic wavelets since they can be computed from 
a formula, unlike dilation wavelets that are computed through an iterative scheme. 

3 
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(a) Haar wavelets, leveis O, I and 2. (b) Real and imaginary components of a har­
monic wavelet. 

Figure 2: Haar and harmonic wavelet functions. 

Harmonic wavelets were developed by D. E. Newland when searching for a wavelet with 
limited and rectangular spectrum over a desired frequency range, that is 

W(w) = _!_ 2-j e- iwk2i for { 2n2j :=; w < ~1r2j+l (4) 
2n ' O, otherw1se 

Computing the inverse Fourier transform of W(w) one obtains the harmonic wavelet, given by 

. / oo . ei41T(2ix - k) _ ei21T( 2ix- k) 
w(2Jx -k)= W (w)ezwx dw= .

2 
(
2

. k) ,j=O, . .. , oo ,k=-oo, ... , oo . (5) 
-oo Z 7r J X-

This wavelet is a complex function of its argument x, meaning that w(x) is actually the sum of 
two wavelets, an even function of x (the real part) and an odd function (the imaginary part), as 
shown on figure (2(b)). The index k is an integer translation index while j is an integer level 
index. 

lt can be shown that this wavelet family is orthogonal and that it satisfies all the conditions 
to be called a wavelet [3]. The disadvantage of using this wavelet is its limited spectrum. The 
wavelet time decay is slow, proportional to x - 1

, resulting in wavelets of wide support. However, 
the advantage of using a harmonic wavelet is that, as mentioned earlier, they can be computed 
from a formula (eq.5), unlike other wavelet functions, and they have a limited rectangular spec­
trum. 

To illustrate the time localization qualities of the wavelet transform a sinusoidal wave is 
corrupted with noise of short duration and small amplitude (fig.3). The Fourier transform of the 
signal, taken with help of a Hanning window in order to minimize the effect of noise, shows 
the smearing of the noise in the frequency domain. This corrupts the entire spectrum. lt is not 
possible with a Fourier analysis, to determine if the noise was present during the duration of 
the whole signal, if it had a short duration, or if this is the correct spectrum of the signal being 
analyzed. This does not happen with the wavelet transform. The coefficients obtained from the 
wavelet transform are shown in such a way that the x-axis corresponds to the time variable, the 
y-axis corresponds to the waveÍet leveis (related to the frequency variable), and the amplitude 
of the coefficients is plotted in the form of a contour graphic. Each levei covers the frequency 

4 
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Figure 3: Sinusoidal wave corrupted with noise of short duration. Wavelet and Fourier transforms 
of the signal. 

interval 21r2i :::; w < 47r2i. It is now clear the localization of the no i se making the task of filtering 
eas1er. 

3. Model Updating 

A linear mechanical system has its behavior described by 

Mx+Cx+Kx = f(t). 

ln order to update the model, the equation above is usually rewritten such that the matrices M, 
C, and K beco me explicit functions of the parameters Pi being updated. This can accomplished 
by a linear Taylor series expansion of these matrices about the nominal values of Pi. resulting in 
the following linear equations on the parameters Pi 

aM ac aK 
M=Mo+LPi-

0 
, C=Co+LPi-

0 
, K=Ko+""Pi-

0 
. 

Pi Pi L.. Pi 

Combining the two equations above yields 

aM .. ac . aK 
(Mo+ L Pi [)pi )x + (Co +L Pi [)pi )x + (Ko +L Pi [)pi )x = f(t), (6) 

that is the equation ofmotion parameterized with respect to Pi· Developing a procedure similar to 
the ones used by frequency domain methods [2], one can write the equation above in the wavelet 
domain. ln order to do so, one has to compute the harmonic wavelet transform of x(t) and its 
derivatives. The real signal x(t) is written as a function of its harmonic wavelet components 
according to the expression 

00 00 

x(t) =ao+ L L ( aj,kw(2i x- k) + ãj,kw(2ix- k)) , (7) 
j=Ok=-oo 

wheren represents the complex conjugate, w(2ix- k) is given by (eq.5), and the coefficients 
aj,k are given by 

h
47r2j . 

a· k = F(w)eiwkfZJ dw. 
J, 27r2j 

(8) 

Therefore, once measured x(t), the transforms ofits derivatives :i:(t) and i(t) are easily computed 
by substituting F(w) by iw.F(w) and -w2 F(w) respectively, in the expression above. Rewriting 
(eq.6) in the wavelet domain yields 

5 
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Parameters Value 
m1 to m10 0.0259lbs 
muto m15 0.001295 lbs 
k1 to k1s 1000 lbs/in 
kl9 1100 lbs/in 
k2o 900 lbs/in 
k21 1200 lbs/in 
k22 800 lbs/in 
cr to c12 0.1 lbs.s/in 
cr3 to c22 0.01 lbs.s/in 

Figure 4: Diagram and nominal values ofthe system used in [6] 

t (Mo+ L Pi~: )W(x) + (Co +L Pi~~ )W(i:) + (Ko +L Pi~~ )W(x) = W(J)::::} (9) 

' 

(MoW(x) + CoW(i:) + KoW(x)) +L Pi (~M W(x) +~C W(i:) + ~K W(x)) = W(J) (lO) 
UPi UPi upi 

or, (Bo + LBiPi) = F::::} LBiPi = F- Bo. (II) 

The method consists of selecting the coefficients aj,k of greater magnitude and using them 
to compute the updated parameters, reducing the effect of noise present in the signal, usually 
represented by small magnitude coefficients. For each degree-of-freedom the largest magnitude 
coefficients are selected. The leveis and translation índices of the selected coefficients are or­
ganized by removing the repeated ones. The matrices Bi are assembled with the coefficients of 
all degrees-of-freedom corresponding to the selected leveis and translation índices, having the 
dimensions n x m where n is the number of degrees-of-freedom and m is the number of selected 
wavelet coefficients. This is one of the advantages of using the wavelet transform: the leveis 
and positions corresponding to the most relevant components ofthe signal are used to update the 
model, resulting in better models since the noise is eliminated before the updated parameters are 
computed. 

4. Example 

A numerical example is used to show the advantages and limitations ofthe method presented 
above. The system in this example (fig.4) is a discrete lumped parameter system used by Yang & 
Brown [6] to illustrate the model updating technique proposed in that paper. This system has six 
ofits parameters updated (the stiffness coefficients k1 k4 , k6 , k7 , k12 and k18). The nominal values 
of the system parameters are also shown in figure ( 4 ), and were chosen by the authors such that 
the response of the system resulted in high modal density, high damping and repeated modes. 

The response of the system was computed and then transformed using harmonic wavelets. 
The parameters updated had théir nominal values multiplied by the following constants: k1 = 

0.80, k4 = 1.25, k6 = 0.90, k7 = 1.15, k12 = 0.73, e k18 = 1.09. The system was excited by 

6 
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Figure 5: Cases with 10% and 20% noise contamination. 
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Figure 6: Cases with 50% and 60% noise contamination. 

a quadra ti c chirp ( U = sin ( 2rrt2)) acting on mass 1, and the response of ali degrees-of-freedom 
were measured. The displacement, velocity and acceleration signals were then corrupted with 
noise such that the noise RMS value was a specified fraction of the RMS value of the signal. 
Figures (5(a),5(b)) show in the first graphic the corrupted acceleration of mass 13, then in the 
next graphic its power spectral density, and at the bottom a zoom on the region where the signal 
to noise ratio is higher. These figures are repeated for different noise leveis. 

The results from the numerical simulations are summarized in table ( l ). The seven largest 
coefficients aj,k of each degree-of-freedom were used in updating the model ( eq.ll ). It can be 
seen that the results are close to the desired values even with high noise leveis. This shows that 
the wavelet transform can be used in the solution ofthe model updating problemas an altemative 
to the Fourier transform. 

5. Conclusions 

The use of the wavelet transform in the solution of the model updating problem was inves-

7 
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I Parameter 11 Value I 10% I 20% I 30% I 40% I 50% 60% 

kl 0.800 0.814 0.816 0.836 0.850 0.711 0.845 
k4 1.250 1.251 1.249 1.249 1.251 1.249 1.249 
k6 0.900 0.881 0.886 0.843 0.842 0.954 0.778 

k7 1.150 1.115 1.125 1.069 1.083 1.339 0.997 

kl2 0.730 0.770 0.714 0.898 0.854 0.650 1.026 

k1s 1.090 1.075 1.118 1.048 1.074 1.105 0.938 

Table 1: Solution of the model updating problem with varying no i se leveis 

tigated and a procedure was developed to use this transform in updating linear system models. 
A numerical example with high damping and modal density was used to illustrate the potential 
of the technique when applied to noisy signals. The method presented has the disadvantage that 
it requires the measurement of every degree-of-freedom present in the model, a condition rarely 
satisfied in practice. The next step is the development of a model reduction technique compati­
ble with the wavelet transform, since none of the existing rnodel reduction methods can be used 
in this case. lf such a transform is found, then only a few degrees-of-freedom will need to be 
measured in order to update a model. ln this case, this technique proposed becomes equivalent to 
the existent Fourier transform based rnethods, with the advantages ofbeing tolerant to high noise 
leveis and able to deal with situations where the behavior of the structure is non-stationary. 
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Abstract 
Impact excitation is one of the most common methods for experimental modal analysis. It is versatile, mobile and 
produces reliable results. ln the other hand, when a structure is lightly damped the response to the hammer impact 
may be sufficiently long that it is impractical to capture the entire signal. To suppress the truncation of response 
signal a common practice is to artificially force it to decay within the data capture window by multiplying it by an 
exponential function. However, the aplication of the exponential window must be considered carefully since it 
may adversely affect the estimated spectra. The purpose of this paper is to examine the efects of the exponential 
window over the modal parameters and estimated spectra from the experimental modal analysis developed by 
impulse excitation technical. Thus, the characteristics of impact test procedure are examined with analitical 
functions developed for an idealized test and to examine the influence of the exponential window o ver the closely 
spaced modes. 
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Análise Modal, Excitação por Impacto, Janela Exponencial, Modal Analysis, lmpact Excitation, Exponential 
windowing 

I. INTRODUÇÃO 

A Análise Modal Experimental através da utilização do teste de impacto, juntamente com 
a técnica de processamento de sinal FFT, apresenta alguns aspectos importantes de aquisição 
de dados que devem ser considerados para assegurar que as Funções Resposta em Freqüência 
medidas sejam estimadas de forma precisa. Dentre outros aspectos, esta observação deve-se 
ao fato de que enquanto o sinal de excitação, provocado pelo impacto do martelo na estrutura, 
tem uma duração curta, o sinal de resposta, para uma estrutura levemente amortecida, 
geralmente tem uma duração longa o que leva a um truncamento do sinal de resposta por parte 
do sistema de medição usado. O efeito desse truncamento se manifesta em termos de um erro 
espectral sistemático que afeta de forma adversa o espectro medido. 

Na prática, como os equipamentos de processamento FFT apresentam um número 
limitado de comprimento de captura de dados ou faixas de freqüência disponíveis para 
seleção, é bastante provável que um tempo de captura não apropriado possa ser usado 
provocando assim o truncamento do sinal e, em conseqüência, a introdução de erros no 
espectro estimado. Para suprimir o truncamento do sinal de resposta, a prática comum é 
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força-lo a decair artificialmente, dentro da janela de captura de dados, multiplicando-se o 
sinal, que decai lentamente, por uma função exponencial. Contudo, a aplicação da janela 
exponencial deve ser considerada com cuidado visto que ela pode afetar de forma adversa os 
espectros medidos. 

2. FUNÇÃO RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA PARA SISTEMA COM 1 GL 
EXCITADO POR IMPACTO 

Suponha um sistema de um grau de liberdade com amortecimento viscoso sobre o qual é 
aplicada uma excitação de impacto representada por um impulso meio seno, como segue: 

f(t) ~ {; sen(;, t) (1) 

A resposta de vibração do sistema para esta força, segundo Rao( 1992) é dada por: 

O:::; t:::; Ta 

x(t) = e-Çwnt {A.sen(rodt) + B.cos(rodt)} + C.sen(rort)- B.cos(rort) 

(2) 
i4 t >Ta 

x( t) = e - r;w.,t {A. sen( w" t) + B. cos( wd t)} +e - r;w.(t- T, 1 {A. sen[ wd ( t - ~ )] + B. cos[ wd ( t - T, )]} 

onde: 

F0 ror[wlm + cÇron- k] 
A--~!...:-....!.....:-~---!.!__,,-=:-

- wd[(k-wfm)2 +(cror)2 

2 
C = __ F...::::o,.:..(k_--:--W.!....f m_):...__ 

(k- rofm)2 + ( cror )2 

A Função Resposta em Freqüência do sistema pode ser determinada diretamente a partir 
das expressões analíticas da excitação f(t) e da resposta x(t) como: 

H(iw) = X(iw) 
F(iw) 

(3) 

Na prática, X(iw) e F(iro) só podem ser avaliadas para uma duração finita, uma vez que a 
representação digital das formas de onda existem para uma duração finita. A duração T, sobre 
a qual as amostras de dados de excitação e resposta são adquiridas, pode exercer um profundo 
efeito sobre a transformada de Fourier e a sua escolha não é direta uma vez que, durante a 
execução do teste de impacto, o operador seleciona a faixa de freqüência de interesse 
definindo assim a duração da coleta de dados, de acordo com a seguinte equação: 

N 1 
T---­

- fanai - ~f 
(4) 

onde N é o número de linhas espectrais, fanai é a freqüência de análise e ~f é a resolução no 
domínio da freqüência. A Eq (4) permite ter a certeza de que quanto maior o valor de ~f 
menor será o tempo de duração da coleta de dados. 

2 
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A Transformada de Fourier para uma amostra de duração finita de um sinal no tempo y(t) 
é expressa como: 

onde 

Joo . fT . 
Y(ico, T) = wret (t).y(t).e-Iffitdt = y(t).e-I(t)tdt 

-oo o 

wret (t) = {~ O~t5:.T 

t > T 

(5) 

assim, o efeito de truncamento do sinal sobre as funções no domínio da freqüência, para um 
teste de impacto idealizado, pode ser avaliado aplicando a Eq. (5) às Eq. 's ( 1) e (2). 

Assumindo que a duração do impacto é pequena (Ta < T), a transformada de F ourier da 
força de impacto é: 

F(ico, Ta)= ;oCOf '"> [1 +e-iroTa] 
COf-CO 

(6) 

de onde conclue-se que o espectro da força não depende de T e, neste caso, não é afetado pela 
duração da janela, ou seja o sinal de impacto inteiro é capturado. Por outro lado, a 
transformada de Fourier da resposta é: 

Ceie 
X(ico,T)= 1_ {-1+e[-Çron-i(rod+ro)]T 

[ -Çcon -t(cod + co)] 

onde: 

1 
ct =2 

+ e[ -Çron -i( ffid +ro)]T +(Çron +irod )Ta _ e -iro Ta } 

c -ie 
+ le {-l+e[-Çron+i(rod-ro)]T 

[-Çcon +i(cod -co)] 
(7) 

+ e[- Çron+i(rod-ro)]T+(Çron-irod)Ta _ e-iroTa} 

c -i<P c -i<P 
+ 2e [e-i(rof+ro)Ta -l]- 2e [ei(rof - ro)Ta -l] 

i( cor+ co) i(cof- co) 

2 2 2 [F0 cof(COfm+cÇcon -k)] +(codccofF0 ) 

{ 2 2 2 }2 
cod[(k-cofm) +(ccor)] 

I Fo c -- 2 
2 - 2 . ~(k -co~m)2 + (ccof) 

ú)2 
e= arctg( fm + cÇcon- k 

CCOd ) 
"' k -ú)2 
'I'= arctg( fm 

CCOf ) 

e é função dos parâmetros do sistema (m, c e k), das características da força (Fo , Ta) e da 
duração da coleta (T). 

Na prática, a Função Resposta em Freqüência é estimada a partir do espectro cruzado e o 
autoespectro dos sinais, objetivando diminuir o ruído existente na cadeia de instrumentação 
através do processo de média. Entretanto, visto que os sinais neste estudo são livres de ruído e 
determinísticos a FRF pode ser determinada diretamente a partir das Eq. 's (3), (6) e (7). 

3 
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A Função Resposta em Freqüência real e que servirá de base para comparação com 
aquela obtida da forma descrita acima, pode ser determinada diretamente dos parâmetros do 
sistema de um grau de liberdade como dado por Gerges(l995): 

H(iw) = k 
w~ - w

2 + i2Çwwn 
(8) 

3. EFEITO DO TRUNCAMENTO SOBRE AS FRF 

A figura 1 mostra os sinais de excitação e resposta no domínio do tempo, para um 
sistema com 1 GL, onde a duração do impulso de força de 1 N é de 1 O ms e os valores de m, k 
e c são colhidos tais que a frequência natural e o fator de amortecimento sejam 
aproximadamente iguais a 16Hz e 0,099, definindo uma constante de tempo do sistema igual 
a 1 s. Percebe-se desta figura que, enquanto o sinal de impulso tem uma duração curta, o sinal 
de resposta do sistema apresenta um decaimento lento requerendo, assim, um tempo longo 
para que sua amplitude seja negligenciada o que torna impraticável uma duração de captura 
desta ordem. 

~ 
"' F( t) ~ 
o 

LJ.. 

o 0.01 

o 0.5 

0.02 

t 
Tempo (s) 

0.03 0.04 

As FRF's teórica e estimada, para tempos de 
aquisição de dados diferentes, são comparadas na 
figura 2. A análise da figura permite concluir que 
a FRF estimada apresenta desvios tanto de 
magnitude quanto de fase. O efeito do 
truncamento do sinal de resposta manifesta-se 
sobre a magnitude da FRF na forma do 
aparecimento de lóbulos laterais e um 
alargamento do pico, correspondente a freqüência 
natural, acompanhado por uma diminuição de sua 
amplitude. A fase oscila em torno do valor 
teórico, concorda relativamente bem na freqüência 
natural, mas desvia nas freqüências em tomo dela. 
Portanto, fica claro que o tempo de aquisição 
influencia fortemente a precisão da FRF estimada. 

A figura 3 apresenta uma estimativa do erro 
percentual na magnitude da FRF estimada em 

L5 2.5 função do tempo de aquisição, tomado como um 
1 múltiplo da constante de tempo do sistema de um 

Tempo(s) 

Figura 1 - Sinais de Excitação e Resposta grau de liberdade. É fácil concluir desta figura que 
para o Sistema com 1 GL o erro percentual é alto para graus de truncamento 

elevado, diminui drasticamente com o aumento do tempo de aquisição para cinco constantes 
de tempo e a partir de seis constantes de tempo permanece praticamente constante. 

O erro sistemático na FRF é induzido unicamente por uma captura insuficiente do sinal 
de vibração, o qual decai lentamente. Assim, as condições para que o erro seja significativo 
existem quando o amortecimento é fraco e a relação entre a freqüência de análise e a 
freqüência natural é alta, dificultando a manutenção de um tempo de captura maior ou igual a 
seis vezes a constante de tempo do sistema. 
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Figura 2- Amplitude e Fase das FRF's Teórica e Estimada com Janela Retangular, 
para um Tempo de Aquisição igual a Y2 e 2 Constantes de Tempo. 

4. EFEITOS DA JANELA EXPONENCIAL SOBRE A FRF 

Quando não é possível estabelecer um tempo de aquisição dos dados maior ou igual a 
seis vezes a constante de tempo do sistema, pode-se aplicar uma janela exponencial à resposta 
do sistema forçando-a a decair mais rapidamente. Uma janela exponencial é definida por: 

20 

~ 
" ., 
·ª õ. 
E errq w ,ct) 

<( 
8 " ., 

o 
t: 

u.J 

o 
o 2 4 6 

ct 
Constante de Tempo 

8 IO 

Figura 3 - Erro Percentual de Amplitude para 
a FRF estimada pela Janela Retangular 

{ 

-at 

wexp = ~ 
O~ t ~ T 

t ~ T 
(9) 

onde o valor de a é selecionado pelo operador. 
Freqüentemente, sua seleção se dá tal que a 
vibração seja forçada a decair para B% de sua 
amplitude inicial e, neste caso, a é determinado 
por: 

B 
ln(···) 

a=- 100 
T 

(10) 

Agora, a transformada de Fourier do sinal de resposta é determinada a partir da Eq. (5), 
com a janela retangular trocada pela janela exponencial: 

X(iw, T) = fctJ Wexp(t).x(t).e-irotdt = fT x(t).e-i(ro-ia)tdt 
-ctJ o 

(11) 
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Portanto, X(iw,T) pode ser avaliada diretamente da Eq. (7) fazendo-se a seguinte 
substituição de variável w = w- ia e, em conseqüência, a FRF estimada, usando janela 
exponencial, é determinada da mesma forma que no caso da janela retangular. 

A figura 4 mostra as FRF's estimadas por janelas exponenciais de I % e I O %, para um 
tempo de aquisição de Y2 constante de tempo do sistema. As janelas exponenciais diminuíram 
o aparecimento dos lóbulos laterais existentes na FRF estimada pela janela retangular, em 
toda a faixa de freqüência, e reduziram a magnitude em torno da freqüência natural de 

~ 
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~ He(W) 
.g-
"' i He~W ,ct.B)-3 
E­
< 

~ 

CC ., 
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fr(w) 
Frequencia ( Hz) 

Figura 4 - FRF's teórica e estimadas para 
Janelas Exponenciais de 1 %e 1 O % 

aproximadamente 20 dB e I5,5 dB, 
respectivamente, enquanto que as fases foram 
as mesmas, mas mostraram uma inclinação 
mais baixa de queda indicando, assim, o 
aumento de amortecimento induzido pela 
aplicação da janela exponencial e a necessidade 
de se obter um amortecimento corrigido, dado 
por: 

a 
ç =Ç --c m w 

n 
( I2) 

5. EFEITOS DAS JANELAS SOBRE OS 
MODOS PRÓXIMOS 

Devido ao número de parâmetros e a 
complexidade das relações é dificil avaliar 
completamente o efeito do amortecimento 
artificial induzido pela janela exponencial 
sobre a habilidade dessa janela destinguir os 
modos próximos e permitir a extração dos 
parâmetros modais de forma precisa. Assim, 
usaremos um conjunto de FRF's, para um 
sistema de dois graus de liberdade com os dois 
modos proxtmos, gerados a partir da 
superposição de duas FRF's para sistemas com 
um grau de liberdade. O primeiro modo foi 

especificado em 16 Hz com Ç = 0,0099 e R=0,452I enquanto que o segundo em 18 Hz, Ç = 
0,0034 e R= 3,399. 

; J A figura 5 apresenta uma comparação da FRF teórica com as FRF's estimadas, usando 

• 

janelas retangular e exponenciais de 10% e 1 %, para um tempo de aquisição de 2CT relativa 
ao modo de 16 Hz. Novamente, as mesmas observações feitas para o sistema de um grau de 
liberdade são válidas aqui, ou seja, a FRF estimada com a aplicação da janela retangular 
apresenta o efeito de vazamento, caracterizado pelos lóbulos laterais, enquanto que aquelas 
estimadas pela aplicação das janelas exponenciais de I 0% e 1%, apresentam uma redução das 
amplitudes de pico, com uma característica adicional, que é a tendência de misturar os picos 
próximos, a medida em que se aumenta o amortecimento artificial imposto pela janela 
exponenc ia!. 

O algoritmo de extração modal das exponenciais complexas, conforme descrito por 
Allemang et al(1979), foi usado para as FRF's do sistema de 2 GL estimadas a partir da 
aplicação das janelas retangular e exponenciais de I% e I 0%, para tempos de coleta de 2CT e 
6CT. Os resultados estão apresentados na tabela I. Desta tabela, verifica-se que a rotina de 
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extração modal estima valores de freqüência com boa concordância para todos os casos. Em 
relação aos valores dos fatores de amortecimento e resíduos, as estimativas dependem do tipo 
de janela e do tempo de aquisição. Por exemplo, para o caso 2, a concordância com os valores 
teóricos não é boa, entretanto ocorre o oposto em relação ao caso 3. Esse comportamento pode 
ser explicado pelo forte truncamento provocado pelo tempo de aquisição de 2 CT, o que não 
ocorre para o tempo de aquisição de 6 CT. Essa tendência é mantida para o caso da janela 
exponencial de 10% com a correção aplicada pela Eq. (12), ou seja, somente os dados 
correspondentes a um tempo de aquisição de 6 CT concordam com os valores teóricos, muito 
embora, o caso 6 forneça resultados melhores que o caso 2. Por outro lado, os valores 
estimados para os dados correspondentes a janela exponencial de 1%, apresentam uma boa 
concordância com os valores teóricos, independentemente dos valores do tempo de aquisição. 
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Figura 5- FRF's Teórica e Estimada para um Tempo de Aquisição de 2CT 
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6. CONCLUSÃO 

O estudo mostrou que, embora a técnica de impacto seja um método capaz de excitar 
uma banda larga de freqüências com um mínimo de equipamentos, os dados espectrais podem 
estar submetidos a erros sistemáticos associados com uma coleta inadequada do sinal de 
reposta que seja levemente amortecido. A análise indicou que quando as FRF's são obtidas 
através da aplicação de uma janela retangular, com tempo de coleta de pelo menos seis 
constantes de tempo, elas representam uma boa estimativa espectral e, em conseqüência levam 
a uma determinação precisa dos parâmetros modais que descrevem o comportamento 
dinâmico da estrutura ensaiada. Por outro lado, se o decaimento do sinal de resposta é 
suficientemente longo, tal que esse critério não possa ser satisfeito, a estimativas dos 
parâmetros modais é pobre e, neste caso, uma janela exponencial pode ser empregada para 
aumentar artificialmente o amortecimento do sinal de resposta e, desse modo, reduzir os 
efeitos do truncamento do sinal. Entretanto, o decaimento dessa janela deve ser escolhido com 
critério, uma vez que a janela exponencial introduz outros problemas em termos de vazamento 
espectral, tais como a redução dos picos e a tendência de misturar os modos próximos, o que 
toma mais dificil a extração dos parâmetros modais. 

Tabela 2: Valores dos Parâmetros Modais para o Sistema de 2GL. 

No FRF f(Hz) Çm (%) çc (%) R 

Teórica 16,00 0,99 --------- 0,4521 
18,00 0,34 --------- 3,3990 

2 Janela Retangular 2 CT 15,90 1,69 --------- 0,5437 
18,01 1,44 --------- 5,7210 

3 Janela Retangular 6 CT 16,00 1,00 --------- 0,4512 
18,00 0,34 --------- 3,3620 

4 Janela Exp. 2 CT, B=1% 15,99 3,26 0,99 0,4528 
18,00 2,36 0,33 3,3820 

5 Janela Exp. 6 CT, B=1% 16,00 1,76 1,00 0,4522 
18,00 1,02 0.34 3,4000 

6 Janela Exp. 2 CT, B=10% 15,94 2,13 0,99 0,5872 
17,99 1,67 0,65 3,7500 

7 Janela Exp. 6 CT, B= 10% 16,00 1,37 0,99 0,4554 
18,00 0,68 0,34 3,5000 
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Abstract 
This work presents some results obtained with a numerical simulation of the valves behavior in internal 
combustion's engines. The mathematical model used is simple and consider ali the subsysterns which influence in 
valve works, how as: cam, push road, spring, lifter, etc. The governing equations are solved using the finite 
difference method for a wide range of operational parameters. By monitoring the contact forces between two 
components in the kinematics chain it is possible to detect the rotation bands which produce the valve flotation. 
Severa! graphs are presented to help the designer to avoid such phenomenon. 

Keywords 
Internal combustion engines, valve flotation, numerical simulation, cam, Iifter. 

Motores de combustão interna, comando de válvulas, flutuação de válvulas. 

1. INTRODUÇÃO 

O objetivo do presente trabalho é apresentar a simulação computacional de um sistema 
de comando de válvulas de motores de combustão interna a gasolina tipicamente utilizados 
em V8 ou V6. O modelo matemático utilizado permite predizer a faixa de rotação do carne 
que leva ao fenômeno da flutuação. Esta · análise foi baseada nos valores de força de conta to 
entre elementos que transmitem o movimento. Especificamente, analisou-se o comportamento 
destas variáveis entre o tucho e haste do comando bem como a força de contato dinâmico do 
seguidor. 

Nos motores de quatro tempos, escolhidos para esta simulação, a abertura e fechamento 
de válvulas é geralmente realizado por um eixo com excêntricos (carnes). A válvula se 
compõe de duas partes: a cabeça, que serve para fechar o orifício de passagem dos gases e a 
haste, que se serve para guiar o movimento e para transmitir à cabeça a carga de fechamento 
do orifício. O encosto da válvula no fechamento se efetua sobre uma superfície geralmente 
tronco-cônica da periferia da cabeça. Esta superfície é apoiada sobre um assento que possui 
sua superfície cônica ligeiramente mais estreita que a da válvula, assegurando assim um 
fechamento hermético. A válvula se mantém fechada por ação da força da mola e é aberta pelo 
deslocamento gerado pelo carne. Tendo em vista que a válvula é aberta e fechada uma vez a 
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cada ciclo do carne, este deve efetuar uma volta para admissã? e outra para exaustão a cada 
ciclo do motor. 

2. PERDA DE CONT ATO- FLUTUAÇÃO DA VÁLVULA 

Segundo Giacosa ( 1988), a um determinado número de revoluções do carne ocorrem 
fenômenos que modificam o deslocamento da válvula em relação ao movimento gerado pelo 
carne. Para fins de análise numérica, o movimento oscilatório do carne pode ser considerado 
aproximadamente senoidal, o que é corroborado por medições experimentais. 

O movimento vibratório do conjunto carne-válvula pode provocar perturbações de 
notável magnitude, sendo comum o ruído e, em casos graves, a flutuação. A flutuação 
comumente origina instabilidade na potência do motor e, prolongando-se este estado, pode 
levar à quebra de componentes como as válvulas, guias, balancins, etc. 

Os métodos geralmente utilizados para solucionar 
este problema . são com freqüência baseados em 
argumentos empíricos, ou se reforçando os componentes 
ou ainda limitando as velocidade de abertura e 
fechamento da válvulas, ocasionando assim uma redução 
do rendimento volumétrico. 

As oscilações do movimento na faixa de aceleração 
negativa (durante o fechamento da válvula) são de 
essencial importância. Nesta faixa podem ocorrer picos de 
aceleração de magnitude suficiente para originarem forças 
de inércia superiores a carga da mola, provocando assim a 
interrupção do contato entre os componentes do sistema 
em algum ponto da cadeia cinemática. No caso de 
acelerações positivas ocorre somente um aumento da 
força que atua no sentido de fechar a cadeia cinemática. 

Figura A: Sistema de comando de 
válvulas de um motor. 

São também importantes as oscilações que ocorrem 
durante o movimento de fechamento da válvula, onde 
pode-se verificar velocidades de impacto da válvula 

contra o assento muito mais elevadas que os valores teóricos correspondentes ao perfil do 
carne. Em alguns casos, os choques contra o assento podem ser tão violentos a ponto de 
provocar o rebate da válvula. 

3. MODELO MATEMÁTICO 

O modelo matemático utilizado no presente trabalho faz uso de sistemas discretizados 
do tipo RBSM-Rigid Body Spring Model (Craig, 1982). O modelo físico utilizado é o mesmo 
desenvolvido por Chen ( 1986) e modificado por Méndez-Adriani ( 1989). Tal modelo é 
bastante robusto pela sua simplicidade e leva em consideração todos os componentes 
relevantes do sistema. Vale destacar que o modelo desenvolvido utiliza um tucho maciço ao 
invés de um hidráulico. A Figura 2 exibe esquematicamente o sistema mecânico utilizado e a 
Figura 3 ilustra o RBSM correspondente. 

Para a utilização das equações foi definido um carne harmônico com amplitude h e 
velocidade angular co, como fonte de excitação do modelo. Um tucho maciço é ativado pelo 
carne e este se desloca pela coordenada y (Figura 3). A massa do tucho está indicada por m2, 

sua rigidez por k2, seu amortecimento por c2 e deformação a que este é submetido por 82. 
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O movimento do tucho é transmitido através da haste de comando (vareta) com uma 
força de fricção (força de Coulomb) F (Pi sano, 1986) sobre a válvula. O movimento que a 
vareta aplica sobre o balancim é dado pela variável x, e este é resistido pela retenção da mola 
de constante elástica k com um amortecimento c entre o sistema articulado (balancim) e o 
ajustador. 

Figura B: Sistema mecânico 
modelado. Figura C: RBSM utilizado na 

modelagem do sistema. 

Considerando uma unidade de alavanca composta pelo balancim, válvula, mola e 
arruelas [ 1 ], a massa deste subsistema é: 

(I) 

onde a massa da válvula é mv, a massa do balancim é mb, a massa dos retentores da mola 
(arruelas) é ma e a massa da mola é mm (Tesar e Matthew, 1976). A massa da unidade de 
alavanca m ' foi ainda adicionada à massa da haste mh, formando assim a massa total do 
subsistema m. Seguindo uma recomendação de Pisano e Freudenstein ( 1983), pode-se assumir 
que o assento da válvula comporta-se como um material viscoelástico sem massa, sofrendo 
uma deformação 84 a partir da posição de equilíbrio. O assento da válvula foi representado por 
uma mola de constante k4 em paralelo a um amortecedor C4. 

A análise de forças, considerando-se um cantata permanente entre o seguidor e o carne, 
fornece a equação diferencial do movimento do sistema, dada por: 

mx+ci-Fsign(x)+kx-(k4x+c4i)u(84 -x)+ 

-[kz(y-x)++c2(Y-x)]u(82 + y-x) =O 
(2) 

onde as derivadas são em relação ao tempo e u(a) é a função de Heaviside de passo a que 
restringe as equações de acordo com o movimento da haste. 

A força na haste com o tucho é dada por: 

(3) 

3 
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enquanto a força de contato dinâmico entre o seguidor e o carne_ é dada por: 

P = P0 + m2y + [ k2 (y - x) + c 2 (y - .X)] u( 8 2 + y - x) (4) 

onde Po é a força de contato inicial no seguidor, isto é, é o pré-aperto da mola. Utilizando, por 
simplicidade, a hipótese de que existe um contato permanente entre o tucho e o carne, o pulo 
do seguidor inicia-se quando a carga mínima na haste provocada pelo tucho toma-se nula 
(p=O). Considerando o movimento do carne harmônico, seu deslocamento é então definido 
por: 

y =~[I- cos(w t)] 
2 

Y = y u(Y- h') , (5) 

onde h' é a menor amplitude do carne necessária para iniciar a abertura da válvula ou fechá-la 
completamente. Pela derivada segunda do deslocamento do carne obtém-se a aceleração do 
mesmo: 

4. COLETA DE DADOS 

.. h 2 y = -w cos(w · t) 
2 

. .Y=y·u(y-h') (6) 

A fim de analisar o modelo matemático proposto em uma simulação computacional, 
toma-se necessário um levantamento de valores realísticos para as variáveis envolvidas. 
Através de amostras de componentes comerciais, foi possível fazer um apanhado geral de 
massas dos componentes, da rigidez do tucho e das molas, da força de pré-aperto e da altura 
máxima de deslocamento do carne. O levantamento dos dados utilizados foi baseado em 
catálogos comerciais de fabricantes e algumas amostras destes, para testes experimentais. 

Uma simples inspeção nos dados obtidos permitiu algumas conclusões prévias. Por 
exemplo, alguns valores praticamente não variam de fabricante para fabricante, mesmo 
quando para utilização em motores de fabricantes diversos. Nestes casos, optou-se pela 
utilização de valor médio da variável. Após experimentos numéricos preliminares, verificou­
se que variações de massa (com exceção da massa da válvula) de até 25% e variações de 
forças de pré-aperto de até I 0% não influem significativamente nos resultados. Estes testes 
comprovam então a validade do uso de valores médios para estas variáveis. Os valores médios 
utilizados para as massas dos componentes estão apresentados na Tabela I. 

Tabela 1: Massa dos com.eonentes. 
Comp_onentes Símbolo Valor 

massa haste mh 0,055 kg 
massa balancim mb O,I20 kg 
massa tucho m1 0,075 kg 
massa arruelas ma 0,045 kg 

A menor amplitude do carne necessária 
para iniciar a abertura da válvula ou seu 
fechamento completo é (Internet URL: 
www.edelbrock.com): h .= O,OOI27 m. A altura 
do carne h, tomada como referência a válvula de 
escape, é a média das alturas de maior valor 
utilizadas comercialmente. Valores de alturas do 

carne menores que os utilizados no presente trabalho não oferecem problemas, como no caso 
das válvulas de admissão que estão abaixo destes. Para valores maiores do que os 
apresentados não se recomenda a utilização dos ábacos apresentados no decorrer deste 
trabalho. Para motores de baixa rotação - veículos convencionais (até 5500 rpm) a altura do 
carne utilizada é: h= 0,007466 m. Para motores de alta rotação- veículos de alta performance 
e veículos de competição (até 7500 rpm), utilizou-se: h = 0,008396 m. O deslocamento no 
acento da válvula está baseado em valores usuais. No presente trabalho utilizou-se: 84 = 
O,OOOI m. 
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Tabela 2: Dados das molas, rigidez, massa e força 
de pré-aperto utilizadas (classe 1: veículos 
convencionais. classe 2: veículos de competição). 

Classe Mola k (N/m) mm (kg) Po (N) 
I 37.236 0,073 534 
2 54.372 0,105 425 
3 239.431 0,117 515 

________ ,i ___ ,i~Ji2~ __ Qz!_?_! ___ '!:l2 __ 
2 5 55.047 0,115 530 

6 457.474 0,214 445 

SIMULAÇÃO DE FLUTUAÇÃO DE VÁLVULA EM ... 

Na medida da deflexão do tucho, foi 
utilizada a deformação max1ma do 
material quando em regime elástico: 82 = 
1 ,OOx 1 o·6 m . Já a rigidez do tucho foi 
obtida experimentalmente a partir de 
ensaios realizados com várias amostras. 
Através da instalação de acelerômetros 
piezoelétricos acoplados a um analisador 
de Fourier, é possível obter-se uma 
estimativa da primeira freqüência natural 

do tucho. A rigidez pode então ser estimada usando a conhecida relação: w2 = k2 fm 2 • Assim 

obteve-se a seguinte média da rigidez entre as amostras experimentadas: k2 = 98,9x 104 N/m. 
A força de pré-aperto e as dimensões das molas foram adquiridas em catálogos 

comerciais de fabricantes. O método de Shigley (Shigley, 1988) foi utilizado para avaliar a 
rigidez das molas através de valores como dimensões, forma e material utilizado na 
fabricação. A Tabela 2 apresenta os valores de rigidez (k), massa (mm) e a força de pré-aperto 
(Po) de cada uma das molas utilizada para implementação computacional do presente trabalho. 

As molas de número 1 a 4 são molas utilizadas em veículos convencionais de baixa 
rotação (classe 1) e as de número 5 a 6 em veículos de competição em que se exige uma 
rotação mais elevada do motor (classe 2). Pela dificuldade em se determinar valores, como 
constantes de amortecimento, forças de atrito e a rigidez do assento da válvula, estas foram 
retiradas da bibliografia [1,6], e resumidas na Tabela 3 . 

Tabela 3: Valores de /v., F e amortecimentos. 

~ F c Cz C4 

[N/m] [N] [N.s/m] [N.s/m] [N.s/m] 
9,81.104 9,81.10 9,81.102 9,81.103 9,81.103 

5. IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 

A simulação numérica foi então 
realizada utilizando-se diversos parâmetros 
operacionais. Os valores utilizados para a 
massa da válvula foram de 0,08 kg a 0,38 
kg, com uma variação de 0,02 kg. 

As equações de movimento do modelo, eqs.(2-8) foram resolvidas numericamente 
através do método das diferenças finitas centrais (MDFC), utilizando-se um programa 
comercial. A fim de melhorar o desempenho numérico da formulação em relação ao MDFC 
convencional foram utilizados preditores de Adams-Bashforth (Ralston, 1986). 

Conforme citado na seção anterior, o objetivo principal do presente trabalho é permitir a 
detecção de flutuação da válvula e a identificação da faixa de rotação do carne em que este 

:J fenômeno ocorre. Obviamente, mesmo em casos de funcionamento normal do sistema o 
modelo aqui apresentado pode ser utilizado e, com efeito, constitui uma excelente ferramenta 
para previsão do comportamento deste tipo de sistema mecânico. 

A fim de ilustrar resultados tipicamente obtidos nas diversas simulações realizadas com 
o modelo proposto, as Figuras 4 a 5 apresentam o histórico no tempo de deslocamento do 
carne (curva 1 ), deslocamento da haste (curva 2), força na haste provocada pelo tucho (curva 
3) e a força de contato dinâmico entre o carne e tucho (curva 4). Efetivamente, uma análise 
destas variáveis mostrou-se suficiente para detectar flutuação na válvula. Entretanto, outras 
variáveis como acelerações, velocidades e deslocamentos destes ou outros componentes do 
sistema podem ter facilmente seu comportamento levantado a fim de fornecer maiores 
subsídios para projeto e análise. 

Para um detecção segura da faixa de rotação que provoca flutuação da válvula, critérios 
consistentes devem ser utilizados. Neste trabalho utilizou-se os históricos ilustrados nas 
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Figuras 4 a 5 com principal critério. Nestas figuras, a título de exemplo, foram utilizadas uma 
mola de rigidez k = 638.223 N/m e massa da válvula m = 0)2 kg, correspondentes a um 
motor de alta performance. 

Uma análise qualitativa apenas da haste que transmite o movimento do seguidor (tucho) 
ao balancim, permite concluir que, que para o funcionamento normal do motor, deve ocorrer 
alternadamente tração e compressão em dois pontos: no ponto de contato entre o carne e o 
tucho e no ponto de contato entre a haste o tucho. Este comportamento está claramente 
demonstrado na Figura 4 (curvas 3 e 4) onde os picos abaixo da linha neutra indicam a 
compressão nos pontos citados e os picos acima indicam tração. Com um incremento maior 
da rotação do carne as forças tomam-se completamente positivas, indicando assim tração 
permanente, significando que a haste não corresponde ao movimento do carne. Isto é, o 
movimento de abertura e fechamento da válvula não segue o deslocamento imposto pelo 
carne. Caracteriza-se assim a chamada flutuação da válvula. Conforme mostrado na Figura 5. 

w - 500 radls 

Time 0.10 s 

Figura D:Came a media rotação- w = 500 
rad/s (-6250 rpm /motor). Funcionamento 
normal. 

6. ÁBACOS 

k c 638.223.00 N/m w • 660 radls 

Time 0.07• 

Figura 5: Game a 660 rad/s (-8250 rpm do 
motor). Flutuação completa da válvula. 

A determinação experimental de faixas operacionais para uma diversificada gama de 
motores é algo extremamente caro e trabalhoso. Como o objetivo principal do presente 
trabalho é justamente facilitar o projeto de sistemas de comando de válvulas, através da 
detecção dos parâmetros operacionais que levam à flutuação, os autores optaram por resumir 
os resultados obtidos na forma gráfica. Assim, os ábacos apresentados a seguir ilustram 
claramente as situações que devem ser evitadas pelo projetista a fim de garantir um 
funcionamento adequado do motor. 

Os ábacos a seguir foram construídos da seguinte forma. O eixo horizontal representa a 
razão adimensionalizada da massa da válvula pela massa de um outro componente (com 
exceção da massa do tucho ). Além da vantagem da exclusão de unidades esse meio oferece 
uma intercambialidade entre componentes, isto é, pode-se utilizar a razão da massa da válvula 
pela massa de outro componente que for disponível. Na realidade, a variável me utilizada nos 
eixos horizontais dos ábacos pode ser qualquer das três últimas variáveis do lado direito da 
eq.(l ). O eixo vertical utiliza a rotação do carne. Sobre estes eixos foram construídas três 
curvas. A curva inferior caracteriza a faixa operacional da válvula, isto é, rotações de igual ou 
menor valor não oferecem risco de ocorrer flutuação. Já a curva intermediária, representa uma 
faixa intermediária de "zona de perigo", isto é, uma faixa de iminência de flutuação. 
Finalmente, a curva superior define a faixa cujas rotações de igual ou maior valor apresentarão 
o fenômeno de flutuação. Assim, é aconselhável que o projetista trabalhe na faixa inferior do 
ábaco, pois nesta não há riscos de flutuação da válvula. 
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Figura 6: k = 37.2 kN/m e P 0 = 534 N. 
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Figura 10: k = 55 .0 kN/m e P0 = 530 N. 
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Figura 7: k = 54.4 kN/m e P0 = 425 N. 
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Ao total estão apresentados seis ábacos, ilustrados nas figuras 6 a 11, cada um utilizando 
um valor para a rigidez k da mola e uma força correspondente de pré-aperto P0 • Os primeiros 
quatro ábacos referem-se a molas para motores de baixa rotação e os dois restantes para 
motores de alta rotação. 
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7. CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou um modelo matemático extremamente simples para simulação 
de sistemas de comandos de válvula de motores de combustão interna. O modelo é robusto, de 
fácil implementação, considera todos os elementos relevantes e permite ainda a representação 
de diversas situações práticas com relativa facilidade. Uma especial atenção foi dedicada à 
possibilidade de detecção de perda de contato entre dois componentes da cadeia cinemática, a 
fim de verificar as faixas de rotação em que ocorre flutuação da válvula. Utilizando-se um 
critério apropriado, foram construídos ábacos para consulta rápida das faixas operacionais 
seguras para uma variada gama de características. Tais resultados foram obtidos após centenas 
de simulações. Espera-se que estes resultados possam auxiliar o projetista a evitar situações 
indesejáveis, reduzindo assim o custo e o tempo despendido no anteprojeto de sistemas deste 
tipo. 

8. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

CHEN, F.Y., Mechanics and Design ofCam Mechanisms, Pergamon Press, 1986. 

CRAIG, R. R., Structural Dynamics, McGraw-Hill, 1982. 

EDELBROCK AUTOMOTIVE PARTS DEALER, URL Internet: http://www.edelbrock.com/, I 996. 

GJACOSA, D., Motores Endotérmicos, Ediciones Omega S.A., Barcelona, 1988. 

MÉNDEZ-ADRIANI, J.A., Dynamic model for an 
Appl Mech Rev, Vol. 42, n° 11, Part 2, 1989. 

automotive overhead valve-gear system, 

PISANO, A.P. & FREDENSTEIN, F., An experimental and analytical investigation of the dynamic 
response of high-speed cam-Jollower system, ASME Journal of Mechanisms, Transmissions, 
and Automation in Design, Vol. 105, 1983. 

PISANO, A.P., Cam systems with Coulomb friction: comparison of two models and 
experiment, ASME Paper no 86, DET'96 - Design Engineering Technical Conference, 
Columbus, Ohio, 1986. 

RALSTON, A., A First Course in Numerical Analysis, McGraw-Hill, 1965. 

SARSTEN, A. , V ALLAND, H., Computer-aided design of valve cams, Internal Combustion 
Engines Conference, Bucharest, Tech. Academy ofThe Socialist Republic ofRomania, 1967. 

SHIGLEY, J. E. & MISCHKE, C. R.; Mechanisms - a mechanical designers' workbook, 
McGraw-Hill, 1988. 

SMITH, P.H., Valve Mechanisms for High-speed Engines: Their design and development, G T 
Foulis & Co LTD, 1967. 

TESAR, D. E MATTHEW, G. K., The dynamic synthesis, analysis and design of modeled cam 
systems, Helth, 1976. 

TUTSIM 6.55- User s Manual, Meerman Automatizering, 1989. 

8 



r 
I 

i 
. ! • 

i 

I 
I' 
I 
i 

' 

I t 
I 

PAPER CODE: COB181 

XIV Brazilian Congress of Mechanical Engineering 
Obeid Plaza Hotel Convention Center- Bauru - SP/Brazil 

December 08-12'h 1997 

ANÁLISE DINÂMICA DE MECANISMOS FLEXÍVEIS PLANOS I 
DYNAMIC ANALYSIS OF FLEXIBLE MECHANISMS 

ARMANDO MORADO FERREIRA & CLODIO ALBERTO PASTRO SARZETO 
Departamento de Engenharia Mecânica e de Materiais, Instituto Militar de Engenharia - /ME - Praça Gen 
Tiburcio 80, Praia Vermelha, Rio de janeiro, CEP 22290-270. E-mail:d4sarzet@epq.ime.eb.br 

Abstract 
This work describes a formulation for the dynamic analysis of planar mechanisms with rigid or flexible bodies. 
The flexible bodies are subjected to small deformations and large translational andlor rotational displacements, 
and to each one reference and elastic coordinates are associate. The reference coordinates are refered to a global 
inertial frame, and the elastic coordinates are refered to a proper local floating reference frame. The flexible 
bodies are discretized by the finite element method, and the joints are modelated by kinematic constraints 
equations, wich leads to a system of differential-algebraic equations of motion. Results for a slider-cranck 
mechanism with a flexible rod are shown and confronted to other similar experimental and numerical results. 

Keywords 
Flexible Mechanisms, Multibody Systems, Mecanismos Flexíveis, Sistemas Multicorpos. 

L INTRODUÇÃO 

Para um corpo flexível a possibilidade de deslocamentos relativos entre pontos do corpo 
demanda uma revisão dos conceitos de posição e orientação do corpo, sendo empregado um 
referencial não necessariamente com ligação rígida ao corpo, mas que descreve a parte de 
corpo rígido do movimento e no qual são definidos os deslocamentos elásticos (Shabana, 
1989; e Ferreira, 1997). 

Este referencial flutuante deve aten'der a certas condições consistentes com as restrições 
cinemáticas, de tal maneira que as suas posição e a orientação absolutas, ditas coordenadas de 
referência, junto com coordenadas locais associadas aos deslocamentos elásticos, ditas 
coordenadas elásticas, formam um conjunto de coordenadas generalizadas com o qual se 
determina a posição absoluta de qualquer ponto do corpo. 

As coordenadas elásticas são obtidas a partir da discretização do domínio de cada corpo 
flexível pelo método de elementos finitos. A posição local de cada nó resulta da soma da 
posição na configuração não deformada com o respectivo deslocamento elástico. Como a 
posição na configuração não deformada é constante, o deslocamento elástico nodal, ou 
coordenada elástica, é a incógnita a ser determinada. 

As posições nodais são interpoladas para obtenção da posição de um ponto qualquer do 
elemento através de funções que dependem exclusivamente da posição do ponto na 
configuração não deformada e são agrupadas em uma matriz Nii, denominada matriz de forma 
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do elemento j do corpo i, de tal modo que a posição local de um ponto qualquer fica 
determinada por 

iJ NiJ ( i Bi i ) 
up = qo + 2q1 ' (1) 

onde q~ é o vetor de coordenadas nodais na configuração não deformada, qj é o vetor de 

coordenadas elásticas nodais e B~ é uma matriz que impõe as condições de referência. 

y 

X 

Figura 1 - Posição de um ponto de um corpo flexível. 

Assim a posição absoluta de um ponto genérico pode ser expressa por 

Ru =R' +A'NU(q~+B~q> ) , p (2) 

onde Ai é uma matriz de trasnformação do referencial local para o referencial global, função 
da orientação ei. 

Define-se o vetor de coordenadas generalizadas para o corpo i como 

q' ~[:J (3) 

2. EQUAÇÕES DE RESTRIÇÃO 

As técnicas para modelagem de restrições em corpos rígidos são extensíveis a corpos 
flexíveis, como se pode constatar na literatura (Song&Haug, 1980; e Géradin et ai., 1994 ). 

Restrições holonômicas são expressas através de equações algébricas não lineares 
envolvendo o tempo e as coordenadas generalizadas, incluindo as coordenadas elásticas dos 
corpos flexíveis, convencionalmente escritas sob a forma da equação vetorial 

<fl(q, t) =o. (4) 

A derivada do vetor <fl de restrições holonômicas em relação ao vetor q de coordenadas 
generalizadas é representada pela matriz <fl q, dita jacobiana da equação de restrição, 
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(5) 

y 
p 

X 

Figura 2 - Restrição diretora de posição absoluta. 

A Figura 2 ilustra uma restrição diretora de posição absoluta sobre o ponto P, expressa 
por 

(6) 

onde /1 e 81 são funções do tempo que representam as coordenadas polares do ponto P. 
A jacobiana desta equação de restrição em relação às coordenadas generalizadas do corpo 

i assume a mesma forma encontrada para a restrição de posição absoluta constante, 

(7) 

Observa-se que, para /1 constante, a restrição diretora de posição pode modelar 
cinematicamente uma manivela rígida; e que se 81 também for constante, a mesma reduz-se a 
uma restrição de posição absoluta constante. 

3. EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

Considerando as restrições impostas aos corpos de um mecanismo, a aplicação do 
princípio dos trabalhos virtuais leva à seguinte forma geral de sistema de equações de 
movimento para mecanismos flexíveis (Shabana, 1989; e Ferreira, 1997): 

(8) 

As matrizes e vetores presentes na equação (8) acima referem-se ao mecanismo como um 
todo, e são obtidos a partir do agrupamento das equações para cada corpo; e dentro dos corpos 
para cada elemento. 

3 
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O vetor À é composto por escalares associados às forças de restrição e denominados 
multiplicadores de Lagrange. -

Os seguintes invariantes estruturais relativos a um elemento são definidos: 

I~ = I J piJ dViJ; 
viJ 

siJ = J piJNiJ dViJ; 

viJ 

siJ = J piJNiJTINiJ dViJ; 

viJ 

sYr = J piJNiJT NiJ dViJ . 

viJ 

A matriz de masssa de um elemento j pode então ser expressa como 

[ 

I AiSii(qi +Biqi) NSiiBi ] m 9 O 2f 2 

M ij = (q~TB~T +q~)SijTA~T (q~TB~T ~q~)S~(q~+B~qj ) (qjTB~T +q~)SijB~ . 

HTsijTA;T B;TsijT(qi +Biqi) HTsijBi 
2 2 o 2 f 2 ff 2 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

O vetor Qe é um vetor de forças externas generalizadas, e Qv é um vetor de efeitos 
inerciais, denominado vetor de velocidades quadráticas 11

, que no caso plano resulta da soma 
de um vetor de efeitos de Coriolis, 

r 
-2A~NiiB~q;f" l 

Q ij = - 2(qi T Bi T+ qT)NijT Nij Bi q" i éi. 
cor f 2 O 2 I ' 

2B;TN iJT}NiJ Bi q· i 
2 2 I 

(14) 

com um vetor de efeitos centrífugos, 

r 
AiS

1 (q~ + B~qj ) l 
.. • 2 

Q~ent = O (9)' . 

B~TS~ (q~ + B~qj ) 

( 15) 

A matriz de rigidez generalizada, Ki é obtida a partir da matriz de rigidez convencional 
do método de elementos finitos K de tal forma que 

r o o . . I 
Klql =lO O 

o o 
~ lq; 

B~T KiBd 
(16) 
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Para o caso particular de um mecanismo cursor-manivela com manivela rígida, biela 
flexível e cursor modelado por massa concentrada, sendo lm e ffim , respectivamente o 
comprimento e a velocidade angular constante da manivela, o sistema de equações de 
movimento é obtido substituindo-se as equações (13) a (16) para cada corpo e para cada 
elemento no subsistema da primeira linha das equações (8) e é dado por 

r~ ~ 
o o 

(17) 

Os sistemas de equações de movimento acima descritos são do tipo diferencial-algébrico, 
demandando algoritmos específicos para essa classe de problemas (Shabana, 1989). 

No algoritmo empregado neste trabalho (Ferreira, 1997), um pré-processador avalia 
características estruturais invariantes, e .admitindo uma partição de variáveis pré-determinada 
entre variáveis dependentes e independentes faz-se uma redução para primeira ordem das 
equações diferenciais, empregando-se um método de Runge-Kutta para o processo de 
integração, juntamente com um algoritmo de Newton-Raphson para correção das coordenadas 
dependentes e de suas velocidades. 

4. RESULTADOS PARA UM MECANISMO CURSOR-MANIVELA 

Para exemplificar a aplicação da formulação resumidamente descrita acima, são 
apresentados resultados da análise dinâmica de um mecanismo cursor-manivela com biela 
flexível. 

Tais resultados são comparados com outros teóricos e experimentais encontrados na 
literatura (Golebiewski&Sadler, 1976), referentes à tensão normal no ponto central da biela. 

5 
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As propriedades geométricas e do material (alumínio para a biela) são as seguintes: 

-comprimento da manivela, lm = 0,0762m; 
-comprimento da biela, h = 0,3048m; 
-altura da seção reta da biela, hb = 0,00206m; 
-largura da seção reta da biela, bb = 0,0254m 
-módulo de elasticidade longitudinal, E= 69x 1 09N/m2

; 

-massa da biela, Mb = 0,04418kg; 
-massa do cursor, Me= 4,95x M b = 0,218675kg; e 
-massa do strain-gage, Ms = 0,05x Mb = 0,002209kg. 

O mecanismo está inicialmente alinhado na horizontal, com a junta biela/manivela entre 
a junta base/manivela e a junta biela/cursor, sem deformação, e condições iniciais de 
velocidade correspondentes a uma velocidade angular da manivela de 1 On rad/s, que é 
mantida constante ao longo da simulação. 

A biela é discretizada por seis elementos de viga com possibilidade de cargas axiais. São 
impostas condições de referência de viga simplesmente apoiada, como ilustra a Figura 3, e 
emprega-se para a integração um passo de 5,0x 1 o-6s. 

Figura 3 - Mecanismo cursor-manivela com biela flexível. 

Tanto no estudo citado quanto neste trabalho a tensão normal foi aproximada pela tensão 
decorrente da flexão, desprezando-se os efeitos do carregamento axial e do amortecimento 
estrutural. 

Como ilustra a Figura 4, há concordância, a menos de uma diferença de fase, entre o 
resultado obtido segundo a formulação ora descrita e o do trabalho referenciado, que emprega 
um método diferente e particular. As duas soluções numéricas fornecem uma boa 
aproximação do resultado experimental, concluindo-se pela validade da formulação dada ao 
problema. 

O mecanismo é excitado por uma frequência de 1 On rad/s, correspondente a 5Hz, e a 
primeira frequência natural da biela é próxima de 47Hz. Estas frequências foram 
aproximadas pela solução numérica, conforme o espectro de frequências ilustrado na Figura 5, 
com resultados numéricos de 5,08Hz e 50,83Hz respectivamente. 

6 
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Tensão Normal (MPa) 

5 3 

1-Experimental (GolebieVIISki & Sadler, 1976) 

2-Numérico (GolebieVIISki & Sadler, 1976) 

3-Numérico (Ferreira, 1997) 
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-5 

Tempo (s) 

Figura 4- Tensão normal no centro da biela durante o terceiro ciclo. 
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Figura 5 - Espectro de frequências da tensão normal no centro da biela. 
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Abstract 
The Generalized Reduced Gradient method of numerical optimization was successfully applied in obtaining 

the reduction ofmoments and forces transmitted by a spatial RSSR mechanism to its base. Such a modification of 
dynamical behavior of the mechanism, or balancing, was achieved by the addition of counter-weights attached to 
the movable links in an off-line position. The evaluation of the obtained optimum configuration has been 
performed by comparing the measured vibration leveis of the base of physical models of the balanced and 
unbalanced mechanism. 

Keywords 
Mecanismos, balanceamento, otimização I Mechanisms, balancing, optimization. 

1. INTRODUÇÃO 

O objetivo primário do balanceamento de um sistema mecânico, entendendo-se neste 
contexto um sistema mecânico como sendo um rotor ou um mecanismo, é remover ou reduzir 
o movimento que ele transmite para a sua base ou fundação (Wiederrich; Roth, 1976). Isso se 
deve a que um sistema mecânico, particularmente aquele que funcione em alta rotação, gera 
esforços variáveis nas suas fundações. Estes esforços podem causar ruído, vibração, desgaste 
desnecessário, e fadiga (Elliot; Tesar, 1977). 

O que se pode observar da revisão da literatura sobre o assunto (Coelho; Alves, 1997), é 
que a pesquisa se concentrou principalmente nos mecanismos planos, sendo que a maioria dos 
artigos trata do quadrilátero articulado (Berkof; Lowen, 1969), (Wiederrich; Roth, 1976), 
(Sinha; Riley, 1990). As técnicas de balanceamento mais utilizadas se baseiam na 
redistribuição de massa, recorrendo-se a uma mudança na forma original das peças, ou 
empregando-se contra-pesos. A abordagem mais utilizada ainda é a analítica, mas notou-se, a 
partir da década de 80, um interesse crescente pelos métodos numéricos de otimização 
(Zobairi et al., 1986), (Abouelwafa et al., 1989). Por fim, observa-se também que há poucos 
trabalhos experimentais publicados sobre balanceamento de mecanismos (Shemin; Jihong, 
1995). 
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2. DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 

O objetivo deste trabalho é estudar o balanceamento de mecanismos espaciais do tipo 
RSSR. O critério de balanceamento prevê a redução das forças e dos momentos transmitidos 
para a base. Admite-se que as peças do mecanismo sejam corpos rigidos. A técnica de 
balanceamento se baseará na redistribuição interna de massa com acréscimo de contra-pesos 
nas peças móveis numa distribuição de massa "off-line" (baricentro situado fora da linha que 
passa pelos centros dos pares cinemáticos). Utilizar-se-á o método numérico conhecido como 
"Método do Gradiente Reduzido Generalizado", para otimização da geometria do mecanismo 
de modo a atender ao critério de balanceamento. Para verificação dos resultados teóricos, o 
mecanismo considerado balanceado pelo programa de otimização foi construído e ensaiado na 
condição de operação. 

3. MODELAGEM E EQUACIONAMENTO 

O mecanismo espacial RSSR é formado por 4 pares cinemáticos e 4 peças. O nome 
"RSSR" decorre da sequência em que os pares cinemáticos aparecem na estrutura do 
mecanismo. As letras "R" e "S" definem, respectivamente, os pares de revolução e esféricos. 
As 4 peças são uma base, duas alavancas e um acoplador montado entre estas duas alavancas. 
A base é geralmente considerada como peça fixa, ou seja, considera-se esta peça como um 
referencial fixo e os movimentos das demais peças são relativos a ela. Se uma das alavancas 
realizar um deslocamento angular de 360 graus em tomo de seu eixo de rotação, esta alavanca 
passa a se chamar manivela. O esquema cinemático do mecanismo RSSR pode ser visto na 
figura 1. 
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Figura 1 - Mecanismo RSSR com indicação do número das peças, dos pares cinemáticos e dos vetores 

que definem a direção de rotação das alavancas. 

Para determinação dos esforços transmitidos para a base do mecanismo, que são os 
responsáveis pelo seu desbalanceamento, deve-se proceder à análise cineto-estática (Erdman; 
Sandor, 1984). Inicialmente, assume-se que o movimento seja conhecido, ou seja, admite-se 
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que a manivela motora gire a rotação contante. A seguir, para cada posição ocupada pela 
manivela, determina-se as posições, velocidades e acelerações dos baricentros e de outros 
pontos notáveis do mecanismo (Suh; Radcliffe, 1978). Uma vez que essas variáveis sejam 
determinadas, constrói-se os diagramas de corpo livre das peças do mecanismo. 

A partir dos diagramas, aplica-se o teorema da Resultante e do Momento Angular a cada 
uma das peças móveis, desenvolvendo-se um grupo de equações (Coelho; Alves, 1997) que 

- - - - - -
permitem a determinação das forças F21 ,F32 ,F43 e F14 , e dos momentos M 21 e Mw Isto pode 
ser realizado pela construção de um sistema linear de 18 equações a 18 incógnitas, sendo que 
estas incógnitas, são as componentes dos esforços envolvidos nas peças móveis. 

Com relação aos esforços presentes na peça fixa, a base, estes podem ser definidos da 
seguinte maneira: 

- a resultante das forças de reação presentes na peça fixa, Fbase será chamada de força 
transmitida para a base ("shaking force·~. Sua expressão é apresentada a seguir - - -

(l) 

- Ml4 1 
(j_) - f 

l
i~ . 

o 

' 

c 

Mt• 

Figura 2 - Diagramas de corpo livre das peças do mecanismo. 

- a resultante dos momentos de reação presentes na peça fixa será chamada de momento 
transmitido para a base ("shaking moment'~. Sua expressão, em relação ao pólo C é 
apresentada a seguir . 

-c - - - -
Mbase =(0 2 -C)AF21 +M 21 +(0 4 -C)A(-F14 )-M 14 (2) 

4. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

A técnica de balanceamento utilizada neste trabalho se serve de contra-pesos a serem 
acrescentados às peças móveis de tal maneira que o mecanismo modificado, ou seja, com uma 
nova distribuição de massa, apresente as resultantes das forças e dos momentos transmitidos 
para a base, em intensidades menores do que na sua configuração inicial. Primeiramente, será 
definida a forma geométrica dos contra-pesos e a seguir, será explicado de que modo se fará o 
acréscimo destes nas peças móveis do mecanismo. 

Os contra-pesos serão discos. Cada disco será definido por uma espessura e um diâmetro. 
Neste trabalho, a espessura de todos os discos será a mesma, não sendo permitida a sua 
variação, sendo, portanto, apenas um parâmetro. Quanto à sua posição em cada peça móvel, 
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ela será definida a partir da posição de seu baricentro em relação a um sistema de 
coordenadas local fixo em cada peça. -

Na peça 2 será permitida a introdução de dois contra-pesos ocupando posições fixas e 
distintas . As variáveis de projeto associadas à essa peça serão os diâmetros de cada um dos 
contra-pesos. Estas observações feitas para a peça 2 são igualmente válidas para a peça 4. No 
caso da peça 3, será permitida a introdução de um único contra-peso e as variáveis de projeto 
serão o seu diâmetro e a sua posição ao longo da barra AB. 

Desta maneira, o vetor x, vetor das variáveis de projeto, possuirá seis componentes 
apresentadas a seguir: 

x1 = dcP = diâmetro do 1.0 contra-peso fixo à peça 2. 
2. 1 

x2 = dcP , =diâmetro do 2.0 contra-peso fixo à peça 2. 
L 

X3 = der =diâmetro do 1.0 contra-peso fixo à peça 4. 
4 .1 . 

x4 = der =diâmetro do 2.0 contra-peso fixo à peça 4. 
4.2 

x5 = d cp
3 

=diâmetro do único contra-peso fixo à peça 3. 

x6 = g cp
3 

= escalar que define a posição do contra-peso na peça 3 em relação 

ao seu sistema de coordenadas local. 

A função-objetivo f(x) escolhida considera a somatória da resultante das forças e da 
resultante dos momentos transmitidos para a base, calculada nas diferentes posições ocupadas 
pelo mecanismo no seu ciclo de movimento, e ponderadas pelos fatores w 1 e w 2 , que além 

disso adimensionalizam a expressão de f(x). 

f(x) = t[ W 1 ·IIFbase ll i + W 2 ·IIM~aseiU (3) 

O índice i refere-se a uma posição qualquer ocupada pelo mecanismo. O número n 
representa o número total de posições representativas do ciclo de movimento do mecanismo. 
A rotina de otimização empregada se baseia no método do Gradiente Reduzido Generalizado, 
e foi desenvolvida pela Universidade de Missouri-Rolla (Gabriele; Ragsdell, 1989). 

5. PROBLEMA DE APLICAÇÃO 

A seguir, apresentam-se algumas tabelas contendo os dados do mecanismo RSSR 
desbalanceado. A rotação de funcionamento do mecanismo será constante e igual a 75,4 rad/s 
(12Hz) na direção e sentido de q2 . 

Tabela 1 - Coordenadas de pontos notáveis do mecanismo 

x (m) 'j_(m) z (m) 

02 o -0,1398 o 
04 -47 ,5.10"3 0,4986 o 
Os (pos. inicial) o 0,48 o 
OE o o o 
OF o 0,4986 o 
A (pos. inicial) o o 0,1 
B (pos. inicial) o 0,48 0,1 
c o -0,1398 -0,1845 

4 
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Tabel~ 2 - ç:omponentes dos versores 

q2 e q4 

X y z 
A 

o 1 o q 2 
A 

1 o o q4 

Tabela 4- Momentos parciais de inércia 
de massa das peças móveis 

(kg.m2
) 

J p2.Gp2<i2 5,894.10"3 

J p3.Gp 3X 2, 7 844.1 o·3 

J p3.Gp3Y 1 ,317.10"6 

J p3.G p3Z 2,7844.10"3 

J G . p4. p4Q4 
2,093.10"3 

6. RESULTADOS TEÓRICOS 

Tabela 3- Massas parciais das peças móveis 

(kg) 

ffip2 3,25 

ffip3 0,08456 

~.4 0,583 

Tabela 5- Valores iniciais das compo­
nentes do vetor das variáveis de projeto 

(m) 
X <0> = d <0> 

I CP2.1 
1.10"3 

X <O> = d <O> 
2 CPz 2 

1.10"3 

X <O> = d <O> 3 CP4 .1 
1.10"3 

X <O> = d <0> 4 CP4.2 
1.1 o·3 

Xs(O) = d (0) 
CP3 9,7.10"3 

X (0) = g <O> 
6 CP3 

0,24 

A tabela e as figuras mostradas a seguir correspondem aos resultados obtidos com a 
otimização. A tabela 6 contém o vetor ótimo das variáveis de projeto. Nas figuras 3 e 4, são 
apresentadas as curvas dos esforços transmitidos para a base em função do tempo. Em cada 
gráfico aparecem duas curvas: uma correspondente ao mecanismo desbalanceado e a outra 
correspondente ao balanceado. 

Tabela 6- Resultados da otimização: vetor ótimo das variáveis de projeto 

(mm) 
X (12) = d <12> 

I CPz .t 29,35 

X (12) = d 1121 
2 CP2 .2 26,89 

X3 (12> = d (12) 
CP4 .1 11,85 

x4 (12> = d (12) 
C Pu 11,84 

Xs (12> = d (12) 
CP3 9,525 

x6 (12> = gCP3 
(12) 462 

7. RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Para verificação experimental dos resultados da otimização, construiu-se e montou-se 
uma bancada de ensaios. Esta análise experimental envolveu a comparação entre os níveis de 
vibração da base do mecanismo desbalanceado e balanceado. A variável escolhida como 
critério de comparação foi a velocidade nas direções "x" e "z" da peça fixa do par cinemático 
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0 2 • Na figura 5, pode-se observar os sub-sistemas integrantes da bancada de ensaios, bem 
como o seu arranjo fisico. Os sub-sistemas da bancada são listados a seguir: 

100 

80 

60 

~ .. 
~ 

~ 
40 

20 

a - Sub-sistema mecânico ; 
b - Sub-sistema de acionamento do mecanismo ; e 
c - Sub-sistema de medição . 

Ruvlllnlldnlorçunabue 

-- Wetll'lllfftOdllbiL&nclldO 

··-· t.lecanllmobal•nclldO 

(\ 
I \ 

I \ 
i \ 

/' . \ 
······-\··· 

í" \\__ 

16 

12 

E 

i 
~ 8 

"' E 

~ 

Retultlnte doa mome ntos na b1u 

Wecenttmodetbllance•do 

Mecan•moblllnc.• do 

!í\ (\ 

j\J 
·. \ ·v 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 
tem po (s) tempo (s) 

Figura 3 - Módulo do vetor resultante das 
forças transmitidas para a base. 

Figura 4 - Módulo do vetor resultante dos 
momentos transmitidos para a base. 

Figura 5 - Bancada de ensaios 

6 



OTIMIZAÇÃO NO BALANCEAMENTO DE MECANISMOS ESPACIAIS ... 

8.00E-4 Nlvt l dtV IIHtÇIO · lC 
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Figura 6- Nível de vibração na direção "x" 
na frequência fundamental (12Hz). 
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Figura 7- Nível de vibração na direção "z" 
na frequência fundamental (12Hz). 

0.10 

Fazem parte do sub-sistema mecânico, um protótipo do mecanismo RSSR com 
características idênticas àquelas definidas na seção 5; um volante de inércia, para que a 
manivela motora mantenha velocidade angular constante; e um acoplamento elástico, para 
transmissão de potência entre o motor e o mecanismo. Integram o sub-sistema de acionamento 
do mecanismo, um motor elétríco e um conversor de frequência para controle da rotação do 
motor. 

A função do sub-sistema de medição é obter os valores das velocidades nas direções "x" 
e "z" da peça fixa do par cinemático 0 2 em função do tempo. Além disso, é necessário que 
junto aos valores medidos esteja implícita de alguma forma a posição angular da manivela, ou 
seja, deve haver um registro de uma eventual defasagem entre os sinais medidos. Para 
realização desta tarefa, determinou-se que o sub-sistema de medição fosse formado por dois 
transdutores, um acelerômetro e um tacômetro; um amplificador; um filtro; e um elemento de 
apresentação de dados. Os resultados obtidos são apresentados nas figuras 6 e 7. 

8. CONCLUSÕES 

Desenvolveu-se o modelo computacional para análise cineto-estática do mecanismo 
RSSR, assumindo: que suas peças móveis .fossem rígidas; que a peça 3 tivesse seção circular 
constante ao longo de todo seu comprimento, e simetria axial em relação ao eixo que passa 
pelos pares cinemáticos que a conectam às peças 2 e 4; que suas peças móveis sofressem ação 
da força da gravidade; que os efeitos do atrito nos pares cinemáticos fossem desprezíveis. 

Com relação à otimização, estudou-se o mecanismo RSSR somente na configuração em 
que os eixos de rotação das peças 2 (manivela) e 4 (alavanca) fossem ortogonais. O 
mecanismo otimizado, ou balanceado, cujos diâmetros dos contra-pesos foram especificados 
pelo programa de otimização, apresentou significativa redução dos esforços transmitidos para 
a base. O nível de redução alcançou os seguintes valores: 2,3 vezes inferior para a resultante 
das forças na base, e 1,6 vezes inferior para a resultante dos momentos na base. Utilizou-se o 
método do Gradiente Reduzido Generalizado, recomendado pela literatura, que revelou-se 
adequado e eficaz na busca da configuração ótima para o balanceamento do mecanismo. 

Para verificação dos resultados teóricos, o mecanismo considerado balanceado pelo 
programa de otimização foi construído e ensaiado na condição de operação. A análise das 
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medições permite concluir que houve redução significativa do_ nível de vibração da base do 
mecanismo após a introdução dos contra-pesos indicados pelo programa de otimização. No 
mecanismo balanceado, estes níveis chegaram a ser 7,5 vezes inferior na direção "x", e 4,5 
vezes inferior na direção "z", se comparados com os níveis de vibração da base do mecanismo 
desbalanceado. A metodologia empregada no trabalho mostrou-se eficaz no caso particular 
estudado e pode ser aplicada a muitas outras configurações de mecanismos planos e tri­
dimensionais. 
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Abstract 

The development of senti-active controled suspensions is, nowadays, an area of research poorly explored for 
automotive suspension applications. Only a small number of models, which are very simple, has been 
manufactured by the automotive industry. The senti-active control principie, analized in this work, is based on 
the adjustrnent, by an actua to r, of the damping coeficient of the damper. The actuator is responsable for opening 
or closing the damper's dissipative valve. An important drawback for the passive suspensions is that they are 
optimized for a fixed condition, due to the fixed damping coeficient of its dampers . The senti-active system 
offers different regulations for different excitation conditions. This means that the senti-active suspension may 
be optintized for different work conditions. Another advantage of the senti-active suspensions lies in its low 
energy consumption if compared to the active controled suspensions. Finally, if we compare the passive and the 
active control suspensions to the senti-active controlled suspensions, as we will see in the following sections in 
this work, good results for the minimization of the body aceleration can be achieved. 

Keywords 
Control, semi-active, suspension, automotive, digital. 

1. Introdução. 

O desenvolvimento de suspensões ativas teve inicio nos anos 30, mas a o avanço mais 
significativo se deu a partir dos anos 50. As suspensões semi-ativas foram propostas no inicio 
dos anos 70 [4], e mostraram que poderiam alcançar performances comparáveis as das 
suspensões totalmente ativas, porém com a vantagem do baixo consumo de energia para . a 
realização da ação de controle. 

Estudos analíticos e experimentos ·foram realizados no sentido de melhorar a segurança e 
o conforto com a utilização de sistemas semi-ativos para suspensões [ 4], [7], [3]. Estes 
estudos levaram à conclusão de que as suspensões ativas e semi-ativas podem elevar bastante 
a performance de sistemas passivos otimizados de suspensões automobilísticas e que as 
suspensões semi-ativas podem ser levadas a patamares de desempenho próximos aos das 
suspensões totalmente ativas. 

Apesar do melhor desempenho proporcionado pela suspensão ativa [I 0], quando 
comparada com a semi-ativa, há várias desvantagens que devem ser ressaltadas, tais como a 
necessidade de grandes quantidades de energia externa, maior complexidade, maior custo de 
implementação e de manutenção e menor confiabilidade. As suspensões semi-ativas 
combinam as vantagens de ambas, ativa e passiva otimizada. Ou seja, elas proporcionam 
ótima performance quando comparadas às suspensões passivas otimizadas e, alem disso, são 
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econômicas, seguras, não requerem grandes quantidades de energia para os atuadores e sua 
montagem é razoavelmente simples. -

Uma limitação importante para a implementação de suspensões semi-ativas decorria do 
tempo de processamento das informações. Esse problema levou à tentativa de implementação 
de controladores pré-informados. Em trabalhos como (9], (2], (1] e (6] uma tentativa de 
implementação de controles preditivos só seria justificado em casos muito específicos , onde 
a exigência de alta performance pudesse justificar o alto custo de implantação. 

Nenhuma referência foi encontrada para a implementação de um controlador em tempo 
discreto para o problema do controle semi-ativo para suspensões automotivas. Esse fato em 
combinação com o avanço da tecnologia digital motivaram o desenvolvimento deste trabalho. 
Uma implementação teórica do controle semi-ativo em tempo discreto e uma comparação do 
desempenho do controlador semi-ativo com relação ao sistema puramente passivo e com 
controle ativo serão feitas nas próximas seções. 

2. Modelo de Suspensão Semi-Ativa e Leis de Controle. 

Nesta seção, será apresentado um modelo para uma suspensão semi-ativa. Modelos como 
o bilinear apresentado por (5] e o trabalho apresentado por (7], foram os tomados como 
referência para a elaboração deste trabalho. O modelo considerado foi o de um quarto de 
veículo, que é mostrado na figura I. 

Zs 

Ms 

k s 
Zu 

u 

Figura I. Modelo de quarto de veículo com controle semi-ativo. 

Onde: 
ks = rigidez da mola = I68I2 N/m. 
k1 = rigidez do pneu = I 00000 Nlm. 
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bs = coeficiente de amortecimento passivo = 2800 N s/m. 
u = ação de controle. 
Zs = Xs = posição do centro de massa do veículo. 
zu = Xs = posição do eixo da suspensão. 
m5 =massa do veículo= 5475 kg. 
mu = massa do eixo = 590 kg. 

As equações de movimento desse sistema ficam da seguinte forma: 

msxs = -k,x., + k,x,- b,:X., + bsxu 

m,x, = -k,x, + ksxs - b,xu + b,x_, + Uk1 - xukr 

A ação de controle será um aumento ou uma diminuição do diâmetro da válvula de 
dissipação de energia do amortecedor. Essa ação pode ser executada por um atuador elétrico 
instalado no amortecedor controlado. A não linearidade da força de acionamento do 
controlador não será discutida neste trabalho. Uma estimativa baseada em dados fornecidos 
por fabricantes de válvulas tipo agulha pode ser utilizada para um futuro trabalho 
experimental. Nesta abordagem, só uma estimativa de uma ação de controle baseada em 
técnicas de controle ótimo quadrático, ou seja , a definição de um fator u ótimo, será 
considerada. 

Partindo do modelo de controle em tempo contínuo, podemos definir o vetar de estados 
da seguinte forma: 

Sendo o sistema representado, na forma de espaço de estados como segue: 

onde: 

x= A*x+D*x*u+E*U 

y= C*x 

A= matriz dinâmica do sistema. 
D= matriz que pondera a ação de controle. 
E= matriz que pondera a excitação externa ( relevo do terreno ) 
x= vetar de estados. 
U= Irregularidade do terreno. 

O I O O 
- k, - b, .Is_ .!}_ 

A= 
m.,. m., m .. m .. 
o o o I 

.Is_ .!}_ - (kl + k,) -b __ s 

m, m, mu mu 
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- o o 
-1 o -
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E=l O 
kl 
mu 

o o 
I o 
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5 

o o 
-1 o 
m u 

Utilizando conhecimentos de controle ótimo, pode-se estimar a força ótima que deve ser 
aplicada a ms para controlar o sistema. Deve-se então calcular o ganho ótimo k, que 
multiplicado pelo vetor de estados, fornecerá a força ótima. O ganho ótimo é calculado a 
partir do funcional J. O funcional é montado para que a ação de controle minimize a 
aceleração de m5 • 

T 

J = limr--+oo f[p 1X; + p2x; + p3x~ + +p4x; + p5xr7].dt 
o 

A definição do fator de amortecimento ótimo é feita através da força ótima que seria 
empregada no controle ativo dividida pela velocidade relativa entre as massas mu e ms . 

Devemos, porém , levar em conta as restrições do amortecedor controlado, que pode 
oferecer um coeficiente mínimo e um coeficiente máximo (umax= válvula fechada e 
Umin=válvula totalmente aberta ). Então o coeficiente ótimo de amortecimento deve ser 
escolhido como segue: 

onde, 

{

Umin 

u* = u* 

. umlLt 

u* < Umm'Umm 1000 ~11 } 

se u . < u* < u mm mur 

u* > - 6000.!:!2. U mat ' U mat - m 

k = constante de ganho ótimo quadrático linear para controle com realimentação de 
estado. 

3. Resultados 

Para a simulação, o sistema será discretizado com freqüência de amostragem de 200 Hz e 
um obstáculo em forma de degrau de 0.1 O metros de altura será imposto ao modelo de quarto 
de veículo. As equações do sistema discretizado, bem como um diagrama de blocos do 
sistema em tempo discreto podem ser, respectivamente, vistos a seguir: 

4 
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onde : 

x( k + 1) == G * x( k) + H * x( k) * u + E * U ( k) 

y == C * x( k + 1) 

C=[O 1 O ü]*G 

G = forma discretizada da matriz dinâmica do sistema. 
H= forma discretizada da matriz que pondera a atuação de controle. 
U = irregularidades do terreno. 

Figura 2- Diagrama de Blocos do Sistema em tempo discreto 

Após a discretização das equações, obtém-se a curva de acelerações mostrada no gráfico 
da figura 3. Se os resultados do controle semi-ativo forem comparados com os resultados da 
suspensão passiva otimizada e ativa, nota-se a eficiência do controle semi-ativo ( Figura 4 ) . 
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! 
.... . . .... .. . ....... ~-- .... .. . 

o 20 25 30 

Figura 3 - Aceleração para o sistema com controle Semi-Ativo. 
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Figura 4. Comparação entre os controles Semi-Ativo, passivo otimizado e Ativo. 

4. Conclusão. 

Os resultados numéricos comprovam a eficiência das suspensão semi-ativa quando 
comparada com a passiva a passiva otimizada e mostram que a suspensão semi-ativa tem 
desempenho aquém da suspensão ativa. Isso pode ser visto na figura 4, onde a curva pa 
representa o sistema passivo otimizado, a curva at corresponde ao sistema com controle ativo 
e a curva sa corresponde ao controle semi-ativo . Porém, devemos levar em conta que o 
controle semi-ativo necessita de quantidades de energia muito menores que o controle ativo e 
apresenta resultados muito superiores se comparado com a suspensão passiva otimizada. Uma 
análise de custo beneficias deve ser feita e fatores como o desempenho, o custo máximo 
permitido para o sistema de suspensão, dentre outros, devem ser utilizados. Deve-se ressaltar 
também, a simplicidade e a confiabilidade da suspensão semi-ativa se comparada com a ativa. 
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Abstract 
The objective of this work is to present the results of the tests in railroads brake shoes realized in the Railroad 
Laboratory of State University of Campinas, Brazil. The tests show the influence of parameters do not considered 
in normal operation of brasilians railroads enterprises: velocity, wear, normal aplication force, temperature and 
diferences in the materiais. The tests followed the Association of American Railroad standard M-926. when 
possible. The influence of these parameter is analysed and the possible influence on the braking process in a real 
railroad is discussed. Recommendations are done for the new brake shoes bought by the railroads. 

Keywords 
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L INTRODUÇÃO 

A frenagem ferroviária em vagões de carga consiste na aplicação de uma sapata sobre a 
superfície de rolamento da roda, visando retardar o movimento do veículo (figura 1 ). O 
operador (maquinista) define a intensidade de aplicação dos freios através de um complexo 
sistema de válvulas pneumáticas e atuadores de força. A partir de uma redução de pressão 
controlada na canalização pneumática que liga todos os vagões à locomotiva, o maquinista faz 
com que os reservatórios localizados em cada veículo liberem pressão para a aplicação das 
sapatas sobre todas as rodas. Devido a características de projeto, os vagões possuem apenas 
um reservatório e um cilindro para a aplicação das oito sapatas do vagão. A transmissão se dá 
por um conjunto de alavancas que são ligadas de forma a causar a mesma força normal de 
aplicação em todas as rodas. Embora o objetivo seja obter sempre a mesma força de frenagem 
em cada roda, distribuindo igualmente os esforços ao longo da composição, isso quase nunca 
é possível. Fatores que vão desde a deformação plástica das alavancas até a falta de 
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manutenção nos pinos de ligação, passando pela 
não uniformidade da distribuição de pressão, fazem 
com que a contribuição de cada roda ao processo 
de frenagem seja diferente. Rodrigues ( ...... ) 
mostrou que a dispersão da força normal em 
composições das ferrovias paulistas chega a 
valores preocupantes. Descontados os dados não 
válidos, foram encontrados forças 60% mais altas 
que a média da composição e até 40 % acima da 
média do próprio vagão. 

A maior fonte de variação na contribuição de Figura 1- Sistema de Freios em Vagões 
cada roda à frenagem da composição, no entanto, 

está no coeficiente de atrito. Embora forças normais com 25% de dispersão em relação à 
media sejam possíveis, variações ainda maiores podem ocorrer no coeficiente de atrito sapata­
roda e, portanto, no torque de frenagem. Se uma sapata freia com intensidade superior às 
demais é de se esperar que o desgaste seja maior, já que esse é proporcional ao trabalho 
específico de atrito (Juvinall, 1990). Além disso, a potência de frenagem gerada é maior, o 
que aquece as superfícies e toma o desgaste ainda mais significativo, podendo também levar à 
falhas por superaquecimento em rodas (Santos, 1992). Embora o desgaste seja inerente ao 
processo de frenagem, deve-se buscar uma taxa economicamente viável para que este ocorra. 

As ferrovias nacionais normalmente têm se utilizado de critérios pouco coerentes para a 
aquisição de sapatas. A maioria delas define padrões de desgaste tidos como adequados pelo 
uso ao longo do tempo (históricos) e só aceita novos produtos e fornecedores se o 
desempenho em operação for melhor do que estes. A avaliação consiste em colocar as sapatas 
em um ou mais vagões de uma composição e medir o percurso até a falha. Depois definir uma 
relação custo por quilometro e compará-la com os seus próprios padrões. Assim, uma sapata 
de coeficiente de atrito menor (não freia) seria aprovada. Caso um fabricante resolva grafite 
(lubrificante sólido) em quantidade elevada na composição das sapatas que fornece, 
certamente para aumentará a vida útil, mas sua contribuição a frenagem da composição 
deiminuirá. A maioria das ferrovias ainda reluta em realizar ensaios em laboratório para 
verificação da qualidade dos materiais de atrito. 

Este trabalho tem por objetivo apresentar os resultados de ensaios para obtenção do 
coeficiente de atrito e sua variação, realizados em sapatas de freio utilizadas por ferrovias 
nacionais. Serão analisados os principais fatores que influenciam no valor do coeficiente de 
atrito. O mais importante deles, obviamente, é o tipo de material de atrito. A variação com a 
temperatura no ensaio, com o desgaste, com a força normal aplicada e com a velocidade de 
deslizamento também são analisadas. Com aplicação deste trabalho, é analisado o efeito da 
variação obtida sobre um caso típico de frenagem na Estrada de Ferro Carajás (Companhia 
Vale do Rio Doce). 

2. CARACTERIZAÇÃO DOS ENSAIOS 

Os ensaios para a determinação do coeficiente de atrito foram realizados no Laboratório 
Ferroviário (Unicamp ). A medição foi feita na Máquina de Ensaio de Sapatas, dinamômetro 
construído como resultado de convênios com ferrovias nacionais e posto em operação no final 
de 1995. 

A Máquina de Ensaio de Sapatas é um dinamômetro capaz de ensaiar rodas e sapatas 
ferroviárias em escala real. É formado por um motor Garret C.C. (134 CV, 1800 rpm) com 
conversor de potência, torquímetro, redutor Sauer (5: 1 ), eixo de rodas e cilindro de freios, 
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conforme mostrado na figura 2. A instrumentação acoplada é comppsta de medidor de pressão 
pneumática, temperatura e velocidade, além do torquímetro. Todos os ensaios são feitos 
utilizando um sistema de aquisição e controle de dados baseado em um equipamento HP 3852 
A e controlado por um programa desenvolvido no próprio Laboratório Ferroviário (Resende, 
1996). A força normal aplicada à sapata é controlada por uma válvula pneumática 
proporcional, que permite a variação da pressão em função da tensão elétrica de controle. 
Todos os sistemas de medida foram calibrados, ou aferidos, adequadamente antes da 
realização dos ensaios. 

Figura 2 - Máquina de Ensaio de Sapatas 

medida do termopar marcada com a letra A. 

Os valores do coeficiente de atrito 
foram obtidos pela razão entre a força de 
atrito, medida através do torquímetro e do 
raio da roda, e a força normal, obtida a 
partir da tensão de alimentação da válvula 
pneumática proporcional. A temperatura 
foi medida com um termopar embutido na 
superficie de atrito superior da sapata, em 
seu centro geométrico, a 2 mm de 
profundidade e envolta em um anel de 
cobre para permitir melhor contato com o 
material. A figura 3 mostra a posição de 

Foram ensaiados três tipos de materiais de sapata, aqui denominados A,B e C. Embora 
uma grande quantidade de ensaios tenha sido feita, optou-se por apresentar os resultados que 
representam o comportamento médio dos materiais analisados, por serem suficientes para os 
propósitos desse trabalho. 

3. METODOLOGIA 

Os testes realizados atualmente seguem a norma M-926 da Associação Americana de 
Ferrovias (A.A.R., 1992). Consistem basicamente na medição de atrito e desgaste em três 
situações: frenagem constante, frenagem de parada e atrito estático. Esses ensaios foram 
definidos a partir da capacidade do dinamômetro do atualmente chamado "Transportation 
Technological Center", em Pueblo (CO), nos Estados Unidos da América. No Brasil, existe 
apenas um dinamômetro capaz de realizar os ensaios descritos nessa norma, apesar de não 
utilizar inércias mecânicas,: o do Instituto de Pesquisas Tecnológicas (Sisdelli, 1987). Está em 
fase final de instalação o segundo banco para ensaios de sapatas no país, localizado no 
Laboratório Ferroviário\DPM\FEM, na Unicamp. Os ensaios de frenagem constante 
normalizados utilizam dois níveis de força normal pré-definidos: 4120,2 e 63 76,5 N ( 420 e 
650 kgf). A velocidade padrão de ensaio é de 32,5 km/h. Em cada ensaio o dispositivo 
permanece freiando durante 45 minutos. 

Para execução deste trabalho foram realizados apenas ensaios de frenagem constante, 
segundo a M-926, com variação nos parâmetros de interesse quando necessário, já que a 
M.E.S. não permite variação de velocidade durante o ensaio. 

4. RESULTADOS E ANÁLISE 
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~ 4.1 Influência do Tipo do Material 

~· 

O desenvolvimento de materiais de atrito para a aplicação na confecção de sapatas de 
freio ferroviárias normalmente é feito separadamente pelos diversos fornecedores das 
operadoras. Isso faz com que as propriedades de cada material e seu comportamento sejam 
diferentes para sapatas adquiridas de fabricantes distintos. Essas diferenças de comportamento 
dificultam a utilização de sapatas de origens diferentes em composições ferroviárias. Seria 
desejável que todas as sapatas apresentassem valores de atrito e desgaste dentro de uma faixa 
estreita, o que permitiria que o fornecimento pudesse ser feito por diversas empresas dentro do 
mesmo padrão de qualidade. 

A figura 3 mostra o comportamento do material de atrito uma sapata de um fabricante 
nacional. Para este trabalho esta sapata será denominada de sapata A 1. 
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Nesse gráfico pode ser visto que o 
coeficiente de atrito varia entre 0,25, no 
início do ensaio e 0,46 a cerca de 16 
minutos. Embora o valor da força de 
frenagem tenha permanecido constante, a 
força de atrito variou a quase o dobro 
durante o ensaio. 

A figura 4 mostra a variação do 
coeficiente de atrito de uma sapata de 
fabricante nacional denominada B 1. Para 
esse caso o coeficiente de atrito variou 
entre 0,3 (início) e 0,26 (final). O valor 
máximo atingido foi de 0,36 (entre 3 e 12 
min.). A única diferença entre os dois 
ensaios foi o diâmetro da roda, que no 
segundo caso foi de 40 pol. ( 1 O 16 mm). 

O material de atrito de sapatas de um 
terceiro fabricante nacional foi ensaiado 
durante 35 minutos e os resultados são 
mostrados na figura 5. Aos 27 minutos 
houve uma interrupção de 3 minutos na 
aquisição de sinais para verificações nos 
dispositivos. O coeficiente de atrito desse 
material permanece entre 0,33 e 0,43 ao 
longo de todo o ensaio. Essa sapata foi 
denominada C 1 e o ensaio foi realizado 
com força normal de 420 kgf. 

Os resultados apresentados mostram 
a variação no coeficiente de atrito de 
sapatas conhecidas pelo bom 
desempenho. Mesmo assim os valores 
variam significativamente, embora todos 
estejam dentro de uma faixa entre 0,25 e 
0,46. O que dizer de sapatas de 
fabricantes com menores possibilidades 
de desenvolvimento? Poderiam produzir 
sapatas cujos valores de coeficiente de 
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atrito fossem muito mais estáveis. No entanto, poderiam produzir também sapatas com um 
variação ainda maior no coeficiente de atrito, e mesmo assim o desgaste e a frenagem da 
composição como um todo poderiam ser aproximadamente os mesmos de sapatas mais 
estáveis. 

4.2 Influência do Desgaste 

Outro fator de influência pode ser o desgaste. Sapatas novas podem não freiar como 
sapatas desgastadas. A figura 6 mostra os resultados de ensaio para a sapata A2, do mesmo 
tipo de material de atrito da sapata Al. A única diferença entre elas é que a sapata A1 foi 
ensaiada mais de 30 vezes antes do ensaio mostrado e a sapata A2 foi ensaiada pela primeira 
vez. Pode-se notar que, nesse caso, o valor máximo do coeficiente de atrito é menor (0,43) e é 
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ocorre em um tempo bem menor do que o 
da sapata A 1, a cerca de 3 minutos do 
início do ensaio. Além disso, os valores 
finais são menores para a sapata A2 . 

A figura 7 mostra uma sapata do 
mesmo tipo de material de atrito da sapata 
Bl. Essa sapata (B2) foi assentada em 
roda cilíndrica, mas havia sido 
anteriormente desgastada em serviço. 
Conforme pode ser visto o coeficiente de 
atrito varia entre 0,26 e 0,31. 

Os resultados apresentados para 
sapatas desgastadas mostram uma 
tendência inicial de aumento no 
coeficiente de atrito, seguida de queda. 
Esse fenômeno também pode ser 
observado nas sapatas novas, mas os 
valores do coeficiente a cada instante são 
maiores do que no material pré-utilizado. 
Essa tendência parece se manter em todas 
as sapatas ensaiadas dos tipos A e B e isso 
permite concluir que esses materiais 
perdem coeficiente de atrito com o uso. 

Nas considerações anteriores não foi 
analisada a rugosidade superficial das 
rodas. Todas foram usinadas para a forma 

cilíndrica e não é esperado que haja influência significativa desse parâmetro. 

tempo (s) 

Figura 7- Ensaio E96063 - Sapata b2 

4.3 Influência da Temperatura 

A temperatura atingida pela sapata está diretamente ligada ao tempo de frenagem. 
Quanto maior este último, mais potência é gerada e uma parte dessa deverá ser dissipada na 
forma de calor através da sapata. 

A figura 8 mostra o efeito da temperatura sobre o coeficiente de atrito da sapata A 1. A 
temperatura apresentada é a média obtida entre os valores medidos a 2 mm da superfície, no 
centro da parte superior e inferior da sapata. A parte superior corresponde a região de entrada 
da roda na sapata durante o processo de frenagem (região energizada). Pode-se notar uma 
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tendência em praticamente todos os ensaios com esse tipo de material de atrito: o aumento 
inicial do coeficiente de atrito seguido de diminuição com o aumento da temperatura de 
ensaio. Até o momento não foram ensaiadas outras sapatas para a verificação da variação com 
a temperatura. 
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Figura 8- Ensaio E96141 - Sapata AI 

4.4 Influência da Velocidade de Deslizamento 

500 

Uma importante constatação 
sobre o tipo de material da sapata 
A 1 é que o valor máximo de 
coeficiente de atrito é alcançado 
sempre que a temperatura atinge um 
patamas, no caso cerca de 260 °C. A 
partir deste valor o atrito cai, 
invertendo a tendência inicial. Esse 
fenômeno foi observado em outras 
sapatas do mesmo material e 
também, de forma menos 
pronunciada, em algumas sapatas de 
outros fabricantes. 

A velocidade de deslizamento influencia significativamente os valores do coeficiente 
de atrito sapata-roda. Essa influência pôde ser comprovada através de ensaios com a sapata 
A 1, mostrados na figura 9. Conforme pode ser visto, o coeficiente de atrito cai em até 40% 
quando a velocidade aumenta de 20 para 35 km/h. Essas diferenças são mais pronunciadas 
quando as temperatura atingem valores mais elevados. 
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Figura 9 -Ensaios E96035/37/38/39- Sapata AI 

4.5 Influência da Força Normal de Acionamento 

Até o momento não foram 
realizados ensaios com variação de 
velocidade durante a aplicação do freio. É 
de se esperar que os valores do coeficiente 
de atrito sigam a mesma tendência 
apresentada na figura 9. No entanto, pode 
haver instabilidades quando houver um 
aumento de velocidades ao mesmo tempo 
que ocorre o aumento da temperatura. Os 
dois efeitos se somarão e poderá haver 
perda na capacidade de frenagem de toda a 
composição. 

A influência da força normal de acionamento depende do tipo de material de atrito em 
conta to com a roda. A figura 1 O mostra os resultados de ensaio para a sapata A 1 nos dois tipos 
de ensaio de frenagem constante sugeridos pela norma M-926 (M-926, 1992). Nesse pode ser 
visto que o comportamento do coeficiente de atrito nos dois ensaios pesados consecutivos ( 1 O 
e 12) não difere significativamente. Já os valores para o ensaio leve (09) são sempre maiores 
do que os anteriores. Como esse tipo de material de atrito é extremamente poroso pode ser que 
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essa característica tenha influênciado nos resultados. Também é po_ssível que essa tendência se 
mantenha ao longo de novos ensaios a serem realizados em outras sapatas. 
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5. Análise da Frenagem 

Os resultados apresentados mostram 
que a variação do coeficiente de atrito é 
significativa com os fatores apresentados. 
Embora os resultados anteriores 
representem apenas uma parte do total de 
fatores de influência esperados, 
certamente são os mais significativos. 

O efeito dessa variação sobre a 
frenagem em uma composição ferroviária 

· pode ser facilmente previsto. Quando o 
coeficiente de atrito for diferente em 

rodas de um vagão, por exemplo por material de atrito diferente, o aquecimento será diferente 
e o problema se agravará devido ao aumento de temperaturas. A manutenção falha também 
pode causar diferenças entre as forças normais em cada roda, o que novamente influenciará no 
coeficiente de atrito, na temperatura máxima atingida e na contribuição para a frenagem. 

A velocidade também é um fator importante, já que os testes de desgaste e frenagem 
constante são realizados à 32,5 km/h e o coeficiente de atrito pode assumir outros valores 
diferentes do obtido por ensaio, influenciando na eficiência do sistema de freio, já que este é 
projetado para valores padronizados. Além de tudo, o desgaste normal em operação causa 
variações não levadas em conta durante os ensaios, feitos com sapatas novas. 

Durante uma frenagem como a da Estrada de Ferro Carajás, com vagões de 120 ton., 
rampas de 1% e velocidades que variam de 25 a 80 km/h, em trechos críticos (Santos, 1995), 
o coeficiente de atrito pode variar de 0,25 a 0,45, desde que sejam utilizados materiais 
semelhan tes aos analisados, conforme visto pelos resultados mostrados. Isso significa que o 
maquinista poderá necessitar de uma aplicação quase duas vezes maior se o coeficiente variar 
entre os extremos do intervalo ao longo de toda a composição. Como isso raramente ocorre, o 
problema está em que as sapatas se desgastam de forma desigual quando freiam de forma 
desigual. Talvez o maior problema sejam os esforços nos engates, pois quando um vagão não 
freia, os demais têm que suprir a deficiência no resultado final e a diferença entre as 
contribuições de cada vagão é transmitida aos demais através dos engates. Por isso é 
necessário superdimensionar os engates. 

6. Conclusões e Recomendações 

Neste trabalho foi apresentada a variação do coeficiente de atrito com os seguintes 
parâmetros: tipo de material, desgaste, força normal de aplicação, temperatura e velocidade. 
Os resultados foram obtidos através de ensaios realizados na Máquina de Ensaio de Sapatas, 
dinamômetro do Laboratório Ferroviário\DPM\FEM, da UNICAMP. A principal contribuição 
está em mostrar que a variação do coeficiente não é desprezível durante a operação normal, o 
que pode causar problemas nos engates, rodas, além de desgaste excessivo das sapatas. 

O resultado apresenta novos parâmetros para a análise da confiabilidade dos sistemas de 
freio utilizados atualmente, além de auxiliar na explicação de anormalidades em serviço. 

7 
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Em vista dos resultados apresentados recomenda-se que sejam realizados ensaios em 
condições controladas de laboratório para verificação da susceptibilidade dos materiais de 
atrito de sapatas aos parâmetros apresentados e outros que forem identificados. A segurança 
do sistema ferroviário certamente não pode prescindir do conhecimento do comportamento 
dos materiais utilizados na frenagem das composições. 
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Abstract 

This paper gives a theoretical contribution to the problem of modeling an independent acti­
ve suspension using the Newton-Euler's Method, taking into account the constraint equations 
between the vehicle and the road profile, and including the dry friction between the tyre and the 
road . After the method's aplication, one obtains 33 non linear equations: 29 equations which 
describe the reaction forces among the multiple bodies that composes a quarter of independent 
suspension, and 4 movement equations, which describe the motion of the car's main mass , the 
oil flow passing through the servovalve and the pressions acting on the active damper. These 
equations are numerically solved and the results discussed for various operation conditions. 

Keywords 

Multibody dynamics/ Dinâmica de múltiplos corpos, dry friction / atrito seco, Newton-Euler / Newton­
Euler, hydraulic systems/ sistemas hidráulicos, output control/ controle de saída. 

L INTRODUÇÃO 

Muitos autores vêm estudando o comportamento dinâmico de suspensões ativas, ba­
seado em modelos mecânicos planos, extremamente simplificados com poucos graus de 
liberdade. Esses modelos são obtidos com auxílio da dinâmica de partículas, ou seja, com 
massas concentradas (Gordon 1991 , Alleyne 1993, Thompson 1996). Outros autores utili­
zam em suas análises modelos mecânicos planos que misturam corpos rígidos e partículas 
(Yoshimura 1993), levando em consideração as não linearidades provenientes da rigidez 
dos pneus (Ray 1995) ou das forças amortecedoras (Moran 1993). A grande vantagem de 
se trabalhar com esses modelos mecânicos simplificados e/ou reduzidos (Lohmann 1993) 
reside na facilidade de se projetar um sistema de controle ótimo para estas suspensões 
(Tobata 1993) . Recentemente alguns autores vem se preocupando com uma modelagem 
matemática mais completa, realista e consistente para o veículo, levando-se em consi­
deração seus movimentos espaciais e a interação com as suspensões ativas e semi-ativas 
(Crolla 1991 , Esmailzadeh 1997). No entanto, existe uma lacuna no que diz respeito às 
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forças dinâmicas de reação em suspensões ativas. A inclusão destas reações dinâmicas 
na modelagem matemática viabiliza, por exemplo a elaboração de sistemas de controle 
utilizando extensômetros para a construção da malha de realimentação. Neste contexto 
o trabalho em questão apresenta o levantamento das equações não lineares de movimento 
para um quarto de suspensão considerando os vínculos cinemáticos da mesma e as forças 
de atrito lateral entre o pneu e a via. O acoplamento das equações de movimento do meca­
nismo de quatro barras (suspensão independente), do amortecedor ativo e da servoválvula 
é mostrado com detalhes. Com auxílio dos princípios postulados por Newton e Euler e 
das relações não lineares entre pressão e vazão, chega-se a um sistema de 33 equações, o 
qual permite a realimentação de sinais de deslocamento, velocidade, aceleração e força . 

2. MODELAGEM MATEMÁTICA 

CORPO III 

I I j 
, 1 : , CORPO VI 

l . -

CORPO IV CORPO V 

Figura 1 - Sistemas de Referência 

Resume-se a seguir as etapas pa­
ra se obter as equações de movi­
mento para um sistema mecânico 
composto por N corpos rígidos: 

(a) Definição de sistemas de re­
ferência inerciai I e móveis B 1 , 

B2, ... , B N, sendo os sistemas 
móveis sempre solidário aos cor­
pos 1, 2 ... N. Caso o siste­
ma mecânico seja composto por 
N corpos, N sistemas móveis de 
referência são utilizados, ou se­
ja, X- Y- Z , X1 - Y1 - Z1 , 
X2-Y2-Z2, 000 'XN-YN-ZN. 

Para os sistemas de referência definem-se os seus respectivos versares (i,j ,k), (i 1 ,j 1 ,k1), 

... (iN ,jN , kN ). No caso da suspensão independente, define-se uma base inerciai fixa e 
mais 5 bases móveis solidárias a cada um dos corpos do sistema. 

(b) Definição das matrizes de transformação de coordenadas dos sistemas móveis para 
o inerciai Ti e vice-versa Tf, com (i= 1, 2, ... N) -A primeira matriz T 81 é a que realiza 
a transformação da base inerciai para a ~ase móvel Bl. Como não ocorre rotação da base 
móvel mas somente translação, a base Bl é paralela e portanto a matriz de transformação 
de coordenadas é I. As demais matrizes realizam a transfomação da base inerciai para 
as bases móveis. Pelas características geométricas do sistema, todas elas realizam uma 
rotação em torno do eixo Z e portanto são descritas da seguinte forma: 

n = 2,3,4,5 

onde Bns é um vetar genérico descrito na base móvel Bn; 1 s é o mesmo vetar, descrito 
na base inerciai e T en é a matriz de transformação de coordenadas de um sistema para o 
outro. 

2 
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(c) Determinação dos ve­
tores de posição e das 
equações de vínculo - De­
pois de definidas as bases 
e suas matrizes de trans­
formação de coordenadas, é 
necessário obter os vetores 
de posição e as equações de 
vínculo. Essas são equações 
genéricas que permitem co­
nhecer a todo instante os 
ângulos e2 ' e3' e4 ' e5 , o des­
locamento lateral da roda 
s e a deflexão da mola 
r EF , em função do perfil 
da pista dado h e do mo­
vimento vertical da massa 
do veículo y. As equações 
vetoriais fechadas represen­
tam as equações de vínculo 
do sistema em questão: 

y! 

----- ~ y 
X 

-------· ---------

s 
Figura 2 - Equações de Vínculo. 

s 
h 

I ·81 roA+ T~· 84rAo + T~· 83roK + T~· 83rKR + T~· a3rRs +1 h +1 s +1 Y =O 

T~ · B4rAo + T~ · a 3roc + T~ · a2rca + Ia1 · r8A =O 

T~ · B4r AE + T~ · 8srEF +I ·a! rFA =O 

(1) 

onde 81 r 0 A = {roAx- r o AyO}T é o vetor com origem no ponto O e término no ponto A 
descrito na base móvel B1 , 84 r Ao = { l4 00} T é o vetor com origem no ponto A e término no 
ponto D descrito na base móvel B4, 83 r DK = {Or oK O}T é o vetor com origem no ponto De 
término no ponto K descrito na base móvel B3 , 83 r KR = {r KR OOJT é o vetor com origem 
no ponto K e término no ponto R descrito na base móvel B3, 83 r ns = {O-r nso}T é o vetor 
com origem no ponto R e término no pontoS descrito na base móvel B3, 1 h = {O -hO}T é 
O vetor que descreve O perfil da pista descrito na base inerciai , 1 S = { -S 0 O}T é O vetor 
de deslocamento lateral da roda descrito na base inerciai, 1 y = {O y O} T é o veto r posição 
do centro de massa da massa principal descrito na base inerciai, 83r oc = {O l3 O}T 
é o vetor com origem no ponto D e término no ponto C descrito na base móvel B3 
; 

82
r c a = { -l2 O O}T é o vetor com origem no ponto C e término no ponto B descrito na 

base móvel B2, 81 r 8 A ={O -l1 OJT é o vetor com origem no ponto B e término no ponto 
A descrito na base móvel B1, 84 r AE = {r AE O O V é o vetor com origem no ponto A e 
término no ponto E descrito na base móvel B4, 85 r EF = {O r EFO}T é o vetor com origem 
no ponto E e término no ponto F descrito na base móvel B5, 81 r FA = {O- r FA O}T é o 
vetor com origem no ponto F e término no ponto A descrito na base móvel Bl . 

Como o sistema de equações 1 é não-linear, faz-se necessário resolvê-lo pelo método 
numérico de Newton-Raphson. 

( d) Cálculo dos vetores de velocidade linear e angular absoluta dos corpos- Derivando-

3 
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se a eq.(1) e reescrevendo-a de forma matricial , tem-se 

A 1 (t) . x(t) = h1 (t) (2) 

• • • • T 
Ondex(t)={e2 e3 e4 e5 S Tf:F}. • • 

As velocidades angulares e2' e3' e4' e r, e lineares se r EF ficam então definidas em função 
do perfil da pista h e da velocidade de veículo e dos movimentos vibratórios da massa 
principal i;. 

(e) Cálculo dos vetares de aceleração linear e angular absoluta dos corpos- Derivando­
se a eq.(2), chega-se às acelerações ii2 ,e3,ii4,ii5 , se rEF: 

A 1 (t) · x(t) = h1 (t)- Á1 (t). x(t) (3) 

O passo seguinte é a determinação das acelerações lineares absolutas do centro de 
massa de cada um dos corpos que compoem o sistema. A aceleração linear absoluta do 
centro de massa(*) de um corpo é dada segundo a seguinte expressão : 

a* = a + íl X íl X r* + fl X r* + 2 · íl X .!!:._( r*)+.!!__( r* )(4) 
Bn n Bn On Bn n Bn n Bn n Bn n Bn n Bn n dt Bn n dt2 Bn n 

com n = 1,2,3,4,5 

(f) O DCL para o sistema em questão é mostrado na Fig.(3). Para cada corpo tem­
se a disposição 6 equações, 3 provenientes do equilíbrio de forças e 3 do equilíbrio de 
momentos. Sendo assim tem-se um total de 30 equações, das quais uma é equação 
de movimento ti da massa principal na direção y e 29 são reações dinâmicas, a saber: 
Gx , G, , MGx ' JvfGy' MGz' Ax, A!l, A,, Bx, Bll, B., A~ , A~, B:, B~, ex, Cll, c., MCyl Dx, D., Rx, 
Ry, R., MRy' MRzl N, F,, e T. 

(g) As forças de mola e de amortecimento, são descritas na base B5, portatnto sabe­
se a todo instante sua direção através da matriz de transformação de coordenadas. Suas 
intensidades são dadas por: 85 F M = k · ( 85 rEF- 85 rEFJ e 85 FA = d · 85 rEF' onde 
os vetares 85 r EF e 85 r EF são obtidos através das equações de vínculo e sua derivada 
primeira. 

(h) Cálculo das equações diferenciais de movimento e das reações dinâmicas pelo 
Método de Newton-Euler (corpos rígidos) - Utilizando-se a equação de Newton para cada 

1 um dos 5 corpos que compõem o sistema em estudo: 

I 

r' 
i ...____ 

5 

L Bn F = m . Bn a: (5) 
n=l 

e a equação de Euler descrita no sistema móvel Bn (n = 1, .. ,5), solidário a cada um dos 
5 corpos tem-se: 

(6) 

onde On é o centro de massa do n-ésimo corpo. 
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Dependendo do valor de Qv as câmaras do 
amortecedor ativo ficam acopladas com a 
pressão de trabalho P ou com a pressão do 
reservatório R (retorno), resultando nas 
seguintes equações não lineares, onde /3 K 

é o módulo de compressibilidade do óleo; 
VLo é o volume de óleo contido na cana­
lização e nas câmaras; 6P5 é a diferença 
de pressão na entrada da servoválvula e 
A t é a área do pistão do amortece-

p!s ao 

dor. É importante ressaltar que além 
de incluir estas novas equações no siste­
ma, é necessário também incluir a forçE? 
controle proporcionada pela diferença de 
pressão entre as câmaras do amortecedor, 
OU 85 FA = (Pl - P2) · Apistao· 

1 Q v(t) >o 1 

. /3 K [ J P - P!( t) ] PJ(t) = -- . Qv(t). -A . 
1 

. rEF (t) 
VLo APs pu ao 

13 K [ J P2(t)- R . )] 
P2(t) = VLo -Qv(t). ó.Ps + AP' ·'ta o .rE F (t 

(9) 

1 Qv(t) <o 1 

. 13K [ J P1 ( t )- R ] PJ(t) = - . Qv(t) . -A . t .rEF(t) 
VLo APs pu ao 

· · f3K [ J P- P2 ( t) ] P2 ( t) =-V -Qv(t). + Api,tao·rEF(t) 
Lo • APs 

(j) Definição da malha de realimentação de controle - Com o modelo global pode-se 
fazer o controle da suspensão através do sinal elétrico que atua na entrada da servoválvula. 
Esse sinal pode ser feito proporcional ao deslocamento, à velocidade, à aceleração ou até 
mesmo a alguma reação dinâmica que se deseje minimizar: 

Uv(t) = G 1 • y(t) + G2 • y(t) + G3 • jj(t) 

3. RESULTADOS TEÓRICOS 

A Fig.(5) ilustra o comportamento 
da suspensão operando na sua for­
ma passiva quando uma condição 
de deslocamento inicial não nula na 
massa do veículo é dada. No caso 
(a) o atrito lateral entre a roda e a 
pista é de 1-l = 0.02 e no caso (b) é 
desprezível. Em ambos os casos, a 
suspensão tende para a sua posição 
de equilíbrio, no caso (a) quase sem 
oscilações e no caso (b) oscilando e 
amortecendo. No caso (a) quase to­
da energia é dissipada no atrito seco 
entre a roda e a pista. 

0.138 ,...--,.-,.--.,--,-...,--.,--,---,---,----, 

0.137 

0.136 

I o. l35 
>-

0.134 

0.133 

(a )Com atrito -
(b)sem aui10 

0.132 .__.......__.___.__.__.......__._---J.._.L-~-.J 

O 0.5 I 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4 .5 5 
tempo [s] 

Figura 5 - (a) Gráfico da posição do centro 
de massa do corpo I (y) em função do tempo 
com atrito (b) Gráfico da posição do centro 
de massa do corpo I (y) em função do tempo 
sem atrito. 
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Figura 3 - Diagrama de corpo livre do sistema. 

Deste modo, chega-se a 30 equações que agrupadas de forma matricial resulta em: 

A 2 (t) · p(t) = h2(t) 

onde A2(t) é uma matriz 30 X 30, b(t) é um vetor 30 X 1 e p30xl (t) = {jj ex c. Jv!Gx 
I I I I T 

MGy MGz Ax Ay Az Bx By Bz Ax Ay Bx By ex cy c. MCy Dx Dz Rx Ry R. MRII A1Rz N F. T} 
Acoplando-se as equações de vínculo com as equações de equilíbrio dinâmico chega-se a 

[ 
A2 30x 30(t) Al2 30x6(t) ] { p(t) } { b\(t) } 
A21 6 x 3o(t) A1 6 x 6 (t) x(t) = 1J;(t)- Á 1 (t) · x(t) 

(7) 

A eq.(7) representa o comportamento dinâmico do sistema na sua forma passiva. 

Figura 4- Desenho esquemático de uma 
servoválvula. 

(i) Inclusão da dinâmica dos atuadores - Pa­
ra poder representar o sistema completo, ou 
seja, com o sistema de controle acoplado é ne­
cessário incluir as equações da servoválvula. 
Modelando a servoválvula, chega-se a mais 
três equações cujas incógnitas são a vazão de 
óleo Qv ( t) na servoválvula e as pressões P1 ( t) 
e P2(t) nas câmaras do amortecedor ativo. A 
eq.(8) descreve a dinâmica das servoválvulas 
em função da vazão de óleo através da ser­
voválvula Qv, o coeficiente de amortecimen­
to da mesma Çv , da sua frequência natural 
wv , da constante de proporcionalidade K v e 
do sinal de controle Uv: 

.. . 2 
Qv(t) = -2.Çvwv.Qv(t)- wv .Qv(t) + w~ . Kv.Uv(t) (8) 
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Figura 6 - (a) Gráfico da posição do centro 
de massa do corpo I (y) em função do tempo 
com atrito e com controle ( b) Gráfico da 
posição do centro de massa do corpo I (y) 
em função do tempo com controle e sem 
atrito. 
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Figura 7 - (a) Gráfico da posição do centro 
de massa do corpo I (y) em função do tem­
po sem. controle ( b) Gráfico da posição do 
centro de massa do corpo I (y) em função 
do tempo com controle. 

A Fig.(6) ilustra o comportamento da suspensão operando na sua forma ativa, quando 
a malha de realimentação é projetada com os seguintes ganhos: G 1 = O [Vjm], G2 = 
-0.99 [V/(m/s)],G3 = -0.99 [V/(m/s2

)]. Observa-se no caso (b), onde o atrito entre a 
roda e a via é desprezível, que a suspensão torna-se mais flexível, pois o novo ponto de 
equilíbrio acontece a 0.12975 e sem controle em 0.135 (vide Fig.(6)(b)). 

Além disto com o sistema de controle aumenta-se artificialmente o nível de amorteci­
mento do conjunto. Isto pode ser visto claramente ao se comparar as fig.(5)(b) e fig.(6)(b). 
Após 0.5 segundos a massa do veículo já atingiu sua posição de equilíbrio sem oscilações 
transientes, quando com controle. Analisando-se agora a fig.(6)(a), onde o atrito seco en­
tre o pneu e a via é considerado, observa-se que a massa demora muito mais tempo para 
voltar a posição de equilíbrio. Além disto ocorre a presença de oscilações com pequenas 
amplitudes decorrentes das mudanças de sentido da força de atrito, as quais influenciam 
os sinais de aceleração realimentados. 

A Fig.(7) ilustra o comportamento da massa principal quando a roda interage com 
uma lombada, com a suspensão operando na forma passiva (a) e na forma ati va ( b). 
Com os ganhos mencionados anteriormente acrescido de G1 = -0.99 [V/m], reduz-se 
ligeiramente o pico máximo de deslocamento da massa e elimina-se as oscilações após a 
passagem pela lombada. 

4. CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS 

Quando os sinais de aceleração vertical do veículo são utilizados para construir a malha 
de realimentação do sistema de controle, é fundamental a inclusão do atrito seco na mo­
delagem, pois, grandes alterações na resposta do sistema são verificadas. A inclusão deste 
atrito é viabilizada através do formalismo apresentado. Além disto o mesmo permite que 
a estrutura do sistema de controle possa ser realizada com sinais de força e extensômetros. 
Em etapas futuras da pesquisa os fenômenos de stick-slip sobre o sistema de controle de­
verão ser investigados. Além disto, testes experimentais com uma bancada de testes em 
fase final de construção deverão validar a modelagem matemática apresentada. 
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Abstract 

To perform experiments in a microgravity environment, a recoverable orbital system is proposed. The system 
comprises a capsule shaped orbital platform, which after satelization will rernain in orbit until the experiments are 
carried out, being !ater retumed to Earth and recovered at ground .. The proposed system concems an affordable 
altemative when compared with usual systems, which are quiet expensive if experiment duration and capability 
are considered. The system under study is based on a return-on-request concept, innovative for users of small 
scientific and technological experiments. lt is expected that a such system would offer a better opportunity to 
scientific and academic laboratories in performing low cost microgravity experiments. It also seems to be 
realistic for the purposes and technological domain of the participating institutions, CT NIAE and INPE. The 
present paper summarizes and discusses the specification, concept and preliminary design ofthe system. 
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L INTRODUÇÃO 

Para a realização de experimentos em ambiente de microgravidade vem sendo utilizados 
os mais diferentes meios: 

• torres de queda livre, 
• aeronaves em vôo parabólico, 
• foguetes de sondagem, 
• plataformas espaciais. 
Em função dos custos e do tempo necessário para realização dos experimentos, cada um 

destes meios encontra sua aplicação. Torres de queda livre permitem experimentos com 
duração em tomo de alguns segundos, aeronaves em vôo parabólico até 30 s, foguetes de 
sondagem entre 5 e 15 min, enquanto que as plataformas espaciais (MIR e similares), 
praticamente não tem limites. 
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Os custos dos experimentos variam desde US$ I 0,000 por cada quilograma e cada hora 
de experimento, até US$ I O, dependendo da plataforma utilizada. As condições de 
microgravidade também podem variar, no entanto são bastante similares para os sistemas 
acima citados. Portanto, cada experimento, em princípio, encontrará seu meio mais adequado, 
dependendo da duração necessária para execução do mesmo e dos recursos existentes para sua 
realização. 

Experimentos científicos, em geral de interesse de laboratórios de universidades ou 
institutos de pesquisa, não tem sido em geral bem atendidos, visto que estes laboratórios não 
dispõem de recursos suficientes para financiar seus experimentos, de pequena a média 
duração, em plataformas espaciais. E são estes laboratórios, existentes em grande quantidade, 
que passam a representar uma demanda crescente de utilização de um sistema, acessível em 
termos de custo e atraente em termos de duração e facilidade de utilização. O que de uma 
outra forma também restringe a utilização de plataformas de grande porte para realização de 
pequenos experimentos, é que, uma vez transportados às estações, aguarda-se semanas ou até 
meses, até que uma segunda espaçonave traga os resultados dos experimentos à estação em 
terra. Como conseqüência disso, os materiais processados nos experimentos tem que ser 
guardados e mantidos no espaço, até que os mesmos sejam transportados à Terra. Para alguns 
experimentos estes períodos são longos, e as suas oportunidades de realização deixam de ser 
atraentes. 

O sistema proposto e em estudo, e apresentado no presente artigo, representa uma 
alternativa de concepção do tipo return-on-request, inovadora e realista, para os usuários de 
experimentos científicos e tecnológicos de pequeno porte, e para os propósitos e domínio 
tecnológico das instituições participantes, Centro Técnico Aeroespacial (CT A)/lnstituto de 
Aeronáutica e Espaço (JAE) e Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE). 

O presente artigo resume as atividades desenvolvidas em um estudo de viabilidade 
técnica, o qual tinha por objetivo maior, coletar informações sobre as diversas tecnologias e 
conhecimentos envolvidos. Para tanto foram formadas equipes no CT A/JAE e no INPE, as 
quais realizaram pesquisas bibliográficas, fizeram simulações, estudaram concepções, com o 
objetivo de identificar essas tecnologias e conhecimentos. 

2. ESPECIFICAÇÃO DO SISTEMA 

A concepção preliminar do sistema proposto é definida como sendo: 

um satélite de pequenas dimensões (micro-satélite), operando em órbita baixa, 
com capacidade de transportar experimentos científicos ou tecnológicos de 
pequeno porte, com permanência orbital de até 1 O dias, sendo posteriormente 
conduzido à Terra, recuperado .em solo, e reutilizado sem necessidade de 
retrabalho em sua estrutura básica. 

Esta definição preliminar, elaborada inicialmente com o objetivo de nortear as 
atividades no desenrolar do Anteprojeto, indicava já uma necessidade de estudos e 
desenvolvimentos em algumas áreas. Exemplificando: 

satélite de pequenas dimensões: 
satélite de pequena massa que pudesse ser transportado com veículos lançadores de 
pequeno porte; 

operando em órbita baixa: 
necessidade de controle de atitude em órbita; 

recuperado em solo: 
desenvolvimento de sistema de recuperação seguro e preciso; 
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reutilizado sem necessidade de retrabalho em sua estrutura básica: 
especificação e desenvolvimento de materiais de proteção térmica que resistam ao 
aquecimento severo na fase de reentrada atmosférica do satélite. 

MJcRosAT- RIR Preliminarmente a plataforma proposta 
sARA 1 Rt<ntrad• apresenta os seguintes dados globais: 

.... , t 
- b. 300klll ( .1\ • 100111/t) 

~ •-7630•1• 

r·' .. , 

--~~--------~~----·-~0 

.. massa total do satélite: 150 kg 

.. carga útil: 25 kg 

.. órbita: 300 km 
subsistemas embarcados: 
. . telemetria 
.. escudo térmico, 
.. controle de atitude, 
.. módulo de carga útil, 
. . sistema de recuperação, 
.. motor de indução de reentrada, 

provimento de energia (bateria). ')., ·-~ 

··'\ 
r > . (onunuou._, J 
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Considerando que os custos de lançamento e 
operação do satélite devam ser competitivos, seu 
tempo de desenvolvimento minimizado e seu custo 
acessível, fez-se opção primeiramente por utilizar 
toda tecnologia e meios já existentes no país. Desta 
forma identificou-se como meio provável de 
transporte em órbita, o VLM - Veículo Lançador de 
Microsatélites (Silva et al., 1994) ora em 
desenvolvimento no CT AIIAE. 

Figura 1 - Reentrada e Recuperação 

3.1 Sistema Lançador 

O requisito básico inicial para escolha do sistema veículo lançador é que este seja capaz 
de colocar 150 kg em uma órbita equatorial de 300 km de altitude. Em seguida, é requerido 
que o sistema lançador seja de baixo custo e de fácil operacionalidade. · · ---
Supõe-se portanto, que tanto o VLS - Veículo Lançador de Satélites 
(Boscov, 1991 ), como o VLM - Veículo Lançador de Microsatélites, 
possam ser utilizados para lançamento da plataforma. 

A Figura 2, mostra o VLM (Versão 20) em sua configuração 
preliminar, utilizando a coifa principal do VLS. Trata-se de um veículo 
de 4 estágios, cujos propulsores dos primeiros estágios encontram-se 
em processo de qualificação. O propulsor do 4º estágio (S-33) é um 
novo desenvolvimento, e pode portanto considerar ainda alterações que 
venham a melhorar seu desempenho propulsivo. 

Conforme a referência (Silva et al., 1994) este veículo deverá ter 
um custo de aprox. 2,5 milhões de dólares americanos, tomando-se 
assim bastante atrativo e acessível para lançamento de microsatélites. 
Também em função da sua configuração simplificada, em relação p.ex. 
ao VLS, sua infra-estrutura de lançamento poderá ser simplificada, 
reduzindo desta forma os custos de lançamento. O seu escalonamento e 
satelitização em baixa altitude,deve permitir seu lançamento do Centro 

18940 mm 

YL~I:!O 

de Lançamento de Alcântara e a utilização das estações de rastreio já Figura 2 - VLM - 20 
existentes no país. 
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3.2 Infra-estrutura de Lançamento 

A colocação em órbita da Plataforma poderá ser realizada a partir do Centro de 
Lançamento de Alcântara, o qual está sendo equipado para lançamentos de veículos 
lançadores de satélites. 

Sua posição geográfica é das mais adequadas para atender os requisitos de orbitalização 
da plataforma recuperável, principalmente no que diz respeito a órbita equatorial. Assim 
nenhum investimento seria necessário fazer, a não ser, a disponibilização de uma mesa de 
lançamento adequada a configuração do VLM-20. 

3.3 Infra-estrutura de Recuperação 

O sistema da plataforma recuperável prevê sua recuperação em solo, não devendo exigir 
logística e infra-estrutura sofisticada. 

A recuperação dar-se-á através da utilização de um sistema de pára-quedas, não­
pilotado, levando o Satélite a 
um campo de aterrissagem com · .. . 
diâmetro máximo de 25 km. 
Este local deve ser despovoado 
ou com baixíssima densidade 
populacional, apresentar 
topografia quase plana, sem 
vegetação alta, e ser de fácil 
acesso, por terra ou ar. 

Figure 3 - Região de Aterrissagem do Satélite 

A oeste da ilha de São Luís encontra-se uma região litorânea coberta de dunas, com 
dimensões adequadas para recuperação do Satélite. Esta região é denominada de Lençóis 
Maranhenses, sendo Barreirinha sua cidade mais próxima. Uma grande vantagem da 
utilização desta região para aterrissagem do Satélite é a sua proximidade com o Centro de 
Lançamento de Alcântara, Figura 3 . 

3.4 Interface Plataforma - Lançador 

Tomando a configuração do VLM-20, veículo inicialmente considerado para 
transporte do Satélite, foi estabelecida uma concepção externa preliminar para o 
sistema. Esta é ainda objeto de modificações, principalmente em função de 
considerações aerodinâmicas e das proteções térmicas. 

Sem ainda portanto estabelecer definitivamente a forma e as dimensões da coifa 
(carenagem da carga-útil), a qual na realidade é agora o próprio satélite (plataforma 
recuperável), foi escolhida a opção SARA 70 para que possam ser feitas as primeiras 
estimativas de massa, de concepção estrutural e de acomodação dos sistemas 
embarcados. A notação SARA 70 diz respeito ao arredondamento de 70% do nariz 
da coifa. 

Considerando uma estrutura similar à da coifa principal do Veículo Lançador 
de Satélites (VLS), metálica, e aplicando-se um fator de redução de massa, uma vez 
que uma estrutura em material composto é mais adequada para o sistema em questão, 
obtém-se um valor de aproximadamente 55 kg para sua estrutura. Deduz-se assim a 
seguinte distribuição de massa: 
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• estrutura: 
• sistema de recuperação: 
• escudo térmico: 
• sistema de pilotagem: 
• motor de reentrada 
• baterias: 
• módulo de carga útil: 
• carga útil 

55 kg 
15 kg 
15 kg 
15 kg 
15 kg 
5 kg 
5 kg 

25 kg 

.... Total: 150 kg 

1007 mm 

1158mm-_ _ _ ~ 1410mm 

Esta no entanto continua sendo uma estimativa inicial, e portanto poderá aumentar ou 
ser reduzida. Somente no desenrolar de uma fase preliminar de projeto, quando cálculos mais 
precisos serão realizados, é que ficará estabelecida a massa total do sistema. 

4. CONCEPÇÃO DA MISSÃO E DO SISTEMA 

Para a concepção de uma missão que efetue experimentos de microgravidade, a primeira 
fase, fundamentalmente, será a análise de missão, devendo esta atender: 

• Objetivos da Missão 
Desenvolvimento de Plataforma Orbital Recuperável, de curta permanência em 
órbita, durante a qual deverão ser realizados experimentos em ambiente de 
microgravidade. Recondução da plataforma à Terra com recuperação em solo. 

• Características da Missão 
Lançamento em órbitas baixas, circulares, com vida útil de 1 O dias, gerando ambiente 
de micro gravidade (I 0-4 g). Estabelecimento de janelas e corredores de reentrada, 
frenagem e reentrada na atmosfera, recuperação por pára-quedas em solo. 

• Avaliação da Missão 
• Requerimentos de Guiagem: 

Plataforma estabilizada em três eixos, capacidade de realização de manobras de 
órbita e de atitude e de manobras de recuperação. 

• Análise da Utilidade da Missão: 
Identificação, nos meios científicos e na indústria, de usuários, que que1ram 
efetuar experimentos de microgravidade. 

• Geometria Espacial da Missão 

• Órbita: 
Definição da órbita a ser adotada, em 
função do lançador, da missão, 
determinação, simulação e propagação 
da órbita. Estabelecimento de condições 
"nominais": local de lançamento 
(Alcântara), tempo de vida útil ( t= I O 
dias), excentricidade da órbita (e= 0,0), 

Inclinação da órbita (i= 15° ), semi-eixo 
da órbita (240km ~ Altitude ~ 300km), 
ascensão reta do nodo ascendente 
( .Q = 0° ), Argumento do Perigeu 
(nominal: M = 340° ). 
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• Atitude: 
Definição da atitude a ser adotada, em função da comunicação, da missão, sua 
determinação, previsão e propagação. 

• Janela de reentrada: 
Definição da janela de reentrada, em função do local de recuperação e da órbita. 

• Corredor de reentrada: 
Definição do corredor de reentrada, em função da janela de reentrada e do local 
de recuperação. 

• Trajetória: 
Definição da trajetória de reentrada em função da órbita, da janela e do corredor 
de reentrada, do local de recuperação, da época e de outros parâmetros impostos 
pela missão. Portanto, devem ser estabelecidos: altitude de abertura do pára­
quedas (nominal: h= 6 km), precisão na recuperação (área de raio nominal: r = 
12,5 km), velocidade máxima de Impacto (nominal: Vimp ~ 6 m/s). 

• Dinâmica Particular da Missão 
Na dinâmica particular da missão, devem ser considerados: Forças Perturbadoras: 
Potencial Gravitacional e Forças Aerodinâmicas, Forças de Controle, Forças dos 
Propulsores de Atitude e Forças do Retro-propulsor e as Equações do Movimento. 

• Definição e Dimensões do Satélite 
A definição e as dimensões do satélite são estabelecidos a partir das seguintes 
premissas: dimensões, massa e forma (em função do tipo de Lançador), distribuição 
da Massa (em função da estabilidade aerodinâmica) e finalmente, a potência do 
Retro-porpulsor (em função da massa e da velocidade da plataforma), 

• Configuração e Subsistemas do Satélite 

• Estrutura: 
Compreende o projeto, a 
fabricação, a integração do 
satélite, a adaptação entre o 
projeto estrutural do 
Lançador e o projeto 
estrutural Satélite, e sua 
arquitetura eletro-eletrônica. 

• Arquitetura eletro-eletrônica: 
Compreende a arquitetura · 
eletro-eletrônica do satélite, 
e a definição de: antenas(s), 
receptor( es ), transmissor( es ), 

Antenas 

Sensores de 
horizonte 

Figura 4 - Plataforma Orbital Recuperável 

transponder(s), cabos, conectores e conversores DC/DC, GPS, etc. 

• Subsistema escudo térmico: 
Condições ambientais de reentrada: temperatura de 117 a 1800 K; fluxo térmico 
~ 3 MW 1m2

; carga térmica ~ 682 MJ/m2
; pressão aerodinâmica ~ 40 kPa; NPS ~ 

166 dB.; materiais de proteção térmica, ablativos e permanentes. 

• Propulsão: 
O sistema propulsivo de controle de atitude é constituído por dois tanques de gás 
comprimido e dois propulsores duplos, os quais se encontram no plano horizontal 
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do centro de massa da plataforma, perfazendo, em cada propulsor duplo, um 
ângulo de 90°, encontrando-se os dois conjuntos em posições opostas. 

• Módulo da carga útil: 
Tipo gaveta para encaixar e abrigar a carga útil. 

• Carga útil: 
Espaço a ser fornecido ao usuário interessado em fazer experimentos de 
microgravidade, capacidade estipulada em 25 kg. 

• Motor de reentrada: 
Motor-Foguete com 6 kg de massa de propelente sólido e empuxo de 200 N. 

• Recuperação: 
Recuperação do satélite por pára-quedas com eletrônica adequada a seu controle. 

• Fornecimento de energia: 
Uma bateria fornecerá a energia, do princípio ao final da missão, sendo 
dimensionada para fornecer 130-350 W-h!Kg, tarefa para a qual foi escolhida uma 
Bateria de Lithium Sulfur Dioxide de 3litros=200xl50xl00mm com massa de 5 
kg. 

• Controle: 
O hardware do sistema de controle compreende 2 Sensores de Horizonte, um Giro 
e um Magnetômetro em três eixos, para determinação da atitude e um Sistema de 
Propulsão a jato de gás frio para manter, e ou obter, a atitude desejada. 

• Comunicação: 
Exige, tanto um sistema de telemetria (TM/TC) quanto um sistema de 
telecomando, assim necessita-se de um diplexer e duas antenas microstrip, dois 
receptores e dois transmissores, sendo que este conjunto deverá formar o sistema 
de telemetria e o transponder simultaneamente, e um GPS. 

• Computador de bordo: 
O controle exige um microcomputador de Bordo supervisor do sistema e 
controlador de atitude, tudo interligado por barramentos e interfaces padrão. Além 
do software, que gerenciará o modelo de controle através do computador de bordo 
e o da estação de controle. 

• Plataforma de aquisição de atitude: 
Definida em função dos subsistemas anteriores e do controle. Compreende 2 
Sensores de Horizonte, um Giro e um Magnetômetro em três eixos, para 
determinação da atitude. · 

4.1 Configuração do Satélite 

O Satélite, como descrito anteriormente, é constituído de diversos equipamentos e 
sistemas embarcados, sendo a distribuição destes no veículo de enorme importância, por 
questões de estabilidade aerodinâmica, acionamento do motor de impulsão em reentrada, 
necessidade de manobras, abertura de pará-quedas, impacto em solo, etc. 

A definição do sistema exige, portanto, que sejam consideradas diversas concepções e 
configurações, envolvendo conceitos de distribuição dos equipamentos e sub-sistemas 
embarcados, com objetivo de proporcionar a solução mais adequada. 

Um estudo detalhado de concepções e configurações foi feito e é descrito em (Villas 
Bôas, 1996). Neste trabalho foram estudadas várias configurações, nas quais foi variada a 
localização dos principais componentes e sub-sistemas embarcados. 
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As configurações foram analisadas, com respeito a critérios como: 
• facilidade de balanceamento e distribuição de equipamentos, 
• amortecimento e impacto em solo da plataforma, 
• acesso aos equipamentos e componentes, 
• retardo e perturbações no acendimento do propulsor de frenagem, 
• necessidade de manobra para reentrada, etc. 
No quadro a seguir são apresentadas as concepções consideradas mais adequadas, em 

atendimento aos requisitos anteriormente mencionados: 

Carga útil dianteira 
Baterias dianteiras 
Propulsor traseiro 
Para-quedas traseiro 

I 

-~ --fi \ 
7 ~ 

Manobra para reentrada 
Ejeção do propulsor para 
abertura do pará-quedas 

I OPÇÃO I DESCRIÇÃO 

Carga útil dianteira 
Baterias dianteiras 
Propulsores traseiro 
Para-quedas lateral traseiro 

I 

-~ 

8 ~ 
I DESVANTAGENS 

Manobra para reentrada 
Manobra de abertura do pará­
quedas 
Impacto descentrado em solo 
Balanceamento do pará-quedas 
e componentes eletrônicos 

~----------------------._ __ _._ 

Carga útil dianteira 
Baterias dianteiras 
Propulsores traseiros laterais 
Para-quedas traseiro 

9 -~ 

Manobra para reentrada 
Manobra de abertura do pará­
quedas 
Eventual retardo de 
acendimen-
to 

Conclui-se e recomenda-se que a solução a ser adotada esteja entre essas 3 opções, ou 
derivações delas, sendo que a decisão final deve ser feita em função do estudo de 
dimensionamento dos propulsores, a ser realizado na próxima fase do projeto. 

4.2 Sistema de Recuperação 

O Satélite será recuperado em solo com auxílio de um sistema de pará-quedas, sistema 
este designado por SARA - Sistema Auxiliar de Recuperação Aerodinâmica, conforme 
descrito nas referências (Morgenstem, 1995) e (Moraes, 1997). 

A definição do sistema de recuper3;ção exige 
que SeJam consideradas diversas concepções e 
configurações, envolvendo parâmetros que bem 
definem a altitude e a velocidade de abertura do pará­
quedas. Também o tipo de pará-quedas a ser utilizado 
deve ser cuidadosamente analisado, considerando 
aspectos tais como, peso, materiais e custo. Um 
estudo detalhado de concepções e configurações foi 
feito e é descrito em (Koldaev, 1996). 

O sistema de pará-quedas, figura 5, será aberto 
à aprox. 6 km de altitude quando a carga útil 
encontra-se com uma velocidade de aprox. 120 rnls. 

Figura 5 - Sistema de Recuperação 

8 
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A abertura do pará-quedas principal é antecedida pela abertura de um pará-quedas piloto 
e de um de arrasto. Basicamente o sistema de recuperação é consútuído por: 

• pará-quedas piloto, 
• pará-quedas de arrasto, 
• pará-quedas principal e 
• air bag. 

O air bag tem aqui por função absorver parte da energia de impacto do veículo com o 
solo. O protótipo do pará-quedas será exaustivamente testado em solo e através de 
lançamentos de aeronaves e balões. 

5. CONCLUSÕES 

Para a realização de experimentos em ambiente de microgravidade foi apresentada uma 
proposta de um sistema orbital recuperável. O sistema, constituído de plataforma em forma de 
cápsula, permanece em órbita pelo tempo necessário para realização de experimentos, sendo 
em seguida redirecionada à Terra, onde é recuperada em solo. 

O sistema proposto representa uma alternativa de concepção do tipo return-on-request, 
inovadora e realista, para os usuários de experimentos científicos e tecnológicos de pequeno 
porte, e para os propósitos e domínio tecnológico das instituições participantes do projeto. 

O presente artigo resumiu e discutiu as atividades desenvolvidas e os resultados obtidos 
em um estudo de viabilidade técnica, o qual teve por objetivo maior, coletar informações 
sobre as diversas tecnologias e conhecimentos envolvidos. Conclui-se deste estudo que o 
desenvolvimento de tal sistema é viável e que parte das tecnologias e conhecimentos 
envolvidos são já existentes no país, não obstante a necessidade de desenvolvimento de novos 
materiais de proteção térmica e da tecnologia de recuperação em solo. O artigo também 
resumiu e apresentou a especificação e a concepção do sistema. 

6. REFERÊNCIAS 

Boscov J. & Palmério, A. F., The Brazilian Satellite Launcher, 42nd Congress of the 
lnternational Astronautical Federation, Montreal, Montreal, Canadá, 5-11 Oct 91 

Koldaev, V., Concepção, Descrição e Dimensionamento Preliminar de um Sistema de 
Recuperação por Pára-quedas, CT AIIAE, NT-127/ASE-N/96, Nov 1996 

Moraes, P. Jr., Concepção Preliminar de Plataforma Orbital para Experimentação em 
Ambiente de Microgravidade, CT A/IAE, NT -132/ ASE-N/95, Mar 1997 

Morgenstern, A. Jr. et ai., Microsat-RRJSARA Relatório de Atividades- Anteprojeto- Fase 1, 
CT A/JAE, NT-1 01/ASE-N/95, Set 1995 

Pilchowski, H.-U., Relatório PTMREC - Posicionamento e Trajetória de Micro-Satélite 
Recuperável, INPE, Ago 1995 

Silva, C. M. R. et ai., Veículos Lançadores para Micro-Satélites, 2º Simpósio Brasileiro de 
Tecnologia Aeroespacial, São José dos Campos-SP, 17-21 Out 1994 

Villas Bôas, D. J., Estudo de Concepções e Lay-out 's para o Sistema SARA, CT A/JAE, 
NT -1 07 I ASE-N/96, Abr 1996 

9 



PAPER CODE: COB227 

XIV Brazilian Congress of Mechanical Engineering 
Obeid Plaza Hotel Convention Center- Bauru - SP/Brazil 

December 08-12'" 1997 

DESIGN OF AN AUTONOMOUS VEHICLE FOR DISABLED PEOPLE 

MARCELO BECKER & FRANCO GJUSSEPE DEDINI 
DeparTment of"Mechanicaf Design, Faculty of Mechanical Engineering- UNICAMP 
CEP 13083-970 Campinas- SP Brazil - e-mails: becker@lem.unicamp.br 

dedini@dpmfem. unicamp. br 

Abstract 
The objective of this work is to study the constructive forms more viable to build an autonomous vehicle for 
disabled people (A VD) for use indoors. This article presents the dynamic models of two different conligurations 
of tricycle A VOs. The first configuration has rear driving wheels and front steering wheel and the second. front 
driving and steering wheel. We used these configurations because they have a good psychological impact on 
peopie and on user's self-image. The equations ofmotion goveming the behavior ofvehicle are obtained with the 
Nev.1on and Euler 's equations. Through the dynamic equations, the anaiyses of dynamic stability and dirigibility 
for the configurations are made for different kinds of driving and steering. This work shows that with carefui 
design, the tricycie configuration with rear driving and front steering are more stable and dirigible. Considering 
the results of stability and dirigibility, a fuzzy controller for navigation, obstacle avoidance and velocity contrai is 
design. The fuzzy controller was simulated and the results indicate that it is better use the velocity control only on 
final approach to goal position. 

Keywords 
Autonomous Yehicle for Disabled, dynamic behavior, fuzzy controller, self-image, comfort. 

1. INTRODUCTION 

Nowadays, the applications of robotic systems in the various specialties of rehabilitation, 
while diverse, share a common feature: the ~echnology is there to serve people. The sensory 
and computational requirements of these robotic systems are more stringent than industrial 
robots due to the nature of human-machine interaction. The relationship between robots and 
people is very direct, with technology working along side an individual, feeding and serving 
drinks to an individual, acting as a smart exercise partner, or giving mobility assistance. 
Manipulators as a technical assistance for the disabled have been widely studied for a few 
years (Napper & Seaman, 1989). Recently, many researchers have tumed their attention to 
producing automatic guidance systems that are able to assist users with the navigation of 
powered wheelchairs (Yoder et a/., 1996). 

Wakaumi et a/. (1992) developed an autonomous wheelchair that follows guide tracks 
that are embedded in the floor, as an AGV (Automatic Guided Vehicle) used in the industrial 
field. The use of guide tracks can resolve factory automation problems, but may be impractical 
and difficult to implement and maintain due to the variety of complex paths that are required 
for household o r office navigation and the need for an easily reconfigured system. Y oder et a/. 
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( 1996) used two cameras and drive-wheel rotation information t~ obtain information about 
A VD's position and environment. Today, the use of cameras as localization sensors has 
economic restriction, not because of their actual cost, but because of the computer structure 
required to treat their information. Bourhis & Pino ( 1996) used ultrasonic transductors and 
infrared transmitters/ receivers to estimate the A VD position and model the environment. 

The last work, as an AMR (Autonomous Mobile Robot), added autonomous mobi1ity for 
the vehicles but, in all cases a conventional wheelchair configuration (with four wheels) was 
used. This article studies the dynamic behavior of a tricycle A VD. We used this configuration 
because it is not a conventional configuration for wheelchairs and this has a psychological 
influence on the users. Socially, both with children and adults, the tricycle configuration has a 
good impact and the effect of this, on user's self-image are to make them positive about their 

abilities. 
Autonomous vehicles are usually driven by some guidance systems (energized wire loop, 

optical sensors, ultrasonic, laser, etc.). Conventional controls are not suitable for navigation in 
complex and dynamically changing environrnents when! unknown obstacles may be located 
on a priori planned path (conflict of objectives: goto goal position x obstacle avoidance). To 
resolve these problems we used a fuzzy logic controller for the navigation and obstacle 
avo i dance based on Baxter & Bumby ( 1995) previous work. 

2. DYNAMIC EQUA TIONS 

Tricycle vehicles are commonly employed for AGVs, AMRs and passenger transport 
units. One of the problems associated with these vehicles is their peculiar handling 
characteristics that make them prone to overtuming during ordinary maneuvers. Thanks to 
automobile industry, research and development in four wheeler dynamics are well established. 
But, low overtuming stability is generally not associated with this configuration. For this 
reason, automobile research has largely concentrated on developing better steering control, 
road characteristics and ride comfort . ln contrast, three wheeled vehicles have not been 
researched and developed as extensively (Raman et ai., 1995). 

But, with proper design, the vehicles' mass center position can be located near to rear 
axle, and the problems can be minimized. Preliminary results about the influence of mass 
center position on rollover and lateral stability are shown on Becker & Dedini ( 1996). This 
work is based in Chang & Lee (1990) and Raman et ai. (1995) previous studies about stability 
of three and four wheeled vehicles, and shows only the equations for vehicles without castor 
wheels and with non-differential transmission. 

The castor wheel can provoke a stability problem on nonnal tuming and obstacle 
avoidance due the inclined steering column. The inclination on wheel column causes an align­
torque and modified the position ofmass center. The tire's model used in this work is a linear 
elastic model based in Huston et ai. ( 1982). This model is used because through it is possible 
to compare the behavior of the configurations for the sarne input power P( t ), acceleration and 
velocity . 

The equations of motion goveming the behavior of vehicles are obtained with the 
Newton and Euler's equations. The following assumptions are made: the configurations are 
modeled as rigid bodies represented by a triangular plane, the gravity centers are sufficiently 
low so that the pitch and rolling motion can be neglected, the Air friction is neglected and the 
vehicles are symmetrical along longitudinal axis. 

After these simplifications, the vehicles' motion can be considered as a rigid body motion 
on a plane surface. Only longitudinal, lateral and yaw motions need to be considered. The 
motors supplies power to wheels (W;) and with the rolling friction causes longitudinal forces 

2 
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(Ui). The frictional resistance at the wheels is directly proportional to normal reactions (Pi) . 
Vehicle maneuvering is achieved by tuming the steering wheels through the steering input 
angle 8(t). While tuming, lateral ground forces (Si) are developed at the wheel road contact 
points which are perpendicular to the planes of the wheels (Wi). The lateral forces are 
functions ofthe slip angles alone ('l'i) which are defined as the angles between the plane ofthe 
wheels and their actual direction of motion. The mass moment of inertia of the configurations 
is given by lz. 

Figure I - Free-body diagram ofTricycle A VOs. 

(a) 

Figure 2- Free-body diagrams ofTricycle AVOs:(~) rear dri ving wheels and front steering wheel and (b) front 
dri ving and steering wheel. 

Through the Newton and Euler's equations, a set of differential equations is obtained for 
each configuration. The full equations can be found in Becker ( 1997), we will show here only 
the final equations. The Newton-Euler's equations, for the A VD configuration with rear 
driving wheels and front steering wheel (fig. 2- a), are: 

3 
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The lateral forces on tires (Si) are considered directly prop_ortional to slip angles (\Vi). 

Raman et ai. ( 1995), and the longitudinal forces can be obtained summing rolling friction 
forces and driving forces. Thus, the dynamic behavior of the vehicle is govemed by the 
follows three second orders, coupled ordinary differential equations: 

J71 == Vr úJ 7. - J..i: (!~coso,+ 1,) + V, P(~) - c." cos/3, (o, - r·r +I, (!] 1 ) (4) 

(v ~ b- ~) m I ' . m . - - úJ 1 
.1 4 7. 

1
:· - , . 2 v c 
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V1 -12 (L) z 

( 
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As the sarne way, for the A VD configuration with front driving and steering wheel (fig. 2 

- b ), the Newton-Euler's equations are: 

I F\ =ma,= m(V\" ~v) Wz )= - (U, + u4 )+ u, coso\- SI cos /31 (7) 

IF) =ma ) = m(V) +V\" Wz )=S3 +S4 +SI senfJ) +V) seno) (8) 

LMz =l
2

iv
2

= %(U4 -U3 )+11 U1 seno1 +11 S1 senf31 -l~(S\+SJ (9) 

And the set of differential equations are: 
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( 12) 

Where: K 1 = V1 cos 8 1 + (V1 + 11 w z )sen 8 1 and C"'i is the comering stiffness of each tire. 

As these sets of equations are strongly nonlinear and complicated, the MatLab 's function 
'ode45' is adopted for the numerical solution procedure. The simulations show the behaviors 
ofthe configurations for different maneuvers (see item 4- Results). 

3. FUZZY CONTROLLER 

The use of juzzy logic in control is well documented in literature. lnitially the input 
variables are fuzzified and linked, via a set of linguistic rules, to the fuzzy output during the 
composition and encoding stages. The fuzzy output is then defuzzified to produce a crisp 
output value. The development of the fuzzy controller is conveniently divided into two parts: 
navigation control, and obstacle avoidance control. An important principie is adopted at the 
outset: the obstacle avoidance structure should always be active but should not affect the 
normal operation ofthe AVO unnecessarily. This principie requires that the navigation control 
and obstacle avoidance be a carefully integrated control structure so as to prevent conflicts 
between the navigation control and obstacle avoidance control. 

ln order to prevent stability problems during normal maneuvers, the limits obtained in 
previous work about mobile robots (Becker & Dedini, 1996) are used to design the fuzzy rule 
sets and to decide the maximum velocity. A cruiser velocity is used during the path and the 
fuzzy velocity controller is used only in the final approach. ln other words, the controller 
slows the A VD down only as it approaches the goal position: ''JF distance to goal position is 
Slvi.ALL then velocity is SLOW'. The controller uses max-min inference and the correlation 
minimum encoding technique to give a wide range of output values. 

o~)'_ I! 

L 
Figure 3 - State variables and global coordinate system. 
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The following equations derive the values of the state variables from the global - ~ 

coordinates ofthe AVD and its goal: 

e, = arctg [ Yt - y' J , 9fe = 9s - Sr , 9he = 9, - 9s and Soe = 9, - Sr 
X 1 -X,. 

(13) 

The basic navigation controller is responsible for moving the A VD fram start posJtJOn to 
its goal position defined in terms of (xr, yr, 9r). To achieve this contrai, five principies were 
adopted in the development ofthe navigation contrai sets, Baxter & Bumby (1995): 
I. If the A VD is long ·way from the goal position, steer so as to head straight towards it, that 

is: 9he ~O; 
II. If the A VD is a medium distance fram the goal attempt to move the vehicle to line up 

behind the goal heading towards it, that is 9re ~ O; 
III. If the A VD is a sma/1 distance from the goal posítion, try to line up directly with the 

center-line, that is: 9he e 9re ~ O; 
IV. lf the A VD is not orientated to succeed steer away fram the goal for a new appraach: 
V. If the A VD is afmost on top of the goaf position try to achieve the demanded final 

orientation, that is: Soe or 9he + 9re ~ O. 
The obstacle avoidance is added to contraller by a set of inhibitive rules of the fonn: ""JF 

obstacle is AHEAD LEFT then DO NOT steer ZERO. NEGATIVE SMALL, .. . ". This type of 
rui e set reduces the activation of an output set rather than increasing it, as would be the case if 
a positive avoidance rule were used, and is generally preferred as it produces a better control 
action, Baxter & Bumby ( 1995). The aim of the inhibitive rules is to produce a mask vector 
that , when multiplied by the fuzzy vector, give an overall output vector. The mask vector 
contains values indicating how acceptable each possible steering angle set is in view of the 
proximity of obstacles. 

The input sets for the obstacle avoidance contraller are linked to particular areas of the 
certainty grid relative to the vehicle. The area covered by a set is the area that the vehicle 
would occupy if a particular output set was activated. Each rule links one or more of these 
input sets to a degree of inhibition of the corresponding output steering angle set which ranges 
from O, total inhibition, to 1, no inhibition. Sets covering areas close to the vehicle have the 
greatest inhibitive effect and prevent any activation of their linked output set, while more 
distant sets merely reduce the activation. But, there are some prablems with using inhibitive 
rules and center of gravity defuzzification: the resultant output would still be to steer straight 
on as compromise between going left or right round the obstacle. To guarantee that the 
defuzzified output will not fali within one of inhibited sets, sliding window defuzzification is 
used. To provide altemative suggestions. in the situation when ali the output sets activated by 
the navigation contraller are inhibited by the obstacle avoidance rules, a technique called rule 
spreading is used, Baxter & Bumby ( 1995). 

4. RESULTS 

The Matlab's function 'ode45' is used for the numerical solution of the dynamic 
equations (item 2), for radius of curvature p = 1.0 m. The most important results are shown on 
plots I to 3. The plot 4 shows the fuzzy contraller in two different enviranments (I obstacle 
and 2 obstacles presents), with velocity contrai on final appraach. The pertinent data for the 
simulations are: m = 150 kg, L= 0.75 m, b = 0.375 m, P(t) = 100 W, 8 = 5.73° and 1.1 = 0.1. 
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Accelera1ion on Y Axis (mis2) 
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Plot I - Dynamic behavior oftricycle A VD with rear driving and front steering wheels on Y and Z axis. 
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Plot 2- Dynamic behavior oftricycle AVD with front driving and steering wheel on Y and Z axis. 
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Plot 3- Dynamic behavior oftricycle AVDs: (a) rear driving wheels and (b) front driving wheel. on X axis. 
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Plot 4 - Simulation of the fuzzy controller on open-Joop in two different environments (I obstacle and 2 obstacles 
presents). 
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S. CONCLUSIONS 

The plots 1 and 2 show the behavior of the two tricycles A VOs configurations. The sarne 
behavior is found for both vehicles on Y and Z axis. The plot 3 shows different behaviors for 
the two configurations on X axis. As the mass center's position is closer to rear axis, the 
acceleration grows less on Y and X axis. Tricycle A VOs with front steering and rear driving 
wheels have naturally the mass center's position close to rear axis. Because that. we 
recommend this configuration. Plot 4 shows the simulated behavior of the AVO (controlled 
by a fuzzy controller) in an environmental with one and two obstacles. The fuzzy controller 
seeks to provide an integrated navigation and obstacle avoidance contrai scheme as the AVO 
moves to goal without the need for an absolute path defined before movement starts. We 
conclude that with proper design it is possible to use tricycle configurations for A VOs. But, it 
is necessary more studies about the contrai behavior when the AVO needs to pass narrow 
doorways (this situation was not simulated). · 
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Abstract 
This paper shows some E CE-R 13 requirements for heavy vehicles brake systems, specially the 

requirements related with brake performance, brake forces distribution and compatibility between towing 
vehicles and serrti-trailers during the braking process. Satisfactory comparison between theoretical values ( 
obtained with mathematical model and computer program utilized for heavy vehicles braking study ) and 
experimental va1ues. from road tests, of braking performance were reached on an heavy vehicle examp1e 
application, where was utilized the LS 1941 tractor of Mercedes-Benz of Brazil coupled with FNV - CARGA 
SECA serrti-trailer of FNV of Brazil, and will be shown on this work. This work intend to be a contribution to the 
study of E CE-R 13 regu1ation application on heavy vehicles braking process and for vehicle safety. 

Keywords 
braking process. performance, stability, braking regu1ation, heavy vehicles, vehicular safety 

Palavras-chave 
freagem, desempenho, estabilidade, normas de frCÍos, veículos pesados, segurança veicular. 

I. INTRODUÇÃO 

A regulamentação ECE-R 13 possui relevante importância entre as regulamentações 
internacionais e será utilizada pelos países que compõem o MERCOSUL na comercialização 
de seus veículos, neste sentido abordar alguns de seus aspectos gerais e requisitos para 
sistemas de freios de veículos toma-se oportuno. 

Para enfatizar alguns requisitos desta regulamentação será realizada uma aplicação em 
um veículo exemplo com a utilização de um modelo matemático e programa computacional 
decorrente, desenvolvidos para a obtenção do desempenho de veículos pesados na freagem e 
mostrados em detalhes por F em andes ( 1994 ). 
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Comparações entre valores teóricos e experimentais de desempenho do veículo pesado na 
freagem e alguns requisitos da ECE-Rl3 relacionados também serão mostrados neste trabalho. 

2. ASPECTOS GERAIS DA ECE-Rl3 

A Economic Commission for Europe é uma organização das Nações Unidas, com sede 
em Genebra, responsável pela elaboração de regulamentações que visam promover o livre 
comércio na Europa, facilitar o estabelecimento de relações comerciais e eliminar barreiras 
comerciais entre os países. 

Neste sentido, a regulamentação ECE-Rl3 estabelece requisitos uniformes para a 
aprovação de diversos veículos quanto à freagem, sendo os veículos classificados em 
categorias. 

O veículo combinado exemplo que será utilizado é o veículo trator LS 1941 ( da 
Mercedes-Benz do Brasil ) acoplado ao semi-reboque FNV-CARGA SECA ( da FNV do 
Brasil ), estes veículos pertencem as categorias N3 e 0 4 conforme a ECE-R 13. Portanto, neste 
trabalho serão enfocados principalmente os requisitos para os veículos das categorias N e O. 

A categoria N3 considera os veículos motorizados com quatro rodas ou mais, utilizados 
para o transporte de mercadorias e com massa máxima superior a doze toneladas. Na categoria 
0 4 estão os reboques e semi-reboques com massa máxima maior que dez toneladas. 

A ECE-R13 é elaborada pelo grupo de trabalho WorÁ"ing Party 29 ( WP29 ) indicado 
pelos Comitês Governamentais e que delega a preparação e o desenvolvimento de propostas 
técnicas e emendas para diversos Meetings of Experts, como o GRRF que trata de freios e 
outros sistemas veiculares. 

Para que um veículo e/ou sistema/componente esteja de acordo com a ECE-R 13 é 
necessária a obtenção de um Certificado de Aprovação de um órgão autorizado a realizar a 
certificação e do reconhecimento governamental do país onde o veículo e/ou 
sistema/componente é comercializado. Em alguns países como o Brasil admite-se a auto­
certificação, onde a verificação do cumprimento das exigências legais é realizada pelo próprio 
fabricante, que posteriormente obtém o reconhecimento e certificação do governo. 

O esquema descrito anteriormente, chamado l}pe-approval, toma o fabricante 
responsável por cumprir os requisitos legais de construção e desempenho do veículo e/ou 
sistema/componente e, ao mesmo tempo, compromete as autoridades a confirmar se a 
interpretação e aplicação da regulamentação no veículo e/ou sistema/componente está 
satisfeita. 

A certificação também compele o fabricante a manter controle de qualidade adequado 
para verificar que todos veículos/componentes da linha de produção estejam conforme o type­
approval, o que é chamado de Conformidade de Produção ( COP ). 

Quaisquer modificações introduzidas no veículo e/ou sistema/componente, que podem 
afetar o projeto, o desempenho e a confiabilidade do produto já aprovado, devem ser 
notificadas as autoridades de aprovação, que podem indicar uma nova verificação parcial ou 
total do produto segundo as exigências da regulamentação. Isto pode tomar a introdução de 
modificações nos veículos e/ou sistemas/componentes mais lenta e complexa. 

As autoridades tem o direito de inspecionar a produção periodicamente e checar se os 
veículos e/ou sistemas/componentes estão em Conformidade de Produção, caso não estejam 
podem ser aplicadas penalidades por não Conformidade de Produção. 

A concepção da ECE-R13 permite que a aprovação e o reconhecimento sejam recíprocos, 
ou seja, a aprovação de um veículo em um país que adota a ECE-R 13 garante o 
reconhecimento em outros países que também utilizam a ECE-RI3. Isto pode facilitar a 
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existência de regulamentação internacionalmente aceita e comum a vários países, além de 
ajudar a eliminar as barreiras comerciais entre estes. 

3. REQUISITOS CONSTRUTIVOS E FUNCIONAIS DA ECE-R13 

Entre os requisitos para materiais dos freios destaca-se o que estabelece que os materiais 
das guarnições dos freios não devem conter asbestos, que são prejudiciais para o meio 
ambiente. A E CE-R 13 estabelece diversas especificações construtivas para o freio de serviço, 
para o freio secundário e para o freio de estacionamento dos veículos, algumas destas são 
descritas a seguir. 

Quanto ao freio de serviço, este deve possuir ação graduada em todas as rodas, com 
segurança, rapidez e eficácia em qualquer velocidade, carga e aclive e declive, ter controle 
independente do freio de estacionamento, possuir ação residual de freagem ( mesmo após 
ocorrer falha ) com continuidade de funcionamento indefinida, apresentar circuitos de freio 
duplos nos veículos com freio a ar comprimido e circuitos de freio separados para o veículo 
tratar e reboque/semi-reboque, que podem ter componentes em comum com o freio 
secundário e de estacionamento, etc. 

O freio secundário deve apresentar ação graduada nas rodas em que atuar, pode ter o 
mesmo controle do freio de serviço, ter continuidade de funcionamento indefinida, garantir 50 
% do desempenho do freio de serviço em caso de falha deste, não pode coincidir com o freio 
de estacionamento, etc. 

O freio de estacíonamento dos veículos deve possuir ação mantida mecanicamente, ser 
capaz de manter o veículo estacionado em aclive e declive ( dentro de certos limites de 
inclinação ), permitir o seu acionamento com o veículo em movimento ( quando os freios de 
serviço e secundário possuem o mesmo controle ), pode permitir o acionamento do freio de 
estacionamento do reboque/semi-reboque de fora da cabina, etc. 

4. REQUISITOS DE DESEMPENHO DA ECE-R13 

O Anexo 4 da ECE-R 13 trata dos testes de freagem e do desempenho dos sistemas de 
freio de serviço, secundário e de estacionamento. 

Os critérios distância de freagem ( S ) e Mean Fully Developed Deceleration ( MFDD) 
obtidos durante a freagem permitem avaliar o desempenho do veículo durante a freagem com 
a aplicação do freio de serviço ou com a aplicação do freio secundário. 

A distância de freagem é o espaço percorrido pelo veículo desde a aplicação do sistema 
de freios pelo motorista até a parada total do veículo, com velocidade inicial no momento da 
aplicação dos freios não menor que 98 % da velocidade prescrita para o teste. 

O parâmetro MFDD pode ser entendido como a desaceleração média atingida com 

relação a distância percorrida no intervalo das velocidades Vb e V e , sendo obtido através da 
equação: 

(I) 

Embora existam dois parâmetros de desempenho, a distância de freagem é o parâmetro 
mais utilizado e, muitas vezes, o controverso parâmetro MFDD não é medido. 

Na E CE-R 13 existem vários requisitos que os freios de serviço, secundário e de 
estacionamento dos veículos das categorias N3 e 0 4 , as quais o LS 1941 da Mercedes-Benz 
do Brasil e o FNV - CARGA SECA da FNV respectivamente pertencem. A seguir serão 
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destacados alguns destes requisitos, sendo que o cumprimento destes pelo veículo exemplo 
será verificado posteriormente através de valores teóricos, obtidos com o modelo matemático 
e programa computacional que serão utilizados neste trabalho, e de valores experimentais 
obtidos em testes de campo. 

Para veículos da categoria N3 ( como o LS 1941 da Mercedes-Benz do Brasil ) a 
regulamentação ECE-R13 indica que durante a realização do teste Type-0, o desempenho 
atingido com a aplicação do freio de serviço, motor desengatado e velocidade inicial de 60 
km/h, deve ser : 

S:::;; 36,7 m (obtido da equação S = 0,15 v+ (/I 130) ). 
MFDD:;:: 5 m/s2 (obtido da equação (1) ). 

O teste Type-0 para o desempenho na freagem dos veículos da categoria N3 deve ser 
conduzido com os freios frios ( temperatura destes menor que 100 °C ) e veículo vazio e 
carregado. 

Este teste deve ser conduzido em trecho retilíneo e nivelado, em pista com boa aderência 
e quando a ação do vento não é capaz de afetar os resultadqs dos testes, além disso, os valores 
de desempenho deste teste devem ser alcançados sem o veículo apresentar bloqueio total das 
rodas, desvio de sua trajetória inicial e vibrações anormais. 

A ECE R13 estabelece que os veículos nos quais podem ser acoplados semi-reboques, o 
freio de estacionamento destes veículos deve ser capaz de manter o veículo combinado, na 
condição operacional carregado, estacionado em aclive ou declive com 12 %de inclinação. 

Para os veículos da categoria 0 4 equipados com freio pneumático ( como é o semi­
reboque FNV- CARGA SECA da FNV ), a ECE-Rl3 determina que o freio de serviço deve 
proporcionar forças de freagem na periferia das rodas freadas de pelo menos 45 % da carga 
estática máxima nestas mesmas rodas, sem que a pressão na linha de fornecimento exceda 7 
bar durante o teste. 

5. COMPARAÇÕES TEÓRICO-EXPERIMENTAIS DE DESEMPENHO 

Os resultados teóricos que são apresentados neste trabalho foram obtidos utilizando-se 
um modelo matemático e programa computacional desenvolvidos pela Escola de Engenharia 
de São Carlos da Universidade de São Paulo e pela Mercedes-Benz do Brasil. Este modelo 
matemático e programa computacional são mostrados em detalhes por Fernandes (1994) e 
Fernandes (l995a). 

Neste modelo matemático, o desempenho do veículo combinado exemplo na freagem é 
obtido com a aplicação da técnica do passeio do centro de gravidade, proveniente da 
Engenharia Aeronáutica, que permite conhecer todas as posições possíveis e admissíveis que 
o centro de gravidade do veículo pode ocupar, respeitando os limites geométricos do veículo e 
os limites de peso nos eixos impostos pela legislação em vigor no Brasil e pelo fabricante do 
veículo. A aplicação desta técnica é mostrada em detalhes por Fernandes (1994) e Fernandes 
et a!. ( 1995b ). 

Portanto, conhecendo-se o passeio do centro de gravidade pode-se obter o desempenho 
do veículo em qualquer condição operacional, incluindo qualquer carregamento e 
posicionamento da carga no veículo possível e admissível, e em qualquer pista. 

Neste trabalho será mostrada apenas uma das comparações teórico-experimentais 
realizadas para aferir o modelo matemático e programa computacional. Esta comparação foi 
realizada na condição de veículo combinado totalmente carregado com 41.500 kgf ( ou 
415.000 N ), que coincide com uma condição operacional de teste exigida pela ECE-Rl3 para 
verificação do desempenho do veículo. 
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Nesta condição operacional o centro de gravidade longitudinal do semi-reboque está a 
5.253 mm ( 5,253 m) da quinta-roda e o semi-reboque está com 33.980 kgf (ou 339.800 N) 
de peso total. 

Os resultados experimentais mostrados neste trabalho foram obtidos com a realização de 
testes de campo com o veículo exemplo conforme exigências de ECE-Rl3 (1994). 

A Tabela 1 a seguir, mostra os valores de desempenho teórico, experimental e exigido 
pela ECE-Rl3, para o veículo carregado freando com velocidade inicial de 60 km/h em pista 
seca e com o motor desengatado ( teste Type-0 ). 

Esta tabela inclui os valores teóricos e experimentais ( com a diferença percentual entre 
ambos diferença%) de pressão no sistema de freios (p), espaço de freagem (S), desaceleração 
média (d), valor este que não representa a MFDD da ECE-R13 por ser obtido de outra forma, 
e o(s) eixo(s) com bloqueio total das rodas durante a freagem, além dos valores exigidos pela 
regulamentação ECE-R13. Observa-se na Tabela I que o veículo exemplo satisfaz o limite de 
espaço de freagem da ECE-R13. 

Tabela 1: Desempenho teórico, experimental e da ECE-R13 para o veículo exemplo. 

desempenho p S MFDD d eixo(s) com bloqueio 

teórico 
experimental 
diferença% 

ECE-R13 

[ bar I kPa ] [ m ] [ m I s1 
] [ m I s1 

] total 

5,8 I 580 34,0 4,1 semi-reboque 
5,4 I 540 36,6 5,6 4,0 semi-reboque 

6,90 7,65 2,44 
36,7 5,0 

Outro requisito de desempenho da ECE-R 13 para o semi-reboque utilizado neste 
trabalho, que pode ser obtido com o modelo matemático e programa computacional, é aquele 
que determina que o freio de serviço deve proporcionar forças de freagem na periferia das 
rodas freadas de pelo menos 45 % da carga estática máxima nestas mesmas rodas, sem que a 
pressão na linha de fornecimento exceda 7 bar durante o teste. 

Teoricamente, com a aplicação dos freios instalados no semi-reboque obteve-se uma 
força de freagem de 156.591 N com a pressão de 7 bar ( que representa 61,6 % da força de 
freagem do veículo combinado ). Considerando que a carga estática nas rodas do semi­
reboque totalmente carregado é de 255.000 N ( valor que coincide com o limite de peso 
estático nas rodas do semi-reboque segundo a legislação brasileira ), a força de freagem do 
semi-reboque representa 62,84 %, valor que ultrapassa o mínimo exigido pela ECE-R 13 de 45 
%. Portanto, o veículo satisfaz este requisito da ECE-R 13. 

O requisito sobre o freio de estacionamento da ECE R 13 que estabelece que os veículos 
nos quais podem ser acoplados semi-reboques ( como é o LS 1941 da Mercedes-Benz do 
Brasil ), o freio de estacionamento destes veículos deve ser capaz de manter o veículo 
combinado ( neste caso, o LS 1941 acoplado ao semi-reboque FNV ), na condição operacional 
carregado, estacionado em aclive ou declive com 12 % de inclinação. 

Experimentalmente, o veículo combinado carregado suporta o limite de 12 % de 
inclinação de aclive ou declive com a aplicação do freio de estacionamento do LS 1941, 
conforme ECE-Rl3. 

Através do programa computacional, obteve-se um limite de 19,9 % para o veículo 
combinado carregado estacionado em aclive e de 15,7 % para o mesmo veículo estacionado 
em declive, ambos obtidos somente com a aplicação do freio de estacionamento do LS 1941 . 
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6. COMPATIBILIDADE ENTRE VEÍCULO TRATOR E SEMI-REBOQUE 

A regulamentação ECE-R13 contém requisitos específicos de distribuição de forças de 
freagem e de compatibilidade entre veículos trator e reboques I semi-reboques no Anexo 1 O. 
O conceito destes requisitos está baseado na dinâmica veicular durante o processo de freagem, 
que indica que quanto mais próximas estiverem a distribuição de forças de freagem e a 
distribuição dos pesos dinâmicos, melhores serão o nível de desaceleração alcançado e o 
aproveitamento da adesão disponível entre pneumáticos e pista, o que colabora para a obter 
melhor eficiência durante a freagem. 

Existe uma relação entre eficiência da freagem e probabilidade de ocorrência de bloqueio 
das rodas de algum eixo veicular durante o processo de freagem mostrada por Gillespie 
(1992), onde maior eficiência significa menor probabilidade de freagens com ocorrência de 
bloqueio total das rodas. 

Além disso, existe também uma relação intrínseca entre a ocorrência de bloqueio total 
das rodas de qualquer eixo veicular e o aconteci~-H~nto de acidentes, conforme mostra 
F em andes et a!. (199 5c ). 

Portanto, melhorar o desempenho significa não só obter menores valores de espaço de 
freagem e maiores valores de desaceleração, mas também elevar a eficiência da freagem, 
permitindo reduzir a probabilidade de ocorrer bloqueio total das rodas de qualquer eixo 
veicular, e por conseqüência o número de acidentes causados desta forma, o que se traduz em 
melhor segurança veicular. 

No Anexo 1 O da ECE-R 13 encontram-se requisitos para veículos com dois eixos 
veiculares como o LS 1941, onde em uma determinada faixa de desacelerações, para todas as 
condições de carregamento, as curvas de aderência utilizada pelo eixo dianteiro devem estar 
situadas acima das mesmas curvas para o eixo traseiro, com algumas exceções. Isto garante 
que o bloqueio total das rodas do eixo dianteiro ocorra antes que o bloqueio total das rodas do 
eixo traseiro, o que por razões de segurança e segundo Dorion et a/.(1989) pode ser menos 
pengoso. 

Para o veículo combinado existem critérios de compatibilidade que cada parte deve 
satisfazer. Segundo a ECE-Rl3 a compatibilidade para o veículo tratar e o semi-reboque está 
verificada se o veículo trator satisfaz o Diagrama 3 do Anexo 1 O e o semi-reboque satisfaz o 
Diagrama 4A do mesmo Anexo. Estes diagramas estabelecem regiões para a relação entre o 
quociente da força de freagem I peso estático ( Tr I Pr ) e a pressão nos freios durante a 
freagem. 

As Figuras 1 e 2 possuem representações do Diagrama 4A do Anexo 10 da ECE-R 13, 
obtidas através do programa computacional utilizado neste trabalho. 
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Nestas figuras, a região entre as curvas de limite superior ( curva ECE-Rl3 sup ) e de 
limite inferior ( curva ECE-Rl3 inf) define onde as curvas de Tr I Pr para o semi-reboque 
vazio e carregado devem estar para que o veículo satisfaça a ECE-Rl3. Estas curvas são 
corrigidas para cada semi-reboque, conforme algumas de suas características, tais como peso, 
altura do centro de gravidade e outras. 

Na Figura I, as curvas de Tr I Pr foram obtidas com o semi-reboque FNV nas condições 
vazio (curva SR vazio ) e totalmente carregado (curva SR carregado ) com o semi-reboque 
na configuração de série, com os cilindros de roda dos freios dos seus eixos com 30 pol2 

(0,019 m1
) de área transversal. Nesta Figura, pode-se perceber que enquanto o semi-reboque 

carregado satisfaz a ECE-R 13, pois a curva SR carregado se encontra dentro da região 
definida pelas curvas ECE-RJ3 sup e ECE-Rl3 inf, o semi-reboque vazio não satisfaz a ECE­
R 13, pois a curva SR vazio não se encontra dentro da mesma região. 

As curvas de Tr I Pr da Figura 2 foram obtidas com o semi-reboque FNV nas condições 
vazio ( curva SR vazio ) e totalmente carregado ( curva SR carregado ) com o semi-reboque 
na configuração com redução da potência dos freios, conseguida com a instalação de cilindros 
de roda dos freios dos seus eixos com I O potl ( 0,006 m1 

) de área transversal. Nesta Figura, 
pode-se perceber que o semi-reboque vazio satisfaz a E CE-R 13, pois a curva SR vazio se 
encontra dentro da região definida pelas curvas ECE-Rl3 sup e ECE-Rl3 inf, mas o semi­
reboque carregado não satisfaz a ECE-R 13, pois a curva SR carregado não se encontra dentro 
da mesma região. 

As Figuras I e 2 mostram como é complexo o processo de definição do sistema de freios 
de um veículo combinado, neste caso por exemplo, pode-se solucionar o problema de 
compatibilidade nas curvas de Tr I Pr para o semi-reboque vazio e carregado com o auxílio de 
válvulas sensíveis ao carregamento, que podem proporcionar a distribuição adequada das 
forças de freagem nos eixos nas condições vazio e carregado. 

7. CONCLUSÕES 

Foram obtidos resultados satisfatórios nas comparações teórico-experimentais, mostradas 
anteriormente neste artigo e em detalhes por Fernandes (1994), que validaram o modelo 
matemático adotado para o sistema de freios e análise do desempenho do veículo combinado 
durante a freagem. 

O modelo matemático e programa computacional desenvolvidos podem ser utilizados 
pelo engenheiro automotivo em diferentes fases do desenvolvimento I definição do sistema de 
freios de um veículo, que podem ter prioridades como melhor desempenho e eficiência, 
redução de custos, melhor visualização do processo de freagem e outras. 

Como instrumento para alcançar tnelhor desempenho e eficiência, o programa 
computacional pode ser considerado uma · contribuição efetiva para a segurança veicular no 
Brasil. 

Como instrumento de apoio na definição do sistema de freios dos veículos pesados da 
Mercedes-Benz do Brasil, o mesmo programa já traz uma redução no tempo e quantidade de 
testes de campo realizados pela Mercedes-Benz do Brasil de 50% aproximadamente. 

Atualmente, a Mercedes-Benz do Brasil utiliza o modelo matemático e programa 
computacional desenvolvidos na definição dos freios de seus veículos pesados, sendo 
considerado que ambos trazem ao engenheiro automotivo uma ampla visão do processo de 
freagem. 

Através de uma pesquisa informal, realizada entre os fabricantes de veículos trator e os 
fabricantes de semi-reboques no Brasil, foi comprovado que existe uma falta de interação 
entre ambos, o que pode trazer dificuldades na definição do sistema de freios destes veículos. 
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Desta forma, este trabalho indica que esta integração se faz necessária, pois além do 
desempenho do veículo combinado ser afetado por sistemas, -sub-sistemas e dispositivos 
instalados no veículo trator e no semi-reboque, estes podem levar a redução da eficiência 
quando juntos ( formando um veículo combinado ), o que pode afetar a segurança veicular. 

Além disso, a regulamentação ECE-Rl3 indica que caso os veículos não cumpram os 
requisitos de desempenho do Anexo 4 e de distribuição de forças de freagem e 
compatibilidade entre veículo trator e semi-reboque do Anexo 1 O simultaneamente, devem ser 
instalados sistemas automáticos nos freios dos veículos como o sistema ABS ( Antilock Brake 
System ), conforme o Anexo 13 da ECE-Rl3. 

Além disso, uma integração entre os fabricantes de veículos trator e de semi-reboques 
pode permitir a otimização dos sistemas de freio do veículo combinado e um esforço menor 
de ambas as partes para que seus veículos cumpram os requisitos de regulamentações 
internacionais, como os da ECE-Rl3 que foram abordados neste trabalho. 

Este trabalho pretende trazer uma discussão oportuna dos requisitos da regulamentação 
ECE-Rl3, visto que esta regulamentação será ad,otada pelos países que compõem o 
MERCOSUL para o comércio de seus veículos. 

8. NOMENCLATURA 

V0 : velocidade inicial do veículo, km/h. 
Vb: velocidade do veículo a 0,8 V0 , km/h. 

Sb : distância percorrida entre V o e V b , m. 
Se : distância percorrida entre V 0 e V e 

,m. 
V e : velocidade do veículo a O, 1 V0 , km/h. 

km/h. 
v velocidade inicial do veículo, 
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Abstract 
This paper reports the structural optimisation made on C-Shaped Excentrical Presses done together with a 

private enterprise. Its focus is practical and not theoretical and the criterion used on the optimisation was the 
minimisation of structure building costs of the press, including the reduction of the material (steel) and the 
elimination, as far as possible, of the components which were difficult to build. The first step was the 
development of a simplified model in order to define the main stresses the press is exposed to . Then, a global 
model of finite elements was made. This model was "validated" by experimental data of displacement, press 
opening. From the global analysis, regions with the highest leveis of stress/deformation were identified and 
local models of finite elements were created for them. From these models, severa) alternatives of changes were 
analysed searching an standardisation of the stress leveis and the elimination of the components that were hard 
and costly to be built. The result achieved was satisfactory, mainly in terms of rationalisation of the 
components, which will be built without losses in the efficiency of the press, offering a world levei competi tive 
advantage to the enterprise involved with the project. 

Keywords 
mechanical press, structural optimisation, finite elements I prensa mecânica - otimizaçào estrutural- elementos 
finitos -solicitações 

Figura 1 - Prensa mecânica em "C" 

l.INTRODUÇÃO 

Este trabalho relata a otimização estrutural 
realizada em prensas excêntricas em forma de "C" 
em conjunto com a empresa Prensa Jundiaí. Tem 
um enfoque aplicado e não teórico, cujo critério 
utilizado na otimização é a minimização do custo 
de fabricação da estrutura da prensa englobando a 
redução de material (aço) e a eliminação ou 
substituição, o tanto quanto possível, de 
componentes de difícil fabricação. 

Prensas excêntricas em "C" (figura I) são 
indicadas para serviços gerais de estampagem, com 
estrutura em chapa soldada proporcionando um 
grande acesso à área de trabalho oferecendo 
precisão, flexibilidade e alta performance. Prensas 
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com maior capacidade (2.000 a 4.000 kN) operam usualmente numa faixa de 30 a 50 golpes 
por minuto. -

O passo inicial foi o desenvolvimento de um modelo simplificado para a determinação dos 
esforços principais a que o corpo da prensa está sujeita. Em seguida foi feito um modelo 
global, baseado na tecnologia de elementos finitos, utilizando-se de propriedades devido a 
simetria estrutural e de esforços presentes na referida estrutura. 

Este modelo foi ajustado através de dados experimentais de deslocamento, abertura da 
prensa. Notar que o parâmetro abertura está diretamente ligado com a qualidade de 
acabamento dos componentes a serem fabricados com prensas em "C". A partir da análise 
global foram identificadas regiões com maiores niveis de tensão/deformação para as quais 
foram realizados modelos de elementos finitos locais, para uma melhor quantificação das 
tensões envolvidas. 

A partir destes modelos foram analisadas várias alternativas de alterações procurando uma 
uniformização do nível de tensões e eliminação ou substituição de componentes de dificil 
fabricação. 

o 

Figura 2 - Rotação do excêntrico 

e = excentricidade 
m =braço 
1 = comp. da biela 

Figura 3 - Mecanismo de acionamento 
do martelo 

2. DETERMINAÇÃO DOS 
ESFORÇOS 

No presente estudo o excêntrico da 
prensa mecânica localiza-se transversalmente 
ao corpo da mesma. Adotou-se o excêntrico 
com movimento de rotação com sentido 
conforme o indicado na figura 2 (anti-horário 
com a abertura para o lado esquerdo). 

O modelo para o mecanismo que aciona o 
martelo da prensa é mostrado na figura 3. 

A avaliação das tensões/deformações 
serão realizadas para a posição mais crítica, ou 
seja quando o braço (m) for mínimo. O 
ângulo a max comumente adotado é de 30°. 

Da geometria do mecanismo para a 
posição mais crítica obtém-se as seguintes 
relações em função de a , I e e (parâmetros 
conhecidos): 

sen ~ = e. sena 
I 

y = 180°- ~-a 

m2 = e2 + 12
- 2.e.l.cosy 

(I) 

(2) 

(3) 

2 
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s 

Figura 4 - Diagrama de 
corpo livre do mecanismo 

p 

F 

s 
~ 

Figura 5 - Esforços no corpo da prensa 

O Diagrama de Corpo Livre (DCL ), 
mostrando as forças envolvidas, considerando 
o mecanismo como wn todo, é mostrado na 
figura 4. 

Considerando as leis de Newton e 
desprezando as forças de inércia devido ao 
movimento nas direções horizontal e vertical 
temos o equilíbrio das forças na vertical e na 
horizontal. Tomando por hipótese ainda que o 
corpo rígido AB é bi-articulado, obtém-se: 

f=P (4) 

S = P.tanp (5) 

Q=S (6) 

Pelo princípio da ação e da reação os 
esforços aplicados no corpo da prensa são os 
mostrados na figura 5. 

A força S é a força que o mecanismo de 
acionamento aplica no corpo da prensa através 
da guia do martelo. A força P é transmitida do 
mecanismo de acionamento ao martelo que 
por sua vez é transmitido à mesa da prensa. 

É importante notar no diagrama de 
esforços que se o excêntrico girar no sentido 
inverso ao aqui adotado o momento aplicado 
na guia do martelo também se altera indo 
contra a segurança. Isto porque para este caso 
haverá uma tendência de abertura do "C", o 
que não é desejado. 

3. ELABORAÇÃO DOS MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS 

Através de uma análise preliminar do comportamento estrutural do corpo da prensa, nota­
se que as regiões críticas da prensa são os cantos internos superior e inferior do "C". Assim 
sendo foram criados três modelos tridimensionais, usando elementos finitos do tipo "placa". 
V árias simplificações geométricas foram ado ta das nos modelos por não afetarem o 
comportamento estrutural do corpo da prensa. Ainda como a estrutura (corpo da prensa) é 
simétrica em relação a wn plano vertical passando pelo centro da mesma, bem como o 
carregamento e condições de contorno, os modelos representam meio corpo da prensa, 
adicionando-se os vínculos respectivos devido a condição de simetria. Assim os três modelos 
elaborados são: 

• modelo 1 -modelo global do corpo da prensa (figura 6); 
• modelo 2- modelo local do canto interno superior do "C"conforme figura 7; 
• modelo 3 - modelo local do canto interno inferior do "C" conforme figura 7. 

3 
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Os modelos (locais) 2 e 3 apresentam uma discretização m_aior da região analisada. As 
condições de contorno são obtidas pela imposição dos deslocamentos dos nós da fronteira 
"não livre", a partir dos obtidos do modelo global (modelo 1). Estes nós da fronteira têm o 
mesmo posicionamento que no modelo global, facilitando a transposição dos deslocamentos. 

modelo 2 

modelo 3 

Figura 7. Modelos locais 

Figura 6 - Modelo global de elementos finitos 

configuracão 4 
I 

configuração 5 

" /'" 
"' 

/ configuração 2 

~ 

I 
configura 

Figura 8 - Diagrama esquemático das alterações 

4. CONFIGURAÇÕES ANALISADAS E 
RESULTADOS OBTIDOS 

Foram analisados os três modelos para 
várias configurações diferentes de projeto, 
além da configuração padrão. Abaixo são 
apresentadas algumas das principais 
alternativas analisadas. 

• configuração I - mesma 
configuração do padrão com 
carregamento simulando a inversão 
da rotação do excêntrico; 

• configuração 2 - adição de um 
reforço externo na parte posterior 
da prensa conforme figura 8. 

• configuração 3 - configuração dois 
com o dobro de espessura no 
reforço. 

4 
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• configuração 4 - adição de um reforço em diagonal conforme figura 8. 
• configuração 5 - adição de um reforço horizontal conforme figura 8. 
• configuração 6 - eliminação de chapa em formato de "C" e adição de um reforço 

conforme figura 8. 
A análise da configuração 6 é importante economicamente devido ao alto custo de 

fabricação do componente (chapa em "C"). Para a prensa analisada esta peça é uma chapa de 
espessura 63,5mrn (2,5"), sendo a união executada com solda tipo "bujão", necessitando 
portanto, ainda um acabamento posterior. 

Os resultados numéricos foram simulados para uma prensa de capacidade de 3.000 kN (e 
= 100 mm; 1 = 850 mm). A figura 9 apresenta as dimensões básicas (em mm) da geometria da 
prensa analisada. O material é o aço estrutural (E = 21 O Gpa e v = 0,3 ). A tabela 1 é uma 
consolidação dos resultados obtidos na simulação por elementos finitos para as sete 
configurações apresentadas. Notar que a coluna abertura indica o valor do aumento da 
distância vertical das pontas internas do "C" da prensa. A coluna tensão equivalente - modelo 1 
deve ser avaliada com o cuidado de que os máximos ocorreram em regiões não 
suficientemente discretizadas; e portanto, sem maior interesse para a análise dos resultados. 
Assim sendo, para avaliar o nível de tensões máximo, devem ser analisadas as colunas 
referentes aos modelos 2 e 3 respectivamente. As figuras 1 O e 11 apresentam a tensão 
equivalente, para a configuração padrão, para a chapa principal do corpo da prensa (modelo 
global e modelo 2 respectivamente) . 

1020 

2400 2360 

2635 

Figura 9. Dimensões características da Prensa de 3.000 kN 
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TENSA O 
EQU I UA LENTE 

<H/MM2> 
TMH =e.za 
TM)( =BU.6 -= = = 
~ 
c=J = -

II,Z3 
9,16 
18,1. 
27,8 
36.11 
44.9 
:i3,8 
62.8 
U,? 
8U,6 

TEMSAO 
EGU I UA LEHT E 

<H/MM2> 
TMH :8,98 
TMX :134.4? -E::::::! 
c:::::! 
C::=! 

~ 
c:=J = -

11,98 
1~.8 
311 , 6 
·~.:1 
611.3 
?'!li.l. 
911,11 
111:1 
1211 
134 

Figura 10- Tensão equivalente- modelo global Figura 11 -Tensão equivalente- modelo 2 

Tabela 1 -Resultados obtidos para uma Prensa de 3.000 kN. 

Tensão Equivalente (N/mm2) Abertura Variação 

modelo I modelo 2 modelo 3 mm % 

Configuração padrão 80,6 134,5 106,2 1,53 0,00 

Configuração I 89,0 152,7 122.2 1,73 +13,1 

Configuração 2 78,8 129,5 104,0 1,43 -6,5 

Configuração 3 77,4 125,5 102,5 1,41 -7,8 

Configuração 4 80,4 131,1 105,8 I ,53 0,0 

Configuração 5 80,6 133,9 106,2 1,53 0.0 

Configuração 6 80,4 130,2 89,9 1,52 -0, I 

Ir )2 r )z r )2 '\j\0 t-cr2 +\a, -cr3 +\cr3 -crt 
*Tensão equivalente- Teq = -.fi ; 

* A coluna variação apresenta a variação percentual da abertura quando comparada com a 
abertura na condição padrão; 
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5. ANÁLISE DOS RESULTADOS E CONCLUSÕES 

Analisando os resultados da configuração 1, pode-se notar que ao inverter o sentido de 
rotação do excêntrico há uma piora do comportamento estrutural do corpo da prensa. Assim 
sendo deve-se tomar o cuidado para sempre utilizar este tipo de prensa na condição mais 
favorável. Pode haver um aumento de aproximadamente 15% na abertura para a condição mais 
crítica de carregamento. 

Quanto às configurações 2 e 3 nota-se que um reforço na região especificada melhora 
toda a distribuição de tensões, inclusive na região do canto superior e inferior, diminuindo 
também a abertura da prensa. Através dos resultados quantitativos entre 3 e 4 pode-se ter uma 
idéia da sensibilidade da "melhora" em função da espessura do reforço proposto. 

Os reforços correspondentes às configurações 4 e 5 não apresentaram maiores benefícios. 
A alternativa correspondente à configuração 6 não trouxe um beneficio significativo do 

ponto de vista estrutural, porém permitiu a eliminação de um componente de fabricação 
bastante caro devido ao processo de união necessário, por um componente bem mais barato. 
Assim sob o aspecto econômico esta alternativa é muito significativa, sendo portanto adotada. 

Em suma este trabalho procurou mostrar o procedimento adotado para realizar uma 
otimização estrutural num componente real e de aplicação imediata. Notar que o processo de 
otimização é iterativo sendo dirigido pelo engenheiro analista através da elaboração e análise 
de alternativas. Embora a função objetivo seja única (redução do custo por qualidade) os 
parâmetros envolvidos são vários e de dificil modelagem (como modelar a dificuldade de 
fabricação de um determinado componente?). 

O autor acredita ser este um procedimento adequado, dentro das tecnologias atualmente 
disponíveis e a custos permissíveis para realizar uma otimização estrutural de máquinas e/ou 
componentes comumentes fabricados pelas indústrias. Este procedimento, embora aplicado 
para o estudo de uma prensa mecânica, pode ser utilizado com pequenas modificações para 
outros itens. 
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Abstract 

One of the most interesting advances in experimental structural analysis over the past twenty 
years is the extensive use of linear transformations to formulate virtual measurements. Sim­
ply stated, virtual measurements are linear transformations of physical measurements where 
certain characteristics of the data are preserved or enhanced. ln experimental structural analy­
sis, virtual measurements result from linear transformations that are based upon theoretical es­
timates of the modal vectors, experimental estimates of the modal vectors and/or vectors de­
rived from singular value decomposition (SVD) or eigenvalue decomposition (ED) of analyti­
cal or experimental information. Principal force analysis, the enhanced frequency response 
function ( eFRF) and Kalman filtered order tracking are discussed as examples of the use of 
virtual measurements in experimental structural analysis. 

Keywords 

Virtual, Measurements, Experimental, Structural, Analysis 

1. Introduction 

Experimental structural analysis is defined as the process of using experimental 
methods for the determination of the characteristics or operating conditions of a structure or 
structural system. This specifically includes the development of time or frequency domain 
models (modal, impedance or general matrix multiple input, multi pie output (MIMO) ) of the 
structural system as well as the development of models for the operational response of the 
structural system (load path analysis, rotational response, noise source detection, etc.). Over 
the last fifteen years, the use of linear transformations to generate virtual measurements has 



become an important analysis tool in the area of experimental structural analysis. A virtual 
measurement results from a linear transformation ( weighted average) of the physical 
measurements. The linear transformation is a vector that is estimated, from analytical or 
experimental information, to preserve or enhance information in the original physical 
measurements. Theoretically, the use of the matrix of modal vectors to perform the linear 
transformation between physical coordinates and modal coordinates is the most common 
example of a linear transformation used to formulate a virtual measurement. Virtual 
measurements such as virtual coherence (Price, et ai, 1986) and principal forces (Rost, 1985, 
Rost, et al, 1985) have already become commonly used. 

2. Virtual Measurements 

Virtual measurements are utilized in experimental structural analysis in a number of 
areas. The primary utilization of virtual measurements has been in the area of multi pie input, 
multiple output (MIMO) data analysis where partia! correlation between inputs causes 
confusion in the interpretation of conventional physical measurements. Specificly, the user is 
interested in understanding the relationship between response of a structural system and the 
inputs that caused the response. Since multiple inputs that are partially correlated confuse the 
interpretation of conventional input-output relationships, the response caused by virtual inputs 
that have been linearly transformed from the measured inputs (to remove the partia) 
correlation) provide more meaningful data. 

Virtual measurements are generally developed in order to reduce a large amount of 
redundant data to a more reasonable amount or to enhance a particular characteristic in the 
data. 

• Data Reduction: ln many measurement situations, there is a large amount of redundant 
data based upon measuring multiple input, multiple output (MIMO) data over a limited 
frequency range where a finite number of operating conditions or modal contributions 
are involved. The measured data is reduced by approximating the data by the 
superposition of a set of significant vectors. The number of significant vectors is equal 
to the amount of independent measured data. This set of vectors is used as a linear 
transformation to approximate the important or dominant characteristics in the 
measured data. ln this case, direct correspondence between the weighting vectors and 
the modal vectors of the system is not necessary. 

• Data Enhancement: ln many measurement situations, it is desirable to determine 
characteristics of a structural system that are a function of the modes of vibration. 
Linear transformation methods that enhance the characteristics in the measured data 
that are relative to a single mode of vibration are generally referred to as modal filters. 
Modal filters are spatial linear transformations that can be used to weight and combine 
the physical measurements into a virtual measurement with information from only one 
mode of vibration. For example, by adding the corresponding frequency response 
function (FRF) data from two symmetric input degrees-of-freedom (exciter locations) 
for a given response degree-of-freedom, a virtual FRF for that response degree-of­
freedom is developed which enhances the symmetric modes of vibration. ln this case, 
direct correspondence between the weighting vectors and the modal vectors of the 
system is necessary. 

Singular value decomposition (SVD) and eigenvalue decomposition (ED) methods are 
frequently used for the general case of virtual measurements that preserves the dominant 
information in the physical measurements without necessarily enhancing a single mode of 



vibration. These techniques are readily available and have excellent numerical precision but 
do require computational speed and memory. 

Modal filtering methods may utilize SVD or ED approaches but the added requirement 
of isolating the characteristics of a single mode of vibration requires that the modal filter must 
have, in addition to independence, orthogonal characteristics with respect to the other modal 
vectors of the system. The attractiveness of modal filtering is that the method is insensitive to 
changes in frequency and damping and requires only that the modal vectors of the system do 
not change substantively. 

It is important to note that linear transformation methods can only enhance information 
that already exists in the initial data. lf information is not available in the initial data, the 
linear transformation will yield non-specific results. Ali linear transformation procedures tend 
to weight information which is well represented in the measured data. This can be a problem 
when trying to extract information about the structural system or its operating conditions 
which are not well excited in the data. This concept is most evident in the area known as 
modal modeling (Pomazal, et al, 1971, Hallquist, et al, 1973, Hallquist, 1973, Luk, et ai, 
1984) where the modal properties of a modified structural system are determined from the 
modal properties of the original structural system via a linear transform involving the matrix 
of original modal vectors. lf the matrix of original modal vectors is not complete, modal 
vectors of the modified system will not be accurate. 

3. General Linear Transformation 

Virtual measurements are often formulated from general linear transformations when 
large amounts of redundant data needs to be reduced to a more manageable levei. This 
technique has been used extensively in modal parameter identification (Lembregts, 1988, 
Dippery, 1993, Dippery, et ai, 1994 ). The large amount of redundant data arises when the 
number of physical coordinates (typically a function of N0 and/or N;) is much larger than the 
number of contributing modal frequencies (2N). For this situation, the numerical procedures 
are developed as a function of N 0 or N;. This can be very time consuming and is unnecessary. 
The number of physical coordinates (for example, N0 ) can be reduced to a more reasonable 
size (Ne) by using a decomposition transformation from physical coordinates (N

0
) to the 

approximate number of effective modal frequencies (Ne). Currently, singular value 
decompositions (SVD) or eigenvalue decompositions (ED) are used to preserve the principal 
modal information prior to formulating the linear equation solution for unknown matrix 
coefficients. ln most cases, even when the spatial information must be condensed, it is 
necessary to use a model order greater than two to compensate for distortion errors or noise in 
the data and to compensate for the case where the location of the transducers is not sufficient 
to totally define the structure. Equation (I) is the statement of the basic linear transformation: 

[H']= [T] [H] (I) 

where: 

• [H'] is the transformed (condensed) frequency response function matrix. 

• [T] is the transformation matrix. 

• [H] is the original FRF matrix. 

ln this case, the [H'] matrix represent the virtual measurements. The difference 
between the two techniques lies in the method of finding the transformation matrix, [ T]. The 
advantage of this approach to the determination of virtual measurements is that, once [H] h as 
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been condensed, the virtual measurements can be utilized in any analysis procedure that can 
be applied to the physical measurements (for example, modal parameter identification). 
ldeally, this linear transformation preserves the important or dominant information in the 
physical data while removing the insignificant information (noise?). Note that the 
transformation matrix also provides an expansion back to the physical characteristics, if 
necessary. 

3.1 Eigenvalue Decomposition 

ln the eigenvalue decomposition method (sometimes referred to as Principal 
Component Analysis (Joliffe, 1986)), the [T] matrix is composed of the eigenvectors 
corresponding to the Ne largest eigenvalues of the power spectrum of the FRF matrix as 
follows: 

(2) 

The eigenvalues and eigenvectors are then found, and the [T] matrix is constructed from 
the eigenvectors corresponding to the Ne largest eigenvalues: 

(3) 

where: 

• {v k} is the N0 x I eigenvector associated with the k- th eigenvalue. 

This technique may be adapted for condensing on the input space, as well. The power 
spectrum matrix is again found, but the FRF matrix must be reshaped (transposed) so that it is 
an Ni x No matrix for each spectralline: 

[H(w )] N xN N [H(w )JZ N xN =[V] [A] rvt 
I O .\· ' O .~ I 

(4) 

The eigenvalues and eigenvectors are again found as before, and the transformation 
matrix [T] becomes: · 

(5) 

3.2 Singular Value Decomposition 

The singular value decomposition condensation technique is similar to the eigenvalue­
based technique, but operates on the FRF matrix directly instead of the power spectrum of the 
FRF matrix. The basis for this technique is the singular value decomposition ( ), by which 
the matrix [H] is broken down into three component parts, [V], [I], and [V]: 

(6) 

The left-singular vectors corresponding to the Ne largest singular values are the first Ne 
colurnns of [V]. These become the transformation matrix [T]: 



[T] N,,N, =[{u, H+·· {ul {uN, }J (7) 

where: 

• { uk} is the k- th column of [U], which is associated with the k- th singular value. 

This technique may also be adapted for condensing the input space, as long as the FRF 
matrix [H] is reshaped (transposed) to an N; x N 0 matrix at each spectral line. The SVD 
operation then becomes 

[H] N;xN
0
N

5 
= [U] N;xN; [L:] N;x~0 N, [VJZ

0
N,xN

0
N, (8) 

The transformation matrix [T] is still composed of the left singular vectors 
corresponding to the Ne largest singular values, 

[TJ N,, N, =[{u1 }{u}· {u} { UN, }J (9) 

4. Specialized Linear Transformations 

Modal filtering can be viewed as a special case of general linear transformations where 
the goal of the transformation is to highlight the information associated with one of the 
natural frequencies of the structural system while at the sarne time eliminating the information 
from ali other natural frequencies of the structural system. 

ln the early 80's, the modal filter concept was introduced in the control community for 
dealing with the control spillover problem in the control of distributed-parameter systems, in 
particular, of large flexible space structures (Mierovitch, et al, 1982, 1985). One approach 
behind the estimation of a discrete modal filter from experimental data is based upon 
estimating reciprocai modal vectors, which are defined to be a set of vectors which are 
orthogonal to the measured modal vectors. The reciprocai modal vectors can either be 
determined in the sarne modal identification procedure as other modal parameters 
( frequencies, damping factors and modal vectors) o r determined by combining a known 
modal model with a set of frequency response functions separately obtained (Zhang, et al, 
1989, Shih, et al, 1989, Shelley, 1991). 

The development of a simple modal filter for a proportionally damped system follows 
directly from the orthogonality condition. lf the orthogonality condition is stated as: 

{'I' rl [M]{'I' rJ = 1 

{'l'rl [M]{'I's} =O 

(lO) 

(II) 

The reciprocai modal vector and, therefore, a modal filter for mode r, can be defined as 
follows: 

{r/Jr} = [M]{'I'r} ( 12) 

where: 



" i 

• {rprJ is the r- th reciprocai modal vector. 

• {f!lr} is the r- th modal vector. 

The vector {rprJ is a modal filter since it enhances mode r while canceling ali other 
modes of the system. The modal filter is applied to a set of physical measurements, in the 
time or frequency domain, as follows: 

(13) 

The above equation transforms the physical measurements { x} into a virtual 
measurement 1lr involving only the system response due ~o mode r. While the above approach 
demonstrates the concept very simply, there are a number of significant problems to this 
approach. Generally, the mass matrix may be unknown, the modal vectors may be inaccurate 
with respect to the actual system, modal vectors may be missing and/or important degrees of 
freedom in the modal vectors may be missing (not measured). 

Note that the r- th reciprocai modal vector frprJ satisfies the following orthogonality 
relationship: 

Therefore: 

T { 1, 
NrJ {f!ls} = O, 

r=s 

r=t-s 

[<t>f [\~'] = [!] 

[<t>f = r\l'r' 

( 14) 

( 15) 

( 16) 

The discrete modal filters consist of the reciprocai modal vectors defined above. The 
orthogonal property of the reciprocai modal vector filters out the contribution of ali but the 
r - th mode from the system output vector which is based on discrete sensor measurements. 
The reciprocai modal vectors can be determined directly from Equation ( 16) utilizing 
analytical or experimental modal vectors. 

A more useful approach is based upon measured frequency response functions. A 
vector of frequency response functions with respect to reference p can be defined as: 

( 17) 

where: 

• f!1 pr is the p - th element of the r - th modal vector. 

• Àr and {f!lr} are the r- th complex eigenvalue and the associate modal vector. 

• Q r is the modal scaling factor for mode r. 

• * denotes complex conjugate. 

From Equation (14), the dot prõduct of the modal filter and the frequency response function 
vector yields: 

l --- - ---- - - - - - - - ---- - --- --- -------



{ifJ l {H(w )} = Qr'l' pr + {"' }T f *} Q;'l' pr 
r p J·W-À. 'l'r l'l'r . _ 1 r JW /t.r 

( 18) 

Equation (18) is a fundamental equation which relates the modal filter vector to the 
frequency response function and the corresponding modal vector. If the modal vector {~p,.) 

and the complex eigenvalue ..1.,. are known, the reciprocai modal vector fl/Jr} can be determined 
by using this relationship. The computation of NrJ from Equation (18) is straightforward 
using either a direct least squares approach or a recursive least squares approach (Shelley, 
1991). 

Several comments about such the discrete modal filter are in order. First of ali, discrete 
modal filters, as developed and applied to real str:uctural systems, do not yield complete 
separation. Nevertheless, even significant reduction in adjacent mode contributions can be 
extremely useful. Secondly, since the modal vectors for any structural system are generally 
incomplete in number or in resolution (spatial information), the modal filter estimate is always 
somewhat limited. Since the modal filter is generally sensitive to the modal vector estimates, 
if severa! modal vectors of a structural system are similar ( due to incomplete estimation of the 
modal vectors), the modal filter for one mode will enhance characteristics associated with ali 
modes that are spatially similar. Third, while the concept of a modal filter is based upon a 
proportionally damped system, the experimental techniques are not contingent upon this. A 
reasonable modal filter can be estimated even for a non-proportionally damped system 
(Shelley, 1991 ). 

5. Virtual Measurements via Linear Transformations 

There are a number of virtual measurement situations in experimental structural 
analysis that are built upon either the general linear transformation described in Section 3 or 
the specialized linear transformation described in Section 4. This section briefty discusses 
three virtual measurement techniques: principal force analysis, enhanced frequency response 
function and Kalman filtered order tracking. 

5.1 Principal Force Analysis 

Principal force analysis is a virtual measurement technique that is used to determine 
whether the partia! correlation that exists between excitation forces in a MIMO FRF 
measurement situation will cause a numerical problem. This approach involves principal 
component analysis to determine the number of contributing independent forces to the [GFF] 
matrix. ln this approach, the matrix that must be evaluated is: 

GFFII GFFI N; 

[GFF] = (19) 

GFFN; l GFFN;N; 

where: 

• GFFik = GFF;i (Hermitian Matrix) 

• GFFik =L FiF; 
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• GFF is the power spectrum of a given input. 

Principal component analysis involves an eigenvalue decomposition of the [GFF] 
matrix. Since the eigenvectors of such a decomposition are unitary, the eígenvalues should ali 
be of approximately the sarne size if each of the inputs is contributing. lf one of the 
eigenvalues is much smaller at a particular frequency, one of the inputs is not present or one of 
the inputs is correlated with the other input(s). The magnitudes of the eigenvalues at each 
frequency become the magnitudes ofthe virtual forces. 

[ GFF ) = [ V ] [ A ] [ V ]H (20) 

Since the eigenvectors of such a decomposition are unitary, the eigenvalues should ali 
be of approximately the sarne size if each of the inputs is contributing. lf one of the 
eígenvalues is much smaller ata particular frequency, one ofthe inputs is not present or one of 
the inputs is correlated with the other input(s). [A] represents the eígenvalues of the [GFF] 
matrix. lf any of the eigenvalues of the [ GFF] matrix are zero or numerically insignificant, 
then the [ GFF] matrix is singular. Therefore, for a three input test, the [ GFF] matrix should 
have three eigenvalues. (The number of eigenvalues is the number of uncorrelated inputs). 
Thís concept is shown graphícally in Figure 1 for the auto power spectra for a three input 
case. It is dífficult to determine if the inputs are mutually correlated from these plots. Figure 
2 shows the principal force plots for the sarne case. At the frequencies where the third 
principal/virtual force drops (lowest curve), this indicates that the inputs are mutually 
correlated at those frequencies . This is not apparent from Figure 1. 



Gxx 1 z. 1 z 
1 o·4 

10-5 

O> -= --ê 10-6 

= <C 
::E 

10-7 

10-S 
o 50 100 150 200 250 300 350 400 

Frequency. Hz 

Gxx: 2z.2z 
1 o ·4 

I 

1 o -s 

O> -= --ê 10-6 

= <C 
::E 

1 o ·7 

1 o -ao 
50 100 150 200 250 300 350 400 

Frequency. Hz 

Gxx 3z .3z 
10-4 

1 o ·"' 

O> -= 
-~ 10-6 

= <C 
::E 

1 o ·7 

1 o ·a 
o 50 100 150 200 250 300 350 400 

Frequency. Hz 

Figure 1. AutoPower Spectrum of Input Forces 
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5.2 Enhanced Frequency Response Functions (eFRF) 

The concept of physical to modal coordinate transformation is used to manipulate 
frequency response functions (FRFs) so as to enhance a particular mode of vibration yielding 
a virtual FRF known as an enhanced frequency response function (eFRF). Starting with: 

2N Q 
"" r lfl pr lfl qr H pq ( (J) ) = .t.... --'-----'-
r=l }(J)- À r 

(21) 

Redefining: 

2N Q 
H "" r lfl qr 

pq ( (J)) = .I... 'I' pr . À 
r= I } (J) - r 

(22) 

The enhanced frequency response fun'ction ( eFRF) for mode r can now be defined: 

(23) 

The eFRF has only to do with the column (or row) reference location and is constant for 
a given column (or row) of the FRF matrix. The eFRF can be formulated from measured 
frequency response function data in the following manner: 

(24) 

(25) 

From the orthogonality conditions: 



{lflrf[M]{IflrL = Mr { lflr} T[M]{ lfls} = Ü (26) 

eFRFr(úl) = M Qrlflqr r . 
}OJ- Àr 

(27) 

The above equation indicates that the enhanced frequency response function ( eFRF) 
requires an estimate of the modal vector and an estimate of the mass matrix. Under the 
assumption that the modal vector is based upon the measured data and that the mass 
distribution is nearly uniform, an eFRF can be estimated in any situation. If a modal filter is 
estimated according to Equation ( 16) or ( 18), the eFRF can be estimated without the need of 
the mass matrix. 
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Figure 3. Enhanced Frequency Response Function 

The eFRF can be used, together with single degree-of-freedom modal parameter estimation 
methods, to estima te the frequency and damping of the associated modal frequency. 

Frequently, the eFRF is estimated from the singular vector(s) associated with the peaks 
in the Complex Mode Indicator Function (CMIF) (Shih, et al, 1988, Fladung, et al, 1997). 
The CMIF is formulated by plotting the singular values of the economical SVD of the 
frequency response function matrix [H] on a frequency by frequency basis. 

[H]N
0

xN; = [U ]N
0
xN, Í L JN; xN; [V JZ;x N; (28) 

where: 

• Ne is the number of effective modes. The effective modes are the modes that contribute 
to the response ofthe structure at this particular frequency w. 

• [U(w )] is the left singular matrix of size N0 x Ne (unitary). 

• [A(w)] is the eigenvalue matrix ofsize Nd x Ne (diagonal) matrix. 



], 

• [L.(w )] is the singular value matrix of size Ne x Ne (diagonal) matrix. 

• [V(w )] is the right singular matrix of size Nd x N; (unitary) matrix. 

Most often, the number of input points (reference points), N;, is less than the number of 
response points, N 0 • lf the number of effective modes is less than or equal to the smaller 
dimension of the FRF matrix, ie. Ne ~ N;, the singular value decomposition leads to 

4 approximate mode shapes (left singular vectors) and approximate modal participation factors 
(right singular vectors). The singular value is then equivalent to the the scaling factor Q,. 
divided by the difference between the discrete frequency and the modal frequency jw - À,.. 

For a given mode, since the scaling factor is a constant, the closer the modal frequency is to 
the discrete frequency, the larger the singular value will be. Therefore, the damped natural 
frequency is the frequency at which the maximum magnitude of the singular value occurs. lf 
different modes are compared, the stronger the mode contribution (larger residue value ), the 
larger the singular value will be. 

ln order for the eFRF to also be used to estimate the modal scaling (modal mass and/or 
modal A), the correct scaling (correct magnitude and phase) of the eFRF must be accounted 
for. lf the CMIF approach is used, since the right and left singular vectors in the singular 
value decomposition are unitary and scaled consistently as a set, the unitary scaling of the left 
and right singular vectors must be accounted for in the eFRF computation. 

The eFRF is scaled by utilizing the values of the left and right singular vectors, 
associated with the significant singular value, at the driving point location as follows: 

SFeFRF = {v(drvPt)}~xN {u(drvPt)} N xl 
dnPt dn·Pr 

(29) 

eFRF = SFeFRF * {u} ixN [Hlv xN {v h xl 
O O I I 

(30) 
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5.3 Kalman Filtered Order Tracking 

Recent advances in order tracking in rotating systems where the rotation speed is 
rapidly changing (high slew rate) has taken advantage of Kalman filtering. While the 
procedure for the development of the linear transformation is quite different, the result is a 
virtual measurement that enhances one order from a physical measurement composed of ali of 
the orders that are being excited by the rotation of the system. Due to the complexity of the 
numerical approach, the details of the development can be found in several references (Vold, 
et ai, 1993, 1997, Leuridan, et al, 1995) and is not repeated here. 

Kalman filtering yields a single channel of time information that tracks one specific 
order relationship regardless of the frequency. Since only one order is present, simplified 
digital signal processing methods (not restricted to fast Fourier transform (FFT) parameters) 
can be used to determine instantaneous frequency, magnitude and phase information. 

Figure 5 is a plot of response data that includes several different orders in the response. 
Figure 6 is the virtual measurement involving only one order of the response for the sarne 
time period. Note that in this case, over the period of time shown, the rotating speed of the 
system increased by 50 RPM. Once the response to various orders is determined in this 
procedure, the response due to a specific order can be removed from the original response or 
altered and put back in the original response to evaluate possible system changes (sound 
quality applications, for example). 
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Figure 5. High Slew Rate Response Data 
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6. Summary- Future Trends 

Virtual measurements have become increasingly important to the analysis of structural 
systems via experimental data, particularly in situations involving multiple inputs where the 
inputs are partially correlated. ln the past, virtual measurements have almost always been 
developed by way of post processing measured data. For this reason, most virtual 
measurements have been formulated as frequency domain measurements. These approaches 
have been very successful and have become a vital part of experimental structural analysis. 

With the lower cost and increasing availability of multi-channel (8-256) data acquisition 
systems, implementation of virtual measurement methods are now practical directly in the 
data acquisition hardware. The future possibilities of virtual measurements in the time 
domain provides numerous possibilities. One such possibility, the application of virtual 
measurements to flight flutter testing, is currently being evaluated. 
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l.INTRODUÇAO 

A síntese estrutural, formulada corno um problema de otimização, pode ser definida 
corno a evolução de uma configuração estrutural em termos de um funcional de perfor­
mance sujeito a um conjunto de restrições. Nesse trabalho, consideram-se procedimentos 
para a otirnização de espessura em problemas de tensão plana, formulados pelo método 
de elementos finitos. 

Praticamente todos os algoritmos básicos de programação matemática foram desen­
volvidos durante as décadas de 60 e 70. Entretanto, tais métodos foram aplicados prin­
cipalmente em pesquisa operacional, causando certas dificuldades para torná-los ferra­
mentas eficientes e confiáveis para o projeto estrutural. Em primeiro lugar, corno muitos 
parâmetros estruturais não são conhecidos com grande precisão, a busca de um ótimo 
matematicamente preciso significa muito pouco do ponto de vista da engenharia. Em 
segundo, o custo de análise de um determinado projeto pode ser muito alto, envolvendo 
a solução de sistemas lineares de altas ordens. Belegundu e Arora (1985) demonstraram 
a necessidade de dispensar atenção especial às características específicas dos problemas 
de otimização estrutural, mostrando que não é possível relacionar a performance de um 
algoritmo num problema de programação matemática com o seu comportamento em oti­
rnização de projetos. A razão é que problemas de programação matemática consistem 
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de funcionais explícitos, de pequena dimensão e sem grande número de mínimos locais, 
ou seja, são em geral triviais em termos do tempo computacional de uma análise. Já 
em problemas de otimização estrutural, somente duas características são relevantes: con­
vergência global (se o algoritmo e sua implementação são confiáveis em atingir um mínimo 
aproximado a partir de um ponto inicial arbitrário) e eficiência (se o programa realiza o 
menor número possível de avaliações das funções do problema e de seus gradientes). 

A forma geral do problema de otimização estrutural é a seguinte, 

Minimizar f (p, u (p)) sujeito à gi(p, u (p)):::; o 
hj(p,u(p))=O 

i= 1, ... ,m 
j = 1, ... ,p 

(1) 

onde f é a função objetivo do problema; gi e hj são os funcionais de restrição. O vetor de 
deslocamentos nodais u satisfaz a equação de equilíbrio de elementos finitos K (p) u = F. 
sendo p o vetor das variáveis de projeto com dimensão n, K (p) é a matriz de rigidez da 
estrutura e Fé o vetor de carregamentos. Como se observa em (1), as funções j, gi e hj 
são implícitas nas variáveis de projeto, ou seja, dependem do vetor de deslocamentos u 
que por sua vez depende de p. Não há restrições quanto à forma destes funcionais, sendo 
em geral altamente não-lineares e podendo envolver ainda um grande número de variáveis 
de projeto. Exige-se apenas que as primeiras derivadas dos funcionais existam em todos os 
pontos de D. Dessa forma, o problema de otimização estrutural é caracterizado pelos altos 
custos de análise e avaliação de gradientes, aliada à necessidade de intensa troca de dados 
entre os módulos de elementos finitos e de otimização. Em resumo, a eficiência global de 
um programa de otimização estrutural depende não só das características de convergência, 
eficiência e confiabilidade do algoritmo de otimização, mas também de técnicas eficientes 
para o cálculo de gradientes e troca de dados entre os módulos envolvidos. Neste artigo, 
consideram-se aspectos de uma algoritmo de minimização, análise de sensibilidade de 
parâmetros, alguns exemplos e a implementação de um programa em C++. Estas são 
algumas das características de um trabalho em desenvolvimento visando a implementação 
de um ambiemte computacional para a otimização de parâmetros e forma em problema.'> 
elásticos (Silva, 1997). 

2. ALGORITMO DE OTIMIZAÇAO ESTRUTURAL 

O método de Pontos Interiores de Herskovits (1986) consiste de um algoritmo de 
pontos interiores para otimização não-linear sujeita a restrições de igualdade e desigual­
dade. Devido à sua característica de convergência global com taxa superlinear (Panier 
et al., 1988), além de gerar uma seqüência de pontos viáveis, tem sido aplicado com su­
cesso em problemas estruturais (Herskovits, 1989; Fancello, 1993). O algoritmo emprega 
uma técnica iterativa de ponto fixo na solução direta do sistema de equações e inequações 
não-lineares obtidas das condições necessárias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker. 
A cada iteração, determina-se a direção de busca resolvendo dois sistemas lineares de 
mesma matriz. O decréscimo da função objetivo e a viabilidade é garantida através de 
uma busca linear imprecisa, aumentando a eficiência global do processo. Consideram-se 
as seguintes definições: f (p) : Rn ---t R (função objetivo); g (p) : Rn ---t Rm (vetor de 
restrições de desigualdade); G (p) : Rn ---t Rmxm (matriz diagonal onde Gii (p) = gi (p)); 
C (p) : Rn ---t Rn (gradiente de j, ou seja, Ci (p) = 8j j8x); A (p) : Rn ---t Rmxn (gra­
diente de g (p), ou seja, Aij (p) = 8gd8xj); h (p) : Rn ---t RP (vetor de restrições de 
igualdade); L (p) : Rn ---t Rpxn (gradiente de h (p), ou seja, Lij (p) = 8hd8xj); À E Rm 
(multiplicadores de Lagrange das restrições de desigualdade); J.L E RP (multiplicadores 

2 



ANÁLISE DE SENSIBILIDADE E ÜTIMIZAÇÃQ ESTRUTURAL . . . 

de Lagrange das restrições de igualdade). A partir daí, as eondições de otimalidade de 
primeira ordem de Karush-K uhn-Tucker consistem do seguinte sistema de equações e 
inequações: 

c (p) + AT (p) À + LT (p) JL = o 
G (p) À= O 
h (p) =o 
gi(p) ~O i= 1, ... ,m 
ÀJ 2:' O j = 1, ... , m 

O algoritmo de Herskovits é constituído dos seguintes passos (Herskovits, 1986: Hers­
kovits et al., 1989): 

Passo 1. Inicialização. Assumir valores convenientes para os parâmetros (a. Ç, v, 7], ) , b) E 
(0, 1), p > O, f >O. Escolher um projeto inicial viável, ou seja, p(o) E O e um conjun­
to de multiplicadores Ài > O (i = 1, ... , m) , por éxemplo Ài = -1 / 9i (p). Escolher 
uma matriz real positiva definida Q de ordem n x n como estimativa da matriz Hes­
siana do Lagrangeano. Na ausência de maior informação, pode-se assumir Q = I 
como estimativa inicial. 

Passo 2. Cálculo da Direção de Busca. 

[ 

Q AT LT l 
1. Contruir a matriz R = AA G O e resolver os sistemas Ru0 = b 0 

L O O 

e Rul = bl onde Uo = [ do Ào JLo r, bo = [ -C o -h r, ul 

[ d1 À1 JL1 r e b1 = [ 0 -À -JL r. 
. _ P . . . • , _ (a - 1) d0 ·V <p . _ _ _ 

2. <p- f + Lj=l c3 hn c3 > O. Se d 1 Vr.p > O, p- ,.~ V , senao p- p. 
1. <p 

3. Calcular a direçâo de busca pela expressão d = d 0+pd1 e À= Ào + pÀ1 . 

Passo 3. Busca Linear Imprecisa. Determinar um tamanho de passo t que respeite 
a condição de decréscimo de Armijo <p (p(kl+tod) ~ <p (p(k)) + rydT\7rp (P(k)) t0 

e a viabilidade do novo projeto, ou seja, 9i (P(kl+tod) ~ O (i = 1, ... , m) e 

h1 (p(k)+tod) ~ O (j = 1, . .. ,p). Primeiro se faz uma estimativa linear para a 
saturação das restrições. Se esta estimativa falhar , faz-se uma interpolação qua­
drática das restrições violadas. 

Passo 4. Teste de Convergência. Se !ldoll 2 > Ç e 
f (P(k+ll) - f (p(kl) 

f (p(k)) 
> Ç ir 

para o passo 5. Senão encerre o processo, sendo p(k+I) a solução ótima obtida pelo 
algoritmo para o problema. 

Passo 5. Atualizações. 

1. Calcular os gradientes C (p(k+ll), A (P(k+l)) e L (P(k+I)) no novo ponto. 

2. Atualizar a matriz Q pela regra BFGS. 

3 
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Figura 1: Otimização do volume de viga com restrições de desigualdade. 

3. Se JJdoJJ 2 ~ 8 então >.i= -l/9i (p) (i= 1, ... , m); senão >.i= sup [>.oi; E Jldoll 2
] , 

(i= 1, ... , m). 

4. Se lldoJI 2 < 1 então 1 = lldoJI 2
. 

5. k = k + 1. 

6. Ir para o passo 2. 

2.1 Resultados Numéricos 

O algoritmo anterior foi aplicado na minimização do volume de uma viga de seção 
retangular constante (base b e altura h) submetida a um momento fletor A1 = 4 x 104 

kN·mm e a um esforço cortante V= 75 kN (Arora, 1989) . As condições de contorno da 
viga são tais que as tensões máximas de flexão e de cisalhamento são, respectivamente , 
6j\1fbh2 e 3Vjbh. Exige-se que as tensões não ultrapassem 10 MPa na flexão e 2 MPa 
no cisalhamento (restrições 91 e 92 ). Além disso , a altura h não deve exceder o dobro da 
largura (restrição 93 ). Impondo-se ainda os limites 10 mm ::; b, h ::; 1000 mm (restrições 
94 a 97), tem-se, na forma ( 1), 

minf(b,h) = bh 
SUJ.eita à 9 (b h) = 2·4 x

107 
- 1 O< O 1 ' bh~ . -

9 (b h) = 1.125 x 105 - 1 O < O 
2 ' bh . -

93 (b, h) = & - 1.0 ::; o 

94 (b, h) = 1oio.o - 1.0 :S O 
95 ( b, h) = 10;0 o - 1.0 ::; o 
96 (b , h) = 1.0- 1~0 ::; o 
97 (b, h) = 1.0- 10.0 ::; o 

cuja solução é qualquer ponto viável com a restrição 92 ativa (linha A - B da Figura 
la)) , onde f (b, h) = 112500.000 mm2. Os resultados nas Figuras la) e lb) mostram, 
respectivamente, a evolução da solução na região viável e a seqüência de valores da função 
objetivo nas iterações de otimização. Convertendo 93 numa restrição de igualdade, a 
solução é o ponto A da Figura 2a). A solução é mostrada nas Figuras 2a) e 2b). 

3. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 

Como observado no algoritmo anterior, é necessário determinar os gradientes dos 
funcionais a cada iteração. Como tais funcionais dependem da solução numérica de uma 
equação de estado, os gradientes também devem ser obtidos de maneira numérica. A 

4 
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Figura 2: Otimização do volume de viga com restrições de desigualdade e igualdade. 

formulação de análise de sensibilidade fornece a base teórica e computacional para o 
cálculo de gradientes de funcionais que dependem implicitamente das variáveis de projeto 
de maneira mais precisa e eficiente, comparando-se com a aplicação de uma técnica de 
diferenças finitas. Isto porque a análise de sensibilidade não requer a especificação de 
um passo para a avaliação da sensibilidade- o qual se for muito grande ou pequeno dá 
origem a imprecisões. Exige-se apenas a resolução de um sistema linear por funcional 
ativo (que é no máximo igual ao número de variáveis) ao invés de um sistema linear por 
variável no caso de diferenças finitas. De acordo com Haug, et al. (1986), a formulação 
contínua da análise de sensibilidade obtém as derivadas dos funcionais diretamente das 
equações da mecânica do contínuo sem a necessidade de discretização. 

Considere a formulação variacional do problema de elasticidade linear definido num 
domínio B E R3 : 

Determinar o campo de deslocamentos u E V tal que 

ap (u, v)= lp (v) 'r/v E V 

onde ap(u, v) = f8 T(u) · E(v) dV; lp(v) = f88 t·v dA+ f8 b·v dV; T é o tensor de 
tensões; E é o tensor de deslocamentos; t é o carregamento superficial; b é o carregamento 
distribuído no volume; V é o conjunto das soluções cinematicamente possíveis. Neste tipo 
de problema, a maioria dos funcionais pode ser colocada na seguinte forma geral (Haug, 
et al., 1986), 

1/>(p)= j
8

Q(u,\lu,p) dV u=u(x,p) xEB (2) 

onde 

~ (p) =L W,u · u + 9su ·\lu+ Q,p · bp) dV 

Diferenciando a equação variacional tem-se, 

(3) 

ap (u , v)= iP (v)- âp (u, v) (4) 

cuja solução fornece u. Para evitar a necessidade de determinar numericamente \lu, 
introduz-se o seguinte problema adjunto: 

Determinar o campo de deslocamentos ç tal que 

ap(ç , v)= j
8

(9,u·v+Q,'!ilu·\lv) dV 'r/v E V (5) 

5 
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Figura 5: Componente original de espessura única e divisões em subdomínios de espessuras 
independentes. (E= 2.1 x 106 kN/cm2

; v= 0.3) 

Solucionando (5) , obtem-se a sensibilidade da seguinte forma, 

(6) 

Uma vez implementada esta técnica de análise de sensibilidade, o algoritmo de oti­
mização anterior pode ser aplicado na determinação de espessuras ótimas em problemas 
de tensão plana. 

3.1 Resultados Numéricos 

A técnica de análise de sensibilidade foi utilizada juntamente com o algoritmo de 
pontos interiores de Herskovits na minimização do volume do componente mostrado na 
Figura 3, sujeito às condições de contorno da Figura 4 (Silva, 1997) . Foram consideradas 
as situações de espessura constante em todo domínio e sudivisões em 2, 3 e 4 subregiões 
com espessuras independentes, como ilustrado na Figura 5. Considerando como restrição 
de tensão que a média da tensão de von Mises em cada elemento não deve ultrapassar 
2500 kN/cm2 (funcional '1/J) são obtidos os resultados da Tabela 1 e da Figura 6. 

4. IMPLEMENTAÇAO 

Os algoritmos de otimização e análise de sensibilidade foram implementados em C++ 
utilizando recursos de programação orientada por objetos (Silva, 1997). O problema de 

6 
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Tabela 1: Resultados da otimização com cada parametrização. 
] Volumefinal I 1/Jjinal I Iterações I Análises MEF 

-- - - - - -·------ --- - - -- - ------ -

Original 657.01902580 -1.606058e- 05 2 2 
2 Subdomínios 593.49351327 -6.302077e- 06 7 17 
3 Subdomínios 571.83410367 -1. 716869e- 06 16 52 
4 Subd()mÍn~_os_ 512.414_37.!10_ -7.00643!_e--_ 05 20 61 

'' sso r 
1
\ 

~ i \ 
~ '11 

·o Original 1 

i ... 2 SubdominKJS i 
3 SubdommiOS 1 

• .c Subdomm10S . 

~ \ \ 

=: ~.:.:~: ... 
~o~------~5~------~,o~------~,~5--------~M. 

itera coes 

Figura 6: Evolução do volume do componente em cada parametrização do problema. 

otimização é caracterizado por uma intensa troca de informações entre os módulos de 
análise, de avaliação de funcionais e gradientes e otimização, sendo fundamental permitir 
trocas de dados eficientes. Nesse sentido, um objeto da classe implementando o método de 
elementos finitos é declarado como dado de uma classe de gerenciamento de funcionais , 
disponibilizando em memória todas as informações e métodos do modelo de elementos 
finitos. Os funcionais de performance são implementados como classes derivadas de uma 
classe base genérica que, através do recurso de funções virtuais, torna o código indepen­
dente do tipo específico de funcional utilizado. Assim, os tipos de funcionais da análise 
são definidos apenas em tempo de execução. Além disso, novos tipos de funcionais po­
dem ser incluídos sem a necessidade de revisar nenhuma parte do programa. Todos os 
procedimentos de análise de sensibilidade são definidos como funções internas da classe, 
tornando a sua interface de utilização bastante simples. Por último, o algoritmo de otimi­
zação é implementado como uma classe derivada da classe de gerenciamento de funcionais, 
herdando suas características e tendo acesso em memória a seus dados. Essa construção 
modular facilita a extensão e atualização dos códigos. 

5. CONCLUSAO 

A construção de um código eficiente de otimização estrutural deve-se iniciar com a 
identificação das características específicas dos problemas estruturais e a adoção de um 
algoritmo mais conveniente segundo estas características. O algoritmo de pontos inte­
riores de Herskovits tem conduzido a resultados bastante satisfatórios, pois apresenta 
convergência global superlinear, fornecendo sempre uma solução viável para o problema. 
A formulação contínua da análise de sensibilidade permite obter a expressão analítica dos 
funcionais de performance de problemas estruturais, através da formulação de um pro­
blema adjunto (com a mesma matriz da equação de estado), de maneira mais eficiente e 
precisa que aplicar diretamente uma técnica de diferenças finitas. O mesmo problema ad­
junto também pode ser utilizado na análise de sensibilidade à forma. Além da adoção de 
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algoritmos eficientes de otimização e análise de sensibilidade, a implementação deve per­
mitir a troca eficiente de informações entre os módulos de otimização e análise estrutural, 
como obtida através de aplicação de programação por objetos. 
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Abstract 
ln this work is studied the dynamical behavior of flexible structures in slewing motion. Nondimensional 

equations ofmotion are obtained for large deflections. A small parameter appears multiplying the nonlinear terms in 
the equations ofmotion, so the influence ofthe nonlinerities in the system behavior can be verified. We also analysed 
the differences between the contributions of small and large deflections nonlinearities on the dynamics of slewing 
flexible structures. The known Crespo da Silva and Glynn theory for tlexible beams is obtained from the one 
discussed here making some particularizations. 

Keywords 
Slewing Flexible Structures, Assumed Modes Method. Large Detlections, Small Parameter, Nonlinear Oscillations. 

1. INTRODUCTION 

The slewing flexible structures were first considered in literature by Book, Maizza­
Neto and Wintney (1975). An excellent review of this subject was done by Junkins and Kim 
(1993). Fenili (1997) analysed some aspects conceming the modeling and dynamics of slewing 
flexible structures. Fenili et ai. (1997) analysed the dynamic behavior of flexible structures under 
small deflections. Practical applications of this theory can be found in the analysis of the dynamic 
behavior of solar paneis ( Juang et ai. (1986)), rotor blades, ligth robotic manipulators, satellites 
( Yang et ai. (1994)) as some examples. The interaction between the actuator and the slewing 
structure is also an important field of research ( Sah ( 1990 ) ). 

Depending on the assumptions done in the modeling of nonlinear systems as treated here, 
the goveming equations of motion may be very complex or not. Otherwise, these equations can 
represent real systems or not. Here we should discuss some differences between small and large 
deflections in these special kind of structures. An schematic of the class of systems this research 
are working with is presented in figure I a. The associated model is showed in figure I b. 
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Actuator 
( DC motor) 

Transmission 
( gears ) 

y 

Slewing axis 

Flexible arm 

Figure la: Flexible Manipulator Figure lb: Associated Model 

2. ON MATHEMATICAL FORMULATION: LARGE DEFLECTIONS 

Consider a slewing flexible structure under large deflections and moved by a torque applied 
in the slewing axis of the system by an actuator. Here is assumed the Euler-Bernoulli model for 
the beam like structure. Two coordinate systems are required to study this sistem. The actuator is 
assumed to be fixed in global XYZ coordinates and its only degree of freedom is the Z-rotational 
motion designed as 9 . The second coordinate system is the local coordinate system for the 
structure and rotates together with the structure. The structure is "clamped" to the actuator ( the 
slope of the structure at the root ( x = O ) is always zero ). The Z and the z coordinate axes are 
coincidents. 

Following Fenili ( 1997 ), one can obtain the Lagrangean function L in order to use the 
Extended Hamilton Principie. The Lagrangean function is defined as L = K - V where K is the 
kinetic energy stored in the structure during its slewing motion and V is the total strain energy 
( transversal plus longitudinal ) stored in the flexible structure after deflection defined as : 

L 

1 f . 2 . ? K = 2 p { ( B v + ü) + [ B( X - u) + v t } dx ( I ) 

o 
L L 

V = f {El f [(v")i + 2u"v'v"+3u'(v") 2 ~ y (v') 2 (v ") 2 ]dx + EA f ( -u'+ fv'2 
)

2 dx} ( 2 ) 
o . o 

where p represents the density of the material per unity length, E represents the elasticity 

modulus ( or Young modulus ) and I represents the cross seccional moment of inertia of the 
structure. 

Aplying the Extended Hamilton Principie one can obtain the nondimensional differential 
equations of motion for the flexible structure under large deflections. The independent 

nondimensional space variable will be defined as x • = x I L, where L represents a caracteristic 

2 
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length of the system, by an example, the original Iength of the beam. The independent 
• 

nondimensional time variable will be defined as t = t I T , -where T represents a caracteristic 
time defined as the period of the transversal vibration of the clamped-free undamped unforced 

[pL4 
linear beam by T = fEI. Making ali the nondimensionalisation substitutions, one can verify 

the appearing of a small term defined as : 

r2 
( 3 ) E= L2 

This small parameter is obtained from the equation for longitudinal variable u, according 
to F enili ( 1997). For a ti pi cal beam, E << 1. The dependent dimensional variables can be 

expressed as function of the dependent nondimensional variables by the relations : v= E L v· ; 
u =E

2 Lu· ; e =E e·. For simplicity will be dropped the ( * ) for the representation of the 

nondimensional parameters. The terms of O( E 3
) and of ( E 4

) will be neglected. The 

nondimensional governing equations of motion for large deflections can finally be writen as : 

-iJ X2 -VX+ E
2 

( -0 v2 -2évv- ÜV +VU+ 2iJux+ éux )= f ( 4a) 

v+viv +Bx + E 2 ( -é2v-2éu-êu + uivv' + 4u"'v" +6u"v"' + 3u'viv-

5 3 5 2 iv ) ( - lOv'v"v'" --v" --v' v -E 
2 2 

3 , 
- v"u' - v'u" + 

2
v'- v" ) =O 

( 4b) 

• ') •• • . 1 2 I E( ü+8-x+8v+28v-2v'v 1v) -2( u'--v' ) =0 (4c) 
2 

where r= ( Ng L Km Kb I E I Lm) U- ( Ng:! L Km Kb I EIRA T )B with Ng =gear ratio. L= 
length of the structure, Km = constant of torque of the DC motor, Kb = constant of tension of the 
DC motor, Lm = DC motor inductance, RA = armature resistance and U = potencial function of the 
actuator. The nondimensionalised boundary conditions are : 

e(O)=O (Sa), e(O)=O (Sb), u(O.t)=O (Se) . v(O.t)=O (Sd). v'(O.t)=O (Se), 

u'(l,t)-tv'(l,t)2 + E(- tv"(l,t) 2 -2v'(l,t)v'"(l,t)]= O ( Sf). 
3 1 1 -2v"'(l,t)+ E [-2u'(l,t)v'(l,t) + v'(l,t) ]+E- [ 5v'(l,t)v"(l,t)-- 2u'"(!,t)v'(l,t)-

- 6u"(l,t)v"(l,t)- 6u'(l,t)v"'(l,t) + 5v'(I,t) 2 v'"(l,t) ] =O ( Sg ), 

E[v'(l,t)v"(l,t)] =O (Sh), v"(l,t) + E2 [u"(l,t)v'(l,t) + 3u'(l,t)v"(l,t)- fv'(l,t) 2 v"(l,t)] =O (Si). 

From the equation ( 4c) and boundary conditions, one can write: 

I 2 
u' = 2v' + o( E) 

u" = v'v" + o( E) 

3 

( 6 ) 

( 7 ) 
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2 
u'" =v" + v'v'" + o( e) 

u1v =3v"v"'+v'viv + o(e) 
( 8 ) 

( 9 ) 

The expressions ( 6 ) and ( 7 ) in ( 5i ) leads to v"(l,t) =O and the expressions 

( 6)- ( 9) in ( 5g) leads to v'"(l, t) =O. 

Making e and its derivatives equal to zero in equations 4, using expressions (6)-(9) and 
introducing the longitudinal nonlinear inertia, one easily obtain the Crespo da Silva and Glynn 
equations for the beam as a particular case ( Balthazar et ai. (1997)). We remarked that in the 
present approach the inextensibility condition appears naturally. ln Crespo da Silva and Glynn ( 
1978), this sarne condition was considered as a holonomic constraint via Iagrange multipliers in 
Extended Hamilton Principie. Here we are interested in analysing the most general case (e :te O ). 

Using ( 6 ), expanding v through the assumed modes method as described by Garcia ( 1989) 
and Fenili et ai. ( 1997 ) and integrating related to x, one can obtain expressions for u and its 
temporal derivatives ú and ü. After it, these expressions must be substituted in the equations 4. 
The resulting expression for v is then multiplied for the ortogonal mode fjl, . ln this way, the 

equations for the variable of detlection will be decoupled in space and coupled only in time. 
Then, the expression are integrated from x = O to x = 1. Therefore, the final governing equations 
of motion for the temporal generalized coordinates 8 e qi finally turns : 

,\' N/\' NN/\' 

e+ :L:::; ijl + E2 [e LLS!J(qlq}) + LLLAuk( iJiiMk +±qiqjijk )-
1=1 1=l J=l 1=l J=l k=l 

.\ ' A' 

-é LLL'1y(q;q1 ) ]= (NgLKmKb / EIL 111 )U-(Ng2 LKmKb / EIRAT)0 
1=1 j=l 

( 1 Oa) 

q( + wz q( + a (e + E 2 [-é2 ipt(q1- ii (S.J!J(éq/JJ + Ày( êq;q} )-
1=1 1=1 j=l 

NNN NNN l 
- ~~~Auuq~(q1qk +q1iik) + ~~~ r!Jkrq1q1q* =O ( I Ob) 

where: 

=:, = f~ 3(x(jJ J dx, 9,, = f~ 3( (jJ ,(jJ 1 - xR,,) dx , R,1 = fo~;(ç)ifJ; (ç)dÇ , A!Jk = f~ 3( (jJk R,, )dx , 

11,, = f~ 3(2(jJ,(jJ 1 -xR,,)dx, a,= J~x~dx. f3; t =J~(f/J; +xifJf+±x2ifJ/')iflrdx, 

f.Jue = fo(2R!J +2ifJ;'V1 +2ifJ/ifJ1 )ifledx, ÀIJ1 = f~(±RIJ +tP,V1 +tP,'ifJ, ){jJ,dx, 

A!Jk = fo(s;kifl/'+ R1kiflf)ifledx, r ykl = f~[3ifJ,fP;W'4-%tP,'~;~" + w~(4J,'(jJ1 4J; + WIJifJ:')]ifJ,dx 

4 
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sif(x) =-f[f: ~;(ç}P; (ç'pç ]dq vi ( x) = -f~ i ( ç )di; Wij(x) =-f ~;(ç)~ ;(l;)dl; ( II ) 

and the boundary conditions : 0(0) = o ; 8(0) = o ; v (O,t) = o ; v' (O,t) = o ; v"(Lt) =O ; 

v'"(l,t) =O. 

3. ON NUMERICAL SIMULATIONS RESULTS 

The equations of motion for small and large deflections were simulated in a structure with 
constant length of 1.2m and various retangular cross section. The dimensions of the cross section 
were chosen so the deflection of the structure occurs in the sarne plane of the movement. 
Variating the dimensions of the cross section one can obtain different values for the small 
parameter E. ln this work the values considered for simulations are : 

Table I: The physical parameters of the aluminium beam 

Cross section ( m ) Length ( m) E Mass (Kg) 

0.020 X 0.015 1.2 0.000013020 0.9720 
0.010 X 0.007 1.2 0.000002835 0.2268 

The values of the motor parameters utilized in the simulations are: Km = 0.0549 Nml A , 
RA = 1.1000 n, Kb = 0.0555 Vs/rad ,ém = 62.832 rad/s and Ng = 120. 

Substituting the numerical values, the goveming equations utilized in the simulations 
considering large deflections are : 

6 + 1.713230 q, + E
2 

[ 0507941 Bq/ + 4.514290 (ti/ q, + ~q/ q,)- 3.531470 Bq, q, J = 

= ( 2.725
1

10-
9 Ju _ ( 4.884

1
10-

9 
} ( 12a ) 

q1 + wf q1 + 05710768 + E
2 

[ -2.354410 iJ 2 q1 - 6.761390iJq 1q1 -2.628320Bq 1
2 + 

+ (-10.4228+w1
2 (4.21444))q 1

3
- 2.826790( C;/q 1 +q/ ij 1 ) ]=o ( 12b) 

The equations for small deflections according to ( Fenili et ai. , 1997 ) can be stated as: 

e+ 1.713230q, + E
2 

[ 6.0480800 q, q, + 3.023520 Bq/] = ( 
2

·
725

, 
10

-
9 Ju-( 4.xx4

, 
10

-
9 

Jo ( 13a) 

q1 + w/ q 1 + 0.5710768- E
2 [l.007840iJ2 qJ1 =O ( 13b) 

where the shape ofthe nondimensional U is showed in Figure 2. 

5 
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Obviously, the v alue of I alters with the cross section ( length is constant here ). Note that if 
E = O in equations (12) and (13) ( unperturbed motion ), their solution is the simplest motion 

possible. Canying out the numerical integrations ( E *O : perturbed motion ) of the equations 
(12) and (13) utilizing a predictor-corrector algorithm ( Burden & Faires, 1993 ), consideringjust 
one mode in the expansion of v and taking the first nondimensional natural frequency for the 
linear case equal to 1.8780 from ( Garcia, 1989 ) and ( Fenili, 1997 ), one can obtain the 
behavior of the parameters of the system,eand q1. ln Fenili et ai. ( 1997 ) we analysed the 
behavior of e and q1 for small deflections. Here we added the behavior of e and q1 for Iarge 
deflections ln the figures 3 and 4 we show the different behavior in both situations ( small and 
large deflections ). 

1 .5.-----~----~------~----~----~------~----~----~~--~ 

0.5 

= o 

-0 .5 

-"1 

time 

Figure 2: Prescribed Potencial Profile 
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Figure 3 : Comparison between the angular displacement e and temporal component ofthc deflcction 
( q 1 ) for small and large deflections ( E = 0.000002083 ) . 
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Figure 4: Comparison between the angular displacement 8 and temporal component ofthe dcflection 
( q 1 ) for small and large deflections ( E = 0.000001446 ) . 

4. SOME CONCLUDING REMARKS 

9C 

I 
I 

9() 

The theory developed in this paper can be a good approximation the smaller the ratio 
between the thickness and the length of the cantelever beam ( or E ). If the beam is short enough, 
effects not treated here must be considered ( shear effects and rotatory inertia of the cross 
section ). Another important observation is that the cross section of the beam like structure must 
be so that the deflections during the motion ( tip load is not considered ) can be restricted to the 
plane of motion. ln this work, the cross sections considered are not so thin. We observed the 
difference between the two models and noted the influence of the nonlinear contributions. An 
important aspect to be quoted is the difference in amplitude in both cases. 

The Crespo da Silva and Glynn theory of beams is easily obtained in the particular case of 
e and its derivatives equal to zero. The advantage of the approach presented here is that the 
inextensibility condition appears naturally. 
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Abstract 

\Ve preseut . for structural J:vuamic problems. a D01uaiu Dec01upositiou methoJ l>aseJ ou au augllleuteJ 

Lagraugiau formulatiou. This metlwJ uses the Iuexact e~awa algorithm to solve tlw liuear svste111 

requireJ at au:v time iucremeut. A three JitHeusioual elasticit~· J_vuatHic proLletu is solveu by t!te tuethod 

a ud the untuber of iteratious is compared witl1 the uuprecomlitioueJ FETI methoJ. 

Keywords 

Jomaiu Jecompositiou: J~·uaruics: iuexact nzawa: parallel processiug . 

1 INTRODUCTION 

The combination of implicit time-integration methods with the Finite Element method 
reduces the structural dynamic problems to a solution of large and sparse linear systems 
which can be hard to solve on conventional computers. The efficient solution of these 
systems by parallel and vector computers depends on the construction of algorithms that 
explore the resources of parallel processing. Domain Decomposition techniques (Le Tallec, 
1994, Farhat, 1991) can accomplish it because they generate a natural way of parallclizing 
the resulting problem. 

Most of finite element commercial codes uses a direct method for solving the result­
ing linear system. However , for large-scale three-dimensional structural problems, direct 
solvers entail memory and CPU requirements that rapidly overwhelm even the large re­
sources currently available. As a result, even low-frequency dynamic problems are often 
solved with explicit methods which do not require the factorization of the matrix for ev­
ery time step increment. By the way, the use of explicit codes entails a strong time step 
restriction. As an alternative, iterative solvers are used and , in the parallel computation 
context, the Domain Decompositon methods provide very robust iterative schemes. 
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ln the present work, we will present and study, for structural dynamic problems, 
a domain decomposition method based on an augmented Lagrangian formulation which 
uses the Inexact Uzawa algorithm (Bramble, Elman & Gollub, 1994, Hansen, 1997) to 
solve the linear system. This algorithm is interesting, for parallel and vector applications, 
because it doesn't need scalar products and has less operations by iteration than the FETI 
method (Farhat, 1994, 1995). A numerical example is presented in arder to get an insight 
of the main features of the proposed algorithm. ln particular , the issue of the scalability 
ot the algorithm is also addressed. 

2 TIME DISCRETIZATION AND DOMAIN DECOMPOSITION 

The transient response of an undamped structure is governed by the equation of 
motion w hich is cast into the variational form below 

(v , pü) + b(v , u) = (v , f) Vv E V(fl) (1) 

where u and ü stands, respectively, for the displacement and acceleration fields , p is the 
mass density, f is the forcing field , v is a vector field belonging to V (fl) the space of 
virtual displacement fields, ( ) stands for the integral over fl the domain occupied by the 
body and b is the Elasticity operator. 

After time discretization using the Newmark method (Geradin, 1993) ((3 = 1/ 4 and 
1 = 1/ 2) , the solution of (1) is reduced to a sequence of elliptic problems with the 
displacement vector fi eld as unknown, namely 1 . 

For n = O, 1, 2, .. 

a( v, Un+l / 2) =(v, fn+l/2) Vv E V(fl) (2) 

where ( )n stands for the numerical approximation of the function ( ) computed in time 
tn, in particular ( )n+ I/2 = !!( )n+ l + ( )nJ, 

a( v, Un + I/2 ) =(v, PUn+! /2 ) + fl.t b(v , Un+l/2) 

(v, f n+ l / 2) = fl.t (v, f n+ l / 2) +(v, PUn) + ~~(v, PÜn) 

1The prol> lem cau l> e moJifieJ to obtaiu a sequeuce to Jetermiue t he accelera tio us or tlte \'Cloc ities 
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As the bilinear form a(., . ) is symmetric and positive definite the variational equation 
(2) is equivalent to a minimization prob­
lem on the space v(n). 

The main idea of a Domain De­
composition method is to divide the orig­
inal domain n into sub-domains, like , 
for instance, the situation depicted in 
figure 1 for the case of two sub-domains. 
After that, the problem is solved inde­
pendently in each sub-domain and the 
infiuence of one into another is com-
puted through the interface/. Fignre"l- Doruaiu Decorupositiou 

Replacing V(n) by Vh(n), a finite element space, and rewriting Vh(n)= { (u1, u2)E 
Vh(nl) X Vh(n2) I u1/J = u2/J JZ, where n1 and n2 are the two sub-domains( figure 
1 ) , we have a finite constrained minimization problem, which can be rewritten on the 
augmented Lagrangian formulation below 

For n = O, 1, 2, .. find a saddle point of 

1 r -
L(u, r , >-)= 2Au.u + 2Bu .Bu + Àn+l/2·Bu- F.u 

where 

u =[~~TI /~] F' = [~i+I /2] A= [Ms + ~t K 5 

71+1 /2 fn+l/2 O 
Ms + 0~12 Ks] 

4 

(3) 

u s , js, M S, K s are respectively the displacement vector, force vector, mass and stiffness 
matrices associated to the sub-domain s. Also, we have B as the restriction matrix 
enforcing the continuity of the displacement on the interface, such that Bun+l/2 = O. 

Thus, the optimality conditions for this Lagrangian (Farhat, 1994b) yiclds the linear 
system below: 

T T -
(A +r B B)u + B >-n+I /2 = F 

Bu =O 

(4) 

(5) 

The pair (u, Àn+l /2) that satisfies these conditions can be found by the Uzawa algo­
rithm (Bramble) for which we can prove(Hansen, 1997) that the convergence is improved 
for higher values of the parameter r. Nevertheless, BT B is not a block diagonal matrix 
like A, which would entail major difficulties on parallelizing the algorithm. To circumvet 
this problem, we propose to solve the linear system by the Inexact Preconditioned Uzawa 
algorithm, which is written for the present problem as: 

2 For two snb-Joruaius. the exteusiou to 11 snb-Jomaius is straightforward 
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. 'o o g1ven '"'n+l / 2 , u , , for i = O, 1, ... 

u7+1 =ui + Qj/(F- (Ãu 1 + BT,\~+ 1 ;2)) 
,1+ 1 _). i + Q-1B i+ 1 
'"'n+1 / 2 - n+l / 2 b U 

where 
Ã=A+rBTB 
Q.-4 and Qb are, respectively, Ã and BÃ-1 BT preconditioners properly chosen. 

4 

(6) 

(7) 

The convergence for this algorithm is garanteed when A, Qa, Qb, (4QA - 2A -
BT Q/: 1 B) are all symmetric and positive definite (Hansen, 1997). 

At this time we pro pose to use Q A = A+ 2r D BT B ·W here D BT B is the block diagonal 
part of BT B and Qb = ai where I is the identity matrix and a a positive constant. 

The remaining issue is to find the parameters r and a for which the algorithm has 
the best convergence speed. Until this moment we could not find an analytical solution 
for this problem, but we will show by the examples that for suitables choices of r and a 

the algorithm has good convergence properties. 

3 NUMERICAL RESULTS 

The problem considered here is a three dimensional linear elastic parallelepiped with 
dimensions 1m x 1m x 2m and material properties E=207Gpa (Young's Modulus) and 
v=0 .3 (Poisson 's ratio). The discretization was made with eigth-node hexahedral finite 
elements , as we can see in figure 2 for a sixteen sub-domain decomposition. 

X 

Figure 2 - Sixteen Sub-Dolllain Decolllposition 

ln this problem the degrees of freedom on the plane z = O are constrained, a force per 
unit of lenght in the y directi~n ( F = 4 * 1 O 7 * si n ( 1250t)) was applied on the edge z = 2 
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y = O. The time step used was /).t = 0.00025s and the convergence criterion adopted was 

11.4.u~+ 112 -F, +l / 211 < l.xl0-6 
lfFn+l /211 

where u~+l /2 is the displacement vector projection over the sub-domains compatibility 
constraints and 11 - 11 is an assembled norm which has the sarne value as the norm for the 
problem without domain decomposition. 

On table 1, we show the average number of iterations, on four time increments, 
along with the respective element size and number of sub-domains. We observe that the 
number of iterations is not sensitive with respect to the mesh-parameter h, the largest 
side of the hexaedral. On the other hand, the number of sub-domains strongly affects 
the convergence of the iterative process. This is probably due to the absence of a coarse 
mesh grid problem (Farhat, 1994b) which might be introduced. The choice of parameters 
r and o: entails also some difficulties and , in present work, a number of numerical tests 
were requested in arder to achieve satisfactory parameters. 

Taule 1 - Colllparisou of the algoritlllus 

h N. Sub-domains Inexact Uzawa FETI 
1/4 2 25.50 17.25 

16 60.75 52.00 
1/6 2 25.25 19.25 
1/8 2 27.50 20.00 

16 70.75 63 .50 

The results above were not obtained from a parallel computer, indeed all computa­
tions were performed with the aid of Matlab 4.0 . 

4 FINAL REMARKS 

A new domain decomposition algorithm for solving structural dynamics problcms was 
presented . The algorithm is dcrived combining an augmented Lagrangian formulation 
with the Inexact Uzawa method which improves it for implementation on parallel and 
vector machines. 

ln ali results we can observe that the presented algorithm has needed a few more iter­
ations than the unpreconditioned FETI method to satisfy the convergence criterion. On 
the other hand this new algorithm makes less operations which makes us believe that the 
execution time will be smaller than the required by the unpreconditioned FETI algorithm 
under the sarne circunstances. The next step in the present work is the construction of a 
preconditioner which accomplishes a coarse mesh grid in arder to eliminate the negative 
effect of the number of sub-domains in the convergence. 
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Abstract 
This work presents the results of a numerical and experimental study on the fixing region of the anchor 

of the traction system for the metropolitan trains of Porto Alegre. The study is part of an investigation to 
elucida te the causes of structural cracks detected in the mentioned region. The methodology used in the complete 
study, statical and dynamic numerical analysis and tests and a fracture analysis of the cracked region. are 
described. The experimental tests. obtained wíth the ínstrumentation of the component parts of thc tractíon 
system, allow the evaluation of the behaviour of the structure when submitted to loads representing passengers 
and vehicle traction forces. The results of the static and dynamic tests wcre used as information for the numerícal 
analyses. 

Keywords 
Train anchor system, Numerical analysis, Experimental Tests, Structural Cracks. 
Sistema de Tração, Análise Numérica, Análise Experimental, Trincas Estruturais, Trem Metropolitano. 

1. INTRODUÇÃO 

Durante inspeções de rotina, os técnicos da Empresa de Trens Urbanos de Porto 
Alegre - TRENSURB, detectaram o aparecimento de trincas localizadas nas regiões de 
engastamento das âncoras dos sistemas de tração, nas carrocerias dos vagões de todas as 
composições. A empresa fabricante dos veículos, a NIPPON SHARYO, sugeriu a colocação 
de um reforço nas zonas danificadas, o que foi prontamente executado. 

Não obstante, a TRENSURB solicitou ao laboratório LEME uma investigação com 
respeito às possíveis causas do aparecimento das trincas, assim como uma análise da eficácia 
das modificações sugeridas pela empresa japonesa. 

2. DESCRIÇÃO DO VEÍCULO 

Os Trens Unidade Elétricos (TUE's) são compostos por quatro vagões, denominados 
MB, RB, RA e MA, ligados entre si por barras de união. As composições trafegam na direção 
norte-sul, sendo os carros motores MB e MA, sempre localizados nos extremos norte e sul, 
respectivamente. Abaixo apresentam-se algumas características técnicas dos (TUE's): 

-peso próprio dos carros motores = 273,00 KN 
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- peso próprio dos dois truques por vagão 
- carga de passageiros por vagão - 450 pass. x 0,65 KN/pass. 
- velocidade máxima em sua operação 
- força de tração longitudinal 
- aceleração 

3. ÜBJETIVOS E METODOLOGIA DO ESTUDO 

= 294,00 KN 
= 292,50 KN 
= 90,00 Km/h 
= 42,41 KN 
= l,lOG 

Os principais objetivos do estudo foram o de analisar as causas do aparecimento de 
trincas estruturais nas regiões de engastamento das âncoras nas carrocerias dos TUE's e o de 
analisar a eficácia da solução de reforço sugerida pelo fabricante dos veículos. 

Para a obtenção de tais objetivos foi adotado um plano de trabalho, envolvendo 
análises numéricas e experimentais, estáticas e dinâmicas e uma análise de fratura, 
obedecendo a seguinte metodologia: 

a) Modelagem numérica da região comprometida, discretizada em elementos de casca 
poliédrica, com a geração de malhas de elementos finitos para a obtenção de um 
modelo numérico compatível. Levantamento das características físico-geométricas dos 
elementos e material e estabelecimento das condições de vinculação e hipóteses de 
carregamento. 
b) Instrumentação e calibragem dos elementos de tração (âncora e biela) para medições 
"in loco", nas condições reais de serviço, da força transmitida à carroceria. 
Instrumentação da região reforçada, com extensômetros elétricos e deflectômetros em 
pontos definidos pela análise numérica. 
c) Ensaio estático dos elementos de tração e da região reforçada para sua calibração e a 
do modelo numérico. 
d) Análise numérica estática da região reforçada, considerando o efeito das ações 
determinadas experimentalmente para as hipóteses de carregamento definidas no item 
(a). Cálculo das tensões e solicitação, com sua representação através de isolinhas para 
deslocamentos e tensões. 
e) Análise de fadiga dos elementos localizados na região, a partir das tensões, para a 
determinação da vida útil das peças. A análise é procedida para o sistema de tração, 
com e sem o reforço executado. 
f) Análise dinâmica da região, considerando o efeito de ações dinâmicas obtidas 
através de medições experimentais. Medição e registro, em condições de serviço, da 
força de tração no ensaio dinâmico através das bielas e das deformações em pontos 
instrumentados na região reforçada. Medição de vibrações, através do uso de 
acelerômetros, no extremo do elemento de tração (âncora). Tais medições objetivam 
obter amostras de valores representativos de forças de aceleração na situação de 
arrancada do veículo, forças de frenagem, registres com velocidades uniformes em 
vários níveis, incluindo a máxima, e com diferentes níveis de carregamento da 
composição. Processamento dos resultados para a obtenção de valores médios, rms e 
de pico, para a situação estacionária (velocidade constante) e de curvas força-tempo, 
do tipo transiente, em situações de aceleração e frenagem. 
g) Análise de fratura da região sob os carregamentos indicados pelas análises 
numéricas e experimentais. Determinação dos valores do fator de intensidade de 
tensão "K" para as diversas configurações de trincas. Emprego do elemento tipo 
"quarter point" e integral "J". Esta análise objetiva prever a resistência residual e a 
probabilidade de propagação de trincas. 

2 
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4. ANÁLISE EXPERIMENTAL ESTÁTICA 

4.1 Instrumentação e Calibração 

O sistema de tração, composto pelas bielas e âncoras vistas na figura 1, foi 
instrumentado com extensômetros elétricos e calibrado. Os cilindros e bielas foram calibrados 
em uma prensa de tração/compressão e as âncoras nos ensaios abaixo descritos. 

As regiões de engastamento das âncoras, à esquerda e à direita do carro motor, foram 
instrumentadas para a medição de deformações e também de deslocamentos verticais, nos 
pontos de contorno da região e nos parafusos de fixação destas à carroceria, como visto nas 
figuras 2 e 3. 

Lateral direita do MA 

Carroceria 

Ancora 

Biela 

Força de Tração 

Longitudinal 

Zona de 

Figura 1 -Vista lateral direita do carro motor e região de engastamento da âncora com a 
nomenclatura adotada. 

Figura 2 - Chapa de reforço do lado direito, com a 
disposição dos extensômetros elétricos 

(unidades em mm). 
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Figura 3 - Posição dos deflectômetros e valores máximos dos deslocamentos verticais para o 
ensaio de flexão combinado com o ensaio de tração longitudinal 

(unidades em mm e deslocamentos em 1 o-2 mm). 

4.2 Ensaios Estáticos de Calibração 

Conhecidas as curvas de calibração dos cilindros e bielas, três ensaios distintos foram 
realizados, no próprio veículo, para a calibração das âncoras, conforme ilustram as figuras 6 a 
1 O. 

a) Ensaio de Tração Longitudinal (ETL): aplicação progressiva de forças longitudinais 
(FL) às bielas, em etapas de 10 KN, através de um cilindro hidráulico e uma célula de 
carga. Medição de deformações e deslocamentos nas âncoras e nas regiões de reforço. 
b) Ensaio de tração Transversal (ETT): aplicação progressiva de forças transversais 
(Fr) às bielas, em etapas de 2 KN, com procedimento semelhante ao ensaio anterior, 
objetivando a calibração das âncoras para eventuais forças transversais introduzidas à 
carroceria, quando do veículo em operação. 
c) Ensaio Combinado de Flexão (EF) com Tração Longitudinal (ETL): o ensaio de 
flexão constituiu-se da aplicação progressiva de uma carga distribuída no interior do 
veículo, com 975 sacos de areia de 0,30 KN cada, simulando o carregamento 
produzido por 54 passageiros sentados e 396 em pé, conforme especificações de 
projeto. Para que a região reforçada fosse examinada sob os efeitos de uma 
combinação de esforços, este ensaio de flexão foi superposto ao de tração longitudinal. 
Para cada etapa de carga distribuída "q", foram aplicados quatro estágios da força 
longitudinal (0,20,40 e 50 KN), originando combinações do tipo EF2ETL4 (ensaio de 
flexão com 50% da carga distribuída "q" e com 40 KN de força longitudinal aplicada 
às bielas). 
Os resultados para deformações e deslocamentos, nos três ensaios estáticos, 

demonstraram um comportamento razoavelmente linear e simétrico, tanto para âncoras como 
para as regiões reforçadas da carroceria do veículo. 

5. ANÁLISE NUMÉRICA 

A região reforçada, as chapas de reforço e as âncoras foram discretizadas em 
elementos finitos. Foram medidas as características físico-geométricas das peças e materiais e 
um modelo numérico foi, então, estabelecido, vide figura 4. 

A âncora fixa-se à chapa de reforço através de parafusos e esta à carroceria por meio 
de solda no bordo externo e contornos internos. 

4 
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Frente do carro 

Figura 4 - Modelo numérico da chapa de reforço, lado direito. 

O funcionamento das chapas superpostas foi considerado através da correção dos 
módulos de deformação de forma a assegurar a correta rigidez à flexão para cada chapa. 

Para definição dos carregamentos atuantes, foram consideradas a ação das forças de 
tração nas âncoras, o peso próprio do veículo e dos passageiros. 

A ação da âncora sobre a chapa de reforço e carroceria foi obtida através de uma 
análise da região reforçada, aplicando-se cargas unitárias atuando, separadamente, nas 
posições correspondentes aos parafusos. Assim foi possível, pelos deslocamentos obtidos, 
definir molas equivalentes assumidas como apoios da âncora. Aplicando-se a carga de tração 
do veículo, obtida experimentalmente, à âncora, foram determinadas reações nas molas. Estas, 
com sinais invertidos, representam a ação da âncora sobre a peça reforçada e correspondem às 
cargas aplicadas na região dos parafusos como forças de tração do veículo. A ação da carga de 
passageiros sobre a peça foi representada pelos deslocamentos impostos, também obtidos 
experimentalmente, nos vários pontos instrumentados. 

Para possibilitar uma posterior verificação à fadiga , os carregamentos foram dispostos 
em dois grupos: 

- Cargas Alternantes: Carga de tração do veículo, metade da carga máxima de 
passageiros e cinco por cento da soma dos anteriores por consideração de impactos devidos à 
aceleração vertical. 

- Cargas Médias: Peso próprio do veículo vazio, metade da carga máxima de 
passageiros e cinco por cento da soma dos anteriores. 

Uma carga alternativa de tração foi adotada, correspondente ao valor dado pela média 
das medições experimentais, mais I, 79 desvios padrão. Esta hipótese conservativa cobre 95% 
das situações de carga aplicadas ao veículo. 

A análise estática mostrou que as maiores tensões ocorrem em pontos isolados da 
região lateral direita do veículo, produzindo um escoamento localizado na ponta do reforço. 
Estas tensões ultrapassam em 57% a tensão de escoamento do material (21 O N/mm2

), porém, 
em nenhum caso, ultrapassam a tensão de ruptura (51 O N/mm\ 

Uma vista da distribuição de tensões principais na chapa de reforço pode ser 
encontrada na figura 5. 

6. VERIFICAÇÃO DE FADIGA 

A verificação à fadiga foi efetuada utilizando o diagrama da elipse para a combinação 
das tensões médias e alternantes e o critério de Sines para a avaliação das tensões médias 
equivalentes. 
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Figura 5 - Distribuição de tensões principais na chapa de reforço. 

Os limites inferior e superior da tensão de ruptura foram tomados com base na tensão 
média de ruptura, menos e mais três desvios padrão, respectivamente, e os valores das tensões 
alternativas para os diferentes materiais obtidos do relatório fornecido pela empresa 
fabricante. A verificação à fadiga, considerando a existência do reforço, é limitada pelo 
próprio reforço, em ambos os lados do veículo e indica uma vida mínima de 250000 ciclos, o 
que corresponde a um período de uso de 25 anos. Quando desconsiderado o uso do reforço, 
situação prévia em que se encontravam os veículos, a vida mínima encontra-se entre O e 8000 
ciclos, correspondendo a um uso de até 8 anos. 

7. ANÁLISE DINÂMICA 

Os objetivos principais do estudo dinâmico foram: a determinação das forças 
transmitidas pelas barras de união entre os truques e as âncoras, sob várias condições de 
serviço, a verificação de amplitudes das componentes de força na direção normal à esta barra 
e a determinação das deformações específicas, em pontos determinados, visando detectar 
evidências de amplificação dinâmica. 

As barras e cilindros das laterais esquerda e direita foram instrumentados e calibrados. 
Foram também colocados extensômetros elétricos em diferentes seções da âncora e nas 
regiões reforçadas . 

Um sistema de aquisição de dados para seis canais foi utilizado. Este é composto por 
um multiprogramador STD MP-85 ligado através de uma interface EPIB a um 
microcomputador. Um osciloscópio digital acoplado a uma impressora foram também 
utilizados, para permitir observações sobre canais adicionais . 

Foram efetuados registras para o veículo na linha, sem carga e com carga máxima de 
passageiros, em situações consideradas como típicas de serviço: arrancada, frenagem normal, 
frenagem de emergência, curva e reta a velocidade constante. 

A situação de arrancada apresentou os maiores picos de força nas barras. Considera-se 
possível caracterizar esta situação como um processo aleatório não estacionário, entretanto, 
utilizou-se um enfoque simplificado alternativo, considerando-se o valor de pico de cada 
arrancada como uma variável aleatória. 

Não obstante a inexistência de amplificações dinâmicas significativas, observa-se 
sistematicamente a presença de uma componente de 3Hz e amplitude rms de 1,05 kN. Tais 
flutuações podem contribuir ao crescimento de trincas pré-existentes. 
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8. ANÁLISE DE FRATURA 

A análise de fratura realizada visou determinar a possibilidade de que trincas pré­
existentes, na zona posteriormente reforçada, poderiam propagar-se de forma instável sob uma 
condição de carregamento estático extremo. Nesse sentido, um modelo de elementos finitos 
foi modificado para levar em consideração a presença de tais trincas, na situação do veículo 
reforçado. As trincas, definidas pelo relatório de inspeção da firma proprietária, foram 
modeladas através da geração de nós duplos na malha utilizada. 

Os carregamentos considerados, determinados experimentalmente, foram a força 
horizontal de tração nas âncoras e a ação do peso próprio do veículo e carga dos passageiros. 
Estes últimos foram aplicados através de deslocamentos equivalentes, nos pontos medidos, e 
acrescidos de um fator de amplificação de I 0%, devido à aceleração vertical. 

O fator de intensidade de tensões foi calculado para ambas as extremidades de cada 
trinca e comparado ao fator de intensidade de tensões criticas, para determinar a possibilidade 
de propagação de trincas. O fator crítico foi determinado através de valores do teste Charpy 
para a chapa de aço utilizada. A análise de tensões equivalentes de Von Misses mostra um 
pequeno acréscimo nas tensões, se comparadas à situação sem trincas estudada na análise 
numérica, mas com estas ainda dentro dos limites de segurança. 

Desta análise de fratura, onde não são consideradas eventuais tensões residuais da 
estrutura, determina-se a probabilidade de que não haja propagação das trincas pré-existentes 
quando da utilização do sugerido reforço. 

9. CONCLUSÕES 

Em função dos resultados obtidos nas analises numencas e experimentais pode-se 
chegar às seguintes conclusões. 

O comportamento das regiões reforçadas, direita e esquerda, é simétrico e elástico­
linear no intervalo de carga analisado. Não foram detectados efeitos dinâmicos significativos. 

Os maiores picos das forças longitudinais de tração nas bielas correspondem a situação 
de arrancada da composição e o efeito de flexão lateral nas âncoras pode ser desprezado. 

A análise de fadiga das peças sem reforço indicou uma vida provável entre O a 8 anos, 
nas regiões ao redor dos furos de fixação das âncoras. No entanto, com o reforço esta vida é 
estendida a um período de 25 anos de utilização dos veículos. 

A análise de fratura indica que nas condições atuais não deve haver propagação das 
trincas existentes. 

As trincas existentes nas regiões de. entorno dos furos de fixação das âncoras podem 
ter aparecido por uma falta de capacidade de absorção das elevadas tensões existentes na 
situação sem reforço, o que foi sanado · com o reforço executado. Alternativamente, estas 
trincas podem também terem sido originadas no processo de fabricação das peças, como 
microfissuras, propagando-se e aumentando suas aberturas em funcão do oosterior orocesso 
de fadiga imposto pela utilização dos veículos. 
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Abstract 
The present paper describes an approach for structural damage assessment that has its basis in methods of system 
identification. Response of a damaged structure differs from that obtained from the original and healthy struc­
ture. A refined analytical model that predicts correctly the response of the structure is available. The output error 
approach of system identification is employed to determine changes in the analytical model necessary to mini­
mize differences between the measured and predicted response. Structural damage are represented by damage 
variables in which are lumped changes in the stiffness matrices resulting from variations in geometry or material 
properties of the structure during damage. The design space of the resulting optimization problem is highly non­
convex and has severa] local optima. ln some cases methods of mathematical programming using gradients are 
not able to detect damage. This work presents a departure from that approach using one stochastic method of 
global optimization which is the genetic algorithm. Measurements of static deflections are used in the identifica­
tion procedure. Principal shortcomings in the proposed approach and methods to circumvent these problems are 
also discussed. 

Keywords 
Structural Damage Assessment, Genetic Algorithms, System Identification, Structural Optimization 
Avaliação de Danos Estruturais, Algoritmos Genéticos, Identificação de Sistemas, Otimização de Estruturas 

I. INTRODUÇÃO 

Sistemas estruturais como veículos espaciais, automóveis, pontes, edificios e plataformas 
"offshore", deterioram-se ao longo de sua vida em serviço até se tornarem imprestáveis para o 
fim a que se destinam. Em determinadas situações entram em colapso prematuramente cau­
sando acidentes lamentáveis. Do ponto de vista de segurança e mesmo de acompanhamento 
do desempenho da estrutura seria importante que se pudesse monitorá-la desde o seu início 
em serviço avaliando constantemente o seu estado e verificando o seu grau de deterioração em 
relação às condições originais e determinando as medidas corretivas que se fizerem necessári­
as. 

O presente trabalho apresenta um método de detecção de danos em estruturas que se en­
quadra na categoria dos métodos não destrutivas e que tem por base técnicas de identificação 
de sistemas. A idéia principal é que a resposta de uma estrutura às solicitações externas se 



AVALIAÇÃO DE DANOS ESTRUTURAIS UTILIZANDO O ... 

modifica à medida que se deteriora. Os resultados experimentais podem então ser utilizados 
para o processo de avaliação do dano. A correlação entre estes -resultados experimentais e a 
resposta obtida através de um modelo analítico permite a possibilidade de se determinar um 
modelo modificado que produza a resposta alterada. Uma revisão dos principais métodos de 
identificação relacionados com sistemas estruturais pode ser encontrada em Hanagud et ai. 
(1987). 

A avaliação de danos é feita através do uso de uma variável de dano associada a cada 
elemento da estrutura num modelo de elementos finitos da mesma e do uso de técnicas de 
identificação de sistemas para determiná-las. O método do erro na resposta ('"output errar 
approach") (Hajela & Soeiro, 1990) de identificação de sistemas é empregado no qual o mo­
delo analítico é refinado de tal modo que a diferença entre os resultados previstos e os medi­
dos seja minimizada. Para o problema de otimização resultante utilizou-se na presente pesqui­
sa o algoritmo genético que se enquadra na categoria dos métodos estocásticos de otimização 
global (Arora et ai., 1995). Como resultados experimentais foram usados deslocamentos es­
táticos uma vez que propiciam um menor esforço computacional e o objetivo da pesquisa foi 
testar a eficiência do método de otimização empregado. Sao apresentados alguns exemplos de 
estruturas de treliça que demonstraram que o algoritmo genético possui bom potencial para 
uso em avaliação de danos. Por ser um algoritmo de otimização global pôde resolver proble­
mas reportados em trabalhos anteriores onde foi usado técnicas de otimização local e a detec­
ção de danos não foi corretamente obtida. 

2. IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS 

A validade de um modelo analítico é determinada pela comparação da reposta prevista 
pelo modelo com a resposta observada em testes ou durante a operação. Embora medidas ex­
perimentais sejam por si mesmas imprecisas devido a erros nos equipamentos e técnicas de 
aquisição de dados utilizadas, limites razoáveis podem ser impostos, dentro dos quais espera­
se que os resultados experimentais se situem. A diferença entre os resultados analíticos e os 
experimentais pode ser tão grande que torne o modelo inaceitável . Neste caso, se houver con­
fiança bastante nos resultados experimentais, técnicas de identificação de sistema podem ser 
utilizadas para melhorar o modelo analítico. Este assunto tem sido objeto de vários estudos 
que podem ser encontrados na literatura ( Allen & Martinez, 1991 ). 

No caso de sistemas estruturais sujeitos a cargas dinâmicas o modelo mais largamente 
empregado é o modelo em elementos finitos descrito pela equação: 

MX + CX +KX = F(t) (I) 

onde M, C e K representam, respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e rigidez 
cujos termos podem se constituir em parâmetros a serem identificados. 

O problema de identificação de sistemas pode ter, entre outras, classificações conforme o 
tipo de dados utilizados, o tipo de sistema a ser identificado, o tipo de técnica empregada e o 
tipo de formulação utilizado (Hanagud et al., 1987). Normalmente as técnicas são implemen­
tadas pela definição de uma função custo que será minimizada. A forma pela qual a função 
objetivo é definida determinará o tipo de formulação empregada. No presente trabalho utili­
zou-se o método do erro na resposta ("output error approach") onde os parâmetros de um mo­
delo são determinados pela minimização da diferença entre alguma característica observada 
do sistema, como deslocamentos estáticos e parâmetros modais, e a correspondente solução 
do modelo. A função objetivo é normalmente definida utilizando mínimos quadrados que terá 
o seguinte aspecto para modelos discretos: 
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F = IIcx~ -x;)" (2) 
j 

onde i representa o grau de liberdade, j o caso de carregamento ou um determinado modo de 
vibração, Xm e Xa representam, respectivamente, o deslocamento estático ou modo de vibração 
medido e analítico. Os parâmetros constantes do modelo representado pela equação ( 1) são 
alterados até que a função objetivo (2) seja minimizada. Recai-se, portanto, em um problema 
de otimização sem restrições onde as variáveis de projeto são os parâmetros do modelo analí­
tico. 

3. A V ALIAÇÃO DE DANOS 

Em uma formulação em elementos finitos, as características de uma estrutura são defini­
das em termos das matrizes de massa, amortecimento e rigidez. Quaisquer variações nessas 
matrizes, como as que poderiam ser produzidas por um dano, afetam a resposta do sistema. 
Neste trabalho deslocamentos estáticos simulados foram utilizados na tarefa de avaliação de 
danos. O modelo estudado se reduz à equação 

KX=P (3) 

onde X é o vetor de deslocamentos da estrutura submetida a carregamento estático. Embora se 
verifique claramente que qualquer alteração na matriz K afetará a resposta X, é importante do 
ponto de vista de avaliação de danos que se relacione esta variação na resposta com a locali­
zação e extensão do dano. Tipicamente a matriz de rigidez é função das propriedades de seção 
(áreas de seção reta e momentos de inércia) e de material (módulos de elasticidade) da estru­
tura. Considera-se que variações nestes parâmetros produzidas pelo dano sejam grupadas em 
uma única variável denominada variável de dano que será identificada no problema de otimi­
zação resultante. Será associada uma variável de dano (di) a cada elemento na formulação em 
elementos finitos da estrutura. Elas terão valores entre O e 1, correspondendo, respectivamente, 
às condições de ausência de dano e colapso total. Numa treliça a matriz de rigidez de cada 
elemento terá o seguinte aspecto: 

2 c cs -c -cs 
(1-d;).E.A; 

2 2 

Ke) = cs s ~cs -s (4) 
L 2 -c -cs c cs 

2 2 -cs -s cs s 

onde c = cose e s = sene, sendo e o ângulo entre o elemento de treliça e o eixo X, Ei é o mó­
dulo de Y oung, Ai a área de seção reta, Li o comprimento do membro e di a variável de dano 
associada ao elemento (Huebner & Thomton, 1982). 

O problema de avaliação de danos toma-se, portanto, um problema de identificação de 
sistemas com um enfoque diferente. Aqui, o modelo é considerado correto quando a estrutura 
não possui dano. À medida que se deteriora sua resposta se altera e o processo de identifica­
ção de sistemas é utilizado para se determinar o conjunto de variáveis de dano que minimizam 
a função objetivo (2). 

3 
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O método do erro na resposta ("output error approach") tem a vantagem de não precisar 
do conjunto completo de deslocamentos estáticos em todos os graus de liberdade uma vez que 
a função objetivo pode envolver apenas a diferença entre algumas componentes daquele vetor. 
Isto é importante porque pode ser impraticável se medir os deslocamentos em todos os graus 
de liberdade. Há ainda o fato de que, de acordo com o tipo de estrutura e do carregamento, 
alguns deslocamentos são pouco significativos. 

4. ALGORITMO GENÉTICO 

Em trabalhos anteriores (Hajela & Soeiro, 1990 e 1992), utilizou-se no problema de oti­
mização o método de métrica variável BFGS, baseado em cálculo de gradientes da função 
objetivo. É um método de otimização local (Arora et al., 1995) e apresenta algumas dificulda­
des na detecção do dano quando o espaço de projeto se toma excessivamente não convexo 
com muitos mínimos locais. Para suplantar estas dificuldades utilizou-se neste esforço o algo­
ritmo genético que é um método de otimização global que vem tendo grande desenvolvimento 
nos últimos anos. 

O algoritmo genético baseia-se apenas em cálculo da função objetivo. Para reduzir o nú­
mero de tentativas utiliza idéias de probabilidade e uma analogia com processos naturais. 
(Goldberg, 1989 e Hajela, 1993). Inicia-se com um conjunto de projetos viáveis denominado 
de "geração". Um conjunto de projetos melhores (tendo valores menores da função objetivo) é 
selecionado da referida "geração" e colocado para o "cruzamento", produzindo novas 
"gerações" que apresentarão melhores projetos. Há, ainda, a operação de "mutação" onde al­
guns indivíduos de uma geração alteram algumas de suas características genéticas. Todos es­
tas operações são executadas ou não de acordo com uma probabilidade previamente definida. 
O processo é repetido até que não se possa mais reduzir a função objetivo. O método tem a 
capacidade de determinar o mínimo global de um problema com muitos mínimos locais po­
rém apresenta a desvantagem de exigir um elevado número de avaliações da função objetivo. 

5. IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 

Os procedimentos descritos acima foram implementados em um microcomputador IBM 
486 DX4-100 utilizando o MS FORTRAN PowerStation. Foi desenvolvido um programa in­
tegrando o otimizador baseado no algoritmo genético e o modelo de elementos finitos utili­
zando elemento de treliça plana. Os resultados experimentais foram simulados em computa­
dor. Para tal imaginou-se um determinado dano e obteve-se a resposta através do modelo de 

CD 1 !P® 6 !~ 
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Figura 1 - Treliça de dez barras. Dimensões em centíme­
tros. P=SOkN e A=1 O cm2

• 

4 

elementos finitos da estrutura com a 
variável dano incluída. Os desloca­
mentos obtidos tomam-se então os 
"resultados experimentais". Neste 
trabalho eles foram usados direta­
mente sem modificações. Parte-se 
da estrutura sem danos e procura-se 
chegar ao dano previamente estipu­
lado através da identificação de sis-
temas. 
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6. DISCUSSÃO DE RESULTADOS 

O método de detecção de danos apresentado foi aplicado a uma série de estruturas de tre­
liça plana. Os resultados foram comparados com a solução exata e com a solução utilizando o 
método de otimização de métrica variável BFGS. Na treliça de dez barras da figura 1 utilizou­
se uma população de 100 indivíduos, um número máximo de gerações de 60, uma probabili­
dade de cruzamento Pc = 0,9 e uma probabilidade de mutação Pm = 0,005. São 1 O variáveis de 
projeto produzindo uma cadeia binária de dimensão 70 ( 1 Ox7) para cada indivíduo da popu­
lação. Num primeiro exemplo simulou-se um dano de 50% no elemento 2 e um dano de 40% 
no elemento 8. São elementos submetidos à tensões similares. Tanto o algoritmo genético 
como o método BFGS foram capazes de determinar o dano corretamente. O valor das tensões 
em cada membro e os resultados deste primeiro exemplo estão apresentados na tabela 1. Já no 
segundo exemplo, simulou-se um dano bastante extenso (90%) em um elemento muito tensi­
onado (elemento 1) junto com o dano (60%) em outro elemento menos solicitado (elemento 
9). Neste caso o espaço de projeto é muito desfavorável aos métodos de gradiente. O algorit­
mo genético leva nítida vantagem, sendo capaz de detectar corretamente os danos simulados 
(tabela 2). 

Tabela 1: Resultados para a treliça de dez barras com dano nos membros 2 e 8. 

Variáveis de projeto (d) 
Elemento Tensões Solução 

no (MPa) AG BFGS ex ata 
I 102,3 0,0000 0,0075 0,0000 
2 67,4 0,4989 0,4693 0,5000 
3 -73,9 0,0000 0,0281 0,0000 
4 -97, 6 0,0000 0,0000 0,0000 
5 -17, 7 0.0078 0,0000 0.0000 
6 29,9 0,0000 0,0000 0,0000 
7 28,3 0,0000 0,0993 0,0000 
8 -42,3 0,3898 0,3407 0,4000 
9 -20,0 0,0078 0,0000 0,0000 

10 -20,0 0,0000 0,0681 0,0000 

Tabela 2: Resultados para a treliça de dez barras com dano nos membros 1 e 9 

Variáveis de projeto (di) 
Elemento n° AG BFGS Sol. exata 

1 0,8965 0,8215 0,9000 
2 0,0156 0,3569 0,0000 
3 0,0000 0,0000 0,0000 
4 0,0000 0,2911 0,0000 
5 0,0078 0,7787 0,0000 
6 0,0702 0,6799 0,0000 
7 0,1403 0,3929 0,0000 
8 0,1247 0,1349 0,0000 
9 0,5613 0,2736 0,6000 
10 0,0000 0,0094 0,0000 

-

5 
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Num segundo exemplo utilizou-se uma treliça de 15 barrâs, apresentada na figura 2. É 
uma estrutura com um grau de redundância igual a 3. Neste caso simulou-se o colapso total 
em duas barras (2 e 15), ou seja, danos de I 00%. Como se vê na tabela 3 a barra 2 é a mais 
tensionada e a barra 15 a de menor tensão. Verifica-se que somente o algoritmo genético de­
tectou o dano. Para este caso foram utilizados os mesmos parâmetros de população, probabili­
dades de cruzamento e de mutação e número máximo de gerações que o exemplo anterior. 

1.50 

Q) 
6 

4 

G) 
~ 

p 

p 
V 2 "-,V 7 "'1/ 12 "-,I ~ 

® 
150 150 150 

Figura 2- Treliça de quinze barras. Dimensões em centímetros. P=SO 
kN e A= 10 cm 2

. 

Tabela 3: Resultados para a treliça de quinze barras com colapso total nos membros 2 e 15. 

Variáveis de projeto (di) 
Elemento Tensões Solução 

no (MPa) AG BFGS ex ata 
1 63,0 0,0000 0,0000 0.0000 
2 63,0 0,9900 0,9502 1,0000 
3 24,0 0,0000 0,2171 0,0000 
4 24,0 0,0000 0,0006 0,0000 
5 -30,2 0,0000 0,0096 0,0000 
6 66,8 0,0000 0,0001 0,0000 
7 66,8 0,0078 0,6840 0,0000 
8 18,7 0,0000 0,1484 0,0000 
9 18,7 0,0000 0,0001 0,0000 
10 -28,4 0,0078 0,0016 0,0000 
11 64,8 0,0000 0,0000 0,0000 
12 64,8 0,0000 0,2096 0,0000 
13 21,5 0,0000 0,1062 0,0000 
14 21,5 0,0000 0,0000 0,0000 
15 -15,2 0,9900 0,0025 1,0000 

'-·-- --

Na figura 3 representou-se uma treliça isostática com 23 membros. Para o algoritmo genético 
foi aumentada a dimensão da população para 200 e do número máximo de gerações para 150, 
com as mesmas probabilidades de cruzamento e mutação dos casos anteriores. Neste proble­
ma não se pode danificar totalmente um membro sob pena de instabilidade estrutural. Simu­
lou-se, assim, danos de grande extensão (90%), mais uma vez em membros com diferentes 
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níveis de tensão (membros 1 e 9). Os resultados apresentados na tabela 4 mostram a mesma 
tendência das situações anteriores. 

Figura 3 - Treliça isostática de vinte e três barras. Dimensões em centímetros. 
e A=10 cm2 

P=1kN 

Nos exemplos mostrados verifica-se que o algoritmo genético em termos de obtenção de 
resultados superou o método BFGS. Isto se deve ao fato de ser um método de otimização glo­
bal , enquanto o BFGS converge para o mínimo local mais próximo do ponto de partida do 
processo. No entanto demonstrou ser altamente custoso do ponto de vista computacional. Nos 
exemplos acima descritos o algoritmo genético necessitou de cerca de 30 a 50 vezes o tempo 
de processamento do método BFGS. 

7. CONCLUSÕES 

O presente trabalho apresenta um método de detecção de danos em estruturas utilizando 
técnicas de identificação de sistemas onde o algoritmo genético é empregado como otimizador 
no problema de otimização resultante. Verificou-se a sua potencialidade. Por ser um método 
de otimização global é capaz de ter bons resultados mesmo em espaços de projeto complica­
dos com muitos mínimos locais. Necessita de maior aprimoramento pois o esforço computa­
cional requerido ainda é muito elevado. Pesquisas em andamento tentam melhorar o desem­
penho do algoritmo genético na detecção de danos através da melhor escolha de seus parâme­
tros de funcionamento. Pesquisa-se, ainda, o uso de outros métodos estocásticos como o re­
cozimento simulado ("simulated annealing") ou métodos de otimização global que utilizem 
gradientes da função objetivo. 
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Tabela 4: Resultados para a treliça isostática de vinte e três barras com dano nos 
membros 1 e 9 

Variáveis de projeto (d;) 
Elemento Tensões AG BFGS Solução 

no (MPa) exata 
1 1,25 0,8623 0,0000 0,9000 
2 3,25 0,0935 0,0000 0,0000 
3 4,25 0,0000 0,0000 0,0000 
4 4,25 0,0000 0,0000 0,0000 
5 3, 25 0,0639 0,0544 0,0000 
6 1,25 0,1 277 0,9572 0,0000 
7 2,50 0,0000 0,3967 0,0000 
8 -4,00 0,0000 0,4436 0,0000 
9 -4,50 0,8942 0,7080 0,9000 

10 -4,00 0,0000 . 0,0289 0.0000 
11 -2,50 0,0000 0,0797 0,0000 
12 -2.79 0,2555 0,0865 0,0000 
13 2.79 0,0319 0,1860 0,0000 
14 -1,67 0,0000 0, 2046 0,0000 
15 1,67 0,0000 0,001 7 0,0000 
16 -0,55 0,0000 0,0000 0,0000 
17 0,55 0,0000 0,0000 0,0000 
18 0,55 0,0000 0,0000 0,0000 
19 -0,55 0,0000 0,0000 0,0000 
20 1,67 0,1277 0,0000 0,0000 
21 -1 ,67 0,0319 0,0000 0,0000 
22 2.79 0,0000 0,0000 0,0000 
23 -2, 79 0,0000 0.0000 0,0000 

- - ----'---~-- . - - ·-- -- -
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Abstract 
ln present times, under reduction of the financial investiments resources and increase of the demands for 
electrical power, the improvement of the maintenance actions and increase of the available time in big generators 
units are a must. Allowing for the maintenance know how and experience ofthe ABB and CESP, it was possiblc 
a new and dared solution for the rehabilitation of a 480 ton 's weight generator rotor by the replacement of its 
magnetic wheel 's splines. This solution meant a quality levei profit and kept the maintenance time restricted to 
the original preventive maintenance program of generator unit. 

Palavras Chave 
Manutenção - Máquinas Rotativas - Gerador - Chavetas - UHE Ilha Solteira 
Maintenance- Rotating Gencrator- Hydroelectric Generator- Splines- Ilha Solteira Powcr Plant 

!.INTRODUÇÃO 

A UHE Ilha Solteira localiza-se no Rio 
Paraná, na divisa dos estados de São Paulo e 
Mato Grosso do Sul (Figura I). O 
reservatório formado por uma barragem de 
61 OOm, possui um volume acumulado de 
21060 x 106 m3 em uma área de 1195 km 2

. 

O vertedor é do tipo superficie, composto de 
19 vãos, com capacidade de descarga de 
38300m3/s. A potência instalada de 3444 
MW provêm de 20 Unidades Geradoras 
com turbinas tipo Francis de potência média 
de 172,2 MW e vazão unitária nominal de 

Figura 1 390 m3/s. Os Geradores são trifásicos, de 84 
polos, 60Hz, tensão nominal de 14,4 kV e potência nominal de 170 MV A. Em cada Unidade 
Geradora o conjunto girante pesa 750 t. Um banco de 20 transformadores eleva a tensão para 
440 kV para ser transmitida através de 6 linhas pelo sistema interligado. 

2. HISTÓRICO 
No dia 24111 /88 ocorreu uma parada forçada na UG-07 por atuação da proteção terra­

rotor. Durante inspeção executada pelas equipes de manutenção, constatou-se o desgaste da 
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isolação do barramento de excitação do rotor. O desgaste foi causado pela movimentação da 
coroa polar em relação aos braços do rotor, devido ao surgimento de folgas entre os 
alojamentos e as chavetas que fazem o acoplamento (Figura 2). 

A Figura 3, representa esquematicamente o acoplamento entre a coroa e um dos 12 
(doze) braços do rotor do gerador. A coroa polar (a), une-se aos braços do rotor e é travada 

axial e tangencialmente, pelo conjunto 
composto pela chaveta "T" (d) e seu 
alojamento (c), chavetas cõnicas (e) e 
espessurador (b ). 

Uma análise técnica da área de 
engenharia de manutenção concluiu que as 
folgas eram provenientes de desgastes 
causados por movimento vibratório do 
conjunto: chaveta "T", alojamento, chavetas 
cõnicas e coroa polar. O movimento 
vibratório ocorria em função do 
dimensionamento do espessurador não ser 
suficiente para manter o conjunto travado 

sob ação da força centrífuga, da dilatação térmica e de eventuais acomodações das chapas do 
pacote da coroa polar. 

Resumindo: o espessurador é montado no alojamento com interferência dimensional. 
Essa interferência deve ser suficiente para manter o travamento do conjunto mesmo quando, 
sob operação normal, os efeitos da força centrífuga e da dilatação térmica causam o 
"afastamento" da coroa, aumentando as dimensões do alojamento do conjunto de travamento. 
Caso isso não ocorra, surgem folgas que permitem o surgimento de vibrações nos 
componentes. A eliminação das causas do problema resume-se em dimensionar o 
espessurador, de modo que o conjunto permaneça travado quando em operação normal, sem, 
no entanto, deformar a coroa polar por excesso de interferência. A substituição das chavetas 
"T" e das chavetas cõnicas tomaram-se necessárias, em função do desgaste acentuado desses 
componentes. 

O procedimento utilizado em situações anteriores consistia em retirar os doze ( 12) 
conjuntos de travamento, através de aquecimento controlado da coroa polar, e fazer a 

a 

Figura 3 

regularização dos alojamentos desgastados 
dessas chavetas, visando obter um nível de 
uniformidade dimensional que permitisse 
confeccionar uma nova chaveta "T", 
adequada às dimensões obtidas. A 
regularização do alojamento era feita 
puxando-se uma brochadeira desde a parte 
inferior do alojamento, utilizando-se uma 
ponte rolante do Hall de Montagem (HM) da 
Usina. Na prática, não se conseguia 
acabamento superficial nem dimensões 
regulares. Após a confecção de novas 
chavetas, o ajuste das mesmas no alojamento 
seria incerto e, portanto, o resultado obtido 

resumia-se a uma melhora em relação à condição anterior. 
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3. CONTRATAÇÃO DOS SERVIÇOS E ALTERNATIVA TÉCNICA PARA A 
EXECUÇÃO 

A CESP decidiu pela contratação dos serviços através de licitação pública, tendo em vista 
a escassez de recursos humanos prevista para a execução da manutenção rotineira da UG, em 
simultaneidade com esse serviço. A ABB (ASEA BROWN BOVERI) saiu vencedora da 
licitação apresentando uma proposta com técnica alternativa para a execução do serviço. O 
procedimento, inédito na CESP, consistiu em separar totalmente a coroa polar de 130 t dos 
braços do rotor, sem desmontá-la e sem aliviar o tensionamento de seus tirantes, mantendo-a 
suspensa, apoiada sobre pilares de aço, durante a execução dos serviços nos alojamentos das 
chavetas dos braços do rotor. 

Nessa condição, os alojamentos ficaram acessíveis para usinagem através de 
brochamento, permitindo a regularização de suas 
superfícies, até a obtenção das tolerâncias dimensionais 
mínimas necessárias ao ajuste individual de novas 
chavetas. 

Os serviços iniciaram-se em julho de 1992 e 
duraram cerca de três meses. Foi executado por uma 
equipe composta de empregados da ABB. A 
fiscalização dos serviços pela CESP, foi executada por 
um engenheiro e um técnico de mecânica, apoiados 
pelas áreas de engenharia de manutenção. 

4. DESMONTAGEM DO ROTOR 

Os passos a seguir descrevem a seqüência que foi 
adotada para a desmontagem do conjunto: 
4.1 Retirar o rotor do poço do gerador e descer sobre o 
pedestal no HM; 
4.2 Executar o nivelamento do rotor em quatro posições 
a 90°. Usar como referência o cubo central do rotor e o 
parâmetro de 0,05 mm como maior diferença aceitável 

entre os pontos de nivelamento; 
4.3 Desmontar as carenagens de ventilação 
superiores e inferiores; 
4.4 Executar inspeção geral no rotor set:,TUido 
de medição da circularidade nos 84 pólos, 
em três pontos (superior, intermediário e 
inferior); 
4.5 Retirar os 84 pólos de forma alternada a 
180°, para não prejudicar o equilíbrio do 
rotor. Armazenar os pólos na posição 
horizontal, sobre dormentes de madeira; 

Figura 5 4.6 Executar o aperto das porcas dos tirantes 
de prensagem das chapas da coroa polar. Uma a uma e alternadamente a 180° , retirar as 
porcas, executar limpeza e polimento em sua face de apoio, aplicar lubrificante e montar 
novamente, aplicando torque de 540 N.m; 
4. 7 Desmontar a chaparia de fechamento dos braços do rotor; 
4.8 Desmontar os segmentos da pista de frenagem; 
4.9 Executar medição da circularidade da coroa polar em 24 posições e em três planos 
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(superior, intennediário e ipferior). Deve-se escolher os 
pontos em frente aos 12 braços do rotor e as posições 
intennediárias entre dois braços; 
4.10 Preparar para o aquecimento da coroa polar 
(Figuras 4 e 5). Para isso, instalar 168 resistências nas 
ranhuras da coroa, totalizando 235 kW. Instalar 24 
relógios comparadores para medir a dilatação da coroa 
em relação aos 12 braços do rotor em dois planos 
diferentes. Instalar também 36 tennômetros para 
supervisão da temperatura em pontos geometricamente 
distribuídos (Figura 6). Cobrir o rotor com as mantas de 
material refratário (Figura 7); 
4.11 Executar o aquecimento da coroa polar (Figura 8). 
A elevação da .temperatura deve ser cuidadosamente 
supervisionada· de modo a garantir o aquecimento da 
coroa de fonna homogênea e gradual ( 1 0° C/hora, no 
máximo). A dilatação da coroa polar, indicada pelos 
relógios comparadores, deve dar-se de fonna gradual, 
homogênea e controlada. Caso não ocorra, deve-se 

ligar/desligar resistências do banco de 
aquecimento, o qual deve ser previamente 
subdividido em circuitos que permitam essa 
flexibilidade. Com o auxílio desse banco de 
resistências, após 1 7 horas de aquecimento, 
a temperatura da coroa polar deverá estar 
próxima a 70° C, o que proporcionará uma 
dilatação diametral aproximadamente de 5 
mm; 
4.12 Extrair as chavetas cônicas e os 
espessuradores dos doze braços. Para essa 
operação não retirar as mantas de amianto, 
para não causar choques térmicos na coroa 

4.13 Iniciar o resfriamento lento da coroa polar após a extração das chavetas e espessuradores. 
Retirar as mantas de amianto somente quando a coroa atingir temperatura próxima à ambiente 
(até 5° C acima). Em geral essa condição ocorre em 48 horas; 

eles estiverem mal posicionados; 

4.14 Içar o conjunto cubo/braços/coroa polar; 
4.15 Posicionar 48 pilares de aço em círculo, 
de forma eqüidistante, no raio da placa de 
pressão da coroa polar. Usando aparelho 
topográfico, nivelar os pilares através dos 
parafusos de ajuste; 
4.16 Descer lentamente o conjunto do rotor 
sobre esses pilares, cuidando para que os 
parafusos apoiem na placa de pressão (Figura 
9). Os tirantes de prensagem da coroa polar 
podem ser danificados pelos parafusos se 

4.17 Após apoiar a coroa polar sobre os pilares, continuar descendo cuidadosamente o 

4 
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conjunto cubo/braços do rotor até apoiar sobre outros 24 suportes com 400 mm de altura, 
previamente distribuídos sobre o piso do HM; 
4.18 Nessa situação, as 12 chavetas "T" encontram-se expostas e podem ser retiradas 
(Figura lO); 

5. RECUPERAÇÃO I DIMENSIONAMENTO DO ENCHA VET AMENTO 

Os passos a seguir descrevem a seqüência de recuperação do alojamento e confecção de 
novas chavetas "T": 
5.1 Executar inspeção e controle dimensional em cada um dos 12 alojamentos (Figura II). As 
medidas devem ser feitas em 5 planos diferentes, nas regiões interna e externa da ranhura, 

totalizando lO medidas. Essas medidas 
servem de parâmetro para regular a 
brochadeira para a usinagem; 
5.2 Montar o dispositivo de guia da 
brochade.ira na ranhura a ser usinada, bem 
como uma lâmina de aço que servirá de guia 
para a brochadeira, no lado oposto às 
lâminas de corte; 
5.3 Calibrar a brochadeira (Figura 12). 
Segundo orientação da Análise Técnica 
TGEM-012/89, a espessura do corte para 
cada desbaste deve ser de 0,03 a 0,08 mm. 
Na fase de acabamento a espessura deve ser 

de O,OI mm. Recomenda-se deixar pelo menos O, l mm 
de sobremetal para facilitar a obtenção do acabamento; 
5.4 Posicionar a brochadeira na parte inferior da 
ranhura, suspensa através de uma haste por uma ponte 
rolante (Figura 13). Recomenda-se sebo animal como 
lubrificante de corte; 
5.5 O brochamento deve ser executado em etapas. A 
velocidade de corte inicial deve ser da ordem de 3 
m/min. Progressivamente, aumenta-se a velocidade até 
obter o valor ideal. Após cada passada da ferramenta, 
inspecionar o acabamento deixado pela ferramenta. 
Executar a operação na ranhura tantas vezes quantas 
forem necessárias até que a superfície que está sendo 
trabalhada apresente-se com acabamento retilíneo e 
perpendicular em relação ao fundo da ranhura A 

inspeção deve ser executada com esquadro e régua de precisão; 
5.6 Utilizando-se da segunda brochadeira, repetir a operação no lado oposto da ranhura. Após 
a obtenção da superfície regular, executar o controle dimensional; 
5.7 O controle dimensional das ranhuras após a usinagem deve ser rigoroso. Uma vez obtida 
a forma desejada (acabamento superficial e perpendicularismo das superfícies usinadas em 
relação ao fundo da ranhura), proceder as medições da ranhura para permitir a fabricação das 
novas chavetas "T"; 

5 
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5.8 Deseja-se obter ajuste deslizante entre as 
chavetas e os aloJamentos. No brochamento 
é muito difícil obter graus de qualidade IT 
menor que 8, porém na usinagem das 
chavetas é muito fácil a obtenção de grau de 
qualidade IT 6. Portanto, optou-se por ajuste 
do tipo H8/h6 (deslizante). Isso quer dizer 
que, para as medidas entre 80 e l 00 
mm( como é o caso), deve-se ter a chaveta 
fabricada com a medida nominal +O- 0,022, 
para ser montada em um alojamento com 

medida nominal -0 +0,054. Isso significa que o 
alojamento da chaveta estará pronto quando a diferença 
O entre a menor e a maior dimensão obtida no controle 
dimensional for menor que 0,054 mm, ou seja, a menor 
dimensão passa a ser "a nominal, com as demais situadas 
no intervalo entre -0 + 0,054 mm. Exemplificando: o 
controle dimensional em um dado alojamento resultou 
em dimensões variando entre 81,75 e 81,79 mm, ou seja, 
variação menor que 0,054 mm. A sua medida em 
protocolo passa a ser 81,75 H8 mm (ou 81,75 -0 + 0,054 
mm). A chaveta para esse alojamento deve ser 
encomendada à usinagem com medida 81,7 5 h6 (ou 
81,75 +O - 0,022 mm). Dessa maneira serão aceitas 
chavetas com medidas entre 81 ,750 e 81,728 mm que, 
na hora da montagem, resultarão em folgas entre 0,0 e 
0,076 mm, ou seja, ajuste deslizante (Figura 14). As 
doze chavetas "T" devem estar pré-usinadas, aguardando 
a determinação de suas dimensões finais. As medidas 
nominais devem ser enviadas à usinagem conforme 
forem sendo obtidas; 
5.9 Enquanto se aguarda a fabricação das chavetas 
proceder a limpeza da coroa polar e do rotor, 
preparando-os para a montagem. A limpeza consiste em 
remoção de crostas de oxidação, seguida de lavagem 
com solvente de toda extensão da coroa, canais de 
ventilação, placas de prensagem, elementos de fixação, 
braços do rotor, chaparias de fechamento e todos 
acessórios mecânicos do rotor; 
5.10 Após o recebimento das novas chavetas "T" 
executar inspeção dimensional das mesmas. Aplicar 
uma fina camada de lubrificante e inserir a chaveta na 
ranhura. Utilizando um calibre de lâminas, executar o 
controle das folgas resultantes entre alojamento e 
chaveta (Figura 15); 
5.11 Após montadas as novas chavetas içar 
cuidadosamente o rotor até que o mesmo apoie sob a 
coroa polar e transportar para a base de serviço; 
5.12 Executar o nivelamento do conjunto em 4 pontos a 
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90° com tolerância de 0,05 mm; 
5.13 Proceder a centragem da coroa polar em relação ao 
cubo central do rotor, utilizando 4 macacos mecânicos 
dispostos a 90° na parte interna dos braços, para as 
correções que se fizerem necessárias; 
5.14 Repetir a medição do circularidade externa da 
coroa polar em relação ao centro do rotor; 
5.15 Proceder a medição das ranhuras dos 
espessuradores, ou seja, a folga entre a nova chaveta 
"T" e a coroa polar. As medidas devem ser executadas 
nas partes superiores e inferiores. A determinação da 
dimensão do espessurador se dá através da fórmula: 
Nex = F +I- (Cm- Cx). Onde: 
Nex =>Novo espessurador 
F => Folga entre a chaveta ''T" e a coroa polar para cada 

braço 
I => Interferência, definida em 2,6 mm 
Cm => Circularidade média dos doze braços sem 

chavetas 
Cx => Circularidade média para cada braço sem 

chavetas 
5.16 Enquanto se fabricam os novos espessuradores, 
proceder a ajustagem das chavetas cônicas nas ranhuras 
até obter aproximadamente 50% de contato efetivo; 
5.17 Proceder o aquecimento da coroa polar, seguindo 
os mesmos procedimentos adotados na desmontagem, 
até obter a folga necessária para inserção dos novos 
espessuradores; 
5.18 Após o aquecimento, inserir os novos 
espessuradores nas respectivas ranhuras; 
5.19 Inserir rapidamente dois conjuntos de chavetas 
cônicas em dois braços dispostos a 180° (Figura 16). 
Bater simultaneamente os conjuntos de chavetas para 
evitar o deslocamento da coroa em relação aos braços 
do rotor. Montar o restante das chavetas cônicas em 
conju'ntos de dois braços dispostos a 180° batendo de 

maneira análoga aos dois primeiros conjuntos; 
5.20 Proceder o resfriamento da coroa polar, seguindo os mesmos procedimentos e cuidados 
adotados na desmontagem, até a temperatura chegar próxima a temperatura ambiente; 
5.21 Executar medição da circularidade da coroa polar e confrontar os valores obtidos com os 
valores anteriores. 

6. MONTAGEM DO ROTOR 

Os passos a seguir descrevem a montagem do rotor: 
6.1 Montar os 12 segmentos da pista de frenagem; 
6.2 Montar os pólos em blocos de 7 unidades distribuídos a 180° , visando manter o equilíbrio 
do conjunto; 
6.3 Executar medição da circularidade nos 84 pólos em três planos e confrontar com os 
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Abstract 
The Wavelet Transform - WT is a powerful too! used for analysis of non-stationary signals. but it has 

not been frequently used in this area . A brief mathematical formulation of WT is presented along with various 
wavelet functions used in this paper. The main feature of WT is to present at the sarne graphic information of the 
signal in the time and frequency domain. Therefore it is possible to have different resolutions and simultaneous 
information of the signal in both domains. A series of simulated signals are generated by compu ter and processed 
with the proposed transformation in order to understand how it works. "Doing so we can leam more about the 
WT concepts such as: scale. levei. signal reconstruction and translation". Experimental results from signals 
measured in a gearbox are presented. when processed with the WT. The analysis of these results showed that WT 
is more appropriate to locate transients in non-stationary signals than the well known and uscd Fouricr 
Transform. The WT technique also proved to be possible the detection of transicnts in the signal, gcncrated by 
local faults in the gear through time versus scale plots. 

Keywords 
Transformada de Wavelet- Redutores- Identificação - Engrenagens- Processamento de Sinais. 
Wavclet Transform - Gearbox - Identification - Gear- Signal Processing. 

1. INTRODUÇÃO 

A ferramenta mais comumente utiliz.ada para análise de sinais é a transformada de Fourier 
- TF. Através de espectros de freqüência, pode-se determinar importantes características 
dinâmicas de qualquer sistema mecânico. Por isso, estes gráficos são muito utilizados na área 
da manutenção preditiva. No entanto, a análise feita com a TF é obtida através do 
desenvolvimento da amplitude do sinal ao longo de suas freqüências. Outra distribuição 
tempo-freqüência muito usada é a Short Term Fourier Transform - STFT, que dá uma 
resolução constante no tempo e na freqüência, porque a largura da janela é fixa no domínio do 
tempo. A Transformada de Wavelet - TW conduz a uma análise do sinal nos domínios do 
tempo e da freqüência com resoluções variáveis, possibilitando assim, maiores informações 
sobre as características do sinal, o que pode levar a uma redução de erro na análise do sinal. 

Outro problema com a TF é que ela considera o sinal estacionário, e na realidade esta 
simplificação nem sempre pode ser feita. Não raras as vezes, encontram-se espectros com 
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altos picos em determinadas amplitudes, remetendo a falhas em um certo elemento de 
máquina. Mas no instante da manutenção deste elemento, percebe-se que ele está em bom 
estado. Sabe-se que o avanço do defeito não é estacionário, ou seja, há uma evolução da sua 
amplitude ao longo do tempo. Este fato nos leva a seguinte questão: o erro não estaria na 
ferramenta inadequada que foi utilizada para o tratamento do sinal? Na prática, utiliza-se a TF 
para a detecção de um transiente gerado por falhas locais em engrenagens. 

Segundo Wang & McFadden, 1996, quando um defeito em um dente de engrenagem 
está num estágio avançado, próximo à falha, não se pode mais detectar com exatidão a 
mudança da amplitude da freqüência de engrenamento equivalente no espectro. A TW, por ter 
sensibilidade e resolução maiores, pode ser uma ferramenta muito útil para aumentar a 
confiabilidade da análise e determinar com menor margem de erro o instante de falha do 
componente. 

Num redutor, podemos encontrar falhas locais nos dentes das engrenagens e o objetivo 
deste estudo foi aplicar uma nova ferramenta na análise de sinais não estacionários para o 
estudo do desenvolvimento destas falhas. 

2. A TRANSFORMADA DE W A VELET - TW 

2.1. A TRANSFORMADA CONTÍNUA DE W AVELET- TCW 

A TW consiste numa decomposição do sinal em uma família de funções que são a 
translação e a dilatação de uma função transformadora 1fJ ( t) , no domínio do tempo. Desta 

forma, de acordo com Polikar, 1995, podemos definir a transformada como: 

CWT,VI(r,s)=\}l:(r,s)= ~f x(t) lfl. c~r)dt (1) 

onde sé o fator de escala, que gera a dilatação e r é o fator que produz a translação no tempo. 
Esta equação representa, portanto, o sinal multiplicado por uma janela no tempo, que 
percorrerá todo o sinal, sendo 1fJ ( t) a função transformadora, também chamada de wavelet 

mãe e 1fJ *(t) seu complexo conjugado. 

Tabela I -Funções Transfonnadoras 

Função 
Morlet Gaussian-Enveloped 

( -12 J ljl(t) = exp(iat) exp 
2

a 
lfl{t) = cexp(-a2 r2 -i21ifot) 

-------- -

As wavelet mães utilizadas neste trabalho são apresentadas na Tabela 1, onde fo é a 

freqüência central da janela, a é o deslocamento no tempo e c é uma constante que pode ser 
considerada unitária. 

2 
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2.2. A TRANSFORMADA DISCRETA DE W A VELET- TDW 

Na transformada discreta de Fourier- TDF, o comprimento N do sinal determina quantas 
freqüências separadas podem ser representadas. Na TDW, o comprimento N determina 
quantos níveis existem. Por exemplo, se N = 2n, há n+l níveis. O nível da TDW comporta-se 
similarmente à escala, na TCW, ou seja, quanto mais níveis tem o sinal, mais detalhes tem-se 
deste sinal. 

Para o cálculo da transformada discreta de wavelet foi utilizado o algoritmo piramidal 
de Mallat, que calcula as amplitudes da transformada: 

I 

a. =2ifJ(x) W(2 i x-k)dx 
2J -rk 

(2) 
o 

onde j é a escala, k é o deslocamento da janela no tempo e x uma variável muda. 

I 

a 0 = f f(x) t/J(x) dx (3) 
o 

onde a função de escala é dada por: 

N-1 

~(x) = Ick ~(2x- k) (4) 
k=O 

e a função de Wavelet é dada por: 

.\'- 1 

W(x)= IC-l)kck ~(2x+k-N +1) (5) 
k=O 

sendo c k os coeficientes da função de escala. Wavelets com 4 coeficientes são chamadas 

Wavelets 04. A TDW nada mais é do que um algoritmo para calcular as Equações (2) e (3) e, 
segundo Daubechies, 1990, estas equações são inversíveis, e através delas podemos 
reconstruir o sinal de forma análoga a transformada inversa de Fourier. 

A forma dos componentes do sinal decomposto depende da forma da wavelet 
analisada. Há infinitas possibilidades para isso, mas apenas um pequeno grupo tem as 
condições necessárias para uma decomposição acurada e também serem ortogonais entre si. 
Estas condições dizem respeito aos coéficientes da transformada, que devem atender três 
propriedades: 

!V-1 !V-1 

Ick = 2 L(-llkmck =0 
k=O k=O 

2.3. RESOLUÇÃO E ESCALA 

N- 1 

L ckck+2m =O, m::;:. O e inteiro. 
k=O 

(6) 

A TW nos dá uma boa resolução no tempo e pobre resolução na freqüência para altas 
freqüências, no entanto nos dá uma boa resolução na freqüência e baixa resolução no tempo 
para baixas freqüências, de acordo com Dennis, J. G. & Yu, S., 1994. Baseado nisto, o 
parâmetro s, referente à escala pode ser interpretado da seguinte maneira: altas escalas 
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correspondem a uma visão global do sinal e baixas escalas correspondem a uma v1sao 
detalhada. Estas características são bastante convenientes, principalmente quando é sabido 
que, em geral, temos sinais com componentes de alta freqüência em curtas durações e 
componentes de baixa freqüência com longas durações. 

Para se compreender melhor este aspecto, altas escalas correspondem a sinais dilatados, 
enquanto baixas escalas correspondem a sinais comprimidos. No entanto, no caso da TW, o 
termo da escala é usado no denominador e daí sua interpretação é o oposto da explicada 
acima, isto é, um aumento da escala dilata o sinal e diminuindo-se a escala comprime-se o 
sinal. 

A Figura 1, quando foi utilizada a Morlet Wavelet, ilustra a explicação acima. O sinal foi 
gerado com freqüência de 5000 Hz. 

À medida que aumentamos o valor da escala s, o sinal tende a se dilatar, conforme foi dito 
anteriormente. Pode-se notar também que, conforme aumenta-se o valor da escala, a 
freqüência central e a largura da banda de freqüência também aumentam. Desta maneira, toda 
a faixa de freqüência do sinal pode ser coberta. 

s=0 06 s=0.10 
4.--.----.------. 4 .--------,---------, 

2· · · 2 

0~~\k. 

-2>· ··1<·· · · · ······ ··· ·-· -2r- · · · ·11 · ··~·········· 

-4 o 5000 10000 
-4 o 5000 10000 

s=O. 14 s=O 18 :ElE __ I 4 

2 

o ---

-2f···· ··· . :· . ........ 

-4 o 5000 10000 
-4 o 5000 10000 

Figura I - Morlet Wavelet para escalas s= {0.06; O, I O; O, 14; 
0. 18} . O eixo x representa o número de pontos e y representa a 

amplitude da função. 
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Figura 2- Representação gráfica de um sinal não 
estacionário, com freqüências de 70, 90 e 120 
Hz. Freqüência de aquisição de 2 KHz e 2048 

pontos. 

Para que se possa compreender 
o mecanismo da TW, 
consideramos um sinal não 
estacionário, composto de 3 
freqüências, 120, 90 e 70 Hz, 
amostrado com 2000 Hz e 2048 
pontos: A Figura 2 mostra um 
sinal não estacionário, ou seja, 
conforme pode-se notar, a sua 
freqüência varia ao longo do 
tempo. 

Assim teremos o escalograma 
(gráfico tempo versus escala) do 
sinal, com a utilização da wavelet 
mãe Morlet nas escalas de 4 a 18. 
Na Figura 3 podemos notar 
claramente a presença das três 
freqüências, bem como a duração 
de cada uma. 
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Figura 3 - Escalograma do sinal não 
estacionário apresentado na Figura 2. 
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A Tabela 2 mostra a correspondência entre as escalas e as freqüências do sinal apresentado na 
Figura 3. O sinal tem duração de 1024 milisegundos, sendo o incremento no tempo dt=0.5 
milisegundos. Se a função Gaussiana for utilizada, obtém-se diferentes relações entre escala e 
freqüência. 

Baseado neste sinal ideal simples, podemos partir para sinais mais complexos, como é o 
caso de um sinal gerado por um redutor. 

Tabela 2 - Relações entre escala e freqüência para a 
função Morlet. 

escala freqüência (Hz) duração ( ms) 

8 70 250 
11 90 400 
14 120 374 

3. ASPECTOS EXPERIMENTAIS E RESULTADOS 

Foi utilizada uma placa de aquisição WIN-30CB, de 16 canais, que permite a aquisição 
simultânea de até 4 canais, com taxa de amostragem que pode variar de 0,005 Hz a I MHz, 
com três acelerômetros B & K, cada um conectado a um canal, nas posições vertical, radial e 
axial do redutor, e os sinais foram adquiridos a uma freqüência de 2 KHz, conforme ilustra a 
Figura 4. 

redutor acelerômetros acoplamento 
motor 

\ \ 
carga - redutor 

/ / 

-----iF-
1 

b d 

Figura 4 - Esquema da bancada experimental. destacando as 
posições dos acelerômetros e a disposição das engrenagens. 

200 400 600 800 1 000 
temoo (ms) 

Figura 5 - escalograrna do sinal gerado por um 
redutor em perfeito estado, utilizando-se uma 

freqüência de aquisição de 2 KHz e escalas de I O 
a 60. 

É apresentado na Figura 5 um escalograma obtido a 
partir do sinal vibratório do redutor em perfeito estado 
de funcionamento. A maior amplitude no gráfico é 
representada pela cor mais clara, enquanto as cores 
mais escuras são as menores amplitudes. Neste 
gráfico, podemos ver que não há nenhuma freqüência 
de engrenamento dominante porque não existe 
nenhuma faixa mais clara que esteja ligada às 
freqüências de engrenamento do sistema. A partir 

deste gráfico podem ser determinadas todas as 
freqüências de engrenamento do sistema. 

A seguir, apresentaremos os resultados de uma 
simulação de defeito em todos os pares de 

5 
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engrenamento para que se possa visualizar a diferença entre os escalogramas. 
A Tabela 3 traz as características geométricas do redutor -estudado. As freqüências de 

engrenamento são, portanto, iguais a, aproximadamente, 22,5 Hz, 153 Hz e 700 Hz. 

Tabela 3 -Características geométricas do redutor de engrenagens, onde: 
"dp" é o diâmetro primitivo da engrenagem, "db" o diâmetro de 

base da engrenagem, "a 11 " é o ângulo de hélice da engrenagem, 

....... "...:> ............................ ,... .... "-' '-' ..................... '"' de dentes de cad a engrena!l em . 
dp (mm) db (mm) ah (graus) m (kg) z 

Engrenagem Z I 26.9 24.9 28 0.07 24 
Engrenagem Z2 99.1 91.6 28 0.69 64 

Pinhão Z3 32.6 30.5 15 0.18 14 
Engrenagem Z4 93.2 87.2 15 0.61 82 

Pinhão Z5 21.7 20.3 15 0.28 12 
Engrenagem Z6 103.3 96.6 15 1.49 57 

3.1. SIMULAÇÃO 

Com o sinal original no tempo, adquirido pelo acelerômetro, pudemos manipulá-lo, a fim 

10 

20 

.. 30 
;;; 
u 

:;j 40 

50 

60 
200 400 600 800 1000 

tempo tmsl 

Figura 6 - Escalograma do sinal com defeito em 
aproximadamente 25Hz (escala 35), utilizando 

a função Morlet e freqüência de amostragem 
2000Hz. 

de se colocar defeitos nas freqüências de 
engrenamento, aumentando a amplitude do espectro. 
Após inseridos os defeitos, tratamos o sinal novamente 
com a TCW, utilizando as funções Morlet e Gaussiana 
e obtivemos resultados descritos a seguir. 

Os três defeitos foram inseridos simultaneamente 
no sinal. Ou seja, há um defeito em cada 
engrenamento do redutor. Na Figura 6 visualizamos o 
defeito na primeira freqüência de engrenamento, de 25 
Hz. Se aumentarmos a resolução da TCW, teríamos a 
presença dos três defeitos em um mesmo gráfico, mas 
o preço dessa maior resolução seria o alto tempo 
computacional, já que este algoritmo é redundante, 
segundo Newland, 1994, no sentido de que, para 
qualquer família Wavelet, existe mais de uma 

decomposição possível para o sinal analisado. O melhor foi selecionar as faixas de escalas nas 
quais as freqüências se encaixavam e aumentar a resolução apenas nestes intervalos. Assim 
foram obtidos os gráficos das figuras 7 e 8. 

4 

5 

6 .. 
~ 7 
:;j 

8 
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10 
200 400 600 800 1000 
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Figura 7 - Escalograma do sinal com defeito 
em aproximadamente 153Hz (escala 6), 

utilizando a função Morlet, escalas 4 a I O para 
melhor visualização desta freqüência. 

.l! .. 
u 
"' .. 

7 

7.5 

8 

8.5 

9 

9.5 

10 

10.5 

11 

200 400 600 800 1 000 
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Figura 8- Escalograma do sinal com 
defeito em aproximadamente 700 Hz 

(escala 8.5), utilizando a função Gaussiana, 
escalas 7 a II para melhor visualização 

desta freqüência. 
6 
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3.2. DETECÇÃO DO DEFEITO 

Foi colocado um defeito em um dos dentes de uma engrenagem do engrenamento de 
saída, ou seja, na última redução. Fez-se o tratamento do sinal obtido com o redutor neste 
estado, utilizando a transformada de Fourier e a transformada de wavelet, para uma 
comparação entre os resultados. O gráfico da Figura 9 mostra os espectros obtidos com o 
redutor em perfeito estado de funcionamento e o gráfico da Figura 1 O mostra os espectros 
obtidos através do redutor com o defeito no dente da engrenagem. A Figura 11 mostra o 
escalograma do sinal com defeito. 

C.~ rtal (! Canal O 

(a:--.a! 1 ..: anal 1 
- 1j,------,--- -.,.-- -,---....,--- , 

1}-.. ·~ ·. l· ·::L J~L · .·3 ~ l . . i 
~- } .... T§c.···: ...... .. : .... ..... ~ ......... ! 

O 20u 4üé ôOC 800 ; 000 O 200 400 oOO 8úl· 10(•J 
Canal 2 Canal :: 

.-. ! J ,------,---~--,-----.----, 

l J -~:rL; ·.~ - -... L::: .c:::::J t. sL I • I .. ~~: . . .. il 
~ 0rl..._ ___ .*cM~M~~~~-~-~~~~~ 

O 20·J 4Gc t:OC 800 :000 
r: reqwenCia [ Hz] 

O 200 .lOO f.OO goo 1 ('.00 
Frequenc1 a ( Hz J 

Figura 9 - Espectros obtidos com o 
redutor sem defeito 

Figura I O - Espectros obtidos com o 
redutor com um defeito em um dos dentes 

da engrenagem do eixo de saída 

O defeito foi inserido na base de um dente e não pôde ser detectado através da 
transformada de Fourier. O pico que pode ser visualizado na Figura 1 O refere-se a um dos 
harmônicos da freqüência da rede ( 180 Hz). 

No gráfico da Figura 11, pode-se notar que a freqüência de 22,5 Hz corresponde a uma 
faixa de escalas. Isso acontece devido ao problema da precisão, que já foi tratado 
anteriormente. Ainda assim, pode-se perceber que a faixa mais clara do gráfico (referente ao 
defeito) vai da escala 31 a 36, o que corresponde à freqüência de engrenamento de 22,5 Hz. 

4. CONCLUSÃO 

Se compararmos a TF com a TW, podemos dizer que esta última é mais eficiente para a 

Figura 11 - Escalograma do sinal com 
defeito em aproximadamente 22,5 Hz 

(escala 32), utilizando a função Morlet. 

detecção dos transientes gerados pelo defeito no dente da 
engrenagem. Uma vez que com o espectro não podemos 
definir uma maior amplitude em 22,5 Hz ou vizinhança, e 
com a TW e o escalograma podemos identificar tal 
componente. 

A TW inicia um período de análise multiresolução. Ao 
contrário da STFT, a TW varia sua resolução no tempo e 
na freqüência, possibilitando assim que transientes no 
sinal sejam mais facilmente detectados. O fenômeno de 
vibração causado por falhas em um elemento pode ser 
entendido como variações no sinal em um intervalo curto 
de tempo. A localização tempo-freqüência alcançada 
através da TW pode ser útil para a detecção destes 

transientes no sinal. 

7 
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A Figura 8 nos mostra ainda o fato que, para freqüências mais altas, a resolução em 
freqüência é mais baixa. De fato, precisou-se de uma resolução- maior para que se pudesse 
evidenciar o defeito colocado na freqüência de 700 Hz. 

Comparando-se as figuras 1 O e 11, pode-se perceber que, no caso dos espectros da Figura 
1 O, não há como detectar o defeito em 22,5 Hz. No caso do escalograma da Figura ll, pode-se 
visualizar o defeito, na área mais clara, que se estende por praticamente todo o intervalo de 
tempo. Ao se comparar as Figuras 5 e 11, podemos perceber a diferença dos escalo gramas 
antes e depois da inserção do defeito numa engrenagem do primeiro engrenamento. No 
escalograma da Figura 5 não existia a faixa mais clara por volta da escala 32, que corresponde 
à freqüência de 22,5 Hz. Esta faixa passou a existir no escalograma da Figura ll, 
comprovando assim, a presença do defeito. 

No caso mostrado, além de se provar a eficiência da nova ferramenta, mostrou-se o 
caso onde a utilização da Transformada de Fourier é até inadequada, sendo preferível a 
utilização dos escalogramas (veja Mamede, 1997). 
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Abstract 
An important infonnation about mechanical systems is the fact that vibration phenomena is the chief 

cause and also the consequence of the main wear processes. This infonnation is used to set up a feedback 
ARMAX forecasting model for machines which have on wear its main source of faults . For evaluating purpose, 
the ARMAX forecasting model is used for predicting the trend of some simulated cases. Satisfactory results 
have been obtained. 

Keywords 
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prognóstico em máquinas, previsão de falhas, análise de tendência. modelos ARMAX, manutenção preditiva. 

1. INTRODUÇÃO 

Um dos objetivos básicos da manutenção preditiva de máquinas e equipamentos é a 
determinação antecipada de condições falhas para uma ação de manutenção mais eficaz e 
melhor planejada. Neste contexto, um problema que se coloca, portanto, é relativo ao tempo 
disponível para se efetuar as ações corretivas necessárias, uma vez que o defeito foi 
diagnosticado. 

Percebe-se atualmente, a existência de inúmeros trabalhos publicados na área de 
diagnóstico de defeitos de máquinas, no entanto, a bibliografia a respeito do prognóstico de 
defeitos é ainda escassa e as propostas para a solução desta temática estão longe de serem 
definitivas. 

Neste sentido este trabalho propõe uma nova abordagem de previsão do comportamento 
vibratório de equipamentos mecânicos através de um modelo de previsão ARMAX 
(AutoRegressive Moving Average with eXterna! input). O modelo está baseado na constatação 
experimental de que os fenômenos de desgaste, entre eles, fadiga, desgaste abrasivo, fluência e 
desgaste por erosão, estão estreitamente relacionados com a vibração, sendo causa e/ou efeito 
da mesma (Cempel, 1985). 
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2. MODELO DE PREVISÃO 

Dentre os inúmeros defeitos que geram uma degradação progressiva de um sistema 
mecânico destaca-se o desgaste mecânico. Este é causado de várias formas e segundo Cempel 
(1985) está sempre estreitamente relacionado a fenômenos dinâmicos tais como vibração, 
ruído acústico, ultra-som, ou seja, formas de dissipação de energia através do sistema. 

Estes defeitos geralmente refletem-se em uma perda contínua de integridade ou de 
características operacionais do sistema. Paralela ou precedida a esta perda ocorre uma 
degradação contínua de propriedades mecânicas essenciais ao sistema, tais como massa, 
rigidez e amortecimento. Assim, um sistema mecânico genérico, em uma determinada fase de 
degradação, em que possa ser modelado linearmente, pode ser representado pela seguinte 
equação 

(M + ~M )x + (C + ~C)x + (K + ~K )x = f 

ou alternativamente pelo sistema de equações 

l Mx +ex + Kx = r + fd 
~Mx +~ex+ ~Kx = -fd 

(l) 

(2) 

(3) 

onde M, C e K são respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e rigidez do sistema 
original e ôM, ôC e ôK suas variações devido a presença de defeitos, x é o vetor de estado, f 
é o vetor das forças que excitam o sistema e fd um vetor de força fictício que surge devido à 
degradação do sistema. 

Decompondo o vetor de excitação em várias frequências e resolvendo a equação (2) para 
uma única frequência w, e considerando que para um pequeno intervalo de tempo, em torno do 
tempo t, os parâmetros ~M, ôC e ôK são aproximadamente constantes tem-se: 

fdw{t)= L(t,Jw)·xw(t) (4) 

onde fdw (t) e xw (t )representam respectivamente o vetor das amplitudes das forças fictícias e 

dos deslocamentos na frequência w e L(t.jw) = -w-' ~M(t )+ jw~C(t) + ~K(t). 
Em um sistema mecânico sob processo de degradação não se sabe ao certo quais e como 

os parâmetros da matriz L(tJw) serão afetados. Supor que vários parâmetros mudam 
simultaneamente requer que o modelo do sistema seja conhecido para separar a contribuição 
isolada de cada parâmetro. Desta forma realizar-se-á a hipótese de que apenas o parâmetro 
genérico l.,1(t.jw) da matriz L(t,jw1) é não nulo e varia com o desgaste do sistema. Substituindo 
esta informação na equação (4) e tomando o módulo das componentes do vetor fdw(t) tem-se 

[j!d~(r~ ... jJd;(r~ ... jJd~(r~]' =[o ... !f..7 (t,Jwl!x1w(r~ ... o]' (5) 

Devido a suas características lineares a equação (2) pode ser dividida em duas outras 
como segue 

Mxr + Cir + K.xr = f (6) 

Mxrd + Cxrd + Kxrd = fd (7) 

2 

• 



,...,,··= · .. :····------__,....,-------

PREVISÃO 00 COMPORTAMENTO VIBRATÓRIO DE SISTEMAS ... 

(8) 

De forma analógica a obtenção da equação ( 4) obtém-se 

(9) 

(10) 

onde V (iro)= ( -ro 7M + jwC + K) _, 
Uma vez que este estudo envolve sinais de vibração medidos em diferentes etapas o uso 

de valores complexos, que consideram a fase do sinal, perde o significado e é conveniente que 
se considere apenas o módulo destas grandezas. Tomando o módulo das componentes na 
equação (8) tem-se 

(11) 

Assumindo que a diferença de fase entre as componentes do vetor fd(t) e as 
correspondentes do vetor de excitação f(t) apresente variações pequenas durante o processo 
de progressão do defeito, pode-se reescrever a equação (II) na seguinte forma 

(12) 

onde a é uma constante de proporcionalidade. 
Tendo em vista a invariância no tempo de V(jro) e considerando que as alterações no 

comportamento vibratório se dêem somente devido a ação do defeito, então, 
consequentemente, os módulos das componentes de xrJt) serão constantes e Iguais aos 

valores apresentados pelo sistema mecânico na condição não defeituosa. 

( 13) 

onde x~(J) = x1w(t =o) paraj=l, ... , n. 

Substituindo este resultado na equação ( 12) tem-se fmalmente a relação entre a resposta 
devido ao desgaste e a resposta total apresentada pelo sistema na frequência ro. 

3 
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{lx;,~ (t~} = a{jx' ~(t)j} _ a{'xfw'} 
lx;dJt)l jxnw(t)j jx;wJ 

( 14) 

De posse deste resultado pode-se agora trabalhar a equação (9) visando a eliminação do 
vetor de forças fd . Para tanto toma-se o módulo das componentes na equação (9), substitui-se 
nesta o resultado da equação (14) e também as componentes do vetor fdw da equação (5), de 
onde obtém-se 

{
lx' w(t)j} {'X~w '} {'v,~'} 

: - : = ~ : ·J(1(t,jro llx~(t~ 
!xnw(t)! Jx;w l lvnwl 

(15) 

onde vu é o elemento da linha i e colunaj da matriz V(iro). 
Resolvendo o sistema de equações ( 15) tem-se 

{
lx' w(t)j} {'X~w '} {'V'w'} ( 1 J 1 J 
jx "~(t~ - jx;.l ~ ~ lv~. l . l-lv,lxl~~~ (t,jw ~ ( 16) 

A equação ( 16) permite concluir que, sob as hipóteses assumidas, as variações dos 
módulos dos valores de duas componentes de vibração quaisquer u e v, a partir do instante 
inicial, são proporcionais entre si desde que estas sejam controláveis a partir da aplicação de 
uma força no ponto w, ou seja, 

[x". (t)-x;. ]oc [x'.(t)-x;. ] Ç> t:: =~ ( 17) 

Com base nesta conclusão e na equação ( 16) ter-se-á para uma componente u qualquer 
controlável a partir de w que 

a, 
Jx "w (t ~ -Jx~wJ = ]-a 

2 
·li,.At.Jw . (18) 

onde a 1 e a2 são constantes positivas e a 1 ·JlwJ (t ,jw ~ ~ 1. 

Este resultado significa que, na frequência ro, o nível de vibração de qualquer um dos 
pontos controláveis a partir do ponto fonte da força fictícia pode ser utilizado para avaliação 
da evolução do processo de degradação do sistema. Um problema que surge é saber quais são 
estes pontos controláveis uma vez que não se conhece o ponto w onde surge esta força e nem 
mesmo o modelo do sistema. Um indício é que os ponto sensíveis à componente 
realimentadora da força devido ao desgaste demonstrarão tendência de variação ao longo do 
processo de degradação do sistema enquanto que os não sensíveis não apresentarão 
necessariamente esta tendência. 

4 
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As variações dos parâmetros de massa, amortecimento e rigidez estão fortemente 
relacionadas a efeitos dinâmicos e possuem caracteristicas específicas a cada tipo de desgaste, 
equipamento e componente. Entretanto, de uma maneira geral, para sistemas que falham 
principalmente devido as fenômenos tribológicos, a taxa de variação dos parâmetros do 
sistema pode ser considerada, por hipótese, como função das amplitudes do deslocamento da 
vibração em frequências consideradas relevantes ao processo de degradação. Para o caso em 
análise, onde em cada frequência ro, apenas um parâmetro da matriz L(jro) é não nulo, as 
amplitudes a serem consideradas devem estar relacionadas aos pontos do equipamento que 
expressem tendência de crescimento do nível de vibração nestas frequências além do que, uma 
boa sensibilidade ao progresso do defeito sob análise. 

É importante que fique claro que a escolha da amplitude de deslocamento não limita o 
uso das amplitudes de velocidade e de aceleração, pois, em uma dada frequência estas 
grandezas são proporcionais entre si. Com relação as frequências a serem consideradas uma 
sugestão é um estudo para identificar aquelas frequências que exercem maior influência sobre o 
agravamento do defeito dominante e uma subsequente análise dos espectros de frequência do 
sistema no sentido de avaliar as principais frequências excitadas. 

Considerando um caso onde as frequências mais relevantes ao progresso da falha sejam ro1 

e ffi2, e admitindo que o ponto p seja sensível ao progresso do defeito, pela hipótese acima 
pode-se escrever para o sinal na frequência ro1 

(19) 

No entanto a função gw (.) é desconhecida e adotar-se-á como aproximação uma função 
I 

polinomial na variáveis jx~ , (t~ e jx~ , (t)j. Utilizando um polinômio do primeiro grau na 

equação ( 19), integrando-a e substituindo o resultado na equação ( 18) tem-se 

(20) 

Derivando ambos os lados desta equação com relação ao tempo e trabalhando os termos 
obtém-se 

:t jxP w, (t)j = 13ojxP w, (t ~ + 13,jxPw, (t f + 13 1 fxP w, (t t + 13 3 jxP w .• (t)j + 

13 4 JxP w, (t )jjxP w, (t)j + 13 5 jxP w, (tfjxP'"·· (t )j 

onde l3;, i=O, ... ,4, são parâmetros da equação. 

(21) 

Discretizando a equação (21) com um período de amostragem !':.t suficientemente 

dI ( ~ JxPw,(tk+l)-JxPw,{tk~ 
pequeno, realizando a aproximação - xP '"' tq = e substituindo tk por k 

dt !':.t 
tem-se como resultado 

lxP w1 (k + J)j ~ Y oiXP w1 (k)j + Y ,JxP w1 cq.? + Y .?IXP w1 (k ~J + Y 3 jxP w 2 (k ~ + 

Y 4 JxPw,(qjxPw,(k~+y 5 JxPw,(ktJxPw 2 (k~ 

5 
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onde y;, i= 1, ... ,4 são os parâmetros da equação. 
Várias técnicas poderiam ser utilizadas na identificação dos parâmetros YiJ da equação 

(21 ), contudo, optar-se-á por modelar os sinais do sistema através de modelos ARMAX 
(AutoRegressive Moving Average with eXterna/ input) (Ljung, 1987). Estes modelos são do 
tipo função de transferência apropriados para modelagem de sistemas lineares invariantes e 
discretizados no tempo e apresentam a vantagem de possuir maior flexibilidade no tratamento 
de erros que outros modelos. 

Em sistemas reais observa-se que os sinais de vibração são influenciados por inúmeros 
fatores não controláveis e desconhecidos. Por este motivo propõe-se um filtro para os dados 
de entrada do modelo. O filtro consiste basicamente em tomar o somatório do sinal desde o 
tempo inicial até o momento considerado. 

O modelo final da metodologia proposta é composto por tantas equações quanto sejam as 
frequências consideradas. Para o caso de duas frequências tem-se 

Aw, (q )-(jxP w, (k)j-jxL, I)= Bw
1 
(q )-

k 

k . 

~]Xp w 1 (t )j 
t= l 
k 

~]xPw 1 (tt 
t=l 

k 3 

LixPwJt~ 
1= 1 

k 

IlxP w ,(t~ 
t= l 

IlxP w1 (t)j · jxP w, (t~ 
t = l 

k ' 
LixP w1 (t)j" ·lxPw_. (t)j 
t =l 

+Cw,(q)-e(k) , i=l ,2 (23) 

onde q-1 é denominado operador atraso e definido como q-1 x(k)=x(k-1) 

A .. ,(q)=a0+a1q-1 +···+an,q -"· parai=l,2 

r

b/Oq-1 + b]/q-2 + ••• + b2n,. Jq -"•t- IJ 

Bw,(q)= b20q-1+b21q-2+···+b2n,. _. q-n,,-t parai=l ,2 

b -1 b -2 b -n, 3 - i 20q + 2/q + ··· + 2n,
1
q 

c w, (q)=co +c,q-1 +···+cn,q-n, para i= 1,2 

a;, biJ e c; são os parâmetros do modelo e 
nv, nu 1 e ne são respectivamente as ordens da parcela autoregressiva, da j-ésima entrada e da 
parcela aleatória. 

A Figura 1 mostra esquematicamente a metodologia exposta acima. 

6 



l 

1 
I 

i 

I 
I 

I 

1 
I 

PREVISÃO 00 COMPORTAMENTO VIBRA TÓRIO DE SISTEMAS ... 

3. EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 

e 

:I 

A metodologia proposta foi usada para 
predizer os níveis de vibração do sistema 
mecânico mostrado na Figura 2, com o qual 
simulou-se um processo de desgaste. Neste 
considerou-se que a taxa de variação de um dos 
parâmetros de rigidez do modelo muda em 
função do nível de vibração nas frequências de 
60 e 1OOHz, frequências estas relacionadas a 
forças externas de excitação. 
Além disso, empregou-se três 
relações distintas para a 
função de realimentação dos 
níveis de vibração buscando 
representar a diversidade da 
natureza dos processos 
degradativos. 

São mostrados, para 
exemplificar, apenas dois 
destes casos. Para cada um 
deles utilíza-se dois modelos 
ARMAX, um para cada 

~· 

frequência, com saída e Figura 2 - Sistema 
~ ""1 

entradas definidas pela mecânico estudado 
,-----1 

equação (23), ro1=60Hz e 
<ú2= I OOHz. Nestes as ordens são mostradas para 
cada caso na forma [na nu/ ... nu6 ne] onde na é a 

Figura 1 _ Esquema da metodologia de previsão ordem da parcela au~~regressiva, n 111 da entrada i 
para um sistema mecânico sob processo de e ne da parcela aleatona. 

degradação As Figuras 3 e 4 mostram os gráficos 
comparativos entre os dados observados 
(sugeridos por um modelo de simulação do 

desgaste) e os previstos pelo modelo proposto neste trabalho. Na construção dos modelos 
ARMAX utilizou-se os dados observados até o ponto indicado (linha vertical tracejada), 
sendo os demais gerados por estes modelos. Para estes exemplos, as ordens são 
respectivamente [I I I I I 1 O I] e [I I I. I I I O I] tanto com os dados em 60 Hz como em 
IOO Hz. 

7 ! 
6 < 

E I 

.;- s j 
~ ! 

• Observado· 60 Hz 

• Observado - 1OOHz 

- Revisto · 60Hz 

l 

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 
tempo 

Figura 3 - Gráficos comparativos para o caso 1 
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5. CONCLUSÃO 

~ ======------------------------~ ~- • 
I~ 

• Observado • 60 Hz 

• Observado - 1OOHz 

-- R-evisto • 60Hz 

--R-evisto· 100Hz 

o , 3 5 7 9 ,, 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 1 
tempo 

Figura 4 - Gráficos comparativos para o caso 2 

O modelo de previsão ARMAX mostrou-se eficiente na previsão do comportamento 
vibratório do sistema nos casos estudados. O método apresentou melhores resultados quando 
foram utilizados baixos valores para as ordens dos modelos ARMAX. Além disso, percebeu-se 
que quando determinadas entradas, peculiares a cada caso, são eliminadas, os resultados 
melhoraram significativamente. 

O modelo, quando bem ajustado, pode ser usado com sucesso na estimativa do tempo 
necessário para que seja efetuada a manutenção do equipamento, desde que seja definido, por 
algum critério aceitável, o nível de falha para o parâmetros monitorados. 
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Abstract 
This work analyzes two fault diagnostic methods one based on Euclidean distance and another on 

Mahalanobis distance. These methods don't require high efforts in leaming phase, are easily implemented and 
present satisfactory results in machinery fault diagnostic. An experimental setup involving a centrifugai pump 
was designed to analyze these methods. Some faults like unbalance, suction and discharge piping obstructions. 
wear on rotor blades were studied. Data from healthy and fault conditions were used to evaluate the sensitivity 
( ST) of the two methods. 

Keywords 
Diagnostic, fault , monitoring, pattem recognition. 

L INTRODUÇÃO 

Turbinas, bombas e compressores são equipamentos chaves em refinarias de petróleo, 
usinas hidrelétricas, plantas químicas, dentre outras. Defeitos ou falhas destes equipamentos 
podem resultar em perdas econômicas significativas. Portanto, estes equipamentos devem 
permanecer sob vigilância constante. Quando um possível defeito é detectado, o diagnóstico é 
realizado para identificar e localizar este defeito. O diagnóstico é geralmente muito mais 
difícil do que a detecção, já que diferentes defeitos podem exibir sintomas similares e estes 
podem ocorrer simultaneamente. 

Atualmente, a maioria dos métodos de diagnóstico fundamenta-se na comparação e/ou 
classificação de padrões (Chen et a!., 1995). Estes métodos têm recebido uma atenção especial 
nas últimas duas décadas e as teorias recentes de sistemas fuzzy, árvores de decisão e redes 
neurais artificiais têm sido utilizadas nos processos de comparação/classificação de padrões 
(Chen et a!., 1995; Du et al., 1995a; Ou et al., 1995b; Martin, 1994). No entanto, grande parte 
destes métodos exige um esforço elevado na obtenção de padrões e inclui procedimentos 
complexos que inviabilizam seu uso no diagnóstico de equipamentos de menor 
responsabilidade e custo. Este trabalho vem contribuir neste ponto apresentando dois métodos 
de diagnóstico alternativos, baseados em técnicas estatísticas de reconhecimento de padrões, 
que exigem um menor esforço na fase de treinamento e são de fácil implementação. Para 
analisá-los, desenvolveu-se um trabalho experimental em um conjunto moto-bomba 
simulando-se alguns tipos de defeitos. Os índices de sensibilidade foram calculados, 
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utilizando-se o classificador baseado na distância de Mahalanobis e o classificador baseado na 
distância Euclideana, para amostras não utilizadas na fase de treinamento. 

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Segundo Du et ai. (1995a), os métodos de monitoramento podem ser divididos, em geral. 
em duas categorias: métodos baseados em modelos e métodos baseados em sintomas. Para 
alguns processos, pode-se considerar que os sinais coletados são a saída de um modelo 
dinâmico. Consequentemente, o processo de monitoramento pode ser conduzido baseado no 
modelamento do sistema e na avaliação deste modelo. Já os métodos de monitoramento 
baseados em sintomas utilizam características peculiares dos sinais coletados para identificar 
as classes de funcionamento do equipamento. Estas características peculiares, chamadas de 
índices de monitoramento, podem ser as características do sinal no domínio do tempo e/ou da 
frequência, tais como, média, variância e potência em uma banda de frequência específica. 
Eventos discretos (por exemplo, o sinal lógico "ligado" e "desligado") e as condições 
operacionais do processo também podem ser usadas como índices de monitoramento. 

rui do Os processos de 
monitoramento podem ser 

Q diferentes de aplicação para 
índices de aplicação. Entretanto, as formas 

monitoramento básicas destes processos são ~ 
relação entre as 1 x 

classes de classes de funcionamento 1---+ 
funcionamento e os índices de 

monitoramento notavelmente similares. Assumindo 
que as classes de funcionamento do 

Figura 1 -Modelo geral para o monitoramento de máquinas. equipamento, h= {h,, h
2

, ••. , h,}, 
estejam definidas e que os índices 

de monitoramento, x = {x,, x 1 , ... , x"'}, tenham sido definidos e calculados para cada classe, 

então existe uma relação Q entre as classes de funcionamento do equipamento e os índices de 
monitoramento como mostrado na Figura I. Pode-se representar Q, da forma: 

Q: h___, X (I) 

Deve ser notado que esta relação pode ser obtida utilizando-se, por exemplo, funções 
analíticas, sistemas fuzzy, árvores de decisão ou redes neurais. Para o monitoramento baseado 
em sintomas, o diagnóstico constitui-se de duas fases: a aprendizagem e a classificação 
(Loukis et al., 1994). A aprendizagem, também chamada de treinamento, consiste em 
estabelecer a relação Q entre h e x. Segundo Ou et a/. ( 1995a), existem dois tipos de métodos 
de aprendizagem: aprendizagem por amostras e aprendizagem por instruções. Para o 
monitoramento da maioria das aplicações, a aprendizagem por amostras é geralmente mais 
efetiva já que instruções precisas são, na maioria das vezes, indisponíveis ou muito limitadas. 
Em geral, as amostras de aprendizagem podem ser organizadas como mostra a Tabela 1: 
onde, m é o número de índices de monitoramento, n é o número de classes de funcionamento 
do equipamento e N é o número de amostras de aprendizagem disponíveis. Também, 
x" =[x(I,k),x(2,k), ... ,x(m,k)] denota a k-ésima amostra de aprendizagem e 

h( x" ) e { h1 , h2 , ••• , h, } implica que a k-ésima amostra de aprendizagem é obtida de uma das 

classes conhecidas: h1 , h2 , ••• , h,. Baseada nas amostras de aprendizagem, a relação Q pode 
ser estabelecida. 

2 
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Na fase de classificação, baseada na relação Q, e na nova amostra x, a classe de 
funcionamento estimada do equipamento é identificada pela operação inversa da equação ( 1 ): 

(2) 

O diagnóstico pode ser realizado de diferentes formas, mas, basicamente, fundamenta-se 
no conhecimento da relação entre as classes de funcionamento e os índices de monitoramento. 

Amostras 

XJ 

x.,· 

Tabela 1 -As amostras de aprendizagem. Os métodos estatísticos 
lndices de monitoramento 

XI Xz ... Xm 
x(l, I) x(2, I) ... x(m, I) 

x( I. lV) x(2, lV) ... x(m. li/) 

Classes 

h(x 1) E (hJ. .... h11 ) 

h(x") E (h 1, ... , h11 ) 

de reconhecimento de padrões 
têm sido utilizados no 
monitoramento e diagnóstico 
de equipamentos. Segundo 
Kandel ( 1982), estes métodos 
são baseados na determinação 

de regras ou funções de decisão e podem ser divididos em dois grupos: 1) métodos 
paramétricos e 2) métodos não paramétricos ou de distribuição livre. 

Os métodos estatísticos paramétricos são baseados em 
modelos de distribuição de probabilidades, ou seja, a função de 
decisão baseia-se em uma função de densidade de 
probabilidade, uma probabilidade de ocorrência definida a 
priori e uma função de perda ou custo. Loukis et a/. (1994) 

)f"-----,'---+ x~ apresenta um caso particular onde considera uma função de 
perda simétrica e todas as probabilidades definidas a priori 
iguais. Neste caso, uma função de densidade de probabilidade 
normal multivariada foi considerada a mais adequada para 
modelar estatisticamente os dados. As taxas de sucesso 

Figura 2- Ilustração de um obtidas, utilizando-se este método, foram superiores às obtidas 
método de distribuição livre. 

por Loukis et a/. ( 1992) ao utilizar a distância Euclideana na 
fase de classificação. Entretanto, a performance dos métodos 

estatisttcos parametncos depende da distribuição de probabilidade das amostras de 
aprendizagem. Se as distribuições de probabilidade aproximam-se de modelos de distribuição 
de probabilidades conhecidos, a estimativa de Bayes, por exemplo, é um ótimo classificador 
(Ou et ai., 1995a). Para a maioria das aplicações, as distribuições de probabilidade são 
geralmente desconhecidas ou não são próximas de gaussianas. Então, os métodos estatísticos 
de distribuição livre são, geralmente, preferidos (Eibestawi et ai., 1989; Ou et a/., 1995a). 
Segundo Sing-Tze Bow ( 1984 ), os métodos estatísticos de distribuição livre, baseados na 
classificação por distância mínima, são os mais utilizados. Eles utilizam como critério de 
classificação a distância entre o vetor definido pelos valores dos atributos extraídos do padrão 
a ser reconhecido e o conjunto de vetores obtidos na fase de aprendizagem. Estes métodos 
constituem-se na base deste trabalho e seus fundamentos são apresentados a seguir. 

3. METODOLOGIA 

Do ponto de vista geométrico, os índices de monitoramento cobrem um espaço m­
dimensional S. Neste espaço, cada classe, h i, é caracterizada por um vetor padrão 

pi = { p1i, p2i, ... , Pmi} . Por outro lado, a amostra x também é um vetor no espaço. A 

3 
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similaridade entre a amostra e o padrão pode ser medida pela distância entre os dois vetores. 
A distância mínima é então usada como critério para classificar a-amostra. A Figura 2 mostra 
um simples exemplo, onde os índices de monitoramento são X,, X 2 e X 3 , e as três classes 

são descritas pelos padrões p1 , p2 e p3 • Dada uma amostra x, as distâncias entre a amostra e 

os padrões são d 1 , d2 e d3 , respectivamente. Se a menor distância é d1, estima-se que a 

amostra é obtida quando a classe é h, . 

Se x = {x,, x 2 , ••• , x"'} é um padrão desconhecido e {h,, h2 , ••• , hn} são as classes com 

padrões de referências {p,, p2 , ••• , Pn}, então x é classificado na classe h1 se: 

d(x,p 1)<d(x,p,.) para i :t:j, }= l,2, ... ,n (3) 

onde d( x, p 1 ) é a distância entre x e p 1 . 

A distância entre o vetor definido pelos valores dos atributos extraídos do padrão a ser 
reconhecido e o conjunto de vetores obtidos na fase de aprendizagem pode ser calculada de 
várias maneiras. Segundo Sing-Tze Bow (1984), as medidas de distâncias mais utilizadas são 
a distância Euclideana e a distância de Mahalanobis. 

A distância Euclideana é a mais simples e a mais utilizada (Loukis et ai. , 1992). Os 
padrões são as médias das amostras de aprendizagem (isto é, p 1 = J..l 1 , j = I, 2, ... , n ) e a 

distância entre x e J..l 1 é definida como: 

d
2 (X, J..l J) = (X- J..l J r (X- J..l J) (4) 

onde J..l i = - 1
- I x, é o padrão de referência da classe j calculado com base nas amostras de 

NJ <=I 

aprendizagem x, e Ni é o número de amostras que pertencem a j-ésima classe. 

Na fase de classificação, para a nova amostra x, as distâncias d 2 (x, ll i), j = I, ... , n são 

calculadas. Então, a classe estimada é determinada por: 

x ehi se d 2 (x,J..l 1 )<d 2 (x,J..l,.) para i:t:j, }= I, ... ,n (5) 

Na distância de Mahalanobis, os padrões também são as médias das amostras de 
aprendizagem e a distância é definida como: 

d 
2 (X, J..l J) = (X - J..l J )' :E 7' (X - J..l J) (6) 

l :V l N I 

onde J..l 1 = -l::X, e :E 1 = I(x, -J..l 1 Xx, -J..l 1 ) . A matriz de covariância :E i e o 
N 1 k=' N 1 -I <=' 

padrão de referência J..l 1 são calculados com base nas amostras de aprendizagem xÁ e h i , e 

N 1 é o número de amostras que pertencem aj-ésima classe. 

Analogamente ao caso anterior, na fase de classificação, para a nova amostra x, as 

4 
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distâncias d 2 
( x, 1..1 1 ), j = I, ... , n são calculadas. Então, a classe estimada é determinada 

também pela equação (5). 
Os métodos estatísticos de distribuição livre, baseados nas distâncias Euclideana e de 

Mahalanobis, foram analisados neste trabalho. Para isto, desenvolveu-se um trabalho 
experimental em um conjunto moto-bomba simulando-se alguns tipos de defeitos, tais como, 
desbalanceamento, obstruções nas tubulações de sucção e recalque, e desgaste nas pás do 
rotor. Estudou-se também o efeito da reposição de peças do conjunto moto-bomba (efeito de 
uma manutenção). A montagem e o procedimento experimental são descritos a seguir. 

4. MONTAGEM E PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

A Figura 3 mostra, de uma forma esquemática, o sistema mecânico e os equipamentos 
utilizados na aquisição de dados. 

acelerômetros 

condicionadores filtros 

Figura 3: - Esquema da interligação dos 
equipamentos no processo de medição de dados. 

Os experimentos foram conduzidos 
com um motor elétrico síncrono 
(lu = 60 Hz ) que aciona um rotor de 4 

pás de uma bomba centrífuga. Foram 
definidos dois pontos de medição, como 
mostra a Figura 3. Os sinais da aceleração 
vertical e horizontal foram medidos 
usando-se acelerômetros fixados na 
bomba. 

Os sinais tratados foram amostrados 
pelo conjunto computador+placa e 
analisados até uma frequência de I 000 
Hz. Os espectros em frequência foram 

calculados através da média de 50 diferentes aquisições. Finalmente, os valores RMS das 
acelerações foram obtidos a partir de bandas de frequência específicas. Todo esse processo foi 
repetido a cada I O minutos. 

Tabela 2: Índices de monitoramento utilizados. 

índices de descrição dos índices 
monitoramento de monitoramento 

x; ex:· aceleração RMS na 
banda [ 54.69- 62,51J Hz 

x; e x~· 
aceleração RMS na 

banda [ 115.23 - 123.05] Hz 

x; ex;· 
aceleração RMS na 

banda [230,47- 238.29] Hz 

Os índices de monitoramento utilizados 
estão esquematizados na Tabela 2. Estes 
índices representam l xRPM, 2xRPM e 

4xRPM. As notações X;'" e x:· representam o 

i-ésimo índice de monitoramento obtido, 
respectivamente, nas direções vertical (v) e 
horizontal (h). 

Dentro da condição operacional 
lu = 60 Hz , definiu-se várias classes de 

funcionamento, descritas a seguir. 
• Classe de funcionamento 1 - Condição normal de operação do conjunto moto­

bomba: válvulas globo da tubulação de sucção e da tubulação de recalque totalmente abertas. 
As válvulas das tubulações de sucção e de recalque são mostradas na Figura 4. 

• Classe de funcionamento 2 - Simulação de entupimento na tubulação de recalque: 
válvula globo da tubulação de sucção totalmente aberta e válvula globo da tubulação de 
recalque 55% aberta. 

5 
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• Classe de funcionamento 3 - Simulação de entupimento na tubulação de recalque: 
válvula globo da tubulação de sucção totalmente aberta e válvula globo da tubulação de 
recalque 1 7% aberta. 

• Classe de funcionamento 4 - Simulação de entupimento na tubulação de sucção: 
válvula globo da tubulação de recalque totalmente aberta e válvula globo da tubulação de 
sucção 75% aberta. 

"''"''''''' ~ .~34 --lJ; 
'"'t~ •·al\::t'rc, 
,.;,- '•~1: Ulu;l.. o 

~a ln • lei do: 
~>:lnlo,it<' __. ~- •• I I 
.,,. :u I -·-

';';i ' · ··~' 
.~·;'~ --- 8 .. : 

~
~·~·~ .. : - I ~ 
\~-~~ ii~ 
'A' ~ 'i, 

.:·, I [1 

III jl 
'I 

Figura 4 - Desenho esquemático 
das válvulas das tubulações de 

sucção e de recalque. 

• Classe de funcionamento 5 - Simulação de 
entupimento na tubulação de sucção: válvula globo da 
tubulação de recalque totalmente aberta e válvula globo da 
tubulação de sucção 40% aberta. 

• Classe de funcionamento 6 - Simulação de defeito 
em uma pá do rotor: através de uma lima desbastou-se a pá 
do rotor em 3 mm. 

• Classe de funciQnamento 7 - Simulação de defeito 
em uma pá do rotor: a mesma pá do rotor foi desbastada até 
a profundidade de 6 mm. 

• Classe de funcionamento 8 - Simulação de defeito 
nas 4 pás do rotor: as 4 pás do rotor foram desbastadas até a 
profundidade de 6 mm. 

O processo de medição foi dividido em classes de funcionamento. Para cada classe de 
funcionamento foram realizados, dependendo do caso, de 2 a 3 períodos de medições, com 
cada um correspondendo a 12 horas. 

Para verificar o efeito de uma nova manutenção do conjunto moto-bomba, os 
componentes rotor, eixo rotor-motor e selo mecânico foram trocados. Dois novos conjuntos 
de medição foram obtidos (classe 9) para as mesmas condições da classe de funcionamento 1. 
O objetivo é verificar se o métodos de diagnóstico conseguirão classificar corretamente estes 
novos padrões da classe 9 em relação aos da classe 1 obtidos anteriormente. 

5. RESULTADOS 

A avaliação do desempenho do classificador foi realizada pela adoção do índice ST 
(sensitivity). O índice ST é definido como: 

(ACC) 
ST = (NTA) (7) 

onde (A CC) é o número de amostras corretam ente classificadas e ( NTA) é o número de 

amostras a serem classificadas. A maioria dos autores usa o índice SR (success rate ), também 
definido pela equação (7), para avaliar o desempenho do classificador, entretanto utilizam as 
mesmas amostras para o treinamento e para a classificação (teste de auto-classificação). Neste 
trabalho o índice ST é utilizado, pois considera que as amostras usadas na fase de 
classificação não pertencem ao conjunto das amostras de treinamento, o que toma o processo 
de avaliação mais eficaz. Em todos os casos, o primeiro período de medição obtido para cada 
classe de funcionamento foi considerado como o conjunto de amostras de treinamento e os 
demais conjuntos foram utilizados na fase de classificação. 

A Tabela 3 mostra os índices de sensibilidade obtidos utilizando-se o classificador 
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baseado na distância de Mahalanobis e o classificador baseado na distância Euclideana (valor 
entre parênteses). Nestes casos, os índices de monitoramento x;·, xt, x~·, x;, x;· e x; 
foram utilizados para representar as classes de funcionamento do conjunto moto-bomba. 

Tabela 3- Índices de sensibilidade obtidos em testes de classificação classe a classe 

(frequência de alimentação = 60 Hz - acelerações vertical e horizontal). 

Padrões a Padrões obtidos na fase de treinamento 
classificar classe I classe 2 classe 3 classe 4 classe 5 classe 6 classe 7 classe ~ 

classe I 65,5(48,6) o (7) ---- 30.3(30.3) 4.2(I4.1) ---- ---- ----
classe 2 o (30,6) 100 (25) ---- o (25) 0(19,4) ---- ---- ----
classe 3 ---- ---- IOO (100) ---- ·--- ---- ---- ----
classe 4 37.8 (0) o (18,9) ---- 48,7(70,3)_ I 3,5(1 0.8) ---- ---- ----
classe 5 2,8 (28,6) ---- ---- 22,9(17.1) 74,3(54,3) ---- ---- ----
classe 6 o (95.8) ......... ---- ---- ---- 100 (4.2) ---- ----
classe 7 ---- ---- ---- ---- ---- 0.7 (0.7) 95,1 (0) 4.2 (99.3) 
classe 8 ---- ---- ---- ---- ---- ---- ---- 100(100) 
classe 9 o (0. 7) ---- ---- ---- ........ 100 (96,5) o (2.8) ----

No caso acima considerou-se os índices de monitoramento que foram obtidos utilizando 
dois acelerômetros. Pensando-se na redução de equipamentos de medição, analisou-se os 
desempenhos dos classificadores considerando apenas os índices de monitoramento referentes 

à direção horizontal ( Xt, x; e x; ). A Tabela 4 mostra os índices de sensibilidade obtidos 

utilizando-se o classificador baseado na distância de Mahalanobis e o classificador baseado na 
distância Euclideana (valor entre parênteses). 

Tabela 4- Índices de sensibilidade obtidos em testes de classificação classe a classe 

(frequência de alimentação = 60 Hz - aceleração horizontal). 

Padrões a Padrões obtidos na fase de treinamento 
classificar classe I classe 2 classe 3 classe 4 classe 5 classe 6 classe 7 classe 8 

classe I 52,8(45,8) o (9.9) ---- 22.5(26.8) 24.7( 17.5) ---- ---- ----
classe 2 o (2.8) 88,9 (8,3) ---- o (22.2) 11.1(66.7) ---- ---- ----
classe 3 ---- ---- 100(100) ---- ---- ---- ---- ----
classe 4 33.4 (0) o (29.7) ---- 51,4(59,5) I6.2( 10.8) ---- ---- ----
classe 5 5. 7 (25. 7) ---- ---- 20 (20) 74,3(54,3) ---- ---- ----
classe 6 o (95,8) ---- ---- ---- ---- 100 (4,2) ---- ............ 

classe 7 ---- ---- ---- ---- ---- 1.4 (0.7) 23,2(48,6) 75.4(50.7) 
classe 8 ---- ---- ---- ---- ---- ---- 1.4 (48.6) 98,6(51 ,4) 
classe 9 O (2. I) ---- ---- ---- ---- 64.8(85,9) ---- 35.2(12) 

A Tabela 5 mostra, de uma forma comparativa, os índices de sensibilidade globais 
obtidos utilizando-se o classificador de Mahalanobis e o Euclideano. 

Tabela 5- Índices de sensibilidade globais obtidos. 

: índices de monitoramento utilizados ST (%) Mahalanobis ST (%) Euclideana 

x'· xh xv xh x'· xh 
1• 1· 2• 2• 3e 3 87.0 47,7 

Xv X" Xv 
1 • 2 e J 81.2 55.3 

xt. x; ex; 67.5 45,3 

7 
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6. CONCLUSÕES 

A partir do estudo experimental apresentado neste trabalho, conclui-se o seguinte: 
1. o método de diagnóstico baseado na distância de Mahalanobis apresentou, de uma 

forma comparativa, melhores resultados do que o método baseado na distância Euclideana. 
Estes resultados foram melhores, pois, ao contrário do método baseado na distância 
Euclideana, ele considera as propriedades estatísticas Jl e :E das amostras utilizadas na fase de 

treinamento. 
2. no caso estudado, o processo de monitoramento poderia ser conduzido somente com 

base nas medições realizadas por um único acelerômetro, já que os índices de sensibilidade 
obtidos, utilizando a distância de Mahalanobis, foram elevados. 

3. para este caso os métodos de diagnóstico não conseguiram classificar corretamente os 
padrões da classe 9 em relação aos da classe 1. Isto significa que a utilização dos padrões das 
classes 2 a 8 poderá comprometer a decisão do diagnóstico. 

4. o processamento dos sinais é direcionado à obtenção dos índices de monitoramento, 
sendo esta obtenção decisiva para o sucesso do diagnóstico. Portanto, os índices devem 
representar, da melhor maneira possível, cada classe de funcionamento do equipamento. 
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Abstract 
ln the context of model based fault detection and diagnosis, there is a residual generation which can be 
obtained through redundancy equations. The redundancy equations ( analytical redundancy ) are based on the 
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I. INTRODUÇÃO 

Uma grande variedade de métodos de detecção e localização de falhas em modelos de 
sistemas mecânicos foram propostos na última década. De acordo com a terminologia comum, 
estes métodos tem em geral, dois objetivos principais: 

1 - Detecção da falha: o método indica o instante em que ocorreu uma falha no sistema; 
2 - Localização da falha: o método indica a localização da falha dentro do sistema 

mecânico. 
Entre as diversas metodologias propostas para detecção de falhas em sistemas mecânicos, 

destacam-se os métodos baseados em filtro Kalman, observadores de estado, identificação de 
parâmetros, filtros de função transferência e geradores de função de resíduo (Patton et ai., 
1989, Patton, 1996 ). 

De modo geral, os métodos citados utilizam um modelo matemático representativo do 
sistema, cujos parâmetros construtivos ou parâmetros fisicos, são conhecidos. Apesar da 
grande diversificação, estes métodos dão maior ênfase na tarefa de detecção de falhas na 
instrumentação do sistema, sendo que, pouco tem sido feito no sentido de tentar localizar 
diretamente o parâmetro físico do sistema que é responsável pela falha. 
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Surge assim, o interesse em desenvolver uma metodologia que, utilizando o conhecimento 
sobre o modelo matemático do sistema, possa identificar o instante da falha e ao mesmo 
tempo, localizar ou identificar o parâmetro tisico responsável pela falha. 

Com este objetivo, desenvolveu-se um método de detecção de falhas baseado na geração 
de resíduos, obtidos a partir das funções de correlação do sistema Os resíduos são valores 
numéricos estimados durante o funcionamento normal do sistema e estão diretamente 
correlacionados com os parâmetros fisicos. Quando ocorre falha no sistema, os resíduos 
estimados se modificam de uma forma característica e esta modificação permite identificar o 
parâmetro com falha. 

A identificação precisa do parâmetro com falha depende do número de parâmetros, bem 
como, do número de funções de resíduo que podem ser obtidas para o sistema em análise. 
Quanto maior o número de funções de resíduo, maior o número de parâmetros físicos que 
podem ser monitorados. 

Para tomar o método mais eficiente e aumentar a sua aplicação em casos reais, é desejável 
que as funções de resíduo tenham as seguintes características (Gertler, 1995): 

1. As funções de resíduo devem ser independentes. das variáveis de estados não medidas, 
pois, apenas parte destes estados estão disponíveis para medição. 

2. As funções de resíduo devem ter a propriedade de distinguir um tipo de falha de outro, 
considerando que ocorra apenas uma falha por vez. 

3. Idealmente, as funções de resíduo devem ser pouco sensíveis à incertezas de 
modelamento, ruídos aditivos nos sinais e também independentes de entradas não conhecidas 
do sistema. 

4- Os resíduos devem ser estimados por uma rotina rápida, possibilitando identificar 
instantaneamente a ocorrência da falha . 

2. FUNÇÕES DE RESÍDUO 

Considera-se inicialmente que o sistema mecânico possa ser representado pelo modelo de 
variáveis de estado 

i(t) = Ax(t)+ Bu(t), (1) 

com as seguintes definições: 

{
d(t)} [ O I ] [ O ] 

x(t) = d(t) ' A= -M-1S -M-10 ' B = M-1U . (2) 

A equação ( 1) é chamada equação de estado do sistema, onde x(t) é o vetor de estados, 

u( t) é o veto r de entradas, A é denominada matriz de estado do sistema, B é a matriz de 

entradas do sistema, I significa matriz identidade e O é uma matriz nula. A matriz M 
representa a matriz de massa global do sistema e está relacionada com as forças proporcionais 
a aceleração. A matriz D representa a matriz de amortecimento global do sistema e está 
relacionada com as forças proporcionais a velocidade. A matriz S representa a matriz de 

rigidez global e está relacionada as forças proporcionais ao deslocamento. O vetor d(t) 

representa os deslocamentos do sistema sendo sua derivada d( t) contínua no tempo. A 

matriz U é a matriz de entradas do sistema e faz a distribuição do vetor de forças u(t) pelo 

sistema. 

2 
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Todas as matrizes são constantes e contém os parâmetros físicos (ou parâmetros 
construtivos) do sistema. Supõe-se que estes parâmetros sejam constantes e conhecidos. 

Os vetores e matrizes da equação de estado tem dimensões apropriadas, assim definidas: 

(3) 

Normalmente, a equação de estado do sistema é escrita junto com outra equação. 
conhecida como equação de medidas. Esta equação é normalmente necessária uma vez que, 
em sistemas mecânicos reais, apenas uma parte do vetor de estados pode ser efetivamente 
medida. Define-se então o vetor de medidas, y( t )(m. t) na forma, 

y(t)=Cx(t), (4) 

onde, a matriz C(m. n) é a matriz de medidas. Considera-se que o número de pontos de medida, 

seja menor que a dimensão do vetor de estado, ou seja, m < n . 
O modelo de estado do sistema mecânico contém todos os parâmetros físicos de interesse 

para a detecção de falhas no sistema. Uma vez definido o modelo de estado do sistema, define­
se falha no sistema, quando um ou mais parâmetros construtivos apresenta uma variação 
permanente e desconhecida. 

Assume-se que o vetor u(t) seja um processo estocástico, estacionário no sentido amplo. 

Sendo o sistema linear e estável, o veto r de medidas , y( t), também será um processo 
estacionário. 

A condição de estacionaridade imposta ao sistema, pode ser verificada em casos reais em 
máquinas que operam continuamente, por exemplo, bombas hidráulicas, turbinas e sistemas 
rotativos de grande porte. Esta condição implica que os sinais de entrada e saída do sistema 
tenham médias e variâncias constantes no tempo. 

Define-se a função de correlação das variáveis de estado na forma, 

R xx ( T) = E { x( t )x T ( t + T)}. (5) 

O símbolo E{ ... } representa a esperança matemática e t é um intervalo fixo de tempo. 

Para sistemas invariantes com entradas estacionárias no sentido amplo, as matrizes de 
correlação são constantes no tempo e função apenas de t. A partir da condição de 
estacionaridade e aplicando-se as regras de derivação em (5), obtém-se: (Melsa, 1973) 

(6) 

A equação ( 6) relaciona as matrizes conhecidas do sistema com matrizes de correlação 

desconhecidas, uma vez que x(t) não é totalmente conhecido. Esta expressão necessita 

portanto ser modificada para que se obtenha uma equação contendo somente matrizes de 
correlação conhecidas. Para isto, propõe-se a utilização de um sistema dinâmico auxiliar, que 
será denominado sistema filtro. A dinâmica do sistema filtro será governada pela seguinte 
equação, 

w(t) = Nw(t) + Py(t). (7) 

3 
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O vetor w(t) tem dimensão (f,1) e pode ser totalmente estimado, uma vez que as 
matrizes N e P são definidas apropriadamente. O vetor de medidas-do sistema é utilizado como 
vetor de entradas do sistema filtro. Agora, pode-se montar um sistema expandido, definindo-se 
o novo veto r de estado z( t) : 

z(t)= Dz{t)+ Eu{t) (8) 

onde, 

{
x(t)} 

z(t) = w(t) ' D=[~ ~l E=[~]. (9) 

O novo vetor de estado, z( t), tem dimensão ( f + n, 1) . As matrizes D e E tem 
dimensões (f + n, f + n) e (f + n, m) , respectivamente . . O sistema expandido, contém agora 
maior número de equações o que permite obter uma expressão mais apropriada a detecção de 
falhas no sistema. 

Seja a matriz de medidas na seguinte forma 

C= [I : O), l(m.m)' O(m.n-m)' (I O) 

onde, o vetor de medidas corresponde aos ( m ) primeiros estados do sistema. Impondo a 

condição m = ~, o veto r z( t) fica na forma 
2 

zT(t)= {dT(t), dT(t), WT(t)}, (II) 

onde d(t) é a parte não conhecida do vetor de estado do sistema expandido. 
Aplicando-se a equação (6) para o sistema expandido na forma (8) e operando as 

multiplicações matriciais, chega-se na relação 

Ruw(t) 

[U: S: D: M 
- Ryw(t) 

Ryy(t)PT + Ryw(t)NT 
= MRit/t)Pr. (12) 

- Ryy ( t )PT N T - Ryw ( t )N T N T 

Esta equação apresenta somente uma matriz de correlação, R ci/ t), que não é conhecida. 

As matrizes de correlação Ruw ( t), Ryw ( t) , RYY ( t) podem ser estimadas uma vez que 

y( t) , u( t) e w( t) são conhecidos. 

A matriz não conhecida na equação ( 12) pode ser retirada da equação fazendo-se uso do 
vetor de desacoplamento s(f, 1 ), não nulo, tal que 

Prs=o. (13) 

4 
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A matriz P pode ser escolhida arbitrariamente, pois representa apenas a forma de 
distribuição das entradas do filtro. Defmindo-se a matriz P singular, existirá ao menos um 
vetor s, não nulo, que satisfaça a condição (14). Multiplicando-se a equação (12) a direita pelo 
vetor s, obtém-se 

[u: s: n: M]r(r)= o, 

onde, 

r( r)= 

Ruw(t) 

- Ryw(t) 

Ryw(t)Nr 

-Ryy(t)PrNr -Ryw(t)NrNr 

(14) 

S. ( 15) 

A equação ( 14) está na forma desejada, pois relaciona os parâmetros fisicos contidos nas 
matrizes M, D, S e U , com o vetor de correlações r( t), que pode ser estimado. Esta equação 
é básica para o método de identificação e localização de falhas no sistema, que será descrito a 
segmr. 

3. DETECÇÃO E LOCALIZAÇÃO DE FALHAS NO SISTEMA 

A partir da equação (14 ), define-se a função de resíduo e i ( t), na condição do sistema 

sem falhas, 

(16) 

O vetor v i tem dimensão ( 1 , m), e é escolhido com o objetivo de combinar parâmetros 

fisicos de interesse na detecção de falha do sistema. A aplicação deste vetor sobre as matrizes 
do sistema, gera um conjunto de ( i ) funções de resíduo, onde cada função contém uma 
combinação de parâmetros do sistema. 

Desta forma, consegue-se obter um conjunto de resíduos, onde existirá um resíduo que é 
independente do parâmetro fisico que se deseja monitorar, sendo os demais resíduos sensíveis 
a este parâmetro. Nota-se que, os resíduos serão tão próximos de zero, quanto melhor for a 
estimativa do vetor de correlações. · 

Define-se agora uma falha no sistema mecânico, caracterizada como sendo uma alteração 
brusca em algum parâmetro fisico do modelo do sistema mecânico. Nesta condição, as 
matrizes do modelo se modificam, no entanto, esta alteração não é conhecida a priori. 

Aplicando-se a equação de resíduo após a falha no modelo do sistema, obtém-se a 
equação 

( 17) 

onde rf( t) é o veto r de correlações estimado para o sistema funcionando com falha. A 

estimativa dos vetores de resíduo servem como sinal de alarme de falha, uma vez que, os 
resíduos se modificam permanentemente, quando há alteração em algum parâmetro do sistema. 

5 
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Calcula-se agora a variação dos resíduos, estimados antes e após a falha no sistema. Esta 
variação pode ser escrita na forma 

{

delr)} 
de(r)= : ' 

dem(r) (m.l ) 

(18) 

onde, 

de i(r)=e;(-r)-efi(r)=vi(U :s: D:M ]{r(r)-rf(r)}. (19) 

A estimativa do vetor de( r) , permite localizar o parâmetro físico responsável pela falha 
no modelo do sistema. Para exemplificar, supõe-se que s~ deseja identificar uma falha em um 
sistema mecânico, sendo esta falha caracterizada por uma alteração brusca e permanente no 
valor numérico do parâmetro físico p 1 

• 

Escolhe-se os vetores v i , de forma a obter uma função de resíduo que seja independente 

do parâmetro p 1 
, por exemplo, e 1 (r) , sendo as demais funções de resíduo e 2 (r), · · · , em (r) , 

dependentes de p 1 
• Então, a variação do resíduo de 1 (r), que não depende do parâmetro com 

falha, será diferente da variação dos demais resíduos, de 2 (r),···, dem (r) que dependem deste 
parâmetro. Esta condição caracteriza uma falha no parâmetro físico p1

• 

Este mesmo procedimento deve ser feito para outros parâmetros de interesse do sistema. 
Para cada parâmetro do modelo, deve-se escolher um vetor v i apropriado, de modo a se 
conseguir ao menos uma função de resíduo independente do parâmetro de interesse e então 
estimar as variações do resíduos. A análise destas variações, como exemplificado 
anteriormente, indicará qual parâmetro do modelo é o responsável pela falha. 

4. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

O método proposto, foi aplicado em um sistema mecânico com seis graus de liberdade, 
composto de um motor elétrico, um eixo, um elemento de disco e um mancai. As matrizes M , 
D, S e U definidas de acordo com Pederiva, ( 1992). As matrizes do sistema filtro utilizado são: 

N = -103diag(1, 2, 3, 4, 5, 6], P = [P 1 P2 P3 P4 Ps Pd, 

pr = (1 -1 O O O O], p~ =(O I -1 O O O], p; =(O O 1 -1 O O], 

p; =(O O O 1-1 0], p~ =[O O O O 1-1], pr = (1-11-11-1] 

Pretende-se monitorar o mancai deste modelo, caracterizado pelos parâmetros k 1 e c 1 

(rigidez e amortecimento do mancai na direção x, respectivamente) e k2 e c2 (rigidez e 
amortecimento do mancai na direção y, respectivamente). Os demais parâmetros do modelo, 
não são de interesse na detecção de falhas neste exemplo. 

A simulação do modelo foi feita utilizando-se o software Matlab e as funções de 
correlação foram estimadas iterativamente, bem como as funções de resíduo. A estimativa 
destes valores é tanto melhor quanto maior o número de dados utilizados na estimação. Neste 
modelo, obteve-se valores razoáveis utilizando-se um total de 2000 valores discretos de 
resposta do sistema. 

6 
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A figura 1 mostra a variação dos resíduos para uma falha na rigidez k1 do mancai, a partir 
do instante, t = 40 segundos. 

Variação do resíduos (%) Variação do resíduos(%) 
12....---~-~-~~----~----, 

10 10 

8 8 

6 6 

4 4 

-2 

-
4o 10 20 30 40 50 60 70 80 

-4L..:....~-~-~~-~-~~---' 

o 10 20 30 40 50 60 70 80 

tempo (seg) tempo (seg) 

Figura 1 -Falha no sistema em t = 40 seg. Figura 2 - Falha no sistema em t = 40 seg. 
Parâmetro com falha: k, Parâmetro com falha: c2 

Variação do resíduos(%) Variação do resíduos (%) 
12 

10 10 

8 8 

6 6 

4 4 

~~Lü .r-/v.. 
~"'T "' r 

t:::::<'-' 

..A. 

2 2 

o o 
-2 -2 

-4 o 10 20 30 40 50 60 70 80 
-41-:...~-~-~~-~-~-~__j 

o 1 o 20 30 40 50 60 70 80 
tempo (seg) tempo (seg) 

Figura 3- Falha no sistema em t = 40 seg. Figura 4- Falha no sistema em t = 40 seg. 
Parâmetros com falha: c, e c2 Parâmetros com falha: k, e k2 

Para monitorar este parâmetro, foi . montado um conjunto de 6 funções de resíduo, 
utilizando-se um conjunto de vetares V; definidos a seguir, 

v - [1 1- o o o o O] ' v -[O 2 - 1 o o o O] ' 

v 3 =[O o 1 o o O]' v 4 =[O o o o 0], 
v -[O 5 - o o o O] ' v -[O 6 - o o o o 1] • 

Assim, o resíduo e1 ( t) contém o parâmetro k1 e os demais resíduos são independentes 

deste parâmetro. Desta forma a variação do resíduo e1 ( t) será maior que a variação dos 
demais resíduos quando a falha no sistema estiver relacionada ao parâmetro k 1 • 

A figura 2 mostra a variação dos resíduos devido a falha no parâmetro c2 • Para este caso, 
utilizou-se o mesmo conjunto de vetores Vi defmido anteriormente. Obtém-se 6 funções de 
resíduo, sendo apenas uma função de resíduo dependente deste parâmetro. Nota-se que, a 
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vanaçao do resíduo dependente de c2 é maior que a variação dos demais resíduos, 
independentes deste parâmetro. -

A figura 3 mostra a variação dos resíduos para falha em dois parâmetros simultaneamente, 
c1 e c2 • Neste caso, montou-se uma função de resíduo dependente de c, e outra dependente de 
c2, sendo as demais funções de resíduo independentes de c, e c2. Nota-se que as duas funções 
assim defmidas, apresentam uma variação significativamente maior que os demais resíduos, 
caracterizando a falha nestes parâmetros. 

A figura 4 mostra, analogamente ao caso 3, a variação dos resíduos devido a falha na 
rigidez, k, e k2 do mancai . 

5. COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

A simulação do modelo de sistema mecânico, mostrou que o método proposto é 
adequado para a detecção e localização de falhas em sistemas mecânicos estacionários. 

A variação dos resíduos a determinada falha, varia de acordo com as características do 
sistema e de parâmetro para parâmetro. A localização da falha no sistema é tanto melhor 
quanto maior a sensibilidade da resposta do sistema ao parâmetro de interesse. 

O número de funções de resíduo que podem ser montadas, depende das matrizes do 
modelo, ou seja, da forma como os parâmetros fisicos estão combinados dentro das mesmas. 

Nesta simulação, não foram consideradas incertezas do modelo matemático e também, 
não foram utilizados ruídos nos sinais. Estas condições serão tratadas em um próximo 
trabalho. 
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Abstract 
The application of the deterministic state observer techniques for machine monitoring can be severely restricted 
because of limitations in accuracy reliability and robustness . The observers can produce large transient or 
steady-state errors, which can cause frequent false alarms and these limitations in transient and steady-state 
performance can be described by ill-conditioning factors.This paper describes a Model-based monitoring system 
on state observer theory with unknown parameters. A time-domain technique based on Fourier series is used for 
the parameters identification. The method is based on the orthogonality property of the Fourier series which 
enables the integration of the equations of motion. These equations are then converted to a linear algebraic 
model that is solved to obtain the unknown parameters. The goal is monitoring a mechanical system with an 
automatic system for detectíon and ísolatíon of the fault using robust observation. 

Keywords 
Faults Detectíon and Isolation, Parameters Identíficatíon, State Observers/Observadores de Estado, Falhas. 

I. INTRODUÇÃO 

Desde a introdução da teoria de 'observadores de estado por Luenberger( 1971) para 
casos determinísticos e por Kalman et ai.( 1961) para casos estocásticos, muitas metodologias 
têm sido propostas para o monitoramento de máquinas: Ge et a/.(1988), Frank et a/.(1991 ), 
Ding et a/.(1994); etc. Embora estes sistemas de monitoramento baseados na teoria dos 
observadores tenham se mostrado muito promissores no laboratório, eles não têm sido 
largamente aplicados no desenvolvimento industrial. Em particular, o monitoramento de 
sistemas baseado em observadores de estado determinísticos são raramente adotados devido 
ao fato dos mesmos frequentemente produzirem longos transientes ou erros de regime 
permanente que ocasionam falsos alarmes. O objetivo é descobrir índices de performance 
para avaliar os efeitos dos fatores que levam um observador de estado determinístico a tomar­
se mal condicionado. Um observador de estado mal condicionado trabalha bem quando as 
condições são exatamente como as assumidas inicialmente (sem erros de bias, modelo 
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perfeito, etc.), mas trabalha muito precariamente quando isso não ocorre. Deve-se, portanto, 
analisar uma nova metodologia de projeto para corrigir esta inêonsistência e projetar um 
observador com bom condicionamento e performance como descrevem Frank et ai. ( 1991 ). 
Utiliza-se neste trabalho os índices de performance de Huh et a/.(1995). A proposta deste 
trabalho é monitorar um sistema com parâmetros desconhecidos, através do desenvolvimento 
de um sistema automático de diagnose de falhas utilizando a Metodologia de Observação 
Robusta. O Método de Identificação de Parâmetros utilizado é o das Séries de Fourier 
operando no domínio do tempo. O método baseia-se na expansão das funções de excitação e 
de resposta do sistema em termos de séries de Fourier e na transformação das equações 
diferenciais do movimento em equações algébricas por meio de integrações sucessivas e da 
utilização de uma matriz operacional para integração das funções que formam as séries. Para 
a Detecção e Isolação das Falhas, são construídos observadores otimizados para os 
parâmetros do sistema sujeitos a possíveis falhas 

2. METODOLOGIA DOS OBSERVADORES DE ESTADO 

Para um sistema linear, invariante no tempo tem-se: 

{x(t)} = [A]{x{t)} + [B]{u{t)} + [G] {w(t)} 

{y(t)} = [CmeHx(t)} + [D]{u{t)} + {v(t)} 

(2.1) 

(2.2) 

Onde [A]ERrum, [B]ERnxp ,[Cme]ERkxn, [D]ERkxp ,[G]ERnxi ; sendo na ordem do sistema, p 
o número de entradas (u), k o número de saídas (y) e i o número de entradas ruidosas(w). w e 
v têm a seguinte matriz de covariância: 

E(w) = E(v) =[O); E(ww') = [Q] ; E(vv') =[R] e E(wv') = [0], onde [Q] ERixi e [R] ERkxk 

Um Observador para este sistema é dado por: 

- -
{x(t)} = [A]{x(t)} + [B]{u(t)} +[L]( {y(t)}- {y(t)}) (2.3) 

{y(t)} = [Cme] {x(t)} (2.4) 

onde [L] é a matriz do observador. O erro de estimação de estado fica: 

{e(t)} = {x(t)}- {x(t)} (2.5) 

e o erro de estimação na saída (resíduo): 

{E(t)} = {y(t)}- {y(t)} (2.6) 

Substituindo as equações (1), (2), (3) e (4) em (5) e (6) tem-se: 

{é(t)} =([A]- [L][CmeD {e(t)} +[L] [D]{u(t)} + [L]{v(t)}- [G]{w(t)} (2.7) 

{E(t)} = [Cme]{e(t)} -[D]{u(t)}- {v(t)} (2.8) 

2 
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onde {e(t)} representa a evolução do erro do observador. A expressão anterior indica que a 
equação de evolução do erro não apresenta excitação, sendo excitada apenas pelas condições 
iniciais. O erro do observador não é determinado pela excitação do sistema, significando que 
os estados do observador convergem, em regime permanente, para os estados do processo a 
controlar qualquer que seja a mesma. Os autovalores de ([A] - [L][Cme]) são usualmente 
escolhidos à esquerda dos autovalores de [A] para garantir a estabilidade do sistema. 

3. ÍNDICES DE PERFORMANCE DAS MA TRIZES DOS OBSERVADORES 

3.1 Performance Transiente e em Regime Permanente dos Observadores de Estado 

A performance transiente dos observadores de estado determinísticos é verificada 
através de dois índices: k2(A2), que descreve a sensitividade do deslocamento inicial para a 
estimação inicial e k1(P), que representa a grandeza do erro transiente em termos 
quantitativos no efeito da estimação inicial desconhecida. O efeito da estimação inicial 
desconhecida sobre o erro do transiente é investigado para determinar um índice que 
quantifique este efeito. O erro no transiente é largamente dependente do erro no deslocamento 
inicial na estimação da resposta. Se a magnitude do erro de deslocamento inicial varia 
significativamente para condições iniciais desconhecidas, então a forma do transiente 
também será muito sensitiva à escolha da estimação inicial. A sensitividade do erro inicial 
depende diretamente da direcionalidade da estimação inicial. O efeito da direcionalidade 
pode ser representado via equação de estimação do erro e pode ser derivada da equação para 
um sistema linear, invariante no tempo: equações (2.1) e (2.2). Da equação (2. 7) tem-se: 

{e(t)} =([A]- [L][CmeD {e(t)}= [A2] {e(t)} (3.1) 

onde [A2] = [A] - [L][Cme] e { e(t)} representa a evolução do erro do observador. 
Para caracterizar o modo transiente do observador para o erro de estimação inicial 

tem-se e(O) = x(O) - x(O). A matriz do observador [A2] pode ser decomposta utilizando o 
Método do Valor de Decomposição Singular como descrito em Huh et ai.( 1995): 

(3.2) 

Onde [U A2] e [V Al] são as matrizes singulares esquerda e direita respectivamente, que são 
definidas como: 

~ [UA2] =[ui U2 UJ •.• . .. Un ]A2, [V A2] =[vi V2 VJ . . .. Vn ]A2 e [LA2] = Diag[cr1 cr2 G3 ....... Gn ]A2 

Utilizando as equações (3.1) e (3.2), pode-se descrever o índice k2(A2), que é a 
condição de um número da matriz do observador ([A]- [L][Cme]} em termos da norma L2 : 

(3.3) 

A condição de um número da matriz do observador é o principal índice que descreve a 
sensitividade do deslocamento inicial para a direção da estimação inicial. Se a condição de 
um número do observador de estado é próxima da unidade, o deslocamento inicial do erro 
transiente será consistente com a escolha da estimação inicial. Caso contrário, a 
direcionalidade da estimação inicial afeta o modo transiente mais severamente deixando o 
sistema com mal condicionamento. O efeito da estimação inicial desconhecida sobre o 

3 
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tamanho do transiente é muito importante para o monitoramento de máquinas, pode ser 
representado pelo máximo erro do transiente e é medido utilizando-se as propriedades da 
norma de uma matriz. O erro na resposta é obtido da representação dos autovalores e 
autovetores do sistema. Supondo que a matriz do observador tenha autovalores distintos, o 
autosistema pode ser representado por: 

([A]-[L][CmeDP = P Mo (3.4) 

Onde: M0=Diag[)l1.Jl2.)l3 ..... )ln] são autovalores e P=[p1,P2,p3 ·····Pn] autovetores normalizados. 
Tem-se, portanto, a condição de um número do autosistema baseada na norma L1, como 
descrito em H ou et a!.( 1995): 

kJ(P) = IIPILIIP-t (3.5) 

Na análise do regime permanente de observadores de estado determinísticos verifica­
se fatores de mal condicionamento, como perturbações arbitrárias na planta e bias nas 
medidas dos sensores. A acuracidade do regime permanente do observador de estado é outro 
fator importante para o monitoramento de máquinas, porque o erro de bias poderia ser 
interpretado como condição de falha. Os efeitos do fator de mal condicionamento sobre a 
acuracidade do erro são expressos matematicamente para determinar o índice dominante para 
a performance do observador. Mais especificamente, os efeitos são medidos pela magnitude 
do erro de estimação relativa e utilizando-se teorias de normalização de matrizes. 

Supondo-se que a equação abaixo represente a planta real e que a equação (2.1) 
represente o modelo da planta com algumas incertezas na matriz [A], tem-se: 

{x(t)} = [Â]{x(t)} + [B]{u(t)} (3.6) 

Utilizando as equações (3 .3), (3.4) e (3.5) e aplicando-se as teorias de normalização 
de matrizes tem-se que o índice de condicionamento quanto a perturbações arbitrárias na 
planta e bias nas medidas dos sensores para o regime permanente pode ser descrito como a 
condição de um número da matriz do observador ([A]- [L][Cme]} em termos da norma L2. 

Para quantificar o condicionamento do observador de uma maneira simples, há a 
necessidade de um índice que represente todos os índices verificados anteriormente. Isto é 
necessário porque para um dado par de observador (A,C) e um conjunto fixo de autovalores 
deste mesmo observador, dificulta a seleção do ganho L minimizando-se todos os índices 
simultaneamente. Segundo Hou et ai.( 1995), existe um índice que domina a performance de 
todos os índices apresentados, que é a condição de um número do autovetor da matriz [P] em 
termos da definição da norma L2. Ele é dado por: 

k2(P) = II~IJP-t (3.7) 

4. MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DE PARÂMETROS : SÉRIES DE FOURIER 

O método de identificação utilizado neste trabalho pode ser sumarizado em três 
etapas fundamentais: 1) Expansão da excitação e da resposta em séries de Fourier. 

2) Integração das equações do movimento e emprego de uma matriz 
operacional para integração das séries de Fourier. 

3) Estimativa dos parâmetros pelo método dos mínimos quadrados. 

4 
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Para sistemas mecânicos com vários graus de liberdade, o movimento pode ser 
representado pela equação matricial abaixo: 

onde 

I {x(t)}] I {x(t)}J l {x(t)} + [AhNx2N l {x(t)} = [B]2NxN {f(t)}2Nxl 
2 N.tl 2 N.d 

~ [O]NxN 

(A]2Nx2N = l · · · 

{[Mt[K]} NxN 

[I] NxN l 
{[Mr;~~]} NxN J e 

(4.1) 

[M], [C] e [K] são respectivamente as matrizes de inércia, de amortecimento e de rigidez; 
{x(t)} T = { x 1(t) x2(t) x3(t) .... ......... xN(t) } é o vetor dos deslocamentos e 

{f(t)} T = { f1(t) f2(t) f3(t) ............. fN(t) } é o vetor das forças de excitação onde N é 
o número de graus de liberdade do sistema. Integrando-se duas vezes a equação ( 4.1) tem-se: 

Ir 11 {O} l l{x(O)}l jjj {x(r)}d r
2l I {O} l 

l~{x(r)}dr _I _I t+[A]Ioo 1-[A]l Jt= 

l {x(t)} J l{x(O)}J l{x(o)d l ! {x(r)}dr J {x(O)) 

[B] {H {f( r )}dr 2 } (4.2) 

Expandindo xi(t) e ~(t), i=l ,Nem séries de Fourier tem-se: 

Xj(t) = {Xi} {<P(t)} 
flt) = {Fi} {<P(t)},i = l,N (4.3) 

Onde <P(t) é formada por funções linearmente independentes e ortogonais em intervalo [O,T]: 

{<P(t)} = {<Po(t), <P1(t), ........ , <Pr(t), <PI•(t) ...... , <Pr.(t)} onde: 
<Pn(t) = cos(2nn/T), n=O,l,2,3 .... r, 
<Pn•(t) = sen(2nn/T), n=0,1 ,2,3 .... r · 

e r o número de termos em seno e cosseno retidos na série de Fourier 
Desta forma é possível escrever: 

{x(t)}Nxl = (X]TNxr2 {$(t)}r2xl e 
{f(t)}Nxl = [F]TNxr2 {$(t)}r2xl 

sendo r2 = 2r+ 1 , onde: 

(4.4) 

[X]= [ {X!} {X2} ....... {XN} ] e [F] = [ {Fd {F2} ..•..•.. {FN} ] (4.5) 
Substituindo as equações (3.5) na equação (3.3) e utilizando-se a propriedade integral 

de {<P(t)} das séries ortogonais, descrito em Melo et ai. (1993).: 

5 
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J ··· J {ci>(r)}(dr)n= [P]"{<I>(t)} 
0 

n.ve:es 
0 

onde [P] é uma matriz operacional de integração (Melo et ai, 1993). 
Tem-se, portanto: 

- +[A] I 
i[Xf [P]] i {x(O)}{e}r[P] l I[Xf[Pfl 

l [X]' ,NX,, l {x(O)){e}' + {X( O)} {e}'[ P]L"' l [X]'[ P] '""' 
I {O} l 

-[A]l j {e} T [PJ = [B][F]'[P]' N"' 

{x(O)} 2Nxr2 

onde {e} Tr2 = [I O O 0 ...... 0]. Da equação .( 4. 7) tem-se: 

(4.6) 

(4.7) 

[A] [D]- [B] [G] =[E] (4.8) 

onde 
I [Xf[P]

2 l 
[D] =I [G] = [[Ff[Pf] e 

l[Xf[P]- {x(O)} {e}r[P]J . ' Nxrl 
2Nxr2 

i ( {x(O)}{e}r -[X]r )[P] l 
[E] = l j .Tem-se, portanto: 

{x(O)}{e}r + {i(O)}{e}r[P]-[Xf 
2 Nxr2 

[Jf [H]'= [E]T, onde [H]= [[A] : -[ BJJ,N,JN e [J] = [~~~] 
3Nxr2 

(4.9) 

Utilizando uma estimativa através do método dos mínimos quadrados para a matriz 
[H] T tem-se os parâmetros do sistema: 

[H]T = ([J][Jf t [J][Ef (4.10) 

5. DETECÇÃO E ISOLAÇÃO DE FALHAS- METODOLOGIA 

A figura 5.1 apresenta um esquema do sistema de observação robusta: 
f(t) 

n(t) Sistema Real y(t) 

H I •1 Obs.robusto z1 Unidade 

: Decisão : Alarme 

i L.[ Obs.robusto Zn 
1 

Lógica 

Figura 5.1 - Sistema de Observação Robusta 
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Onde Zt. z2, ····Zn indicam os observadores robustos de cada componente do sistema 
sujeito a falhas A primeira etapa é conseguir um modelo teórico do sistema a ser analisado o 
mais próximo possível do sistema real, utilizando-se por exemplo o método dos elementos 
finitos. Além do modelo Representativo (Frank et a/.(1990)), há também a necessidade de 
análise do Modelo Diagnóstico, que utiliza o conhecimento das propriedades físicas de um 
processo em termos de sua funcionalidade estrutural. Ele descreve o comportamento 
dinâmico analítico em diferentes condições de trabalho com todas as interações entre 
diferentes partes do sistema. A seguir, com o modelo teórico determinado, segue-se as 
seguintes etapas: 

1 - Cálculo da matriz de observabilidade: A capacidade de se constituírem os estados 
do processo a controlar exige que todos os estados sejam observáveis. 
Posto de [Mo]= Posto de ([Cme]T [A]T [Cme]T [ATf[Cme( ....... [ATr·P [Cme]T = n (5 .1) 

onde n é a dimensão da matriz dinâmica [A] e p a dimensão de {y( t)}. Se o sistema não for 
totalmente observável, deve-se utilizar de uma outra medida ou substituir alguma já existente, 
fazendo-se o teste novamente, pois isso pode decorrer do desacoplamento do sistema. 

2 - Se o sistema é totalmente observável, calcula-se um observador global para 
verificação de falhas em sensores e ruídos adquiridos durante o processo. Os autovalores 
impostos no cálculo do observador devem possuir parte real negativa para garantir a 
estabilidade do sistema. 

3 - Calcula-se os observadores robustos para os elementos sujeitos a falhas . Esses 
mesmos elementos são excluídos da matriz dinâmica [A], antes da determinação dos 
observadores. 

4 - Faz-se uma análise completa dos gráficos obtidos: sistema real global x sistema 
observado global e sistema real global x sistemas locais observados( para cada parâmetro). 

6. RESULTADOS 

A análise é feita com um sistema de 3 graus de liberdade com o seguinte modelo matemático: 

m1x, + c2x2 +(c, + c2)x, + (kA + k, + k2)x, - k2x2 =O 
m2x2- CzXt + (c2 + c3)x2- CJXJ + (kB + k2 + k3)x2- k2x1- k3x3 = F2 Sen(wt) 
m3x3 - k3x2 - C3x2 + C3X3 + k3x3 + kcX3 = 0 

!1 o o] 
A matriz de medidas, [Cme] = l 

0 1 0 
, sendo x3 assumido não mensurável. 

Um observador global é empregad'o, considerando-se I 0% de ruído aleatório na saída 
- do sistema. Este observador, verificará falhas nos sensores e distúrbios no sistema. Cada 

parâmetro do sistema sujeito a falhas é analisado por um observador individual.. 
Apresenta-se a seguir os valores teóricos dos parâmetros do sistema: 

k1 = 35877 N/m kA=12000 N/m c1 = 40 Ns/m m1 = 3 Kg 
k2 = 49711 N/m k8 =10000 N/m c2 = 70 Ns/m m2 = 2 Kg 
k3 = 56628 N/m kc = 5000 Nlm c3 = 30 Ns/m m3 = 1 Kg 
F2 = 5 N, w = 100 rad/s 

Pelo método de identificação através das Séries de Fourier, tem-se os seguintes 
valores para rigidez e amortecimento: 
k1 = 36422.21N/m (erro percentual: 1.49%) c1 = 37.43 Ns/m (erro percentual: 6.42%) 
k2 = 51016.54N/m (erro percentual: 2.56%) c2 = 66.26 Ns/m (erro percentual: 5.34%) 
k3 = 58137.88N/m (erro percentual: 2.96%) c3 = 28.68 Ns/m (erro percentual: 4.40%) 
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Foram utilizados estes valores para a construção dos observadores dos parâmetros do 
sistema sujeitos a falhas. Os índices de performance foram analisados e quando os fatores 
kiP) apresentaram distanciamento da unidade, foram construídos outros observadores bem 
condicionados até a convergência dos mesmos (Huh et a/.(1995)). Foram considerados 512 
pontos amostrados em um tempo total de 2 segundos e a análise foi feita em relação aos 
valores reconstruídos de x3(t), tendo em vista que somente foram medidos os valores de x1(t) 
e x2(t). Supondo-se que os elementos sujeitos a falhas sejam k~. k2, k8 e kc e provocando uma 
diminuição de rigidez na mola k2 , tem-se as seguintes curvas para a análise: 

x 10-> Actual Global S1stem x Obser< Global System 
2 ~~----r-------~------~------. 

! 

·2 L-------~--------~------~------~ 
o 05 1 15 2 

~meW 

, 10 • Ac tual Global System (O% K2) x Robust Obser<er K1 
5~------~------~------r------, 

:~ I ~I ! I ! ~ - I ,I li ! . 

! '!ii~/ l1 d ,I'!,] :,, I J il l! lllil ll:llll:l li iii I 
c: 1 . ' I ' L I ; 

-4 

-5 ' o 05 1 1 5 2 
T1me(s) 

, 10 '' Actu al Global System (1J%K2) x Robusl Observer KB 
1,----~---~---~----, 

' 1 oL--------o~5~------~1~-------1~5 ______ ____;2 

T1me(s) 

, 10·'Actual Global System (0% K2) ' Obsw Global Sy stem 
2.-----~------~------~------, 

E : ~ !! ~~~ ~~-~ ~~w:~~~ ~~~ ~~- ~~~~ ,~', ~l ~j~i i o. • ' i : !! 11 ; fi I : 1\ ' I, -~~ I J~ I i .~~ \ 1 ~1 ~~. ' I '.1:, _:i_ ~- 1 ' ,[~ 1 1 
. :: ' , h I m n ~ 1 11 1 ~ ~ 1 d 1 ~ 

-2 L_ ___ ...__ ___ _._ ___ ~---____J 
o 05 1 15 2 

T1me(s) 

, 10·• Actual Global System (0% K2) x Robust Obser<er K2 
5~----~------~------~------~ 

3 11 ~ I • ~ . r I ~~ 
2 

I 11 ! "\, i ii : I lll 'i 

~ 1
• 

1
!' I i I J ! i i:_ t '' 

u o I I l I i I '' ' -ã. . I; ; ! i i 

Ó-1 ! !I I I I i!JI 

::I ri 11111 1 ~ J~ 

1\, __ ! I I! I ~-
'', ! I I:! 
li' _I i'! 
i ! 

~ I li /II II 
-4 

-5 ' 
o os 1 15 2 

T1me(s) 

, w ·•Actual Global System (0% K2) x Robust Obser<er KC 
1.-------~--------~--------~--------· 

''1111111 \Jil 

-0 4 

-0 6 

-DB 

· 1 oL-------~o~s~------~1--------~~.~5---------'2 

Time(s) 
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7. CONCLUSÕES 

Foi apresentada uma metodologia para detecção e isolação de falhas em sistemas 
mecânicos com parâmetros desconhecidos, utilizando-se a técnica de Observadores de 
Estado. 
O método apresentou resultados bastante satisfatórios, tendo em vista os valores apresentados 
com o sistema de três graus de liberdade. Em uma primeira etapa os parâmetros do sistema 
foram identificados através do método das Séries de Fourier, posteriormente a falha foi 
isolada. As curvas do observador do sistema robusto a k2 foram coincidentes, verificando-se 
uma possível diminuição de rigidez neste componente. O resíduo neste caso foi zero, uma 
situação inversa da análise do sistema global e de outros métodos de detecção de falhas já 
conhecidos. Resultados experimentais estão sendo obtidos e apresentando ótimos resultados. 
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Abstract 

The nonlinear analysis of a simple Lavai Rotor with a non ideal power source crossing its resonance 
under a Coulomb dry friction action and cubic restoring force of the shaft is clone. Dynamical 
changes on the system response are observed through numerical integration in the case of strong 
nonlinearity and through average method in the case of weakly nonlinearity. Some important 
constitutive request appear from the studies of the behavior. One could verify that after crit icai 
speed the dry friction works as a damping force while the restoring force drives the oscillation to 
be unpredictable. 

Keywords 

rotor, perturbação, método da média, restituição cúbica, atrito seco, rotor, perturbation, average 
method, cubic stiffness, dry frict ion. 

1. INTRODUÇAO 

Neste trabalho considera-se o estudo de um modelo não linear para o rotor Lavai. As 
não linearidades são devido não só a efeitos de atrito seco e restituição cúbica como também 
a interação entre o sistema e a fonte de potência (fonte de potência não ideal). Por causa 
desta interação muitas das propriedades do sistema dependem das propriedades da fonte de 
potência. 

A força de restituição do eixo considerada cúbica tem sua origem no tipo de material 
usado em sua fabricação. Materiais como alumínio, titânio, magnésio e ligas de cobre, bem 
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como materiais que trabalham a altas temperaturas tem compÕrtamento não linear. Ensaios 
recentes mostram que para cobre e ligas de alumínio (Lewis & Monasa, 1980) e também para 
madeira (Haslach, 1985) a lei que relaciona tensão e deformação é cúbica. 

O conhecido comportamento envolvendo propriedades de um sistema oscilatório não li­
near, tais como a forma distorcida da curva de ressonância para sistemas com forças de 
restituição não linear; a posição da parte estável e não estável desta curva; os saltos (jumps) 
dessas oscilações para uma freqüência invariante.; etc, são explícita ou implicitamente ligadas 
com a presença de uma fonte ideal de potência (Kononenko, 1969). O trabalho desenvolvido 
por Kononenko (1969) serve de base paro o estudo aqui presente no caso das não linearida­
des do sistema serem fracas, caso este em que a curva de ressonância é obtida através da 
técnica de perturbação conhecida como método da média. Segundo Nayfeh & Mook (1979), 
esse método de perturbação é o mais indicado para esse caso. Para fortes não linearidades 
lança-se mão da integração numérica direta usando Runge-Kutta de quinta ordem. com os 
pontos obtidos faz-se análise do comportamento do. sistema via seção de Poincaré. 

2. MODELO DO ROTOR LAVAL 

O rotor Lavai consiste de um eixo flexível sem massa e de um disco rigidamente 
fixado ao meio. O rotor é fixado verticalmente, podendo-se desprezar a ação da gravidade. 
A medida que a velocidade de rotação do rotor aumenta, quando este é acelerado, as forças 
inerciais atuantes no sistema devido a excentricidade também aumentam, causando deflexão 
no eixo. O sistema mostrado na figura 1, considerando-se a força de restituição cúbica, 
amortecimento viscoso e o atrito seco de Coulomb devido ao dispositivo de redução de 
amplitude de oscilação sujerido por Lucchesi (1988) ,e mais ainda considerando que esse 
dispositivo é rígido, ou seja, não absorve energia em sua própria vibração, tem-se o modelo 
não linear descrito pelas equações (1), (2) e (3). 

z I 

' · T 

y 

Figura 1: Rotor Lavai Vertical 

onde: 
m - massa do rotor 
Y, Z - são os deslocamentos nas direções y e z respectivamente 
e - excentricidade 
tp - deslocamento angular 
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k - cantante linear elástica do eixo 
T - torque líquido aplicado 

mlT + cY + kY + ')'Y3 

mi+ cZ + kZ + 'YZ 3 

Ip<p 

onde: 
I p - momento polar de inercia 

2Fay +em( <i/ sin rp- <p cos rp) 

2Faz +em( rj:l cos rp- <p sin rp) 

T +e( (kZ + 'YZ3
) sin rp + (kY + ')'Y3

) cos rp) 

+2Fay(Z- ecosrp)- 2Faz(Y + esin rp) 

c - fator de amortecimento viscoso 
'Y - constante cúbica elástica do eixo 
Fay , Faz - são as forças de atrito nas direções y e z 

(1) 

(2) 

(3) 

Os valores da força de atrito dependem da velocidade de escorregamento entre o disco 
do rotor e os quatro roletes do dispositivo de redução da amplitude de vibração.A fim de 
minimizar a descontinuidade causada pelo modelo de Coulomb uma reta muito inclinada foi 
usada para unir os pontos onde a força de atrito passa de Fa para -Fa. 

3. RESTITUIÇÃO CÚBICA 

As equações (1), (2) e (3) , sem atrito seco, podem ser reescritas na forma mostrada 
em ( 4), ( 5) e ( 6): 

Y" + À2Y' + Y + a2Y
3 

z" + À2Z' + z + a 2z3 

(32 ( rp'2 sin rp + <p" c os rp) 

{32 ( rp'2 c os rp - rp" sin rp) 

t12 + (tk2Z + t'Y2z
3

) sin rp 

+(tk2Y + t'Y2y
3

) cosrp) 

onde as relações mostradas em (7) são usadas. 

\ __ c_ {3 _ tv 2 e 
-"2- mtv 2- 9. 

w2z t - T z = g !2 - /ptv2 

t* = rvt 

t E!!a... 
k2 = Ipw2 

onde g é a aceleração da gravidade e o apóstrofe indica derivada em relação a t*. 
Assumindo-se que o sistema é fracamente não linear lança-se mão das relações (8): 

a2 = Ea À2 = EÀ {32 = E{3 

t12 = Etl tk2 = Etk t/'2 = Et l' 

Pode-se agora escrever as equações ( 4), (5) e (6) da seguinte forma: 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

3 
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Y" +y 
Z" +z 

<p" 

c(-Ày' - ay3 
- ;3( <p'2 sin <p + <p" cos <p)) 

c(-Àz' - az3 + ;3( <p'2 cos <p - <p" sin <p)) 

E(tl + (tkz + t"Yz3
) sin <p + (tky + t"Yy3

) cos <p)) 

(9) 

(10) 

(11) 

O parâmetro E é chamado de parâmetro pequeno. Quando E tende a zero o sistema 
representado acima tende a um oscilador harmônico simples com <p' constante. Esta forma é 
apropriada para se aplicar o método da média que constitui a técnica de perturbação usada 
por Kononenko (1969). 

Primeiramente impõe-se a solução e a primeira derivada na forma: 

y 

Y' 

acos(<p + b) 

-asin(<p + b) 
(12) 

(13) 

onde a e b seriam amplitude e fase constantes se se tratasse de um oscilador harmônico 
simples. Aqui são parâmetros que variam com o tempo. 

Derivando-se (13) em relação a t* obtem-se Y" : 

y" =-a' sin(<p + b)- acos(<p + b)(<p' + b') (14) 

Derivando-se (12) em relação a t* e igualando-se a (13), obtem-se: 

a' cos( <p + b) - a sin( <p + b )( <p' + b') = -a sin( <p + b) (15) 

Usando as relações abaixo 

'P' = 1 + ~ <p" = ~, (16) 

e assumindo que se trabalha perto da região de ressonância, ou seja: 

~ = Ea (17) 

calcula-se a' , b', ~'. 
Desprezando-se os termos de ordem superior ou igual a 0(E2 ) e assumindo a, b, ~ serem 

constantes durante um ciclo e aplicando-se o método da média, chega-se aos seguintes valores 
médios: 

am 

bm 

~m 

1 
E (-2 (À a + ;3 cos b)) 

E(_.!__ (3aa3 
- 8aa + 4;3 sin b)) 

8a 
1 

E( 4 ( 4tl + 4tka cos b + 3t"Ya3 cos b) 

(18) 

(19) 

(20) 
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Combinando-se (18) e (19) chega-se a relação (21) que fornece a curva de ressonância: 

(21) 

As curvas obtidas para À= 1 (vermelho), À= 0.8 (verde) e À= 0.5 (azul) , encontram-se 
na figura 2a. Já as obtidas para a = 0.2 (vermelho), a = 0.4 (verde) e a = 0.6 (azul) , 
encontram-se reproduzidas na figura 2b. 

20~--~----~----~--~~ 

15 
~-~-~~--r----+~ 

10 
~~~~---+----~----+-

5 
~~--r----+----~----~ 

o~~~==~r=~~--~ 

rotação 

20 ,----------, 

rotação 

Figura 2: Curvas de Ressonância 

4. ATRITO SECO DE COULOMB 

Neste caso a integração numérica direta das equações (1), (2) e (3) foi usada. Obteve­
se as respostas do sistema no domínio do tempo. Foram traçadas as órbitas do rotor para 
diferentes valores de k, c,/, Fa .Isso possibilitou a análise da contribuição de cada parâmetro 
no comportamento do rotor. As figuras 3 e 4 mostram dois casos distintos em que a seção de 
Poincaré é usada para uma melhor compreensão.A secção de Poincaré foi obtida computando­
se os valores de velocidade e amplitude de oscilação múltiplos da frequência da força de 
excitação, ou seja, o desbalanceamento. 

5 
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20 

15 

10 

5 
Cl) 

"O m 
"O 
"ü o o 
ãi 
> 

-5 

-10 

-15 

-20 
-0.06 -0.04 -0.02 o 

deslocamento 
0.02 0.04 0.06 

Figura 3: Secção de Poincaré: Tm = 2.5Nm, Fa = O, c = O, 1 =O 

5. CONCLUSÕES 

As curvas de ressonância calculadas pelo método da média constituem uma boa apro­
ximação. Pela própria natureza das equações, fica evidente que os parâmetros a(t) e b(t) 
variam lentamente com o tempo. A forma inclinada da curva mostra o aparecimento de 
saltos na passagem pela ressonância. Quando o rotor é acelerado do repouso ele tende a 
obedecer a parte superior da curva, mas em um determinado instante aquela amplitude 
de oscilação se torna instável. O mesmo ocorre quando o rotor é desacelerado. A relação 
amplitude e rotação foi calculada em regime permanente. 

No domínio do tempo pode-se notar pela figura 3 que o sistema livre dos efeitos de res­
tituição cúbica, amortecimento viscoso e atrito seco apresenta pontos com uma distribuição 
bem definida. No início do movimento a amplitude e velocidade oscilam pouco, resultando 
na região central da figura com grande densidade de pontos. Em um determinado tempo o 
movimento sai da região central devido a falta de amortecimento e aparece uma forma simi­
lar a primeira, mas em uma escala maior. Isso se repete indefinidamente como é verificado 
em três escalas na figura. 

A figura 4 leva a influência dos efeitos acima mencionados. Pode-se notar uma completa 
modificação na forma. O atrito seco faz com que os pontos formem um anel em volta da 
origem enquanto que a restituição cúbica tende a dispersar os pontos. Para comprovação 
de movimento caótico é necessário o cálculo do expoente de Liapunov que é uma medida 
da dispersão de duas trajetórias com condições iniciais muito próximas ou a construção do 
diagrama de bifurcação em função do parâmetro 1. 

6 
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Q) 
"O 
ctl 
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10 
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Figura 4: Secção de Poincaré: Tm = 2.5Nm, Fa = 10N, c= 3Kgjs, r= 5 X 108 Kg X m2 js2 
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Abstract 
Since Lorenz's model for two dimensional Rayleigh-Benard flow in atmosphere, it has been proposed severa! 
low-order models for representing the fluid cellular motion. The present work is a revision of the main low­
orders models published. A methodology for the strange attractors simulations in two of then is presented. The 
bifurcation diagrams based in Nusse & Yorke(l994) method for dynamics explorations is also developed and the 
evolution of the temperature and stream function fields are related by levei curves obtained from the model. The 
good quality of the graphics results is a credit for going on the methodological numerical investigation. 

Palavras-chave 
Modelos dinâmicos reduzidos, escoamento Rayleigh-Benard/ Dynamics low order models, Rayleigh-Benard flow 

I. INTRODUÇÃO 

O estudo do escoamento convectivo na atmosfera vem sendo realizado por vanos 
pesquisadores. Saltzman (1962), a partir das equações de Oberbeq-Boussinesq da 
representação do escoamento bidimensional convectivo entre duas superficies livres, 
utilizando-se do desenvolvimento em série dupla de Fourier, transformou as equações 
diferenciais de balanço em um sistema de E.D.Os dinâmicas para os coeficientes de Fourier 
dos campos de temperatura e de velocidades. Saltzman propôs um modelo reduzido com sete 
termos. Este trabalho foi o precursor do trabalho de Lorenz ( 1963) que propôs um modelo, 
para as mesmas equações, com apenas três termos. Com esse trabalho Lorenz descobriu a 
grande sensibilidade aos valores iniciais na evolução temporal do movimento. Esta 
característica está associada ao movimento caótico determinístico e ensejou o 
desenvolvimento da teoria do Caos. Os resultados apresentados por Lorenz não se aplicam 
para baixos números de Prandtl, característicos do ar atmosférico, conforme as restrições 
apresentadas pelo próprio autor. Modelos reduzidos que levam em consideração o efeito 
tridimensional foram propostos por McLaughlin e Martin (1975) e Curry (1978). A transição 
do regime laminar para o turbulento foi estudada por Malkus (1954) e mais recentemente por 
Krishnamurti (1973), para o escoamento de Rayleigh-Benard. A instabilidade temporal, como 
revelada pelos modelos reduzidos, pode auxiliar no estabelecimento de rotas de transição para 
a turbulência. Howard e Krishnamurti (1986) apresentaram um modelo reduzido com seis 
termos para representar o escoamento nas células de Benard, entre superficies livres infinitas, 

., 
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modificando o modelo de Lorenz, exibindo bifurcação entre as células convectivas simétricas 
para células assimétricas inclinadas, em concordância com observações de experimentos em 
células de Hele-Shaw, nas quais o movimento convectivo é produzido pelo resfriamento 
evaporativo na superfície livre superior. Finalmente, Hermiz et ai. (1995), baseados no 
trabalho de Drake et a/.(1992), reavaliaram o modelo proposto por Howard e Krishnamurti, 
introduzindo um modelo com sete termos, considerando uma maior influência da tensão de 
cisalhamento no interior do escoamento. Os dois últimos modelos são válidos para a 
representação do escoamento convectivo entre superfícies livres infinitas separadas pelo ar 
atmosférico. 

No presente trabalho os modelos de Lorenz e de Hermiz et. a/. são estudados, e as 
transições observadas na evolução temporal são apresentadas. Os modelos são comparados, e 
são representados diagramas de bifurcação obtidos segundo a metodologia de Nusse & Yorke 
(1994), para o segundo caso. Os atratores caóticos são obtidos a partir da solução de um 
sistema de equações diferenciais ordinárias, através do método de Runge-Kutta de quarta 
ordem. Um procedimento gráfico de apresentação dos resultados permite avaliação mais 
adequada dos resultados, do que os publicados anteriormente. 

2. MODELOS REDUZIDOS 

2.1 Equações de balanço adimensionais 

As equações de balanço governantes da convecção atmosférica na aproximação de 
Oberbeq-Boussinesq são: 

o e 
--+ ot 

o(lfl,e) 
o (x, z) 

Olfl 
Ra---V 2 8=0 ox 

Pr = v/k = número de Prandtl 

Ra = gf3H 3 /J.T
0 
/kv =número de Rayleigh 

\jf = \jf*/k=função corrente adimensional 

8 = gf3H 38 */kv=função desvio 

adimensional da distribuição linear de 
temperatura. 

x=x*/H, z =z*/H= coordenadas espaciais 
adimensionais 

t = t*k/H2=tempo adimensional 

2 

= o (I) 

(2) 

v = viscosidade cinemática 

p = coeficiente de expansão volumétrica 

k= coeficiente de difusividade térmica 

H=espessura da camada de fluido 

!J. To = diferença de temperatura entre as 
placas. 

g =aceleração da gravidade 
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2.1.1 Condições de contorno 

L fo-6To 
,.14,. ~ I H 

L To 

L 

Figura 1- Representação geométrica do problema. 

Nos contornos inferior e superior, livres, a velocidade normal e a tensão de cisalhamento 
se anulam e a temperatura é mantida a um valor constante~ 

11/1 = '\721111 =o 
'f' :=0.+ 1 'f' :=0.+1 

o ( 11' , V' 211') 

o(x,z) 
:= 0.+ 1 

ei==Ü.+I =o 

= 
o(IJI, 8) 

=0 
o(x, z) 1: = 0. + 1 

(3) 

(4) 

(5) 

Da expansão de série dupla de Fourier dessas equações, vários modelos reduzidos foram 

propostos. Serão desenvolvidos dois dos vários modelos apresentados na literatura para 

camada infinita de fluido de espessura H. Os gráficos que serão apresentados representam 

quatro células convectivas básicas num domínio de dimensões 2HxL, onde as equações do 

modelo são aplicadas, tendo sentido fisico somente as duas células superiores. 

3. MODELO DE LORENZ (1963) 

Lorenz a propôs, os seguintes termos para a série de Fourier: 

a(l + a 2 ri k- 11/f = 1!1(1.1) .J2 sen(nax) sen(nz) (6) 

nRc-1 Rai1T- 18 = ~ 1 • 1 ) cos(nax) sen(nz)- ~0•2 ) sen(2nz) (7) 

Substituindo as equações (6) e (7) nas equações de balanço (l) e (2), Lorenz encontrou o 
sistema de equações: 

dlfl (1,1) = _ Pr lfl (1,1) + Pr 8 (1,1) 
dt 

3 

(8) 

.. 



' 

onde: 
r= Ra/Rc 

Rc =número de Rayleigh crítico= 277rX 
b = xl+a2) 
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a = razão de aspecto = 2H/L = y .fi 
L= largura da célula básica. 

(9) 

(10) 

3.1 Resultados da Simulação do Modelo Reduzido de Lorenz (1963) 

. , . 
• 10 

\j/(1,1) versus 8(0,2) \jl( I, 1) versus 8( I, I) 

Fig. 2- Atratores caóticos dos espaços de fase representativos do modelo. 

(Função corrente para t= 1.82) 
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(Função corrente para 1•17.95) 
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Fig. 3 - Evolução temporal das curvas de nível da função corrente e da função desvio de temperatura, 

para Pr =1 O, r= 28 e a= I/J2 

Os resultados mostram a evolução caótica da circulação do movimento ora no sentido 
horário, ora no sentido anti-horário, induzindo mudanças periódicas significativas no campo 
de temperaturas. 

4. MODELO DE HERMIZ, GUZDAR E FINN (1995) 

Os autores acrescentaram um termo para reforçar o efeito do cisalhamento no fluido e 

ampliaram o modelo reduzido de Howard-Krisnamurti (1986), que propuseram o primeiro 

modelo aplicável ao escoamento no ar atmosférico. Com a substituição da série de Fourier, 

truncada em sete termos, os autores adotaram: 

1f1 = lf/ , 1_1) sen(ax) sen(z) + lf'(o. 2 l sen(z) + lf/( 1_2 ) cos(ax) sen(2z) 

+ lfl (O .Jl sen(3z) 

e = e(J.Il cos(ax) sen(z) + 8, 0 _2 ) sen(2z) + 8( 1.2 ) sen(ax) sen(2z) 

(11) 

(12) 

O modelo desenvolvido a partir do modelo original de Lorenz, tomado como referência, 
foi obtido substituindo-se as expressões ( ll) e ( 12) nas equaçoes de balanço ( l) e (2): 

dlfl (1 ,1) 2 a Pr8(1 ,1) a(3 + a2 )'!' (0,1)'1' (1,2) 
--'--'-- = - Pr(l + a )lf! (I I) + 2 + 2 

dt ' (1 + a ) 2(1 + a ) 

3a(a2 - 5)'!' (1,2)'1' (0,3) 

2(1 +a 2 ) 

dlfi(0,1) --Pr _ 3alfl(1.1)'1'(1,2) 
dt - 'I' (0, 1) 4 

dlf/(1.2)_ P(4 2) aPr8(1,2) 
--r +a '1'(12)- 2 

dt · (4 +a ) 

3a(a
2 

-8)'1' (1,1)'1' (0,3) 

+ 2(4+a 2 ) 

5 

a 
3

'1' (1 ,1 )'!' (0,1) 

2(4 + a 2
) 

(13) 

(14) 

(15) 

í 

... 
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d8(1,1) 2 
dt = -(1 +a )8 (1 ,1) + aRaljl (1,1) - alJI (1 ,1)8 (0,2) 

+ 3a8(1,2)'1' (0,3) 

2 
d8co,2) alJI (1 ,1 Wc1.1) 
--'----- = -48(0 2) + _ _:_;~__:__:__:_ 

dt , 2 

d8 ( 1,2 ) (4 2 )8 aR alJI (0,1)8 (1 ,1) 
dt =- +a (1 ,2) - alJI (1 ,2) + 2 

dlJI (0,3) alJI (1,1)'1' (1,2) --'----- = -9 Pr lJI (O 3) + -----
dt ' 4 

3a8(1 ,1)'1' (0,3) 

2 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

com, a = número de onda = na. 

4.1 Resultados da Simulação do Modelo Reduzido de Hermiz et al. (1995) 

2.5 
2 

1.5 

----~---~-------··---

.. 
·-z• 

\jf( l , I) versus 0(0,2) \j/(1, l) versus O( 1, l) 

Fig.4- Atratores caóticos obtidos a partir dos espaços de fase representativos do modelo. 
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Função corrente para t=18.92 e Pr• 1 
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(Função temperatura parat•18.92 e Pr•1) 
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Fig.S- Evolução temporal das curvas de nível da função corrente e da função desvio de temperatura, 
para Pr = 1 , a = 1 ,2 e Ra=SO. 

Os resultados indicam a evolução caótica da circulação celular estável, em uma 
primeira transição, para um escoamento celular inclinado que evolui posteriormente para um 
escoamento celular com dimensão que se aproxima, na direção horizontal, do dobro da 
dimensão inicial. Há períodos de difusão na direção horizontal do escoamento, indicando 
"quebra" do regime celular. 

4.2 Transições no Modelo de Hermiz et. a/.(1995) 

,. 

:. se 

., 
·,"''.:rt.. 

" ' "A 

'\ .. ~ ... 

\j/(1, 1) versus Ra. 0(1,1) versus Ra 

Fig.6- Diagramas de Bifurcação. 

Duas bifurcações do regime de escoamento caótico são observadas. A primeira indica o 
início da convecção oscilatória, e ocorre para um número de Rayleigh em tomo de 42 e 
apresenta atratores com circulação em torno de um único ponto de atração. A segunda 
transição ocorre para Ra ~ 4 7,3 e a partir deste valor o atrator mantém características 
oscilatórias apresentando circulação em torno de dois pontos de atração, como pode ser 
verificado pela figura 4 e pela alteração do sentido do escoamento na figura 5. 
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5. DISCUSSÃO E CONCLUSÕES 

A partir do modelo reduzido de Howard e Krishnamurti ( 1986), a simulação do 
escoamento de Rayleigh-Benard para o ar tornou-se viável. Os autores introduziram uma 
transição do escoamento circular estável para um escoamento de células inclinadas. Hermiz et. 
a!. ( 1995) ampliaram o efeito de cisalhamento do modelo anterior e detectaram valores de 
número de Rayleigh críticos diferenciados dos previsto anteriormente. No presente trabalho 
foram apresentados graficamente as transições temporais dos modelos de Lorenz e de Hermiz 
et al. e as bifurcações responsáveis pelos mecanismos de transição puderam ser observadas 
para o último modelo. A análise dos modelos bidimensionais apresentados na literatura não 

• permite ainda explicar todos os modos de transição para o regime turbulento numa camada de 
ar atmosférico limitada por superficies livres. A revisão realizada permite concluir que os 
modelos reduzidos propostos, não são ainda qualitativamente representativos do complexo 
fenômeno da convecção de Rayleigh-Benard para o ar atmosférico, entre superficies livres. 
Entretanto as ferramentas gráficas apresentadas no presente trabalho permitirão a investigação 
acelerada de novos modelos mais apropriados, com mais viabilidade de análise do que a 
encontrada nos trabalhos anteriores. 
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